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Referat

Ein metrischer Graph mit einem selbstadjungierten, negativen Laplace-Opera-
tor wird Quantengraph genannt. Ublicherweise werden Charakterisierungen
von selbstadjungierten Versionen iiber Knoten-Randbedingungen betrach-
tet. Es wird angegeben, dass ein negativer Laplace-Operator mit Knoten-
Randbedingungen genau dann selbstadjungiert ist, wenn in jedem Knoten
ein Lagrange’scher Unterraum fiir die Randbedingungen ausgewé&hlt wurde.
Dabei ist die einzige Einschriankung an den Graphen, dass die Kantenldnge
nach unten gleichméflig beschrankt sein soll. Unendlich lange Kanten und
unendlicher Knotengrad sind dabei erlaubt.

Es wird eine Parametrisierung der Randbedingungen mithilfe einer Familie
von Projektion und einer Familie von Operatoren angegeben, welche immer
einen Lagrange’schen Unterraum bilden und im Fall endlichen Knotengrades
sogar alle Lagrange’schen Unterrdume. Unter diesen Parametrisierungen wer-
den alle identifiziert, die einen nach unten beschriankten Operator liefern und
damit eine assoziierte, nach unten beschriankte Sesquilinearform besitzen.

Im Weiteren wird die Multiskalenanalyse von stetigen Modellen auf R? auf
metrische Graphen angepasst. Dazu wird eine Uberdeckung der metrischen
Graphen benétigt, welche durch die Einschrinkung auf metrische Graphen mit
gleichméBig nach oben beschriankten Kantenldngen und gleichméfig polyno-
miellem Wachstum ermoglicht wird. Als Hilfsmittel fiir die Multiskalenanalyse
werden eine Combes-Thomas-Abschétzung und eine Geometrische Resolvente-
nungleichung bewiesen. Zusammen mit der Wegner-Abschétzung aus [GHVO0S|
und der Existenz von verallgemeinerten Eigenfunktionen aus |[LSS08| wird mit-
tels der modifizierten Multiskalenanalyse spektrale Lokalisierung (d.h. reines
Punktspektrum) mit polynomiell fallenden Eigenfunktionen am unteren Rand
des Spektrums fiir negative Laplace-Operatoren mit zufélligem Potential ge-
schlossen. Dabei sind alle Randbedingungen, die eine nach unten beschrénkte
quadratische Form liefern, wéhlbar.
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Einleitung

In vielen wissenschaftlichen Gebieten wird der Transport in unterschiedlichsten
Medien untersucht, zum Beispiel die Elektronenbewegung, die Wellenausbrei-
tung oder Diffusion von Fliissigkeiten. In der Praxis ist es relevant festzustellen,
ob Transport in einem System moglich ist oder nicht. Zum Beispiel werden
so in der Elektronenbewegung Isolatoren von Leitern unterschieden. Parti-
elle Differentialgleichungen, die den Transport beschreiben, verwenden oft
den Laplace-Operator, so auch die Schrodinger-Gleichung zur Beschreibung
mikroskopischer sowie die Wellen- und die Warmeleitungsgleichung zur Be-
schreibung makroskopischer Systeme.

Was mathematisch untersucht werden muss, um herauszufinden welche
Art von Transport méglich bzw. vorhanden ist, soll nun kurz anhand der
Schrodinger-Gleichung vorgestellt werden: Diese beschreibt die zeitliche Ent-
wicklung einer Wellenfunktion v, die von der Zeit ¢ € R und vom Ort z € X
(meist gilt X = R?) abhiingt:

L0Y(t,

N R L)
Mit der Definition des Schrodinger-Operators als H = —A + V kann fiir einen
normierten Anfangszustand (0, -) mit |[1(0,-)||12(x) = 1 die zeitabhingige
Losung der Schrodinger-Gleichung ¢ mittels der unitdren Gruppe angegeben
werden:

P(t,z) = e MY(0,2).

In der Quantenmechanik wird p; = |4 (t,-)|* als Ortsaufenthaltswahrschein-
lichkeitsdichte des Teilchens zur Zeit t interpretiert. Das heifit, die Wahr-
scheinlichkeit, dass sich ein Teilchen bzw. eine Welle zur Zeit ¢ in einer Menge
K C X befindet, berechnet sich dann durch

P{Teilchen/Welle ist in K} = / [ (t, x)|* d.
K

Dabei gewidhrt die Normierung des Anfangszustandes, dass das Teilchen
bzw. die Welle sich mit Wahrscheinlichkeit eins irgendwo im gesamten Raum
aufhalten muss. Weiterhin bleibt die Normierung der Lésung im Laufe der
Zeit erhalten, da die Halbgruppe unitér ist.



2 Einleitung

Wenn sich die Losung nicht aus einem Kompaktum bewegt, dann wird der
Anfangszustand (0, z) € L?(X) als gebundener Zustand bezeichnet:

YVe>03R>0:sup / [(t,z)|* dz < e.
t

BRr¢

Das Teilchen oder die Welle ist dann in einer bestimmten Menge K C X
gefangen, es findet also kein Transport durch das Medium statt. Eine andere
Ausdrucksweise dafiir ist: Das Teilchen bzw. die Welle ist lokalisiert.

Bei allen anderen Arten von Zusténden wird die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit in jeder kompakten Menge beliebig klein — oder zumindest im zeitlichen
Mittel beliebig klein. Es findet also Transport durch das Medium statt und
es wird von Streuzustdnden gesprochen.

Es gilt nun herauszufinden welche Arten von Zustidnden in bestimmten
Energiebereichen auftreten konnen. Am Wichtigsten ist dabei die Umgebung
des Grundzustandes, d.h. des energiedrmsten Zustandes des Systems, wohin
jedes physikalische System automatisch strebt.

Der wichtigste mathematische Satz dazu ist das RAGE-Theorem. Es cha-
rakterisiert die Menge aller gebundenen Zustédnde wie folgt: Die Menge aller
gebundenen Zusténde entspricht dem Abschluss der linearen Hiille aller Ei-
genfunktionen des Schrédinger-Operators H = —A + V.

Es ist also ausreichend den Schrédinger-Operator H zu untersuchen, um
herauszufinden, ob Transport in diesem System zu bestimmten Energieniveaus
moglich ist oder nicht. Die Hauptaussage dieser Arbeit wird sein, dass in
einem kleinen Intervall um das Energieniveau des Grundzustandes eines
Systems — welches spéter noch genauer beschrieben wird — nur Punktspektrum
existiert. In diesem Energiebereich gibt es also nur Eigenfunktionen und somit
gebundene Zustédnde und keinen Transport durch dieses Medium. Es gibt in
diesem Energieintervall nur lokalisierte Teilchen/Wellen, weshalb dieser Effekt
Lokalisierung genannt wird.

In vielen wissenschaftlichen Gebieten wird der Transport in graphendhn-
lichen Medien untersucht, zum Beispiel die Elektronenbewegung oder Wel-
lenausbreitung in Drahtgeflechten und Netzwerken oder der Blutfluss in der
Lunge. Eine mathematische Annéherung daran ist eine Beschreibung von
Transport auf eindimensionalen Strukturen — auf Graphen.

Der erste Schritt zur Charakterisierung des Transportes ist die Beschreibung
und Untersuchung des Laplace-Operators auf Graphen, iiber welchen dann
auch weitere Schrodinger-Operatoren definiert werden. Dazu sind kontinu-
ierliche Graphen, sogenannte metrische Graphen notwendig. Der wichtigste
Unterschied zu kombinatorischen Graphen ist, dass nicht mehr die Knoten,
sondern die Kanten die wichtigste Rolle einnehmen. Die Kanten werden als
Intervalle angesehen, entlang welcher der Transport stattfinden kann. Die
Knoten sind dann Verteilungspunkte, an denen entschieden wird auf welchen



Kanten der Transport fortgesetzt wird. Dabei ist es wichtig, wie in den Knoten
verfahren werden soll. Dies geschieht durch die Wahl von Randbedingungen.
Anhand dieser kann angegeben werden, ob der zu untersuchende Operator
eine wichtige Eigenschaft — die Selbstadjungiertheit — besitzt.

Kostrykin und Schrader zeigten in |[KS99| wie fiir einen Sterngraph mit
n unendlich langen Kanten alle selbstadjungierten Versionen des negativen
Laplace-Operators iiber Lagrange’sche Unterrdume charakterisiert werden
kénnen. Kuchment gab in [Kuc04| eine Beschreibung fiir allgemeinere metri-
sche Graphen iiber Sesquilinearformen an. Dabei erfolgt die Parametrisierung
der Randbedingungen mit einer Familie von Projektionen und einer Familie
von Operatoren. Dies ergibt selbstadjungierte, nach unten beschrinkte Ope-
ratoren. Jede dieser Parametrisierungen bildet in jedem Knoten wieder einen
Lagrange’schen Unterraum, die Umkehrung gilt aber nicht.

Diese unnatiirliche Liicke wird geschlossen und gezeigt, wie eine Charakteri-
sierung aller selbstadjungierter Operatoren mittels Lagrange’scher Unterrdume
entsteht. Dabei wird die Einschrinkung an den Knotengrad aus [Kuc04| aufge-
hoben. Weiterhin wird gezeigt, dass die Parametrisierungen mittels Projektion
und Operator auch ohne die Beschrénkungen aus [Kuc04] — die Beschriinkung
des Knotengrades und die gleichméfige Beschrankung der Normen der Ope-
ratoren in den Parametrisierungen — einen Lagrange’schen Unterraum bilden
und somit einen selbstadjungierten negativen Laplace-Operator liefern. Fiir
endlichen Knotengrad liefern sie sogar alle Lagrange’schen Unterrdume. Unter
diesen Parametrisierungen werden alle identifiziert, die eine assoziierte nach
unten beschrinkte Sesquilinearform besitzen.

Beim Betrachten von Systemen, die durch selbstadjungierte Schrédinger-
Operatoren beschrieben werden, wurde folgende Feststellung gemacht: Beim
Transport in periodischen Strukturen (zum Beispiel in reinen Kristallen) gibt
es nur Streuzusténde. Sind in den Strukturen Stérungen oder Abwandlungen
von den periodischen Mustern zu finden, dann geht diese Eigenschaft verloren
und es gibt oft nur gebundene Zustéinde und keinen Transport durch diese
Medien.

Viele verschiedene Stoérungen in Transport-Modellen werden durch zufillige
Operatoren modelliert und seit lingerem in der Physik und Mathematik
untersucht. Erste Aussagen iiber zufillige Schrédinger-Operatoren in Z% und
das Auftreten von Isolatoreigenschaften fiir niedrige Energien wurden in der
theoretischen Physik in |[And58| aufgefiihrt. Fiir Modelle in Riumen mit
Dimension groBer eins (Z? und R?) gibt es zwei géingige Methoden, mit
denen Lokalisierung, d.h. Abwesenheit von stetigem Spektrum und somit
Isolatoreigenschaften, nachgewiesen werden kénnen.

Die erste Methode ist die Multiskalenanalyse (MSA), sie wurde publiziert
von Frohlich und Spencer in |[FS83| und weiterentwickelt von Frohlich, Mar-
tinelli, Scopola und Spencer in [Fr6+4-85| sowie von von Dreifus und Klein
in [DK89] und behandelte in allen Féllen diskrete Schrodinger-Operatoren
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auf Z% mit zufiilligem Potential. Darauffolgend wurden einige andere Modelle
behandelt und Modifikationen an der Methode vorgenommen. Eine Variante
mit allen benétigten Abschitzungen und Werkzeugen zur Lokalisierung fiir
mehrere stetige Modelle, die sich leicht auf andere Modelle iibertragen lésst,
wurde von Stollmann in [Sto01] niedergeschrieben. Dabei ist das Vorgehen
grob in folgende Schritte einzuteilen:

@ : Es gibt eine Entwicklung des Operators in verallgemeinerte Eigenfunk-
tionen, welche hochstens polynomiell wachsen.

@ : Fiir ein bestimmtes Energieintervall sind die lokalen Resolventen fallend,
d.h. was die Resolvente des Operators auf endlichen Gebieten vom
Inneren zum Rand des Gebietes iibertriigt, fillt exponentiell/polynomiell
mit der Grofle der Gebiete.

® : @ und @ ergeben exponentielles/polynomielles Fallen der verallge-
meinerten Eigenfunktionen. Somit sind diese Eigenfunktionen und das
Spektrum in dem Energiebereich aus ) reines Punktspektrum.

Punkt @ entspricht der eigentlichen Multiskalenanalyse, in der von einer
Anfangsléangenskala per Induktion Abfall der lokalen Resolventen fiir eine
groflere Langenskala geschlossen wird.

Die zweite Methode wurde von Aizenman und Molchanov 1993 in [AM93|
publiziert und zeigt, dass der Erwartungswert gebrochener Momente der
lokalen Resolventen in allen Langenskalen gleichméfig fallend ist. Sie wird
mit der Abkiirzung FMM bezeichnet, was fiir ,,fractional moment method*
steht. Aus der Aussage iiber das Fallen von lokalen Resolventen wird wieder
Lokalisierung geschlussfolgert. Dafiir gibt es verschiedene Varianten, welche
zum Beispiel auf einem Kriterium von Simon und Wolff, dem RAGE-Theorem
oder anderen beruhen. Damit liefert diese Methode fiir diskrete Modelle
eine elegantere, einfachere Moglichkeit Lokalisierung zu schlieflen. Fiir stetige
Modelle wird dies viel komplexer und verliert die Eleganz und Einfachheit —
siehe zum Beispiel |Aiz+06] oder auch [Mon+06|.

Unabhéngig von der Methode gibt es verschiedene Aussagen iiber bzw.
Qualitdten von Lokalisierung, welche gewonnen werden kénnen:

e Spektrale Lokalisierung, das heiit reines Punktspektrum (oft verbunden
mit exponentiellem/polynomiellem Fallen der Eigenfunktionen).

e Dynamische Lokalisierung: Unter dynamischer Lokalisierung werden
in der Literatur verschiedene Formulierungen angegeben, welche meist
Abschwiichungen /Verschérfungen voneinander sind. Die Aussage ist:
Fiir einen Anfangszustand, der in Raum und Energie lokalisiert ist, wird
im Lauf der Zeit nichts nach unendlich transportiert (d.h. durch das



Medium). Die Unterschiede in der Definition entstehen, wenn diese Aus-
sage mit oder ohne Erwartungswert oder im zeitlichen Mittel definiert
wird.

Dabei folgt aus dynamischer die spektrale Lokalisierung. Die bisherigen Er-
gebnisse iiber Abwesenheit von Transport bei negativen Laplace-Operatoren
auf metrischen Graphen sind:

1.

Aizenman, Sims und Warzel zeigten in [ASWO06|: Fiir den negativen
Laplace-Operator mit Kirchhoff-Randbedingungen auf einem verwur-
zeltem Baum (,,rooted tree graph*), d.h. einem Baum mit konstanter
Verzweigungszahl (auer an der Wurzel), mit zufilligen Kantenldngen
ist das absolutstetige Spektrum stabil (d.h. vorhanden) unter schwacher
Unordnung.

. Hingegen zeigten Hislop und Post in [HP09|, dass fiir radiale Quan-

tenbdume (d.h. Bidume bei denen in jeder Generation Knotengrad,
Kantenldnge und Randbedingungen konstant sind) sowohl fiir zuféllige
Kantenlidngen, als auch fiir zufdllige Kirchhoff-Randbedingungen (d.h.
zufillige Kopplungskonstanten in jeder Generation) spektrale Lokali-
sierung mit exponentiell fallenden Eigenfunktionen fiir alle Energien
vorliegt. Bewiesen wird dies durch die Reduzierung auf linienartige
Quantengraphen.

. Exner, Helm und Stollmann beschrieben in [EHS07| fiir den negativen

Laplace-Operator mit Kirchhoff-Randbedingungen auf dem metrischen
Graphen iiber Z¢ mit zufilligem Potential spektrale Lokalisierung mit
exponentiell fallenden Eigenfunktionen und dynamische Lokalisierung
nahe dem Grundzustand. Benutzt wurde dazu die Multiskalenanalyse
aus der Dissertation |Hel07|.

. Klopp und Pankrashkin zeigten in [KP08| fiir den negativen Laplace-

Operator mit Kirchhoff-Randbedingungen (§-Randbedingungen) mit
zufilliger Kopplungskonstante in jedem Knoten iiber Z¢ spektrale Lo-
kalisierung fiir hohe Unordnung und an Bandkanten mittels FMM.

. Fiir den negativen Laplace-Operator mit J-Randbedingungen und fes-

ter Kopplungskonstante in jedem Knoten iiber Z¢ mit zufiilligen Kan-
tenldngen bewiesen Klopp und Pankrashkin in [KP09| spektrale Lokali-
sierung mit exponentiell fallenden Eigenfunktionen nahe dem Grundzu-
stand mithilfe der MSA aus 3.

Die Beweismethoden unter 1., 2. und 4. hingen stark von der Geometrie der
Graphen oder den speziellen Randbedingungen ab und sind nicht auf allgemei-
ne Randbedingungen oder allgemeine metrische Graphen zu verallgemeinern.
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Dies ist nur mit der Multiskalenanalyse moglich, die in 3. und 5. genutzt
wurde.

U fiir eine groflere Klasse an Graphen und Randbedingungen Lokalisierung
zu schlieflen, wird in der vorliegenden Arbeit die Multiskalenanalyse benutzt.
Die bewiesenen Resultate verlassen Baume und den Z¢ bzw. R? — allgemeine
metrische Graphen miissen in keinen dieser Ridume einbettbar sein. Eine
notwendige FEinschriankung an den metrischen Graphen ist eine Wachstums-
schranke. Der Graph darf nicht zu schnell wachsen und soll ein gleichméBig
polynomielles Wachstum erfiillen, um eine gleichméBige Uberdeckung des
Graphen zu ermoglichen. Das einzige Modell unter den fiinf Vorarbeiten, bei
welchem der Graph per se kein polynomielles Wachstum besitzt, liefert auch
als einziges die Abwesenheit von Lokalisierung.

Weiter sind auch alle Randbedingungen, die einen nach unten beschrénkten
Operator liefern — also einen Operator mit endlichem unteren Ende des
Spektrums — behandelbar (bisher wurden in allen Arbeiten hochstens o-
Randbedingungen behandelt). Als Zufilligkeit wird ein Legierungspotential
in das Modell integriert.

Der Hauptbestandteil dieser Arbeit sind die Beweise notwendiger vorberei-
tender Abschétzungen und der Beweis der auf metrische Graphen angepassten
Multiskalenanalyse.

Es wird also spektrale Lokalisierung fiir eine neue grofie Klasse an Gra-
phen/Modellen mit neuen Randbedingungen bewiesen (die Ergebnisse schlie-
Ben alle bisher behandelten Operatoren mit zufélligem Potential ein).

Allerdings liefert die Multiskalenanalyse durch die allgemeineren Graphen
keine exponentiell fallenden Eigenfunktionen und keine dynamische Lokalisie-
rung mehr. Woran das liegt und wie die MSA eventuell modifiziert werden
kann, um dies dennoch zu erreichen, wird spéter diskutiert.

Das erste Kapitel gibt eine Einfithrung in metrische Graphen und eine
Charakterisierung von selbstadjungierten negativen Laplace-Operatoren mit
Knoten-Randbedingungen auf metrischen Graphen mit gleichméflig nach
unten beschrankten Kantenldngen. Darunter werden alle Randbedingungen
identifiziert, welche einen nach unten beschrinkten Operator und damit auch
gleichzeitig eine assoziierte Form liefern. Zur Charakterisierung werden La-
grange’sche Unterrdume genutzt, wobei durch eine geeignete Parametrisierung
die assoziierte Form leicht zu finden ist.

Kapitel 2 beinhaltet das hier behandelte zufillige Modell und alle vorberei-
tenden Abschitzungen zur Multiskalenanalyse. Dabei wird im ersten Abschnitt
das zufillige Potential angegeben und im néchsten Abschnitt darauf verwiesen,
dass die hier verwendete zuféllige Operatorfamilie im Allgemeinen nicht mehr
ergodisch ist. Der dritte Abschnitt enthélt die Definition der Einschriankungen
des Operators auf endliche Teilgraphen, welche ein sehr wichtiges Hilfsmittel
sind. Wie eine Uberdeckung von metrischen Graphen zu erreichen ist, wird
im folgenden Abschnitt angegeben. Dazu ist es notwendig Anforderungen an



den Graphen zu stellen — gleichméfig polynomielles Wachstum zeigt sich als
gute Wahl.

In den folgenden Abschnitten werden alle Abschitzungen iiber die Ein-
schriankungen auf endliche Teilgraphen bewiesen oder zitiert, welche in der
Multiskalenanalyse benotigt werden. Als letzter Abschnitt des zweiten Kapi-
tels folgt die Zitierung der Entwicklung in verallgemeinerte Eigenfunktionen.

Im Kapitel 3 wird dann die Multiskalenanalyse und der Schluss auf spek-
trale Lokalisierung aus [Sto01| an die metrischen Graphen angepasst. Die
Uberdeckung des Graphen ist nicht mehr so priizise kontrollierbar wie im
Gitterfall, weswegen nur noch polynomieller Abfall der lokalen Resolventen
(Abschnitt 3.1) und spektrale Lokalisierung, d.h. reines Punktspektrum nahe
dem Grundzustand, also dem unterem Ende des Spektrums der zufilligen Ope-
ratorfamilie, gezeigt werden kann. Im letzten Abschnitt werden Erlduterungen
und Verallgemeinerungsmoglichkeiten zur Lokalisierung angegeben.

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind bisher unveréffentlicht, werden aber zur
Veroffentlichung vorbereitet: die Ergebnisse aus Kapitel 1 sollen in [LSV| und
die Ergebnisse aus den Kapiteln 2 und 3 in [Sch| veroffentlicht werden. Die
Entwicklung der Operatoren in verallgemeinerte Eigenfunktionen, welche in
Abschnitt 2.9 zitiert wird, wurde in [LSS08| veréffentlicht.






1 Knoten-Randbedingungen fiir
Quantengraphen

Das Studium von Differentialoperatoren auf metrischen Graphen dient als
Approximation von realen Transportvorgidngen. Sie finden in vielen Berei-
chen Anwendung, so zum Beispiel in der Quantenmechanik, Nanotechnologie,
bei neuronalen Netzwerken oder Molekiilstrukturen. Als Quelle sei auf das
Tagungsband |Ber4-06| der Konferenz ,,Quantum graphs and their applica-
tions“ verwiesen, welche sich ausschliellich mit Quantengraphen und deren
Anwendung beschiftigte.

In diesem Kapitel werden metrische Graphen definiert und erklart wie
Knoten-Randbedingungen fiir den negativen Laplace-Operator gew#hlt wer-
den kénnen. Danach werden alle Knoten-Randbedingungen identifiziert, die
einen selbstadjungierten Operator liefern. Da Lokalisierung nur am unteren
Ende des Spektrums gezeigt werden kann, werden unter den selbstadjungierten
Operatoren alle nach unten beschrénkten herausgefiltert.

1.1 Metrische Graphen

Der grofite Unterschied zwischen metrischen und kombinatorischen Graphen
besteht darin, dass auf metrischen Graphen Funktionen nicht auf den Knoten
sondern auf den Kanten definiert werden. Dazu wird jeder Kante eine Linge
zugewiesen und diese mit einem entsprechend langem Intervall identifiziert.

Definition 1.1.1. Ein metrischer Graph ist ein Tupel I' = (E,V,l,1,j)
bestehend aus hochstens abzidhlbaren Mengen E der Kanten und V' der
Knoten, einer Funktion [ : E — (0, 00|, die jeder Kante e eine Linge [(e)
zuordnet, einer Funktion ¢ : E — V, wobei i(e) der Anfangspunkt einer
Kante genannt wird und einer Funktion j : {e € E mit l(e) < oo} — V, die
jeder Kante endlicher Lénge einen Endpunkt zuordnet. Weiterhin seien mit
I. = (0,1(e)) die zu den Kanten gehérigen offenen Intervalle bezeichnet. Ist v
ein Anfangs- oder Endknoten einer Kante e, so heiflen v und e adjazent und
es wird e ~ v geschrieben.

Mehrfache Kanten und Schleifen sind erlaubt. Dabei sind Schleifen Kanten,
fiir die der Anfangsknoten dem Endknoten entspricht. Mehrfache Kanten sind
Kanten, bei denen Anfangs- und Endknoten iibereinstimmen.
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C ) <

Abbildung 1.1: Schleife und mehrfache Kanten.

Die Intervalle I. bilden das Definitionsgebiet der Funktionen auf metrische

Graphen:
Xg = U{e} x I.
eelR

Fiir eine Funktion f: Xg — C wird f.(t) statt f(e,t) geschrieben. Um die
metrischen Graphen als metrische Rdume zu betrachten, ist der Raum Xg
nicht ausreichend, denn es fehlen die Verkniipfungspunkte der Kanten — die
Knoten. Dazu wird folgende Menge definiert:

Xr=VUXg.

Eine Metrik fiir Xr wird spéter angegeben.

Sei E, := {(e,0) mit v = i(e)} U {(e,l(e)) mit v = j(e)} die Menge der
ausgehenden und eingehenden Kanten adjazent zu v. Der Grad eines Knotens
ist definiert als

dy = [{(e,0) mit v =i(e)} U {(e,l(e)) mit v =j(e)}| = |E.].

Isolierte Knoten — also Knoten mit Knotengrad null — spielen fiir Funktionen
f : XE — C keine Rolle und sollen ausgeschlossen werden. Weiterhin sei der
metrische Graph als zusammenhéngend angenommen. Ist er dies nicht, kann
sdmtliche hier angegebene Theorie auf den jeweiligen Zusammenhangskompo-
nenten angewendet werden.

Ein metrischer Graph heifit unendlich, wenn seine Kantenmenge E unendlich
ist. Daraus folgt, dass fiir einen endlichen Graphen, die Menge der Kanten
und die Menge der Knoten endlich ist. Fiir einen unendlichen metrischen
Graphen muss die Menge der Knoten nicht unendlich sein. Die Knotenmenge
eines unendlichen metrischen Graphen ist unendlich, wenn der Knotengrad
eines jeden Knotens beschrénkt ist.

Der Grundraum der Funktionen auf einem metrischen Graphen I ist

L*(Xp) = @ L(L) = {f = (fo)eer mit fo € L*(L), Y IIfell3aqr, < oo}
ecE ecE
Die dazugehorigen Sobolevrdume

W (Xp) =@ W),  W(Xe) =@ W(1L)

ecE ecE
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werden als maximale oder entkoppelte Sobolevrdume bezeichnet, da sie der
£2-Summe der Sobolev-Riaume iiber den Kanten entsprechen. Eine andere
Definition fordert zusétzlich, dass die Funktionen in den Knoten stetig sein
miissen. Dies ist eine zu restriktive Wahl und nur dann sinnvoll, wenn lediglich
Randbedingungen betrachtet werden sollen, die auch Stetigkeitsanforderungen
der Funktionen in den Knoten besitzen.

Der Sobolev-Einbettungssatz (siche zum Beispiel Theorem 4.12 in [AF03])
besagt, dass fiir jede Funktion aus W7T+2(0,1) ein j-mal stetig differenzierba-
rer Reprisentant gefunden werden kann, dessen Ableitungen bis zur Ordnung j
stetig in den Rand fortgesetzt werden konnen. Fiir eine Funktion f € W?(I.)
existieren somit die Grenzwerte

£(0) := lim f(¢t) und fl(e)) == lLim f(¥).

t—0 t—1(e)

Dies berechtigt von Randwerten der Sobolev-Funktionen zu sprechen. Analog
existieren fiir eine Funktion f € W?2(I.) die sogenannten ausgehenden
Ableitungen

F£(0) := lim f'(¢) und F () :=— lim f'(1).
t—0 t—l(e)
Mit der Wahl des Vorzeichens bei Endpunkten einer Kante ist die Richtung
einer Kante belanglos. Denn es ergeben sich dieselben Randwerte und Ablei-
tungen einer Funktion, egal in welche Richtung die Kante zeigt. Es gibt keine
Verbote eine Kante entgegen ihrer Richtung zu durchlaufen, weshalb auch
nicht von einem gerichteten metrischen Graphen gesprochen wird.

Wird fiir eine Funktion f € W%2(0,1) der stetige Reprisentant betrachtet,
dann konnen die Betrége der Funktionswerte durch die Sobolev-Norm der
Funktion abgeschéitzt werden. Wichtig ist dies vor allem fiir die Randwerte
dieser Funktionen, fiir welche der folgende Satz bewiesen werden kann:

Satz 1.1.2. Fiir jede Funktion f € W42(0,1) und a mit 0 < a <1 gilt:

2
1£(0)” < 5||f”2L2(o,z) + aHf/Hiz(O,l)‘ (1.1)

Beweis. Dieser Satz kann durch elementare Rechnung nur durch Anwen-
dung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung und die Cauchy-
Schwarz’sche Ungleichung bewiesen werden und ist auch als Lemma 8 in
[Kuc04] oder als Hilfssatz 3.3.1 in |Sch06| zu finden. Es gilt:

F0) =  flz)— / Fodt  fir alle z € [0,1].
0
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Betrédge setzen, quadrieren und integrieren von 0 bis a liefert:

a l 2

/alf(O)de < ij(x)de+2/ /n[o,z]f'(t)dt do
0 0

0o |0

2 2 2 2
alf(0)] < 2Hf||L2(0,a) + 2/”1[0,:6]“LQ(O,Z)Hf/”L?(O,l)dx
CS Ungl.
0

2
a
< 2l flEz +2- > 11122 0.0 - o

Der Satz ist von grofler Bedeutung, denn wenn er gleichméfig auf dem
ganzen metrischen Graphen angewendet werden kann, liefert er Endlichkeit fiir
viele wichtige Beziehungen. Er ist die wichtigste Zutat fiir fast alle Resultate
des ersten Kapitels. Ist er nicht mehr gleichméfig anwendbar, dann gibt es
kaum noch vergleichbare Aussagen — siehe dazu auch Abschnitt 1.6. Seine
erste Anwendung besteht darin zu zeigen, dass alle Randwerte einer Funktion
£?-summierbar sind:

Fiir eine Funktion f = (fe)ecr € WI‘Q(XE) und jeden Knoten v € V
werden die Randwerte von (f.) iiber alle Kanten e, die in v enden oder
beginnen, in dem Vektor f(v) gesammelt

flv) = (fe(t))(E,t)GEv~

Analog wird fiir f € W*?(Xg) der Vektor f'(v) = (f.(t))(e,)en, der aus-
gehenden Ableitungen gesetzt. Gibt es fiir alle zu v adjazenten Kanten eine
Mindestlinge ., dann kann durch (1.1) die £2-Norm der Vektoren f(v) und
f'(v) nach oben durch die Sobolev-Norm von f abgeschiitzt werden und
es folgt f(v), f'(v) € £2(Fy;C). Weiter werden die Vektoren f(v) und der
Ableitung f’(v), in Vektoren der Randwerte einer Funktion auf dem ganzen
Graphen gesammelt

tr(f) = (f(v)vev = ((fe())(etreE) ey »
tr(f") = (f' ()vev = ((fe®))ener,) ey -

Gibt es eine Kantenldngenbeschrinkung nach unten fiir alle Kanten, dann
sind auch diese Vektoren £?-summierbar.

Als néchstes soll der Raum, der auf den Knoten (,dem Rand“) verschwin-
denden, Sobolev-Funktionen definiert werden. Der Funktionenraum Wg? (X )
ist der Abschluss von C§°(Xg) = [] C&°(Ig) NW*P(Xg) in WFP(Xg). Es

ecE

ergeben sich
Wy (Xg) = {f € W"*(Xg) mit f(v) =0 fiir alle v € V},
We3(Xg) = {f € W»*(Xg) mit f(v) = f'(v) =0 fiir alle v € V}.
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Diese Raume sind fiir bestimmte Situationen wichtig — zum Beispiel fiir
die Definition von minimalen und maximalen Operatoren und zum Studi-
um von selbstadjungierten Erweiterungen bzw. Einschrinkungen dieser. Ein
verwandter Raum ist der Raum aller Sobolev-Funktionen mit kompaktem
Tréger, welcher iiblicherweise im Raum der auf dem Rand verschwindenden
Sobolev-Funktionen enthalten ist. Da die Zusammenhangskomponenten des
kompakten Triagers mehrere Kanten enthalten diirfen, ist das hier nicht mehr
der Fall, denn eine Funktion mit kompaktem Tréager muss in einem Knoten
nicht verschwinden. Die genaue Definition der Rdume Wlfc;f;p(X E) wird in
Abschnitt 2.3 vorgestellt.

Anhand der Randvektoren f(v) und f’(v) kénnen nun Randbedingungen
festgelegt werden, um selbstadjungierte Differentialoperatoren zu bestim-
men. Die Randbedingungen sind nétig, denn der Laplace-Operator A ist auf
WO2 2 (XEg) nicht selbstadjungiert, sondern nur symmetrisch und sein adjun-
gierter Operator ist auf W*?(Xg) definiert.

Weiterhin soll der selbstadjungierte Laplace-Operator moglichst nach unten
beschriankt sein, weswegen immer vom ,negativen“ Laplace-Operator —A
ausgegangen wird. Dieser kann nach unten beschrénkt sein, was am einfachsten
durch partielle Integration sichtbar wird:

(AL =)+ D~ ff0 T firalle f € W2 (Xp).

ecE

Die Summe auf der rechten Seite kann endlich sein — sie wird ausfiihrlich
im weiteren Verlauf dieses Kapitels studiert — wohingegen das Skalarprodukt
(f', f') nicht durch (f, f) beschréinkt werden kann.

Definition 1.1.3. Ein metrischer Graph I' mit einem selbstadjungierten
Differentialoperator heifit Quantengraph.

Die im Folgenden untersuchten Quantengraphen haben oft gewisse Ein-
schriankungen. Meist werden bestimmte Eigenschaften der metrischen Graphen
vorausgesetzt und eine spezielle Wahl der Parametrisierung der Randbedingun-
gen gefordert. Deswegen wird nur von metrischen Graphen mit selbstadjungier-
tem negativem Laplace-Operator die Rede sein, obwohl diese Quantengraphen
sind.

Als néchstes wird die wichtigste Art der Parametrisierung der Randbedin-
gungen vorgestellt.

Definition 1.1.4. Sei I' ein metrischer Graph mit einer gleichméfigen Be-
schrankung der Kantenldnge nach unten. Eine Randbedingung der Form
(RB:P,L)) besteht aus einem Paar (P, L), bestehend aus einer Familie P =
(P»)vev von orthogonalen Projektionen P, : €2(E1,; C) — V& (Ev; C) auf abge-
schlossene Unterrdaume von £2(E,; C) und einer Familie L = ((Ly, D(Ly)))vev
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selbstadjungierter Operatoren L, : D(L,) C (1 — Py) (f2(Ev;(C)) — (1 -
P,) (¢*(E.; C)).

Der negative Laplace-Operator mit Randbedingungen der Form (RB:P,L)
ist definiert durch:

HP,Lf — 7f”7
D(H"") = {f € W**(Xp) mit Vv €V : f(v) € D(Lu),
Lo f(v) + (1= P,)f'(v) = 0}

Der positive Teil LT von L, sei fiir alle z € D(L,) folgendermaBen definiert:
Liw = LyPo,ooy(Lo),

wobei Py o) die Spektralprojektion auf das Intervall [0, c0) darstellt. Analog
sei der negative Teil L, definiert. Dann sind L und —L, nicht-negative
selbstadjungierte Operatoren die D(L,) auf D(L,) abbilden. Fiir L, gilt die
Zerlegung

Lyx = Lz + Ly x fiir alle x € D(L,).

In der Literatur wurden schon einige Félle von Parametrisierungen von
Randbedingungen und wichtige Eigenschaften metrischer Graphen studiert:

Bemerkung 1.1.5. 1. Kostrykin und Schrader bewiesen 1999 in [KS99|
auf einem Sterngraphen, d.h. einem Knoten mit n unendlich langen
Kanten: Fiir nxn-Matrizen A und B mit rank(A, B) = n ist der negative
Laplace-Operator H**5) mit dem Definitionsbereich D(H“45)) = {f
W2%(Xg) mit Af(v) + Bf'(v) =0} und HAB) f = — " genau dann
selbstadjungiert, wenn AB™ selbstadjungiert ist.

2. Peter Kuchment bewies 2004 in [Kuc04|, dass sich die Randbedin-
gungen aus 1. fiir endlichen Knotengrad umschreiben lassen in die
Form (RB:P,L). Dabei ist P die orthogonale Projektion auf ker B und
L:(1—=P)(CP) — (1-P)(CP) mit L =B "A(1 — P) ein selbstad-
jungierter Operator. Weiter wurde gezeigt: Der Operator H*L mit

DH"") ={f e W**(Xg) mit Vv eV : P,f(v) =0,
Ly f(v) + (1= Py)f'(v) = 0}
HP’Lf — *fH
ist selbstadjungiert unter drei Einschréankungen an den metrischen Gra-
phen I" und die Randbedingungen der Form (RB:P,L):

a) Es gibt eine gleichméBige Beschrinkung der Kantenldnge nach
unten durch I(e) > u > 0 fiir alle Kanten e € F,
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b) der Knotengrad in jedem Knoten ist endlich: d, < oo fiir alle
velV,

¢) und die Norm des Operators L, aus den Randbedingungen ist
gleichmiiBig beschrinkt durch || L] < S fiir alle v € V.

3. Enorm wichtig ist der Sobolev-Satz 1.1.2, welcher nur dann sinnvoll, d.h.
gleichzeitig auf dem ganzen metrischen Graphen, ausgenutzt werden
kann, wenn es eine gleichméfige Beschrankung der Kantenldngen nach
unten gibt:

Fu >0 mit I(e) > u fiir alle e € E. (geom:u)

Aus dem Sobolevsatz folgt fiir h € W'2(Xg) und jedes € mit 0 < € < u:
2 /

B O)F < 2lheliZagr,) +lielEaqr, ) (12

Wird iiber alle Anfinge/Enden von Kanten summiert, fiir die (e, t) € E,
gilt, dann ergibt sich:

2
S nef =) <203 (2l +elhilia, ).

(e,t)EE, e~
(1.3)
Das Summieren von (1.3) iiber alle Knoten v aus V liefert:
Yo D he@®P =" Ih(v)
vEV (e,t)EE, veV
9 (1.4)
<23 (Bheliaa +elbila, )
ecE

Fiir die Halb-Beschrénktheit des negativen Laplace-Operators wird folgende
Eigenschaft der Familie (L,) eine wichtige Rolle spielen:

35 >0 mit (Liz,z) < S{x,) fir alle z € D(L,) und v e V.  (RB:S)

Definition 1.1.6. Sei I' ein metrischer Graph und Randbedingungen der
Form (RB:P,L) gegeben, welche Annahme (RB:S) erfiillen. Dann werden diese
Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) genannt.

Bemerkung 1.1.7. Fiir einen metrischen Graphen mit einer Kantenldngenbe-
schrinkung nach unten in jedem Knoten, d.h. es gibt ein u, > 0 mit I(e) > u,
fiir alle Kanten e, die in v beginnen oder enden, ist £?(E,;C) der richtige
Raum. Das heif3t, es gilt:

(i) Fiir jede Funktion f € W?(Xg) ist f(v) € £*(E,;C) fiir alle v € V.
Damit gilt auch f € W??(Xg) = f'(v) € £*(E,; C).
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(ii) Fiir alle 2, y € ¢*(E,;C) gibt es eine Funktion f € W??(Xg) mit
f(v)=zund f'(v) = y.

Beweis. (i) gilt wegen (1.3).

(ii) Fiir beliebiges =, y € ¢*(E,;C) wird eine Funktion f folgendermafen
gewdhlt: fo wird auf einer Kante e mit (e,t) € E, so gesetzt, dass
fe auf dem Intervall der Lénge “* mit Randpunkt ¢ dem Polynom
dritten Grades mit Funktionswert (. ;) und Ableitung y(. ) in ¢ und
Funktionswert und Ableitung Null am anderen Randpunkt des Intervalls
entspricht. Auf noch nicht festgelegten Kanten und Teilen von Kanten
wird fe(z) gleich Null gesetzt.

Die Norm HfEHWZQ(O,l) kann dann mit c(uv)(|x(e’t)|2 + |y(e,t)\2) ab-
geschétzt werden, wobei c(u,) eine Konstante ist, die nur von wu,

abhingt. Damit folgt aus der ¢2-Summierbarkeit von (x(e,t))(e ek,

und (y(e’t))(e e die Endlichkeit der W??(Xz)-Norm von f. O
Als letzte Grundlage fiir metrische Graphen wird nun noch eine Metrik auf
diesen eingefiihrt.

Definition 1.1.8. SeiI' ein metrischer Graph. Die Abbildung 0 : Xr x Xr —
[0, 00) wird definiert durch

o(z,y) := inf{|p(z, y)| mit p(x,y) ist Pfad von z nach y},

wobei |p(z,y)| die Linge des Pfades von z nach y darstellt und mit dem
Lebesgue-Maf} berechnet werden kann.

Die Abbildung 0 ist eine Halbmetrik auf Xt und fiir metrische Graphen mit
einer gleichméfBigen Kantenlingenbeschriankung nach unten, d.h. (geom:u),
eine Metrik. Dies kann in Abschnitt 2.2 in [Sch06| nachgelesen werden.

- p(m,y)

Abbildung 1.2: Kiirzester Pfad von x nach y.
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Definition 1.1.9. Eine abgeschlossene Umgebung eines Punktes x¢ aus Xr
mit Radius r ist die Menge aller Punkte aus Xt die héchstens Abstand r zu
zo haben und diese wird mit B, (zo) bezeichnet:

B, (z0) = {z € Xr mit d(zo,z) < r}.

Fiir einen metrischen Graphen muss keine Einbettung in den Raum R?
existieren. Wenn diese existiert, dann hiingt der Abstand zweier Punkte x und
y auf dem metrischen Graphen 9(z,y) nicht vom euklidischen Abstand — ||z —
y|| — im R? ab. Deshalb sind einige der folgenden Abbildungen von metrischen
Graphen und Umgebungen von Knoten nur zur Veranschaulichung gedacht
und so wie sie dargestellt sind mathematisch falsch. Allerdings tragen sie
zum Versténdnis des jeweiligen Sachverhaltes bei, was bei einer mathematisch
korrekten Darstellung von Umgebungen auf metrischen Graphen nicht der
Fall ist.

In den folgenden Abschnitten wird noch ein weiterer Abstand notwendig.

Definition 1.1.10. Der Abstand zweier Teilmengen A, B eines metrischen
Raumes (X, d) sei definiert als

dist(A, B) := inf inf d(a,b).
acAbeB

Dies ist keine Halbmetrik, denn es gilt keine Dreiecksungleichung. Allerdings
gilt fiir zwei Mengen A, B C X und einen einzelnen Punkt A € X:

dist(A, B) < dist (A, {\}) + dist({\}, B). (1.5)

1.2 Erweiterte Randbedingungen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass der negative Laplace-Operator mit
den Randbedingungen der Form (RB:P,L) auf einem metrischen Graphen mit
(geom:u) selbstadjungiert ist.

Ein wichtiger Hilfssatz iiber Funktionen aus W2?(Xg), der mit Hilfe der
Kantenldngenbeschrankung nach unten und der Sobolevabschétzung (1.1)
gewonnen wird, ist der folgende:

Hilfssatz 1.2.1. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u). Fir alle f,
g € W*%(Xg) gilt:

(fo=g") = (=f" ) = D _(f(0).g () = D _(f'(v),9(v)).

veV veEV
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Beweis. Zweimalige partielle Integration von (f, —g"’) ergibt:

(f,—9¢' L2(XE)—Z/ —fe(x

eGEI
l(e)
=3 L@@ - Y / ~fL(a)3l(@)
= e e ge(m) dz
eckE eck 0
=D —Le@ge@)lg” + 3 filw)gew)lg”
ecE ecE
i(e)
JE(@)ge(x) dx
> J
=3 L@ @6 + 3 fl@)ge @6 + (~F".9)-
ecE ecE
Die Summen
Yo —fe@a @)Y + Y fila (1.6)
eck ecE
sollen zu
D f©),6' @) =D (' (v), g(v))
veV veV

umsortiert werden. Dies stimmt nur, wenn die Summen in (1.6) absolut
konvergent sind. Aus (1.2) folgt fiir € = u:

2
5OF < (2 0) Wlfinay < llfvas

Analog kann dieselbe Abschitzung fiir | f.(1(e))|?, | £2(0)|> und |fL(I(e))|? aus
(1.2) gewonnen werden. Also folgt:

S @ @I6 1 < D (1) g e + 1£.(0)lIg2(0)])

ecE eckE

< Z vellfellwzeovellgellwz2a,)

eckE

+Vellfellwze o Vellgellwz2 (.

<2 Z erHWzv?(IE) ||9eHW2,2(15)
ecE

<ed (Melivoza + lgellivaa,))

ecE
2 2
=cC (||fHW2=2(XE) + HQHWM(XE))

< 00.
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Fiir die zweite Summe kann dies analog ausgefiithrt werden. Somit folgt mit
der Notation von ausgehenden Ableitungen:

> —fe@)ge@)e? = (f(v),g'(v)) und

eckE veV
ST R @)ge@)]e Y == D (' (v), g(v)). D
ecE veV

Mit diesem Hilfssatz kann bewiesen werden, dass auf einem metrischen
Graphen mit (geom:u) alle Randbedingungen der Form (RB:P,L) einen selbst-
adjungierten negativen Laplace-Operator liefern.

Satz 1.2.2. Sei ' ein metrischer Graph mit (geom:u) und eine Randbedin-
gung der Form (RB:P,L) gegeben. Dann ist der negative Laplace-Operator
HPL mit
D(H™") = {f € W**(Xp) mit f(v) € D(Ly),
Lol = P)f(0)+ (1= P)f (v) =0V v eV},

HP,Lf — _f//
selbstadjungiert.
Bemerkung 1.2.3. Es gilt:

e Aus f(v) € D(L,) folgt die iibliche Eigenschaft P, f(v) =

e Fiir ||L,|| < oo gilt P,(f(v)) =0< f(v) € D(Ly).

Beweis. o Zuerst wird gezeigt, dass H"'Y symmetrisch ist. Seien f, g €
D(H™T). Aus Hilfssatz 1.2.1 folgt:

U HPEg) gy — (HPP £,g) = 3707 (0), 6/ (0)) = ST4F (), 9(0)).
veV veV

(1.7)
Damit Symmetrie gilt, miissen die beiden Summen auf der rechten Sei-
te sich zu Null ergédnzen. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn
in jedem Knoten die Skalarprodukte (f(v),g'(v)) und (f'(v),g(v))
iibereinstimmen. Dies ist in der Tat so: Laut Voraussetzung gilt f(v) €
D(Ly,), d.h. f(v) = g1 mit 1 € D(Ly) und L,(1 — P,)f(v) + (1 —
P)f'(v) = 0, dh. f'(v) = —Lyqi + p1 mit p1 € P(¢*(Ey;C)). Ana-
log gilt fiir g: g(v) = g2, ¢'(v) = —Lyg2 + p2 mit g2 € D(L,) und
p2 € P(EQ(EU; C)). Es folgt:

={q1, —Lvq2) — (—Lvq1, q2) (da L, selbstadjungiert)
= (a1, —Lqz + p2) — (—Lovq1 + p1,¢2) (da (g.,p.) =0)
= (f(v),g' () = (f'(v), 9(v)).
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1.2 Erweiterte Randbedingungen

e Sei H* = HPF", Nun wird D(HPY) D D(H*) gezeigt. Sei f € D(H*).
Dann gibt es eine Funktion h € L?(Xg) mit

(H" g, f) = (g,h) ¥ g € D(H"). (1.8)

Also liegt f in W*?(Xg), da obige Gleichung fiir alle Testfunktionen
auf einzelnen Intervallen I, erfiillt ist (diese liegen im Definitionsbereich
von H™') und die zweite schwache Ableitung von f ist —h.

Es bleibt zu zeigen, dass f die Randbedingungen von H™¥ erfiillt: Laut
Hilfssatz 1.2.1 und Beziehung (1.8) gilt fiir alle g € D(H"T)

<HP’L97 f> = <_g”>f> = Z<gl(v)7f(v)> - Z<g(v)7f/(v)> + <g7 _f//>

veV veV
= (g, h).

Aus —f" = h folgt fiir alle g € D(HDF):

D (g0, f @) =D (9(w), f'(v)) = 0. (1.9)

veV veV

In (1.9) werden Funktionen g gewahlt, die nur ungleich Null auf einer
kleinen Umgebung eines beliebigen Knotens v sind (mir Radius kleiner
als u), so dass g(w) = 0 und ¢'(w) = 0 fiir alle w € V mit w # v. Dann
gilt

(g'(v), F () = (g(v), f'(v)). (1.10)

Fiir beliebig wihlbare 1 € D(L,) und p1 € P,(¢*(E,;C)) gibt es — laut
Bemerkung 1.1.7 — Funktionen g mit g(v) = ¢1 und ¢'(v) = —Lyq1 + p1.
Laut (1.10) gilt:

(=Loqr + p1, f(v)) = (a1, f'(v))  bzw.
<7qu1, f(”)) + <p15 f(’l))) = <q17 f/(’l))>
Die Wahl von ¢q; = 0 ergibt, dass (p1, f(v)) = 0, also f(v) senkrecht

auf dem von P, aufgespanntem Unterraum von £(E,;C) steht, dies
entspricht P, f(v) = 0. Da q1 € D(L,) beliebig ist, gilt nun

(=Loar, f(v)) = (a1, f'(v)),

was f(v) € D(Lj) = D(L,) entspricht und den zweiten Teil der Rand-
bedingung ((1 — P,)f'(v) + L, f(v) = 0) liefert. O
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Die Umkehrung dieses Satzes kann nicht bewiesen werden. In Abschnitt
1.5 wird gezeigt, dass jeder negative Laplace-Operator mit Knoten-Randbe-
dingungen genau dann selbstadjungiert ist, wenn in jedem Knoten ein La-
grange’scher Unterraum fiir die Randbedingungen gew&hlt wurde. Allerdings
bilden die Parametrisierungen der Randbedingungen der Form (RB:P,L)
nur transversale Lagrange’sche Unterrdume, welche in endlichen Randwer-
triumen mit den Lagrange’schen Unterrdumen iibereinstimmen. Ob es einen
nicht transversalen Lagrange’schen Unterraum gibt ist bisher unklar. Wei-
tere Zusammenhénge zwischen Lagrange’schen Unterrdumen — welche der
urspriinglichen Idee fiir Sterngraphen in [KS99| entsprechen — und selbstad-
jungierten linearen Relationen, die fiir Rand-Triplets — wie zum Beispiel in
[BGPO08| — verwendet werden, werden im Abschnitt 1.5 behandelt.

Bemerkung 1.2.4. Sei T' ein metrischer Graph mit (geom:u) und HDF ein
negativer Laplace-Operator mit Randbedingungen der Form (RB:P,L). Dann
gilt die allgemeine Darstellung

H 1.9 = 3 (W19 + Y [ file)a@ds

veV EGEIE
== (Luf(),9(v) +(f',9")
veV

fiir alle f € D(H™") und alle g € {h € W"*(Xg) mit P,h(v) =0V v e V}.

Beweis. Im Beweis des Hilfssatzes 1.2.1 wurde die erste Zeile durch einma-
liges partielles Integrieren gewonnen (dafiir ist g € W'?(Xg) ausreichend).
Im Beweis des Satzes 1.2.2 wurde mit Hilfe der Randbedingungen gezeigt,
dass die Skalarprodukte (f’(v), g(v)) den Skalarprodukten (—L, f(v), g(v))
entsprechen, dabei wurde fiir g nur P,g(v) = 0 benutzt. O

Bemerkung 1.2.5. Gilt d, < oo in jedem Knoten, dann ist L, beschréinkt und
der Raum £?(E,; C) vereinfacht sich zu C¥». Fiir d, = oo ergeben sich einige
Anderungen gegeniiber dem endlichen Fall. Beispiele und Erlduterungen dazu
folgen in Abschnitt 1.3.

Weiter kann fiir metrische Graphen mit (geom:u) und endlichem Knoten-
grad gezeigt werden, dass die Einschrankung der selbstadjungierten Opera-
toren HPL auf Funktionen f, die aus glatten Funktionen f. bestehen, die
nur auf endlich vielen Kanten nicht verschwinden und die Randbedingungen
von HPL erfiillen, wesentlich selbstadjungiert ist. Dazu ist folgender Hilfssatz
notwendig:

Hilfssatz 1.2.6. Fiir jede Funktion f € W*2(I), I ein Intervall der Form
(0,1) mit I € RU {oo}, gibt es eine Funktion aus C°°(I) mit den gleichen
Randwerten (Funktionswerte und Ableitungen), die f beliebig nahe kommt —
im W22_Sinn.
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Beweis. Der Beweis orientiert sich an dem Beweis von Theorem 3.17 in [AF03]
und zeigt zusitzlich zu: Fiir jedes € > 0 und jede Funktion f € W22(I) gibt
es eine Funktion ¢ € C*(I) mit ||f — ¢[lw2.2(;) < €, so dass ¢ zusétzlich
dieselben Randwerte wie f besitzt, d.h. ¢(0) = f(0) und ¢'(0) = f'(0) bzw.
¢(1) = f(I) und ¢'(1) = f'(1) gilt.

Sei also f € W%%(0,1). Fiir jedes k € N wird Qx = (3, min{k, 1 — 1}),
Q_1 = Qo = @ gesetzt. Mit der Notation von Uy = Qg1 N Qk_lc ergibt
sich ein System offener Mengen (Uy), die (0,1) {iberdecken. Demnach existiert
eine Zerlegung der Eins fiir dieses System: W. Seien 15 die Summen von
endlich vielen Funktionen ¢ € W, deren Trager in Uy enthalten sind, dann

gilt ¢ € C§°(Ux) und i Yi(x) =1 fiir alle z € (0,1).
k=1

Sei J. der iibliche Glattungskern (d.h. supp J. C U:(0)), dann wird e > 0
zu Vip = Qrya N Qk72c folgendermaflen gewéhlt:

1

1ew * @) =i fllwaz0a = 1 Jer * @id) =il < 5e0 (112)
ey * () () — duf (B)] < ——— Vi€ Vi (1.13)

Ak +1)

Wobei Beziehung (1.12) laut 3.16 in |[AF03] erfiillt werden kann und (1.13)
laut 2.29(e) in [AF03]. Dabei besagt

e 3.16 unter anderem, dass fiir g € W*2(0,1) und Q" Teilgebiet mit O’
kompakt und enthalten in (0,1), gilt: li\r‘% J.x g =gin W23(Q).

e 2.29(e): Fiir g € C(Q) gilt 11\1}(1) Je * g(x) = g(x) gleichméBig auf Q.

Fiir (1.13) ist Voraussetzung, dass die Funktion vy f in C[0, ] liegt. Dies
gilt fiir jede Funktion g € W22(0,1) und demnach fiir ¥ f, da 1)y, Tréger
in Uy € (0,1) hat.

Aus (1.11) folgt: J., * (¢ f) hat Triager in Vi D Uk, denn es gilt %H =

%H — Wl(kﬁ) Es wird ¢ = 1;1 Jep * (Y1 f) gesetzt. Dann sind auf allen
Mengen ' € (0,1) nur endlich viele Terme der Summe ungleich Null und
somit ¢ € C*°(Q) (da f € W?2(0,1) ist f beschrinkt und somit 9y f in
Li(0,1), laut 2.29(a) in [AF03| ist dann J. * (i f) € C°(R)).

k+2

Fir = € Q gilt f(z) = ; ¥;(z)f(z) und ¢(z) = ’g T, % (03 ) (@)
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Demnach folgt:

k42 k42

If = ¢llw22ga, = ijfZJsj*wgf)H
j=1 J=1 W272(O,l)
k+2
< ZIIJS, — 1 fllwz.20,
< €
(1.12)

Der Satz von der monotonen Konvergenz liefert dann [|f — ¢|lw2.2(0,) < €.
Sei t € (k+1’ k], dann gilt ¥, () # 0 hochstens fir n =k und n =k + 1

und Je, * (¥n f)(t) # 0 hochstens fir n = k—1,n =k, n = k+ 1 und
n =k + 2. f und ¢ sind stetige Funktionen/Reprisentanten:

k+2 k+1
l6(t) — FW)] = | D Ty x (i f)(t) = D i f(t)

j=k—1 j=k
k+2

< D — Y, f(t)]
Jj=k—1

< 1

aan k

Daraus folgt: tl% o(t) = th\rg f@).
Die Ableitungsregel fiir die Faltung besagt D(g+h) = Dgxh = gxDh. Daraus
folgt D¢ = > Je, * D(Yif), da fiir jedes x nur endlich viele Summanden
k=1

ungleich Null sind. Weiter ist fiir jedes z € (k%q, %] fx) = Yu(x) f(x) +

Yr+1(z) f(z) und somit Df = Z D (i f). Wie f ist auch Df € C[0,1]. Mit

derselben Argumentation und Wahl von ¢y, folgt laut 2.29(e) aus |[AF03| mit

1
4(k+1)
jetzt |¢'(t) — f'(t)| < + und auch }i\r% @ (t) = }1{% f'(@®).
Analog funktioniert dies auch fiir den Endpunkt des Intervalls, sollte dieser
existieren.
Damit wurde zu jeder Funktion f eine Funktion ¢ konstruiert, die sich in
der W22(0,1)-Norm héchstens um ein vorgegebenes € von f unterscheidet und

dieselben Randwerte in Funktion und Ableitung in Anfangs- und Endpunkt
hat wie f. O

| ey % (rf)'(8) — (U f) ()] <
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Dieser Beweis ist recht allgemein und kann mit der Definition der Men-
gen Qi = {x € Qmit [z| <k und dist({z},0Q) > 1} auf kompliziertere,
hoherdimensionale Gebiete erweitert werden.

Ein zweiter, einfacherer Beweis, der benutzt, dass jede Funktion aus W2’2(I)
beliebig gut mit einer C*°(I) Funktion genihert werden kann, ist folgender:

Zweiter Beweis. Sei f € W2(0,1) und € > 0. Sei ¢ € C*°(0,1) eine Funktion
fir die || f — @|lw2.2¢0,1y) < 0 gilt — diese existiert laut letztem Beweis oder dem
Beweis von 3.17 in [AF03], wobei § spéter noch festgelegt wird. Dann gilt laut
(1.2) fiir die Randwerte von (f — ¢)

1£0) = o0 < (3 +1) 8"
Mit den Bezeichnungen a = f(0) — ¢(0), b = f'(0) — ¢'(0) und bei Existenz
c=f(l) — (), d= f'(I) — ¢'(I) ergibt sich das Polynom dritten Grades p(z)
mit p(0) = a, p'(0) = b, p(l) = cund p'(I) = d zu:

p(z) = a+br — (MJFW)x%r <M+b+d)x3.

l 3 12

Fiir eine Kante unendlicher Linge gilt ¢ = d = 0 und [ kann beliebig aus R™
gewahlt werden.
Die W22-Norm von p lisst sich abschétzen durch

@20 < 552,

wobei ¢(I) ein Polynom mit nicht-negativen Koeffizienten, die nicht von §
abhéngen, ist.

Die Wahl von § > 0 so, dass 0 + § - q<l < g gilt, liefert

If = (@ +D)llwe200 < If = Pllwz20,0 + [IPllw2200,0

§5+5V;’2(l) <e

Damit ist (¢ — p) eine glatte Funktion, die f auf e genau approximiert mit
denselben Randwerten wie f. O

Satz 1.2.7. Sei T' ein metrischer Graph mit (geom:u) und d, < oo in
jedem Knoten. Die Einschrinkung des Operators HY auf C2(H) = {f €
D(HPE) N C>=(XEp) mit fo # 0 auf hichstens endlich vielen Kanten} ist
wesentlich selbstadjungiert.

Dabei ist C*°(Xg) = {(fe)ece mit fo € C*°(0,1(e))}.
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Beweis. Sei f € D(HPY). Der Index k(n) € N wird so gewihlt, dass

k(n)

1
2 2
Z qu”w?ﬂ(zﬁj) > 1 fllwzexy) — o
j=1
Dann gilt:
oo oo o0 1
2 2 2
S el S Wy S 1) < o
J=k(m)+1 =k(n)+1 d=k(n)+1

(1.14)

Sei Vi, :={i(em)|m € {1,2,...k(n)}}U{j(em)]| € D(H)N{1,2,...k(n)}}

und ¢ (z) eine glatte Funktion die das Intervall (0,u) auf [0, 1] abbildet, die

identisch zu eins in einer Umgebung von Null und identisch zu null in einer

Umgebung von w ist. Die Abschneidefunktionen v, (z) werden folgendermafen
konstruiert:

() aut (0,u)
=0 auf [u,l(e))
¥(l(e) — z) auf (I(e) — u,1(e))

ec E|ile)eVunjle) g Va

ec E|jle)eVynile) g Va

Yn(x) = = 0 auf (0,1(e) — u]
=0 ecE|ile) gVanjle) g Va
=0 ec E|ile) gVaNl(e) =00
=1 auf allen restlichen Kanten.

Es werden auf allen Kanten approximierende Funktionen ¢, . laut Hilfssatz
1.2.6 gewdhlt, so dass || fe _@n18||€v212(16) < Tllc(n) Dann sind die Funktionen
fn = ©ntn glatte Funktionen aus Cgy(H), da 1, nur auf endlich vielen
Kanten getragen ist, mit

1
an - f||2L2(XE) < E
und es folgt fn M f und analog —@ vy, M —f".

Also ist f, eine glatte Funktion, die die Randbedingungen (P, L) erfiillt,
da ¢, diese erfiillt. Die Funktionen /', 9" sind gleichmiflig beschrinkt und
somit sind auch v}, und ;. gleichméBig beschrinkt auf Xz und in n. Seien
1, und v gleichm#Big beschrinkt durch c¢. Dann gilt mit Bezichung (1.14)

c
%7

c
2n’

2
lentnllzz(xy <

IN

H%DMMHQL?(XE)
Zusammen folgt:

HPV fo = — il = —ont¥i — 200400, — ontpn — —f" = HO f. O
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Es kann auch bewiesen werden, dass die Einschrénkung des Operators HZ
auf einen metrischen Graphen mit d, < co in jedem Knoten auf

{f e D(H"") N C*(Xg) mit f hat kompakten Triger}

wesentlich selbstadjungiert ist. Dies gelingt mit approximierenden Funktionen
laut Hilfssatz 1.2.6 und Abschneidefunktionen wie in Theorem 17 in [Kuc04]
oder in Lemma 2.4 in [LSS08|. Fiir die korrekte Definition von Funktionen mit
kompaktem Trager auf metrischen Graphen sei auf Abschnitt 2.3 verwiesen.

1.3 Randbedingungen und unbeschriankter Knotengrad

In diesem Abschnitt werden einige Beispiele fiir Operatoren auf metrischen
Graphen mit unbeschranktem Knotengrad gegeben. In manchen Fillen gibt
es keine Anderungen gegeniiber dem beschrinkten Fall, in anderen jedoch
gravierende Anderungen.

Begonnen wird mit den wohlbekannten Dirichlet- und Neumann-Randbe-
dingungen.
Beispiel 1.3.1. Sei ein metrischer Graph mit einem Knoten v € V mit d, = oo
gegeben.

1. Dirichlet: Fiir die Wahl von A, = Id und B, = 0 oder P, = Id und
L, = 0 in der (P,L)-Notation ist der zugehorige negative Laplace-
Operator HAB) = HPL offensichtlich selbstadjungiert, da alle ndtigen
Voraussetzungen laut Satz 1.2.2 erfiillt sind. Der Definitionsbereich
enthélt Funktionen die im Knoten v folgende dquivalente Randbedin-
gung erfiillen:

D(Hp) = {f € W**(Xg) mit A, f(v) = B,f'(v)}
= {f e W**(Xg) mit f(v) € D(L,) und
Lof(v) + (1= P)f'(v) = 0}
= {f e W»?*(Xg) mit f(v) =0}

2. Neumann: Fiir die Wahl von A, = 0 und B, = Id oder P, =0 und L, =
0 in der (P, L)-Notation ist der zugehérige negative Laplace-Operator
offensichtlich selbstadjungiert. Fiir den Definitionsbereich ergibt sich:

D(Hx) = {f € W**(Xp) mit A, f(v) = Bof'(v)}
= {f € W**(Xg) mit f(v) € D(L,) und
Lof(v) + (1= Py)f'(v) = 0}
= {f € W**(Xg) mit f'(v) = 0}.
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In beiden Féllen ist der unendliche Knotengrad nicht von Bedeutung, da
der Graph in den Knoten entkoppelt wird — die Randwerte einer Funktion
auf einer Kante sind also unabhéngig von den Randwerten der Funktion auf
benachbarten Kanten.

Fiir gewisse Randbedingungen ist d, = oo eine Einschrankung. Zum Beispiel
liefern die §-Randbedingungen keinen selbstadjungierten Operator mehr:

Beispiel 1.3.2. Der negative Laplace-Operator mit é-Randbedingungen in
einem Knoten v enthélt alle Funktionen in seinem Definitionsbereich, die in
diesem Knoten stetig sind und deren Summe aller ausgehenden Ableitungen
im Knoten gleich o, mal dem Randwert der Funktion in diesem Knoten
entspricht. In Formeln ausgedriickt ergibt dies:

f) = (c,e,.. )", Z fi(t) = ay - c, fiir ein ¢ € C.
(e,t)EE,
In einer Gleichung koénnte dies auch durch
S )= fot)  fiiralle (e,t) € B,
(e,t)EEy,

ausgedriickt werden.

e Fiir einen Knoten mit endlichem Knotengrad kann die konkrete Form
fiir die Darstellung mit A und B der Arbeit [Kuc04| entnommen werden.
Als Projektion 1 — P, ergibt sich gerade die eindimensionale Projektion
auf alle Vektoren mit gleichen Komponenten. Damit ergibt sich fiir P,
in der iiblichen Basis die Matrixdarstellung:

dy—1 =1 -1 ... -1
-1 dy—1 -1 ... -1
1 -1 -1 dy—1 -1
Pyzi v
dy )
-1 -1 -1 ... dy—1

Der Operator L, entspricht gerade der Multiplikation mit der Zahl 3‘—5,
welcher genau dann selbstadjungiert ist, wenn ., reell ist.

Im Spezialfall o, = 0 entstehen die Kirchhoff-Randbedingungen, welche
auch freie Randbedingungen genannt werden. Dies ist motiviert durch
den Fall d, = 2, fiir den sich aus den Randbedingungen ergibt, dass
die Funktion in diesem Knoten stetig differenzierbar sein muss (also
quasi keine Randbedingungen existieren). In der Literatur sind auch
noch weitere Namen fiir diese Randbedingungen zu finden, hier sollen
sie aber immer Kirchhoff-Randbedingungen genannt werden.
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e In einem Knoten mit Knotengrad unendlich gilt fiir alle Funktionen,
die die 5-Randbedingungen erfiillen, dass diese in dem Knoten gleich
Null sind (f(v) = 0). Sonst wiire f(v) & £2(E,;C). Damit ergibt sich
als Bedingung an die Funktionen

f(v):(()’Ov"')Tv Z fé(t):()q,-(),

(e;t)EE,

es fallen also alle 6-Randbedingungen und die Kirchhoff-Randbedin-
gungen zusammen.

Der Versuch eine Parametrisierung der Form (RB:P,L) zu konstruieren,
liefert fiir P die identische Abbildung und 1 — P bildet demnach alles
auf Null ab. Es wiirden sich also Dirichlet-Randbedingungen ergeben.
Das es keine Operatoren P, L mit den geforderten Eigenschaften gibt
und was dies mit den Dirichlet-Randbedingungen zu tun hat, wird im
folgenden Satz gezeigt:

Satz 1.3.3. Sei ein metrischer Graph T' mit (geom:u) und mindestens ei-
nem Knoten vo € V' gegeben, der unendlichen Knotengrad hat. Der negative
Laplace-Operator mit Kirchhoff-Randbedingungen in vo und Randbedingungen
die selbstadjungierte Operatoren liefern in allen anderen Knoten, ist nicht
selbstadjungiert. Der Operator ist nicht abgeschlossen und als Abschluss ergibt
sich der Operator mit Dirichlet- Randbedingungen in vo.

Beweis. Der zu betrachtende Operator wird mit Hk bezeichnet, wirkt als
negativer Laplace-Operator und ist wie folgt definiert:

D(Hx) = {W>*(Xp) mit f(v) € D(Ly), f(vo) =0und > fi(t) =0,

(e,t)EEy,

Lyf (v) + (1 = P,)f(v) = 0 in allen Knoten v # v }.

Laut Beweis des Satzes 1.2.2 Gleichung (1.7) ist Hk symmetrisch, wenn

D @) ) = Y (f'(v),9(v) =0

veV veV

gilt. In allen Knoten v # vo stimmen die beiden Skalarprodukte iiberein, da
dort Randbedingungen der Form (RB:P,L) gewéhlt wurden und in vo ist dies
offensichtlich auch der Fall, da dort f(vo) = g(vo) = 0 gilt.

Sei f € D(Hg). Dann gilt analog zum Beweis von Satz 1.2.2, dass f €
W?22(Xg) und Hif = —f”. Analog gilt auch Gleichung (1.9) fiir alle
g € D(Hk), wobei alle Skalarprodukte einzeln in allen Knoten v # wg
iibereinstimmen. Ubrig bleibt also im Knoten v mit g(vo) = 0:

(g (o), fv0)) =0 fiir alle g € D(Hxk).
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Fiir die Eintrige aus g’(vo) gilt, dass ihre Summe Null ergeben muss, was
fiir die Vektoren (—1,1,0,0,...)7, (0,-1,1,0,...)7, (0,0,-1,1,0,...)T usw.
erfiillt ist. Das Einsetzen aller dieser in obiger Gleichung liefert, dass f(vo) =
c-(1,1,1,...)7 und damit automatisch f(vo) = 0, da d, = co. Es gilt also
fED(HE) = f € W*(Xg) und f(vo) = 0.

Umgekehrt erfiillen alle Funktionen f € W2(Xg) mit f(vo) =0, f erfiillt
in v # vy die gegebenen Randbedingungen und alle g € D(Hxk) laut Hilfssatz
1.2.1:

(Hig, ) = (g,= ") + D_(g' (W), f(0)) = D _(9(v), f'(v)).

veV veV

Da in allen Knoten v # vy selbstadjungierte Randbedingungen gewéihlt
wurden und in vo die Gleichheit f(vo) = g(vo) = 0 gilt, gilt in jedem Knoten
(9'(v), f(v)) = (g(v), f'(v)) und insgesamt:

(Hxg, ) = (g,—f")  fiir alle g € D(Hxk).
Also ist

D(Hy) = {f € W**(Xg) mit f(v) € D(Ly), f(vo) =0,
Lyf(v)+ (1= P,)f (v) =0V v # v}

Der Operator Hy entspricht also dem Operator Hp mit Dirichlet-Randbe-
dingungen bei vo, welcher selbstadjungiert und abgeschlossen ist. Nun folgt

Hx = Hy = (Hp)* = Hp. O

Analoges gilt fiir §’-Randbedingungen, bei denen die Rollen von f und f’
vertauscht sind, d.h. es liegen alle Funktionen im Definitionsbereich, die

Z fe(t) = a- fi(t) fiir alle (e, t) € E,

(e;t)EE,

erfiillen. Fiir einen Knoten mit Knotengrad unendlich ergeben sich — in
Analogie zum Fall von é-Randbedingungen — im Abschluss Neumann-Knoten-
randbedingungen.

Es gibt metrische Graphen und Randbedingungen fiir die d, = oo kei-
ne trivialen Randbedingungen und auch keine Entkopplung des Graphen
bedeutet:

Beispiel 1.3.4. Fiir einen metrischen Graphen mit (geom:u) und wenigstens
einem Knoten v mit d, = oo werden — in diesem Knoten — die folgenden
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Randbedingungen betrachtet:

Px=0 fiir alle z € KQ(EU,(C),

1 1 1 1

2 4 8 - on

1

1

1

Lx=1| 8 .

0

1

o

Dann gilt: L ist beschrinkt, da

und L ist offensichtlich selbstadjungiert.

Dann gibt es fiir beliebiges = € ¢*(E,;C) und y = — Lz laut Bemerkung
1.1.7 eine Funktion f € W?2(Xg) mit f(v) = 2 und f'(v) = y. Die Struktur
des Graphen geht nicht verloren, da in die erste Komponente von y = f’(v)
alle Eintréige aus © = f(v) eingehen. Da = € £*(E,; C) beliebig wihlbar ist,
treten Funktionen f auf, fiir die sowohl der Vektor f(v) als auch der Vektor
f'(v) nicht trivial ist, d.h. unendlich viele Komponenten sind ungleich Null.
Es konnen sogar alle Eintrige ungleich Null sein (z.B. fiir z, = %)

1.4 Quadratische Form und halbbeschrankter Operator

In [Kuc04| wurde gezeigt, dass H PL gelbstadjungiert ist, indem eine assoziierte
quadratische Form zu H™¥ gefunden wurde. Die Voraussetzungen waren, dass
dy, < oo in allen Knoten und || L, || gleichm#Big beschrinkt ist. Im Folgenden
wird charakterisiert, wann genau der selbstadjungierte Operator H"'L aus Satz
1.2.2 eine assoziierte quadratische Form besitzt, d.h. nach unten beschrinkt
ist, und diese angegeben.

Satz 1.4.1. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u). Sei HDY der negati-
ve Laplace-Operator mit einer Randbedingung der Form (RB:P,L) aus Satz
1.2.2. Der Operator HPL ist genau dann nach unten beschrinkt, wenn L}
gleichmdfsig nach oben beschrinkt ist, d.h. wenn die Randbedingungen die
Form (RB:P,L,S) haben.
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Beweis. =>: Sei HP'F nach unten beschriinkt. Dann existiert ein ¢ € R mit
(HPL £, ) > c||f)? fiir alle f € D(HPY). Laut Bemerkung 1.2.4 gilt

<HP’Lfa flrexg) = Z<_va(v)7 F) e, c) + Hf,H2L2(XE)

veV
> C||f|\%2(XE)-
Mit L, f(v) = L f(v) + L, f(v) ergibt dies:

Z(Ljf(va(v)) < _C||f||2L2(XE) + Hf/Hi?(xE) - Z<L;f(v)>f(”)>~

veV veV
(1.15)

Zu zeigen ist, dass L gleichmiBig nach oben beschrinkt ist, d.h.
VeV gilt (Liz,2)epm,.c) < Clollem.c Yo €D(L,)  (1.16)
fiir ein C > 0, das nicht von v abhéingt. Nun gilt fiir x € D(L,), dass
z = z4 4+ 2z_ mit x4 = Pz, z_ = - Px) und damit (Liz,z) =
<L3—x+7 513'+>~
Es reicht also aus alle z € P(D(L,)) in Gleichung (1.16) zu betrachten.
L

Fiir alle Funktionen f € D(H Ly die nur um einen Knoten v getragen
sind, so dass f(v) € P(D(Ly)) gilt, folgt aus (1.15) mit Ly f(v) =

(LY f(v) Z =l f 72y + I 72 2) - (1.17)

Sei € P(D(Ly)) beliebig: Es wird eine Funktion f konstruiert, die
obige Eigenschaften erfiillt und deren Normen || f||r2(x,), 1 lz2(x )
sich leicht mit ||z|| abschitzen lassen.

Fiir eine Kante mit Anfangspunkt v und Endpunkt ungleich v ist: fe
von t = 0 bis t = 4§, mit 0 < § < %, linear mit f(0) = z(y,) und
fL(0) = (=Lux)(0,e), damit f im Definitionsbereich von H™* liegt.
Ab t = § wird stetig ein zweites lineares Teilstiick angesetzt, so dass
fe(§) = 0 gilt. Danach (¢ > %) wird f. identisch zu Null fortgesetzt.

Fiir eine Kante mit Endpunkt v und Anfangspunkt ungleich v wird
dieselbe Konstruktion vorgenommen, beginnend vom Ende der Kante,
fiir eine Schleife am Knoten v am Anfang und am Ende. Auf allen
Kanten nicht adjazent zu v wird f. identisch zu Null gewéhlt. Fiir eine
solche Funktion f gilt nun zum Beispiel fiir eine Kante e mit i(e) = v,
j(e) # v, £,y = fe(0) = a und (—Loz)(0,e) = f(0) =

bx + a, O<ax<é

fe(z) = b6+’1x+ béja5+ bb+a, d<z<¥
0, 5 <x<le).
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Fiir die Wahl von § mit 0 < § < min {%, HE %} konnen die L?(1.)-

Normen von f. und f. abgeschiitzt werden durch

l(e)

10y = 3 [ 1Pz < Sulr@IP,
e~~v 0
o 24
£ e = X [ 15 ae < (142 ) i
envv 0

Insbesondere gilt mit Beziehung (1.17):
(LT f(0), f)) <D (=ellf 2 + 1 1Z2r,))

e~v

“seuls@F + (14 2 sl
= (142 = 30) W@ <l

wobei d nur von ¢ und von u abhéngt, also der unteren Schranke des
Operators H% und der unteren Schranke der Kantenliingen, nicht aber
vom Knoten (oder Knotengrad).

Einziges Manko der Funktion f ist, dass sie nicht in D(H %) liegt, sie
erfiillt zwar die Randbedingungen, ist aber keine einmal stetig diffe-
renzierbare Funktion und damit nicht in W*?(Xg). Dies kann durch
Glattung der Funktion an den nicht-differenzierbaren Stellen ¢ = § und
t =% bazw. t = l(e) — 6 und t = I(e) — %, z.B. durch einsetzen einer
quadratischen Parabel, erm6glicht werden.

<=: Sei f € D(H"). Dann gilt nach Bemerkung 1.2.4

(HPE. ) == S (Lf @), ) + Y [ fi(e)Fi@de

veV eEEle
== > (LEf), f@)) = > (Ly f@), f0) + I I22(xp)
veV veV
> = > (LEF@), F@) + 1172 xp)
veV
> =S Z £ () + Hf/Hi?(xEy
veV

Mit Gleichung (1.4) ergibt dies:

(HPEf,f) > 28 (§|\f||ia (X5) + ellflIZ2 (XE>> + 1171 z2x )
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fiir € < u. Die Wahl von € mit 1 — 2Se > % liefert
4S8 1, ., 4S5
(HPLE ) 2 =22 f1a(X0) + 51 M 2 — 2 1B (Xp). O

Damit wurde gezeigt, dass jeder selbstadjungierte Operator H”Y aus Satz
1.2.2; der Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) erfiillt, eine assoziierte
quadratische Form besitzt. Im Folgenden wird eine Form definiert, fiir die
Bemerkung 1.2.4 vermuten lisst, dass dies die zu HPT assoziierte Form
ist. Diese stimmt, unter den Voraussetzungen in [Kuc04|, auch mit der dort
angegebenen Form {iiberein.

Definition 1.4.2. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u). Sei (Ly)vev
eine Familie von selbstadjungierten Operatoren in (¢2(E,;C))yev, die (RB:S)
erfiillen. Die direkte Summe der Operatoren L, wird mit L bezeichnet, so
dass L = @ L, mit

D(L) = {m = (zv)vev € @KZ(EU;(C) mit x, € D(L,) und
veV

> vz |)? < oo}.

veV
Bemerkung 1.4.3. Es gilt

e Der Operator —L ist ein in @(1 — P, )(¢*(E,; C)) dicht definierter selbst-
adjungierter, nach unten beschrénkter Operator mit einer assoziierten
Form, die mit sz, D(sz) = D(L%) C @1 - P,)(£*(Ey; C)) bezeichnet
wird und es gilt

splo,y) = —(La,y) = — > (Luwu,y,) fiir alle z € D(L),y € D(s1).

veV

e Der Operator L und damit auch die Form sy, sind nach unten beschrankt,
mit derselben grofiten unteren Schranke —S.

Definition 1.4.4. Sei T ein metrischer Graph mit (geom:u). Zu einer Knoten-
Randbedingung der Form (RB:P,L,S) wird eine quadratische Form b, defi-
niert:

D(hr) = {f € W"?(Xg) mit tr(f) € D(s)},
bolf] = 11 1172(x ) + seler(f)].
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Bemerkung 1.4.5. e Ist L beschrinkt (genau dann wenn (L, ) gleichmifig
beschrinkt ist), dann gilt D(L) = D(s1.) = @(1 — P,)(¢¥*(E,; C)) und

es gilt
(=Lz,z) = sp[z] = Z(—Lvmv,xv>, (1.18)
veV
belf] = 11172 xp) + D (~Lof (), f0),

D(hr) = {f € W"*(Xg) mit P, f(v) = 0}.

Es ergibt sich also die bisher bekannte Form. Die Beziehung (1.18) gilt
natiirlich auch fiir x = tr(f) € D(L), wenn L nicht beschrénkt ist.

e Offensichtlich ist die zugehorige Sesquilinearform:
bilf.g] = (f'.g") +selte(f),tx(9)]  f.g € D(be).

e Sei f € D(HPT). Dann liefern alle Eigenschaften der Randbedingungen
und die Sobolevungleichung:

DL @)F =Y 1= P @I < Y I1F @)

veV veV veV
2
<2 (a +U) Hf/H%/Vl-?(XE) < 00.

Es folgt also
feDHP") = tr(f) € D(L). (1.19)

Fiir die spiatere Anwendungen — z.B. die Multiplikation mit Abschneide-
oder Gewichtsfunktionen — ist der folgende Hilfssatz wichtig. Dieser zeigt,
dass der Definitionsbereich der Form b stabil unter Multiplikation mit in
den Knoten stetigen Funktionen aus W'?(Xg) ist.

Hilfssatz 1.4.6. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u) und eine Rand-
bedingung der Form (RB:P,L,S) gegeben. Dann gilt fiir jede Funktion ¢ €
Wh2?(Xg), welche stetig in jedem Knoten v € V ist, of € D(hr) fiir alle
f€D(br).

Beweis. Offensichtlich ist of € W?(Xg). Fiir die Randwerte von ¢f gilt:
() () = @) f(v) = cv - f(v),

fiir die komplexe Konstante ¢, mit ¢(v) = (cv,Co,...)T. Damit bleibt die
Randbedingung ¢ f(v) = ¢, - f(v) € D(Ly) erfiillt. O
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Auch die Quadratische Form f ist nach unten beschriankt, wenn die
Operatoren L gleichmifig nach oben beschrinkt sind:

Hilfssatz 1.4.7. Sei ' ein metrischer Graph mit (geom:u) und hr die qua-
dratische Form zu einer Randbedingung der Form (RB:P,L,S). Dann ist b,
nach unten beschrdinkt.

Beweis. Laut Bemerkung 1.4.3 gilt fiir alle f € D(hyr)

sclte(f)] = =Sl = =5 D IF ), o)

veV
22 2
> <25 (2flsorn + el Mrxy ) (120
(1.4) €
Beziehungsweise umgestellt:

' 45
28e|l £ I 22xg) + 52t (N]) = =22 (xp)-

Fiir e = min{u, 5=} gilt nun:

, 45
bolfl = IIf ||2L2(XE) +spftr(f)] > —?Hf”zm(xEy O

Die Abgeschlossenheit der Form by, ldsst sich nicht mehr so leicht zeigen,
da die durch die nach unten beschréankte Form induzierten Normen /b o
nicht mehr dquivalent zur W*2-Norm sind.

Hilfssatz 1.4.8. Sei ' ein metrischer Graph mit (geom:u) und b die qua-
dratische Form zu einer Randbedingung der Form (RB:P,L,S). Dann ist b
eine dicht definierte, abgeschlossene Form.

Beweis. Der Definitionsbereich D(hz) ist dicht in L?(Xg), da schon alle
Funktionen aus P.c ECﬁgmp(Ie), die nur auf endlich vielen Kanten nicht
identisch zu Null sind, dicht in L?(Xg) liegen, aber gleichzeitig Teilmenge
von D(fhr) sind.

Fiir die Abgeschlossenheit von bz, muss gezeigt werden, dass (D(hr), /br,a)
fiir ein « vollstdndig ist, wobei:

br.alf] = 0Ll +alfI* = 1122 xp + selte()] + all flZaxp)

fir ein «, das grofer ist als die untere Schranke von hr. Aus Ungleichung
(1.20) folgt durch Addieren von ||f'||* + o f||*:

br.alf] = I1FI* + selte(H)] + ol £

45
> <‘? +a) 171220,y + (=258 + D) 1 122
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fiir alle e < u. Die Wahl von ¢, so dass —2Se + 1 >

mit —% +a> % liefert:

2 (dh.e< j5)und a

1 1 1
br.alf] > §||f||2L2(XE) + §||f/||iQ(XE) = §Hf“‘2/v1«2(xE)~

Die Norm +/hr [ lisst sich also nach unten mit der W?-Norm fiir alle
Funktionen f € D(h) abschétzen.

Sei (fn)nen eine /i o-Cauchyfolge in D(hr,o), dann konvergiert diese
Folge in der W12-Norm in W1’2(XE), laut obiger Abschitzung und der
Vollsténdigkeit von W2(Xg). Es gibt also eine Funktion f € W"?(Xg) mit

e

1,2 [e%
fn v, f. Es bleibt noch zu zeigen, dass auch f, Ve, f gilt (d.h. zuerst
ist f € D(hr) zu zeigen).

e Aus der Konvergenz der Folge (f,) in W"?(Xg) und (1.2) folgt, dass
fn,e(t) = fe(t) fur alle (e,t) € E, und alle v € V, mehr noch: Mit den
Beziehungen (1.3) und (1.4) ergeben sich die Konvergenzen von f,(v)

gegen f(v) und tr(fn) gegen tr(f).

e fp ist \/br, o-Cauchyfolge, d.h. es gilt \/br.a[fn — fm] — 0 fiir n, m —

oo und
bralfn = fn] = [fa = full® + selte(fa = f)] + @l fa = full*.
Offensichtlich konvergiert auch \/sp[tr(fn — fm)] gegen O fiir n, m —

00. Somit ist (tr(fn)) Cauchyfolge in der von sz erzeugten Norm. Da s,
eine abgeschlossene Form ist, konvergiert tr(f,) gegen ein z € D(sz):

Vsiltr(fa) — @] + Bl fo — x| = 0.

Da +/sr.g[-] > || - I, gilt also || tr(fn) — z|| — 0. Weil aber tr(f,) in
der £2-Norm schon gegen tr(f) konvergiert, folgt 2 = tr(f) und somit
feD(bL). O

Satz 1.4.9. Sei I ein metrischer Graph mit (geom:u) und b, die quadratische
Form zu einer Randbedingung der Form (RB:P,L,S). Dann besitzt hr einen
assoziierten, selbstadjungierten Operator HPY | der dem Operator aus Satz
1.2.2 entspricht:

D(H"") = {f € W**(Xg) mit f(v) € D(Ly),
Lyf(v)+ (1 =P)f'(v) =0V v eV},
HP,Lf _ _f”-
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Der Beweis verlduft genau so wie die Beweise in [Kuc04| und [Sch06|
unter den zusitzlichen Voraussetzungen d, < oo und ||L,|| < S in allen
Knoten v € V. Das einzige was dariiber hinaus noch gezeigt werden muss, ist
fEDHPY) 5 3 ILof(@)]? < oo.

veV

Beweis. Laut dem letzten Hilfssatz hat hr einen assoziierten selbstadjungier-
ten Operator My,.

o Zuerst wird D(HTL) € D(Mr) gezeigt. Sei f € D(HPL), dann gilt
f € WH?(Xg) und f(v) € D(L,) fiir alle Knoten v € V. Beziehung
(1.19) liefert

tr(f) € D(L) € D(sz) = f € D(hr).
Es gilt

D(Mp) = {h € D(h) mit 3 g € L*(Xg)
mit (g, ¢) = br[h, @] fiir alle ¢ € D(hr)}.

Wird g = HPE f = —f" gesetzt, dann gilt laut Bemerkung 1.2.4 und
(1.18)

(=f" 0y =(f,0") - Z<va(v)7¢(v)> tr(£)ED(L)

veV

hilf, ol

also liegt f in D(M¢).
e Sei f € D(My), d.h. es gilt fiir alle g € D(h):

bLlf, gl = (Mrf,g) = (f',g") + siltx(f), t(g)]. (1.21)

Fiir Testfunktionen ¢ € Cio,,(Ie) gilt 11,9 € D(HP") und somit
ergibt sich sp[tr(¢), tr(f)] = 0 = sp[tr(f), tr(¢)], woraus (M f,11.¢) =
(ML f)e,¢) = —{(f.,¢') folgt, was bedeutet, dass f. eine schwache
Ableitung besitzt, bzw. insgesamt f € W*?(Xg) gilt.

Also kann in Gleichung (1.21) partiell integriert werden:

(Mrf,g) = —(f",g) + seltr(f), tr(9)] + D ' (@)g(@)[¢

ecE

(Mif,g) = =(f",9) + sclexr(f), tr(9)] = D _(F'(v),9(v))  (1.22)

veV

fiir alle Funktionen g € D(hz). Fiir diese Funktionen g gibt es eine
Folge gn € []Ciomp(le) N L*(XE) mit g, — g in L*(Xg). Fir die
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Funktionen (g — g») gilt (g — g») € D(hz), da g.(v) = gp,(v) = 0, also
auch tr(gn) = 0 € D(sz). Dies ergibt in (1.22) eingesetzt

(Mif,g—gn) +(f"sg = gn) = seltr(f), tx(g)] = Y (f'(v), 9(v))-

veV

Die Skalarprodukte auf der linken Seite konvergieren gegen Null, rechts
folgt durch komplexes konjugieren:

0= scltr(g), tr(f)] = Y _(g(v), f'(v)).

veV

Alle Funktionen g € W'?(Xg) mit g(v) € D(L,), die nur um einen
Knoten v getragen sind, liegen in D(hz) und tr(g) ist Element von
D(sr), d.h. es gilt:

0= (=Lug(v), f(v)) = (9(v), ['(v)),

was zeigt, dass f(v) € D(L;) = D(L,) und somit die zweite Randbedin-
gung liefert, da

0=(g(v), Lo f(v) + f'(v))

fiir alle g(v) € D(L,) — einer dichten Teilmenge von (1 — P,)(¢2(E,; C))
— gilt. O

1.5 Lagrange’sche Unterrdume und lineare Relationen

In diesem Abschnitt sollen nun die schon angekiindigten und bisher noch
nicht aufgetauchten Zusammenhinge zwischen den Randbedingungen der
Form (RB:P,L) und Lagrange’schen Unterrdumen angegeben werden. Es zeigt
sich, dass Lagrange’sche Unterrdume und selbstadjungierte lineare Relationen
ein und dieselben Objekte sind. Je nach Anwendungsgebiet werden beide
benutzt. Weiter wird gezeigt, dass mit diesen alle selbstadjungierten Knoten-
Randbedingungen beschrieben werden.

Definition 1.5.1. Sei (G, (-,)) ein Hilbertraum.

1. Die Abbildung Q2 : (G @ G) x (G & G) — K mit

Qz,y) = Q(z1,22), (y1,92)) = (T2,91) — (@1, Y2)

ist eine hermitesche symplektische Form. Sei S die Abbildung S : G @&
G — G ® G mit S(z1,22) = (x2, —21). Damit gilt Q(z,y) = (Sz,y) =
(T2,91) + (=21, 92).
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2. Ein Unterraum G der direkten Summe G @ G heif3t lineare Relation. Der
Unterraum

G* = {(w1,22) € G & G mit (x1,y2) = (v2,y1) fiir alle (y1,y2) € G}

heifit adjungierte Relation zu G. Gilt G C G*, dann heifit G symmetrisch
und bei G = G* selbstadjungiert.

Mit der symplektischen Form ergibt sich G* = {z € GHG mit Q(z,y) =
0VyeG}.

3. Eine lineare Relation G C G @ G heifit Lagrange’scher Unterraum, wenn
(SG)* = G gilt.

Ublicherweise werden Lagrange’sche Unterriume auf eine andere Art de-
finiert, die aber keine Verallgemeinerung auf unendlichdimensionale Hilber-
traume G erlaubt. Im Fall eines endlichdimensionalen Hilbertraumes stimmen
beide Definitionen aber iiberein:

Hilfssatz 1.5.2. Sei G ein endlichdimensionaler Hilbertraum, d.h. dim G = d.
Ein Unterraum G C G ® G ist ein Lagrange’scher Unterraum genau dann,
wenn dim G=d und Q(z,y) = 0 fir alle z, y € G gilt.

Beweis. Sei G Lagrange’scher Unterraum. Dann ergibt sich aus der Gleichung
(SG)* = G fiir G die Darstellung G = {(z1,z2) mit (z1,y2) + (x2, —y1) =
0V (y1,y2) € G}, woraus Q(z,y) = 0 fiir alle z, y € G folgt. Offensichtlich
gilt: dimSG = dimG und dim(SG)* = 2d — dim(SG) = dim G, woraus
dim G = d folgt.

Die Beziehung Q(z,y) = 0 fiir alle z, y € G liefert (Sz,y) = 0 fiir alle =,
y € G und somit SG C G*. Da dim G = d, ist auch dim G+ = d und da aus
dim G = d auch dim SG = d folgt, stimmen SG und G+ bzw. (SG)* und G
iiberein. ]

Hilfssatz 1.5.3. Die Menge G ist ein Lagrange’scher Unterraum genau dann,
wenn G eine selbstadjungierte lineare Relation ist.

Beweis.

(S’G’)L ={(z1,22) € G B G mit (x1,y1) + (x2,y2) =0V (y1,y2) € SG}
={(z1,22) € GDG mit (z1,2) = (w2, 91) V (y1,%2) € G}
=G

Damit gilt G* = (SG)* = G in beiden Fillen. O
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Definition 1.5.4. Ein Lagrange’scher Unterraum G C GG heifit transversal,

wenn die Projektion auf die erste Komponente des Unterraumes injektiv ist,
d.h.

GNn ({0} ®Q(9)) = {0},
wobei @ die Projektion auf den Abschluss des Unterraumes {z € G mit 3 y €
G: (z,y) € G} von G ist.

Bemerkung 1.5.5. 1. Jeder endlichdimensionale Lagrange’sche Unterraum
ist transversal. Dies entspricht Arnolds Lemma (Lemma 3.5.1 in [Arn67]).
2. Es ist unklar, ob es einen nicht transversalen unendlichdimensionalen

Lagrange’schen Unterraum gibt.

Satz 1.5.6. Sei I' ein metrischer Graph. G ist ein transversaler Lagran-
ge’scher Unterraum von £2(Ey; C) ® £2(E,; C) genau dann, wenn

G ={(q,Lq+p) € *(Ey;C) ® ¢*(E,;C) mit Pp=p und g € D(L)},

wobei P orthogonale Projektion auf einen abgeschlossenen Unterraum von
*(E,;C) ist und L : D(L) C (1 — P)({*(E,;C)) — (1 — P)({*(E,;C)) ein
(dicht definierter) selbstadjungierter Operator.

Beweis. < Seien eine orthogonale Projektion P : £%(E,;C) — £*(E,;C)
und ein selbstadjungierter Operator L : D(L) C ((1 — P)¢*(E,;C)) —
((1 — P)*(E,;C)) gegeben. Der Unterraum aller Randvektoren, die
durch die Randbedingungen gegeben werden, kann folgendermafien
beschrieben werden:

G = {(q, Lq + p) € £*(Ew; C) @ £(Ey; C) mit g € D(L), (1 - P)p = 0}.
Zu betrachten ist (SG)= .
(SG)™ = {(z,y) mit (z,Lg+p) — (y.q) =0
fiir alle ¢, p mit ¢ € D(L) und (1 — P)p = 0}
Die Darstellung von z, y iiber P und 1—P, also x = zg+xp,y = yo+yp,
liefert:
= {(z,y) mit (zq, Lq) + (zr,p) — (yo,q) =0
fiir alle ¢, p mit ¢ € D(L) und (1 — P)p = 0}
= {(z,y) mit (zp,p) =0 und (zq, Lq) — (yq,q) =0
fiir alle ¢, p mit ¢ € D(L) und (1 — P)p = 0}.
Aus dem zweiten Teil folgt zg € D(L*) = D(L) und damit

={(zg +zpr,yg +yp) mit zp =0 und Lzg — ygo = 0}
=G.
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= Sei G ein Lagrange’scher Unterraum von £?(FE,;C) @ ¢*(E,; C). Dann
ist G1 := {x1 € *(E,;C) mit 3 z2 € £*(E,;C) so dass (z1,z2) € G}
ein Unterraum von ¢*(E,; C). Allerdings ist G; im Allgemeinen nicht
abgeschlossen.

Die orthogonale Projektion von ¢%(E,; C) auf G%ﬂird mit P bezeichnet,
1 — P ist dann die orthogonale Projektion auf G1, den Abschluss von
Gi.

G = (SG)* = {(w1, z2) mit (x1,y2) — (x2,y1) = 0 fiir alle (y1,y2) € G}
kann mithilfe der Projektionen P und 1 — P geschrieben werden als:
G ={(q1,q1 + p1) mit (g1, G2 + p2) — (¢1 + p1,g2) = O fiir alle (g2, G2 +
p2) € G}. Da G transversal ist, ist T : G1 — G1 mit Tq = § ei-
ne Abbildung. Mit (p.,q.) = 0 kann G geschrieben werden als G =
{(q1, Tqr + p1) mit (¢1,Tq2) — (T'q1,q2) =0V (q2,Tq2 + p2) € G,p1 €
P(€2 (Ev; C))}. Alle Tupel (g1, Tq1 + p1) in G erfiillen also

(g1, Tq2) = (Tq1,q2) fiir alle q1,¢2 € G1. (1.23)

T ist linear, da G ein Unterraum ist und laut (1.23) offensichtlich
selbstadjungiert und auf ganz G definiert. Damit gilt T : G1 — G =
(1 — P)(#*(E,;C)). Die Menge G besteht somit aus allen Elementen
(¢, Tq+p) mit g € Gy und (1 — P)p = 0 fiir eine Projektion P und einen
selbstadjungierten Operator T' mit den geforderten Eigenschaften. [

Nun kann die propagierte Charakterisierung aller selbstadjungierten Knoten-
Randbedingungen bewiesen werden. Der folgende Satz zeigt: Werden in allen
Knoten Randbedingungen gewéhlt, dann liefern diese genau dann einen selbst-
adjungierten Operator, wenn in jedem Knoten Lagrange’sche Unterrdume
gewdhlt wurden. Satz 1.5.6 liefert dann die Charakterisierung in der Form
(RB:P,L) und damit auch die Umkehrung zu Satz 1.2.2 fiir alle transversalen
Lagrange’schen Unterrdume.

Satz 1.5.7. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u). Genau dann, wenn
in jedem Knoten eines metrischen Graphen eine selbstadjungierte lineare
Relation G, C £*(E,;C) @ £*(E,;C) gegeben ist, ist Hg selbstadjungiert,
wobes

D(Hg) = {f € W»*(Xg) mit (f(v), f'(v)) € Gy, Y v €V},
Haf =—f".

Der Beweis folgt dem Beweis von Satz 1.2.2:

Beweis. =: Da G, selbstadjungiert ist, gilt fiir alle Tupel (f(v), f (v)),
(9(0),9'(4)) € G, dass (F(v), g'(v) — (f'(v), g(v)) = 0. Damit ist Glei-
chung (1.7) offensichtlich erfiillt und He symmetrisch.
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1.5 Lagrange’sche Unterrdume und lineare Relationen

Sei f € D(H{). Dann gilt — analog zum Beweis von Satz 1.2.2 — f €
W?2(Xg) und Gleichung (1.9) fiir alle g € D(Hg). Und bei Wahl von
Funktionen g € D(H¢) die nur in einer Umgebung um einen Knoten
getragen sind, ergibt sich

(g'(v), () = (g(v), f'(v)) fiir alle (g(v), g'(v)) € Go.

Dies entspricht gerade der Definition fiir f € G und da G, selbstad-
jungiert ist, folgt (f(v), f'(v)) € Gy und damit f € D(Hg).

: Sei in einem Knoten eine Teilmenge G, C £*(E,;C) @ ¢*(E,;C) fiir die

Randbedingungen gegeben, die keine selbstadjungierte lineare Relation
ist. Dann existiert entweder ein x € G, mit x € G}, oder ein z € G}, mit
& Gy.

Sei x € Gy und = ¢ G;. Das heifit, es gibt ein y € G, mit (z1,y2) #
(x2,71). Laut Bemerkung 1.1.7 gibt es Funktionen f und g € W??(Xg)
die nur um diesen Knoten getragen sind und deren Randwerte gerade

(f(v), f'(v)) = (z1,22) und (g(v),g'(v)) = (y1,72) entsprechen und die
in D(Hg) liegen. Nun gilt aber laut Gleichung (1.7) die Beziehung

(Haf,g) = {f, Hag) = (x1,y2) — (z2,91) # 0.

H¢ ist also nicht symmetrisch und damit auch nicht selbstadjungiert.

Sei z € G, und z € G,. Dann gilt (z1,y2) = (z2,y1) fir alle (y1,y2) €
G. Es wird wieder eine Funktion f € W2?(Xg) gewihlt, die nur um v
getragen ist und die Randwerte (f(v), f'(v)) = (z1,x2) hat. Dann gilt
f € D(Hg), aber

(Heg, f) = (9,—f")  fiir alle g € D(Hc),
d.h. f € D(HE). O

Zum Abschluss der Charakterisierung von selbstadjungierten Laplace-Ope-

ratoren auf metrischen Graphen tiber Knoten-Randbedingungen wird noch die
folgende Bemerkung iiber weitere bekannte Varianten der Parametrisierung
der Randbedingung angegeben. Dabei ist diese Bemerkung eine Erweiterung
von Theorem 5 in [Kuc08| fiir metrische Graphen mit endlich vielen Kanten.

Bemerkung 1.5.8. Es gibt noch weitere, wichtige Parametrisierungen von
Randbedingungen.

1. Theorem 1.2 in [BGPO08| besagt:

Eine lineare Relation G ist selbstadjungiert genau dann, wenn ein
unitirer Operator U in £2(E,;C) existiert, fir den G = {(z1,z2) €
?(Ey;C) @ L2 (Ey; C) mit i(I + U)zy = (I — U)x2} gilt.

Dies entspricht auch den Randbedingungen in [Har00| und in [KS00].
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2. Proposition 1.5 in [BGP08| und Proposition 4(b) in |[Pan06| liefern: G ist
eine selbstadjungierte lineare Relation genau dann, wenn es beschriankte
lineare Operatoren A und B gibt mit AB™ ist selbstadjungiert, 0 €
Q(g 7AB) und G = {(x1,x2) € £*(Fy;C) ® *(E,;C) mit Az =

B:L‘Q}.

3. Die Randbedingungen der Form (RB:P,L) kénnen noch etwas verfeinert
werden, um besser unterscheiden zu kénnen, wann die Randbedingungen
in einem Knoten koppeln oder entkoppeln. Dies wurde in Theorem 2
in [FKWO07| getan, wo der Kern der Operatoren L, herausgefiltert
wurde: Seien P, und @, orthogonale Projektionen auf abgeschlossene
Unterrdume von £2(E,;C), die selbst orthogonal zueinander sind und
L, ein beschrinkter invertierbarer selbstadjungierter Operator L, :
(1- P, —Qy) = (1 = P, — Qy). Dann lassen sich Funktionen, die die
Randbedingungen erfiillen, beschreiben durch: P, f(v) = 0, Q. f'(v) =0
und Ly(1 = Py — Qy) f(v) + (1 — Py — Qu) f'(v) = 0 in allen Knoten. In
|[Kuc08| werden diese drei Teile Dirichlet-, Neumann- und Robin-Anteil
genannt.

1.6 Kantenlange gegen Null

Die einzige Einschrinkung an metrische Graphen, welche bisher noch nicht
analysiert wurde, ist die Kantenléngenbeschrankung nach unten. Ist die Kan-
tenldnge nicht mehr gleichméfig nach unten beschrinkt, dann gilt Hilfssatz
1.2.1 nicht mehr, welcher Grundlage fiir simtliche obige Betrachtungen war.

In diesem Fall gibt es nur noch triviale Beispiele um mit obigen Methoden
selbstadjungierte Laplace-Operatoren zu finden:

1. Es gibt eine Entkopplung wie bei Dirichlet- und Neumann-Randbedin-
gungen auf beliebigen metrischen Graphen. Hier ist der negative Laplace-
Operator selbstadjungiert auf jeder einzelnen Kante und der Definitions-
bereich des Operators auf dem ganzen Graphen ergibt sich als £2-Summe
der Definitionsbereiche der Einschrénkung des Operators auf die Kanten.

2. Es werden triviale Randbedingungen fiir zusammenhéngende metrische
Graphen mit Knotengrad zwei in jedem Knoten (auBer fiir gegebenenfalls
Anfangs- und Endkanten mit endlicher Kantenldnge und einem Knoten
mit Knotengrad eins), d.h. f(v) = konstant und eingehender gleich
ausgehender Ableitung, gesetzt. Dies ergibt triviale, bzw. keine Rand-
bedingungen (die in diesem Fall mit den Kirchhoff-Randbedingungen
iibereinstimmen) und der metrische Graph kénnte mit der reellen Achse
oder einem Teil dieser identifiziert werden.
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Bisher gibt es nur wenige Arbeiten in denen die Kantenlédnge eines metri-
schen Graphen gegen Null gehen darf. Diese betrachten den Laplace-Operator
auf der reellen Achse, Halbachse oder auf Teilmengen dieser, mit Punktwech-
selwirkungen auf einer diskreten Menge. (Das heifit einen metrischen Graphen,
der in die reelle Achse eingebettet werden kann.)

3. Buschmann, Stolz und Weidmann zeigen in [BSW95|, dass die §'-
Randbedingungen auf einer diskreten Menge M C R einen selbstad-
jungierten Operator fiir beliebige Kopplungskonstanten bilden. Es wer-
den Randbedingungen iiber die Darstellung mit unitdrem Operator,
dquivalent zu denen in Bemerkung 1.5.8 Punkt 1 angegebenen, aber in
einer anderen Notation verwendet.

4. In [KM10] betrachten Kostenko und Malamud Laplace-Operatoren mit
5 und §'-Randbedingungen auf einer diskreten Teilmenge der reellen
Achse, Halbachse oder Teilmengen dieser. Sie geben an, fiir welche
Beziehungen zwischen den Kopplungskonstanten a., bzw. 8, fiir - bzw.
§’-Randbedingungen und den Kantenlingen [,, die zugehérigen Laplace-
Operatoren selbstadjungiert sind.



2 Vorbereitende Abschatzungen

Im letzten Kapitel wurden ausfithrlich metrische Graphen und selbstadjun-
gierte negative Laplace-Operatoren auf diesen definiert und untersucht. Nun
kann der Zufall in das Modell integriert werden, was durch die Definition
eines zufilligen Potentials geschehen soll.

Werden in zufilligen Modellen mit sehr symmetrischen Strukturen die
Randbedingungen und Kantenldngen in jeder Dimension bzw. Richtung gleich
gewdhlt oder nach einem bestimmten Muster, dann ist es moglich, dass das
Spektrum einer zufilligen Operatorfamilie fast sicher konstant ist — dies
geschieht wenn die Operatorfamilie ergodisch ist. Fiir allgemeine metrische
Graphen ist das nicht der Fall, da zugrundeliegende Symmetrien (zum Beispiel
eine Gruppenstruktur) nicht mehr vorhanden sind. Nach der Beschreibung
der Potentiale in Abschnitt 2.1 wird dies genauer erldutert.

Anschlieflend folgt ein Abschnitt iiber Einschrinkungen des negativen
Laplace-Operators auf endliche Teilgraphen. Dieser enthilt die zugehdrige De-
finition und soll veranschaulichen, was die grofiten Anderungen gegeniiber den
bisher in der Literatur behandelten Modellen sind. Im Wesentlichen entstehen
diese, durch die zusétzlichen ,,Randbedingungen im Inneren des endlichen
Teilgraphen, welche ergidnzend zu den neu zu setzenden Bedingungen auf
dem Rand des Teilgraphen zu erfiillen sind. Dadurch entstehen kompliziertere
assoziierte quadratische Formen bzw. kompliziertere Definitionsbereiche als
iiblich, welche in den vorbereitenden Abschétzungen zu beachten sind.

Im Abschnitt 2.4 wird aus einem gleichmiifig polynomiellen Wachstum der
metrischen Graphen eine Uberdeckung dieser gewonnen.

Die weiteren Abschnitte dieses Kapitels enthalten alle vorbereitenden
Abschéitzungen und Aussagen iiber die zufilligen Operatoren — bzw. Ein-
schrinkungen dieser —, welche in der Multiskalenanalyse in Kapitel 3 benétigt
werden.

2.1 Die zufillige Operatorfamilie

Als zufillige Grole im Modell wird ein zufilliges Potential eingefiihrt. Es gibt
mehrere Arten von zufilligen Potentialen, wobei hier das aus der Quanten-
mechanik stammende Legierungspotential (,,alloy type potential®) verwendet
wird. Die Idee hinter diesem Potential ist die Folgende: In einer Legierung
gibt es mehrere Arten von Atomen. In der Physik werden diese Atome durch
ihr zugehoriges Coulomb-Potential dargestellt. Das heif3t fiir ein Medium im
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Raum X (meist gilt X = R?) bestehend aus zwei Atomsorten A und B gibt
es zwei unterschiedliche Potentiale ua und ug. Die Menge aller Punkte, an
denen sich ein Atom der Sorte A befindet, wird mit Pa C X bezeichnet, bzw.
Pg C X fiir die Atome B. Das gesamte Potential ergibt sich dann zu

V(z)= Y uale—k)+ > us(z—k).

kEPp kePg

Unter der Annahme, dass sich das Potential up durch Multiplikation mit einer
Konstante A aus dem Potential ua berechnen ldsst, ergibt sich:

1, k€ Pa

Vi(z) = Z wr - ua(z — k), mit w, = {)\7 ke Po.

kePpUPR

Eine weitere Verallgemeinerung dieses Potentials ist

Viz) = Z wr - ug(x),

keP

wobei wy, meist unabhéngige identisch verteilte stetige Zufallsgréfien sind, da
diskrete Zufallsgroflen viel schwieriger zu behandeln sind. Dabei werden die
Groflen wy Kopplungskonstanten und uy Einzelplatzpotentiale genannt.

Fiir einen metrischen Graphen wird ein zufélliges Potential definiert, indem
auf jeder Kante eine zufillige Kopplungskonstante w. und ein Einzelplatz-
potential v. gewihlt wird. Die Menge P aus obiger Darstellung entspricht
also der Menge der Kanten. Zur Definition der Kopplungskonstante wird ein
Wahrscheinlichkeitsmafl p auf R mit der o-Algebra der Borelmengen benétigt.
Dieses und die Einzelplatzpotentiale sollen folgende Eigenschaften erfiillen:

1. Das Wahrscheinlichkeitsmafl hat als Trager ein Intervall suppu =
[g—,q+], wobel —oco < ¢g— < ¢4 < oo. Weiter hat das Mafl p eine
beschrénkte Dichte o, € L*°[q—, q+] mit ||oullLocfq_ q,] = Co-

(pot:dichte)

2. Es gibt reelle, positive Konstanten ¢— und ¢4 mit c— < ¢y, so dass auf
jeder Kante fiir die Einzelplatzpotentiale ve : Ic — R mit ve € L™ (I)
gilt

c-1ly, <ve<ecyly,. (pot:char)

Die Einschrinkung der Einzelplatzpotentiale v, auf das Intervall I. gewahr-
leistet, dass zu zwei unterschiedlichen Kanten e; und ez die jeweiligen Anteile
We, Ve; Und we, Ve, des Potentials unabhéngig sind. Werden Potentiale defi-
niert, welche einen grofleren Triager haben, dann kénnen diese durch obige
Potentiale nach unten abgeschétzt werden, womit gegebenenfalls immer noch
Lokalisierung geschlussfolgert werden kann.
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Weiter sollen die Einzelplatzpotentiale zwischen zwei charakteristischen
Funktionen liegen, wobei c— > 0 gewéhrt, dass {iberhaupt eine Verschiebung
des Spektrums erzielt werden kann. Fiir c— = 0 kann es sein, dass keine Storung
des Operators stattfindet und die zufilligen Kopplungskonstanten gar keinen
Einfluss haben. Bei Potentialen mit wechselnden Vorzeichen (c— < 0) ist gar
nicht klar, ob und in welche Richtung das Spektrum verschoben wird. Diese
Potentiale heiflen nicht-monotone Legierungspotentiale und werden aktuell
fiir stetige Modelle in Z* in [PTV11| behandelt.

Sei Q := [g—, ¢+]” und P:= @ p WahrscheinlichkeitsmaB auf Q. Die Funk-
eckE
tion ge : 2 — R liefert fiir jede Kante eine zugehorige Kopplungskonstante

ge(w) := we. Zu jeder Konfiguration w € Q wird ein Potential definiert durch
Vo = (qe(W)Ve) ek » (pot:char,dichte)

welches auf L?(Xg) als Multiplikationsoperator fungiert. Fiir jede Funktion
f € L?(Xg) gilt

Ve FllZ2(xg) = | (@e(@)vefe) e p 72 x )
l(e)
< 3 max{la-|, o+ )¢} [ |1 (@)f(o) do
eelk 0
2 22
< (max{lg-|, lq+[})" - 4 fIL2 xp)-
Mit der Konstanten Cy := max{|q_|,|¢+|} - ¢+ ergibt sich die Abschitzung

Vo Fllzz(xm) < CvIIfllL2(xp)- (2.1)

Das Potential ist also ein stetiger Multiplikationsoperator. Fiir einige vorbe-
reitende Abschitzungen reicht die Stetigkeit als einzige Anforderung an das
Potential aus — dort wird darauf hingewiesen, dass die konkrete Form des
Potentials nicht entscheidend ist.

Nun kann mit diesem zufélligen Potential eine zuféllige Operatorfamilie auf
einem metrischen Graphen definiert werden.

Definition 2.1.1. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u), V,, ein zu-
falliges Potential nach (pot:char,dichte) und eine Randbedingung der Form
(RB:P,L,S) gegeben. Dann werden fiir alle w € Q zufillige Operatoren H% (w)
und Sesquilinearformen §,, definiert durch:

HP () = HP" + v, D(H""(w)) = D(HPF),
bolf gl = (f,9") = D (Lo f(v),9(v) + (Voo fr 9) D(b.) = D(hz).

Dann ist H?%(w) selbstadjungiert und nach unten beschriinkt, b, ist
abgeschlossen und nach unten beschrinkt und laut Satz 1.4.9 sind beide
zueinander assoziiert.
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2.2 Deterministisches Spektrum

Die Hauptaussage iiber die zufilligen Operatoren (H™"*(w)) ist, dass diese
in einem Intervall um die Grundzustandsenergie nur reines Punktspektrum
besitzen. Unklar ist dabei wie viele der Realisierungen iiberhaupt Spektrum
in diesem Intervall haben.

Wenn die zufilligen Operatoren messbar und ergodisch sind, dann héngt
das Spektrum nicht vom Zufall ab, sondern ist, mit Wahrscheinlichkeit eins,
eine Menge ¥ C R. In diesem Fall wird das Spektrum deterministisch ge-
nannt, da es vorherbestimmt ist. Weiterhin ist fiir diese Operatoren auch die
Aussage der Lokalisierung sehr stark, da fast alle Operatoren Spektrum im
Lokalisierungsintervall besitzen — meist ist das ganze Intervall im Spektrum
enthalten.

Satz 2.2.1. Sei (Q,F,P) ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum, H :
Q — S(H) messbar und ergodisch. Dann gibt es eine abgeschlossene Menge
> CR, so dass

o(Hw)) =% fiir P-fast alle w € Q.

Dabei ist S(H) die Menge aller selbstadjungierten Operatoren auf einem
separablen Hilbertraum #. Entsprechende Aussagen gelten auch fiir folgen-
de Teile des Spektrums: Das absolutstetige Spektrum oq.(H (w)), das sin-
gulérstetige Spektrum o,c(H (w)) und das Punktspektrum oy, (H (w)). Dieser
Satz wurde von Kirsch und Martinelli in [KM82| bewiesen und ist auch in
[Sto01] als Theorem 1.2.5 zu finden.

Fiir die Operatoren H™*(w) miissen also nur zwei Eigenschaften — Mess-
barkeit und Ergodizitit — nachgewiesen werden. Ohne genauer zu erldutern
was Messbarkeit fiir Operatoren bedeutet, wird eine einfache Variante diese
iiber assoziierte Formen zu beweisen, angegeben:

Hilfssatz 2.2.2. Sei (ho)wea eine Familie dicht definierter, nach unten
beschrdinkter, abgeschlossener Formen mit Definitionsgebieten D(b,,), die nicht
von w abhingen (d.h. D(h,) = D(h)). Wenn es Konstanten v € R, n, M > 0
und eine abgeschlossene Form € > 1 mit Definitionsgebiet D(£) = D(h) gibt,
so dass

n- L 1 < bulf f1+AfIIP < M-¥[f, f] fir alle f € D(b)

gilt und fiir alle f € D(h) die Abbildung w — Yo [f, f] messbar ist, dann ist fir
die Familie (H(w)), der zu (h.) assoziierten selbstadjungierten Operatoren,
die Abbildung w — H(w) messbar.

Auch dieser Satz findet sich mit Beweis in [Sto01]|, als Proposition 1.2.7,
wieder.
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Hilfssatz 2.2.3. Seil’ = (E,V,l,i,7) ein metrischer Graph, der die Annahme
(geom:u) erfillt und H™'(w) der negative Laplace-Operator mit Knoten-
Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) und Potential mit (pot:char,dichte).
Dann ist die Operatorfamilie (H"* (w)) messbar.

Beweis. Die zu (H™*(w)) assoziierten Formen sind (h,) und deren Defini-
tionsbereiche hingen nicht von w ab. Sei x die grofite untere Schranke der
ungestorten Form b, dann ist die Form

€f. gl :=belf,gl+ (x+1)(f,9),  D() =D(br)

offensichtlich groer gleich eins und abgeschlossen, da h; abgeschlossen ist.
Mit (2.1) folgt:

bolf, f1+ (k+ 1+ OV, f) =bLlf, F1+ (6 + 1), ) + Vo f, ) + OV(f, f)
> E[f, f]
(1420v) - £f, f1 > bulf, f1+ (5 + 14+ C){f, ).

Also sind die nétigen Abschétzungen aus Hilfssatz 2.2.2 fiir die Konstanten
y=rk+1+Cy,n=1und M = 2Cy + 1 offenbar erfiillt.

Offensichtlich ist die Abbildung w — hy[f, f] fiir alle f € D(h,,) messbar.
Hilfssatz 2.2.2 liefert dann die Messbarkeit von w — H""(w). O

Nun kann die Ergodizitdt der Operatoren betrachtet werden.

Definition 2.2.4. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und H : Q —
S(H) sei messbar. Die Abbildung w — H(w) heifit ergodisch, wenn es eine
ergodische Familie (7,),er auf (2, F,P) und eine Familie unitérer Operatoren
(U.)ver auf H gibt, so dass die Kovarianz-Bedingung

H(T,(w)) =U;H(w)U,

erfiillt ist. Dabei heifit ein Operator T': 2 — 2 ergodisch, wenn er maflerhal-
tend ist und

V F e F mit T7(F) = F gilt P(F) = 0 oder P(F) = 1.

Fiir Potentiale die auf Gittern (z.B. Z%) oder sehr symmetrischen Struk-
turen definiert sind, kann gezeigt werden, dass bestimmte zuféllige Familien
zugehoriger Differentialoperatoren ergodisch sind. Fiir allgemeine metrische
Graphen ist dies nicht mehr moglich, da diese keine Gruppenstruktur oder
Translationsinvarianz, welche iiber T, ausgedriickt werden kann, aufweisen.

Im Allgemeinen ist also kein deterministisches Spektrum zu erwarten. Lo-
kalisierung nahe dem Grundzustand, d.h. nahe der unteren Schranke des
Spektrums, liefert nur noch eine Aussage fiir gewisse w € 2. Dabei ist unklar,
welches Mafl diese Menge hat. Es gibt dennoch einige metrische Graphen,
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fiir die deterministisches Spektrum gezeigt werden kann, zum Beispiel fiir
Cayleygraphen — siehe dazu auch Abschnitt 3.3.

Eine weitere Arbeit iiber Lokalisierung mittels Multiskalenanalyse fiir nicht-
ergodische Operatorfamilien wird zurzeit in [RM] niedergeschrieben. Dort
geht es um Delone-Mengen im R, welche diskrete Mengen sind, die einen
Mindest- und einen Maximalabstand zwischen den Punkten aufweisen. Diese
dhneln den Beschrankungen der Kantenldngen nach unten und nach oben,
welche hier verwendet werden und ergeben dhnliche Anzahlen an Punkten
bzw. Knoten in Uberdeckungsmengen.

2.3 Induzierte Teilgraphen

Ein wichtiges Hilfsmittel wird sein, den negativen Laplace-Operator auf endli-
che Teilgraphen einzuschrianken und aus Eigenschaften dieser Einschrankungen
Eigenschaften des Ausgangsoperators zu schlussfolgern. Ublicherweise werden
als Gebiete, auf die der Operator eingeschrinkt wird, Wiirfel (im Z% oder ]Rd)
gewiihlt. Mit diesen ist eine Uberdeckung — beziehungsweise Pflasterung — des
gesamten Gebietes oder bestimmter Wiirfel in unterschiedlichen Léngenskalen
der Wiirfel einfach moglich. Im Fall eines allgemeinen metrischen Graphen
gibt es keine analoge Definition von Wiirfeln mit dhnlichen Eigenschaften.

Statt dessen gibt es zwei verschiedene Mdaglichkeiten Mengen zur Uber-
deckung anzugeben, die beide auf der Idee des Uberdeckungssatzes von Vitali
basieren: In eine zu tiberdeckende Menge werden zuerst so viele disjunkte Um-
gebungen eines festen Radius gelegt wie maximal moglich. Durch Vergréflerung
dieser Mengen kann eine Uberdeckung gewonnen werden.

Eine Art diese zu Vergroflern liefern die dyadischen Wiirfel — siehe zum
Beispiel Theorem 11 in [Chr90]. Dabei wird der Zwischenraum zwischen den
disjunkten Mengen aufgeteilt und jeweils einer dieser Mengen zugeordnet, so
dass eine disjunkte Uberdeckung méglich ist. Diese Wiirfel haben einen mini-
malen und einen maximalen Radius, die aber relativ weit auseinanderliegen
konnen.

Die zweite Art ist Umgebungen mit etwa dem dreifachen Radius der dis-
junkten Umgebungen zum Uberdecken zu wihlen, wobei Mengen mit einem
festen Radius entstehen, die intuitiv gut vorstellbar sind und deshalb hier ver-
wendet werden. Allerdings sind die Uberdeckungen dann nicht mehr disjunkt
moglich, was auch nicht notwendig sein wird. Ein Vorteil gegeniiber Wiirfeln
auf Gittergraphen ist dagegen, dass Umgebungen zu allen Radien existieren
und kein Augenmerk auf besondere Lingenskalen gelegt werden muss.

Die Definitionen von Teilgraphen, Einschriankungen der Operatoren auf
diese, den Umgebungen zur Uberdeckung sowie die dafiir bendtigte Notation
werden in diesem Abschnitt eingefiihrt. Die Uberdeckungen und eine dafiir
notige Eigenschaft des metrischen Graphen folgen im niichsten Abschnitt.
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Definition 2.3.1. Sei I' = (E,V,l,4,j) ein metrischer Graph. Sei E1 C E
eine Teilmenge der Kantenmenge.
Sei Vg, die Menge aller Anfangs- bzw. Endknoten der Kanten aus E;:

Ve, :={v € V mit 3 e € E1 mit v =i(e) oder v = j(e)}.

Weiter seien die Funktionen lg, = l|g,, ig, = i|g, und jg, = l|g, die
Einschriankungen der Funktionen des Ausgangsgraphen auf die Kantenmenge
E,. Dann gilt Vg, = ig, (E1) Ujg, (E1). Der Teilgraph (E1, Ve,,le,,i8,, jE,)
ist wieder ein metrischer Graph und wird der durch E; induzierte Teilgraph
von I' genannt und mit I'g, bezeichnet.

Analog werden auch die Einschrankungen von Xg und Xr auf eine Kan-
tenmenge E; definiert:

Xe, = | J{e}xI.  Xr, =Xp UV,

ecEy

Die Menge der inneren Knoten eines induzierten Teilgraphen I'g, C I' wird
mit Vg, int, die Menge der Randknoten mit Vg, s bezeichnet, dabei gilt:

v € Vg, int < fiir v gilt {e € F mit e ~ v} C F1,
vEVE o< e € Erund ex € E\ E1 mit e1 ~ v, e ~ v.

Dies entspricht nicht der iiblichen Vorstellung, dass der Randknoten am Rand
von I'p, liegt (d.h. am Rand von 'z, beziiglich einer Einbettung in R oder
Zd), sondern er ist Randknoten beziiglich seiner Einbettung in den ganzen
Graphen T'.

Definition 2.3.2. Zwei induzierte Teilgraphen I'g,, I'g, heilen disjunkt,
wenn F; und FE2 disjunkt sind. Inklusionen von Teilgraphen beziehen sich
ebenso auf die Kantenmengen, die die Teilgraphen induzieren: Es gilt

I'e, CT'r, & F1 C Es.
Bemerkung 2.3.3. Offensichtlich gilt:
e Vg, ist disjunkte Vereinigung von Vg, o und Vg, int.-

e Zwei disjunkte Teilgraphen haben keine gemeinsame Kante, kénnen aber
einen gemeinsamen Knoten besitzen — dies ist dann aber zwangsweise
ein Randknoten bei beiden Teilgraphen.

e Zwei disjunkte induzierte Teilgraphen liefern zwei unabhingige Ein-
schrinkungen des negativen Laplace-Operators (welche spéter noch
explizit angegeben wird), da die zufélligen Kopplungskonstanten auf
den Kanten definiert sind.
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Im Folgenden werden induzierte Teilgraphen definiert, welche Umgebungen
um einen Wurzelknoten — oder Zentrum — mit Radius r entsprechen und im
Weiteren ausgiebig genutzt werden. Damit diese Definitionen sinnvoll sind,
wird eine Annahme an die metrischen Graphen getroffen: Jeder metrische
Graph soll eine gleichméfiig nach oben beschrinkte Kantenlidnge besitzen.
Da fiir den negativen Laplace-Operator mit Randbedingungen der Form
(RB:P,L,S) auch eine gleichmifiige Beschrinkung nach unten nétig ist — d.h.
(geom:u) gilt, werden beide Annahmen im Folgenden immer vorausgesetzt:

Annahme 2.3.4. Es gibt eine gleichmdflige Beschrinkung der Kantenldnge
eines metrischen Graphen nach oben und nach unten, d.h. es gibt u, U mit
0<u<UK< oo, so dass

VeekL git u<l(e) <U. (geom:u,U)
Definition 2.3.5. Fiir einen metrischen Graphen I' der (geom:u,U) erfiillt,
sei mit A, (vo) C I' der durch E(vo, r) induzierte Teilgraph I'g(y,,) bezeichnet,

wobei:

E(vo,r) ={e € E mit 3¢ € I, so dass (e,t) € Br(vo)}.

o VE(vy,r),0

.VE(UO,T),int

Abbildung 2.1: Induzierter Teilgraph — Innere und Randknoten.

Weil Umgebungen mit Radius 7 induzierte Teilgraphen sein sollen, das heifit
ganze Kanten enthalten und nicht Kanten zerschneiden und so neue Knoten
und Randbedingungen hinzufiigen, ist die gleichméflige Beschriankung der
Kantenldnge notwendig, welche gewéhrleistet, dass alle Punkte in A, (vo) einen
Abstand kleiner als 7 4+ U zu vo haben. Dies bedeutet: X () C Briv(vo).
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Wenn der Knotengrad eines jeden Knoten in V' endlich ist, enthélt fiir jeden
Radius r € R und v € V die Umgebung mit Radius » um einen Knoten v
endlich viele Kanten und ist damit ein endlicher metrischer Graph.

Ein zentraler Punkt der spéteren Untersuchung wird sein, was die Resolvente
des Operators H™¥ vom Inneren einer Umgebung mit Radius r auf den Rand
einer solchen Umgebung iibertrigt. Was unter diesen Gebieten zu verstehen
ist, wird nun definiert:

Definition 2.3.6. Als das Innere einer Umgebung A, (v) wird die Umgebung
mit Radius 7 definiert:

AP(0) = Ay (),
das Auflere einer solchen Umgebung wird die Differenz
AL (0) = Ar(0) \ Ao (v)
genannt.

A" () und A" (v) sind wieder induzierte Teilgraphen und werden induziert
durch die Kantenmengen E (v, %) und E(v,7) \ E(v,7 — 3U).

Definition 2.3.7. Der Abstand zweier Teilmengen A und B von Xg ist
definiert als
dist(A, B) = igg(blgjfgb(a, b)).

Der Abstand zweier induzierter Teilgraphen I'g;, und I'g, wird definiert als
diSt(FEl , FEQ) = diS‘L()(E1 , XEQ)'

Zwei disjunkte, induzierte Teilgraphen I'g, und I'g, haben nicht notwendi-
gerweise einen positiven Abstand. Wenn aber die Mengen XpEl und XrE2
disjunkt sind, dann schon.

Fiir den Abstand des Inneren zum AuBeren einer Umgebung mit Radius r
gilt:

dist(A (v), A2 (v)) > (r — 3U) — (5 + U) = 2r — 4U,

mit einem r > 24U folgt:

dist(AP* (v), A2 (v)) > (2.2)

r
5.
Nun werden die Einschrankungen von Operatoren und Formen auf indu-
zierte Teilgraphen angegeben:
Fiir einen zufélligen selbstadjungierten Operator H''(w) mit Randbedin-
gungen der Form (RB:P,L,S) und Potential (pot:char,dichte), sei die Ein-
schrinkung auf den induzierten Teilgraphen I'g, = (F1,Ve,,lE,,iE,,7E,),
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folgendermaflen definiert:

H'P () f o= H B0 PH () f = (= [ )eery + (@e(w)vefe)een,
D(H" " (w)) = {f € @ W**(I.) mit f erfiillt (P,, L,) RB von H™"
ecEq

auf Vg, int, f(v) =0 auf Vg, s}.

Damit erfiillt der eingeschréankte Operator die urspriinglichen Randbedingun-
gen im Innern von I'g, und auf dem Rand die Dirichlet-Randbedingungen.
Insbesondere ist H" F1 (w) wieder selbstadjungiert und nach unten beschrinkt.

. .. . T'e
Die assoziierte quadratische Form §, !

SR = D riemy = D (Lf @), F0)) + Vol )12 0xp, )

vEVEY int

D( EEl) ={fe @ Wh2(I1,) mit f(v) € D(Ly) auf Vi, int

ecEq

und f(v) =0 auf Vg, s}

ergibt sich zu:

Bemerkung 2.3.8. Fiir T'g, C I'g, gilt dann D(h7#1) € D(hT52), da f(v) =0
immer in D(L,) enthalten ist.

Fiir die Einschréankung der Operatoren und Formen sind auch Einschran-
kungen der Funktionenrdume L?(Xg) (bzw. der zugehdrigen Sobolevraume)
auf L?(Xg,) notwendig. Dazu werden auch charakteristische Funktionen
1x,, benutzt. Weil spéter vor allem induzierte Teilgraphen in der Form von
Umgebungen A, (v) mit Radius r, bzw. das Innere und das Aufere solcher
Umgebungen, benutzt werden, sollen auch die charakteristischen Funktionen
in dieser Form notiert werden:

Ip, (o) = ]]'XE(v,r)’ ILAL‘“(v) = ]lXE(u,gw IL/\?““(v) = ]]'XE(UJ')\E(U,T—fiU)‘

Definition 2.3.9. Ein Triger einer L>-Funktion auf (R, B,dz) ist das Kom-
plement von der Vereinigung

U{G € B mit G offen, f(x) = 0 fiir dz-fast alle z € G}.

In der Theorie der quadratintegrierbaren Funktionen und der Sobolevriaume
treten an vielen Stellen glatte Funktionen mit kompaktem Triger und L3-
Funktionen mit kompaktem Triger auf. Bei metrischen Graphen ist nicht
eindeutig, welche Funktionen damit gemeint sein sollen.

Kompakte Mengen in (Xg,0) sind nicht geeignet als Tréger solcher Funk-
tionen, denn es wiirden sich als Abschluss in W?(Xg) oder W??(Xg) die
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Riume W, *(Xx) und WZ?(Xg) mit Funktionen ergeben, deren Randwerte
in den Knoten gleich null sind.

Fir E C E sci Kz die Menge aller Mengen, die als Trager kompakter
Funktionen auf X angesehen werden sollen:

ICE:{KCXEmit VoeVs,3r>0:B.(v)NK =g,

KU Vg, st kompakt in (XFE’D) }

Dies garantiert, dass fiir einen induzierten Teilgraphen die Inneren Knoten
keinen ,Rand“ darstellen, sondern nur die Randknoten des Teilgraphen. Als
Obermenge aller Trager von Funktionen mit kompakten Trager ergibt sich

somit:
k= U Kz
ECE endl.

Definition 2.3.10. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u). Die Mengen
von Funktionen mit kompaktem Trager in X seien fiir alle j € N definiert
durch:

legmp(XE) ={f = (fe)eer mit f. € Coo( e),supp(f) € K},
Lﬁomp XE) :{ = (fe)eer mit foeL? (Ie), supp( )GIC},
Wiiap(X5) = {f = (f)eer mit fo € W*(L), supp(f) € K}

Mit dieser Definition von kompakt getragenen Funktionen kénnen auch
Funktionen definiert werden, die nur lokal in L?(Xg) liegen:

Definition 2.3.11. Sei I ein metrischer Graph mit (geom:u). Als Menge der
Funktionen die lokal in Funktionenriumen liegen, ergeben sich fiir alle j € N:
LY (XE) = {(fe)eer mit fo € Ly (Ie), fir alle K € K: 1xf € L*(Xg)},

{(fe)ecr mit f. € VV]JOk( I.), fiir alle K € K :
1xf™ € L*(Xg),n=0,...,j}.

RS

[T

o
<

&
I

Dann ist das Produkt einer kompakt getragenen Funktion f € Lﬁomp (XEe)
und einer lokalen Funktion g € LY, (Xg) in L'(Xg). Fiir das Integral kann —
ghnlich zum Skalarprodukt — eine Abbildung (-|-) : Liomp(XE) X Liy (XE) —
C definiert werden, welche den Wert des Integrals, also eine endliche, komplexe

Zahl liefert:
(o)=Y [ 1)@

eGEIe
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Offensichtlich ist (-|-) wieder sesquilinear. Die Abbildung von LZ, x Lﬁomp —
C, die gerade das komplex konjugierte Ergebnis zu (-|-) liefert, wird wieder
mit (-]-) bezeichnet: Sei f € L2, (X&), g € Lﬁomp(XE), dann ist

S / @)g(@)da =3 / F@ do = (I} = (flg)-

eeE eeE

Damit kénnen auch analoge Abbildungen zu Sesquilinearformen (b, D(h))
zu einer Randbedingung der Form (RB:P,L,S) und mit Potential der Form
(pot:char,dichte) gebildet werden: b, : Dkomp (hw) X Diok(hew) — C sei definiert
durch

Diomp (b)) 1= {f = (fe)ecr mit f € W2 (Xg), Vv eV : f(v) € D(Ly)},

Diok(h) = {f = (fe)ecr |V e € B+ fo € WH(L),
VoeV: f(v)eD(L)},

bolfo gl == (F'lg)) = D (Luf(v), g(v)) + (Vo flg).

veV

Ofensichtlich gilt fiir ¢ € Diok(ho) und f € Diomp(hu):

(11 =D _(Log(v), f(0)) + Vuglf) = b3S, 9] = bZlg, f].
veV
Bemerkung 2.3.12. Offensichtlich ist Dxomp(hz) C D(hz). Gilt fiir eine Funk-
tion f € Dyomp(hr) zusitzlich g € D(hr) C Diok(hr), dann folgt:

bolf, 9] = bolf,g) = b B[f, ],

fiir jede Kantenmenge E C E mit supp f C X3.

Das Konzept der lokalen Funktionen wird vorrangig fiir die verallgemeiner-
ten Eigenfunktionen benutzt. Diese werden im Abschnitt 2.9 definiert und
mit Hilfe dieser und der Verallgemeinerungen der Skalarprodukte und Sesqui-
linearformen wird im Abschnitt 3.2 spektrale Lokalisierung geschlussfolgert.

2.4 Wachstum, Geometrie und Uberdeckung von Graphen

Fiir die Multiskalenanalyse ist die Uberdeckung des Graphen und die Abschiit-
zung von Anzahlen gewisser Umgebungs-/Uberdeckungsmengen nétig, wobei
die Anzahl der Uberdeckungsmengen polynomiell in der Léngenskala wachsen
soll.

GleichméiBige Uberdeckungen kénnen aus gleichméBigem Wachstum gewon-
nen werden. Wie dies fiir gleichméfig polynomielles Wachstum des Graphen
funktioniert, wird in diesem Abschnitt angegeben. Es folgen einige Hilfssétze
fiir spezielle, in der Multiskalenanalyse benétigte, Uberdeckungen.
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Definition 2.4.1. Das Volumen eines metrischen Graphen I' = (E, V1,1, j)
sei die Summe der Kantenléngen aller Kanten in E:

vol(T'g) := Z l(e).

eck

Fiir endliche Graphen ist das Volumen genau dann endlich, wenn es keine
Kanten unendlicher Linge gibt. Aus der Annahme (geom:u) — der Kan-
tenldngenbeschrankung nach unten — folgt, dass das Volumen eines unendli-
chen Graphen unendlich ist.

Definition 2.4.2. Ein metrischer Graph I' wird gleichméflig polynomiell
wachsend genannt, wenn es zwei Konstanten 0 < ¢1 < ¢2 € R und eine reelle
Zahl d gibt, so dass

d

VveVundr>u e1 -1t <vol(Ar(v)) < eo - (geom:poly)

Ist zusétzlich die Annahme (geom:u,U) erfiillt, wird ein solcher metrischer
Graph mit (geom:u,U,poly) bezeichnet.

Auch fiir kombinatorische Graphen kann gleichméBig polynomielles Wachs-
tum definiert werden. Bei diesen Graphen ist iiblicherweise der Abstand von
zwei durch eine Kante verbundenen Knoten gleich eins. Zu einem metri-
schen Graphen I' = (E,V,l,1,7), gibt es einen kombinatorischen Graphen
'k = (E,V,1,i,j), der aus I' entsteht, indem jede Kante die Lénge eins
zugewiesen bekommt.

Definition 2.4.3. Ein kombinatorischer Graph I'x = (E,V,1,4,j) heift
gleichméfig polynomiell wachsend, wenn die Anzahl der Knoten in einer
Umgebung mit Radius r um jeden Knoten gleichmé&fig polynomiell nach oben
und nach unten beschréankt ist:

VvoeVundr>1: c1,K o < volk(Br(v)) < cox - rd,

mit 0 < ¢1,x < ¢2,x, d > 0. Dabei ist B(v) die abgeschlossene Umgebung mir
Radius 7 um einen Knoten v in der neu entstandenen Metrik dx (adjazente
Knoten haben Abstand eins) und das Volumen ist definiert als die Anzahl
enthaltener Knoten:

B, (vo) = {v € V mit ok (v,v0) <1}, volk (A) = |A] fir AC V.

Es zeigt sich, dass die beiden Arten von gleichméfig polynomiellem Wachs-
tum &dquivalent sind:

Hilfssatz 2.4.4. 1. Aus gleichmajig polynomiellem Wachstum folgt eine
gleichmdf$ige Beschrinkung des Knotengrades.
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2. Fir einen gleichmdfig polynomiell wachsenden kombinatorischen Gra-

phen Tk = (E,V,1,4,5) ist jeder metrische Graph I' = (E,V,l,1,7)
dessen Kantenlingenfunktion | die Annahme (geom:u,U) erfillt, gleich-
mdafig polynomiell wachsend vom gleichen Grad.

. Seil' = (E,V,l,1i,7) ein gleichmdfig polynomiell wachsender metrischer

Graph, der die Annahme (geom:u,U) erfillt, dann ist der zugehorige
kombinatorische Graph T'x = (E,V,1,4,5) auch vom gleichen Grad
gleichmdj$ig polynomiell wachsend.

Beweis. 1. Fiir einen metrischen Graphen, der keine gleichméflige Be-

schriankung des Knotengrades aufweist, gibt es eine Folge von Knoten
(vn), deren Knotengrad gegen unendlich konvergiert. Das heifit, es gibt
eine Teilfolge der natiirlichen Zahlen mit d.,,, > k fiir alle k¥ € N. Dann
gilt vol(Ar(vn,)) > u - k, dem Produkt aus der kiirzesten Kantenldnge
mit der Anzahl der Kanten in vy, , fiir alle r > 0. Dies wird beliebig grof3
und iiberschreitet fiir k£ grof3 genug nicht nur jedes polynomielle, sondern
auch jedes exponentielle Wachstum. Damit haben Graphen die polyno-
miell oder sogar exponentiell wachsen eine gleichméflige Beschriankung
des Knotengrades. Analog folgt dies auch fiir kombinatorische Graphen.

Abbildung 2.2: Graph mit V =N und d,, = n.

. Laut erstem Teil gibt es einen maximalen Knotengrad dmax des kombina-

torischen Graphen. Die Umgebung mit Radius r- U um einen Knoten vg
des kombinatorischen Graphen enthilt alle inneren Punkte von A (vo),
wobei jeder Knoten zu maximal dmax Kanten inzident ist und die Kan-
ten maximal Liange U haben. Andersherum ist die Umgebung By.»(vo)
immer in den inneren Knoten von A,(vo) enthalten und pro Knoten
gibt es mindestens eine halbe Kante, die mindestens Lange u hat:

vol(Ar(v0)) < dimax - volk (Bu.r(v0)) - U < 2,  dmax - U 1,

[ S ——
=:cg
1 wt
vol(Ar(vo)) > > - vOlg (Bu.r(v0)) - u > ¢1,K - 5 re.

—_———

=:c1
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3. Laut erstem Teil gibt es fiir den metrischen Graphen einen maximalen
Knotengrad dmax. Alle inneren Knoten von Az (vo) liegen in Br(vo)
des kombinatorischen Graphen und fiir dmax Kanten gibt es mindestens
einen Knoten in dieser Umgebung. Umgekehrt liegen alle Knoten von
By(vo) in Ar (vo) und fiir jede Kante gibt es maximal zwei Knoten:

1 c
volk (Br(vo)) > vol (Aﬁ(vo)) e et
—_———

=1, K
2 2
volk (Br(vo)) < EVO] (Ag(vo)) < prEs il
——
=iC2 K
Bemerkung 2.4.5. 1. Die Annahme der GleichméBigkeit des polynomiellen
Wachstums nach unten und nach oben ist notwendig: Es gibt Graphen,
fiir die Gleichung (geom:poly) nicht gleichméfig fiir alle Knoten, sondern
in jedem Knoten mit nicht gleichmifBiger Konstante c¢;(v) erfiillt ist.

2. Es gibt polynomiell wachsende Graphen zu Exponenten d € R \ N.

3. Es gibt Graphen mit maximalem Knotengrad von drei, die nicht mehr
polynomiell, sondern exponentiell wachsen.

Beweis. 1. Der Graph Z? bei dem in Null noch der Graph N angehingt
wird, wichst offensichtlich maximal mit gleichméfiger polynomieller
Beschrankung vom Grad d. Werden auf N Umgebungen mit Radius n
im Knoten n gewahlt, dann gilt vol(A,(n))) = 2n. Um ein Wachstum
nach unten vom Grad d zu erhalten, muss c¢1(n) ~ nd%l gew#hlt werden,
was fiir n gegen Unendlich gegen null konvergiert. Das heifit, der Graph
wiachst nach unten gleichméfBig polynomiell vom Grad eins.

2. Sei I' der metrische Graph, der aus dem Sierpinski-Dreieck mit fester
Kantenlidnge entsteht (siche auch Abbildung 2.3). Dann haben Umge-
bungen des Wurzelknotens des kombinatorischen Graphen die folgenden

Volumen:
vol(By0(0)) =3
vol(B51(0)) = 3 - vol(By(0)) — 3 =
vol(By2(0)) = 3 - vol(B,1(0)) —3 =15
vol(By3(0)) = 3 - vol(By2(0)) — 3 = 42

vol(Ban (0)) = 3 - vol(Byn-1(0)) — 3 = 3" — i gh = 36"+
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Abbildung 2.3: Sierpinski Dreieck.

Die Substitution k := 2" ergibt

3(k'°823) 41

vol(By(0)) = 5 ,

also polynomielles Wachstum zum Grad log, 3, welcher gerade der frak-
talen Dimension des Sierpinski Dreiecks entspricht.

3. Ein vollstdndiger Baum mit Verzweigungszahl zwei hat ein exponentielles
und kein gleichméflig polynomielles Wachstum. Fiir Kanten der Léange
eins gilt vol(A,(0)) = 2" — 2.

Abbildung 2.4: Vollstandiger Baum mit Verzweigungszahl 2.

O

Die Umgebung eines Knotens vg mit Radius R durch Mengen mit fest
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gewahltem Radius zu iiberdecken, gelingt durch die Wahl einer Menge dis-
junkter Umgebungen in Ag(vo) mit Radien die klein genug sind:

Definition 2.4.6. Fiir einen metrischen Graphen der (geom:u,U,poly) erfiillt,
wird mit Vg ,(vo) C V eine Menge mit maximaler Anzahl an Knoten bezeich-
net, die folgende Bedingungen erfiillt:

o An(vi) NAr(vy) = @ fiir v, v; € Vr,r(v0), vi # vy,
e Ar(vi) C Ar(vo) fiir alle v; € Vg r(v0).

V&,r(vo) gibt also eine Konfiguration von maximal vielen, disjunkten Umge-
bungen mit Radius r an, die alle in der Umgebung mit Radius R und Zentrum
vo enthalten sind.

Der nachfolgende Hilfssatz beruht auf dem Uberdeckungssatz von Vitali
und sagt aus, dass die Mengen mit Radius 3r + 5U und Zentren aus Vg, »(vg)
die Ausgangsumgebung Ag(vo) iiberdecken:

Hilfssatz 2.4.7. Sei I ein metrischer Graph mit (geom:u,U ,poly). Dann gilt

U Aszrysu(v) D Ar(vo).

vEVR, »(v0)

Beweis. Es wird das Gegenteil angenommen: Sei also © € Xg(y,,r) in keiner
dieser Umgebungen mit Radius 37 + 5U enthalten. Dann gilt fiir alle Knoten
v € Vg,»(vo): Der Abstand zu z ist gleich d(x, v) > 3r 4 5U. Nun gibt es aber
auf einem der kiirzesten Pfade von x zu vg einen Knoten ¢ € V' mit Entfernung
o(z,0) € [r+2U,r+3U]. Fiir alley € A,(9) gilt nach der Dreiecksungleichung:

D(y,v) 2 D(.%‘,U) - a(xvy)
D(y,v) > D(l‘,?)) - O(.II,T)) - D(’D:y)
A(y,v) >3r+5U —(r+3U)—(r+U)=r+U

fiir alle v € Vg (vo). Dies besagt, dass A,(?) eine zu jeder Umgebung A, (v),
v € Vg,r(v), disjunkte Umgebung ist. Und sie ist auch in Agr(vo) enthalten,
da

(0,v0) = 0(x,v0) —0(z,?) < (R+U)—(r+2U)=R—-r—-U
2(y,v0) < 0(y,d) +0((w),v0) <r+U+R—7r—U =R,
wobei ¥ kein Knoten aus Vg, »(vo) ist:

0(0,v) > o(z,v) —0(z,0) > 3r+5U — (r+3U) =2r +2U > 0,

was ein Widerspruch zur Maximalitéit von Vg, (vo) ist. O
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Abbildung 2.5: Beispiel eines Uberdeckungsrasters.

Bei der Uberdeckung einer Umgebung ist die Anzahl der dazu bendtigten
kleineren Umgebungen im Lokalisierungsbeweis sehr wichtig. Diese Anzahl
kann direkt aus dem gleichméflig polynomiellen Wachstum abgeleitet werden:

Hilfssatz 2.4.8. Fir einen gleichmdjfig polynomiell wachsenden metrischen
Graphen mit (geom:u,U ,poly) gilt fiir die maximale Anzahl disjunkter Umge-
bungen Ar(v), die in Ar(vo) liegen:

C1 R d Cc2 R d
- < - <2 (2 .. > 7 -
2 (3r+5U) < VR (v0)| < o (r> fiir alle r > u,vg € V.

Beweis. Sei Vrr(vo) C V eine maximal grofie Menge an Knoten, so dass
Ar(vi) N Ar(v;) = @ fiir unterschiedliche Knoten v;, v; € Vg ,(vo) und
Ar(vi) C Ar(vo) fiir alle v; € Vg »(vo). Dann gilt laut letztem Hilfssatz:

vol U Ar(vi) | < vol(Ar(vo)) < vol U Asrys0(v;)

v; €VR,r(v0) v; EVR,r(v0)

Mit (geom:poly) ergibt sich daraus

Vi, (v0)] - 1 - 7* < vol U Arw) | < vol(Ar(vo)) < ez RY,

v; €VR,r(v0)
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a1 R < vol(Ar(vo)) < vol U Asris0(v3i)

v; EVR,r(v0)
< Vi (vo)| - c2 - (31 + 5U)°,
woraus die Behauptung folgt. O

Damit ist klar, wie Umgebungen mit Radius R durch Umgebungen mit
Radien r tiberdeckt werden kénnen, zum Beispiel durch die Wahl des Rasters
Vg, =z fiir groBe r (r > 20U). In der Multiskalenanalyse werden Mengen mit

Radius R durch das Innere von Mengen mit Radius r, also A" (v), tiberdeckt.
Dafiir wird das Raster Vg » gewdhlt, welches fiir grofie r etwas feiner ist
als benétigt. Dadurch kénnen zusiitzliche Eigenschaften der Uberdeckungen
bewiesen werden.

In einem Schritt der Multiskalenanalyse werden sogenannte Containermen-
gen (dies werden auch Umgebungen eines bestimmten Knoten mit gewissen
Radien sein) konstruiert, welche alle Mengen mit bestimmten Eigenschaften
beinhalten. Dass das AuBere der Containermengen durch Mengen iiberdeckt
werden kann, die nicht vollstindig im Container liegen, und somit nicht die
bestimmte Eigenschaft haben, liefert das feinere Raster und wird im folgenden
Hilfssatz gezeigt:

Hilfssatz 2.4.9. SeiI' ein metrischer Graph mit (geom:u,U ,poly). Sei x € V,
r > 300U. Sei As(v) C Ar(z) mit v € Vg (). Dann kann A2 (v) durch
Mengen mit Radius 3 und Zentren in VR,%(I) iberdeckt werden, die keine
Teilmengen von As(v) sind. Das heifit, es gibt eine Teilmenge W C VR, & ()
mit:

U Az) DA™ @w)  und  YweW:Az(w) ¢ As(v).
weW
Beweis. Sei W die Teilmenge von Vg, = (z), so dass Az (w) ¢ As(v) fiir alle
weW.

Sei zo € A" (v). Laut Hilfssatz 2.4.7 gibt es zu x¢ einen Rasterpunkt
vy € VR’%(‘%), so dass xp in der Umgebung mit Radius (31—’"0 + 5U) um vo
liegt. Das heif3t:

3
(2o, v0) < 1—8 + 6U.
Damit gilt:

(v, v0) > 0(v,x0) — (x0,v0) > s —3U — (% + 6U> =s5—-9U — :1))—8
(2.3)

Folgende Beziehungen zeigen, dass vg ein Zentrum ist, so dass xg € A% (vo)
und Az (vo) ¢ As(v) (also vo € W):
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e 1y € A%;(vo), wenn 0(zo,vo) < 5. Dies gilt fiir % +6U < z, d.h

r > 180U,
e 2(v,v0)+ % > s+U, mit (2.3) gilt dies, wenn s—9U — 32+ 2 —s—U > 0,
d.h. r > 300U. O

Folgende Bemerkung wird verwendet um Rechnungen zu vereinfachen:

Bemerkung 2.4.10. Sei T' ein metrischer Graph mit (geom:u,U,poly). Sei
eine Umgebung Ag(z) und das Raster Vg z (z) mit As(v) C Ar(z) fir
v € Vg, (z) und r > 180U gegeben. Dann kann As(v) mit Mengen Ar (v;)
tiberdeckt werden, so dass v; € Vg, = () und d(v,vi) < s+ 3.

Die Uberdeckung wird durch Hilfssatz 2.4.7 gewéhrleistet. Es wiirde aber
o(v,v;) < s+ 5 +U folgen. Die feinere Wahl des Rasters lasst den zusétzlichen
Summanden verschwinden.

Beweis. Sei zo € Ar(v). Dann gibt es laut Hilfssatz 2.4.7 ein vo € Vg, = (z), so
dass xg € A31%+5U(v0). Dann gilt fiir den Abstand von v zu diesem Zentrum:

(v, v0) < (v, z0) + 0(zo, v0) < % +5U+s+U< s—|—§
fir r > 180U. O

In den letzten beiden Abschnitten gab es einige Beziehungen, die nur fiir
einen groflen Radius gelten. Alle diese Bedingungen sollen zu einer einzigen
zusammengefasst werden, dies ist moglich mit

r > rg = 300U.

Es gelten also alle angegebenen Hilfssdtze, Bemerkungen und Beziehungen
fiir alle Radien r mit r > rq.

2.5 Combes-Thomas-Abschatzung

Die Combes-Thomas-Abschétzung ist eine wichtige Abschitzung, die in vielen
verschiedenen Bereichen Anwendung findet und mehrfach in der folgenden
Multiskalenanalyse benutzt wird. Sie liefert einen exponentiellen Abfall der
lokalen Resolventen — vorausgesetzt der reelle Energieparameter befindet sich
in einer bekannten Liicke im Spektrum (d.h. in der Resolventenmenge) mit
gewissem Abstand zum Spektrum.

Das Fallen héngt von der Grofle der bekannten Liicke, dem Abstand des
Energierparameters zum Liickenrand und dem Abstand der beiden Mengen,
zwischen denen die Resolvente tibertrégt, ab. Die konkreten Zusammenhénge
werden explizit angegeben, wobei herausgestellt wird, dass der Abstand der
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beiden Mengen der wichtigste Parameter ist. Die restlichen Konstanten sind
unabhéngig von der jeweilig gewéhlten Realisierung, d.h. sie hiangen weder
von w noch von den jeweiligen Mengen ab. Genauere Erlduterungen folgen
am Ende dieses Abschnittes.

Urspriinglich geht die Abschitzung auf den Artikel |CT73] zuriick. Eine
Verbesserung mit Ergebnissen, wie sie auch hier angegeben werden, erfolgte
in [BCH97|. Der Beweis benutzt assoziierte quadratische Formen und verlduft
wie in [Sto01] in Theorem 2.4.1. Unterschiede entstehen durch den zusétzlichen
Term der Randbedingungen (RB:P,L,S) in der Sesquilinearform und deren
Definitionsbereich.

Um die Abschitzung zu beweisen sind sektorielle quadratische Formen
und sektorielle Operatoren notwendig, welche Verallgemeinerungen von halb-
beschriankten Formen und Operatoren darstellen. Die Definitionen und der
wichtigste Zusammenhang zwischen diesen sind in der Quelle [Kat95| zu finden
und werden im folgenden angegeben.

Definition 2.5.1. Fiir eine quadratische Form § : D(h) — C werden Realteil
t: D(h) — C und Imaginérteil ¢ : D(h) — C definiert durch:

1 1

)= 5 (blf1+50T) =Reblsl,  lf) = o (blf) = BIIT) = Impls].

Dabei entspricht der Realteil dem symmetrischen Anteil der Form und der
Imaginérteil dem antisymmetrischen Anteil der Form. Eine quadratische Form
b : D(h) — C heiBit sektoriell, wenn der Realteil Re(fh) durch eine Konstante
C nach unten halbbeschriankt ist und fiir den Imaginérteil gilt:

[Tm(b[f, f)| < CRe((b+ O)[f, f) V¥ feD(b).

Das heifit, wenn der numerische Wertebereich der Form ©(h) = {h[f] mit f €
D(h), ||fIl = 1} in einem Sektor in der komplexen Zahlenebene liegt — siehe
auch Abbildung 2.6.

Definition 2.5.2. Sei H ein Operator im Hilbertraum H iiber C. Dann heifit
H akkretiv, wenn der numerische Wertebereich @(H) = {(Hf, f) mit f €
D(H),||f]l = 1} C C eine Teilmenge der rechten Halbebene ist, d.h. wenn

O(H) C {z € C mit Re(z) > 0}.

Ein akkretiver Operator H heifit m-akkretiv, wenn der Defektindex fiir ein
(und damit fiir alle) z € C mit Rez < 0 gleich Null ist (d.h. wenn H — z
dichtes Bild hat). Ein Operator H heifit quasi-akkretiv, wenn es eine reelle
Zahl « gibt, so dass H + « akkretiv ist.

Ein quasi-akkretiver Operator H heiflt sektoriell, wenn sein numerischer
Wertebereich in einem Sektor mit Offnungswinkel kleiner als 5 liegt. Ist die
Verschiebung H + a des Operators zusétzlich noch m-akkretiv, dann wird H
m-sektoriell genannt.
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Abbildung 2.6: Numerischer Wertebereich einer sektoriellen Form oder eines
sektoriellen Operators mit Offnungswinkel 3.

Jeder m-sektorielle Operator ist maximal sektoriell, dass heifit es gibt keine
sektorielle Erweiterung des Operators.

Satz 2.5.3. Fir eine dicht definierte, abgeschlossene, sektorielle Sesquiline-
arform by auf einem Hilbertraum H gibt es einen eindeutigen m-sektoriellen
Operator H auf H, so dass D(H) C D(bh) und

blf.gl=(Hf.g)  firalle f € D(H),g € D(b).

Dieser Darstellungssatz und sein Beweis ist in |[Kat95| Kapitel VI, § 2
Theorem 2.1 zu finden.

Der Beweis der Combes-Thomas-Abschitzung erfolgt durch Stérung der ur-
spriinglichen Form durch gewisse Gewichtsfunktionen, welche von den beiden
Mengen, zwischen denen die Resolvente iibertragt, abhéngen. Die Gewichts-
funktionen werden im Folgenden definiert, dabei wird die Abhéngigkeit der
Funktion von den beiden Mengen in der Notation unterdriickt, da diese im
Beweis fixiert sind.

Sei I' = (E,V,l,i,7) ein metrischer Graph mit (geom:u). Fiir gegebene
Mengen Y1, Yo C Xg seien zwei Gewichtsfunktionen w, w : Xg — [0, 00)
definiert durch

w(z) = inf{d(y, z) mit y € Y1},
w(z) = min {w(z), inf{w(z) mit z € Ya2}}.

Damit ist w(z) der kiirzeste Abstand von z zur Menge Y7 in Xg. Die Funktion
w(x) liefert den kiirzesten Abstand von x zur Menge Y7, nach oben beschréankt
durch dist(Y7, Y2).
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Bemerkung 2.5.4. Die Funktion w ist stetig auf Xz, mehr noch w. € Wl‘z(Ie)
und es gilt |w'| < 1.

Fiir o € R" sei e*™ der Multiplikationsoperator, der als Multiplikation mit
e wirkt. Die Inverse dazu ist e~** und natiirlich gilt e*“¢, e V¢ €
L*(Xp) fiir ¢ € L*(Xg), da (@) e7ow@) ¢ [2(Xp).

Bemerkung 2.5.5. Sei ein metrischer Graph mit (geom:u) und HPF ein
Operator mit Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) gegeben. Dann folgt
aus f € D(hr) auch e** f € D(h1), da w und damit auch e**® beschriinkte,
stetige Funktionen auf ganz Xg — also auch stetig in den Knoten — sind. Die
Randwertvektoren erfiillen:

fiir eine von v abhéngige, reelle Konstante ¢(v). Da alle Randwertoperatoren
linear sind, bleiben die Randbedingungen erfiillt. Zusammen mit der letzten
Bemerkung folgt dies auch aus Hilfssatz 1.4.6.

Fiir den Beweis der Combes-Thomas-Abschétzung ist jetzt nur noch ein wei-
terer allgemeingiiltiger Hilfssatz nétig, welcher erstmals in [BCH97] angegeben
wurde und auch in [Sto01] als Lemma 2.4.2 gefunden werden kann.

Hilfssatz 2.5.6. Sei T ein invertierbarer, selbstadjungierter Operator auf
einem Hilbertraum H, mit den Abstinden d := dist({0}, o(T) N (0, 00)) und
d_ = dist({0},0(T") N (—00,0)). Sei A selbstadjungiert mit ||Al| < 1. Fiir
a € R mit |a| < 2v/dy - d_ ist der Operator T + iaA invertierbar mit

1 1
(T + i) ”SQW'

Satz 2.5.7. Sei I' ein metrischer Graph fir den (geom:u) erfillt ist und
HPL(w) ein negativer Laplace-Operator der Form (RB:P,L,S) auf T', fiir
dessen Potential V., (pot:char,dichte) gilt. Sei w € Q und (r,s), mit |r| < R
und |s| < R, eine Liicke im Spektrum von HT'F(w). Sei A\ € (r,s) und
n = dist ({\}, (r,5)°). Seien I'g, und I'r, zwei induzierte Teilgraphen von
' mit positivem Abstand § = dist(T'g,, g, ). Dann gibt es zwei Konstanten
Cora(R, S, o, Cy) und C(R, S, o, Cy) mit:

’ S CCTA . 7771 X efé'\/n(sf'r)é'

H]lel (HP’L(w) — A) Ixg,

Beweis. Die Form b, ist die assoziierte Form zu H"'(w). Ausgehend von
dieser wird die Form bq, mit D(ho) = D(b.,), definiert durch

ha[fy g] = hw [e_awf7 eﬂwg} fur aue fvg € D(hw),
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wobei die Gewichtsfunktion w(z) anhand der beiden Mengen Y; = Xg, und
Y> = XE, konstruiert wird. Das heif3t:

gl = (€ ) €0) ) o e,y — S (L€ F)(0), () (v)

veV
+ <V efczwf7 awg>
_< oz'wf7 aw/ —a<eiawfw' eaw />—|—Oé<€ awf 6 gw’>
—« <e_awfwl,6awgwl> - Z (Lo f(v),9(0)) + Ve f5 9)
veV

={(f,g")— a2<fw’,gw'> —a(fw',g") + alf, gu’)
= > (Luf(v + (Vof.g).

veV

Der symmetrische Anteil von h, wird mit 6 bezeichnet und entspricht dem
Realteil von b, es gilt:

g] = <f/7g/> - 0[2 <fw/7gwl> - Z <L1;f(11),g(’l})> =+ <wa7 g>7

veV

fiir den antisymmetrischen Teil — dem Imaginérteil — ohne den Faktor o, der
mit € bezeichnet wird, ergibt sich:

gl=i(fw',g") =i (' gu').

Damit gilt ho = § + ik, Laut der Sobolevabschétzung (1.4) und der Halbbe-
schrankung der Randoperatoren L, durch Beziehung (RB:S) gilt:

286l f'IF — 3 (Lof (), F0)) 2 =2 fF i alle f € D(p)

veV

und alle € mit 0 < € < u. Fiir die Wahl von € mit ¢ < min {u, ﬁ} folgt fur
den Realteil:

bLf 1 = 117 = D (Lo f (), f(0)) = &P (fu', fu') + (Vuf, f)

veV

1, 45
Z W (Fratve)ir

b ist also nach unten halbbeschrinkt, der dazu assoziierte selbstadjungierte
Operator wird mit H bezeichnet und hat den Definitionsbereich D(H) =
D(HDT).
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Fiir den Imaginérteil gilt nun:
[elf, fll = [(fw', f) = (f, fu')|
< 2[(fw’, £ < 20 2L < 20111
SIFIP+21f1F (bin. Formel)

(b +CV)[f, f] (2.4)

IN

IA

fiir C1 groB genug, wobei C7 von S, u und der Konstante Cy abhéngt (es gilt
Ci > % +a? 4 Cy +2). Also existiert laut Hilfssatz 2.5.3 ein eindeutiger zu
ho assoziierter, m-sektorieller Operator H®.

Fir C7 grof§ genug, ist b + C1 Skalarprodukt und ¢ ist beschriinkt im
Hilbertraum Dj = (D(bhw), (h+ C1)). Nach dem Satz von Riesz gibt es einen
beschrinkten Operator K auf D(f,), so dass

t[f.g]=(b+Ci)[Kfg] firalle f,g € D(ha).

Laut Gleichung (2.4) hat K Norm kleiner gleich 1 in Dj.
Es wird eine neuer Operator definiert A := (H + Cl)%K(ﬁ + Cl)_% mit
A1 L*(Xp) — L*(Xp). Es gilt |4 = ||K[lp; < 1. Denn (H + Cy)z

D(h,) — L*(Xg) und (H + C1)"2 : L*(Xg) — D(h,) haben Norm eins
zwischen den Hilbertrdumen L?(Xg) und D;. Fiir den Operator A gilt weiter:

(AU +C)} 1, (1 + Cr)Eg) = ((H +C)P K ( + Ch)g)
= (h+C1)[K S, g]
=t[f, 9] fiir alle f,g € D(h.,). (2.5)

Es wird 7' =7+ Z und s’ = s — 7 gesetzt. Fiir a? < 7 ist das Spektrum von
n
2

H héchstens um gegeniiber dem von HPL verschoben, also gilt (siehe auch

Abb. 2.7):
Ne (r',s") C o(H).

Abbildung 2.7: Liicke im Spektrum.
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Fir C > max{—\,C1} ist ¢(t) = :;—é auf dem Spektrum von H wohldefi-

niert, monoton wachsend und beschrankt und es gilt fiir
T:=(H-XN(H+C)"" = ¢(H),

dass

/_)\ /_)\ -
0€ <:/+C7::/+0) CP(T) :p(¢(H)),

d.h. Null liegt in der Resolventenmenge von T'. Mit
dy = dist(0,0(T) N (0,00)),
d_ :=dist(0,0(T) N (—o0,0))

folgt
A—r=noders—A=n
)\:TI-I-gOder)\:s/—g
s/f)\:s'fr/fgoder)\fr':s'fr’fg,

. . . / ! M .
zusétzlich gilt A — 7" > 2 und s" — A > 7, also insgesamt:

("= —=7") s —r" = 12)
W2 rowre) S RrOE

mit s —r =5 —r' +nund n < 1(s —r) ergibt sich
n n>s3

n o s—r
dy -d_ > .
T =R (R+CO)2
Weiter gilt fiir dy und d_:
!
d+28_)\ZQ 1
ss+C ~2R+C
) (2.6)
A—r n 1

-2 ”"+C - 2R+C’
Die folgende Nebenrechnung zeigt, dass fiir alle h, g € D(h.,) gilt:
b+ C)[h, gl = (C+ A)(h, g)
H+C)2h,(H+C)2g) — (C+ N(h,g)
H-N(H+C) (H+C)2h,(H+C)2g)
H+C) " (H+C)2h,(H+C)2g) — (C + N\)(h, g)
3h, (H + C)2g). (2.7)

(b=XN)h, gl =
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Es gilt | A]| < 1 und T ist fiir || < /7 ein invertierbarer, selbstadjungierter
Operator. Dann ist, nach Hilfssatz 2.5.6, T+ A fiir alle o mit |o| < 72;?;8:;;)
invertierbar und es gilt

4R+ 0)

(T +iad)™ Y| <
(2.6) n

(2.8)

Sei a < (g)% und a < ‘8?;(;0; Sei f € L*(Xg) und g € D(h,). Das

Setzen von
hi=(H+C) 2 (T +iaA) "(H+C)"2f € D(h)
liefert
(ha — M[h, g]
= (h— \)[h, g] + iat[h, g]
(T(H + C)2h, (H + C) 2 g) + ialA(H + C) 2 h, (H + C) 2 g)

(2.5),(2.7)
= (T(H + C)2 (H +C) 3 (T +iaA) "(H +C) 2 f,(H + C) g)
+iadA(H + C)2 (B + C)™2(T + iad) "(H + C) "2 f,(H + C)2 )
= (T + iaA)(T +iaA) " (H + C)"2 f,(H + C)2 g)
=(f,9),
also f = (H® — A)h. Dies zeigt die Gleichheit
(H+C) 2 (T +iad) {(H+C)"2 = (H* —\) L. (2.9)
Weiter gilt
("™ HY"f,9) = bhale™" f,e"""g]
= bhule” " e f,e* e gl = bu[f, g]
= (H" ()], 9)

fiir alle f € D(HPY(w)) und alle g € D(h,,). Da die Definitionsbereiche dicht
liegen und die Resolventen stetig sind, folgt:

(H* =N ' = e (HP (W) =N te @ f  fiiralle f € L*(Xg).
Somit kann die Norm der Resolvente abgeschétzt werden durch:
1L, (H7 (@) = ) L | < Ilxpy e lloo ICH = X) 7 €™ L, lloo

wobei
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e w(z) auf Xg, gleich null ist: [[e*"1x, [l =1,

e die Norm von (H® — A\)™! kann mit den Gleichungen (2.8) und (2.9)
abgeschétzt werden: ||[(H* — \)7!|| < @,

o w(z)lx,, = dist(Xp,,XE,)lxy,; da C > 1 ist, gilt auch VI>
V2n(s—r)

SRTO) > a, womit

2n(s—r)

||1XE267O‘“)||00 < exp < 8(R+C) diSt(XEl,XE2)>

und insgesamt die Behauptung folgt. O

Die Konstante C' ist nur von R, S, u und Cy abhingig (wobei Cy aus ¢,
g+ und c_ bestimmt werden kann). Fiir einen metrischen Graphen kénnen
verschiedene induzierte Teilgraphen gewihlt werden, so dass die Combes-
Thomas-Abschétzung fiir diese mit denselben Konstanten gilt. Insbesondere
gilt diese gleichméfig in w, solange die Spektralliicke gleichméfig in w vorliegt:

Folgerung 2.5.8. Sei I’ ein metrischer Graph mit (geom:u,U) und HF (w)
ein Operator mit Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) und Potential mit
(pot:char,dichte). Dann gilt fir alle Radien r1 € R und Knoten x € V' so dass
H21®) (W) ein Liicke (r,s) im Spektrum hat mit |s|, |r| < R und X € (r,s)
mit 1 := dist({\}, (r,5)°) und & := dist (A2 (z), Al%(v)) > 0 die Combes-
Thomas-Abschdtzung

x -1
| 2aggec (A @) = 3) T Ly

< Coran ' exp (C‘ Vi(s—=r)n 5),

wobei C' und Ccra weder von den Lédngen r1, 2 noch von den Knoten x und
v abhdngen.

Siehe dazu auch die Veranschaulichung in Abbildung 2.8.

2.6 Geometrische Resolventenungleichung

In der Multiskalenanalyse soll ein Fallen der lokalen Resolventen fiir unter-
schiedliche Léngenskalen der Resolventen geschlossen werden. Dabei wird der
Schluss per Induktion von einer Liangenskala auf die néchste vollzogen. Die
geometrische Resolventenungleichung ist das Hilfsmittel welches diesen Schritt
erlaubt, indem sie eine Beziehung zwischen den Resolventen zu unterschiedli-
chen Langenskalen herstellt.

Es wird eine allgemeine Form der Resolventenungleichung bewiesen und in
Folgerung 2.6.6 die fiir die Multiskalenanalyse bendtigte Form mit Umgebun-
gen zu gewissen Radien notiert. Dabei orientieren sich die Beweise zu allen
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Abbildung 2.8: Veranschaulichung zur Combes-Thomas-Abschéitzung.

drei Sdtzen dieses Abschnitts an den Beweisen der gleichen Aussagen im Ab-
schnitt 2.5 in [Sto01]. Die Modifikationen in den Beweisen resultieren wieder
aus den zusétzlichen Termen der Randbedingung in der Sesquilinearform und
den zusétzlichen Randbedingungen in deren Definitionsbereich.

Alle in diesem Abschnitt auftauchenden Operatoren sind zufillige Operato-
ren aus der Familie (H¥(w))weq oder Einschriankungen davon auf induzierte
Teilgraphen: H P (w). Da in diesem Abschnitt alle Rechnungen fiir festes
w € 2 ablaufen, wird zur Vereinfachung in der Notation die Abhéngigkeit von
w unterdriickt. Dies wird erméglicht durch die gleichméflige Abschitzbarkeit
des zufilligen, stetigen Potentials V,, durch |V, || < Cy.

Satz 2.6.1 (Geometrische Resolventengleichung). Sei ' ein metrischer Graph
mit (geom:u,U) und H(w) ein zufilliger Operator mit Randbedingungen
der Form (RB:P,L,S) und zufilligem Potential mit (pot:char,dichte) auf T'.
Seien I'g, C I'g, (d.h. E1 C E2) endliche induzierte Teilgraphen von T,
HP .= H"E1 (w) und H®? := H 52 (w) die beiden Einschrinkungen auf die
induzierten Teilgraphen von HP (W), ¥ € Clomp(XE) mit supptp C Xp, sei
eine zweimal stetig differenzierbare, reelle Funktion, die konstant auf einer
offenen Umgebung eines jeden Knotens in U, ist. Sei z € o(H"Y) N o(HP?).
Dann gilt

(HP' —2) lp =(H®2 —2) " 4 (HP —2) " (Wo+ay) (H® —2) 7,
wobei die einzelnen Terme als Operatoren auf L*(Xg) zu sehen und durch
Komposition verkniipft seien sollen.

Der Operator 9 : W'?(Xg) — L*(Xg) weist einer Funktion ihre schwache
Ableitung zu. Aus den Anforderungen an die Funktion v folgt ¢ (v) = 0 auf
Vi, .0 und ¥(v) = ¢y, ¥’ (v) = 0 auf Vg, .
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Beweis. Es wird folgende, dquivalente Gleichheit bewiesen (I)El = pl'E ):
(g,¢) =
(hE1 —2) [(1/1(HE2 — z)_l + (HE1 — z)_l (1//8 + 81/)/) (HE2 — z)_l)g7 go}

=:h

(2.10)
fiir alle g € L*(Xg) und alle ¢ € D(h%1).

o Sei f = (HP2 — 2)"' g € D(H"?) € W*2(Xp,). Die Multiplikation mit
kompakt getragenem v, sendet dies in D(HEl): Die Randbedingungen
sind erfiillt, da ¥ f nur auf dem Inneren von Xpg, getragen ist und
dort die Randbedingungen fiir H®! und HF? iibereinstimmen und die
Multiplikation mit ¥ der Multiplikation mit einer Konstanten fiir die
Randwertvektoren f(v) entspricht, da v stetig in den Knoten ist. Das

heifit, es gilt (1f)(v) = co - f(v) und (¥ f)'(v) = P(v)f'(v) = cv - f'(v),
da v’ (v) = 0.

Dass ¢ f in W2’2(XE1) liegt, folgt aus der Produktregel und der gleich-
méiBigen Beschrianktheit von ¢, ¥’ und "

[ f e <IfIZ+ 1A 1 + 1)1
<IN+ TSl + 1 12N £ 1P
ol 1 o A [l
< (1902 + 209" 1% + 19" 1%) 1fllw2.2(x g, )-

e Of = f’ ist eine Funktion aus W'?(Xg,). Die Multiplikation mit 1’
liefert eine Funktion aus W"?(Xg, ), was von (H"' — z)_l in D(H")
abgebildet wird.

e Analog ist o' f € W'2(Xg,) und damit (H"1 — 2)7'oy’f € D(H™).

Aus diesen drei Punkten folgt h € D(H™1).
Nun wird (2.10) gezeigt:

(" = 2)[h, ]
= (07 =) [0 =) (=) WO+ 0w (=) o]
= (v =2)79) @) = 3 (Lo (9(H™ ~2) 7 9) (), 0(0))

veEVE,

+ (Vo = 2 (H™ ~2) " g,0)



2 Vorbereitende Abschitzungen 75

(07 =) (P =) T W+ ow) (H —2) g
= (W™ =) 70 )+ (o™ - 9)7a) )
= (Lo((H™ = 2)'g) @), (W) 0))+((Ve = 2) (H = ) g, v0p)

vEVE,

+ (W0 +00) (H" —2)g.)
= (w(H™ = 2) e ) + (™ —2) ') ue') +C
+(0(H" = 2) " g,u') — (v (H™ - 2)g,¢")
- Z (01" = 2)""g) (0),(v)
=0, da ¥/ (v)=0
= <((HE2 - Z)flg)/, (w@)/> + <(Vw —2)(H"? - 2)7197w>
= 3 (Ll(H™ = 2) ) ). (o))

!/

vEVE,

= (0% —2) [(H" —2) g,

= (¥g, ).

Somit gilt (HF! — 2)h = g fiir alle g € L*(Xg), was der Behauptung
entspricht. O

Definition 2.6.2. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u,U) und I'z in-
duzierter Teilgraph zur Kantenmenge E C E. Sei HP (w) ein zufilliger
Operator mit Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) und Potential mit
(pot:char,dichte). Eine Funktion f heifit schwache Losung der Gleichung

HP’L(W)J[ =g auf I'z,
wenn g € L*(Xr,), f € {¢ € W"*(Xr,) mit ¢(v) € D(L,) fiir alle v €
ngint} und fiir alle p € D (bEE) gilt:

(@)= D (Luf(),9() + Vo fr0) = (9,0)-

VEVE int

Eine schwache Losung f auf einem induzierten Teilgraphen erfiillt also
auf dem Rand des Teilgraphen keine Randbedingungen — weder die der Aus-
gangsform, noch die der Einschrénkung. Dafiir sind dort die Randwerte der
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Testfunktionen ¢ identisch zu Null und vernichten jeden Einfluss der Rand-
werte der Losung. Im Inneren des Teilgraphen muss f die Randbedingungen
der Form erfiillen. Mit der Abbildungsvorschrift der Form wird dann getestet,
ob f schwache Losung der Gleichung H™'(w)f = g ist.

Nun kann die Norm der Ableitung jeder schwachen Losung f auf einem
endlichen Teilgraphen nach oben abgeschétzt werden durch die Norm der
Funktion f und die Norm der Funktion g auf einem etwas gréfleren Teilgraphen.
Eine Ungleichung dieser Art heifit Caccioppoli-Ungleichung.

Hilfssatz 2.6.3 (Caccioppoli-Ungleichung). Sei I' ein metrischer Graph
mit (geom:w,U) und beschrinktem Knotengrad. Sei HP'(w) ein negativer
Laplace-Operator mit Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) und Potential
(pot:char,dichte). Seien I'g, C I'g, induzierte Teilgraphen von I' mit Vi, s C
Vi, int. Sei weiterhin g € L2(XE4). Dann existiert eine Konstante Ccp =
Ccp(u, S,q—, qs,cy), so dass fir alle schwachen Losungen f von HPF (W) f =
g auf 'y, gilt:

1 lz2xmy) < Cer (Ifll20xe,) + lgllzcen,) ) -

Beweis. Es gibt eine Abschneidefunktion ¢ mit 0 < ¢ < 1, ¥[x,, = 1,
Y xp\xp, =0, ¢ € C%(Xg) mit gleichméBiger Beschréankung von [1%]] o
fiir alle Kanten e.

Die Abschneidefunktion ¢ kann folgendermaflen gewihlt werden: Auf Xg \
X g, wird sie gleich null gesetzt. Sei ¢ : [0, 5] = [0, 1] eine glatte Funktion die
gleich null auf einer Umgebung um Null und gleich eins auf einer Umgebung
um % ist. Auf allen Kanten e € Ej fiir die e ~ v fiir ein v € Vg, o gilt, wird
v auf dem Intervall der Linge 3 vom Randknoten aus gleich 0 gesetzt. Auf
allen restlichen Kanten oder Teilen von Kanten in F4 wird ¢ identisch eins
gewihlt. Dann ist ||1).]|oo < ||¢)']|ee nUr von u abhingig.

Sei g € L*(Xg,), f laut Voraussetzung und ¢ = fi>. Dann ist ¢ €
D(h"4) ¢ WH?(Xg,) nach Hilfssatz 1.4.6. Die Produktregel liefert:

<f/»¢l>L2(xE4) = <¢f/7¢f/>L2(xE4) +2<1/Jf/,f1//>L2<xE4)~

Laut Voraussetzung folgt dann:
[of 2, = @F 0 Y r2ixp,) = ) n20xm,) = 2008 F) 2 (xp,)
= (g.8)+ D (Lof(v),0(v)) = Vuf, ) — 20, f1')

Vor.
UEVE4.int

< glllgll + Y (Lo(@)(@), (@F)(@)) + Cullw I + 20 £ 11LF|
vEVE, int

< Mgl I+ Coll A1+ 209 e I F NS T+ D (Lo (@ )(@), @) ().

vEVE, int
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Aus der Sobolev-Ungleichung und der gleichméfigen Beschrankung von L,
folgt — wie in (1.20) fiir den durch das Innere der Umgebung E4 induzierten
Teilgraphen — die Abschéitzung iiber die Summe der Randwerte

S (L @HO), @HW) < 25 <§|\f|\2+26||wf’|\2+26||w/f||2>

vEVE, int

fiir alle € mit 0 < e < u, was weiter
(1 — 452) [ |
45 ~ ~
SngfH+(Cv+;;+45ﬂme)Hﬂf+2MHkMﬂmwa

ergibt. Fiir ¢ so klein, dass 1 — 4Se = %, d.h. e = min{u, %} folgt:

lef 12 < 201l +2 (Cv + 22 4 4Selldlle ) I + 415 1o | 1671
g

=:C

Dies wird nun als quadratische Gleichung in x = ||¢ f'|| aufgefasst. Mit der
Bezeichnung C' = 2||¢)’||« lautet sie:

2 = 2C|f = = CIIfII* = 2]glllf] < o.

Die Ungleichung gilt fiir z zwischen den beiden Nullstellen:

z=Clfl= | (C*+C) I + 2Nl Sl

=:D

Der positive Term unter der Wurzel ldsst sich nach oben abschéitzen durch:

~ ~ 1
D < (G2 +8) 1712+ 2lgll Al + —=—- .

(C2+C)
) 2
VvVC24C
Die quadratische Gleichung kann also nur fiir 2 kleiner gleich C||f| plus

Wurzel aus diesem Ausdruck erfiillt sein. Mit den Eigenschaften der Abschnei-
defunktion 1 folgt nun:

||f/||L2(XE3) < ||¢fl“L2(XE4)

- — = 1
\/ o2
< Clfll2xp,) +VC*+CllfllL2(xp,) + 52+6”9”L2(XE4)-

D<( c2 + C|lf| +



78 2.6 Geometrische Resolventenungleichung

Also gibt es eine Konstante die von den Konstanten S, u und Cy, also
den Konstanten des Potentials q—, g+, c+ abhéngt, welche die Behauptung
erfiillt. O

Folgerung 2.6.4. Offensichtlich gilt:

1. Wenn f schwache Lésung von HP"(w)f = g auf Tp,ist, dann ist f
schwache Lisung zu (HPH(w) — N\ f = g — Af auf Tp, und es gilt:

Hf/HLQ(XEa) < Ccp (||f||L2(XE4) + |>\| : ||fHL2(XE4) + ||g||L2(XE4)) .

2. Die Voraussetzungen an I'g; und I'g, sind insbesondere dann erfillt,
wenn I'g, = Ap(vo) und T, = As(vo) fiir alle s >r+U.

Damit kann nun die Resolventenungleichung bewiesen werden. Diese ver-
kniipft die Resolventen von unterschiedlich grofien induzierten Teilgraphen.

Satz 2.6.5 (Geometrische Resolventenungleichung). Sei I' ein metrischer
Graph mit endlichem Knotengrad und (geom:u,U). Sei HP’L(w) ein zufdlliger
Operator mit Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) und Potential der Form
(pot:char,dichte). Seien I'g, C I'g, endliche induzierte Teilgraphen von T,
I ein beschrinktes Intervall und A € o(H®') N o(H®2) N I. Seien T'p, C
I'p, und T'e, C I'r, \ g, induzierte Teilgraphen. Wenn es eine Funktion
¢ € Ciomp(Xm,) mit ¢ ist konstant auf einer Umgebung jedes Knotens
in Vi,, identisch zu null um jeden Randknoten von I'g,, €0|XEA =1 und
zwei induzierte Teilgraphen Tg, C g, C T'g, g¢ibt, so das suppy’ C XEg,,
Vis,0 C VE it und U'e, und I g, disjunkt sind, dann existiert eine Konstante
Ccru die nur von S, u, den Konstanten des Potentials und dem Intervall 1
abhdngt, so dass die folgende Beziehung gilt:

[xe, 152 =) 1 |

< Ccru HJIXEB (HE2 - >\)71le4

HILXE4 (HE1 — A)il]lXEA H .
Werden zuerst alle sechs induzierten Teilgraphen mit den geforderten Ei-

genschaften gew#hlt, dann existiert die Abschneidefunktion ¢, wenn die Teil-

graphen grof§ genug sind und geniigend Abstand voneinander haben — siehe

dazu auch die Veranschaulichung in Abbildung 2.9.

Beweis. Da A reell ist, ist die Resolvente selbstadjungiert und

|2, (H = X) '1xp,

—1 .
:HJIXEA (HE2_)\) IIXEBH (mit ¢|x,, =1, ¢lxg, =0)
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T's, Tz,

Abbildung 2.9: Induzierte Teilgraphen zur Geometrischen Resolventenun-
gleichung.

e, (o =0 = (1 =0 1 |
= H]lXE )@+ ¢'0)(HP2 - 2) M, H (Satz 2.6.1)

(P -
< xe, (P =0 Mo (B = X) 1k, |

»
[ Lxe, (HP =0T o (H = 0) Mg, |

(i1)
Zuerst soll (i) betrachtet werden, dabei ergibt sich mit supp ¢’ C Xg,

-1

(0) = |[1xs, (HP = 2) 00! (7 = 3) iy, |
= [|2xe, (HP =) M0k, T, o (H = 0) M |

< H‘P/Hoo HIXEA (HEI _ )\)*181)(]53

e (575, |

(ii4)

(iii) soll nun mit Hilfssatz 2.6.3 abgeschétzt werden. Zuniichst gilt fiir f €
L*(Xp,), g:=1x,, fund h:= (H® —X)"' g, dass h € D(H"#1) C D(h™)
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und damit fiir alle w € D(HF4):

<h/vw,>L2(XE4) - Z (Loh(v), w(v)) + Vo — A)(h, w>L2(XE4)

vEVE, int

= _<h”7w>L2(XE4) - Z <h'(v),w(v))

vEVE, int

= D ALeh(v),w(©) + (Vo = N(hw) 12 (x,,)

vEVEY int

:<—h"+(vw—)\)h,w>L2<XE4)— > (Loh(v) + B (v), w(v))

vEVE, int

=0, laut Randbedingung

= <g7 w)Lz(XE1)7

also dass h schwache Losung von HPF(w) = g + Ah auf ', ist. Hilfssatz
2.6.3 bzw. Folgerung 2.6.4 ergibt:

-1
1122 x gy = [T, O™ = 2) M 1x,,

< 1+ AN (HE — \) 1 ' Hn )
_C<H( * D( ) XEAf L2(XE4)+ XEAf L2(XE,)
—_—
=0
— O+ ) H]'XE4 (HP — )\)—lj]_XEAf‘ - (2.11)
By

Damit ist ILXE30 (HE1 — )\)71

adjungierten Operator gilt

1x,, beschrénkt und fiir den normgleichen

Lxg, (H® = X)) 7'0"1xy, f=—1x,, (H® = X)01x,, f

fiir alle f € Wol’2 (XEg). Also gilt fiir die eindeutig bestimmte stetige Fortset-
zZung von ]]'XEA (HE1 — )\)71 8]].XE3 auf ganz L?(Xg):

H]LXEA (" -3 o1, || - HILXEA (HP —X) 0" 1x,,

= [rxm 0" =0 kg, |

N

C(1+|A) HILXEA (17— X)Ly,

(2-11)

Dies ergibt fiir (7)

(0) < OO+ lloe | Lxe, (B = X) "D, || |2, (B = 2) 1 |-
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Fiir (i¢) kann analog

1

HJIXEA (HP' =X '@ a(H" = N) '1x,, H

e e 7% ) 2 0 00 ),

’

[1xe,00% =) 1, 1

L2(Xpy)

OO0+ 10 1 (77 )11y

L2(XE,)

gezeigt werden und liefert damit die Behauptung

HnXEB (H® =3 '1x,,

< Ccru H]]-XEA (HE1 — A)711XE4

e (%) 510 |

wobei Cgru = 2C(1 + |A])||¢'|l nur von u, S dem Intervall I und der
Potentialbeschriankung Cy abhéngt. O

Folgerung 2.6.6. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u,U,poly) und
HYE(w) ein Operator mit Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) und Po-
tential (pot:char,dichte), R, s, r drei Lingenskalen und z, v, vi € V drei
Knoten, so dass:

o As(v) C Ar(z) mit AR (z) und As(v) sind disjunkt,

o Ar(v1) C Au().

Sei I ein beschrinktes Intervall und X\ € o( H*R™ (w)) N o(H** ™ (w)) N 1.

Dann gilt:
AR(x) -1
[2agee o (A2 (@) = ) T Ly |

< Cgru HlA%ﬂt(m) (HAR(I)(W) _ A)_l]]-Agut(v)

» -1
. H].Agut(U) (HAS( )(w) - )\) ]].Airnt(vl)

Bemerkung 2.6.7. Die im Satz 2.6.5 verwendeten Mengen in obiger Folgerung
sind:
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Bezeichnung Kantenmenge induzierter Teilgraph
Es E(x,R) Ar(z)
Ey E(v,s) As(v)
Ea E(v1, 5) AP (v)
Eg E(z,R)\ E(z,R—3U) AR (z)
Es E(v,s—U)\ E(v,s —2U) |ON
E, E(v,s)\ E(v,s —3U) AS" (v)

Die Folgerung wird in der Multiskalenanalyse einmal mit Containermengen,
die die Rolle von A (v) iibernehmen und einmal mit dem Spezialfall r = s und
v = v verwendet. Beide Varianten werden in Abbildung 2.10 veranschaulicht.

Abbildung 2.10: Veranschaulichung der induzierten Teilgraphen zur Geome-
trischen Resolventenungleichung laut Folgerung 2.6.6 und
Spezialfall v = v1, s =r.

2.7 Eigenwertzahlfunktion und Weyl-Asymptotik

In diesem Abschnitt wird eine gleichméflige Abschitzung an die Anzahl an
Eigenwerten der Einschrankung des zufélligen Operators auf einen endlichen
induzierten Teilgraphen in einem beschriankten Intervall angegeben.

Dabei wird von den bekannten Eigenwerten des negativen Laplace-Operators
mit Dirichlet-Randbedingungen ausgegangen und durch Stérungstheorie ei-
ne Schranke angegeben, um welche sich die Anzahl der Eigenwerte bei
Anderung auf einen negativen Laplace-Operator mit beliebigen selbstadjun-
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gierten Knoten-Randbedingungen und einem stetigen Potential verschieben
kann.

Definition 2.7.1. Sei I' = (E,V,l,1,j) ein metrischer Graph. Die spektrale
Zghlfunktion n : R — N U {0, 00} eines selbstadjungierten Operators H auf I'
ist definiert als

n(A) = Tr (L(—co.n (H)) -

Die Abbildung 1(_. xj(H) entspricht der Projektion auf den Eigenraum zu
den Spektralwerten im Intervall (—oo, A] von H. Die Spur des Projektionsope-
rators entspricht der Dimension des Raumes, auf den projiziert wird. Ist das
wesentliche Spektrum nicht leer, dann ist die Zahlfunktion konstant unendlich
ab dem unteren Ende des wesentlichen Spektrums von H. Offensichtlich ist
die Zahlfunktion monoton wachsend und fiir einen Operator mit diskretem
Spektrum fiir alle A € R endlich.

Hilfssatz 2.7.2. FEs ergibt sich:

1. Fiir einen endlichen metrischen Graphen I' mit Kanten endlicher Lange
und einen selbstadjungierten negativen Laplace-Operator H der Form
(RB:P,L,S) ist das Spektrum diskret.

2. Sei H ein selbstadjungierter Operator mit kompakter Resolvente (d.h.
diskretem Spektrum) auf einem Hilbertraum H, V ein beschrinktes
Potential auf H. Dann hat auch H + V' eine kompakte Resolvente.

8. Der negative Laplace-Operator mit Dirichlet-Randbedingungen auf einem

Intervall der Linge | hat die Eigenwerte "?;2 firn € N.

4. Die Eigenwertzdhlfunktion zum Operator aus 3. hat fir A > 0 die Form
n(A) = V ﬁJ (fiir A\ < 0 gilt n(\) = 0).

Beweis. 1. Dies wurde in [Kuc04] unter Theorem 18 bewiesen.

Die Resolvente ist kompakt, denn (H — 2)~' : L?(Xg) — D(H) kann
dargestellt werden als (H — 2z)™! = IS mit

S L*(XE) = WY (Xk) Sf=(H-2)""},
I:W"(Xg) = L*(Xg) If=f.
) (H—z)""
L*(XE) D(H)
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Dabei ist I kompakt, da fiir beschriankte Gebiete 2 C R", welche die
Kegeleigenschaft aufweisen, W1?(Q) kompakt eingebettet werden kann
in W%2(Q) = L?(Q). Nachgelesen werden kann dies in [AF03] als Spezi-
alfall von Theorem 6.3 (Rellich-Kondrachov Theorem). Der Operator S
ist beschrankt: denn fiir alle ¢ < u folgt aus der Kegeleigenschaft der
Kanten und Lemma 5.5 in [AF03| (siehe auch den Beweis zu Hilfssatz
2.9.3) und der Beschriankung der Resolvente durch Cg:

[0CH = 2)7' f]| < Cieger (g [(H=2)7"f|| +e||AaH - z)*lfH)
< ot (£ +el21 ) 18 = 2711 + Crcgr €11

1
< Gt [ (L el ) +] 151

und damit H(H—Z)_lfHWl,z(XE) Sé”f”Lz(XE)'

Da die kompakten Operatoren in den beschrinkten Operatoren ein
zweiseitiges Ideal darstellen, ist die Resolvente kompakt und damit das
Spektrum von H diskret.

Dabei ist die hier verwendete Argumentation auch fiir Gebiete in héheren
Dimensionen giiltig — solange diese beschréinkt sind und die Kegeleigen-
schaft erfiillen. Die Argumentation iiber die Soboleveinbettung — wie in
|[Kuc04] — ist in héheren Dimensionen nicht mehr moglich.

2. Offensichtlich ist H + V' selbstadjungiert, also gilt laut der zweiten
Resolventengleichung: (H —i) ™' —(H+V —i)™' = (H—)"'V(H+V —
i)7!. Analog zu Teil 1. folgt aus der Beschrénktheit von V(H +V —i)™!,
dass die rechte Seite der Gleichung ein kompakter Operator ist und
damit auch die Resolvente (H + V —i)~! — also auch jede Resolvente
zu H + V kompakt.

3. Die Losung der Differentialgleichung —f” = A\f mit den gesuchten
Randwerten f(0) = f(I) = 0 ergibt fiir A > 0 gerade obige Eigenwerte
mit den Eigenfunktionen c - sin(v/Az) und fiir A < 0 keine nicht-triviale
Losung.

4. Folgt sofort aus 3. O

Die spektrale Zahlfunktion fiir Einschrankungen auf endliche induzierte
Teilgraphen ist also eine Eigenwertzidhlfunktion und fiir alle A € R endlich. Wie
sie konkret anhand der Eigenwertz&hlfunktion fiir Dirichlet-Randbedingungen
abgeschétzt werden kann, ist Bestandteil der néchsten Hilfssétze.
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Dies funktioniert analog wie in [GLV07| vorgefiihrt. Der einzige Unterschied
besteht darin, dass die Kantenldngen nicht mehr konstant sind. Dies hat nur
Einfluss auf die Eigenwertzihlfunktion des Dirichlet-Laplace. Fiir diese kann
nur noch eine Abschitzung nach oben angegeben werden, welche aber fiir
diesen Zweck ausreichend ist.

Aus Punkt 4 des vorherigen Hilfssatzes ergibt sich sofort:

Bemerkung 2.7.3. Sei I' ein endlicher metrischer Graph mit endlich langen
Kanten und U das Maximum der Kantenléngen. Dann gilt fiir die Eigen-
wertzihlfunktion des Dirichlet-Laplace-Operators Hp auf I':

YUVX-|E|, A>0
ngy(A) <7 ' -
i (A) < {07 A < 0.
Hilfssatz 2.7.4. Seien ein endlicher metrischer Graph I' mit endlich langen

Kanten und zwei selbstadjungierte Realisierungen Hy1 und H2 des negativen
Laplace-Operators der Form (RB:P,L,S) auf T' gegeben. Dann gilt

[, (A) — nmy (N)| < 2|E].

Beweis. Die beiden Operatoren H1 und Hs sind selbstadjungierte Erweiterun-
gen des minimalen negativen Laplace-Operators —A auf Do := W*(Xg) bzw.
selbstadjungierte Einschrankungen des maximalen Laplace-Operators —A auf
W?22%(Xg). Fiir die Definitionsbereiche gilt W22 (Xg)/We?(Xg) = 4|E|. Die
Definitionsbereiche der Einschriankungen haben gerade den halben Index, also
gilt D(H;)/Do = 2|E|. Wird die Eigenwertzihlfunktion iiber die Dimension
des Raumes der Eigenfunktionen zu Eigenwerten kleiner gleich A ausgedriickt,
ergibt sich:

nm,(A) = max{dimY mit Y C D(H2), H2
< max{dimY mit Y C Do, Ho

l, <A}

|y < )‘}+2|E|7

denn es wurde ein Unterraum der Dimension 2|E| herausgenommen; weiter
gilt Hy|, = H da aus f € Do = f(v) =0 = b1[f, f] = b2[f, f]. Womit
sich

[ by

= max{dimY mit Y C Do, H1|,, < A} + 2|E]|
< max{dimY mit Y C D(H1), H:|, <A} +2|E|
=nm (A) +2|E|

ergibt. O
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Die Differenz der Eigenwertzihlfunktionen wird spektrale Verschiebefunk-
tion (,spectral shift function®) genannt. Diese wird zur Ermittlung, bzw.
zu Existenz- und Konvergenzbetrachtungen der Integrierten Zustandsdichte
betrachtet, welche fiir allgemeine metrische Graphen nicht untersucht werden
kann, da die Ergodizitédt der Operatorfamilien fehlt. Die integrierte Zustands-
dichte ist eine Verteilungsfunktion der Spektralwerte eines Operators und
entspricht dem Grenzwert vom Quotienten aus der Eigenwertzdhlfunktion und
dem Volumen zum Radius r fiir » gegen unendlich. Fiir metrische Graphen
auf Z¢ wurde dies in [GLV07| studiert und fiir Cayleygraphen wird dies gerade
in |PSS| niedergeschrieben.

Hilfssatz 2.7.5. Sei I' ein endlicher metrischer Graph mit endlich langen
Kanten und H ein negativer Laplace-Operator mit Randbedingungen der Form
(RB:P,L,S). Sei W ein beschrdnkter, selbstadjungierter Operator auf L*(Xg).
Dann gilt fir die Figenwertzihlfunktion von H + W :

B2+ (VA+IWD)], A2 -]

nayw(A) < {
2|El, A< =W,

wobet U die Linge einer der lingsten Kanten in I' ist.

Beweis. Aus dem min-max-Prinzip ergibt sich fiir die Eigenwertzdhlfunktion
des gestorten Operators H + W:

na+w (A) <ng(A+ |[W]).

Mit Hilfssatz 2.7.4 folgt dann fiir die Eigenwertzéhlfunktionen von H und den
Dirichlet-Laplace Hp auf I' die Beziehung

n+w(A) < 2|E| + nmp (A + [W]])

und mit der Eigenwertzédhlfunktion des Dirichlet-Laplace aus Bemerkung 2.7.3
die Behauptung. O

Nun kann diese Aussage benutzt werden, um eine gleichméfiige Abschétzung
der Anzahl an Eigenwerten der Einschrinkung eines negativen Laplace-
Operators auf Umgebungen mit Radius r» anzugeben. Dabei ist die Abschét-
zung unabhéngig vom Zentrum der Umgebungen und wird Weyl-Asymptotik
genannt.

Folgerung 2.7.6. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u,U,poly) mit po-
lynomiellem Wachstum vom Grad d und (H™Y(w)) ein zufilliger negativer
Laplace-Operator mit Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) und Potential
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mit (pot:char,dichte). Dann gilt fir jede Einschrinkung des Operators auf
eine Umgebung mit Radius r die Abschitzung:

<2+ (ZSRvED vcwv) el > g,

d
2cp-r? A< —Cy.

u )

M) () (A) <

Also gibt es fir jedes beschrankte Intervall I eine Konstante Cwey1, welche
von u, U, Cy, c2 und I, aber nicht von v und w abhdngt mit

Mpgar ) (o) (A) < Cweyt - 7%,

2.8 Anfangslangen- und Wegner-Abschatzung

Alle bisher angegebenen Abschitzungen gelten fiir alle zufiilligen Realisierun-
gen der Operatorfamilie (H™*(w)) mit gleichen Konstanten, also gleichmiiBig
in w. In diesem Abschnitt werden zwei Abschitzungen aufgefiihrt, die vom Zu-
fall abhéngig sind, das heifit Aussagen die mit bestimmter Wahrscheinlichkeit
gelten bzw. Erwartungswerte bestimmter Groflen.

Die Anfangsldngenabschétzung ist der erste Schritt zur Lokalisierung und
stellt einen Zusammenhang zwischen dem zufilligen Potential und dem Spek-
trum des zufélligen Operators dar. Dies geschieht, indem aus der Eigenschaft
des Potentials, sich nicht an der unteren Schranke seines Trégers zu kon-
zentrieren, geschlussfolgert wird, dass das Spektrum von Einschriankungen
des zufélligen Operators mit geringer Wahrscheinlichkeit (d.h. fiir wenige w)
an der unteren Schranke der Spektren von Operatoren aus der zufélligen
Operatorfamilie (H"* (w)) liegt.

Die Annahme an das Einzelplatzmafl u, sich nicht im untersten Bereich
zu konzentrieren, wird Unordnungsannahme genannt und gewéhrleistet eine
sogennante ,,hohe Unordnung®. Definiert wird sie wie folgt:

Annahme 2.8.1. Fir einen metrischen Graphen mit (geom:u,U) und gleich-
mdafig polynomiellen Wachstum vom Grad d existiere fiir das Finzelplatzmafs
Loen T > % mit

w(lg—,q— +h]) <h" fiir h klein. (pot:unord)

Definition 2.8.2. Sei I" ein metrischer Graph und V,, ein zufélliges Potential
auf I'. Sind die Eigenschaften (pot:char,dichte) und (pot:unord) fiir das Poten-
tial erfiillt, wird dies zusammengefasst als Eigenschaft (pot:char,dichte,unord)
notiert.

Daraus ergibt sich der im Folgenden angegebene Satz, welcher Anfangs-
langenabschitzung genannt wird und garantiert, dass ab einem bestimmten
Radius r das Spektrum von Einschrankungen auf Umgebungen mit Radius r
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mit geringer Wahrscheinlichkeit nahe der unteren Schranke x des Spektrums
von HPL(w) liegt (d.h. & ist die untere Schranke von HPY 4 (g-ve)eer).
Der Beweis ist dabei analog zum Beweis der Anfangsldngenabschitzung
(Theorem 3.2) in [EHS07] fiir den negativen Laplace-Operator mit Kirchhoff-
Randbedingungen auf Z%. Die Rolle der Dimension d wird hier vom Grad des
polynomiellen Wachstums iibernommen.

Satz 2.8.3 (Anfangslingenabschitzung). Sei I' ein metrischer Graph mit
den FEigenschaften (geom:u,U,poly) und (HPF(w)) ein zufilliger Operator
mit Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) und zufilligem Potential nach
(pot:char,dichte,unord) auf T'. Dann gibt es zu jedem & € (0,21 —d) ein 8 >0
— welches von 7 und & abhdngt — und einen Radius r1 > rg, so dass fiir alle

veV
P {dist (o (H" () {n}) <7772} <075,
fiir alle r > r1, wobei k die untere Schranke von HPY 4+ (q—Ve)eckE ist.

Beweis. Fiir eine Lénge r und einen Abstand h sei die Menge €2, 5, definiert
als

Qrpi={weQmit VveVist g(w)>g- +h fir alle e € E(v,r)}.

Dann gilt laut (pot:char) fiir alle f € D(H™Y) mit || f|| = 1:

h
<HAT(v)(w)f,f> > k4 e = K+ h firallew € n.

c_

Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass H**(")(w) Spektrum (d.h. Eigenwerte) in
[k, k + h] hat, groBer oder gleich der Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses
zu ), n:

BTV B i )
P(Qr,ﬁ) = (1*H({Q—»Q—+Z})) (|E| = # Kanten in F)

>1—|E(v,r)| p ([q_, q- + %}) (bern. Ungleichung)

d T
c2-T h

> 1-= (—) :
(geom:poly),(pot:unord) u [

Fiir € € (0,27 — d) wird 8 mit 8 < 27=9=£ gewiihlt, so dass £ < 7(2 — ) — d
ﬁ_

gilt und h := r?~? gesetzt. Dann folgt:

L pE—T(2=B)+d
p <Q 7‘[3_2) st T e
e u-c_
—_———
(4)
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wobei (i) <1 fiir r > r1 gilt (wobei r1 von u,c2,c—,7,d,§ und B abhéngt),
da der Exponent von 7 in (z) kleiner als null ist. O

Die Wegner-Abschétzung liefert eine Aussage iiber die Verteilung von
Eigenwerten von Einschrinkungen des Operators auf endliche induzierte
Teilgraphen. Sie ist eine Abschitzung an den Erwartungswert der Anzahl
der Eigenwerte einer Einschrinkung in einem Intervall der Linge 2¢ um
ein Energieniveau A, welche hauptsichlich durch die Anzahl der Kanten
des induzierten Teilgraphen bestimmt wird. Eine weitere Grofle, die in die
Abschétzung eingeht und vom Einzelplatzpotential abhéngt, ist:

Definition 2.8.4. Fiir ein Maf p und ein £ > 0 ist durch s(p, &) das Stetig-
keitsmodul definiert:

s(p, €) :=sup{p([A — &, A +€]) mit A € R}.

Im Folgenden wird die Wegner-Abschitzung aus |[GHV08| angegeben. Das
dort verwendete Modell ist viel allgemeiner: Fiir den metrischen Graphen und
das zufillige Potential werden Summierbarkeits- und Uberdeckungseigenschaf-
ten angegeben, welche fiir die hier verwendeten Graphen und Potentiale
offensichtlich erfiillt sind (siehe auch die Bemerkung nach Definition 3 im
zweiten Abschnitt in [GHVO08|). Fiir das hier verwendete Modell ergibt sich
dann als Spezialfall des Theorems 6 aus [GHV08| die Wegner-Abschitzung:

Satz 2.8.5. Sei T ein metrischer Graph mit (geom:u,U,poly) und (H™X(w))
ein zufdlliger negativer Laplace-Operator mit Randbedingungen der Form
(RB:P,L,S) und Potential mit (pot:char,dichte) auf I'. Sei Ao € R. Dann
existiert eine Konstantfi Cw = Cw(Xo), so dass fiir alle A < Xo, alle endlichen

Mengen von Kanten E C E und alle ¢ < % gilt:

E {Tr (19,6,“8] (HFE(w)))} < Cw - s(pe) - |B).

In der Multiskalenanalyse wird die Kantenmenge, auf die der Operator ein-
geschrinkt wird, wieder eine Umgebung E(v,r) mit Radius 7 sein, dann folgt
aus dem gleichméfig polynomiellen Wachstum auch sofort eine Abschitzung

der Anzahl an Kanten:
d
Co-T

<
|B(v,r)] < 2

2.9 Existenz von verallgemeinerten Eigenfunktionen

Die Existenz von verallgemeinerten Eigenfunktionen (VEF) der vorliegenden
Differentialoperatoren ist ein wichtiger Baustein des Lokalisierungsbeweises.
In diesem Abschnitt wird angegeben, dass zu Spektralmaf fast jedem Spek-
tralwert eine polynomiell wachsende, verallgemeinerte Eigenfunktion existiert.
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Aus polynomiellen Fallen der lokalen Resolventen — welches mittels Multis-
kalenanalyse in Abschnitt 3.1 gezeigt wird — wird daraus in Abschnitt 3.2
geschlussfolgert, dass die verallgemeinerten Eigenfunktionen polynomiell fallen
und somit echte FEigenfunktionen sind.

Zus#tzlich gibt es eine Entwicklung in verallgemeinerte Eigenfunktionen.
Das heifit jede Funktion des Hilbertraumes kann mithilfe der geordneten
Spektraldarstellung U = (U;) : L*(Xg) — @®N.,L*(Mj, 0) des Operators
und verallgemeinerten Eigenfunktionen f;(\) dargestellt werden. Dazu wird
die Existenz verallgemeinerter Eigenfunktionen fiir das Mengensystem (M)
mit j € {1,2,...,N}, N € NU {oo} der geordneten Spektraldarstellung,
dh. My = o(HPY(w)) und M;+1 C M;j, notwendig. Fiir den Zweck der
Lokalisierung ist dabei die fast sichere Existenz einer VEF zu Spektralmafl
fast allen Spektralwerten, also zur Menge M1, ausreichend. In [PSW89| werden
hinreichende Kriterien angegeben, um die Existenz von und eine Entwicklung
in verallgemeinerten Eigenfunktionen zu gewéhrleisten. Bei der richtigen Wahl
eines dort bendtigten Hilfsoperators ergibt sich auch ein maximal polynomielles
Wachstum der VEF.

Fiir die Definition von VEF werden die Funktionenrdume der lokal quadra-
tintegrierbaren Funktionen Li, (Xg) und der kompakt getragenen Funktionen
L} omp(X ) sowie das entsprechende Integral (-|-) zur Verallgemeinerung des
Skalarproduktes benutzt, welche in Abschnitt 2.3 eingefiithrt wurden.

Definition 2.9.1. Sei X ein topologischer Raum mit Mafl dz. Sei H ein
lokaler Operator auf L*(X), d.h. aus f € Ly, (X) ND(H) folgt Hf €
L} omp(X) und D := D(H) N Loy, (X) sei wesentlich fiir H, d.h. H = H|p.
Eine nichttriviale Funktion f € L2, (X) heifit verallgemeinerte Eigenfunktion
von H zu A € C, wenn

(Holf) = AMo|f)  fiir alle ¢ € D.

Als erstes wird iiberpriift, ob die beiden Anforderungen aus der Definition
fiir verallgemeinerte Eigenfunktionen fiir die zufilligen Operatoren (H7%(w))
erfiillt sind. Weiter wird gezeigt, dass die verallgemeinerten Eigenfunktionen
lokal im Definitionsbereich des jeweiligen Operators liegen.

Hilfssatz 2.9.2. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u), beschrinktem
Knotengrad und H™' (w) ein negativer Laplace-Operator mit Randbedingungen
der Form (RB:P,L,S) und Potential nach (pot:char,dichte). Dann gilt fir
HPE (W) auf L*(Xg):

1. Der Operator HYX (w) ist lokal.

2. D(H""(w)) N Liomp(XE) ist wesentlich fir H™" (w).

3. Sei f eine verallgemeinerte Eigenfunktion von HPY(w). Dann ist f €
Wlif(XE) und hat einen Reprdsentanten der die Randbedingungen der
Form (RB:P,L,S) erfillt.
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Beweis. 1. ist trivial fiir den negativen Laplace-Operator und Potentiale die
als Multiplikationsoperatoren agieren. 2. und &. sind in |[LSS08| in Proposition
5.3 zu finden und benutzen Methoden aus Kapitel 1 (kompakt getragene
Abschneidefunktionen und Funktionen die nur um einen Knoten getragen
sind, um die Randbedingungen zu priifen; fiir die zweite schwache Ableitung
von f gilt f =V, f — A\f). O

Eine verallgemeinerte Eigenfunktion erfiillt also wieder die Randbedingun-
gen des Operators und eine Eigenwertgleichung, wobei die Funktion selbst
nur lokal im Definitionsbereich des Operators liegt und deswegen dessen
Abbildungsvorschrift in die Eigenwertgleichung eingesetzt werden muss:

—Af +Vof = Af.

Wird das Potential V,, von einer differenzierbaren Funktion erzeugt, dann ist
f sogar eine C°°(Xg)-Funktion.

Aus der Eigenwertgleichung kann eine Abschitzung der Norm der ersten
schwachen Ableitung durch die Norm der Funktion selbst gewonnen werden.

Hilfssatz 2.9.3. Sei ' ein metrischer Graph mit (geom:u,U), (HYE(w))
ein zufalliger negativer Laplace-Operator mit Randbedingungen der Form
(RB:P,L,S) und Potential nach (pot:char,dichte). Sei f eine verallgemeinerte
Eigenfunktion zu X\ € J(HP’L(w)). Dann gibt es eine Konstante Ckegel, die
nur von |\|, u und Cy abhdngt, so dass fir alle Kanten e € E die Abschdtzung

Hf/HQLQ(IE) < CKegeIHfH%%Ie)

gilt.

Beweis. Gilt fiir ein Gebiet €2 die Kegeleigenschaft — was fiir alle Kanten
offensichtlich der Fall ist —, dann kann mit Lemma 5.5 in [AF03| die erste Ab-
leitung einer W22(Q)-Funktion durch die zweite Ableitung und die Funktion
selbst auf folgende Weise abgeschiitzt werden

Ifele2ey < Ox NS N2+ Ifllean) »

fiir alle ¢ < w und eine Konstante Ck, die nur vom jeweiligen Kegel abhangt.
Weiter gilt f” = V., f — Af, was mit der gleichmiifligen Abschitzung der Norm
von V,, durch Cy die Ungleichung

I fellzzcr,y < Cx (e(Cv + ADIfllL2(r.) + 571||fHL2(Ie))

ergibt. O



92 2.9 Existenz von verallgemeinerten Eigenfunktionen

Die notwendigen Kriterien fiir eine Entwicklung in verallgemeinerten Eigen-
funktionen nach [PSW89| wurden in [LSS08| fiir negative Laplace-Operatoren
mit Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) auf metrischen Graphen mit
(geom:u) iiberpriift und sind fiir Potentiale, welche gleichmiBig lokal in L?(X )
liegen, erfiillt. Die Potentiale nach (pot:char,dichte) fallen offensichtlich dar-
unter. Aus der Folgerung 5.4 in |[LSS08|, welche eine Entwicklung dieser
Operatoren in VEF liefert, folgt fiir die Existenz von VEF:

Folgerung 2.9.4. Seil ein metrischer Graph mit (geom:u) und H" (w) ein
Operator mit Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) auf T' und Potential mit
(pot:char,dichte). Sei o ein Spektralmaf fiir HP (w) und w : Xg — [1, 00)
eine Gewichtsfunktion mit w™' € L*(Xg). Dann existiert fir o-fast alle
Spektralwerte A € o(H™E (w)) eine Funktion fx, welche eine verallgemeinerte
Eigenfunktion fir HDT (W) zu X mit der Eigenschaft w™' fa € L*(Xg) ist .

Um eine Gewichtsfunktion angeben zu kénnen, ist die Wahl eines Wurzel-
knotens des metrischen Graphen notwendig.

Definition 2.9.5. Sei I' ein metrischer Graph. Es wird ein Wurzelknoten
0 € V festgelegt.

Die Wahl des Wurzelknotens ist beliebig. Ist er einmal festgelegt, muss er
aber fixiert bleiben. Auf einigen metrischen Graphen (z.B. Z% oder anderen
Cayleygraphen) ist eine natiirliche Wahl des Wurzelknotens vorgegeben.
Bemerkung 2.9.6. (eine Gewichtsfunktion) Sei m > 4t
definiert als

und w : Xg — [1,00)

w(x) := (14 9(z,0))™.
Dann ist w eine Gewichtsfunktion im Sinn der letzten Folgerung, d.h. w™
L*(Xp).

te

Beweis. Die L?-Norm von w~! wird iiber die Kugelschalen mit Radius n ab-
geschétzt. Dabei liefert das gleichméBig polynomielle Wachstum des Graphen
eine Abschétzung der Volumina der Kugeln:

[iw@re=> [ e
XE

=1, (0\Bp—1(0)

—2
n “"dx

n&éﬁ

"1, (0\Bp—1(0)

vol(B,(0))n ™™

n=1

oo
d—2
S@E n® " < oo,

n=1
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dam>%. O

Zusammen mit der letzten Folgerung kann daraus polynomielles Wachs-
tum der verallgemeinerten Eigenfunktionen gewonnen werden. Dabei ist das
Wachstum der Eigenfunktionen schwach, wenn das Wachstum der Gewichts-
funktion schwach ist. Wird der Parameter m moglichst klein gewé&hlt, ergibt
sich iiber den Grad des polynomiellen Wachstums folgende Aussage:

Hilfssatz 2.9.7. Seien T' ein metrischer Graph mit (geom:u,U,poly) und
(HPE(w)) ein zufilliger Operator auf T' mit Randbedingungen der Form
(RB:P,L,S) und Potential nach (pot:char,dichte). Dann gilt fir jede ver-
allgemeinerte Eigenfunktion von H™"(w), jeden Knoten v € V und jeden
Radius R > 5U:

||I]'AR(U)f|| < Chpoly "R (14+9(v,0) + R+U)

wobei Cpoly » nur von c1, c2 und f abhdngt.

d+2
2 )

Beweis. Laut Bemerkung 2.9.6 ist w(z) = (1 + D(x,O))% eine Gewichts-

funktion fiir alle verallgemeinerten Eigenfunktionen f zu H™%(w), so dass
w'f € L*(Xg) folgt. BEs gilt fiir alle » > 5U:

sup [|La,wyw ™" f|| < Cr < o
veV

Das polynomielle Wachstum (geom:poly) beschrinkt das Volumen einer Um-
gebung Az,1v(v) auf ¢z - (2r + U)%. Also gibt es maximal ¥ viele Kanten
und maximal 2¥°! viele Knoten in A2r+u(v). Demnach gibt es eine feste obere
Schranke der Anzahl an Umgebungen A, (v) zu verschiedenen Knoten v € V
die sich schneiden kénnen. Wéire obiges Supremum unendlich, dann kénnte
w™' f keine L?(X g)-Funktion sein.

Fir ein € Xg(y,,r) gilt 0(x,0) < 9(vo,0) + R+ U, das heifit fiir den
Funktionswert der Gewichtsfunktion folgt:

—_1 _d+2

w () > (14+9(wo,0) +R+U) = .

Die Umgebung Ar(vo) kann mit Mengen vom Radius r iiberdeckt werden,
wenn nach Hilfssatz 2.4.7 ein Uberdeckungsraster VRr,s(vo) mit zweitem Radius
s = % benutzt wird. Dieses hat — laut Hilfssatz 2.4.8 — maximal Z—f (%)d
Elemente. Damit ergibt sich

_d+2
2

(L+2(v0,0) + R+U)" 2 [ Lago)fll 12 (xp) < NTarworfw|

< D> tawfu

vEVR,s(vo)

C2 3R d
<= Cr.
T a <r75U>
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Umgestellt nach H :H'AR(UO)fH ergibt dies die Behauptung mit einer Konstanten,
die nur von ci1, c2, f und r abhéingt, wobei 7 ein frei wihlbarer Parameter
ohne weitere Bedeutung ist. O



3 Die Multiskalenanalyse

Die Multiskalenanalyse liefert ein exponentielles oder polynomielles Fallen der
lokalen Resolventen:

H]].Agut(,u) (HA"'(U)(w) — A)_llA;Tm(v) <e 77 oder <r "

fiir unterschiedliche Léngenskalen r. Dabei ist die Multiskalenanalyse der
Induktionsschritt von einer Léngenskala zu einer gréfleren, wobei die Abschét-
zung nicht fiir alle Konfigurationen w gilt. Allerdings muss die Wahrschein-
lichkeit fiir deren Giiltigkeit mit wachsender Langenskala schnell gegen eins
konvergieren. Zum Beweis werden alle vorbereitenden Abschétzungen der
Abschnitte 2.4 bis 2.8 benétigt.

In der Literatur gibt es verschiedene Versionen der Multiskalenanalyse. Die
erste Multiskalenanalyse fiir stetige Modelle wurde von Martinelli und Holden
in [MH84| publiziert. Zwei Monographien die sich mit zuféllige Operatoren
befassen und die Multiskalenanalyse behandeln sind [Sto01| und [Kir08|. Im
nichsten Abschnitt wird die MSA von [Sto01] auf das Modell der metri-
schen Graphen angepasst. Unterschiede zu dieser Variante entstehen durch
die komplizierteren Uberdeckungen und Uberdeckungsraster auf metrischen
Graphen.

In jedem Induktionsschritt zu einer Langenskala werden Mengen der Form
Ar(vo) durch Innere solcher Mengen, also durch Mengen der Form Az (v)

iiberdeckt. Dazu wird ein Uberdeckungsraster benétigt, welches die Zentren
der Uberdeckungsmengen beinhalten soll. Auf R? bzw. Z? werden als Mengen
Ar(vo) Wiirfel gewdhlt und als Raster £.Z%+vo. Die Uberdeckung ist dann eine
Pflasterung (also eine disjunkte Uberdeckung) mit Wiirfeln der Kantenldnge
3, deren Zentren gerade auf dem Raster liegen. In diesem Fall kann die genaue
Anzahl an Uberdeckungsmengen angegeben werden und der Abstand von
zwei Uberdeckungszentren ist fest und bekannt.

Fiir metrische Graphen ist die Uberdeckung nicht mehr so prizise kon-
trollierbar und fiir gleichméBig polynomiell wachsende Graphen erfolgt sie
wie im Abschnitt 2.4 angegeben. Dabei gibt es nur eine Abschitzung nach
oben an die Anzahl benétigter Uberdeckungsmengen und die Abstéinde von
Uberdeckungszentren kdnnen auch nur abgeschiitzt werden und sind nicht fest
wie im Z%-Fall. Daraus resultieren Anderungen in Abschitzungen in dieser
Variante der MSA, woraus folgt, dass kein exponentieller Abfall der lokalen
Resolventen geschlussfolgert werden kann — der genaue Zusammenhang wird
dabei spéter erlidutert.
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i Ar('UO)

Uberdeckungsraster

Abbildung 3.1: Wiirfel.

Dadurch dndern sich alle Definitionen und Aussagen auf polynomiellen
Abfall. Die Zusammenhénge zwischen den Induktionsparametern und deren
Wahl werden auch weitgehend verdndert. Die Struktur des Beweises bleibt
aber erhalten. Fiir eine weitere Multiskalenanalyse mit polynomiellem Abfall
sei auf [FLMOO] verwiesen.

Als letzte Bemerkung vor dem Start der MSA folgt noch ein Hinweis iiber
die Notation in diesem Kapitel: Fiir die Kantenldngenfunktion der metrischen
Graphen ist die Bezeichnung [ und fiir die Randbedingungen die Familie der
Operatoren (L) reserviert. In diesem Kapitel werden sowohl die Kantenlédngen
als auch die Randbedingungen (auBer als Bezeichner in den Operatoren HTL)
nicht bendtigt. Allerdings sind die Bezeichnungen ! und L als Langenskalen
in der Multiskalenanalyse standard, weswegen sie auch hier benutzt werden
sollen.

3.1 Der Induktionsprozess

Nun folgen die Definitionen des polynomiellen Abfalls der lokalen Resolventen
und die Aussagen dariiber, wie sie in der Multiskalenanalyse bewiesen werden:

Definition 3.1.1. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u,U,poly) und
(HL(w)) ein zufilliger Operator mit (RB:P,L,S) und (pot:char,dichte,unord).
Seien n > 0, ] > 0 und v € V. Der induzierte Teilgraph A;(v) C T' heift
(n, \,w)-gut, falls A\ € o(H*™ (w)) und

v -1 —n
H:H-A?Ut(v) (HAz( )(w) — )\) ]].Ailnt(,u> < l .

Ist dies nicht erfiillt, dann heiit A;(v) (n, A, w)-schlecht.

Definition 3.1.2. Es seien I C R ein Intervall, [ > 0 ein Radius, sowie
n,§,0,q > 0. Fiir die folgenden logischen Aussagen werden Abkiirzungen
definiert:

1. G(I,1,n,€):
Fiir alle v1, v2 € V mit Aj(v1) und A;(v2) sind disjunkt gilt die
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Abschitzung

P{we Qmit ¥ XeT:Av:)oder Aj(v2) ist (n, A, w)-gut} > 1—1"%.

2. W(1,1,0,n,q):
Fiir alle A € T und alle Umgebungen A;(v) C ' gilt

P{w € Q mit dist (U(HA’(”)(w)), {/\}) < 1*9"} <19

Aussage W (I,1,60,n,q) heilt schwache Wegner-Abschiitzung und wird aus
der Wegner-Abschitzung (Satz 2.8.5) geschlussfolgert. In der Literatur ist
dies zum Beispiel als Lemma 13 in [GHVO08| zu finden, wo diese Ableitung
aus der Wegner-Abschitzung fiir Z%- und R?-Strukturen angegeben wird. Mit
analogem Beweis, wobei die Rolle der Dimension d vom Grad des gleichméBig
polynomiellen Wachstums iibernommen wird, ergibt sich:

Bemerkung 3.1.3. Sei I' ein metrischer Graph mit (geom:u,U,poly) und
(HPX(w)) ein zufilliger Operator auf I' mit Randbedingungen nach (RB:P,L,S)
und Potential mit (pot:char,dichte,unord). Seien 6, ¢ > 0 mit ¢ < On — d und
I ein beschrénktes Intervall in R. Dann gibt es eine Lénge 2 € (0, 00), so
dass fiir alle | > ro Aussage W(I,1,0,n,q) gilt.

Beweis. Offenbar gilt fiir das Einzelplatzpotential:
Afe
st e) =sup(u(A ~ A+ DA ER) = [ ou(o)do
A—e
< 2|loulloc £ 2 € co.

Dann gilt laut der Wegner-Abschétzung (Satz 2.8.5) fir A € I, v € V und
we

P{w € Q mit dist (a(HAl@)(w)), {)\}) < r‘)”}

< {11y o) (10)]}
< Cws(p, 1) [ A (v))|

i
< Q.CW.CQrQ".ﬂ

(geom:poly) u

2 a6
== .cp-cy-Cw- 17777
u

l_q

IN

fiir | > r2(Cw, c2, Co, ). O
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Aus der Anfangslingenabschitzung und der Combes-Thomas-Abschitzung
l&sst sich jetzt der Induktionsanfang schlussfolgern, welcher dem polynomiellen
Fallen der lokalen Resolventen mit groBer Wahrscheinlichkeit bzw. G(I,1,n, &)
entspricht.

Satz 3.1.4 (Induktionsanfang). Sei (H™"(w)) ein negativer Laplace-Operator
auf T' mit (RB:P,L,S), (pot:char,dichte,unord) und (geom:u,U,poly). Sei & €

(0,27 — d). Dann gibt es ein B8 € (0,2) und ein r3 > r1, so dass firl > rs,
n€RY und I = [/@,m + %lﬁ_z] Aussage G(I,1,n,€) gilt.

Beweis. Laut der Anfangsldngenabschitzung (Satz 2.8.3) gibt es eine Linge
r1 und ein g € (0,2), so dass fiir alle { > ry

P{w € Q mit dist(c(H*" (w)), {x}) <1P72} <17¢.
Dann gilt fiir alle w mit dist(oc(H*()(w)), {x}) > =2 die Combes-Thomas-
Abschiitzung mit den Konstanten A € I, r := x — 1 und s := x + {°~2, welche

mit n > %lﬂ_zz

v -1
20t o) (M (@) = X) T g

< Ccra -0 " -exp (—é’\/n(s — ) dist(A™ (v), A?Ut(v)))

~ B—2
< Cora 277 -exp <_O' l (lﬁ2+1)‘é>

(2:2) 2

B
2

)

~

< 2Ccra - 1277 - exp <—C-

olw N‘
[\3‘1\

= QCCTA . lz_ﬁ - exp (—C’ -l

<1

ergibt, fiir I > r3(Ccra, 8,n,7r1). Damit sind alle Umgebungen A;(v) fiir die
oben beschriebenen Konfigurationen (n, A, w)-gut. Die Wahrscheinlichkeit,
dass zwei unabhingige Umgebungen (d.h. Ej,(y,) N Ep,(v) = @) (n, A\, w)-
schlecht sind, ist kleiner gleich (l _5)2 — was gerade G(I,1,n, &) entspricht. [J

Damit ist G(I,1,n, &) erfiillt fiir festes n und & zu allen Lingenskalen [ > 3.
Allerdings ist das Intervall I = [Ii, K+ %lﬁfﬂ von der Langenskala abhingig
und dessen Lange geht fiir [ — oo gegen null. Nun gilt es nur noch einen
Induktionsschritt von G(I,1,n,§) zu einer gréBeren Lingenskala, aber mit
demselbem Intervall I auszufiithren:
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Satz 3.1.5 (Induktionssatz). Sei (H"(w)) ein negativer Laplace-Operator
auf T' mit (RB:P,L,S), (pot:char,dichte,unord) und (geom:u,U,poly). Seien
die Induktionsparameter gegeben durch:

q € (d,d+1),
1
ge(2r—a)  mit £< (- d),
Q mat 1<Oé<1+2d£7+€, (IP)
n mit n > 5d+ 2,
0 mit 2d+1<9<nfd.
2n

Dann gibt es einen Radius r9, so dass aus G(I,l,n,&) mit I > ry fir ein
offenes, beschrinktes Intervall I C R mit L =1% auch G(I,L,n,&) folgt.

Der Satz liefert den benotigten Iterationsschritt. Steht einmal fest ab
welchem Radius — rg — der Induktionsschritt vollzogen werden kann, ist
durch den Induktionsanfang und die Anfangsldngenabschitzung sofort klar,
fiir welches Intervall I Aussage G(I,7,n,§) gilt, ndmlich fiir das Intervall
I = [k,k+ %7‘9/872} aus dem Induktionsanfang — wobei 8 aus der An-
fangsldngenabschétzung gewonnen wird und von &, 7 und d abhéngt.

Allerdings ist der Induktionsschluss fiir jedes Intervall giiltig, fiir welches
G(1,l,n,&) ab einer gewissen Startlinge gezeigt werden kann, weswegen
nicht das konkrete Intervall aus dem Induktionsanfang in der Formulie-
rung des Satzes auftaucht. In der im Beweis benotigten Combes-Thomes-
Abschétzung und Geometrischen Resolventenungleichung werden nur Ener-
gieparameter A € I eingesetzt und liefern fiir jedes beschrankte Intervall I
eine gleichméflige Abschéitzung in A. Die schwache Wegner-Abschédtzung und
die Weyl-Asymptotik werden fiir einige Energieniveaus mehr benotigt. Es
reicht aber aus diese fiir ein um einhalb gréfleres Intervall als I zu wis-
sen: Ip = I + (—%,%) Da auch Ip beschrankt ist, gelten diese beiden
Abschitzungen gleichméBig fiir alle A € I.

Viele Anforderungen an die Induktionsparameter werden erst spiter im
Beweis klar, sollen aber gesammelt hier auftauchen, um zu zeigen, wie die
Zusammenhinge zwischen ihnen sind und dass sie auch ,,wéhlbar* sind. An
den konkreten Stellen im Beweis wird dann auf die Wahl der Parameter laut
(IP) verwiesen.

Einige Einschréankungen sind schon jetzt klar: & wird so gewéahlt, dass
die Anfangsldngenabschitzung und damit auch der Induktionsanfang gezeigt
werden kann. Die untere Schranke an 6 liefert fiir die angegebene Wahl von
q die schwache Wegner-Abschitzung laut Bemerkung 3.1.3. Die Wahl von n
gewihrleistet, dass 0 gewihlt werden kann (d.h. dass die untere Schranke fiir
0 kleiner als die obere Schranke ist).
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Der Beweis wird in vier Schritten vollzogen: Die ersten drei Schritte liefern
das bendtigte Ereignis in Q mit Wahrscheinlichkeit von mindestens 1— L ™3¢ fiir
die Formulierung von G(I, L,n,§). Im letzten Schritt wird dann der Schluss,
wie mithilfe von (n, A\, w)-guten Umgebungen mit Radius [ eine (n, A, w)-gute
Umgebung Ar(w) gefunden werden kann, angegeben.

Beweis. Aus der Wahl der Induktionsparameter folgt direkt (mit o < 2):
0<q—d,
q<6n—d, (IP’)
n+d—ad
0 < ———.
an

Als Erstes wird die Menge aller w definiert, so dass fiir einen Knoten
v € V maximal drei disjunkte (n, A, w)-schlechte Umgebungen mit Zentrum
im Uberdeckungsraster VLul*o(v) C V und Seitenléinge [ in Az (v) existieren:
Qc(v) == {w € Qmit V X € T 3 4 disjunkten Umgebungen A;(b;) C Az (v)

mit b; € VL’%(v),i =1,...,4, die alle (n, A\, w)-schlecht sind}.
Schritt 1. Unter den Voraussetzungen des Induktionssatzes gilt:
1. Es existiert ein r4 = r4(d, &), so dass fir l > r4 folgt:
P(Qc(v)) >1—LL7%  firallev e V.

2. Firw € Qg(v), N € I, x € V, | grofi genug gibt es drei induzierte
Teilgraphen ©; (i =1,2,3), mit ©; := Ay, (v;) oder ©; =Ty die Con-
tainermengen genannt werden und die folgenden Eigenschaften besitzen:

3
a) li € L = {31420, 81+110, 81+ 4U}, YL < L1+ 24U,
i=1
vi €V s ().
b) Falls Ay(b) C Ap(z) mit b e VL%O(JC) (n, A\, w)-schlecht ist, so gilt

3
Ab) € | B
=1

¢) Je zwei verschiedene Container sind disjunkt.
Bemerkung 3.1.6. Die Eigenschaften von Schritt 1 liefern Folgendes:

e Zu jedem Tupel einer Energie A € I und eines w € Q¢ gibt es (n, A\, w)-
schlechte Umgebungen mit Radius [ und Zentrum im Uberdeckungsras-
ter, von denen maximal drei disjunkt sind. Teil 2.b) des Schrittes liefert,
dass diese alle in den Containermengen liegen.
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e Im Folgenden muss die Anzahl moglicher Container in Az (z) abgeschétzt
werden. Die Festlegung der Zentren auf das Raster schrankt dies weit
ein, die Anzahl an moglichen Kantenlingen auch. Die verschiedenen
Kantenlingen sind notwendig um 2.c) zu gewihren. Weiter sind die
Kantenldngen und deren maximale Summe wichtig bei der Iteration in
Schritt 4.

e Wird der Containerrand laut Hilfssatz 2.4.9 mit Mengen iiberdeckt,
die nicht vollsténdig in diesem Container liegen, dann liefert 2.c) au-
tomatisch, dass die Uberdeckungsumgebungen (n, A, w)-gute Mengen
sind.

Beweis Schritt 1. 1. Sei w ¢ Q¢. Dann gibt es ein A € I, so dass vier
disjunkte (n, A\, w)-schlechte Umgebungen mit Radius [ und Zentren in
V; 1 () existieren. Dafiir wird die Wahrscheinlichkeit abgeschétzt: Laut
10
1

Hilfssatz 2.4.8 gibt es maximal i—f (%)d Umgebungen mit Radius 15

und Zentren in VL,%O (z) in Az (x). Dann gibt es maximal (%)4 (#)M
Quadrupel von disjunkten Umgebungen mit Radius [ und Zentren in
VL’ll*o(m) in Ap(x). Laut G(I,1,n,¢) ist die Wahrscheinlichkeit fiir min-
desten zwei Paare unabhéngiger (n, A, w)-schlechter Mengen kleiner als
(1725)2. Damit folgt:

4 4d
L
oy< () (10L) " e
P(Q¢a) < (Cl ] l

Die Multiplikation mit L?¢ liefert:

4 4d q N4
P(QS)L* < (%) (%) I (1007102) Jtda—1)—16+2a8

Fiir den Exponent von [ ergibt sich:

€
2d+¢’

dd(a—1) —4€+206 <0 a <1+

was laut (IP) erfiillt ist. Es wird also P(Q&) < %L_Qg fiir | > r4(d, @),
wobei a auf anderen Parametern aufbaut, die aber alle nur von d und 7
abhéngig sind.

2. Mit w € Q¢ existieren maximal drei disjunkte (n, A, w)-schlechte Umge-
bungen iiber dem Raster VL,% (x). Seien Ay (bs), b; € VL,IZT) (x),i=1,2,3
drei solche Umgebungen (sonst vereinfacht sich der Beweis).
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Dann liegen alle (n, A\, w)-schlechten Umgebungen mit Zentren auf dem
Raster VL’%O(JJ), die nicht disjunkt zu A;(b;) sind, in Agi4op(bs): Fiir
alle diese (n, \,w)-schlechten Mengen A;(b) gibt es eine Kante e, mit
ey € E(b,1) und ey € E(b;,1). Der Abstand eines jeden Punktes y aus
Ay(b) zu b; ist kleiner gleich d(y, b) + 9(b, b;), wobei ?(y,b) <+ U und
0(b,b;) <1 +1+ U gilt, weil e, maximal [ entfernt von b und b; aus
beginnt und e hochstens die Lénge U hat.

Wenn zwei der Mengen Asi4ou(bi) nicht disjunkt sind, miissen diese
noch zu einer groferen Umgebung zusammengefiigt werden.

Seien ohne Einschrinkung der Allgemeinheit die Container zu As;42u (b1)
und Ag;you (b2) nicht disjunkt, dann gibt es eine Kante e, die in beiden
enthalten ist und einen Punkt Z in I, . Laut dem Uberdeckungssatz 2.4.7

gibt es im Raster V; 1 () einen Knoten ¥, so dass & € A L (v).
‘1o 5 +5U

Dann gilt fiir alle y, die im Container zu b; (i = 1, 2) hegen
a(y7 ) < a(yab ) + D(blvf))

< (3l42U +U) + (31+2U+3—é+5U+U)

<—l 11
10+ U

Der neue Container ist also A%H_HU(U).

Nun kann es noch passieren, dass dieser Container und As;42u (bs) nicht
disjunkt sind. Dann wird wieder ein noch gréfierer Container gewéahlt
der beide enthilt. Dazu wird auf einem der kiirzesten Pfade zwischen o
und b3 bei Entfernung 3] + 3U ein Rasterknoten aus Vi . (z) gesucht,

welcher wieder in maximaler Entfernung von % + 6U gefunden werden
kann und mit ¥ bezeichnet wird. Es gilt fiir alle y € A%HUU(@) und

2 € Aziq2u(b3):

0(y) < 0y, ) +0(8,7) < 3oL+ 12U + 31+ U+ 51+ 6U
48 4

f—l+ 1U
5 3
0(z,7) < 0(z,b3)+0(b3,v) <0(2,b3)+0(bs,v) — <3l+§U)+El+6U

< 3l+3U+ <@l+11U+3l+2U+U> —3l—gU+ %l+6U

48
T U
5
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Das heifit: Alle (n, A\, w)-schlechten Mengen mit Zentrum in VL%(ZE)
und Radius [ liegen im Container Ausi , a1 (7). Durch geeignete Um-
nummerierung gibt es fiir drei disjunkte schlechte Umgebungen folgende
Konfigurationen fiir Container, die alle der unter 2.) geforderten Eigen-
schaften geniigen:

(i) Bl =Asiou(bi), i=1,2,3

(i) B = A%H_HU(QN;), ©Bs = Asi42v(bs), B3 =Ty

(iii) @ = A%J’_%(ﬁ), Bl = @3 =T'p. |

Die konkreten Containermengen hingen von den jeweiligen Parametern
w € Qund A € T ab, d.h. es gibt fiir jedes Tupel (w, \) drei Mengen [O;(w, A).

Das Ziel ist zu zeigen, dass Ar(z) (n,\,w)-gut ist fiir alle w € Qg und
fir alle Energien A € I. Dies gelingt nicht immer. Mit Hilfe der Wegner-
Abschitzung wird gezeigt: Wenn es fiir Az (z) nicht gelingt, dann ist es sehr
unwahrscheinlich, dass es auch fiir Ay (y), mit Az (z) und Ar(y) sind disjunkt,
auch nicht gelingt.

In den beiden nichsten Schritten wird ein Zusammenhang von Spek-
tren verschiedener Umgebungen aufgezeigt, der aus der schwachen Wegner-
Abschitzung folgt.

Definition 3.1.7. Fiir eine Umgebung A,(z) mit s > 0 sei folgendes definiert:
o1 (HA‘“"(Z>(w)) =0 (HAS(Z)(W)) NI+ (—%879", %sien)),

wobei A + B die Minkowski-Summe ist.

Aus der Wahl von I folgt fiir s > 1 automatisch:

(I + (—%s_en, %5_9")) C Io.

Schritt 2. Fiir zwei disjunkte und damit unabhingige Umgebungen Ay, (v1)
und Ay, (v2) mit 11, lo > ro gilt:
P {w € Q mat dist (01 (HALI(DI)(w)) ,01 (HAlZ(UZ)(w))) < min{ls, l2}79"}

max{h, lg}d

< eyl F — 2
_CWyl min{ll,lz}q

Beweis. O.E.d.A. sei l1 = min{ly,l2}. Fiir endliche Teilmengen F1, E; C E
die disjunkt sind und ein Ereignis Qg C 2 mit

TT (@) x [a-, q:]"\F19P2) — 0,

ecE1UE>
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das heifit ¢ hingt nur von den Kanten in E; und FE2 ab, gilt:

IIlQ0 H ou(we) dwe H opu(we) dwe

E\El e€E e€E\E;

=Egp\g, ]P’El (Q0))
=Eg, Pz, (Q0)). (3.1)

Dies wird nun angewendet auf die abzuschétzende Wahrscheinlichkeit:

PE oy ,i1) {w € Q:dist (01 (HAlN”l)(w)) o1 (HA12 (Uz)(w))) < ll_en}

= IFDE(Ul,ll){W cQ: min dist (01 (HAll(U1> )) {)\}) < llgn}

A€oy (HAL2 (v2) (w))

“Pad U {oensn e (100).00) <17)

Aoy (HAlQ(vQ)(w))

< Z PE(Ul,ll) {w € Q: dist (g‘l(HAll(Ul)(w)) 7{>\}) < 1170"},
A€oy (HALQ(vz)(w)>

Mit o ( H*1 (1)) an Stelle von oy ( H*1("1) ) werden die Wahrscheinlichkei-

ten hochstens grofer und diese konnen einzeln mit der schwachen Wegner-
Abschitzung W (I,1,0,n,q) aus Bemerkung 3.1.3 durch I, ~¢ abgeschiitzt
werden. Die Weyl-Asymptotik aus Folgerung 2.7.6 liefert eine Abschétzung an
die Anzahl der Summanden, also die Anzahl an Eigenwerten von H*t2(V2) (1)
in Io.

159

< —.
= X

o1 (HALQ (vz)(w))’ i< CWoy! -

Fiir die gesamte Wahrscheinlichkeit gilt:

IP’{ w € N : dist (01 (HA’l(”l)(w)> , 01 (HAZ2(U2)(UJ))) <o }
=

= Eg(us,12) (PE(w1,11)(0))

(3.1)

¢
< EE(vg,lg) (CWeyl . l17q> C'Weyl l q"
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Schritt 3. Es gibt ein rs, so dass firl > rs gilt: Fir z, y € V. mit Ar(z)
und Ar(y) disjunkt gilt:

P(Qw) < éL*%,nut

Qw ={w € Q mit 3 Ay, (vi),i =1,2 mit
Ay (v1) = Ar(z) oder vy € VL,%(x) und I, € L,

Ay, (v2) = AL(y) oder v € VL’%O(y) und lo € L,
dist (o1 (H*1 V(@) on (B0 (@) ) < mingly, 127" |

Beweis. Es wird die Anzahl der moglichen Umgebungspaare Ay, (v;) ab-
geschitzt durch: Die Anzahl von Zentren ist beschrinkt durch die Anzahl
an Knoten in den Rastern VL’%O(.’E), VL’%O(y) welche beide laut Hilfssatz
2.4.8 durch Z—f (%)d beschrénkt sind. Da es maximal vier verschiedene Kan-
tenldngen geben kann, gilt mit Schritt 2 fiir [ > 7a:

2
4.10%; (L\* (max{l1,l2})?
< = . Sl Sh A A <
IP(QW) > ( . ( I ) > CVVeyl (mil’l{lhlg})q (l < lhlz < L)

4- 10d62)2 . L = Cwey1 (44 i 1Odc2)2 j3da—2d—q
[2d+q © c1 ’

Multipliziert mit L?¢ = [?*¢ ergibt sich auf der rechten Seite als Exponent
von [ gerade 3ad — 2d — q + 2a€. Dieser Exponent ist genau dann kleiner als
null, wenn

S CWeyl (

C1

o< 2d+q _ 3d+(q—d)
3d+2¢  3d+2¢

gilt. Mit der Wahl von « und ¢ laut (IP) folgt:

2% g, 2 _3dya 3d + (¢ — d)
4d + 2¢ 3d+26  3d+28 cc1goq) B+

IN

a<l+

demnach gibt es ein 75(Cwey1, c1, ¢2,d, g, @, 72), so dass fiir alle I > rs:
4-10% 2 3da—2d—q 1. o
P(Qw) < Cweyt [ ——2 ) 1 < gL 3
C1

Schritt 4. Seien z, y € V, so dass Ar(x) und Ar(y) disjunkt sind, Qc und
Qw wie in Schritt 1 und 3. Sei w € Qa(xz) N Qa(y) N Qy und A € I. Dann
gibt es ein z € {x,y} und ein rs, so dass Ap(z) (n, \,w)-gut ist firl > rs.
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Definition 3.1.8. Sei A € I. Ein induzierter Teilgraph A, (v) wird A-resonant
zu w € {2 genannt, wenn

dist (U(HA"<U>(w)), {)\}) < %rﬂ%ﬂ
ansonsten A-dissonant zu w.

Beweis. Sei 11 die maximale Linge aller Umgebungen Ag(v) mit s € L,
v E VL‘%O(JC) U VL’%O(y) bzw. Ar(z) und Ar(y), die Ad-resonant zu w € Q%
sind. (Gibt es keine solche Menge, dann sind diese alle A-dissonant.) O.E.d.A.
sei Ay, (v1) solch eine Umgebung mit v, € VL,% (y) oder v; = y. Dann sind
alle Umgebungen A;, (v2) mit v € VL’%O(JC), lo € £ und Ar(z) M\-dissonant:

Es wird das Gegenteil angenommen, d.h. Ay, (v2) oder Ar(z) ist A-resonant.
O.E.d.A. sei dies Ay, (v2). Dann gilt:

dist (0—1 (HA11<“1>(M)) o1 (HAl2<”2>(w)))
< dist (gl (HAMW(W)) 7{)\}) + dist (m (HA12<”2)(w)) ,{)\})

(15)
1 —6n 1 —6n
§l1 + 512 (Ag; (v1), Aiy (v2) A -resonant)
< min{ll, lg}ien,

woraus folgt, dass w € Qw, was zu einem Widerspruch fithrt. Also sind alle
Container zu Az (z) aus Schritt 1 und Ar(x) selbst A-dissonant.

Ziel ist, zu zeigen, dass Ap(x) eine (n, A\, w)-gute Umgebung ist. Dies soll
erméglicht werden, indem A'"*(z) iiberdeckt wird durch Mengen A" (zo). Es
sind also die Normen

-1
(i) = ‘ L gt (o) (HAL<T>(W) - /\) Lot (o)

abzuschitzen. Dies wird durch Iterieren mit

-1

; Ap (@) )
()< C- ’ Lpgut (a) (H () (1) —)\) L pfnt (o)

. m Ap (z -1
(Z) <Cc™. ‘ lA%ut(m) (H r( )(w) — )\) lA;nt(zm)H

erreicht, wobei AP (21) zur Uberdeckung von A{™(20) benutzt wird, bzw.
A" (2,) zur Uberdeckung von A{"*(z,,—1). Dabei soll C < 1 moglichst
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klein sein. Im letzten Rechenschritt wird dann die Norm durch die Combes-
Thomas-Abschiitzung abgeschitzt. Der Iterationsvorgang von xg zu &, ist
der wesentliche Inhalt der Multiskalenanalyse und wird nun vorgestellt:

Sei also zp mégliches Uberdeckungszentrum fiir A" (z), dass heifit o €
Vi L (z)N A%(m) laut Bemerkung 2.4.10. Sind die Punkte zo,...,2zm €
VL,lzT)(x) N Ar(z) mit m > 0 gewédhlt, dann werden anhand von w zwei

Fille unterschieden, wie der nachfolgende Punkt 2,41 gewiihlt wird (siehe
auch Abbildung 3.2; die grilnen Umgebungen entsprechen Fall (+), die roten
Umgebungen mit den Containern Fall (—)):

L
10

(+): Ai(zm) ist (n, A, w)-gut:
Dann gilt laut der Geometrischen Resolventenungleichung in Folgerung
2.6.6:

-1
A (z
Lrguta) (H £ () f,\) Lyt o)

AL (@) -t
< Caru || Tague(y) (H (w) = >\) Lagut(z,)

-1
S CGRU ]lA%llt(z) (HAL @) (CU) - )\) ]].Avlout (zm) || lin. (32)

A m
Lapet o (HM O™ @) =) Lygga

Nun wird A" () iiberdeckt durch Umgebungen mit Mittelpunkten in
VLWLT)(x) und Radius é; also mit Inneren von Umgebungen mit Radius
[. Laut Hilfssatz 2.4.7 und Bemerkung 2.4.10 ist dies wie folgt moglich:

AP (2) C U A (v).

veV, ;| (z)NV 4
L, E(wm, 51)

Durch Hilfssatz 2.4.8 kann die maximale Anzahl bendtigter Zentren
abgeschétzt werden (die Uberdeckungszentren liegen in F (ﬂcm, %l) und
damit liegen die zugehorigen disjunkten Mengen mit Radius % in
E (e 24 5+ U)):

d
co (10(521+0)
= ‘V%fww%(xm)‘ e <l

Vi @) N V(e o

Cc2 d
< —-15%
I>rg C1
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Aus Beziehung (3.2) ergibt sich damit:

Ap (z -1
]]‘A%“t(z> (H L( )(UJ) - )\) ]]_Aint(zm)H

-1
< Cgrul™"- Z ’ 1 pout (2 (HAL(Q)(w) —)\) Lpint (v)
”GVL,%(IWVE(M,/,%L)
—n €2 _.d Ap(x) -t
< Conu 177+ 215 g (@ @) =A) Lapenn]»
=104

(3.3)
wobeil Z;,4+1 ein Knoten aus VL,%(m) N VE(IW%Z) ist, fiir den obige
Norm maximal wird. Der Abstand 9(Zm, ©m+1) ist kleiner gleich %l.

(=): Ai(zm) ist (n, A, w)-schlecht.

Dann gibt es laut Schritt 2 eine Containermenge ©; = Ay, (v;), mit
l; € Lund v; € VL%(QJ), so dass Ai(zm) C ©;. Aus (2.2) folgt

dist (2", A () ) > dist (A7 (), A () ) > é

%li_en und

Da alle Container in Az (z) A-dissonant sind, gilt fiir 7 := A —
si=\+ %lfg", dass (r, s) eine Liicke im Spektrum von H 9 ist. Mit

n= %lfen folgt aus der Combes-Thomas-Abschétzung (Satz 2.5.7):

o, -1
1 @?ut (H (w) — )\) lA;nt(Tm) H

C _on |
< 9. Z_Gn . - n.,_
CCTA 21 EXp( \/i l 2)

< 2Ccra - l,-gn. (3.4)

Die Folgerung aus der Geometrischen Resolventenungleichung 2.6.6
liefert, wenn @5"* und A9"*(x) disjunkt sind, die Beziehung:

A —1
lA‘E‘“(z) (H () (w) — )\) ]]'A}“t(zm)

Ap(@) -
S CGRU ]].A%ut (z) (H (w) — )\) 1 @gut

. H]]_ Eigut (H @i(w) - A)_l ]lA?,m(zm)

—1
< 2Caru Cora L™ - ‘ Lasut(a) (HALW(w) - A) 1 gout (3.5)
3.4 K

(3.4)
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Nun kann ©§"* mit Mengen vom Radius % iiberdeckt werden, was laut

Hilfssatz 2.4.9 moglich ist, so dass die iiberdeckenden Mengen nicht in
[©; und auch in keinem anderen Container liegen, also (n, A\, w)-gut sind:

U Al (w) D B9, mit A" (w) ¢ ©); fir w e W.

weWw

Die Zentren sind maximal é entfernt vom Container [©; und damit die
disjunkten Mengen mit Radius 1Lo des Rasters in der Umgebung mit

Radius [; + é + % + U um das Zentrum des Containers enthalten. Laut
Hilfssatz 2.4.8 ist die Anzahl der Zentren in W:

d
MPPTEESES E

l

Also gilt:

|

wobei T ein Element aus W ist, fiir das letztere Norm maximal wird.
Nun gilt: A™(2Z) ist (n, \,w)-gut und es kann ein Schritt nach (+)
durchgefiihrt werden, woraus insgesamt mit den Gleichungen (3.3), (3.5)
und (3.6) folgt, dass

|

—1
lA%llt(‘,r) (HAL(x)(w) — )\) 1 @?ut

» (3.6)

Ar() _
<2 z ]LA%M(Z)<H L (w)—)\) Lyt 2

<02<10(zi+;,gz+U)>d’

-1
:U.Aciut(x) (HAL(I)(w) 7)\) ].A;nt<zm)H

Caru 'Cz>2 (150(li + 5l + U)>d N R
l 3

< 2Ccta (

Dabei gilt fiir die verwendeten Zentren

C1 (37)

=:6_

AL(@) -t
i (170 )

0($m,1}i) <L+U-1

~ l
(Z,vi) < 3 +L+U
und insgesamt mit Schritt (+):

N XTm,Tm + 1) < 20; + ;l + 2U.
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Nun gilt fiir die Vorfaktoren 4+ und 0_:
5+ = CGRUf 15 Sl

wird beliebig klein fiir alle [ > rg, wobei r¢(Caru, ¢1, c2,d, n). Mit I; < L bzw.
Li+ 314U < L (2B. erfillt fiir | > 115-7) ergibt sich:

2 an d
6— < 2Ccra (CGRU i 62) (15?1 ) N e s
(&)

_ é . ld(a71)7n+a9n.

Um polynomielles Fallen dieses Vorfaktors zu gewédhren, muss der Exponent
kleiner als null sein, was umgestellt 6§ < W bedeutet und laut (IP’)
erfiillt ist. Also gibt es einen Radius 77 der von Ceru, Ccra, c2, ¢1, d, o und
n abhéngt, so dass

6- < fiir alle I > rr.

1
2

AP ()
O (n, A\, w)-gutes Aj(zm)

O (n, A, w)-schlechtes A;(zm)

O Container [Q;

A (@)

Abbildung 3.2: Tteration in der Multiskalenanalyse.

Mit steigender Anzahl an Iterationen nach (4) und (—) wird die Abschit-
zung immer besser, weil in beiden Féllen die Vorfaktoren kleiner als eins
sind. Allerdings sind fiir die Ausfiihrbarkeit einige Restriktionen gegeben,
so dass nicht klar ist, wie oft die jeweiligen Fille auftauchen kénnen: Fiir
(+) muss zur Anwendung der Geometrischen Resolventenungleichung gelten,
dass A;(zm) und A9™(x) disjunkt sind. Fiir (—) muss gelten, dass BI?"* und
A9"*(x) disjunkt sind und nach der Wahl von # noch ein Schritt nach (+)
ausgefithrt werden kann.
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Das Zentrum, bei dem die Iteration gestoppt wird, sei mit z bezeichnet. Um
— fiir spétere Anwendung — noch eine Combes-Thomas-Abschétzung zwischen
A (x1,) und A" (z) moglich zu machen, miissen diese beiden Mengen einen
positiven Abstand haben.

Die Anzahl der nach (4) iterierten Schritte sei mit ky bezeichnet, die der
nach Fall (—) iterierten Schritte mit k_. Da nicht klar ist, ob ein Schritt
nach Fall (—) iiberhaupt auftritt, gilt es, die Mindestanzahl an Schritten
nach (4) zu ermitteln. Am wenigsten Schritte nach Fall (4) gibt es, wenn
der Startpunkt zo soweit wie moglich von z entfernt liegt und mit jedem
Schritt immer die maximale Schrittweite direkt zum Rand, also zu A" (z)
iiberwunden wird. Wenn dabei die grofitmoglichen Container im Weg stehen,
das heilt durch Schritte nach Fall (—) iiberwunden werden miissen, ergibt
sich die minimale Anzahl der Schritte nach Fall (+). Siehe dazu auch die
Veranschaulichung in Abbildung 3.2. Es gilt also:

3
4 2 L 1 l
k+-<3l>+§1 <21i+§l+2U) > L—3U — (§+§+U> - (§+2U>
—— = AoLuc(z) N—————

Schrittweite (+)  Schrittweite Fall (—) APt (2)NAP (zg)#2 Tr-Bedingung

woraus mit Teil 2.a) aus Schritt 2
- 17 (3.8)

fiir [ > 300U = r¢ folgt. Insgesamt ergibt dies mit den Endformeln (3.3) aus
Fall (+) und (3.7) aus Fall (=) (und & =k + k— und 06— < 1):

. -1
Lagueey (A (@) = A) T Lygmiay)

-1
S 5i+ * 57’6_ * ‘ ]]'A%“t(.r) (HAL(I) (UJ) - )\) J].Ailnt(zk>
k Ap (z -1
S 5++ . ‘ I].Aciut(l.) (H L( )(UJ) — )\) lAilnt<fEk> .

Die letzte Norm kann analog zu (3.4) mit der Combes-Thomas-Abschétzung
abgeschiitzt werden (r = A — 2L7%" s =X+ 1L7%"), da AL (z) A-dissonant
ist:

Mit der letzten Abschéitzung wird der Iterationsschritt bewiesen. Zuerst

wird AP (z) mit Umgebungen der Form A" (y) iiberdeckt. Die benstigten

Zentren haben hochstens einen Abstand von LT“ von z, also kann Beziehung

-1
]]-A%“t(w) (HAL(I)(W) - >\) :U-Ailnt(zo)H < 5i+ -2Ccora - L™, (3.9)
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(3.9) mit 9 = y benutzt werden. Aus der obigen Herangehensweise mit der
maximalen Anzahl an Uberdeckungsmengen folgt dann:

-1
1 ygu (a) (HAL“”)(UJ) - ,\) Lyint (o)

02<10(L;l+fo+U

<

l

d
)) X 5+k:+ X QCCTA . LOn
c1

d
10(L+B140
< 2Ccra - = (6+)%_17 . <(3+30+) Lo
64<1,(3.8) C1 1

<C. (6+)%_17 . da=D+a0n

Laut (IP) und (IP’) gilt:
L_

<G (54)7 T

Fiir I > 7 gilt 64 < 1 und mit [ > (4- 17)ﬁ ergibt sich fiir die Exponenti-

alfunktion la; —17< ? und damit:
1 lail yg la,l
Sé'(i) -12"§é~<7) P

Es existiert ein Radius rs mit rs > max{re,r7}, so dass fiir alle Radien
1 > rg(Ccra, 2, c1) der exponentielle Teil schneller féllt, als jedes Polynom
wichst, also auch schneller als C - [2"T%" < C' . [*" woraus der polynomielle
Abfall folgt:

< t=rLm 5]

—1
A (z
Lyont (a) (H (@) () — )\) Lot (o)

Laut Schritt 4 gilt G(I, L, n, &) fiir alle w € Qa(z)NQa(y) NQy und I > rg,
wenn G(I,1,n, &) gilt, wobei fiir die Ereignisse laut Teil 1 aus Schritt 1 und
Schritt 3 gilt:

P(Qc) > 1 — %L_Qf, P(Qw) < %L‘Zf,

fiir | > max{r4,rs}, woraus
P(Qc(z) NQa(y) NQw) =1 —P(Qa(z)UQG(y) UQw)
21— (P(Qc(z)%) + P(Qa(y)?) + P(Qw))
1 —2¢ 1 —2¢ 1 —2¢
>1-— (= - d
>1 <3L + gl gL
=1-L7%,
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also auch die Behauptung
P(Qc(x) NQa(y) NQy) >1— L%
fiir | > rg := max{ra,rs,rs} folgt. O

Bemerkung 3.1.9. Es ist kein exponentielles Fallen der lokalen Resolventen
moglich, da fiir ki gilt ky > % - % — ¢, wobei der Vorfaktor kleiner als eins
eine wichtige Rolle einnimmt. Fiir exponentielle Lokalisierung wird in der
Abschétzung der lokalen Resolventen im Induktionsschritt vom Fallen der
Resolventen zur Léngenskala [

geschlossen. Dabei darf «;, nur geringfiigig kleiner werden, so dass es eine
untere Schranke fiir alle 7. gibt, welche noch grofler als Null ist. In der
Berechnung der neuen Konstanten ergibt sich mit dem Vorfaktor % in ki,
dass yr hochstens halb so grofl wie v ist. Damit kann kein gleichmé&figer
Koeffizient fiir das exponentielle Fallen gefunden werden.

-1
L pout(y) (HAZ(”F“) L pint () <e auf

—1
]]'A‘iut(v) (HAL(U)iw) ]]'Aiijt(’u) S ei’YL'L

3.2 Spektrale Lokalisierung

Nun wird gezeigt, wie aus dem Induktionssatz polynomielles Fallen der ver-
allgemeinerten Eigenfunktionen fiir fast alle Operatoren der Operatorfamilie
(HP(w)) geschlussfolgert werden kann. Laut Abschnitt 2.9 existiert eine
Entwicklung des Operators in verallgemeinerte Eigenfunktionen, wobei ein
maximales polynomielles Wachstum bekannt ist. Verkniipft mit dem poly-
nomiellen Fallen der lokalen Resolventen fiir viele Konfigurationen w aus
dem Induktionssatz ergibt sich ein polynomielles Fallen der verallgemeinerten
Eigenfunktionen (VEF). Ist der Grad des polynomiellen Fallens hoch genug,
dann liegen die VEF automatisch in L?(Xg) und sind somit automatisch
Eigenfunktionen und das Spektrum fast sicher diskret — zumindest im Intervall
1, fiir welches der Induktionsatz gilt.

Dazu wird noch folgender Hilfssatz iiber Abschitzungen der Normen verall-
gemeinerter Eigenfunktionen benétigt.

Hilfssatz 3.2.1. Sei I’ metrischer Graph mit (geom:u,U ,poly) und (HD¥ (w))
ein zufilliger Operator mit Randbedingungen der Form (RB:P,L,S) und Po-
tential, welches (pot:char,dichte,unord) erfiillt. Sei eine Umgebung A;(v) mat
v €V undl > 6U gegeben. Dann gibt es zu jedem beschrdinkten Intervall
Iy € R eine Konstante Cver (lo,u, S, Cy), die nicht von | und v abhdingt, so
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Y :

I(e)

wle

v € Vew,i-v),0

dass fir jede verallgemeinerte Figenfunktion f zu einem \ € Iy fiir alle w € Q
mit A € o(H* ) (w)) die folgende Bedingung erfiillt ist:

] < s

A@) -
]]-A?“t('v) (H (w) - )\) ]]'Ail“t(v) H]]-A?ut(v>fH .

Der Radius | > 6U gewihrleistet, dass Ai**(v) und AP"*(v) disjunkte indu-
zierte Teilgraphen sind. Diese Beziehung wird auch Ungleichung der fallenden
Eigenfunktion genannt und liefert mit dem Fallen der lokalen Resolventen das
Fallen der verallgemeinerten Eigenfunktionen. Der Beweis benutzt dieselben
Ideen, wie der entsprechende Beweis von Lemma 3.2.2 Punkt (b) in [Sto01].

Beweis. Sei 1) : [0, %} — [0, 1] eine glatte Funktion mit folgenden Eigenschaf-
ten: ¥(x) = 0 auf offener Umgebung von Null und % (z) = 1 auf offener
Umgebung von 3. Daraus kann eine Abschneidefunktion konstruiert werden,
die ihren Tréger in Xp(,,;—y) hat.

Auf den Randkanten von A;_y(v) (d.h. Kanten, deren Anfangs- oder End-
knoten in Vg(,,—v),s liegt) sei ¢ vom Randpunkt aus auf dem Intervall der

Lange % gleich 9(x) gesetzt und auf dem Rest von Xp(,;—y) identisch zu
eins und sonst identisch zu null. Dann gilt

1, auf VE(v,l—U),int:
o p(v) =
) {O, sonst,

e supp ¢ C Xp(v,i-v), supp ¢’ C AP"*(v) und die Randknoten von E(v,l—
U) sind innere Knoten von A" (v).

Seien f, g € Diok(h). Dann gilt mit der Notation aus Abschnitt 2.3:

bolof. 9] —bilf,09) = ((6)'19)) = (F'1(69)") = D (Lu(¢)(v), 9(v))

veV

+ ) (Lo f (), (69)(v)) + Vu(@F)lg) — Ve flog).

veV

Dabei laufen die beiden Summen nur iiber endlich viele nicht-triviale Sum-
manden, da ¢ kompakten Trager hat. Weil ¢(v) laut Konstruktion konstant
und L, linear ist, heben sich die beiden Summen der rechten Seite auf. Auch
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die beiden Skalarprodukte mit dem Potential heben sich auf, da sie endlich
sind und ¢ reell ist. Hieraus folgt:

bilef, gl — bLlf, b9l = ((&f)'19') — (F'|(69)")  (Produktregel)
=(¢'flg) — (f'¢g)- (3.10)

Sei nun f eine verallgemeinerte Eigenfunktion zu A € Iy (im Sinne von
Definition 2.9.1) und g := (H»®)(w) — /\)71]].A§nt(,u)f. Dann erfillt f laut
Hilfssatz 2.9.2 Punkt 3. die Randbedingungen des Operators und damit
auch der Form, d.h. f € Diok(hs,) und ¢f € D(H ) (w)) (denn (¢f)(v) =
f(v) und (¢f)'(v) = f'(v) auf Vig(y,i—v),int und fiir alle anderen Knoten gilt
(¢f)(v) = () (v) = 0). Es folgt nach dem Darstellungssatz fiir nach unten
beschrinkte selbstadjungierte Operatoren iiber assoziierte Formen — welcher
auch aus Satz 2.5.3 folgt:

(ho = NS, 9] = (021 = N[, 9]
= ((HM®) (@) = N f, (N (@) = ) Ly f)

- Hleil,,t(U)fHQ. (3.11)

Auf b5 [f, #g] kann der Représentationssatz nicht angewendet werden, da f
nicht im Definitionsbereich des Operators liegt. Trotzdem folgt aus partieller
Integration:

(b = NS, 09 = (05 = Mg, /1 (¢(v) =0 auf V\ Viw,i-v).int)
= ((¢9)'1f') = > (Lo (09)(v), f () + (Vo) (09)If)

VEVE(v,1-U),int

= (=(89)"1f) + (Va) (d9)If)
= D {(@9)(0), fW) = Y (Lu(ég)(v), f(v))

VEVE(v,1-U),int VEVE(v,1—U),int

=0, laut Randbedingungen
= ((H™"(w) = A) o911
=0, (3.12)

da (¢g) € D(H"*(w)) und f verallgemeinerte Eigenfunktion von HL(w) zu
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A ist. Mit (3.10) und(3.11) ergibt dies dann:
2
HlAiLHt(u)fH = <f¢/79/> - <f/|¢/g>
1 Y
Loupp ¢ ((HAL(U)(W) - A) IlA;nt(v)f>

|

1
lA?ut(U) (HAZ(U)((;J) - A) ]]-A%nt(v)fH .

<9l g

9 oo 1

Die Ableitung f’ kann durch die Kegeleigenschaft der Kanten des Graphen
mit Hilfssatz 2.9.3 abgeschiitzt werden. Da supp ¢’ C A" (v) gilt, folgt:

H]]-supqu’f’” < HI]-A?“"(U)JNH < CKegel

Lygpur o f]| -

Die Schale mit Breite U innerhalb von A{"(v) wird mit AJ (v) := Aj_p(v) \
A;—_2u (v) bezeichnet. Fiir diese gilt 1 Af(v) 2 Lsupp ¢, woraus mittels partieller
Integration — analog zu Rechnungen in (3.12) — geschlussfolgert werden kann,
dass g schwache Losung zu HF (w)g = Ag + ]lAiLnt(v)f auf Af(v) ist (d.h. g
ist schwache Losung von (HP%(w) — X)g = 0 auf A?(v)). Mit der Caccioppoli-
Abschétzung folgt:

—1 !

‘ ]].Supp¢/ <(HAL(v)(w) — )\) J].Ailnt<v)f) H
Ay (v -1 '
]lA?(v) ((H i )(w)) ]].Aént(,u)f> H

Lpgut (o) (HAN”)(UJ) - )\)

S ‘

— Cer(1+ w)]

1
o]
Insgesamt ergibt sich also:

[ [ < 1o (1 + IADCp + Crcegn)

-1
A
]]'A?‘"’(’U) (H 1) (w) - )\) lAiLnt(v)

H]].A;nt(v)fH H]‘LA?ut(U)fH .

O

Mit diesem Hilfssatz, dem Induktionssatz und dem Wissen iiber verallge-
meinerte Eigenfunktionen aus Abschnitt 2.9 ldsst sich jetzt das polynomielle
Fallen der VEF beweisen.

Hilfssatz 3.2.2. Seien I' ein metrischer Graph und (HPF (w)) ein zufilliger
Operator mit (geom:u,U ,poly), (RB:P,L,S) und (pot:char,dichte,unord). Sei-
en Induktionsparameter laut (IP) im Induktionssatz 3.1.5 gewdhlt und I =
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[,k + %T0672] mit ro > max{rs,ro} das zugehorige Intervall, welches mit
der Startlinge r9 des Induktionssatzes aus dem Induktionsanfang, welcher fiir
I > rs gilt, gewonnen wird.

Dann gibt es ein no € R und eine Menge Qo C Q mit P(Q) = 1, so dass
fiir alle verallgemeinerten Eigenfunktionen f von HT(w) mit A € T und
w € Qo gilt: Es gibt eine Konstante Cpoiy~, = Cpolyn, (CvEF, Cpoly 7, d) und
einen Radius r1o — welcher auch von der Eigenfunktion abhdngt — mit

1L A200 @) FANl < Cpotyn0(2, 0) 7"
fiir alle x € Xg mit 9(z,0) > r10.

Der Beweis wurde schon in [DK89]| in dhnlicher Form aufgefithrt. Da hier
nur polynomielles Abfallen bewiesen werden kann, vereinfacht er sich etwas.

Beweis. Laut dem Induktionssatz 3.1.5 gilt G(I,l;,n,&) fiir die Folge von
Léngen [, = o™ mit k € NU {0}.
Fiir vg € V' wird der folgende induzierte Teilgraph betrachtet:

Ag+1(vo) == Aoy, +20 (vo) \ Asiy +u (vo), ke Nu{0}

mit dem Uberdeckungsraster Vi41(vo) := V21k+1+2U,l1—’5(v0)' Mit Qg (vo) sei

das folgende Ereignis bezeichnet:
Qk(vo) = {w cQmit3I e I,x € Ak+1('vo) N Vk_»,_l(’l)()) :
Ay, (z) und Ay, (vo) sind (n, /\,w)—schlecht}.

Laut dem Induktionssatz 3.1.5 gilt G(I,lk,n, &), was die Wahrscheinlichkeit
fir das Auftreten zweier disjunkter schlechter Umgebungen mit Radius I
auf [, ** beschriinkt (nach der Konstruktion von Ag1(vo) sind die beiden
Umgebungen in Qj disjunkt). Mit dem Abschétzen der maximalen Anzahl an
Rasterpunkten laut Hilfssatz 2.4.8 folgt analog zu Abschétzungen im vorigem
Abschnitt:

PO (un)) < 2 (LB 207 e

C1 lk

< 072 . (40)d . l:(a—l)—QE
C1

<L°

fir ein § mit %5 > § > 0 und ab einem gewissen k > ko abhéngig von
c1, 2, &, d, b und « (denn aus (IP) folgt 2d(a — 1) < &). Die Summe der
Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse 2y, ist konvergent:

S B < 3 (18") " = > (la“)ak < o0,

k>ko k>ko k>ko
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k

da I;° < 1 und o® > k ab einem bestimmten k. Mit dem Borel-Cantelli

Lemma folgt daraus:
P{lweQmit 3k €N, s.d.Vk>ki:wédQ(vo)} =1.
Der Durchschnitt aller dieser Ereignisse iiber v € V

(N{weQmit Ik €N, s.d V> ki:wd Q(v)}

veV

hat immer noch Ma8 eins (dies wird am leichtesten iiber doppelte Komple-
mentbildung nachgerechnet) und entspricht dem gesuchten Ereignis

Qo:={welmit VvoeV Ik, eN,s.d VEk>k,:w¢Qi(v)}.

Sei w € Qo und f eine verallgemeinerte Eigenfunktion von H™'(w) zu
A€ l. Seiwvg €V mit H]l/\zou(vo)fH > 0 (wenn solch ein vg nicht existiert, ist
f=0). Dann ist Ay, (vo) nicht (n, A, w)-gut fiir unendlich viele k, denn sonst
gilt laut Hilfssatz 3.2.1 und Hilfssatz 2.9.7

HL\on(Uo)f” < Hll\ﬁf(vo)‘fH

< Cver

—1
Ay, (vo) .
]]'A?}:‘t<v0) (H 1 (Y0 (UJ) - )\) ]]-Ail:(vO)

[2azzeconr 1]
—n d a+2
< COver U™ " Choty - 1™ - (1 +0(v0,0) + 1 + U) 2

3d+2
S Cvo . lk 2 )

was fiir jede Teilfolge von (I) gegen null konvergiert. Also gibt es ein k2 € N,
so dass fiir alle k > kz die Umgebung Ay, (vo) (n, A, w)-schlecht ist. Dann gilt
mit k > max{kz, kv, } und v € Ag41(vo) N Vit1(vo), dass Ay, (v) (n, A, w)-gut
ist. Mit den Schalen Axt1(vo) kann der ganze Graph I' iiberdeckt werden und
es folgt fiir ks := max{k2, kv, }:

U Ak+1(’Uo) =T \ A21k3+U(UO)'
k>k3

Zu jedem y € Ay41(vo) gibt es ein solches Zentrum y1 € Ag1(vo) N Vi1 (vo),
so dass Azou(y) C Ayt (y1) liegt (dies folgt aus dem Uberdeckungssatz 2.4.7
fiir I, > 780U). Mit Hilfssatz 3.2.1 ergibt sich daraus:

HILAon(?J)fH < H]l/\ilj‘:(yl)fH

< Cver

1
Last(y) HIA?,:t(yl)fH

Lagut(yy) (HAlk W (w) — /\)

<Cver-lx " H]].A?ut(yl)f
k

’
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mit polynomiellem Wachstum der verallgemeinerten Eigenfunktion laut Hilfs-
satz 2.9.7 folgt:
—n d da+2
< Cver -l Cpoty 7 - k" - (14+0(y1,0) + 1+ U) 2

d+2
2 .

IN

C- " (1+3(y1,y) +9(y,v0) +0(v0,0) + i + U)

1
Mit ?(y,v0) € [2lx + U, 241 + 3U], d.h. (%) <l < A g
3y, 1) < % + U — 20U ergibt sich weiter:

are
<C 4. (1 + % — 19U +2(y,vo) + D(vo70)> ’
d—n
<é- (°(yé”°)> (200, vo) + (v, 0) F
d=n
< Goodt?. (D(Zlévo)) « -D(y,vo)¥ 'D(UQ,O)¥
d+2

Fir n > 2d + 2 (a < 2) ist der Exponent negativ, was durch die Wahl
n > bd + 2 laut (IP) immer erfiillt ist. Damit gibt es eine Konstante Cpoiy,,
die nicht vom Schalenindex k abhéngt, sondern nur von d, Cver und Cpoly
(also von den Konstanten u, c1, ¢z, d, S, Cy, dem Intervall Iy und f), so dass
um den Knoten vo ab dem Abstand 2lx, + 2U =: r19 polynomieller Abfall
gezeigt wurde. Um die Notation der Behauptung zu erfiillen, kann vg als der
Wurzelknoten des Graphen definiert werden, denn bisher war es nicht notig
einen bestimmten Knoten als Wurzel festzulegen. O

Fiir eine — im Sinn des letzten Hilfssatzes — polynomiell fallende Funktion
gibt es einen bestimmten Grad des polynomiellen Fallens, ab dem die Funk-
tion automatisch eine L?(Xg)-Funktion ist. Die Schranke an den Grad ist
die Gleiche wie fiir die Gewichtsfunktion aus Bemerkung 2.9.6, fiir welche
punktweises polynomielles Wachstum bzw. Fallen bekannt ist:

Bemerkung 3.2.3. Sei I ein metrischer Graph mit (geom:u,U,poly). Dann ist
f = (f)eer mit fo € L*(I.) eine L*(Xg)-Funktion, wenn
—m . d+1
YveV: H]ll\zov(v)f” < 0(v,0) mltm>%.
Beweis. Sei Ap := Aoorv(0) \ Asok—1)v—uv (0) ein induzierter Teilgraph. Dann
kann der ganze Graph I' durch die Schalen Ay tiberdeckt werden und fur
z € Xy, gilt 9(z,0) > 20kU — 21U. Aus dem Uberdeckungssatz 2.4.7
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fplgt, dass jede Schale mit Umgebungen mit Radius 20U und Zentren im
Uberdeckungsraster Vaoru,su (0) iiberdeckt werden kann:

H]'Akf‘|2 < Z |’1A20U(”)f“2

vEALNVaoku,5u (0)
—2
< g o(v,0)”°™
Vor.
vEALNVaoru,50 (0)

e (20/<:U
Hsatz. 2.4.8 C1 5U
<C-E' (k=27 (k>3).

d
> (20kU — 21U) 2

Nun gilt
1a, f]I? < - <Cc-2ty
ZH Aka —Zc(k_Q)Qm_C Z(k_2)2m<oo’
k=4 k=4 k=4
wenn d — 2m < —1, was laut Voraussetzung erfiillt ist. O

Laut Hilfssatz 3.2.2 sind die VEF zu H""*(w) zu den Spektralwerten aus
dem Intervall aus der Multiskalenanalyse also polynomiell fallend — zumindest
auflerhalb einer beschrénkten Umgebung. Daraus kann nun geschlossen werden,
dass ein Operator aus der Familie (H"%(w)) in diesem Intervall fast sicher
nur Punktspektrum besitzt:

Satz 3.2.4. Sei ' ein metrischer Graph mit den geometrischen Eigenschaften
(geom:u,U,poly) und HT(w) ein zufilliger Operator mit Randbedingungen
der Form (RB:P,L,S) und Potential nach (pot:char,dichte,unord). Sei ro der
Radius aus dem letzten Hilfssatz und n > 5d + 2. Dann hat H™E(w) fir
fast alle w € Q in I = [/@, K+ %roﬁ_Q] reines Punktspektrum mit polynomiell
abklingenden FEigenfunktionen.

Beweis. Laut den Voraussetzungen gilt Hilfssatz 3.2.2. Somit gibt es eine
Menge Q0 C €2 mit Maf} eins, so dass fiir alle w € € alle verallgemeinerten
Elgenfunktlonen f zu Spektralwerten A € I zu H""(w) mit dem Exponenten
n_d_ d+2 polynomlell fallen. Laut Bemerkung 3.2.3 sind die verallgemei-
nerten Elgenfunktlonen L?(Xg)-Funktionen und somit echte Eigenfunktionen,

wenn der Exponent grofler als % ist, also wenn:

n_d_d+2 _d+1
a o« 2 2
Die ist laut Voraussetzung erfiillt, da o < 2 und d > 1.
Da L*(Xg) separabel ist, kann H(w) := HP%(w) nur abzihlbar viele

verschiedene Eigenwerte haben. Sei pg () das Spektralmafl von H(w), dann
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gibt es laut Entwicklung in verallgemeinerten Eigenfunktionen in I No(H(w))
fiir ppr(.)-fast alle A eine verallgemeinerte Eigenfunktion, die in L?(Xg) liegt.
Die Menge aller dieser A aus I No(H (w)) wird mit A bezeichnet. Da es in
I nur abzihlbar viele Eigenwerte gibt, muss Ao abzéhlbar sein, also ist das
Spektralmafl eingeschriankt auf I auf der abzdhlbaren Menge Ao getragen und
muss somit diskret sein. Daher hat H"%(w) reines Punktspektrum in I. [

Bemerkung 3.2.5. 1. Das Spektrum der Operatorfamilie H”*(w) ist im
Allgemeinen nicht mehr deterministisch. Wenn HF*L(w) Spektrum in
I hat, dann ist es fast sicher reines Punktspektrum. Es muss sich aber
nicht mehr {iber das ganze Intervall I erstrecken. Mehr noch: Es ist nicht
auszuschlieBen, dass die Menge {w € Q mit I No(H"*(w)) = &} MaB
grofler als null hat. Dies wird am Beispiel 3.3.1 im néchsten Abschnitt
illustriert.

2. Mit den vorbereitenden Abschitzungen aus Kapitel 2 kann die Multiska-
lenanalyse aus [EHS07| benutzt werden, um spektrale Lokalisierung mit
exponentiell fallenden Eigenfunktionen und dynamische Lokalisierung
fiir alle negativen Laplace-Operatoren mit Randbedingungen der Form
(RB:P,L,S) auf Z* mit zufilligen Potentialen mit (pot:char,dichte,unord)
und Parametern c_ = ¢y = 1 zu schlussfolgern.

3. Dies ist das erste Lokalisierungsergebnis fiir metrische Graphen, bei
denen die Graphen nicht auf Z? oder Biaume eingeschrinkt werden.
Die Wahl der Randbedingungen wurde von §-Randbedingungen auf
alle Knoten-Randbedingungen, welche ein endliches unteres Ende des
Spektrums besitzen, erweitert.

3.3 Erlduterungen und Verallgemeinerungen

In diesem Abschnitt folgen kurze Erlduterungen und Beispiele, um zu zeigen
wie aussagekriftig der Lokalisierungsbeweis ist. AuBlerdem werden vielseitige
Verallgemeinerungsmoglichkeiten angegeben.

Ist ein Start der Multiskalenanalyse nur durch die Anfangsldngenabschét-
zung gegeben, dann sind die Aussagen sehr schwach, wenn die zufillige
Operatorfamilie kein deterministisches Spektrum hat und nur bei sehr wenigen
Realisierungen das Spektrum an der unteren Schranke beginnt. Dies wird im
néchsten Beispiel verdeutlicht:

Beispiel 3.3.1. Es wird ein nicht-deterministisches Modell angegeben, bei
dem der untere Rand des Spektrums bekannt ist und sich mit den Konfigu-
rationen von w stark dndert. Sei I' = (E, V,l,4, ) ein metrischer Graph mit
(geom:u,U,poly) mit gleichméBig polynomiellem Wachstum vom Grad d. Sei
weiterhin H*" ein negativer Laplace-Operator mit Randbedingungen der
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Form (RB:P,L,S) auf I'. Die untere Schranke des Operators H™"* wird wieder
mit k bezeichnet und das zufillige Potential folgendermaflen gew&hlt:
qg- =1 g+ =2,

. (—k+3)-15,, <3
7 ) 1L, K>3

J@d+1Rr-2), 1<z<3
%= (2d + 1) (2 — 4)%, S<x<2

dabei gewahrleistet die Wahl von g, dass (pot:unord) erfiillt ist.

ou(x)
3
2 ou fird=1
1
T
0 1 2

Laut Konstruktion erfiillt V,, = (weve) offensichtlich (pot:char,dichte,unord)
und es gilt H?F(w) > 3.

Nun werden der metrische Graph und der Operator modifiziert, indem an
einem beliebigen Knoten eine zusétzliche Kante ¢ mit Linge [(é) = m und
Dirichlet-Randbedingungen hinzugefiigt wird. Fiir diese Kante wird vz = 15,
gesetzt. Der neue metrische Graph und der Operator werden mit I' und "%
bezeichnet, wobei die Lokalisierungsvoraussetzungen immer noch erfiillt sind.
Das Setzen von Dirichlet-Randbedingungen liefert eine Entkopplung und mit
Hilfssatz 2.7.2 Punkt 3.:

o (HP’L) =0 (HP‘L) U {n® mit n € N}.

Das Spektrum des zufélligen Operators H** (w) beginnt immer am untersten
Eigenwert der Dirichlet-Operators —A+we- 15, auf der Zusatzkante é, welcher
gerade 14-w; entspricht. Also liegt das untere Ende des Spektrums von H™E (w)
im Intervall [2, 3] und das Maf$ aller Operatoren deren Spektrum friithestens
bei a € [2, 3] beginnt, kann durch

2
]P’{wGQmitw.gzafl}:/gudx

a—1

angegeben werden.
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Aus der Lokalisierung kann nun geschlussfolgert werden, dass fast alle Opera-
toren HYL (w) in (2, €) reines Punktspektrum haben — fiir ein gewisses kleines
€. Allerdings ist das Maf} aller Realisierungen, welche dort iiberhaupt Spek-
trum haben, sehr gering und damit die Lokalisierungsaussage sehr schwach.

Dies ist natiirlich ein konstruiertes Beispiel und soll den Einfluss der Er-
godizitiit veranschaulichen. Zur Untersuchung des Spektrums hiitte HF (w)
allein auf I" mit der Multiskalenanalyse untersucht werden kénnen. Inwieweit
dort aber der gleiche Effekt auftritt, ist vollig unklar.

Liegt allerdings deterministisches Spektrum vor, dann haben fast alle Ope-
ratoren der zufilligen Operatorfamilie Spektrum im jeweiligen Lokalisierun-
gintervall und dieses ist reines Punktspektrum. Mit der hier vorliegenden
Klasse kann dies fiir eine weite Gruppe an Graphen geschlussfolgert werden:

Eine allgemeinere Gruppe als die metrischen Graphen Z¢, fiir die zufillige
Operatorfamilien mit deterministischem Spektrum angegeben werden kénnen,
ist die Gruppe der Cayleygraphen.

Definition 3.3.2. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und S ein endliches
Erzeugendensystem und [ : S — R™ eine Funktion. Der metrische Cayleygraph
I'(G,S) = (E,V,l,i,7) wird definiert durch:
V=a E ={(g,h) mit g 'h e S}
I(e) = U((g,:h)) :=1U(g™"h)
i(e) =i((g,h)) =g je) =j(g,h) :==h

Zu Schleifen und mehrfachen Kanten bei Cayleygraphen ist zu bemerken:

e Schleifen entsprechen Einheiten im Erzeugendensystem.

e Ist zu einem Element s € S, welches keine Einheit ist, auch des-
sen inverses Element s~! im Erzeugendensystem enthalten, entstehen
Riickwértskanten. D.h. zu einer Kante der Form (g, h) entsteht die
Kante (h, g) in die entgegengesetzte Richtung. In der Betrachtung von
ungerichteten Graphen werden beide miteinander identifiziert.

e Mehrfache Kanten sind in dieser Notation ausgeschlossen, kénnen aber
eingefiigt werden. Das Erzeugendensystem S sollte dann als endliche
Teilmenge von G x Ny betrachtet werden. Dabei gibt die zweite Kompo-
nente an, ob und wie oft ein Element der Gruppe im Erzeugendensystem
enthalten ist. Allerdings wird dadurch die Notation wesentlich kompli-
zierter.

Fiir das Wachstum von Cayleygraphen gilt:

e Das Wachstum eines metrischen Cayleygraphen entspricht dem des
kombinatorischen Cayleygraphen (alle Knoten haben Abstand eins). Das
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Wachstum ist von jedem Knoten aus genau gleich, denn Cayleygraphen
sind translationsinvariant.

e Dies entspricht dem Wachstum der Gruppe G, wobei Umgebungen auf
endlich erzeugten Gruppen definiert werden als

Vu(G) = {geGmitg:Hskzsk\/s?ES}.

k=1

Gromov zeigte 1981 in |Gro81|:

Satz 3.3.3. Eine endlich erzeugte Gruppe ist genau dann von polynomiellem
Wachstum, wenn sie virtuell nilpotent ist.

Es gibt also Charakterisierungen von polynomiell wachsenden Cayleygra-
phen. Der Grad des Wachstums ist immer eine natiirliche Zahl und abelsche
Gruppen sind immer polynomiell wachsend. Die Erklarungen dazu und weitere
Erlduterungen finden sich zum Beispiel in Kapitel 1 von [Sch08]. Dabei héingt
der Grad des Wachstums nicht von den Elementen des Erzeugendensystems
oder der Grofle des Erzeugendensystems ab, sondern nur von der Gruppe
selbst.

Definition 3.3.4. Sei I'(G, S) ein metrischer Cayleygraph. Fiir eine Kante
e = (g,h) zu dem Erzeuger s = g~ 'h, d.h. (g,h) = (g,gs), wird durch die
Gruppenoperation auf G eine Operation o : £ X G — E definiert:

eok:=(k-i(e),k-j(e)) = (kg,kh) = (kg,kgg~'h) = (kg, kgs)
firalleec Fund ke G=V.

Diese Abbildung erhélt die Gruppenstruktur, d.h. eine Kante mit Erzeuger
s wird wieder auf eine Kante mit Erzeuger s abgebildet.

Satz 3.3.5. Sei I'(G,S) ein metrischer Cayleygraph mit polynomiellem
Wachstum, (P,L) eine Parametrisierung der Randbedingungen der Form
(RB:P,L,S) fiir einen Knoten mit Knotengrad 2|S|, also der doppelten Anzahl
an Erzeugern. Sei weiter fiir jeden Erzeuger s € S ein Potential vs definiert,
welches beziiglich der Kante (1,1s) die Eigenschaften (pot:char,dichte,unord)
erfiillt. Dann ist der Operator H (w) mit

HPM(@)f = =" + (vsft9.99)9¢0
D(H""(w)) :={f e W**(Xg) mit Vv eV :Pf(v)=
Lf(v)

ergodisch und somit sein Spektrum deterministisch.

Jr

07
(1—P)f'(v) = 0}
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Beweis. Fiir die Ergodizitit sind laut Definition 2.2.4 eine ergodische Ope-
ratorfamilie Ty, : 2 — Q und eine unitire Familie von Abbildungen U auf
L?*(Xg) notig, welche hier wie folgt gewithlt werden kénnen:

ge(Th(w)) := qeop—1(w) fiir alle k € G,
Ukf)e(®) = freomy(t), (U f)e(t) = feop-1(t)  fiir alle k € G.

Analog zur Rechnung auf Z? ergibt sich durch T}, eine Hin- und Uy ein
Riickverschiebung, welche die Kovarianz-Bedingung erfiillt. Zusammen mit
Hilfssatz 2.2.3 liefert Satz 2.2.1 das deterministische Spektrum fiir H% (w).

O

Bemerkung 3.3.6. Als Abschluss der Arbeit werden Verallgemeinerungsmog-
lichkeiten und Hinweise wie diese realisiert werden kénnen angegeben.

1. Eine qualitative Verbesserung der Ergebnisse: Spektrale Lokalisierung
mit exponentiell fallenden Eigenfunktionen kann eventuell mit der Boot-
strap Multiskalenanalyse von Germinet und Klein (siehe zum Beispiel
|GKO01]) erreicht werden. Dabei werden mehrere Multiskalenanalysen mit
verschiedenen Abfalldefinitionen hintereinander geschalten. Unter ande-
rem ist ein polynomielles Fallen der lokalen Resolventen Ausgangspunkt
einer weiteren MSA.

Aus exponentiellem Fallen sollte auch dynamische Lokalisierung zu
schlussfolgern sein.

2. Das gleichméaBig polynomielle Wachstum von unten der metrischen
Graphen ist notwendig: Wenn es nicht da ist, dann folgt fiir die Anzahl
der Knoten im Raster: |Vg, ()| < C2RTd. Wird damit Schritt 1 berechnet

4+4¢

und der Exponent nach a umgestellt, ergibt sich a < Idi2e

fiir d = 1 garantiert grofler als 1 ist.

was nur

Eventuell kann dies durch Anpassung der maximalen Anzahl an (n, A, w)-
schlechten Mengen in Schritt 1 erreicht werden. Dies wiirde aber alle
Induktionsparameter éndern und alle Argumentationen, in denen der
Uberdeckungssatz 2.4.8 verwendet wird. Wesentlich wird nur der In-
duktionssatz beeinflusst. Die Anderungen sind nicht trivial und das
Ergebnis noch unklar. Eine variable Anzahl schlechter Umgebungen
wurde allerdings schon in [DK89| verwendet.

3. Die Behandlung komplexerer Potentiale ist auch denkbar. Zum Bei-
spiel konnten die Einzelplatzpotentiale ve nicht mehr kompakt auf einer
Kante getragen sein, sondern auf unendlich vielen Kanten. Ein Lokali-
sierungsbeweis mit Multiskalenanalyse dazu befindet sich in [KSS98|.
Die Hauptidee ist den Operator bzw. das schnell fallende Potential nach
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unten abzuschédtzen durch ein Potential mit kompaktem Tréger — denn
sonst geht die Unabhéngigkeit verloren (welche in Schritt 1 und 3 der
MSA benutzt wird). Zum Abschétzen nach unten ist das Studium mit
charakteristischen Funktionen sehr hilfreich.

Es sind auch andere Typen von Potentialen behandelbar — zum Beispiel
Potentiale vom ,, breather type potential®.

. Mithilfe der Multiskalenanalyse konnen andere zufillige Modelle be-

trachtet werden. Z.B. zufillige J-Randbedingungen oder zuféllige Kan-
tenldngen, wofiir jeweils eine neue Wegner-Abschitzung notwendig ist.
Fiir Z% ist diese fiir beide Fille schon vorhanden und in [KP08] und
|[KP09| nachzulesen.

. Alle hier angegebenen Modelle sind Einteilchenmodelle. Es kénnen

auch Mehrteilchenmodelle betrachtet werden. Dafiir sind zuerst wieder
Randbedingungen fiir den zugehorigen negativen Laplace-Operator zu
bestimmen. Hierzu gibt es eine Vorarbeit iiber kompakte metrische
Graphen von Bolte und Kerner, welche demnéchst erscheint. Einen
Lokalisierungbeweis mit Multiskalenanalyse fiir ein Mehrteilchenmodell
gibt es zum Beispiel in [CS09|.
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Thesen

1. Die vorliegende Dissertation widmet sich dem Studium von Quanten-
graphen mit zufélligem Potential.

Bei metrischen Graphen nehmen die Kanten eine wichtige Rolle ein.
Jede Kante bekommt eine Lénge zugewiesen und wird mit einem ent-
sprechend langen Intervall identifiziert. Funktionen auf dem metrischen
Graphen werden nun auf den Intervallen, die den Kanten entsprechen
definiert. Damit kommt den Kanten eine wichtigere Rolle zu als bei kom-
binatorischen Graphen. Bei der Definition von Differentialoperatoren
auf metrischen Graphen werden die Kanten an benachbarten Knoten
durch Randbedingungen verkniipft. Dazu werden die Grenzwerte der
Funktionen und deren erste Ableitung in den Knoten benutzt.

Ein Quantengraph ist ein metrischer Graph mit einem selbstadjungierten
Differentialoperator. In der vorliegenden Arbeit wird als Differential-
operator der negative Laplace-Operator gewahlt, welcher Teil vieler
partieller Differentialgleichungen ist.

2. In der Literatur gibt es bisher zwei Herangehensweisen selbstadjungierte
negative Laplace-Operatoren auf metrischen Graphen zu definieren.
Werden beide vereinigt, dann ergeben sich folgende Resultate:

o Auf einem metrischen Graphen mit einer gleichméfig nach unten
beschriankten Kantenlénge ist der negative Laplace-Operator genau
dann selbstadjungiert, wenn in jedem Knoten fiir die Randbedin-
gungen ein Lagrange’scher Unterraum gew&hlt wird.

e Randbedingungen konnen mittels einer Familie von Projektio-
nen (P,) und einer Familie selbstadjungierter Operatoren (L)
parametrisiert werden. Diese Parametrisierungen entsprechen allen
transversalen Lagrange’schen Unterrdumen. Dies sind alle Lagran-
ge’schen Unterrdume, die sich als Graphen von Operatoren (welche
mit L, identifiziert werden konnen) darstellen lassen. Fiir endli-
chen Knotengrad gibt es keinen nicht-transversalen Lagrange’schen
Unterraum, fiir unendlichen Knotengrad ist dies unklar.

Fiir alle Parametrisierungen mittels der Familien (P,) und (L),
die einen nach unten beschridnkten negativen Laplace-Operator
liefern, kann eine assoziierte quadratische Form angegeben werden.
Unter den Randbedingungen entsprechen diese allen Operatoren
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zu denen die Familie (L;), des positiven Teils von L,, gleichmiBig
nach oben beschrénkt ist. Diese negativen Laplace-Operatoren
werden mit HPF bezeichnet.

3. Zu den Laplace-Operatoren wird ein zufilliges Potential als Produkt

einer Familie unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit einer
Familie von Einzelplatzpotentialen auf den Kanten gebildet. Dabei soll
die Zufallsvariable w. absolut stetig sein und deren Wahrscheinlichkeits-
maf} als Trager ein beschrénktes Intervall besitzen. Die Einzelplatzpo-
tentiale v. sind auf den Kanten entsprechenden Intervallen definiert und
deren wesentlicher Wertebereich liegt in einem beschréankten Intervall
positiver reeller Zahlen. Als zufillige Operatorfamilie ergibt sich dann

HPVL(W) = HPVL + (we . Ve)e€E~

. Fir diese Familie von Operatoren soll nun Lokalisierung betrachtet

werden. Lokalisierung bedeutet dabei das Auftreten reinen Punktspek-
trums mit exponentiell oder polynomiell fallenden Eigenfunktionen. Fiir
stetige Modelle kann dies oft nur am unteren Ende des Spektrums, d.h.
in der Néhe der Grundzustandenergie, und fiir hohe Undordnung gezeigt
werden. Dabei entspricht eine hohe Unordnung der Anforderung an die
Zufallsvariable sich nicht zu sehr am unterem Rand ihres Trigers zu
konzentrieren.

In der Literatur gibt es bisher nur Ergebnisse, welche eine symmetrische
Struktur des Graphen, eine einschrinkende Wahl der Randbedingungen
und der Einzelplatzpotentiale voraussetzen. Meist wird alles gleichzeitig
gefordert. Die einzige Beweismethode, fiir welche eine Adaption mit
relativ wenigen Anderungen absehbar ist, ist die Multiskalenanalyse.
Mittels dieser sind bisher Ergebnisse fiir metrische Graphen auf Z¢
bewiesen.

Der Ablauf des Lokalisierungsbeweises mittels Multiskalenanalyse lautet
dabei wie folgt:

e Es gibt eine Entwicklung des Operators in verallgemeinerte Eigen-
funktionen, welche hochstens polynomiell wachsen.

e Fiir ein bestimmtes Energieintervall sind die lokalen Resolven-
ten fallend, d.h. was die Resolvente des Operators auf endlichen
Gebieten vom Inneren zum Rand des Gebietes tibertrigt, fillt
exponentiell /polynomiell mit der Gréfie der Gebiete.

e Die beiden ersten Punkte ergeben zusammen spektrale Lokalisie-
rung, d.h. reines Punktspektrum, und exponentiell/polynomiell
fallende Eigenfunktionen.
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5. Die Multiskalenanalyse liefert die Existenz einer gegen unendlich wach-
senden Folge von Langenskalen mit zugehorigen Aussagen iiber exponen-
tiellem/polynomiellem Fallen der lokalen Resolventen. Diese Aussage
wird induktiv gezeigt, d.h. von der Existenz einer Anfangslingenskala
wird iterativ der Schluss auf eine groflere Lingenskala bewiesen. Dazu
sind einige Abschétzungen und Beziehungen notwendig welche fiir allge-
meine metrische Graphen mit beliebigen Operatoren der Form H(w)
bewiesen werden:

6. Um das Fallen der Resolventen induktiv zu beweisen, miissen
Gebiete zur grofleren Liangenskala durch kleinere iiberdeckt werden.
Es ist also eine Uberdeckung des metrischen Graphen mit gewissen
Umgebungen mit festem Radius notwendig. Diese kann aus einem
gleichméBig polynomiellem Wachstum des metrischen Graphen
gewonnen werden.

Fiir allgemeine metrische Graphen ist die Uberdeckung nicht mehr
so prézise kontrollierbar, wie zum Beispiel durch Wiirfel in der
Maximumsnorm im Fall der Gittergraphen Z?. Daraus resultie-
ren schlechtere Abschitzungen, die in der Multiskalenanalyse zur
Folge haben, dass nur noch ein polynomieller Abfall der lokalen
Resolventen geschlussfolgert werden kann.

7. Die Combes-Thomas-Abschétzung liefert einen exponentiellen Ab-
fall der lokalen Resolventen — vorausgesetzt der reelle Energiepara-
meter befindet sich in einer bekannten Liicke im Spektrum (d.h. in
der Resolventenmenge) mit gewissem Abstand zum Spektrum. Das
Fallen hiangt von der Grofle der bekannten Liicke, dem Abstand
des Energierparameters zum Liickenrand und dem Abstand der
beiden Mengen, zwischen denen die Resolvente iibertrégt, ab.

8. Die geometrische Resolventenungleichung stellt eine Beziehung
zwischen den Resolventen zu unterschiedlichen Langenskalen her
und ermdoglicht den induktiven Schluss des Abfallens der lokalen
Resolventen.

9. Eine Wegner-Abschétzung fiir das allgemeine Modell wurde schon
in [GHVO08| bewiesen. Die Wegner-Abschiitzung liefert eine Aus-
sage iiber die Verteilung von Eigenwerten von Einschrankungen
des Operators auf endliche induzierte Teilgraphen. Sie ist eine
Abschétzung an den Erwartungswert der Anzahl der Eigenwerte
einer Einschriankung in einem kleinem Intervall um ein Energie-
niveau, welche hauptséchlich durch die Anzahl der Kanten des
induzierten Teilgraphen bestimmt wird.

10. Mittels dieser Abschétzungen kann die Multiskalenanalyse auf metrische
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11.

12.

Graphen angepasst werden und ein Abfall der lokalen Resolventen
bewiesen werden.

Die Existenz von verallgemeinerten Eigenfunktionen fiir Spektralmaf
fast alle Spektralwerte des Operators H™F (w), welche hichstens poly-
nomiell wachsen, wurde in [LSS08| gezeigt. Dies liefert, zusammen mit
dem polynomiellen Abfall der lokalen Resolventen, ein polynomielles
Abfallen der verallgemeinerten Eigenfunktionen. Diese sind also echte
Eigenfunktionen und somit die zugehorigen Spektralwerte Eigenwerte —
zumindest in einem kleinem Intervall um die Grundzustandsenergie. Als
wichtige praktische Aussage lédsst sich mittels des RAGE-Theorems nun
die Abwesenheit von Transport durch das Medium zu diesen Energien
schlussfolgern.

Das Endergebnis der Lokalisierung liefert folgende Aussage: Mit Wahr-
scheinlichkeit eins hat H”"*(w) in einem kleinen Intervall um die Grund-
zustandenergie reines Punktspektrum. Es ist im Allgemeinen aber nicht
klar, wie viele dieser Realisierungen dort iiberhaupt Spektrum haben.
Ohne bestimmte Voraussetzung an die Symmetrie des Graphen, die
Wahl der Randbedingungen in den Knoten und der Einzelplatzpotentia-
le auf den Kanten, ist keine Aussage fiir fast alle Realisierungen H% (w)
zu treffen. Dies ist zum Beispiel nur fiir Cayleygraphen moglich.
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