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vi INHALTSVERZEICHNIS



viiVorwortKurbelwellen weisen konstruktive Besonderheiten auf, deren Dimensionen, ver-glihen mit der Kurbelwelle selbst, sehr klein sind. Um Stei�gkeitsberehnungenmit der Finite-Elemente-Methode, einem L�osungsverfahren f�ur partielle Di�e-rentialgleihungen, durhf�uhren zu k�onnen, mu� die Geometrie ad�aquat ver-netzt werden, was bei komplizierten Geometrien nur durh ein feines Startnetzerreiht werden kann. Da dessen Konstruktion aufwendig und die Verwendungnahteilig ist, werden Ersatz-Deformationsprobleme �uber geometrish einfahe-ren Gebieten mit ortsabh�angigen Materialparametern de�niert, die mit Hilfevon Materialfunktionen modelliert werden. Damit ist eine eÆziente Berehnungvon komplizierten Geometrien durh den Gebrauh grober Startnetze m�oglih.In der vorliegenden Diplomarbeit wird die Verwendung von Materialfunktio-nen theoretish dargestellt und numerish untersuht. Dazu werden vershiedeneMaterialfunktionen de�niert und ihre Eigenshaften (Verwendbarkeit, Approxi-mation der Vershiebungen des urspr�unglihen Deformationsproblems, Iterati-onszahlen) miteinander verglihen.



viii VORWORT



ixNomenklaturBezeihnungen in der Strukturmehanik� DeformationF := r�, Deformationsgradientu Vershiebungid identishe AbbildungC = r�tr� Cauhy-Greensher VerzerrungstensorE Lagranger Verzerrungstensorf Volumenkr�afteg Fl�ahenkr�aftet� Cauhysher SpannungsvektorT� Cauhysher SpannungstensorT erster Piola-Kirhho�sher Spannungstensort erster Piola-Kirhho�sher SpannungsvektorT̂ Antwortfunktion des ersten Piola-Kirhho�shen Spannungstensors� zweiter Piola-Kirhho�sher Spannungstensor�̂ Antwortfunktion des zweiten Piola-Kirhho�shen Spannungstensors�A := (�1(A); �2(A); �3(A)), Invarianten einer MatrixM 3 Menge der 3x3-MatrizenM 3+ Menge der Matrizen in M 3 mit positiver DeterminanteO3 Menge der orthogonalen 3x3-MatrizenO3+ = O3 \ M 3+S3 Menge der symmetrishen 3x3-MatrizenS3 Einheitssph�are im R3E Elastizit�atsmodul�; � Lam�ekonstanten



x NOMENKLATURn Normalenvektor� Querkontraktion (Poissonzahl)Ŵ Energiefunktional eines hyperelastishen Materials� Verzerrung in linearer N�aherung� Spannung in linearer N�aherungD Di�erentialoperator	 zul�assige Deformation� Energiefunktional in der linearen Theorie� : � =Pij �ij�ijBezeihnungen zu Di�erentialgleihungen und Finiten Elementen
 Gebiet im Rn�
 Abshlie�ung von 
� := �
, Rand von 
�D Teil des Randes, auf dem Dirihlet-Randbedingungen vorgegeben sind�N Teil des Randes, auf dem Neumann-Randbedingungen vorgegeben sindCk(�
) Menge der k-mal stetig di�erenzierbaren Funktionen �uber �
Hm(
) Sobolev-Raum von Funktionen, deren Ableitungen bis zur Ordnung mquadratish integrierbar sind�i partielle Ableitung ��xirf := ( �f�x1 ; �f�x2 ; : : : ; �f�xn )div f :=Pni=1 �f�xia(�; �) BilinearformV Banah-RaumVh Finite-Elemente-Raum� := ('1; '2; : : : ; 'n), knotenorientierte Basis im Finite-Elemente Raum VhVk Raum der knotenorientierten Basisfunktionen zum k-ten Verfeinerungs-level



xiW k � Vk , Raum der FE-Funktionen, die in Knoten des Levels k � 1 ver-shwinden	 hierarhishe Basis im Finiten-Elemente Raum VhTh Triangulierung von 
#kn Anzahl der Knoten der TriangulierungT Element (Dreiek, Vierek) der TriangulationhT Inkreisradius von Tne(T ) Anzahl der Knoten des Elementes Tng(T ) Anzahl der Gau�punkte des Elementes Tei Kante des ElementsPk Menge der Polynome vom Grad � kQk Polynommenge zu Vierekselementen� Menge von linearen FunktionalenK Stei�gkeitsmatrix� Konditionszahl der Stei�gkeitsmatrix�i Eigenwerte einer MatrixC Matrix zur Vorkonditionierungn Dimension des Finite-Elemente Raumes Vh bzw. der Stei�gkeitsmatrixk Anzahl der Verfeinerungsshritte des adaptiven Verfahrensv Vektor�2ei gesh�atzter Kantenfehler�2T gesh�atzter Elementfehler�(k) gesh�atzter relativer Elementfehler bez�uglih der EnergienormBezeihnungen zu Materialfunktionen
0 Gebiet im R2 , das Bauteil beshreibt
� Gebiet im R2 , das Loh oder Auskerbung beshreibt



xii NOMENKLATUR�� := �
�E0; �0 Materialparameter in 
0Eps; �ps Materialparamter in 
��
 harakteristishe Funktionux; uy betragsm�a�iger relativer Fehler in x- bzw. y-Rihtung in Prozent



11 Einleitung1.1 Motivation: Konstruktion von KurbelwellenDie Kurbelwelle als Teil des Verbrennungsmotors wandelt die lineare Bewegungder Kolben mit Hilfe von Pleuelstangen in eine Drehbewegung um. Da die �uber-tragenen Kr�afte sehr gro� sein k�onnen, ist eine hohe Stei�gkeit erforderlih.Andererseits ist man bestrebt, die Masse { wie bei allen sih bewegenden Teileneines Fahrzeugs { so klein wie m�oglih zu halten.Zur Modellierung der Kurbelwelle wird diese zun�ahst in Teilst�uke, sogenann-te Halbkr�opfungen, zerlegt. In der Diplomarbeit von Ren�e Shneider [1℄ wurdedas Programm CrankHex entwikelt, welhes eine geometrish einfahe Halb-kr�opfung mit Hexaedern vernetzt und die entsprehenden Eingabe-Files f�ur dasan der TU Chemnitz entwikelte adaptive 3D-Finite-Elemente-Programm SPC-PM3AdH1 produziert. Mit einem weiteren Tool [3℄, das von Peter Nestler pro-grammiert wurde, kann aus den vernetzten Halbkr�opfungen ein Startnetz f�ureine komplette Kurbelwelle erstellt werden. Damit sind Stei�gkeitsberehnun-gen einer aus geometrish einfahen Halbkr�opfungen zusammengesetzten Kur-belwelle m�oglih (siehe Abb. 1.1).

Abb. 1.1: Modell einer Kurbelwelle [3℄Dieses Modell ist jedoh noh weit von der Realit�at entfernt. Moderne Kur-belwellen verf�ugen �uber konstruktive Verbesserungen, wie Versteifungen an denHauptlagern oder Auskerbungen an den Kurbelwangen zur Reduzierung der ro-1SPC-PM bezeihnet Programme, die die Poisson-Gleihung oder die Lam�e-Gleihungender linearen Elastizit�at l�osen k�onnen. N�ahere Informationen zu SPC-PM3AdH �ndet man in[2℄.



2 EINLEITUNGtierenden Massen. Da die Dimensionen der Versteifungen oder Auskerbungenim Verh�altnis zu den Abmessungen der Kurbelwelle sehr klein sein k�onnen, be-n�otigt man ein feines Startnetz. Dazu wird �ubliherweise das Gebiet 
0, welhesdas Bauteil verk�orpert, durh die harakteristishe Funktion�
0(x) = ( 1 f�ur x 2 
00 sonstbeshrieben, mit Hilfe derer ein Netzgenerator das Startnetz konstruiert.Diese Vorgehensweise hat mehrere Nahteile:� Die Konstruktion eines feinen Startnetzes ist aufwendig.� Die Vorteile eines adaptiven FE-Programms, n�amlih die Berehnung ei-ner N�ahrungsl�osung parallel zur Netzverfeinerung und die Bewertung desNetzes durh den Fehlersh�atzer, werden niht genutzt. Statt dessen ver-lassen wir uns auf die heuristishe Beurteilung der Gegebenheiten durhden Netzgenerator. Deshalb ist es fraglih, ob die Netzverfeinerung an Geo-metriebesonderheiten im Vergleih zu anderen kritishen Punkten, wie z.B. bei �Anderungen der Randbedingungen, sinnvoll gesteuert wird. Da-neben werden f�ur die Berehnung des Deformationsproblems unwihtigeBesonderheiten des Bauteils ebenfalls fein vernetzt.� Shnelle L�oser, wie das PCG-Verfahren mit Multilevel-Vorkonditionierun-gen, ben�otigen hierarhishe Netze.� Die an der TU Chemnitz bereits vorhandene Software w�urde niht genutzt.So entstand bei der Ingenieurgesellshaft Auto und Verkehr (IAV) GmbH fol-gende Idee:Anstelle des Deformationsproblems �uber dem Gebiet 
0, das die tats�ahliheKurbelwelle beshreibt, wird ein Ersatzproblem �uber einem Gebiet 
 gel�ost,das sih aufgrund seiner einfahen Geometrie leiht vernetzen l�ast. Die Funkti-on �
0(x), die die genaue Form der Kurbelwelle beshreibt, wird als Zusatzin-formation in den adaptiven Algorithmus integriert. Mit ihrer Hilfe werden dieMaterialparameter unseres Ersatz-Deformationsproblems so ver�andert, da� sihdas Teilgebiet von 
, welhes "normales\ Material besitzt, mit zunehmenderVerfeinerung immer besser das eigentlihe Rehengebiet 
0 approximiert. So-mit soll erreiht werden, da� sih die L�osung des Deformationsproblems �uberdem Ersatzgebiet 
 immer mehr an die L�osung des Deformationsproblems �uberdem tats�ahlihen Gebiet 
0 der Kurbelwelle ann�ahert.



1.2 Aufgabenstellung 31.2 AufgabenstellungIn dieser Diplomarbeit soll die im Kapitel 1.1 erl�auterte Idee an 2D-Elastizit�ats-problemen untersuht werden. Anstelle von Deformationsproblemen, bei deneneine relativ komplexe Geometrie (z. B. L�oher) ein relativ feines Startnetz er-fordern w�urde, werden Ersatzdeformationsprobleme mit einfahen Startnetzenbetrahtet. Dabei kommen Materialfunktionen zum Einsatz, die die Gegebenhei-ten des urspr�unglihen Deformationsproblems nahahmen. Dazu wird in 
\
0,also jenen Bereihen, die nur aufgrund der gew�unshten einfahen Vernetzbar-keit vorhanden sind, Pseudomaterial verwendet, das entweder vershwindendeoder sehr kleine Materialparameter besitzt. Es erfolgen eine theoretishen Dar-stellung sowie numerishe Experimente.1.3 Gliederung der ArbeitKapitel 2 hat einf�uhrenden Charakter. Zun�ahst werden die Grundlagen derElastizit�atstheorie erl�autert und im darau�olgenden Abshnitt wird auf denSpezialfall der linearen Elastizit�atstheorie eingegangen. Anshlie�end soll dieMethode der Finiten Elemente (FEM) erl�autert und die wihtigen Aspekte desverwendeten adaptiven 2D-Programms vorgestellt werden.Kapitel 3 untersuht sowohl theoretish als auh numerish die Verwendung vonPseudomaterial.Nah der theoretishen Darstellung der Methode und der De�nition eines ent-sprehenden Raumes in Abshnitt 3.1 gilt es, zun�ahst die grunds�atzlihe Mah-barkeit an zwei Modellproblemen zu untersuhen. Dabei werden die Material-parameter des Pseudomaterials, das zun�ahst durh einen zweiten Materialtypbeshrieben wird, festgelegt. Au�erdem wird durh die Methode durh De�ni-tion einer ersten Materialfunktion auf allgemeinere L�oher und Auskerbungenerweitert.Abshnitt 3.3 dient der Untersuhung von L�ohern und Auskerbungen allgemei-nerer Form, wobei das Laufzeitverhalten im Vordergrung steht. Im ersten Teilwerden die dabei auftretenden Probleme sowie L�osungsstrategien vorgestellt.Nah der De�nition zweier weiterer Materialfunktionen, die zur L�osung der Pro-bleme verwendet werden k�onnen, werden die angesprohenen L�osungsstrategienim dritten und vierten Unterabshnitt numerish anhand von Beispielen mitein-ander verglihen. Dabei sind in Abshnitt 3.3.3 die bei der Vorkonditionierungentstehenden Fortsetzungen der L�osung in Gebiete mit Pseudomaterial zu dis-kutieren. Im letzten Teil wird die Idee einer Materialfunktion �uber Gau�punktevorgestellt und erl�autert, warum sie ungeeignet ist.



4 EINLEITUNGF�ur die Materialfunktion mit bestem Laufzeitverhalten werden in Abshnitt 3.4die Approximationseigenshaften an einigen Beispielen untersuht.In Abshnitt 3.5 betrahtet Bauteile mit komplizierter Geometrie, wie niht-konvexe L�oher oder Shlitze. Bei Verwendung eines groben Startnetzes werdendiese nur unzureihend dargestellt, so da� erst durh eine Verfeinerung eine Geo-metrieapproximation m�oglih ist. Nah grunds�atzlihen �Uberlegungen anhandeines einfahen Shlitzes wird die Darstellung der Material�uberg�ange am Beispieleines vershobenen Shlitzes erl�autert. Nah der Betrahtung eines nihtkonve-xen Lohs wird ein sehr komplizierter Shlitz untersuht.Kapitel 4 fa�t die Ergebnisse der Diplomarbeit zusammen und gibt einen Aus-blik auf weitere Verbesserungsm�oglihkeiten.



52 Grundlagen2.1 Elastizit�atstheorieDie Elastizit�atstheorie besh�aftigt sih mit dem Zustand von K�orpern unter derEinwirkung von Kr�aften. Die wesentlihen Gr�o�en sind die Vershiebung, dieVerzerrungen und die Spannungen, die durh Kinematik und Materialgesetzemiteinander in Beziehung stehen. Die Ausf�uhrungen folgen im wesentlihen [4℄und der Zusammenfassung in [5℄. Eine etwas andere Darstellung �ndet sih in [6℄.2.1.1 KinematikEin K�orper l�a�t sih als topologisher Raum au�assen, der mittels eines Hom�oo-morphismus auf die Menge �
 des R3 abgebildet werden kann. Dabei sei 
 einGebiet mit einem gen�ugend glatten Rand. Jede solhe Abbildung de�niert eineKon�guration des K�orpers. Eine dieser Kon�gurationen, normalerweise jene, dieder K�orper im spannungsfreien Zustand einnimmt, wird hervorgehoben und alsReferenzkon�guration bezeihnet.Der aktuelle Zustand wird durh eine Abbildung �� : �
! R3beshrieben, die als gen�ugend glatt vorausgesetzt wird. � ist eine Deformation,wenn det(r�(x)) > 0 8x 2 �
gilt. Dabei bezeihnet r� =: F den Deformationsgradienten. Die Deformation� ist lokal injektiv (da das Prinzip der Undurhdringlihkeit des Materials gilt,aber Ber�uhrungen des K�orpers mit sih selbst auf dem Rand zul�assig sind) undrihtungserhaltend (was bedeutet, da� das lokale Verh�altnis von deformiertemzu Referenzvolumen nie zu Null werden kann).Sei eine Referenzkon�guration �
 und eine Deformation � : �
 ! R3 gegeben,dann hei�t die Menge �(�
) deformierter Zustand. Gr�o�en, die �uber dem defor-mierten Zustand de�niert sind, werden im Folgenden mit einem hohgestellten� gekennzeihnet. Insbesondere ist x� = �(x), 
� = �(
) usw.



6 GRUNDLAGENNeben der Deformation � ist es oft g�unstig, die Vershiebung u : �
 ! R3einzuf�uhren, die durh die Beziehung� = id+ ude�niert ist, wobei id : �
 � R3 ! R3 die identishe Abbildung bezeihnet."Verzerrungen\ k�onnen intuitiv als "Ver�anderungen in Form und Gr�o�e\ verstan-den werden. Es wird daher die durh � erzeugte L�angen�anderung betrahtet:k�(x+ z)� �(x)k2 = kF (x)zk2 + o(kzk2) = zTF TFz + o(kzk2):Diese wird lokal durh den symmetrishen TensorC = r�tr� = F TFbeshrieben, der als (rehter) Cauhy-Greensher Verzerrungstensor bezeihnetwird. F�ur Starrk�orperbewegungen, also Rotationen und Translationen, giltC = I in �
:Der Lagrangeshe VerzerrungstensorE ist de�niert als Abweihung des Cauhy-Greenshen-Verzerrungstensors C von der Identit�atE = 12(C � I);und ist damit ein Ma� f�ur die Abweihung einer gegebenen Deformation voneiner Starrk�orperbewegung.Dr�ukt man den Verzerrungstensor C mit Hilfe des Vershiebungsgradientenruanstelle des Deformationsgradienten r� = I +ru aus, so erh�alt manC = r�Tr� = I +ru+ruT +ruTru = I + 2EDamit ist E(u) = 12 �ru+ruT +ruTru�bzw. Eij = 12 (�iuj + �jui + �kui�kuj)wobei �i = ��xi ist. Diese Beziehung wird als Kinematik bezeihnet.



2.1 Elastizit�atstheorie 72.1.2 Gleihgewihtsbedingung und das Prinzip der virtu-ellen ArbeitEs wird angenommen, da� ein deformierter Zustand �
�, der einer beliebigenDeformation � zugeordnet ist, zwei Arten von �au�eren Kr�aften ausgesetzt ist:1. �au�eren Volumenkr�aften f� : 
� ! R3 und2. �au�eren Fl�ahenkr�aften g� : ��N ! R3 ,wobei ��N 2 �� := �
� mit meas��N > 0 ist.Ein K�orper, der den deformierten Zustand �
� besitzt, und der angewandtenKr�aften in seinem Inneren 
� und auf der Ober�ahe eines Teils ��N des Randesausgesetzt ist, be�ndet sih im statishen Gleihgewiht wenn das grundlegendeSpannungsprinzip von Euler und Cauhy erf�ullt ist.Axiom 1 (Axiom des statishen Gleihgewihts)Ein K�orper B mit einer deformierten Kon�guration �
� sei �au�eren Kr�aftenausgesetzt, die durh ihre Dihten f� : 
� ! R3 und g� : ��N ! R3 gegebensind. Dann existiert ein Vektorfeldt� : �
� � S3 ! R3 , wobei S3 = fv 2 R3 ; kvk = 1g ist;so da� f�ur jede Teilmenge A� von �
�ZA� f�(x�)dx� + Z�A� t�(x�; n�)da� = 0gilt, wobei n� den �au�eren Normalenvektor von �A� bezeihnet.Ist x� ein Punkt des deformierten Zustands, dann wird der Vektor t�(x�; n�) alsCauhysher Spannungsvektor �uber einem gerihteten Ober�ahenelement mitNormalenvektor n� bezeihnet.Satz 1 (Satz von Cauhy)Sei t�(:; n) 2 C1(�
�;R3 ); t�(x�; :) 2 C(S3;R3 ) und f� 2 C(�
�;R3 ) im Gleih-gewiht gem�a� des Axioms. Dann gibt es ein symmetrishes TensorfeldT� 2 C1(�
�;S3) mit folgenden Eigenshaften:t�(x�; n) = T �(x�)n; x� 2 �
�; n 2 S3div�T�(x�) + f�(x�) = 0; x� 2 
�T�(x�) = (T �(x�))T ; x� 2 �
�Der Tensor T wird als Cauhysher Spannungstensor bezeihnet.



8 GRUNDLAGENPiola-TransformationIm Prinzip sollen die Deformation und die Komponenten des Cauhyshen Span-nungstensors berehnet werden. Hierf�ur sind die Gleihgewihtsbedingungen imdeformierten Zustand niht sehr n�utzlih, da sie die Unbekannte x� als Variableenthalten. Um diese Shwierigkeit zu �uberwinden, werden die Gleihungen mitHilfe der Variablen x ausgedr�ukt, die mit der Referenzkon�guration verkn�upftist.Um eine Beziehung zwishen den Tensorfeldern herzustellen, die �uber dem defor-mierten Zustand bzw. der Referenzkon�guration de�niert sind, wird die Piola-Transformation eingef�uhrt.Sei � eine Deformation, die injektiv auf �
 ist, und T � : �
� ! M 3 ; x 7! T �(x�)sei ein Tensor. Dann ist die Piola-Transformation T de�niert durhT (x) := (detr�(x))T �(�(x))r�(x)�T = (detr�(x))T �(x�)r�(x)�T :Sie wurde so gew�ahlt, da� sih eine einfahe Beziehung zwishen den Divergenzender Tensoren T � und T ergibt.Die Piola-Transformation T des Cauhyshen Spannungstensors T � hei�t ersterPiola-Kirhho�sher Spannungstensor. Des weiteren wird der Vektor t(x; n), f�urden t(x; n) = T (x)ngilt, als erster Piola-Kirhho�sher Spannungsvektor bezeihnet.Der erste Piola-Kirhho�she Spannungstensor ist im Gegensatz zum Cauhy-Greenshen Spannungstensor T �(x�) niht symmetrish. Da f�ur einen symmetri-shen Spannungstensor das konstitutive Gesetz (2.1) in der Referenzkon�gura-tion einfah ist, de�niert man den symmetrishen zweiten Piola-Kirhho�shenSpannungstensor �(x) wie folgt:�(x) = r�(x)�1T (x) = (detr�(x))r�(x)�1 T�(x�)r�(x)�T :Bei kleinen Deformationen sind die Untershiede zwishen den drei Spannungs-tensoren T �; T und � vernahl�assigbar. Damit erf�ullt der erste Piola-Kirhho�-she Spannungstensor T (x) die Gleihung�div T (x) = f(x); x 2 
in der Referenzkon�guration. Dabei wurde vorausgesetzt, da� die Volumen- undFl�ahenkr�afte Totlasten, also unabh�angig von der betrahteten Deformation �sind.



2.1 Elastizit�atstheorie 92.1.3 MaterialgesetzeDurh die Materialgesetze wird der Tatsahe Rehnung getragen, da� das Aus-ma� der Verformung bei einer gegebenen Belastung erfahrungsgem�a� vom ver-wendeten Material abh�angt. Au�erdem werden noh sehs Gleihungen ben�o-tigt, da die drei Gleihungen der Gleihgewihtsbedingungen neun Unbekannten,n�amlih den drei Komponenten der Vershiebung und den sehs Komponentendes symmetrishen zweiten Piola-Kirhho�shen Spannungstensors, gegen�uber-stehen.De�nition 1Ein Material hei�t elastish, wenn es Abbildungen T̂ : �
 � M 3+ ! M 3 sowie�̂ : �
� M 3+ ! S3 gibt, so da� f�ur jeden deformierten ZustandT (x) = T̂ (x;r�(x))bzw. �(x) = �̂(x;r�(x)) f�ur alle x 2 �
 (2.1)gilt.Gleihung (2.1) hei�t konstitutives Gesetz, die Abbildungen T̂ und �̂ bezeih-net man als Antwortfunktion f�ur den ersten bzw. zweiten Piola-Kirhho�shenSpannungstensor. Diese lassen sih unter bestimmten physikalishen Vorausset-zungen an das Material in einfaher Form darstellen.Axiom 2 (Axiom der Koordinatenunabh�angigkeit)Der Cauhyshe Spannungsvektor t�(x�; n�) = T �(x�)n� ist unabh�angig vonder Wahl des Koordinatensystems, d. h. es ist Qt�(x�; n�) = t�(Qx�; Qn�) f�uralle Q 2 O3+ .Das Axiom der Koordinatenunabh�angigkeit gilt f�ur jedes Material. Es besagt,da� jede beobahtbare Gr�o�e unabh�angig von der orthogonalen Basis sein mu�,in der sie berehnet wird. Im Falle der Koordinatenunabh�angigkeit spriht manvon einem objektiven Material. Es wird vorausgesetzt, da� die Referenzkon-�guration der unbelastete Zustand ist, d. h. der EigenspannungstensorTR(x) = �̂(x; I) f�ur alle Punkte x 2 �
 vershwindet. Desweiteren de�niertman:De�nition 2Ein Material hei�t homogen, wenn seine Antwortfunktion T̂ niht von explizitvom Ort x abh�angt, d. h. T̂ (x;r�(x)) = T̂ (r�(x)) f�ur alle x 2 �
 ist. Ein



10 GRUNDLAGENMaterial hei�t isotrop im Punkt x, wenn f�ur die Antwortfunktion T̂ und �̂ desersten und zweiten Piola-Kirhho�shen SpannungstensorsT̂ (x; FQ) = T̂ (x; F )Q f�ur alle F 2 M 3+ ; Q 2 O3+ ;�̂(x; FQ) = QT �̂(x; F )Q f�ur alle F 2 M 3+ ; Q 2 O3+gilt. Gelten die Beziehungen nur f�ur eine Untergruppe der Gruppe O3+ , dannhei�t das Material anisotrop in x. Das Material hei�t isotrop, wenn es in jedemPunkt der Referenzkon�guration isotrop ist.Diese Eigenshaften sind Transformationseigenshaften und h�angen deshalb imwesentlihen von den Invarianten �A = (�1(A); �2(A); �3(A)) der Matrizen ab.Dieses Tripel ist �uber das harakteristishe Polynom de�niert. Im Falle einer3x3-Matrix, die die Eigenwerte �i; i = 1; 2; 3, besitzt, gilt:det(I � �A) = �3 � �1(A)�2 + �2(A)�� �3(A);�1(A) = tr(A) =P3i=1 �i;�2(A) = 12 �(tr(A))2 � tr(A2)� = �1�2 + �1�3 + �2�3 und�3(A) = det(A) = �1�2�3:Satz 2 (Existenz der Lam�e-Konstanten)Es sei ein homogenes, isotropes, elastishes Material gegeben. Die Funktionen�(x; �); � = 0; 1; 2; seinen reelwertige Funktionen der drei Hauptinvarianten derMatrix C und �; � = 0; 1; 2, seien im Punkt �I = (3; 3; 1) di�erenzierbar. Dannexistieren zwei Konstanten � und �, so da� die Antwortfunktion �̂ : M 3+ ! S3die Form�̂(F ) = ~�(C) = 2�E + �(trE)I + o(E); C = F TF = I + 2E; F 2 M 3+hat. In diesem Fall hei�en die Konstanten � und � die Lam�e-Konstanten desbetrahteten Materials.Experimentell werden die Lam�e-Konstanten � und � mit Hilfe des Elastizit�ats-moduls E und der Querkontraktion (Poissonzahl) � bestimmt. Zwishen denLam�e-Konstanten, dem Elastizit�atsmodul und der Querkontraktion bestehendie folgenden Beziehungen:� = �2(�+�) ; E = �(3�+2�)�+�� = E�(1+�)(1�2�) ; � = E2(1+�) :Vernahl�assigt man die Terme h�oherer Ordnung, so erh�alt man das lineare Ma-terialgesetz von Hooke ~�(I + 2E) = 2�E + �tr(E)I: (2.2)



2.1 Elastizit�atstheorie 11Zur Untersheidung wird ~�(I + 2E) in diesem Fall oft mit � bezeihnet. EinMaterial, f�ur das (2.2) niht nur bei kleinen Verzerrungen gilt, hei�t St. Venant-Kirhho�-Material. Solh ein Material ist homogen, isotrop und koordinatenu-nabh�angig. Sein Referenzzustand ist der unbelastete Zustand.Hyperelastizit�atEin elastishes Material ist hyperelastish, wenn ein EnergiefunktionalŴ : �
� M 3+ ! R existiert, so da�T̂ (x; F ) = �Ŵ�F (x; F ) f�ur alle x 2 �
; F 2 M 3+ :Satz 3Ein St. Venant-Kirhho�-Material ist hyperelastish und besitzt das Energie-funktional Ŵ (x; F ) = �W (E) = �2 (trE)2 + � trE2: (2.3)2.1.4 Reduzierte Zust�ande { ebener VerzerrungszustandVielfah ist es niht n�otig, das volle dreidimensionale Problem zu l�osen, da {wenn die Ausdehnung des Bauteils in eine Dimension sehr klein ist { eine Re-duktion auf ein- oder zweidimensionale Modelle m�oglih ist.Es sei ein K�orper 
� (� t2 ; t2 ) gegeben, wobei 
 � R2 ein Gebiet und die Diket > 0 des K�orpers sehr viel kleiner als der Durhmesser von 
 ist. Durh dieVorgabe entsprehender Randbedingung wird daf�ur gesorgt, da� alle Gr�o�enunabh�angig von der z-Komponente sind und u3 vershwindet. Dies ist z. B. beiBauteilen, die bez�uglih der x-y-Ebene symmetrish sind oder die eine gro�eAusdehnung in z-Rihtung besitzen, der Fall.Die Gleihungen des ebenen Verzerrungszustandes ergeben sih durh Ausblen-den der z-Komponente:Eij(x; y; z) = Eij(x; y); i; j = 1; 2;Ei3 = E3i = 0; i = 1; 2; 3:Damit gilt f�ur das lineare Materialgesetz � = 2�E + �(trE)I�i3 = �3i = 0; i = 1; 2 und�33 = �(E11 +E22):



12 GRUNDLAGEN2.2 Lineare Elastizit�atstheorieIn der geometrish linearen Theorie, bei der man von kleinen Verzerrungen aus-geht, werden die quadratishen Terme der Verzerrung E vernahl�assigt, undman erh�alt die Linearisierung�ij = 12(ru+ruT ); (2.4)bzw. � = �(u) = Dumit dem Di�erentialoperator D.Werden dazu noh lineare Sto�gesetze verwendet, erh�alt man die vollst�andiglineare Theorie.2.2.1 Herleitung der VariationsgleihungF�ur hyperelastishe Materialien, deren Ober�ahen- und Volumenkr�afte konser-vativ sind, d. h. die sih mittels f = grad F und g = grad G aus Gradientenfel-dern ableiten lassen, existiert zur Randwertaufgabe�div T̂ (x;r�(x)) = f̂(x;r�(x)); x 2 
�(x) = �0(x); x 2 �DT̂ (x;r�(x))n = ĝ(x;r�(x)); x 2 �N (2.5)eine Variationsformulierung. Die L�osungen des Randwertproblems (2.5) sinddann station�are Punkte der Gesamtenergie, wenn die zul�assigen Deformationen	 : �
 ! R3 die Bedingungen detr	 > 0 in 
 und 	 = �0 auf �D erf�ullen.Sind die �au�eren Kr�afte Totlasten, dann ist die Gesamtenergie�(	) = Z
 hŴ (x;r	(x)) � f �	i dx+ Z�
 g �	 da:Bemerkung 1 Wegen (2.3) gilt im linearen Fall�W (E) = 12� : �;wobei � : � =Pij �ij�ij = tr(�T�) ist.Als Vereinfahungen werden Nullrandbedingungen auf �D vorausgesetzt. Umzu einer Variationsformulierung zu gelangen, ist �(v) zu minimieren�(v)! minu2V;wobei V := (H10 (
))3 = �v 2 (H1(
))3 : v(x) = 0; x 2 �D	 ist.



2.2 Lineare Elastizit�atstheorie 13Die zugeh�orige Variationsformulierung, auh shwahe Formulierung genannt,lautet: Finde u 2 V : a(u; v) = f(v) 8 v 2 V (2.6)mit a(u; v) = R
 �(u) : �(v) dxf(v) = R
 f � vdx + R�N g � v dasowie den Randbedingungen auf �
 = �D [ �Nuj�D = 0�(u)nj�N = g: (2.7)F�ur einen reinen Vershiebungsansatz werden � und � gem�a� (2.2) und (2.4)ersetzt. Damit l�a�t sih a(u; v) in der vollst�andig linearen Theorie wie folgtdarstellen: a(u; v) = R
 [ 2� �(u) : �(v) + � tr(�(u)) tr(�(v) ℄ dx= R
 [ 2� �(u) : �(v) + � div(u) div(v) ℄ dx: (2.8)2.2.2 Existenz- und EindeutigkeitDie Bilinearform (2.8) der linearen Elasizit�atstheorie ist beshr�ankt undH1-elliptish, wenn R
 �(u) : �(v)dx diese Eigenshaft hat. Dies ist Aussageder zweiten Kornshen Ungleihung:Satz 4Sei 
 � R3 eine o�ene, beshr�ankte Menge mit st�ukweise glattem Rand. Fernerhabe �D � �
 ein positives 2-dimensionales Ma�. Dann gibt es eine positiveZahl  = (
;�D), so da�Z
 �(v) : �(v) dx � jjvjj21 f�ur v 2 H1�(
)gilt. Dabei ist H1�(
) der Abshlu� von fv 2 C1(
)3 : v(x) = 0 f�ur x 2 �Dgbez�uglih der jj � jj1-Norm.Damit sind die Voraussetzungen des Lemmas von Lax-Milgram erf�ullt, und esgilt der folgendeSatz 5 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)Sei 
 � R3 ein Gebiet mit st�ukweise glattem Rand, und �D habe ein positi-ves zweidimensionales Ma�. Dann hat die Variationsaufgabe (2.6) der linearenElastizit�atstheorie genau eine L�osung.



14 GRUNDLAGEN2.2.3 Matrix-ShreibweiseF�ur die Finite-Elemente-Methode, die in Abshnitt 2.3 erl�autert wird, ist dieDarstellung von (2.6) in Matrix-/Vektorshreibweise vorteilhaft. Man de�niertdazu u = (u1; u2; u3)T ; � = (�11; �22; �33; 2�12; 2�13; 2�23)T ;� = (�11; �22; �33; �12; �13; �23)T ; r = � ��x1 ; ��x2 ; ��x3�T ;D(x) = 0BBBBBBBBB�
x1 0 00 x2 00 0 x3x2 x1 0x3 0 x10 x3 x2

1CCCCCCCCCA und C = 0BBBBBBBBB�
2�+ � � � 0 0 0� 2�+ � � 0 0 0� � 2�+ � 0 0 00 0 0 � 0 00 0 0 0 � 00 0 0 0 0 �

1CCCCCCCCCA :
Damit gilt � = D(r)u; � = C�und a(u; v) = R
 �(u)TC�(v)dx= R
 (D(r)u)T CD(r)vdx: (2.9)F�ur den ebenen Verzerrungszustand sind alle Komponenten, die zu x3 geh�orenzu streihen, und Gleihung (2.9) gilt mitu = (u1; u2)T ; � = (�11; �22; 2�12)T ;� = (�11; �22; �12; )T ; r = � ��x1 ; ��x2�T ;D(x) = 0B� x1 00 x2x2 x1 1CA und C = 0B� 2�+ � � 0� 2�+ � 00 0 � 1CA :2.3 Die Finite-Elemente-Methode (FEM)Die Finite-Elemente-Methode ist ein sehr leistungsf�ahiges Verfahren, um die L�o-sung von Problemen zweiter oder vierter Ordnung in Varationsformulierung �ubereinem Raum V zu approximieren. Eine ausf�uhrlihe Darstellung der Grundlagen�ndet sih in [7℄, [8℄.



2.3 Die Finite-Elemente-Methode (FEM) 152.3.1 GrundlagenBetrahtet wird das abstrakte VariationsproblemFinde u 2 V : a(u; v) = f(v) 8v 2 V; (2.10)wobei der Raum V, die Bilinearform a(u,v) und das lineare Funktional f dieVoraussetzungen des Lemmas von Lax-Milgram erf�ullen sollen.Eine konforme FE-Methode f�ur (2.10) besteht darin, eine N�aherungsl�osung uhin einem endlih-dimensionalen Unterraum Vh des Raumes V zu �nden, wobeiuh die L�osung des ProblemsFinde uh 2 Vh : a(uh; vh) = f(vh) 8 vh 2 Vh (2.11)ist. Die eindeutige L�osung von (2.11) folgt aus dem Lemma von Lax-Milgram.Sei ('j)nj=1 eine Basis in Vh. Dann erh�alt man die N�aherungsl�osung uh =Pnj=1 uj'j von (2.11) durh L�osen des linearen GleihungssystemsKhuh = fh (2.12)mit der Stei�gkeitsmatrix Kh = (a('j ; 'i))ni;j=1, der L�osung uh = (uj)nj=1 undder rehten Seite fh = (f('i))ni=1. Auf die Indizierung mit dem Diskretisie-rungsparameter h wird im folgenden wieder verzihtet.Wahl der Basisfunktionen 'iDie Besonderheit der FEM ist die Wahl von Basisfunktionen 'i mit lokalem Tr�a-ger, indem 
 in Teilgebiete zerlegt und die Basisfunktionen so de�niert werden,da� sie �uber diesen Teilgebieten Polynome sind.Bemerkung 2 Der Vorteil von Basisfunktionen mit lokalem Tr�ager liegt in derErzeugung shwah besetzter Matrizen, da die Eintr�age a('j ; 'i) der Matrix KhNull sind, wenn der Durhshnitt der Tr�ager der Basisfunktionen 'j und 'ivom Ma� Null ist.
 sei ein polyedrishes Gebiet im R2 . Es wird eine Triangulierung Th �uber derMenge 
 eingef�uhrt, indem das Gebiet 
 durh eine endlihe Vereinigung [T2Thvon Drei- oder Viereken T dargestellt wird. Die Triangulierung sei zul�assig, d.h. wenn T1 und T2 zwei vershiedene Drei- bzw. Viereke von Th sind, mu� derDurhshnitt T1 \ T2 entweder leer, ein gemeinsamer Knoten oder eine gemein-same Seite von T1 und T2 sein.



16 GRUNDLAGENFormal de�niert man ein Finites Element als Tripel (T;PT ;�T ), wobei T einPolyeder im Rd , PT ein Unterraum der Dimension s von C(T ) und �T eineMenge von s linear unabh�angigen Funktionalen �uber P ist.In SPC-PM2Ad, das im folgenden Abshnitt vorgestellt wird, sind die folgendenFiniten Elemente implementiert:� das lineare Dreiekelement(T = f(x; y) 2 R2 : 0 < x < 1; 0 < y < 1� xg;PT = P1;�T = fp(ai); 1 � i � 3g);� das quadratishe Dreiekselement(T = f(x; y) 2 R2 : 0 < x < 1; 0 < y < 1� xg;PT = P2;�T = fp(ai); 1 � i � 3; p(aij); 1 � i < j � 3g);� das bilineare Vierekselement(T = f(x; y) 2 R2 : �1 < x < 1;�1 < y < 1g;PT = Q1;�T = fp(ai); 1 � i � 4g)� und das 8-Knoten-Element der Serendipity-Klasse(T = f(x; y) 2 R2 : �1 < x < 1;�1 < y < 1g;PT = Q02;�T = fp(ai); 1 � i � 4; p(aij); 1 � i < j � 4; ji� jj = 1g):Dabei bezeihnet Pk die Menge aller Polynome h�ohstens k-ten Grades, Qm dieMenge aller Polynome, die das Produkt von Polynomen vom H�ohstgrad m injeder Variablen sind und Q0m � Qm die Menge aller Polynome in Qm au�erdem Produkt von Polynomen mit H�ohstgrad m in allen Variablen. ai sind dieEkknoten und aij = (ai + aj)=2 die Seitenmittelknoten des Finiten Elements.Mit einer solhen Triangulation ist ein Raum Vh von Funktionen verbunden, die�uber �
 de�niert sind und deren Einshr�ankung auf jedes Dreiek T zu einemendlih-dimensionalen Raum P von Funktionen geh�ort, die �uber der Menge Tde�niert sind.Sind P � H1(T ) f�ur alle T 2 Th und Vh � C0(�
), dann gilt Vh � H1(
). Wennzus�atzlih die Funktionen in Vh auf �D vershwinden, dann gilt Vh � H10 (
),d. h. die Finiten Elemente sind konform.2.3.2 Das adaptive FE-Programm SPC-PM2AdDas adaptive FE-Programm SPC-PM2Ad [9℄ dient zur L�osung von zweidimen-sionalen Potential- bzw. Reaktions-Di�usions-Problemen bzw. der zweidimen-sionalen Lam�e-Gleihung der linearen Elastizit�at. In dieser Arbeit werden nurAspekte des Programms erl�autert, die f�ur den letzteren Fall von Bedeutung sind.



2.3 Die Finite-Elemente-Methode (FEM) 17Folgende Shritte, die nahfolgend genauer erkl�art werden, kennzeihnen einadaptives FE-Programm:0. Einlesen der Daten und fundamentale Steuerung- 1. Netzverfeinerung2. Generierung/Assemblierung der Stei�gkeitsmatrix3. De�nition eines Startvektors und PCGM4. Post Proessing und Gra�k5. Fehlersh�atzerNetzverfeinerungIn SPC-PM2Ad sind drei Arten der Netzverfeinerung realisiert: rote (h), rot-gr�une (r), und B�ansh-gr�une (g) Verfeinerung.Bei der roten Verfeinerung [7℄ wird ein Dreiek in vier kongruente Dreieke durhdie Verbindung der Seitenmitten zerlegt. Geshieht dies nur lokal, so entstehenim Allgemeinen h�angende Knoten (engl.: hanging nodes) und die Triangulierungist niht mehr zul�assig. Daher werden die Nahbardreieke halbiert (gr�une Ver-feinerung). Wird jedoh zu oft der selbe Winkel halbiert, so nimmt die Qualit�atder Triangulierung ab. Dies kann durh folgenden Algorithmus zur rot-gr�unenVerfeinerung vermieden werden:Gegeben sei eine zul�assige Triangulierung T.1. Tri�t ein lokales Verfeinerungskriterium zu, so wird das Dreiek rot geteilt.2. Hat ein Dreiek mehr als einen h�angenden Knoten, so wird es rot verfei-nert. Dies geshieht solange, bis die Bedingung niht mehr erf�ullt ist.3. Dreieke mit einem h�angenden Knoten werden durh gr�une Verfeinerungin zwei Dreieke zerlegt.4. Vor einer weiteren Verfeinerung wird zun�ahst die gr�une Verfeinerung ausShritt 3 r�ukg�angig gemaht.Bei der B�ansh-gr�unen Verfeinerung wird das markierte Dreiek halbiert, indemder Seitenmittelpunkt der sogenannten "Teilungskante\ [10℄ des Dreieks mitdem gegen�uberliegenden Ekknoten verbunden wird.



18 GRUNDLAGENGenerierung/Assemblierung der Stei�gkeitsmatrixIm Rahmen der Elastizit�atstheorie w�ahlt man� = ('1e1; '1e2; : : : ; '1endof ; '2e1; '2e2; : : : ; '2endof ; : : : ; 'nkendof )als Basis in Vh, wobei ndof die Anzahl der Freiheitsgrade pro Knoten, nk dieAnzahl der Knoten, ej ; j = 1; : : : ; ndof die Einheitsvektoren und 'i; i = 1; : : : ; nkdie knotenorientierten Basisfunktionen bezeihnet. Es gilt also'i(xl) = Æil; 1 � i; l � nk:Man setzt uh = �u, wobei die Komponenten des Vektor u 2 Rnk �ndof die Zerle-gungskoÆzienten bez�uglih der Basis � sind. Damit erh�alt man die Stei�gkeits-matrix K = (a('jem; 'iel)) nki;j=1 ndofl;m=1 :Wegen (2.9) und D(r)'jel = D(r'j)el istK = Z
 D̂TCD̂d
mit D̂ = �D(r'1) ...D(r'2) ... : : : ...D(r'nk )�.Wie �ublih wird die Stei�gkeitsmatrix elementeweise berehnet und dann auf-akkumuliert. Auf Elementeebene giltKel = Z
 D̂TelCD̂eld
mit D̂el = �D(r'e1) ...D(r'e2) ... : : : ...D(r'ene)�, wobei ne die Anzahl der Ele-mentformfunktionen bezeihnet. Kel berehnet sih n�aherungsweise durh Gau�-Integration mit den Gewihten !ĝ an den Gau�-Punkten ĝ ausKel = X8ĝ2T̂ !ĝ det(J(ĝ))D̂T̂g CD̂ĝ; (2.13)wobei det(J) die Funktionaldeterminate der aÆnen Transformation des Einheits-elements auf das Weltelement ist.Bemerkung 3 In SPC-PM2Ad wird auh bei linearen Ansatzfunktionen das6- bzw. 8-Knoten-Element verwendet. Vor der Generierung der Elementstei�g-keitsmatrizen wird das Makroelement in vier kongruente Dreieke oder Vierekezerlegt, jedoh sind die Materialeigenshaften nur f�ur das Makroelement de�-niert.



2.3 Die Finite-Elemente-Methode (FEM) 19PCGM (engl.: preonditioned onjugate gradient method)Bei der FEM entstehen sehr gro�e, shwah besetzte Gleihungssysteme. DirekteVerfahren k�onnen aufgrund von "�ll in\ (Ersetzung von Null- durh Niht-Null-Eintr�age) und ihres hohen Aufwands niht eingesetzt werden. Die Alternativesind iterative Verfahren, bei denen die Anzahl der Iterationen wesentlih kleinerals die Dimension des Gleihungssystems sein sollte.Die Methode der konjugierten Gradienten (engl.: onjugate gradient method),kurz g-Verfahren, wurde 1952 von Hestens und Stiefel entwikelt, gewann abererst ab Beginn der 80er Jahre an Bedeutung [5℄.Die Iterationszahlen nit des g-Verfahrens sind von der Konditionszahl � derStei�gkeitsmatrix abh�angig. Genauer, f�ur das g-Verfahren mit L�osung x� giltf�ur alle Startvektoren x0 2 Rn nah dem i-ten Iterationsshritt die Fehlerab-sh�atzung kxi � x�k � 2�p�� 1p�+ 1�i kxi � x0k: (2.14)In der Praxis konvergiert das Verfahren jedoh shneller, da f�ur Gleihung (2.14)vorausgesetzt wurde, da� die Eigenwerte gleihm�a�ig zwishen �min und �maxverteilt sind. Eigenwerte treten aber h�au�g in Gruppen auf, was die Konvergenzbeshleunigt.Trotzdem kann dies f�ur die Stei�gkeitsmatrizen in FE-Anwendungen niht aus-reihen, da die Konditionszahl � der Stei�gkeitsmatrix bez�uglih einer knote-norientierten Basis mit O �� 1h�2� anw�ahst. Deshalb l�ost man statt (2.12) einGleihungssystem C�1Ku = C�1b;wobei die symmetrishe, postiv de�nite Matrix C eine N�aherung f�ur K sein soll.Diese Tehnik bezeihnet man als Vorkonditionierung (engl.: preonditioning),die Methode als PCG-Verfahren. Der Algorithmus des PCG-Verfahrens ist inAbb. 2.1 dargestellt.Eine M�oglihkeit zur Vorkonditierung ist die Verwendung von hierarhishenBasen nah Yserentant [12℄.Zu jedem Verfeinerungslevel k = 0; 1; : : : sei eine Triangulierung Tk gegeben. Wirbezeihen mit Vk den FE-Raum zur Triangulation Tk und mit W j ; j = 1; 2; : : :den Unterraum von Vj mit denjenigen FE-Funktionen, die in Knoten des Levelsj � 1 vershwinden.



20 GRUNDLAGENStart: w�ahlen Startvektor u0r0 = Ku0 � bw0 = C�1r0q0 = w00 = rT0 w0f�ur k = 0; 1; 2; : : :vk = KqkÆk = vTk qk , �k = �kÆkuk+1 = uk + �kqkrk+1 = rk + �kvkwk+1 = C�1rk+1k+1 = rTk+1wk+1, �k = k+1kqk+1 = wk+1 + �kqkbis k+1 � �2rel0.Abb. 2.1: Algorithmus des pg-Verfahrens: L�osen Ku = b mit Vorkonditionie-rung CDie hierarhishe Basis 	 l�asst sih leiht rekursiv de�nieren. In V0 entsprihtdie hierarhishe Basis der Knotenbasis. F�ur k � 1 besteht die hierarhisheBasis aus den hierarhishen Basisfunktionen des k�1-ten Levels und den Funk-tionen, die eine Knotenbasis in W k bilden.Die Stei�gkeitsmatrix bez�uglih einer hierarhishen Basis im FE-Raum hat eineKonditionszahl, die nur mit O �(log h)2� anw�ahst. Das pg-Verfahren ben�otigtalso nur O(log n) Iterationsshritte. Allerdings erh�alt man bei der Verwendungvon hierarhishen Basen voll besetzte und relativ komplizierte Stei�gkeitsma-trizen. Deshalb assembliert man die Stei�gkeitsmatrix niht bez�uglih der hier-arhishen Basis, sondern nutzt die Vorteile des Basiswehsels nur zur Vorkon-ditionierung.Es existiert eine Matrix Q mit 	 = �Q:Damit gilt f�ur die Eigenwerte �i der hierarhishen Stei�gkeitsmatrix KH�i(KH) = �i(QTKQ) = �i(QQTK)und wir de�nieren C�1 = QQT .Bemerkung 4 Bei roter Verfeinerung erfolgt zus�atzlih eine Projektion (siehe[13℄).



2.3 Die Finite-Elemente-Methode (FEM) 21Die programmtehnishe Realisierung der Vorkonditionierung erfolgt unter Zu-hilfenahme einer Verfeinerungsliste, in der die Knotennummern von dem Sohnk-noten S und den beiden Vaterknoten V1 und V2 gespeihert sind.Algorithmus: Berehnung von w = C�1r = QQT ry = QT r : y = r8 Knoten in Verfeinerungsliste r�ukw�arts doy(V1) = y(V1) + 12y(S)y(V2) = y(V2) + 12y(S)w = Qy : w = y8 Knoten in Verfeinerungsliste vorw�arts dow(S) = w(S) + 12 (w(V1) + w(V2))Diese Vorkonditionierung verwendet ausshlie�lih Informationen �uber die Netz-verfeinerung und ist unabh�angig von der zugrundeliegenden Di�erentialglei-hung. Dieser Nahteil kann behoben werden, indem man die Diagonale derStei�gkeitsmatrix DK mittels C�1 = J0QDK+QT J0 (2.15)zur Vorkonditionierung nutzt oder einen Grobgitterl�oser verwendet:C�1 = J0Q C�10 00 DR+ !QT J0: (2.16)Dabei bezeihnet C0 die sogenannte Grobgittermatrix, also die Stei�gkeitsma-trix zu T0. Die Diagonalmatrix DR enth�alt die Elemente der Diagonale derStei�gkeitsmatrix DK zu Knoten, die niht im Grobnetz repr�asentiert sind. Dieverallgemeinerte Inverse M+ einer Diagonalmatrix M := diag(mi)ni=1 und dieDiagonalmatrix J0 sind wie folgt de�niert:M+ = diag(m+i )ni=1 mit m+i = ( 0 falls mi = 01mi sonstJ0 = diag(ji)ni=1 mit ji = ( 0 , falls (DK+)ii = 01 , sonst.Da die Dimension von V0 \H10 (
) normalerweise vergleihsweise klein ist, kanndie Cholesky-Zerlegung LLT von C0 billig berehnet werden.Post Proessing und Gra�kDie Visualisierung der Ergebnisse erfolgt mit den an der TU Chemnitz vorhan-denen Tools, deren Aufruf und Benutzung in [14℄ erkl�art wird.



22 GRUNDLAGENFehlersh�atzerEin Finites Element T habe den gesh�atzen Elementfehler �2T . Der maximaleElementfehler wird mit � = maxT�T(�2T ) bezeihnet. Dann werden zwei Verfei-nerungsstrategien verfolgt:1. Es werden diejenigen Elemente T zum Verfeinern bzw. Vergr�obern mar-kiert, bei denen der gesh�atzte Elementfehler nahe � oder sehr viel geringerals � ist, d. h. �T > thR � � ) Verfeinerung�T < thC � � ) Vergr�oberung; (2.17)wobei thR den Verfeinerungs- und thC den Vergr�oberungsshwellwert be-zeihnet.2. Es wird mindestens ein bestimmter Prozentsatz der Elemente zur Verfei-nerung markiert. Ist dies niht der Fall, so wird thR solange mit einemFaktor thsale < 1 multipliziert, bis ein vorgegebener minimaler Wert f�urthR erreiht ist.F�ur ein Finites Element T mit den Kanten ei wird der gesh�atzte Elementfehler�2T aus gesh�atzen Kantenfehlern �2ei berehnet. Bei Elastizit�atsproblemen spieltder Wert Xei��T hT � jj[�n℄jj2L2(ei)eine bedeutende Rolle, wobei [�℄ den Sprung �uber die Kante ei bezeihnet. Des-halb de�nieren wir den kantenorientierten Fehlersh�atzer als�2ei = hT jj[�n℄jj2L2(ei):Durh Anwendung der Mittelpunktsregel ergibt sih�2ei = hT � jeij � j[�n℄j2 ��xM ; (2.18)wobei xM den Mittelpunkt der Kante ei bezeihnet. Da f�ur isotrope ElementehT � jeij und jeijn = e?i gilt, l�a�t sih der kantenorientierte Fehlersh�atzer als�2ei = j[� � e?i ℄j2 ��xMberehnen.F�ur anisotrope Elemente wird der kantenorientierte Fehlersh�atzer um einenFaktor korrigiert. Haben zwei Elemente T1 und T2 die gemeinsame Kante ei, sogilt: �2ei := �2ei � min(minej�T1 jej j;minek�T2 jekj)jT1j+ jT2j : (2.19)



2.3 Die Finite-Elemente-Methode (FEM) 23Daraus ergibt sih der Elementfehlersh�atzer�2T = Pei�T �2eimin(2�; �) : (2.20)F�ur die Rehnungen in Kapitel 3 ist der gesh�atzte relative Fehler �(k) bez�uglihder Energienorm im aktuellen k-ten Shritt als�(k) = PT�T �2TuTKu (2.21)angegeben.
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253 Pseudomaterial und Ma-terialfunktionen3.1 Einf�uhrung { Analytishe BetrahtungIn diesem Abshnitt wird das urspr�unglihe Deformationsproblem �uber 
0 durhein Deformationsproblem �uber 
 � 
0 mit einem ortsabh�angigen Materialten-sor C(x) ersetzt. Dabei soll die zugeh�orige Variationsformulierung die Voraus-setzungen des Lemmas von Lax-Milgram erf�ullen.Ausgangspunkt ist das Deformationsproblem �uber 
0, das ein Bauteil mit kom-plizierter Geometrie beshreibt, wobei sih im linear-elastishen Fall die zuge-h�orige Variationsgleihung wie folgt darstellen l�a�t:Finde u 2 V := �H10 (
0)�3 : a0(u; v) = f0(v) 8 v 2 V (3.1)mit a0(u; v) = R
0 �(u) : C : �(v) dxf0(v) = R
0 f � v dx + R�N;0 g � v da;und den Randbedingungen auf �
0 = �D [ �N;0uj�D = 0�(u)nj�N;0 = g: (3.2)Um das Deformationsproblem (3.1) zu l�osen, m�u�te man aufgrund der geo-metrishen Besonderheiten des Gebietes 
0 ein sehr feines Startnetz w�ahlen.Um dies zu vermeiden, wird der unbelastete Spannungsrand, also die Mengefx 2 �N;0 : �n = 0g, neu de�niert, so da� ein Gebiet 
 entsteht, welhes 
0enth�alt und einfah zu vernetzen ist. Mit 
� wird die o�ene Menge 
n�
0 be-zeihnet, die somit ein kompliziertes Loh, eine komplizierte Auskerbung et.beshreibt.Statt der Variationsgleihung (3.1) �uber 
0 wird die VariationsgleihungFinde u 2 ~V := � ~H(
)�3 : a(u; v) = f(v) 8 v 2 ~V (3.3)�uber 
 mit a(u; v) = R
 �(u) : C(x) : �(v) dxf(v) = R
 f � v dx+ R�N g � v da



26 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENund den Randbedingungen uj�D = 0�(u)nj�N = g (3.4)auf �
 = �D [�N gel�ost. Dabei wird der ortsabh�angige Materialtensor C(x) sogew�ahlt, da� er auf �
0 mit dem Materialtensor C des Variationsproblems (3.1)�ubereinstimmt und in 
� das urspr�unglih niht vorhandene Material, das alsPseudomaterial bezeihnet wird, m�oglihst gut modelliert. Diese Ortsabh�angig-keit des Materialtensors wird im Rahmen der FEM durh Materialfunktionenbeshrieben, deren De�nition in den folgenden Abshnitten erfolgt.Bemerkung 5 Im Falle der vollst�andig linearen Theorie sind die ortsabh�an-gigen Materialparameter der Elastizit�atsmodul E(x) und die Querkontraktions-zahl �(x).Das Variationsproblem (3.3) ist �uber dem Raum � ~H(
)�3 de�niert. Bei demRaum ~H(
) handelt es sih niht, wie man aus (3.1) folgern k�onnte, um denRaum H10 (
), da die Bilinearform a(u; v) z. B. f�ur C(x) = 0 8x 2 
� auf�H10 (
)�3 niht koerziv ist.3.1.1 De�nition von � ~H(
)�3Der Raum � ~H(
)�3 besteht aus Funktionen ~u 2 � ~H(
)�3, f�ur die~u(x) = ( u(x) f�ur x 2 �
0; u 2 �H10 (
0)�3u�(x) f�ur x 2 
�ist, wobei u� die harmonishe Fortsetzung der Spur von u auf �� := �
� in 
�ist.Aufgrund der De�nition von � ~H(
)�3 existiert eine eineindeutige Abbildungvon �H10 (
0)�3 auf � ~H(
)�3. Folglih ist a(u; v) koerziv auf � ~H(
)�3, daa(~u; ~u) � a0(u; u) � Ckuk2(H10 (
))3 8 ~u 2 � ~H(
)�3ist.Im Weiteren betrahten wir nur Funktionen ~u 2 � ~H(
)�3. Da die Beshr�ankt-heit und Symmetrie von a(u; v) o�ensihtlih ist, sind somit die Voraussetzungendes Lemmas von Lax-Milgram erf�ullt.



3.1 Sinnf�alligkeit der Vorgehensweise 273.2 Sinnf�alligkeit der Vorgehensweise am Bei-spiel mit und ohne PseudomaterialIn diesem Abshnitt wird die prinzipielle Mahbarkeit und die Qualit�at derL�osung bei der Verwendung von ortsabh�angigenMaterialparametern untersuht.Dazu wird die Menge 
�, die ein Loh oder eine Auskerbung verk�orpert, sogew�ahlt, da� sie exakt im Grobnetz repr�asentiert ist, d. h. ihr Rand �
� mitden Kanten von Finiten Elementen des Grobnetzes zusammenf�allt. Dadurh istein direkter Vergleih zwishen Rehnungen mit vernetzter Geometrie und mitPseudomaterial m�oglih. Die Finiten Elemente, die vollst�andig in 
� liegen, wer-den als Pseudoelemente bezeihnet, und erhalten zun�ahst einen zweiten Mate-rialtyp, der durh die konstanten Materialparameter Eps und �ps gekennzeihnetist.Anhand der Modellprobleme, die der n�ahste Abshnitt vorgestellt, wird zu-n�ahst gekl�art, wie die Materialparamter im Pseudomaterial Eps und �ps gew�ahltwerden sollten und ob das adaptive FE-Programmmit dieser Parameterwahl ar-beitet (Kap. 3.2.2). Anshlie�end (Kap. 3.2.3) werden m�oglihe Auswirkungenbez�uglih der Konditionszahl der Stei�gkeitsmatrix bei der Verwendung vonPseudomaterial anstelle eines vernetzten Lohs untersuht.3.2.1 ModellproblemeAls Modellproblem dient ein Viereksgebiet 
 = (0; 4) � (0; 4) m2 mit denMaterialparametern E0 = 2 � 105 Nmm2 und �0 = 0:3, das auf�D = f(x; 0) : 0 � x � 4gfest eingespannt ist. Auf �N = f(4; y) : 2 � y � 3g (3.5)greift eine Kraft ~f = (f1; f2)T mit f1 = 0 Nm3 und f2 = �0:1 Nm3 an.Bei dem ersten Modellproblem be�ndet sih in der Mitte ein quadratishes Lohmit 
� = f(x; y) 2 
 : 1 < x < 3; 1 < y < 3g: (3.6)Entweder ist das quadratishe Loh vernetzt (Abb. 3.1) oder es enth�alt Pseudo-material (Abb. 3.2).
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E(x) = E0Abb. 3.1: Deformationsproblem mitquadratishem Loh (3.6), vernetzteGeometrie
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E(x) = E0, E(x) = 0Abb. 3.2: Deformationsproblemmit quadratishem Loh (3.6), mitPseudomaterialDas zweite Modellproblem hat am Rand eine rehtekige Auskerbung, die eben-falls entweder vernetzt ist oder durh Pseudomaterial modelliert wird. Dabeiwurde 
� = f(x; y) 2 
 : x 2 (0; 1) [ (3; 4); 1 < y < 3g (3.7)gew�ahlt.
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E(x) = E0Abb. 3.3: Deformationsproblem mitrehtekiger Auskerbung (3.7), ver-netzte Geometrie
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E(x) = E0, E(x) = 0Abb. 3.4: Deformationsproblem mitrehtekiger Auskerbung (3.7), mitPseudomaterial



3.2 Sinnf�alligkeit der Vorgehensweise 293.2.2 Wahl der Materialparameter und �Uberpr�ufung derFunktionsf�ahigkeit von SPC-PM2AdWir bezeihnen mit �
0(x) die harakteristishe Funktion zu 
0, d. h.�
0(x) = ( 1 , falls x 2 
00 , sonst:F�ur die Wahl der Materialparameter betrahten wir zwei F�alle:Fall 1: E(x) = �
0(x)E0, d. h. Eps = 0.Damit sind die Lam�e-Konstanten � und � in 
� { unabh�angig von �ps{ beide Null. Folglih sind die Elementstei�gkeitsmatrizen f�ur Pseudo-elemente Nullmatrizen. Dies entspriht der intuitiven Idee eines "ver-shwindenden\ Materials.Fall 2: �(x) = �
0(x)�0, E(x) = ( E0 , falls x 2 
0C � E0; 0 < C � 1 , sonstd. h. �ps = 0;Eps klein.Damit ist in 
� � = 0 und � = C E02 klein. Dies simuliert ein leihtkomprimierbares Material. Es soll vermieden werden, da� sih bei dergraphishen Darstellung der Vershiebungen die Punkte am Rande desPseudomaterials mit jenen im Inneren �uberlappen.Die elementweise rehte Seite eines Pseudoelements ist in beiden F�allen gleihNull.Im Fall 2 sind keine besonderen Shwierigkeiten zur Laufzeit zu erwarten, da hierzwei wohlde�nierte Materialien verwendet werden. Lediglih durh das Vorhan-densein von nihtvershwinden Elementstei�gkeitsmatrizen in 
� k�onnten sihim Vergeih zur vernetzten Geometrie andere Iterationszahlen ergeben.Der Fall 1 verdient jedoh als Grenzfall besondere Beahtung.1. Grobgitterl�oser:Sind Knoten des Grobnetzes von Pseudoelementen umgeben, so ist dieGrobgittermatrix singul�ar. In SPC-PM2Ad wird jedoh die Hautdiagonaleder Grobgittermatrix mit 10�25 initialisiert, so da� die Cholesky-Zerlegungder Grobgittermatrix erfolgreih ist und der Grobgitterl�oser arbeitet.



30 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONEN2. Vorkonditionierung:Bei der Vorkonditionierung ist aufgrund der vershwindenden Element-stei�gkeitsmatrizen rk = 0 8xk 2 
�. Damit spielt die Initialisierung vonDK (siehe Abshnitt 2.3.2), die standardm�a�ig 10�20 betr�agt, keine Rolle,da die invertierten Initialisierungswerte auf Nulleintr�age von QT J0r tre�en(Lemma und Beweis siehe Anhang A). Durh die Anwendung von QT ent-steht f�ur w, und folglih f�ur q und u eine pseudoharmonishe Fortsetzungins Innere von 
�.Sind Knoten in 
� von Pseudoelementen umgeben, so hat die Stei�gkeits-matrix den Eigenwert Null. Das PCG-Verfahren arbeitet jedoh in einemUnterraum, so da� sih dieser Eigenwert niht st�orend auf die Konvergenzauswirkt.3. Fehlersh�atzer:In 
� ist �n aufgrund der vershwindenden Materialparameter Null. Ele-mente am �Ubergang zum Pseudomaterial werden zur Verfeinerung mar-kiert, solange die Kantenspr�unge [�n℄ und damit �n in 
0 relativ gro� sind.So wird mit zunehmender Verfeinerung die "harte\ Randbedingung �n = 0des vernetzten Lohs angen�ahert. Bei Auskerbungen wird die Neumann-Randbedingung �n = 0 des urspr�unglihen Randes �N;0 durh die Pseu-doelemente erf�ullt.Pseudoelemente selbst werden immer zur Vergr�oberung und nie zur Verfei-nerung markiert. Die Verfeinerungen im Pseudomaterial sind ausshlie�-lih auf Netzabshlu� zur�ukzuf�uhren. Der Grund liegt darin, da� f�ur denElementefehlersh�atzer (2.20) mit( (min(2�; �))�1 in 
00 sonstmultipliziert wird.Jedoh �andert sih bei der Verwendung von Pseudomaterial im Vergleihzu der Rehnung mit vernetztem Loh das Laufzeitverhalten. Zum einenist die Elementeanzahl und damit der Prozentsatz der zum Verfeinernmarkierten Elemente untershiedlih. Zum anderen weiht bei der Ver-wendung des anisotropen Fehlersh�atzers wegen (2.19) der Wert von �2eif�ur Elemente am �Ubergang zum Pseudomaterial ab. Deshalb wird der ani-sotrope Fehlersh�atzer stets deaktiviert.



3.2 Sinnf�alligkeit der Vorgehensweise 31Bemerkung 6 Ohne Grobgitterl�oser mu� also f�ur ein exakt gleihes Laufzeit-verhalten der isotrope Fehlersh�atzer verwendet werden, und der Prozentsatz derzum Verfeinern markierten Elemente darf nur aus markierten Elementen, diein 
0 liegen, berehnet werden.Bei Verwendung des Grobgitterl�osers ist zus�atzlih zu beahten, da� es im all-gemeinen bei der Verwendung von Pseudomaterial durh das Vorhandenseinzus�atzliher Knoten zu einer Permutation der Knotennummerierung und da-durh zu einer Ver�anderung der Summationsreihenfolge bei der Berehnung derCholesky-Faktoren bzw. dem Vorw�arts- und R�ukw�artseinsetzen w�ahrend derVorkonditionierung kommt. Dadurh entstehen kleine Abweihungen. Hier istgleihes Laufzeitverhalten nur m�oglih, wenn die Knoten von Elementen, die in
0 liegen, zuerst in gleiher Reihenfolge durhnummeriert werden und zus�atzlihdie Reste der Initialisierung (vgl. Abshnitt 3.3.1) nah der Cholesky-Zerlegungder Grobgittermatrix mit Nullen �ubershrieben werden.Zusammenfassend l�a�t sih also sagen, da� Grobgitterl�oser, PCG-Verfahren undFehlersh�atzer in gew�unshter Weise arbeiten.Nah der Untersuhung der prinzipiellen Mahbarkeit, betrahten wir die Quali-t�at der L�osung. In Tab. 3.1 ist die Vershiebung f�ur das quadratishe Loh (3.6)bei vernetzter Geometrie in x- bzw. y-Rihtung exemplarish in den Punkten(3; 2) und (4; 2) nah k Verfeinerungsshritten angegeben.k 2�#kn ux(3; 2) � 106 ux(4; 2) � 106 �(0) �(k)4lr 17 618750 10.04273605 11.98706436 1.3E+01 7.0E-034lg 17 622588 10.04266739 11.98709583 1.3E+01 3.9E-034lh 20 754026 10.04248905 11.98659420 1.3E+01 7.0E-034qr 33 542958 10.04383278 11.98818493 6.4E-01 3.0E-064qg 32 578106 10.04382515 11.98818493 6.4E-01 4.5E-064qh 40 447422 10.04383945 11.98820400 6.4E-01 1.4E-062l2 20 577258 10.04350758 11.98787975 1.7E+00 1.0E-032q2 22 61226 10.04381466 11.98817635 3.2E-01 1.5E-06Tab. 3.1: Vershiebungen des Deformationsproblems mit quadratishenLoh (3.6) bei vernetzter Geometrie nah k VerfeinerungsshrittenBemerkung 7 Die K�urzel wie '4qg' oder 'Dqg' in Tabellen und Abbildun-gen stehen f�ur verwendete Elemente, Ansatzfunktionen und Verfeinerung bzw.Anisotropie-Faktor. Dabei stehen 'D' bzw. 4 oder 'V' bzw. 2 f�ur die Art derverwendeten Elemente und 'l' oder 'q' f�ur lineare bzw. quadratishe Ansatz-funktionen. Bei Dreieken ist zus�atzlih die Verfeinerungsmethode ('r' { rot-



32 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENgr�un, 'g' { B�ansh-gr�un, 'h' { hanging nodes) angegeben und bei Viereken derAnisotropie-Faktor. Die Referenzwerte ux;ref (x1; x2) und uy;ref (x1; x2), mit de-nen die relativen Fehler (vlg. Gl. (3.8) bzw. (3.9)) berehnet werden, sind jeweilsin Kursivshrift gesetzt.Vergleihend hierzu werden in Referenzpunkten die betragsm�a�igen relativenFehler der Vershiebung in Prozent in x-Rihtung�ux(x1; x2) = jux(x1; x2)� ux;ref (x1; x2)ux;ref (x1; x2) j � 100% (3.8)bzw. y-Rihtung�uy(x1; x2) = juy(x1; x2)� uy;ref (x1; x2)uy;ref (x1; x2) j � 100% (3.9)nah 15 Verfeinerungsshritten berehnet. Nah dieser Anzahl von Verfeine-rungsshritten hat sih bei quadratishen Elementen das Quadrat des relativengesh�atzten Fehlers bez�uglih der Energienorm �(k) ungef�ahr um vier Zehnerpo-tenzen erniedrigt. Bei quantitativen Auswertungen wurde im letzten Verfeine-rungsshritt immer solange gerehnet, bis das CG-Residum < r;w > m�oglihstklein war.Die Tabellen 3.2 und 3.3 zeigen den Approximationsfehler f�ur das quadratisheLoh (3.6) Dabei ist die Approximation der wirklihen Vershiebung im Fall 2(Pseudomaterial mit Eps > 0) sowohl am �Ubergang zum Loh als auh in einigerEntfernung zum Loh etwas shlehter als jene im Fall 1 (Pseudomaterial mitEps = 0). 2�#kn �ux(3; 2) �ux(4; 2)4lr 307920 0.03 % 0.03 %4lg 303404 0.02 % 0.02 %4lh 155280 0.06 % 0.06 %4qr 29544 < 0.01 % < 0.01 %4qg 41008 < 0.01 % < 0.01 %4qh 29496 0.01 % < 0.01 %2l2 93768 0.01 % 0.02 %2q2 11176 0.01 % 0.01 %Tab. 3.2: Approximationsfehler des Deformationsproblems mit quadratishemLoh (3.6), mit Pseudomaterial nah 15 Verfeinerungsshritten bei Wahl Eps = 0(Fall 1)



3.2 Sinnf�alligkeit der Vorgehensweise 332�#kn �ux(3; 2) �ux(4; 2)4lr 307826 0.07 % 0.06 %4lg 304560 0.07 % 0.06 %4lh 155366 0.11 % 0.10 %4qr 29496 0.05 % 0.04 %4qg 40928 0.05 % 0.04 %4qh 29496 0.05 % 0.04 %2l2 93794 0.07 % 0.06 %2q2 11176 0.06 % 0.05 %Tab. 3.3: Approximationsfehler des Deformationsproblems mit quadratishemLoh (3.6), mit Pseudomaterial nah 15 Verfeinerungsshritten bei WahlEps = 10, �ps = 0 (Fall 2)Bemerkung 8 Wie aus Abb. 3.5 ersihtlih, ist der Trik, Eps gr�o�er Null,aber klein zu w�ahlen und damit eine gute graphishe Darstellung zu erreihen,im allgemeinen niht n�otig. Durh die Anwendung der Vorkonditionierung nahYserentant entsteht eine pseudoharmonishe Fortsetzung der L�osung ins Innerevon 
�.
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Abb. 3.5: Betrag der Vershiebung j~uj des Deformationsproblems mit quadrati-shem Loh (3.6) nah zehn Verfeinerungsshritten bei Wahl Eps = 0, 4lg



34 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENBei anderen Geometrien (z. B. Shlitzen) und st�arkeren Belastungen kann na-t�urlih bei der graphishen Darstellung eine �Uberlappung am �Ubergang zu 
�niht ausgeshlossen werden.Auh f�ur die rehtekige Auskerbung mit Pseudomaterial ergibt sih mit Eps = 0eine bessere Approximation der wirklihen Vershiebungen. In Tab. 3.4 sind dieVershiebungen bei vernetzter Geometrie in y-Rihtung in den Punkten (2; 2)und (3; 2) dargestellt und in den Tabellen 3.5 und 3.6 der Approximationsfehlerbei der Verwendung von Pseudomaterial.k 2�#kn uy(2; 2) � 106 uy(3; 2) � 106 �(0) �(k)4lr 18 657762 -7.74468565 -7.85799217 1.5E+00 1.1E-034lg 18 545966 -7.74467659 -7.85800076 1.5E+00 7.8E-044lh 18 428372 -7.74463463 -7.85782766 1.5E+00 1.9E-034qr 24 226954 -7.74481297 -7.85812902 8.3E-02 4.7E-074qg 22 236260 -7.74481201 -7.85812712 8.3E-02 4.3E-074qh 27 213332 -7.74481297 -7.85812140 8.3E-02 5.1E-072l2 17 164236 -7.74468279 -7.85801888 3.5E-01 6.7E-042q2 23 55530 -7.74481297 -7.85812616 1.4E-01 7.3E-07Tab. 3.4: Vershiebungen des Deformationsproblems mit rehtekiger Ausker-bung (3.7) bei vernetzter Geometrie nah k Verfeinerungsshritten2�#kn �uy(2; 2) �uy(3; 2)4lr 215422 0.01 % 0.01 %4lg 239490 < 0.01 % < 0.01 %4lh 145766 0.01 % 0.01 %4qr 33018 < 0.01 % < 0.01 %4qg 47642 < 0.01 % < 0.01 %4qh 40760 < 0.01 % < 0.01 %2l2 44894 0.01 % 0.01 %2q2 12758 < 0.01 % < 0.01 %Tab. 3.5: Approximationsfehler des Deformationsproblems mit rehtekiger Aus-kerbung (3.7), mit Pseudomaterial nah 15 Verfeinerungsshritten bei WahlEps = 0 (Fall 1)



3.2 Sinnf�alligkeit der Vorgehensweise 352�#kn �ux(3; 2) �ux(4; 2)4lr 215540 0.01 % 0.01 %4lg 239644 0.01 % 0.01 %4lh 145930 0.01 % 0.03 %4qr 33018 0.01 % 0.01 %4qg 47750 0.01 % 0.01 %4qh 40760 0.01 % 0.01 %2l2 44840 0.02 % 0.01 %2q2 12758 0.01 % 0.01 %Tab. 3.6: Approximationsfehler des Deformationsproblems mit rehtekiger Aus-kerbung (3.7), mit Pseudomaterial nah 15 Verfeinerungsshritten bei WahlEps = 10, �ps = 0 (Fall 2)3.2.3 IterationszahlenDie Iterationszahlen f�ur die Modellprobleme mit quadratishem Loh (3.6) bzw.rehtekiger Auskerbung (3.7) sind in Abb. 3.6 und 3.7 gra�sh dargestellt.
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log(n)4 - vernetzte Geometrie+ - mit Pseudomaterial, Eps = 0 (Fall 1)o - mit Pseudomaterial, Eps = 10, �ps = 0 (Fall 2)Abb. 3.7: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit rehtekiger Ausker-bung (3.7) bei untershiedliher Wahl des Elastizit�atsmodulsIm wesentlihen erh�alt man f�ur die vernetzte Geometrie sowie bei der Verwen-dung von Pseudomaterial die gleihen Iterationszahlen. Die leihten Untershie-de sind auf die untershiedlihe Anzahl von Elementen zur�ukzuf�uhren. Es tretenkleinere Spr�unge auf und die Iterationszahlen steigen leiht an. Dieses Ph�anomenist problemabh�angig und tritt sowohl bei quadratishen als auh bei rautenf�or-migen L�ohern auf, w�ahrend bei kreisf�ormigen L�ohern die Iterationszahlen abdem 5. Verfeinerungsshritt ann�ahernd konstant sind. Grund sind also die vor-handenen Singularit�aten.3.2.4 De�nition einer MaterialfunktionIm Sinne einer sp�ateren Verallgemeinerung auf L�oher, deren R�ander niht mitden Elementgrenzen zusammenfallen, wird nun nur ein Material mit den kon-stanten Materialparametern E0 und �0 verwendet und das Pseudomaterial durhfolgende einfahe Materialfunktion modelliert:m1 : x 7! E(x) = �
0(xs)E0; (3.10)wobei xs den Shwerpunkt des Finiten Elementes bezeihnet.



3.2 Sinnf�alligkeit der Vorgehensweise 37Werden die in Abb. 3.8 dargestellten Grobnetze verwendet, verlaufen die Reh-nungen mit dieser einfahen Materialfunktion f�ur die bisher betrahteten Pro-bleme analog zu den Rehnungen bei Verwendung eines 2. Materialtyps.
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E(x) = E0Abb. 3.8: Ersatz-Deformationsprobleme3.2.5 ZusammenfassungBei der Verwendung ortsabh�angiger Materialparameter treten bei den Modell-problemen keine Probleme bei der Ausf�uhrung des adaptiven FE-Programmsauf. Der Grobgitterl�oser sowie das PCG-Verfahren arbeiten, und es wird an denrihtigen Stellen verfeinert.In 
� wird der Elastizit�atsmodul Eps = 0 gesetzt. Mit dieser Wahl sind die Ab-weihungen der berehneten Vershiebungen im Vergleih zur vernetzten Geo-metrie sehr klein. Aufgrund der entstehenden pseudoharmonishen Fortsetzungist dar�uber hinaus eine gute graphishe Darstellbarkeit der Ergebnisse gew�ahr-leistet. Die Iterationszahlen der Rehnungen mit Pseudomaterial sind im we-sentlihen gleih gro� wie die Iterationszahlen der Rehnungen mit vernetzterGeometrie. Der anisotrope Fehlersh�atzer wird bei allen Rehnungen deakti-viert, um eine bessere Vergleihbarkeit der Iterationszahlen zu erreihen. DieWahl Eps klein und �ps = �0 wird im weiteren aufgrund shlehterer Approxi-mationseigenshaften niht n�aher betrahtet.Durh den Gebrauh der Materialfunktion anstelle eines zweiten Materialtypsk�onnen nun Deformationsprobleme f�ur allgemeinere Gebiete 
� berehnet wer-den.



38 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONEN3.3 L�oher und Auskerbungen allgemeinererFormIm Gegensatz zu Abshnitt 3.2 wird nun auf die Voraussetzung verzihtet, da�das Gebiet 
�, welhes ein Loh oder eine Auskerbung verk�orpert, im Grobnetzrepr�asentiert ist. 
� soll jedoh bis auf weiteres eine konvexe Menge oder dieVereinigung konvexer durhshnittsfremder Mengen sein.3.3.1 Probleme und L�osungsstrategienBei L�ohern allgemeinerer Form und Verwendung der einfahen Materialfunk-tion (3.10) treten zwei Probleme auf, die ihre Ursahen1. in der Initialisierung der zur Vorkonditionierung verwendeten DiagonalenDK der Stei�gkeitsmatrix (vgl. Gl. (2.15) bzw. (2.16)) mit 10�20 , und2. in der Initialisierung der Diagonalen der Grobgittermatrix mit 10�25haben.Diese Probleme werden nun an Beispielen dargestellt. Es werden vershiedeneL�osungsstrategien erl�autert, die dann in den Kapiteln 3.3.3 und 3.3.4 genauerzu untersuhen sind.Das erste Problem mit der Initalisierung von DK wird am Beispiel eines rauten-f�ormigen Lohes mit
� = f(x; y) 2 
 : jx� 2j+ jy � 2j < 1g (3.11)bei Verwendung von Vierekselementenmit linearen Ansatzfunktionen im 3. Ver-feinerungsshritt deutlih (siehe Abb. 3.9).Der Sohnknoten S hat eine nihtvershwindende Vershiebung u(S). Diese wirdbei der Vorkonditionierung mit QT zur H�alfte auf den Vaterknoten V1 addiert.Da V1 im Pseudomaterial liegt, sind die Elementstei�gkeitsmatrizen der um-gebenden Elemente Nullmatrizen, also bleibt auf der Diagonalen der Stei�g-keitsmatrix der Wert der Initialisierung erhalten. Damit wird u(V1) mit 1020multipliziert und dann bei der Anwendung von Q auf die entsprehenden Sohn-Knoten von V1 aufaddiert, womit rTw viel zu gro� wird. Dies st�ort die weiteresihere Konvergenz des PCGM.
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E(x) = E0, E(x) = 0Abb. 3.9: Material des Deformationsproblems mit rautenf�ormigem Loh (3.11)im 3. Verfeinerungsshritt mit einfaher Materialfunktion m1, 2l2Die einfahste M�oglihkeit, dieses Problem zu l�osen, besteht darin, die Diagonaleder Stei�gkeitsmatrix DK, die bei der Vorkonditionierung verwendet wird, mitNull statt mit 10�20 zu initialisieren. Dadurh werden alle KoeÆzienten von An-satzfunktionen bez�uglih der knotenorientierten Basis, deren Tr�ager ganz in 
�liegen, gleih Null gesetzt. Die Matrix DK wird aber nah der Basistransforma-tion mit QT angewendet und wirkt deshalb bez�uglih der hierarhishen Basis.Es werden also KoeÆzienten zu hierarhishen Basisfunktionen gleih Null ge-setzt, auh wenn deren Tr�ager niht vollst�andig in 
� liegen (vgl. hierarhisheAnsatzfunktion zum Knoten V1, Abb. 3.9). Damit ist unklar, ob ein systema-tisher Fehler entsteht, da die modi�zierte hierarhishe Basis mittels Q nihtmehr ordnungsgem�a� in die knotenorientierte Basis zur�uktransformiert werdenkann.Das zweite Problem { die Initialisierung der Grobgittermatrix mit 10�25 { istam Beispiel des Kreises mit
� = f(x; y) 2 
 : (x � 2)2 + (y � 2)2 < 1g (3.12)ersihtlih (Abb. 3.10, 3.11).Im 0. Verfeinerungsshritt wird die Grobgittermatrix C0 aufgebaut. Da die Tr�a-ger der Ansatzfunktionen zu den Knoten V1 und V2 in 
� liegen, sind alle Ele-mentstei�gkeitsmatrizen der umliegenden Elemente Nullmatrizen und auf derDiagonalen der Grobgittermatrix C0 bleibt der Wert 10�25 der Initialisierung



40 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENf�ur die zugeordneten Freiheitsgrade erhalten. Nah der Cholesky-Zerlegung stehtdort ein Wert in der Gr�o�enordnung von 10�13 (p10�25 � 3:16 � 10�13).Im 1. Verfeinerungsshritt erh�alt man wegen der einspringenden Eke ein imPunkt S niht vershwindendes Residuum r(S) 6= 0. Dieses wird bei der Vor-konditionierung mit QT jeweils zur H�alfte auf die Vaterknoten V1 und V2 auf-addiert, d. h. der Vektor QT J0r hat an den Komponenten zu V1 und V2 Niht-nullen. Durh Anwendung der beiden Cholesky-Faktoren werden diese mit 1025multipliziert und u. a. auf den Sohnknoten S aufaddiert. Dadurh wird w(S)unverh�altnism�a�ig gro�.
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E(x) = E0, E(x) = 0Abb. 3.10: Material des Deforma-tionsproblems mit kreisf�ormigemLoh (3.12) im 0. Verfeinerungsshrittmit einfaher Materialfunktion m1,2l2
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E(x) = E0, E(x) = 0Abb. 3.11: Material des Deforma-tionsproblems mit kreisf�ormigemLoh (3.12) im 1. Verfeinerungsshrittmit einfaher Materialfunktion m1,2l2Bei der Probleml�osung ist zu bedenken, da� keine "grunds�atzlihe\ �Anderungan der Initialialisierung vorgenommen werden darf. W�urde die Diagonale derGrobgittermatrix z. B. mit Nullen initialisiert, so w�are die Matrix singul�ar,falls Grobgitterknoten von Pseudoelementen umgeben sind. Der Grobgitterl�oserw�urde dann niht mehr arbeiten.Zur L�osung gibt es drei vershiedene Ans�atze:1. Idee:Man sorgt daf�ur, da� die Initialisierung der Diagonalen von C0 an Problemkno-ten �ubershrieben wird. Also d�urfen die Elementstei�gkeitsmatrizen der Ele-mente, die niht vollst�andig im Pseudomaterial liegen, keine Nullmatrizen sein.



3.3 L�oher und Auskerbungen allgemeinerer Form 41Um dies zu erreihen, wird statt der einfahen Materialfunktion (3.10) eine neueMaterialfunktionm2 : x 7! E(x) = ne(T )� ne;ps(T )ne(T ) E0 f�ur x 2 T; (3.13)verwendet, die als gewihtete Materialfunktion bezeihnet wird. Dabei bezeih-net ne(T ) die Gesamtzahl der Knotenpunkte des Elements T und ne;ps(T ) solldie Anzahl der Knotenpunkte von T sein, die im Loh oder in der Auskerbungliegen (die genaue De�nition der Materialfunktion m2 erfolgt im n�ahsten Ka-pitel).2. Idee:Man verhindert, da� die nah der Cholesky-Zerlegung vorhandenen Reste derInitialisierung, also Diagonalelemente der Gr�o�enordnung 10�13, auf nihtver-shwindende Komponenten des Vektors QT J0r tre�en. Da die Diagonale bereitsinvertiert gespeihert ist, geshieht dies durh Nullsetzen der Diagonalelementeder Grobgittermatrix, die gr�o�er als 1010 sind.3. Idee:Man verzihtet ganz auf den Grobgitterl�oser.3.3.2 Vorbetrahtung: die gewihtete MaterialfunktionIn diesem Abshnitt soll die gewihtete Materialfunktion (3.13) sauber de�-niert und ihre Eigenshaften (Approximationsfehler, Iterationszahlen) unter-suht werden.Bei der gewihteten Materialfunktion (3.13) wurden im Gegensatz zur einfahenMaterialfunktion (3.10) Punkte auf dem Rand der Finiten Elemente, n�amlihdie Knotenpunkte, zur De�nition verwendet. Stellt man sih unter ne;ps(T ) dieAnzahl der Knotenpunkte in 
� und ne(T ) � ne;ps(T ) die Anzahl der Kno-tenpunkte in 
0 vor, so besteht ein Problem, sobald �� mit den R�andern vonFiniten Elementen zusammenf�allt, wie dies z. B. bei den Modellproblemen (3.6)bzw. (3.7) der Fall ist. Da 
0 und 
� beide als o�ene Mengen de�niert wur-den (siehe Kapitel 3.1), ist im Moment noh niht pr�azisiert, wie die gewihteteMaterialfunktion wirkt.Bemerkung 9 Auh wenn jetzt noh Kl�arungsbedarf bei der De�nition der ge-wihteten Materialfunktion besteht, wurden bewu�t Punkte auf dem Rand derFiniten Elemente zur De�nition verwendet, da die Materialfunktion die Verwen-dung des Grobgitterl�osers siher stellen soll. Werden zur De�nition der gewih-teten Materialfunktion statt der Knotenpunkte Punkte im Inneren des Elements,



42 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENwie z. B. die Gau�punkte benutzt, so lassen sih Beispiele �nden, bei denen alleKnotenpunkte in 
� liegen, das Element aber kein Pseudoelement ist. Dadurhkommt es zu Problemen mit niht�ubershriebenen Initialisierungswerten in derGrobgittermatrix, sobald bei der Verfeinerung dieses Elements Knoten entste-hen, die in 
0 liegen.F�ur die De�nition der gewihtete Materialfunktion bestehen also folgende M�og-lihkeiten: m2;k : x 7! E(x) = ne(T )� ne;ps(T )ne(T ) E0 f�ur x 2 T; (3.14)wobei ne;ps(T ) die Anzahl der Knotenpunkte von T ist, die in der Menge 
�liegen, oder m2;nk : x 7! E(x) = ne(T )� n0e;ps(T )ne(T ) E0 f�ur x 2 T; (3.15)wobei n0e;ps(T ) die Anzahl der Knotenpunkte von T ist, die in der Abshlie�ungvon 
�, also in �
� liegen. Es gilt m2;nk � m2;k.Die Indizierung mit k bzw. nk leitet sih von dem Spezialfall ab, bei dem dasLoh bzw. die Auskerbung im Grobnetz repr�asentiert ist, da dort eine konformebzw. nihtkonforme FE-Methode entsteht.Bei beiden Materialfunktion liegen { eine gen�ugend feine Vernetzung voraus-gesetzt { Elemente mit vollem Material, also Elemente mit MaterialparameterE0 und �0, in 
0 und Elemente mit Nullmaterial in 
�. Der Untershied zwi-shen m2;nk und m2;k liegt in der Zuordnung der �Ubergangselemente: bei m2;nkliegen diese in 
0, bei m2;k hingegen in 
� (vgl. Abbildungen 3.12 und 3.13).Dadurh haben bei Verwendung der Materialfunktion m2;k die Elemente in 
0die selben Materialparameter wie bei Betrahtung des urspr�unglihen Variati-onsproblems (3.1) mit einer analogen Vernetzung. Deshalb bezeihnen wir dieMaterialfunktion m2;k im folgenden der Einfahheit halber auh im allgemei-nen Fall als konforme gewihtete Materialfunktion und m2;nk als nihtkonformegewihtete Materialfunktion.Beim Gebrauh der gewihteten Materialfunktion treten zwei gegens�atzliheTendenzen auf:Einerseits wird der harte �Ubergang von normalem zu Pseudomaterial durheinen "vershmierten\ �Ubergang ersetzt, wodurh eine shlehtere Approxima-tion als bei Verwendung der einfahen Materialfunktion zu erwarten ist. An-dererseits werden die �Ubergangselemente, bei denen der Faktor ne(T )�ne;ps(T )ne(T )zwishen 0 und 1 liegt, bevorzugt geteilt, da zwishen �Ubergangs- und Pseudo-elementen �n springt.
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E(x) = E0, E(x) = 58E0,E(x) = 38E0, E(x) = 0Abb. 3.12: Material des Deforma-tionsproblems mit quadratishemLoh (3.6) mit konformer gewihteterMaterialfunktion m2;k, k = 1, 2l2
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E(x) = E0, E(x) = 78E0,E(x) = 58E0, E(x) = 0Abb. 3.13: Material des Deformations-problems mit quadratishes Loh (3.6)mit nihtkonformer gewihteter Mate-rialfunktion m2;nk, k = 1, 2l2Bemerkung 10 Der Nahteil der einfahen Materialfunktion, da� Elementeam �Ubergang zum Pseudomaterial, deren Shwerpunkt innerhalb von 
� liegt,niht mehr zum Verfeinern markiert werden, sondern nur durh Netzabshlu�geteilt werden k�onnen, existiert bei der gewihteten Materialfunktion niht.Daf�ur sind bei der gewihteten Materialfunktion st�arkere Verfeinerungen zu er-warten, da aufgrund des Vorhandenseins von �Ubergangselementen die maximalauftretenden Kantenspr�unge im Vergleih zur einfahen Materialfunktion re-duziert werden und durh den vershmierten �Ubergang mehr Elemente gro�egesh�atzte Fehler besitzen k�onnen. Au�erdem k�onnen bei der Verwendung vonder konformen gewihteten Materialfunktion m2;k Elemente im Loh markiertwerden, was bei der einfahen Materialfunktion niht m�oglih ist.In Abb. 3.14 ist der prozentuale Approximationsfehler in x-Rihtung am Punkt(3; 2), also am Rand des Lohes, dargestellt. F�ur den prozentualen Approxima-tionsfehler in x-Rihtung am Punkt (4; 2), also in einiger Entfernung des Lohes,zeigt sih ein �ahnlihes Verhalten.Es ist ersihtlih, da� eine st�arke Verfeinerung am Rand von 
� den Fehler,der durh den gewihteten �Ubergang entsteht, niht kompensieren kann unddie Approximation vor allem w�ahrend der ersten Verfeinerungsshritte sehr vielshlehter ist als bei Verwendung der einfahen Materialfunktion m1. Dies warauh zu erwarten, da in Kapitel 3.2.2 shon eine shlehtere Approximationnahgewiesen wurde, falls Eps und �ps niht Null gew�ahlt werden.
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ko - mit Materialfunktion m2;k 4 - mit Materialfunktion m1+ - mit Materialfunktion m2;nkAbb. 3.14: Approximationsfehler des Deformationsproblems mit quadrati-shem Loh (3.6) bei Verwendung von gewihteten MaterialfunktionenAuh die Iterationszahlen, die in Abb. 3.15 dargestellt sind, sprehen eher gegendie Verwendung einer gewihteten Materialfunktion.
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log(n)o - mit Materialfunktion m2;k 4 - mit Materialfunktion m1+ - mit Materialfunktion m2;nkAbb. 3.15: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit quadratishemLoh (3.6) bei Verwendung von gewihteten Materialfunktionen



3.3 L�oher und Auskerbungen allgemeinerer Form 45Bemerkung 11 Es f�allt auf, da� die Iterationszahlen der konformen gewihte-ten Materialfunktion in den ersten Verfeinerungsshritten sehr gro� sind. Diesliegt bei linearen Elementen an der Verwendung von Makroelementen (vgl. S. 18,Bem. 3). Dadurh wird eine Grobgittermatrix assembliert, die nur die Mate-rialeigenshaften des 0. Verfeinerungslevels kennt, obwohl auf dem 1. Level ge-arbeitet wird. Ber�uksihtigt man die Materialkenntnisse des 1. Levels in derGrobgittermatrix, so erh�alt man in etwa die gleihen Iterationszahlen wie beiVerwendung der Materialfunkton m2;nk.Im Ende�ekt sind kleine Iterationszahlen w�ahrend der ersten Verfeinerungs-shritte unwihtig, da die ben�otigte Zeit zum L�osen des Gleihungssystems imMillisekunden-Bereih liegt.Der Gebrauh der gewihteten Materialfunktion verursaht also nahteilige Ef-fekte, sowohl bei der Approximation als auh bei den Iterationszahlen.F�ur den Einsatz des Grobgitterl�osers ist es jedoh ausreihend, wenn nur im0. Verfeinerungsshritt die gewihtete Materialfunktion und sonst die einfaheMaterialfunktion verwendet wird.Deshalb wird die gemishte Materialfunktionm3 : x 7! E(x) =8<: ne(T )�ne;ps(T )ne(T ) E0 f�ur x 2 T im 0. Shritt�
0(xs)E0 sonst (3.16)eingef�uhrt.Damit ist die Verwendung des Grobgitterl�osers gesihert und die guten Eigen-shaften der einfahen Materialfunktion bez�uglih Approximation und Iterati-onszahlen werden genutzt. Au�erdem ist der Rehenaufwand im Vergleih zurgewihteten Materialfunktion geringer.In Abb. 3.16 - 3.18 sind die Iterationszahlen f�ur die Beispiele f�ur L�oher in Formeines Kreises (vgl. 3.12), einer Raute (vgl. 3.11) und eines kleinen Quadrats mit
� = f(x; y) 2 
 : 1:5 < x < 2:5; 1:5 < y < 2:5g (3.17)f�ur die beiden Varianten mit gewihteter und gemishter Materialfunktion dar-gestellt.
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log(n)+ - mit Materialfunktion m2;nk � - mit Materialfunktion m3;nkAbb. 3.16: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit kreisf�ormigemLoh (3.12) f�ur gewihtete und gemishte Materialfunktion
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log(n)+ - mit Materialfunktion m2;nk � - mit Materialfunktion m3;nkAbb. 3.18: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit kleinem quadrati-shen Loh (3.17), Vergleih gewihtete und gemishte MaterialfunktionDurh die Verwendung der gemishten Materialfunktion verbessern sih die Ite-rationszahlen beim Beispiel des kreisf�ormigen Lohes deutlih im Vergleih zurgewihteten Materialfunktion. Probleme gibt es nur bei Vierekselementen undquadratishen Ansatzfunktionen. Beim kleinen quadratishen Loh zeigt sihein �ahnlihes Bild: die gemishte Materialfunktion ist bis auf den Fall der Vier-ekselemente mit quadratishen Ansatzfunktionen besser. Beim rautenf�ormigenLoh sind in allen F�allen leihte Verbesserungen erkennbar.ZusammenfassungSoll also die Initialisierung der Grobgittermatrix �ubershrieben werden, ist stattder gewihteten Materialfunktion die gemishte Materialfunktion zu verwenden,wobei sowohl die konforme als auh die nihtkonforme gewihtete Materialfunk-tion im 0. Verfeinerungsshritt eingesetzt werden k�onnen.3.3.3 Vorkonditionierung bei Materialspr�ungenWie shon in Abshnitt 3.3.1 erl�autert, ist zu kl�aren, ob die bei der Vorkonditio-nierung verwendete Diagonale DK der Stei�gkeitsmatrix im allgemeinen Fall mitNull statt mit 10�20 initialisiert werden darf oder ob dabei ein systematisher



48 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENFehler entsteht, da KoeÆzienten zu Ansatzfunktionen bez�uglih der hierarhi-shen Basis, deren Tr�ager niht vollst�andig in 
� liegen, Null gesetzt werdenund somit Informationen bei der R�uktransformation in die knotenorientierteBasis verloren gehen.Numerishe ErgebnisseDazu werden zwei Diagonalmatrizen zur Vorkonditionierung eingesetzt, bei de-nen eine Nulleintr�age zu Knoten in 
� besitzt und die andere niht. Diese beidenDiagonalmatrizen werden vor der Assemblierung mit Null initialisiert und wiefolgt konstruiert:F�ur die erste Diagonalmatrix wird die Haupdiagonale der Stei�gkeitsmatrixKpseudo, die beim Gebrauh einer Materialfunktion entsteht, verwendet.F�ur die zweite Diagonale wird die Hauptdiagonale der "vollen\ Stei�gkeitsma-trix Kvoll (mit E(x) = E0 8x 2 
) verwendet. Deren verallgemeinerte Inverseenth�alt nur Nulleintr�age an Knoten mit Dirihlet-Randbedingungen (da dortbei der verallgemeinerten Invertierung die Penalty-Eintr�age 1040 auf Null ab-gebildet werden). Dies ist vergleihbar zu einer Initialisierung mit 10�20, da indiesem Fall DK+ ebenfalls nur Nullen an Knoten mit Dirihlet-Randbedingungenbesitzt.Nah Gl. (2.15) bzw. (2.16) aus Kapitel 2.3.2 ergeben sih also vier M�oglihkeitenf�ur die Vorkonditionierung:a) J0 und DK aus diag(Kpseudo)b) J0 aus diag(Kpseudo) und DK aus diag(Kvoll)) J0 aus diag(Kvoll) und DK aus diag(Kpseudo)d) J0 und DK aus diag(Kvoll): (3.18)M�oglihkeit b) ist nur der Vollst�andigkeit halber angegeben, da es unsinnig ist,J0 so zu w�ahlen, da� J0 mehr Nulleintr�age als DK besitzt.Wegen der noh ungekl�arten Fragen bez�uglih der Grobgittermatrix wird derGrobgitterl�oser deaktiviert und zun�ahst mit der einfahen Materialfunktiongearbeitet.Der folgende Algorithmus stellt die beiden Diagonalmatrizen zur Verf�ugung, soda� die Varianten a) - d) zur Vorkonditionierung untersuht werden k�onnen:1. Berehnung der Elementstei�gkeitsmatrizen mit den MaterialparameternE0 und �0, wobei Elemente, deren Shwerpunkt im Pseudomaterial liegt,markiert werden



3.3 L�oher und Auskerbungen allgemeinerer Form 492. Assemblieren der Diagonalen diag(Kvoll) aus allen Elementstei�gkeitsma-trizen (entspriht der Wahl von E(x) = E0 8x 2 
)3. Assemblieren einer zweiten Diagonale diag(Kpseudo) aus den Elementstei-�gkeitsmatrizen nihtmarkierter Elemente (entspriht der Verwendung dereinfahen Materialfunktion)4. Modi�kation der elementeweisen Matrix-Vektor-Multiplikation im PCG-Verfahren, so da� nur nihtmarkierte Elemente verwendet werdenIn Abb. 3.19 und 3.20 sind die Iterationszahlen f�ur das quadratishe Loh (3.6)und das kreisf�ormige Loh (3.12) f�ur alle vier Varianten der Vorkonditionierung(vgl. 3.18) bei Verwendung der einfahen Materialfunktion dargestellt.
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log(n)+ - a) J0 und DK aus diag(Kpseudo)� - b) J0 aus diag(Kpseudo) und DK aus diag(Kvoll)4 - ) J0 aus diag(Kvoll) und DK aus diag(Kpseudo)o - d) J0 und DK aus diag(Kvoll))Abb. 3.19: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit quadratishemLoh (3.6) f�ur die vershiedenen Varianten der Vorkonditionierung (3.18) mitMaterialfunktion m1Beim quadratishen Loh sind kaum Untershiede erkennbar, lediglih bei Vier-ekselementen liefern die Varianten mit DK aus diag(Kpseudo) geringf�ugig bessereIterationszahlen. Dies ist auh niht verwunderlih, da sih die Fortsetzung dereinzelnen Varianten niht wesentlih voneinander untersheidet. Beim kreisf�or-migen Loh ist jedoh ein deutliher Vorteil erkennbar, wenn die Matrix DK ausdiag(Kpseudo) gebildet wird.
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log(n)+ - a) J0 und DK aus diag(Kpseudo)� - b) J0 aus diag(Kpseudo) und DK aus diag(Kvoll)4 - ) J0 aus diag(Kvoll) und DK aus diag(Kpseudo)o - d) J0 und DK aus diag(Kvoll))Abb. 3.20: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit kreisf�ormigemLoh (3.12) f�ur die vershiedenen Varianten der Vorkonditionierung (3.18) mitMaterialfunktion m1Diese vier M�oglihkeiten der Vorkonditionierung hat man auh bei Verwendungder gewihteten Materialfunktion, allerdings ist hier der Algorithmus zur Bereit-stellung der beiden Diagonalmatrizen diag(Kvoll) und diag(Kpseudo) etwas kom-plizierter:1. Berehnung der Elementstei�gkeitsmatrizen mit den MaterialparameternE0 und �02. Assemblieren der ersten Diagonalen diag(Kvoll) (entspriht der Wahl vonE(x) = E0 f�ur alle x 2 
)3. Modi�kation der Elementstei�gkeitsmatrizen:AT = ne(T )� ne;ps(T )ne(T ) � ATmit dem Faktor der gewihteten Materialfunktion m2 (vgl. Gl. (3.13))4. Assemblieren einer zweite Diagonale diag(Kpseudo) (entspriht der Verwen-dung der gewihteten Materialfunktion)



3.3 L�oher und Auskerbungen allgemeinerer Form 515. vor dem n�ahsten Verfeinerungsshritt: Wiederherstellung der vollen Ele-mentstei�gkeitsmatrizen (entspriht der Annulierung des 2. Shrittes) mit-tels AT = ne(T )ne(T )� ne;ps(T ) � AT;falls ne � ne;ps > 0 istDas Ergebnis f�ur das kreisf�ormige Loh (3.12) bei konformer Methode ist inAbb. 3.21 dargestellt. Auh hier ist es vorteilhaft, DK aus diag(Kpseudo) zu ver-wenden.
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log(n)+ - a) J0 und DK aus diag(Kpseudo)� - b) J0 aus diag(Kpseudo) und DK aus diag(Kvoll)4 - ) J0 aus diag(Kvoll) und DK aus diag(Kpseudo)o - d) J0 und DK aus diag(Kvoll))Abb. 3.21: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit kreisf�ormigem Loh(3.12) f�ur die vershiedenen Varianten der Vorkonditionierung (3.18) mit Mate-rialfunktion m2;kDagegen zeigen sih bei einer gro�en rautenf�ormigen Auskerbung mit mit
� = f(x; y) 2 
 : x+ jy � 2j < 1:2g [f(x; y) 2 
 : 4� x+ jy � 2j < 1:2g (3.19)keine eindeutigen Vorteile (Abb. 3.22). Bei Dreiekselementen mit roter Verfei-nerung haben die Varianten mit DK aus diag(Kvoll) kleinere Iterationszahlen alsjene, bei denen DK aus diag(Kpseudo)) gew�ahlt wird, bei Vierekselementen ist esumgekehrt.
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log(n)+ - a) J0 und DK aus diag(Kpseudo)� - b) J0 aus diag(Kpseudo) und DK aus diag(Kvoll)4 - ) J0 aus diag(Kvoll) und DK aus diag(Kpseudo)o - d) J0 und DK aus diag(Kvoll))Abb. 3.22: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit gro�er rautenf�or-miger Auskerbung (3.19) f�ur die vershiedenen Varianten der Vorkonditionie-rung (3.18) mit Materialfunktion m2;kZusammengefa�t l�ast sih also sagen, da� die Anzahl der Iterationen im PCG-Verfahren entsheidend von der Wahl von DK abh�angt, wobei die Wahl vonDK aus diag(Kpseudo) vorteilhaft ist, d. h. die Kenntnis des Materialsprungessollte bei der Vorkonditionierung verwendet werden. Die Wahl von J0 hat kaumEinu� auf die Iterationszahlen. Da die Implementierung wesentlih einfaherist, wenn J0 aus diag(Kpseudo) gebildet wird, wird diese Variante bevorzugt.Analytishe BetrahtungDie Rehnungen des letzten Abshnitts werden nun im Bezug auf die entstehen-den Fortsetzungen betrahtet.Zun�ahst wird die einfahe Materialfunktion verwendet und noh einmal aufdas Beispiel des quadratishen, im Grobnetz repr�asentierten Lohes eingegangen(siehe Abb. 3.2). Dabei ergibt sih im 0. Verfeinerungsshritt nah einigen CG-Shritten folgende Situation:



3.3 L�oher und Auskerbungen allgemeinerer Form 53Die Komponenten des Residuums r, die von Pseudoelementen umgeben sind,haben den Wert Null. Nah der Anwendung von QTDKQJ0 auf den Residu-umsvektor r erh�alt man ohne Grobgitterl�oser durh die Anwendung von QT{ unabh�angig von der Initialisierung der zur Vorkonditionierung verwendetenHauptdiagonale der Stei�gkeitsmatrix DK { eine Fortsetzung bis zum Knoten(2; 2), also bis zu dem Grobgitterknoten, der am zweitn�ahsten zum Rand liegt(die Kantenmittelknoten der Makroelemente im Grobnetz werden als Sohnk-noten bei der Vorkonditionierung aufgefa�t). Der Untershied liegt bei der ab-shlie�enden Anwendung von J0.Bei einer Initialisierung mit 10�20 sind die Elemente von DK+ zu Knoten imPseudomaterial niht Null, also enth�alt auh J0 an den entsprehenden Stellenkeine Nullen. Damit kann die Fortsetzung bis zum Knoten (2; 2) korrigiert wer-den.Bei der Initialisierung von DK mit Nullen sind im Gegensatz zu vorher die Dia-gonalelemente von J0 zu Knoten im Pseudomaterial Null, also werden Werte vonu in 
� niht ver�andert. Da aber bei einer Verfeinerung neue Knoten mit Wer-ten initialisiert werden, die durh lineare bzw. quadratishe Interpolation derbereits vorhandenen Knoten auf der Kante entstehen, entsteht bei einer Initiali-sierung von DK mit Nullen ebenfalls eine ordentlihe Fortsetzung, deren Verlaufungef�ahr der linearen bzw. quadratishen Fortsetzung bez�uglih des Grobnetzesentspriht.Zuerst werden Fortsetzungen betrahtet, die bei einer Initialisierung von DK mitNullen entstehen, wenn das Loh im Grobnetz repr�asentiert ist und Grobgitter-knoten enth�alt.
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xAbb. 3.23: Fortsetzung der L�osung desDeformationsproblems bei bei einemim Grobnetz repr�asentierten Loh mitGrobgitterknoten und linearen An-satzfunktionen
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xAbb. 3.24: Fortsetzung der L�osungdes Deformationsproblems bei einemim Grobnetz repr�asentierten Loh mitGrobgitterknoten und quadratishenAnsatzfunktionen



54 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENDie Abbildungen 3.23 und 3.24 zeigen einen eindimensionalen Shnitt der Fort-setzungen entlang der Gerade y = 2 am Beispiel des quadratishen Lohes (3.6)bei Verwendung von Vierekselementen mit linearen bzw. quadratishen Ansatz-funktionen. Dabei sind die KoeÆzienten der hierarhishen Ansatzfunktionen zuKnoten in 
� Null.Bemerkung 12 Im Gegensatz dazu w�urde bei einer Initialisierung von DK mit10�20 sowohl bei linearen als auh bei quadratishen Ansatzfunktionen eine an-n�ahernd lineare Fortsetzung bis zum Knoten (2; 2) entstehen.F�ur den Spezialfall, da� das Loh, das im Grobnetz repr�asentiert ist, keine Grob-gitterknoten enth�alt, ist die Fortsetzung einfah eine Gerade (Abb. 3.25) bzw.Parabel (Abb. 3.26).
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xAbb. 3.25: Fortsetzung der L�osungdes Deformationsproblems bei einemim Grobnetz repr�asentierten Loh, daskeine Grobgitterknoten enth�alt, bei li-nearen Ansatzfunktionen
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xAbb. 3.26: Fortsetzung der L�osungdes Deformationsproblems bei einemim Grobnetz repr�asentierten Loh, daskeine Grobgitterknoten enth�alt, beiquadratishen AnsatzfunktionenBemerkung 13 Bei einem Loh oder einer Auskerbung, in dem keine Shwer-punkte von Finiten Elementen liegen und welhes niht im Grobnetz repr�asen-tiert ist, entsteht anf�anglih eine Fortsetzung wie in den Abb. 3.25 und 3.26.Diese f�allt bei weiterer Verfeinerung normalerweise niht auf Null ab, da dieanf�anglihe Fortsetzung in sp�ateren Verfeinerungsshritten nur randnah ver�an-dert wird. Man erh�alt also Vershiebungen an Knoten in 
�.Ragt die Funktion u auf beiden Seiten �uber die Grobgitterknoten hinaus, wieam Beispiel eines kleinen kreisf�ormigen Lohes mit
� = f(x; y) 2 
 : (x� 2)2 + (y � 2)2 < 0:82g (3.20)in Abb. 3.25 dargestellt, so besteht die Fortsetzung neben Ansatzfunktionen



3.3 L�oher und Auskerbungen allgemeinerer Form 55zu Knoten, die in 
0 liegen, aus Ansatzfunktionen zu Knoten in 
�, die einenihtvershwindende Initialisierung besitzen. Letzteres ist z. B. bei der Ansatz-funktion zum Knoten mit x = 1:375 der Fall.
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xAbb. 3.27: Fortsetzung der L�osung eines Deformationsproblems mit Loh, dasniht im Grobnetz repr�asentiert ist, bei linearen AnsatzfunktionenZum Vergleih sind in Abb. 3.28 { 3.31 die Fortsetzungen, die beim Defor-mationsproblem mit dem kreisf�ormigen Loh (3.20) entstehen, f�ur die anderenVarianten der Vorkonditionierung (vgl. Gl. (3.18), Abshnitt 3.3.3) angegeben.Man beahte, da� sih die Fortsetzung, die entsteht, wenn DK aus diag(Kpseudo)und J0 aus diag(Kvoll) gew�ahlt werden (Abb. 3.28), nur geringf�ugig von derFortsetzung untersheidet, die bei der Wahl von DK und J0 aus diag(Kpseudo)entsteht (Abb. 3.27).ZusammenfassungEs wurde gezeigt, da� bei der Vorkonditionierung mit DK aus diag(Kpseudo) undJ0 aus diag(Kvoll) eine pseudoharmonishe Fortsetzung entsteht, welhe die har-monishe Fortsetzung u�, die zur De�nition von ~H(
) verwendet wurde, appro-ximiert. Diese Fortsetzung ist au�erdem normerhaltend, wodurh die H1-Normdes Vershiebungsfeldes bei zunehmender Verfeinerung niht gegen unendlihgeht. Die zur Vorkonditionierung verwendete Diagonale DK der Stei�gkeitsma-trix kann also mit Null initialisiert werden.In Abshnitt 3.3.3 wurde jedoh deutlih, da� die Wahl von J0 aus diag(Kpseudo)keine nahteiligen Auswirkungen auf die Iterationszahlen hat. Dabei entstehtallein durh die Initialisierung der Vershiebung von neu entstehenden Kno-ten mittels linearer bzw. quadratisher Interpolation eine normerhaltende ann�a-hernd lineare oder quadratishe Fortsetzung ins Innere von 
�.
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xAbb. 3.28: Fortsetzung f�ur Variante(b) (J0 aus diag(Kpseudo) und DK ausdiag(Kvoll)) bei Materialfunktion m1ohne Grobgitterl�oser
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xAbb. 3.29: Fortsetzung bei Variante() (J0 aus diag(Kvoll) und DK ausdiag(Kpseudo)) bei Materialfunktionm1ohne Grobgitterl�oser
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xAbb. 3.30: Fortsetzung bei Variante(d) (J0 und DK aus diag(Kvoll)) beiMaterialfunktion m1 ohne Grobgitter-l�oser
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xAbb. 3.31: Fortsetzung bei Variante(a) (J0 und DK aus diag(Kpseudo)) beiMaterialfunktion m2;k ohne Grobgit-terl�oserAufgrund dieser Ergebnisse wird von jetzt an die zur Vorkonditionierung ver-wendete Hauptdiagonale der Stei�gkeitsmatrix DK mit Null statt mit 10�20initialisiert.3.3.4 Verbesserungen und Alternativen zum Grobgitter-l�oserIn Kapitel 3.3.1 wurden drei vershiedene Ideen zur L�osung des Initialisierungs-problems f�ur die Grobgittermatrix angesprohen: die Verwendung einer gewih-teten Materialfunktion, das Nullsetzen von Initialisierungsresten in der Grob-gittermatrix und der Verziht auf den Grobgitterl�oser.



3.3 L�oher und Auskerbungen allgemeinerer Form 57Diese Ideen sollen nun anhand von Beispielen miteinander verglihen werden.Aufgrund der Untersuhungen in Kapitel 3.3.2 verwenden wir f�ur die Rehnun-gen anstelle der gewihteten Materialfunktion (3.13) die gemishte Material-funktion (3.16).Doh zuvor soll noh ein Problem erl�autert werden, welhes beim Nullsetzen vonInitialisierungsresten in der Grobgittermatrix und Verwendung der einfahenMaterialfunktion auftritt.Problem beim Nullsetzen von Initialisierungsresten der Grobgitter-matrixDabei werden, wie shon erl�autert, die Werte der Grobgittermatrix, bei denendie Initialisierung niht �ubershrieben wurde, nah der Cholesky-Zerlegung Nullgesetzt, d. h. wir verwenden statt der �ublihen Cholesky-Faktoren R = (rij)modi�zierte Cholesky-Faktoren~R = (~rij) mit 1~rii = ( 0 falls (C0)ii = 10�251rii sonst : (3.21)Allerdings ist diese Ma�nahme, kombiert mit der einfahen Materialfunktion, inmanhen F�allen niht ausreihend, wie am Beispiel einer rautenf�ormigen Aus-kerbung mit
� = f(x; y) 2 
 : x+ jy � 2j < 1g [ f(x; y) 2 
 : 4� x+ jy � 2j < 1g (3.22)bei der Verwendung von linearen Ansatzfunktionen deutlih wird.Wie in Abb. 3.32 dargestellt, liegen die Shwerpunkte der Dreieke T17 undT18 genau auf dem Rand der Auskerbung. Die berehneten Shwerpunkte k�on-nen aber beide durh Rundungsfehler innerhalb der Auskerbung liegen. Folglihwerden bei Gebrauh der einfahen Materialfunktion die Materialparameter inbeiden Dreieken Null gesetzt. Dadurh bleibt die Initialisierung am Knoten Perhalten, und durh Nullsetzen der Initialisierungsreste in der Grobgittermatrixentstehen an den zugeh�origen Freiheitsgraden Nullspalten sowie -zeilen. Da-durh ist die L�osung am Knoten P jedoh f�ur beide Freiheitsgrade Null, da diezugeh�origen Eintr�age der rehten Seite beim R�ukw�arts- bzw. Vorw�artseinset-zen einfah mit Null multipliziert werden (die Diagonale ist ja bereits invertiertgespeihert). An Knoten auf [QP ℄ werden hingegen vern�unftige Vershiebungenberehnet, so da� sih mit zunehmender Verfeinerung entlang dieser Kante derVerlauf der Vershiebung immer mehr einem Sprung ann�ahert. So entsteht einestarke Verfeinerung um den Punkt P (vgl Abb. 3.33).
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E(x) = E0, E(x) = 0Abb. 3.32: Material bei rautenf�ormi-ger Auskerbung (3.22) im 0. Verfeine-rungsshritt mit Materialfunktion m1,4lg
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E(x) = E0, E(x) = 0Abb. 3.33: Material bei rautenf�ormi-ger Auskerbung (3.22) im 5. Verfeine-rungsshritt mit Materialfunktion m1,4lgUm dieses Problem zu vermeiden, mu� also auh hier im 0. Verfeinerungsshritteine gewihtete Materialfunktion verwendet werden. Da mit den Materialfunk-tionen m2;k oder m2;nk der Grobgitterl�oser bereits ohne Nullsetzen der Initia-lisierungsreste eingesetzt werden k�onnte, wird hier eine Mittelung �uber innerePunkte, wie zum Beispiel �uber die Gau�punkte, verwendet, d. h. man w�ahltm4 : x 7! E(x) =8<: ng(T )�ng;ps(T )ng(T ) E0 f�ur x 2 T im 0. Shritt�
0(xs)E0 sonst; (3.23)wobei ng(T ) die Anzahl der Gau�-Punkte des Elements T und ng;ps(T ) dieAnzahl der Gau�-Punkte bezeihnet, die in 
� liegen.Numerishe ErgebnisseIn den Abbildungen 3.34 { 3.37 sind die Iterationszahlen der vershiedenenM�oglihkeiten, die das Initialisierungsproblem bei der Grobgittermatrix l�osen,f�ur das quadratishe im Grobnetz repr�asentierte Loh (3.6), das kreisf�ormigeLoh (3.12), die rautenf�ormige Auskerbung (3.22) sowie f�ur den einfahen Shlitzmit 
� = f(x; y) 2 
 : (x� 2)2 + (y � 2)2 < 0:252)g [f(x; y) 2 
 : x > 2; 1:75 < y < 2:25g (3.24)dargestellt.
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log(n)4 - m1 ohne Grobgitterl�oser+ - m3;nk mit Grobgitterl�oser� - m4 mit Grobgitterl�oser und ~R (vgl. 3.21)Abb. 3.34: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit quadratishem Loh(3.6) mit bzw. ohne Grobgitterl�oser
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3.3 L�oher und Auskerbungen allgemeinerer Form 61Im wesentlihen besteht kaum ein Untershied zwishen den einzelnen Verfah-ren. F�ur den Spezialfall des quadratishen Lohes, das im Grobnetz repr�asentiertist, zeigen sih deutlihe Abweihungen bei Verwendung der gemishten Mate-rialfunktion. Au�erdem treten bei Verwendung der einfahen Materialfunktionimmer wieder Spr�unge in den Iterationszahlen auf.ErgebnissePrinzipiell ist der Einsatz des Grobgitterl�osers durh die Verwendung einer ge-mishten Materialfunktion m�oglih, wobei eventuell die Initialisierungsreste derGrobgittermatrix Null gesetzt werden m�ussen.Nah einer gewissen Anzahl von Verfeinerungsshritten n�ahern sih die Iterati-onszahlen f�ur die Varianten mit und ohne Grobgitterl�oser an. Dies l�a�t sih wiefolgt erkl�aren:Durh die Approximation des Lohes oder der Auskerbung im 0. Verfeinerungs-shritt erh�alt man keine exakte L�osung, sondern nur eine Approximation der nie-derfrequenten Anteile der L�osung. Diese Approximation ist w�ahrend der erstenIterationsshritte, bei denen die PCG-Zeiten im Millisekundenbereih liegen,gut, und die Iterationszahlen sind niedriger als beim Verziht auf den Grobgit-terl�oser.Nah vielen Verfeinerungsshritten ist die Startl�osung f�ur das PCG-Verfahrenshon sehr gut und nur noh wenige hohfrequente Anteile der L�osung sindfalsh. Dadurh erhalten wir auh ohne Grobgitterl�oser eine shnelle Konver-genz. Dagegen liefert der Grobgitterl�oser, gemessen an den jetzigen Material-Kenntnissen, eine shlehte Approximation der L�osung.Es zeigt sih jedoh bei komplizierteren Geometrien, auf die in Kapitel 3.5 nohgenauer eingegangen wird, da� die Verwendung des Grobgitterl�osers eine stabi-lisierende Wirkung hat und Spr�unge in den Iterationszahlen vermieden werden.Folglih verzihtet man im Normalfall auf den Grobgitterl�oser und verwendetdie einfahe Materialfunktion. Mit dieser k�onnen au�erdem nihtkonvexe L�oherund Auskerbungen berehnet werden, ohne da� man sih um die Initialisierungs-reste der Grobgittermatrix k�ummern mu�.F�ur die Berehnung komplizierterer Geometrien ist der Einsatz einer gemishtenMaterialfunktion mit Grobgitterl�oser vorteilhaft. Da im 0. Verfeinerungsshrittdie Methode des Nullsetzens der Initialisierungsreste aufgrund der Berehnungder Welt-Gau�punkte viel aufwendiger ist als eine Mittelung �uber die Knoten-punkte des Elements, wird die gemishte Materialfunktion m3 verwendet.



62 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONEN3.3.5 Ein Fehlversuh: Material�uberg�ange innerhalb vonFiniten ElementenBisher wurde der �Ubergang zum Pseudomaterial elementeweise approximiert.Bei der einfahen Materialfunktion entsteht ein harter �Ubergang zwishen nor-malem und Pseudomaterial, dessen Verlauf von der Lage der Shwerpunkte derFiniten Elemente abh�angig ist und somit mehr oder minder zuf�allig ist. Bei einergewihteten Materialfunktion entsteht durh die nahtr�aglihe Modi�kation derElementstei�gkeitsmatrizen zus�atzliher Rehenaufwand.Wenn man statt dessen bei der Berehnung der Elementstei�gkeitsmatrizen anjedem Gau�punkt bzw. jedem Seitenmittelpunkt des Weltelements �uberpr�uft, obdieser in 
� liegt oder niht, und die entsprehenden Summanden beim Aufbauder Elementstei�gkeitsmatrix (vgl. Gl. (2.13)) ber�uksihtigt bzw. vernahl�as-sigt, so erh�alt man einen gewihteten �Ubergang zwishen Material und Pseudo-material, der die vorhandenen Kenntnisse des Material�ubergangs optimal nutzt.F�ur die einzelnen Shritte des adaptiven FE-Verfahrens bedeutet dies folgendes:� Assemblierung: liegt der Weltpunkt eines Gau�punktes in 
�, so wird dieBerehnung des entsprehenden Summanden der Elementstei�gkeitsma-trix in Gl. (2.13) �ubersprungen.� Kantenfehlersh�atzer: liegt der Weltpunkt des Kantenmittelpunktes in 
�,wird die Berehnung von � � n �ubersprungen.� Elementfehlersh�atzer: hier werden gemittelte Materialparameter �ahnlihder gewihteten Materialfunktion verwendet:E(x) = ng(T )� ng;ps(T )ng(T ) E0 f�ur x 2 T;wobei ng;ps(T ) die Anzahl der Gau�punkte bezeihnet, die in 
� liegen.Quadratishes, im Grobnetz repr�asentiertes LohF�ur das Beispiel eines im Grobnetz repr�asentierten quadratishen Lohes (3.6)erhalten wir kein gleihes Laufzeitverhalten, weil der Kantenfehlersh�atzer ent-lang �� untershiedlihe Werte liefert. Die Iterationszahlen bei einer nihtkon-formen Abfrage f�ur die Weltgau�punkte, also der Abfrage, ob die Punkte in �
�liegen, sind aber im wesentlihen mit jener der einfahen Materialfunktion zuvergleihen (siehe Abb. 3.38).
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log(n)4 - m1 mit Grobgitterl�oser o - Materialfunktion �uber Gau�punkteAbb. 3.38: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit quadratishemLoh (3.6), Materialfunktion �uber Gau�punkte mit Grobgitterl�oserBemerkung 14 Es darf keinenfalls eine konforme Abfrage (d. h. Punkte auf�� z�ahlen zum Gebiet mit normalem Material) f�ur die Weltgau�punkte ver-wendet werden, weil dadurh immer gro�e Spr�unge an den Kanten, die auf ��liegen, berehnet w�urden. Au�erdem k�onnte ein Pseudoelement mit einem ver-shwindenden Elementfehler einen Beitrag zum Kantenfehler liefern, worin einegewisse Inkonsequenz l�age.Kreisf�ormiges LohDa auh hier Probleme mit der Initialisierung der Grobgittermatrix auftretenk�onnen, deaktivieren wir den Grobgitterl�oser und verwenden die einfahe Mate-rialfunktion.Au�er bei Dreiekselementen mit linearen Ansatzfunktionen und rot-gr�uner bzw.B�ansh-gr�uner Verfeinerung kommt es zu gro�en Spr�ungen bei den Iterations-zahlen sowie zu h�au�gen Vergr�oberungen (vgl. Abb. 3.39).Obwohl die relativen Approximationsfehler in Tab. 3.7 verglihen mit den Er-gebnissen aus Kapitel 3.4 (vgl. Tab. 3.11) { gemessen an den deutlih geringerenVerfeinerungen { akzeptabel sind, liegt der relative gesh�atze Fehler bez�uglihder Energienorm nah 15 Verfeinerungsshritten �(15) bei quadratishen Ele-menten nahe oder sogar �uber dem gesh�atzten Anfangsfehler �(0).



64 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONEN
10

4
0

20

40

Dlr

log(n)

Ite
ra

tio
ne

n

10
4

0

20

40

Dlg

log(n)
10

4
0

20

40

Dlh

log(n)
10

4
0

50

100

150
Vl2

log(n)

10
4

0

50

100
Dqr

log(n)

Ite
ra

tio
ne

n

10
4

0

50

100
Dqg

log(n)
10

4
0

50

100

150

200
Dqh

log(n)
10

4
0

50

100

150

Vq2

log(n)4 - m1 mit Grobgitterl�oser o - Materialfunktion �uber Gau�punkteAbb. 3.39: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit kreisf�ormigemLoh (3.12), Materialfunktion �uber Gau�punkte ohne Grobgitterl�oser�ux(3; 2) �ux(4; 2) �(0) �(15)4lr 0.03 % 0.14 % 3.4E+01 1.5E-014lg 0.03 % 0.08 % 3.4E+01 6.3E-024lh 0.30 % 0.26 % 3.4E+01 5.4E-014qr 0.09 % 0.48 % 2.3E+00 6.3E+014qg 0.01 % 0.13 % 2.3E+00 1.8E+014qh 1.03 % 0.46 % 2.3E+00 4.0E+012l2 0.01 % 0.15 % 2.5E+01 1.9E-012q2 0.43 % 0.16 % 1.7E+00 1.9E+01Tab. 3.7: Approximationsfehler des Deformationsproblems mit kreisf�ormigemLoh (3.12), Materialfunktion �uber Gau�punkte nah 15 VerfeinerungsshrittenUm die Ursahen zu verstehen, betrahten wir Vierekselemente mit quadrati-shen Ansatzfunktionen, da dort die meisten Probleme auftreten. Die Verfeine-rungen konzentrieren sih auf die Punkte (1; 2), (2; 1), (2; 3) und (3; 2), und dermaximale gesh�atzte Elementfehler sowie der maximale gesh�atzte Kantenfeh-ler steigen im 1. Verfeinerungsshritt um vier Gr�o�enordnungen an. Der Anstiegdes maximalen gesh�atzten Kantenfehlers wird durh die Kantenspr�unge zu denMittelknoten (1; 1:75), (1; 2:25), (3; 1:75) und (3; 2:25) verursaht. Bei quadrati-shen Elementen sind die partiellen Ableitungen �u�x1 und �u�x2 sehr gro�, wenn,wie dort, einige der Ekknoten des Finiten Elements in 
0 und einige in 
�liegen. Dies verursaht zudem Verfeinerungen von Elementen, die gar niht amMaterial�ubergang liegen.



3.3 Veri�kation 65Es emp�ehlt sih also niht, das Material f�ur den Kantenfehlersh�atzer unab-h�angig vom Material des Finiten Elements zu w�ahlen. Aber auh eine "Ver-besserung\ der Idee, indem man bei der Berehnung des gesh�atzten Kanten-fehlers statt der �Uberpr�ufung der Gau�punkte { analog zur Berehnung desgesh�atzten Elementfehlers { eine gewihtete Materialfunktion verwendet, hatkeine positiven Auswirkungen auf die Iterationszahlen. F�ur Vierekselementemit quadratishen Ansatzfunktionen tritt immer noh ein Sprung vom 0. zum1. Verfeinerungsshritt von zwei Gr�o�enordnungen beim maximalen gesh�atz-ten Kantenfehler und von drei Gr�o�enordnungen beim maximalen gesh�atztenElementfehler auf. Im Verlauf der Rehnung kommt es aufgrund von Abweihun-gen bei der Berehnung der Kantenfehler zu unsymmetrishen Verfeinerungen.Shlie�lih steigt der gesh�atzte Fehler bez�uglih der Energienorm im 15. Ver-feinerungsshritt w�ahrend der Minimierung des CG-Residuums an.Kombiniert man umgekehrt die gewihtete Materialfunktion zur Generierungder Elementstei�gkeitsmatrizen mit den urspr�unglihen Ideen f�ur den Kanten-(Abfrage der Weltgau�punkte) sowie Elementfehlersh�atzer (gewihtetes Mate-rial), so hat dies nur beim Auftreten von h�angenden Knoten negative Konse-quenzen, die sih aber in Grenzen halten.Die Ursahe f�ur die Probleme liegen also vorwiegend in den Ver�anderungen derElementstei�gkeitsmatrizen. Eine teilweise Assemblierung der Elementstei�g-keitsmatrix je nah Lage der Weltgau�punkte ist also niht sinnvoll.3.4 Veri�kation bei niht im Grobnetz repr�asen-tierten L�ohern und AuskerbungenBisher wurde die Korrektheit der berehneten Ergebnisse bei Verwendung vonMaterialfunktionen nur bei L�ohern und Auskerbungen �uberpr�uft, die im Grob-netz repr�asentiert waren. F�ur den allgemeinen Fall soll dies nun nahgeholtwerden.Dazu wird neben einem mittelgro�en quadratishen Loh mit
� = f(x; y) 2 
 : 1:25 < x < 2:75; 1:25 < y < 2:75g; (3.25)das kreisf�ormige Loh (3.12) und die gro�e rautenf�ormige Auskerbung (3.19)betrahtet. Die verwendeten Ausgangsnetze sind in den Abbildungen 3.40 { 3.42dargestellt, die entsprehenden Vershiebungen an den Referenzpunkten �ndensih in den Tabellen 3.8 { 3.10.
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Abb. 3.40: Deformationsproblem mit mittelgro�em quadratishen Loh (3.25),vernetzte Geometriek 2�#kn uy(2:75; 2) � 106 uy(4; 2) � 106 �(0) �(k)4lr 16 457582 -7.03680849 -6.77267790 1.1E+01 9.7E-034lg 17 475502 -7.03684568 -6.77272511 1.1E+01 5.2E-034lh 17 413686 -7.03683424 -6.77246284 1.1E+01 1.2E-024qr 21 140168 -7.03715706 -6.77310371 3.9E-01 2.9E-064qg 22 204770 -7.03717375 -6.77307320 3.9E-01 1.7E-064qh 26 157160 -7.03718281 -6.77307415 3.9E-01 2.5E-062l2.5 18 337020 -7.03714228 -6.77298975 1.4E+00 1.5E-032q2.5 20 38564 -7.03716373 -6.77309990 2.0E-01 5.1E-06Tab. 3.8: Vershiebungen des Deformationsproblems mit mittelgro�em quadra-tishen Loh (3.25) bei vernetzter Geometrie nah k Verfeinerungsshritten
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Abb. 3.41: Deformationsproblem mit kreisf�ormigen Loh (3.12), vernetzte Geo-metrie



3.4 Veri�kation 67k 2�#kn ux(3; 2) � 106 ux(4; 2) � 106 �(0) �(k)4lr 14 614548 9.78419590 11.07902813 5.4E+00 8.1E-034lg 15 354760 9.78321266 11.07842159 5.4E+00 7.0E-034lh 16 410090 9.78365803 11.07951164 5.4E+00 6.7E-034qr 19 533072 9.78543377 11.08024406 3.2E-01 1.4E-074qg 18 430552 9.78543282 11.08024693 3.2E-01 1.9E-074qh 24 234100 9.78543186 11.08024693 3.2E-01 3.3E-072l2.5 18 437600 9.78474617 11.07974052 1.9E+00 1.7E-032q2.5 25 116860 9.78542995 11.08024597 4.0E-01 2.7E-07Tab. 3.9: Vershiebungen des Deformationsproblems mit kreisf�ormigenLoh (3.12) bei vernetzter Geometrie nah k Verfeinerungsshritten
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Abb. 3.42: Deformationsproblem mit gro�er rautenf�ormiger Auskerbung (3.19),vernetzte Geometriek 2�#kn uy(2; 4) � 106 �(0) �(k)4lr 17 470382 -16.56458855 3.1E+00 4.0E-034lg 17 453426 -16.56464386 3.1E+00 2.4E-034lh 18 370532 -16.56403351 3.1E+00 7.9E-034qr 22 198816 -16.56500435 2.3E-01 8.7E-074qg 22 210276 -16.56500435 2.3E-01 7.7E-074qh 26 153028 -16.56500435 2.3E-01 1.8E-062l2.5 19 306946 -16.56484413 1.8E+00 9.8E-042q2.5 20 44140 -16.56501961 2.6E-01 3.0E-06Tab. 3.10: Vershiebungen des Deformationsproblems mit rautenf�ormiger Aus-kerbung (3.19) bei vernetzter Geometrie nah k Verfeinerungsshritten



68 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENIn Tab. 3.11 sind die relativen prozentualen Abweihungen bei der Berehnungder obigen Beispiele mit gewihteten konformen Materialfunktion und Grobgit-terl�oser angegeben.mittelgro�es, kreisf�ormiges gro�e, rautenf�or-quadratrishes Loh Loh mige Auskerbung�uy(2:75; 2) �uy(4; 2) �ux(3; 2) �ux(4; 2) �uy(2; 4)4lr 0.03 % < 0.01 % 0.02 % 0.04 % 0.01 %4lg 0.01 % < 0.01 % 0.02 % 0.06 % < 0.01 %4lh 0.01 % 0.01 % 0.05 % 0.13 % 0.01 %4qr 0.01 % < 0.01 % 0.05 % 0.08 % 0.01 %4qg < 0.01 % < 0.01 % 0.05 % 0.08 % 0.01 %4qh < 0.01 % < 0.01 % 0.38 % 0.56 % 0.04 %2l2 0.02 % 0.02 % 0.29 % 0.44 % 0.02 %2q2 < 0.01 % < 0.01 % 0.61 % 0.87 % 0.04 %Tab. 3.11: Approximationsfehler der Deformationsprobleme f�ur das mittelgro�equadratishe Loh (3.25), das kreisf�ormige Loh (3.12) und die gro�e rautenf�or-mige Auskerbung (3.19), Materialfunktion m3;k nah 15 VerfeinerungsshrittenNah 15 Verfeinerungsshritten betragen alle betrahteten relativen Approxima-tionsfehler weniger als ein Prozent.Stellt man die Abweihungen zu den wirklihen Vershiebungen in x- und y-Rihtung an den Referenzpunkten in Abh�angigkeit von der Anzahl der Verfei-nerungsshritte graphish dar (siehe Abb. 3.43 f�ur das kreisf�ormige Loh amPunkt (3; 2)), so zeigt sih ein abklingendes Verhalten, welhes jedoh nihtmonoton ist.
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kAbb. 3.43: Entwiklung des absoluten Fehlers bei Deformationsproblem mitkreisf�ormigem Loh (3.12)



3.4 Komplizierte Geometrien 69Somit ist die Korrektheit der berehneten Vershiebungen bei der Verwendungvon Materialfunktionen auh f�ur L�oher und Auskerbungen, die niht im Grob-netz liegen, veri�ziert.
3.5 Komplizierte Geometrien: Shlitze und niht-konvexe Gebiete 
�In diesem Abshnitt werden Gebiete 
� mit komplizierter Geometrie untersuht,die sih im 0. Verfeinerungsshritt bei Verwendung der einfahen Materialfunk-tion entweder gar niht mehr oder nur unzureihend darstellen lassen (z. B.wenn die Shwerpunkte aller Finiten Elemente des Grobnetzes au�erhalb von
� liegen).3.5.1 Einf�uhrungBei den bisher betrahteten Gebieten 
� entstanden bei Verwendung der ein-fahen Materialfunktion bereits im 0. Verfeinerungsshritt gen�ugend Elementemit Nullmaterial. Die Geometrie wurde also soweit erkannt, da� das Ersatz-Deformationsproblem �uber 
 bereits eine gute N�aherung f�ur das urspr�ungli-he Deformationsproblem �uber 
0 ist. Damit arbeitet der Fehlersh�atzer in ge-w�unshter Weise und markiert u. a. Elemente am Material�ubergang mit gro�enSpannungen zur Verfeinerung.Besitzt umgekehrt 
� Abmessungen, die kleiner als der Durhmesser der FinitenElemente im Grobnetz sind, so wird die Geometrie nur unzureihend erkanntund die Deformation des berehneten Problems ist v�ollig anders als jene De-formation, die man bei einer exakten Vernetzung von 
� erhalten h�atte. Da-durh kann an den falshen Stellen verfeinert werden und es besteht sogar dieM�oglihkeit, da� die adaptive Verfeinerung grunds�atzlih gest�ort wird: durhdie Verfeinerung von Elementen und dem Erlernen der Materialgrenze kann eszu so starken �Anderungen des Deformationsproblems kommen, da� die ebenverfeinerten Elemente wieder vergr�obert werden, an einer ganz anderen Stelleverfeinert wird usw.Folglih mu� am Anfang so lange (total) verfeinert werden, bis die Geometrieungef�ahr erkannt ist, also eine ausreihende Anzahl von Elementen Nullmaterialbesitzt.



70 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENBemerkung 15 Streng genommen h�atte man bei Verwendung der gewihtetenMaterialfunktion bei den bisher betrahteten Problemen shon durh eine geziel-te Verfeinerung daf�ur sorgen m�ussen, da� Elemente mit Nullmaterial entstehen.Hier ist zwar die Approximation des urspr�unglihen Deformationsproblems zu-friedenstellend, aber die korrekte Arbeitsweise des Fehlersh�atzers und eine op-timale Steuerung der Netzverfeinerung im 0. Verfeinerungsshritt ist fraglih.Beim kreisf�ormigen Loh (3.12) existieren zum Beispiel im 0. Verfeinerungs-shritt nur Elemente mit normalem Material und �Ubergangselemente, aber kei-ne Elemente mit Nullmaterial. Am �Ubergang zwishen zwei Materialien (hartund weih) geht jedoh der Sprung �n gegen Null. Folglih werden die Elementeam Material�ubergang mit gro�er Wahrsheinlihkeit niht verfeinert, sondernandere Elemente.Bisher gab es jedoh mit der Steuerung der Netzverfeinerung keine Probleme,da im 0. Verfeinerungsshritt immer automatish total verfeinert wurde, wo-durh im n�ahsten Verfeinerungsshritt auh bei Verwendung der gewihtetenMaterialfunktion Elemente mit Nullmaterial entstanden.Am Beispiel eines einfahen Shlitzes (Abb. 3.44) werden zun�ahst einige grund-legende �Uberlegungen angestellt, die bei der Berehnung von komplizierten Ge-bieten 
�, bei denen erst im Laufe der Zeit Pseudoelemente entstehen, hilfreihsind. Danah werden ein vershobener Shlitz, ein u-f�ormiges Loh und ein kom-plizierter Shlitz (Abbildungen im folgenden) betrahtet.3.5.2 Einfaher ShlitzIn Abb. 3.44 sind die Ausgangsvernetzungen f�ur den einfahen Shlitz (3.24)dargestellt, die Referenzwerte �nden sih in Tab. 3.12. Im Gegensatz zu denbisherigen Problemen greift nun auf�N = f(4; y) : 3 � y � 4g (3.26)eine Kraft ~f = (f1; f2)T gleiher Gr�o�e mit f1 = 0 Nm3 und f2 = �0:1 Nm3 an.Bei der Berehnung der Shlitze mit Materialfunktionen werden weiterhin die�ublihen Grobnetze (vgl. Abb. 3.8) mit der ge�anderten Neumann-Randbedin-gung (3.26) verwendet. Da bereits festgestellt wurde, da� es bei komplexen Geo-metrien und Verwendung der einfahen Materialfunktion ohne Grobgitterl�oserzu Spr�ungen in den Iterationszahlen kommen kann (vgl. Abb. 3.37), wird vor-wiegend die gemishte Materialfunktion m3;k mit Grobgitterl�oser benutzt. Umdie Geometrie des einfahen Shlitzes zu erkennen, wird anfangs zweimal totalverfeinert.
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E(x) = E0Abb. 3.44: Deformationsproblem mit einfahem Shlitz (3.24), vernetzte Geo-metrie k 2�#kn uy(4; 2:25) � 106 uy(4; 4) � 106 �(0) �(k)4lr 15 516374 �206:15052795 �210:38265991 5.5E+00 8.0E-034lg 16 572312 �206:15496826 �210:38691711 5.5E+00 3.8E-034lh 16 574976 �206:15435791 �210:38647461 5.5E+00 6.6E-034qr 18 616566 -206.16720581 -210.39962769 6.1E-02 5.7E-084qg 16 508136 �206:16720581 �210:39962769 6.1E-02 9.6E-084qh 39 573448 �206:16720581 �210:39961243 6.1E-02 6.4E-082l2.5 16 560626 �206:16387939 �210:39625549 8.8E-01 9.2E-042q2.5 29 177792 �206:16720581 �210:39961243 5.1E-02 7.4E-08Tab. 3.12: Vershiebungen des Deformationsproblems mit einfahemShlitz (3.24) bei vernetzter Geometrie nah k VerfeinerungsshrittenVergr�oberung �uber den Material�ubergang hinwegVergr�oberungen �uber den Material�ubergang hinweg sind prinzipiell m�oglih, daPseudoelemente wegen des vershwindenden gesh�atzten Elementfehlers (vgl.Gl. (2.20)) immer zum Vergr�obern markiert werden und zus�atzlih weitere "nor-male\ Elemente am �Ubergang zum Pseudomaterial markiert werden k�onnen (z.B. falls u � 0 ist). Dadurh wird der Rand von 
� niht mehr vollst�andig gra-phish dargestellt.Dies geshieht z. B. beim einfahen Shlitz bei Dreiekselementen mit linearenAnsatzfunktionen und rot-gr�uner Verfeinerung.



72 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENIm 0. und 1. Verfeinerungsshritt wird jeweils total verfeinert, wodurh die Geo-metrie des einfahen Shlitzes, wie in Abb. 3.45 dargestellt, gut approximiertwird.Im darau�olgenden Verfeinerungsshritt werden alle Elemente zum Vergr�obernmarkiert, deren Elementfehler unter dem Vergr�oberungsshwellwert von 4:7 �10�9 liegt, so auh das Element mit den Ekknoten (3:75; 2:25), (4; 2:25) und(4; 2:5), dessen Elementfehler a. 3:4 � 10�9 betr�agt. Der Verfeinerungsshwell-wert betr�agt zum Vergleih 2:3 � 10�6. Die gesetzten Markierungen sind in Abb.3.46 dargestellt.
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E(x) = E0, E(x) = 0Abb. 3.45: Material des Deformations-problems mit einfahem Shlitz (3.24)im 2. Verfeinerungsshritt mit Mate-rialfunktion m3;k, 4lr
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zum Verfeinern markiertzum Vergr�obern markiertAbb. 3.46: markierte Elemente desDeformationsproblems mit einfahemShlitz (3.24) im 2. Verfeinerungs-shritt mit Materialfunktionm3;k,4lrDurh das Zusammentre�en der zum Vergr�obern markierten Elemente um denPunkt (4; 2:25) wird an dieser Stelle vergr�obert, wodurh dort die Geometriedes Shlitzes niht mehr im Netz repr�asentiert ist (Abb. 3.47).Vergr�oberungen, nah denen die Kontur von 
� wie in Abb. 3.47 nihtmehr deutlih erkennbar ist, sind niht prinzipiell shleht.Betrahtet man den einfahen Shlitz, so ist die resultierende Verformung imwesentlihen von der L�ange und der Lage von �N , der Gr�o�e der dort angreifen-den Kraft, der Lage des Shlitzes (Abstand zur y-Ahse) sowie die Kr�ummungdes Shlitzes abh�angig. Die genaue Ausformung des Shlitzes um den Punkt(4; 2:25) spielt erst eine Rolle, wenn die Vershiebungen sehr exakt berehnetwerden sollen.



3.5 Komplizierte Geometrien 73

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

E(x) = E0, E(x) = 0Abb. 3.47: Material des Deformationsproblems mit einfahem Shlitz (3.24) im3. Verfeinerungsshritt mit Materialfunktion m3;k, 4lrF�ur das Ersatz-Deformationsproblem �uber 
 bedeutet dies, da� der Material-�ubergang dort, wo die Kr�ummung des Shlitzes nahgebildet wird, genau auf-gel�ost werden mu�, da dies die Deformation wesentlih beeinu�t. Der Mate-rial�ubergang an Stellen wie um den Punkt (4; 2:25) sind f�ur Berehnungen, beidenen die H1-Norm um vier bis f�unf Gr�o�enordnungen erniedrigt werden soll,unwihtig.Genau dies wird im Fehlersh�atzer gesteuert. Dort, wo der Material�ubergangwihtig ist, wird aufgrund von gro�en Spannungen verfeinert, was zu einerbesseren Au�osung des Material�ubergangs f�uhrt. An Stellen, an denen kleine�Anderungen der Geometrie des Bauteils praktish keine Auswirkungen auf dieDeformation haben, ist � nahe Null, und es wird unabh�angig von der Material-verteilung vergr�obert.Ziel ist und bleibt die Approximation des urspr�unglihen Deformationsproblems�uber 
0, und niht eine exakte Wiedergabe des Material�ubergangs nur der gra-phishen Darstellung wegen.Dar�uber hinaus kann man aus einer Vergr�oberung �uber den Material�uberganghinweg sogar Nutzen ziehen. Man erh�alt so Informationen �uber konstruktiv wih-tige bzw. unwihtige Stellen des Bauteils. Vergr�oberung sind nur dort m�oglih,wo dies keinen Einu� auf die Deformation hat, also an konstruktiv unwih-tigen Stellen. So ist es zum Beispiel an der Unterseite des Shlitzes zwishenden Punkten (3; 1:75) und (4; 1:75) lange Zeit v�ollig egal, ob das Bauteil einenglatten, gezakten oder gewellten Rand hat.Diese Argumentation l�a�t sih sehr gut am Beispiel eines vershobenen Shlitzesnahvollziehen, das auf S. 77 �. behandelt wird.



74 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENDer Nahteil ist, da� solhe Vergr�oberungen kleinere Spr�unge in den Iterations-zahlen hervorrufen, wie in Abb. 3.48 dargestellt.
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� - ohne Vergr�oberung, o - mit Vergr�oberungAbb. 3.48: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit einfahemShlitz (3.24) mit bzw. ohne Vergr�oberung bei zweimaliger totaler Verfeinerungund Materialfunktion m3;k, 4lrApproximation und IterationszahlenIn Tab. 3.13 sind die relativen Approximationsfehler f�ur den Shlitz (3.24) an-gegeben, die wiederum alle deutlih unter einem Prozent liegen.�uy(4; 2:25) �uy(4; 4)4lr < 0.01 % < 0.01 %4lb < 0.01 % < 0.01 %4lh < 0.01 % < 0.01 %4qr 0.01 % 0.01 %4qb 0.01 % 0.01 %4qh 0.04 % 0.04 %2l2 0.05 % 0.05 %2q2 0.11 % 0.11 %Tab. 3.13: Approximationsfehler des Deformationsproblems mit einfahemShlitz (3.24) bei gemishter Materialfunktionm3;k und zweimaliger totaler Ver-feinerung nah 15 VerfeinerungsshrittenJedoh sind die in Abb. 3.49 dargestellten Iterationszahlen verglihen mit jenendes vernetzten Gebiets shlehter.
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log(n)4 - vernetzte Geometrie � - m3;kAbb. 3.49: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit einfahemShlitz (3.24) bei totaler VerfeinerungPartielle statt totale VerfeinerungDa der urspr�unglihe Verwendungszwek von Materialfunktionen, die Bereh-nung von Kurbelwellen, ein 3D-Problem ist, ist eine Totalverfeinerung am An-fang zur Geometrieerkennung niht m�oglih.Als Alternative dazu werden in den ersten Verfeinerungsshritten nur die Ele-mente am Material�ubergang zur Verfeinerung markiert. Der Fehlersh�atzer wirdw�ahrend dieser Phase deaktiviert, da dieser, solange die Geometrie noh nihterkannt ist, von falshen Voraussetzungen ausgeht und somit auh falshe Er-gebnisse liefert.Eine M�oglihkeit ist, Elemente, deren Kanten von �� geshnitten werden, zumarkieren. Dabei wird folgende Falluntersheidung gemaht:� Ist E(xs) = 0 (xs - Shwerpunkt des Finiten Elements), so wird abgefragt,ob die Ekknoten des Elements in �
� liegen (nihtkonforme Abfrage)� Ist E(xs) 6= 0, so wird abgefragt, ob die Ekknoten des Elements in 
�liegen (konforme Abfrage)Wenn niht alle Ekknoten des Elements in 
� oder 
0 liegen, so wird dasentsprehende Element zur Verfeinerung markiert. Die Falluntersheidung ist



76 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENnotwendig, damit niht automatish in jedem Verfeinerungsshritt am Randvon 
� verfeinert wird, sondern nur so lange, bis eine Kante des Elements mit�� zusammenf�allt.Bemerkung 16 Bei einem sehr groben Startnetz kann es jedoh vorkommen,da� alle Ekknoten des Finiten Elements T in 
0 liegen, aber T \ 
� 6= ; ist.In diesem Fall kann man die Elemente markieren, bei denen der Quotient, dersih aus der Zahl der Gau�punkte, die in 
0 liegen, und der Gesamtzahl derGau�punkte berehnet, ungleih Null oder Eins ist.In Abb. 3.50 sind die Iterationszahlen bei zweimaliger totaler bzw. partiellerVerfeinerung dargestellt. Man erkennt deutlih, da� die Anzahl der Freiheits-grade am Anfang bei partieller Verfeinerung deutlih geringer ist. Dieser Vorteilgleiht sih bei Dreiekselementen sehr sp�at wieder aus, bei Vierekselementenzeigen sih dauerhaft kleinere Gleihungssystemdimensionen n. Der relative Ap-proximationsfehler im Punkt (4; 4) ist, im Verh�altnis zu n gesehen, bei partiellerVerfeinerung vielfah besser oder zumindest gleih gro�. Insgesamt, d. h. beimrelativen gesh�atzten Fehler bez�uglih der Energienorm (vgl. Gl. (2.21)), erzieltman bei gleihen Problemgr�o�en jedoh keine Verbesserungen.
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3.5 Komplizierte Geometrien 77ErkenntnisseF�ur die weiteren Berehnungen wird die partielle Verfeinerung zur anf�anglihenGeometrieerkennung genutzt und es werden Vergr�oberungen zugelassen, auhwenn diese kleinere Spr�unge in den Iterationszahlen bewirken k�onnen.3.5.3 Vershobener einfaher ShlitzAn diesem Beispiel soll verdeutliht werden, da� an konstruktiv wihtigen Stellendes Bauteils, die die Deformation wesentlih beeinussen, ausreihend verfeinertwird.Es wird nun ein Shlitz mit
� = f(x; y) 2 
 : (x� 2:05)2 + (y � 2:05)2 < 0:252)g [f(x; y) 2 
 : x > 2; 1:8 < y < 2:3g; (3.27)betrahtet, der im Vergleih zu dem einfahen Shlitz im letzten Kapitel um0:05 m in y-Rihtung vershoben wurde. Dadurh l�a�t sih der Rand des ver-shobenen Shlitzes (3.27) niht mehr nah endlih vielen Verfeinerungsshrittenexakt approximieren.Es wird untersuht, ob die Verfeinerung bzw. die Darstellung des Material�uber-gangs auh an Stellen von ��, an denen keine Spannungsspitzen auftreten (hierum den Punkt (4; 3:2)), ausreihend ist und keine Auswirkungen auf die Appro-ximation in Punkten hat, die weit von 
� entfernt sind.Dazu werden die relativen Approximationsfehler im Punkt (4; 4) bei zwei- bzw.viermaliger partieller Verfeinerung miteinander verglihen. Es wird die Mate-rialfunktion m3;k mit Grobgitterl�oser verwendet. Die Referenzwerte im Punkt(4; 4) der in Abb. 3.51 dargestellten Vernetzungen sind in Tab. 3.14 angegeben.Aus Tab. 3.15 ist ersihtlih, da� die Qualit�at der L�osung unabh�angig von ei-ner sehr feinen Vernetzung und folglih einer sehr guten Approximation desMaterial�ubergangs um den Punkt (4; 3:2) ist3.5.4 Nihtkonvexes LohObwohl jetzt auh nihtkonvexe Gebiete 
� zugelassen werden, sollen die Ge-biete lokal konvex bez�uglih des Grobnetzes sein, d. h. da� ein Finites ElementT des Grobnetzes bei Verwendung der gewihteten Materialfunktion m3;nk nurdann Nullmaterialparamter besitzt, wenn T \ 
0 = ; ist.
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E(x) = E0Abb. 3.51: Deformationsproblem mit vershobenem Shlitz (3.27), vernetzteGeometrie k 2�#kn uy(4; 4) � 106 uy(4; 4) � 106 �(0) �(k)4lr 12 463268 130.40414429 -214.72776794 5.8E+00 9.4E-034lg 15 434544 130.40583801 -214.73051453 5.8E+00 4.9E-034lh 15 421824 130.40419006 -214.72863770 5.8E+00 9.1E-034qr 16 484150 130.41584778 -214.74731445 6.1E-02 9.2E-084qg 16 404348 130.41584778 -214.74731445 6.1E-02 1.4E-074qh 28 282654 130.41586304 -214.74729919 6.1E-02 1.3E-072l2.5 16 487476 130.41343689 -214.74339294 9.1E-01 1.0E-032q2.5 23 75262 130.41584778 -214.74728394 5.3E-02 2.9E-07Tab. 3.14: Vershiebungen des Deformationsproblems mit vershobenemShlitz (3.27) bei vernetzter Geometrie nah k VerfeinerungsshrittenEs wird ein u-f�ormiges Loh mit abgerundeten Eken betrahtet, das durh
� = f(x; y) 2 
 : (x� 1)2 + (y � 1)2 < 0:252g [f(x; y) 2 
 : (x� 1)2 + (y � 3)2 < 0:252g [f(x; y) 2 
 : (x� 3)2 + (y � 1)2 < 0:252g [f(x; y) 2 
 : (x� 3)2 + (y � 3)2 < 0:252g [f(x; y) 2 
 : x 2 (0:75; 1:25)[ (2:75; 3:25); 1 < y < 3g [f(x; y) 2 
 : 1 < x < 3; 0:75 < y < 1:5g \f(x; y) 2 
 : (x� 1:5)2 + (y � 1:5)2 < 0:252g \f(x; y) 2 
 : (x� 2:5)2 + (y � 1:5)2 < 0:252g \f(x; y) 2 
 : 1:5 < x < 2:5; y > 1:25g:
(3.28)

beshrieben wird.



3.5 Komplizierte Geometrien 79zwei part. Verf. vier part. Verf.k 2�#kn �ux(4; 4) �uy(4; 4) k 2�#kn �ux(4; 4) �uy(4; 4)4lr 15 190472 0.02 % 0.02 % 15 216466 0.01 % 0.02 %4lg 15 197692 0.01 % 0.02 % 14 194048 0.02 % 0.02 %4lh 15 93092 0.04 % 0.07 % 16 93312 0.04 % 0.06 %4qr 15 70874 0.03 % 0.04 % 13 89098 0.03 % 0.03 %4qg 15 89040 0.04 % 0.04 % 13 83984 0.04 % 0.04 %4qh 15 19844 0.22 % 0.29 % 13 20056 0.30 % 0.36 %2l2 15 37010 0.18 % 0.24 % 14 35076 0.22 % 0.32 %2q2 15 8904 0.33 % 0.45 % 14 8702 0.31 % 0.43 %Tab. 3.15: Approximationsfehler des Deformationsproblems mit vershobenemShlitz (3.27), gemishte Materialfunktionm3;k mit anf�angliher zwei- bzw. vier-maliger partieller Verfeinerung (Kantenshnitt-Algorithmus) nah 15 Verfeine-rungsshritten
Die Grobnetze sind in Abb. 3.52 dargestellt, die Referenzwerte sind in Tab. 3.16angegeben.
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80 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENk 2�#kn uy(2; 1:25) � 106 uy(2; 4) � 106 �(0) �(k)4lr 15 507896 -60.49787140 -66.04200745 9.4E+00 1.7E-024lg 16 520934 -60.50053406 -66.04357910 9.4E+00 8.4E-034lh 15 452718 -60.49803543 -66.04018402 9.4E+00 1.9E-024qr 18 368582 -60.50925064 -66.05175781 1.2E-01 5.7E-074qg 16 374320 -60.50926590 -66.05175781 1.2E-01 6.8E-074qh 24 231388 -60.50926590 -66.05173492 1.2E-01 8.9E-072l2.5 18 450152 -60.50666046 -66.04925537 1.3E+00 2.3E-032q2.3 21 106804 -60.50926971 -66.05176544 2.0E-01 7.8E-07Tab. 3.16: Vershiebungen des Deformationsproblems mit u-f�ormigem Loh(3.28) bei vernetzter Geometrie nah k VerfeinerungsshrittenBei Berehnung mit der gemishten konformen Materialfunktion m3;k liegt derin Tab. 3.17 angegebene relative Approximationsfehler nah 15 Verfeinerungs-shritten wiederum deutlih unter einem Prozent.2�#kn �uy(2; 1:25) �uy(2; 4)4lr 322424 < 0.01 % < 0.01 %4lb 336012 0.01 % 0.01 %4lh 91726 0.06 % < 0.05 %4qr 172712 0.02 % 0.02 %4qb 120924 0.04 % 0.03 %4qh 21908 0.21 % 0.19 %2l2 138814 0.09 % 0.08 %2q2 23318 0.33 % 0.32 %Tab. 3.17: Approximationsfehler des Deformationsproblems mit u-f�ormigemLoh (3.28), gemishte Materialfunktionm3;k mit anf�angliher dreimaliger parti-eller Verfeinerung (Kantenshnitt-Algorithmus) nah 15 VerfeinerungsshrittenDie in Abb. 3.53 dargestellten Iterationszahlen weisen bei Dreiekselementenmit linearen Ansatzfunktionen und rot-gr�uner Verfeinerung sowie bei Dreieks-elementen, quadratishen Ansatzfunktionen und B�ansh-gr�uner oder roter Ver-feinerung gro�e Spr�unge auf. Bei Vierekselementen mit quadratishen Ansatz-funktionen kommt es zu Oszillationen in den Iterationszahlen.Wie kommt es nun zu den Spr�ungen in den Iterationszahlen? Zur Veranshau-lihung betrahten wir Dreiekselemente mit quadratishen Ansatzfunktionenund hanging nodes bei anf�angliher dreimaliger partieller Verfeinerung.
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log(n)� - m3;k, drei Mal partiell verfeinert 4 - vernetzte GeometrieAbb. 3.53: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit u-f�ormigemLoh (3.28) bei vernetzter Geometrie bzw. Materialfunktion
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E(x) = E0, E(x) = 0,zur Verfeinerung markiertAbb. 3.54: Material und zur Verfeinerung markierte Elemente des Deformati-onsproblems mit u-f�ormigem Loh (3.28) im 5. bzw. 6. Verfeinerungsshritt beidrei partiellen Verfeinerungen und Materialfunktion m3;k, 4qh



82 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENWie in Abb. 3.54 dargestellt, wird im 5. Verfeinerungsshritt entlang des Kreis-bogens stark verfeinert, wobei der maximale gesh�atze Elementfehler bei 2:8E�07 liegt. Dadurh entstehen neue Elemente T1 und T2, die wie Zaken in dasu-f�ormige Loh hineinragen. Deshalb treten dort sehr gro�e Spannungen auf,wodurh der maximale gesh�atzte Elementfehler im 6. Verfeinerungsshritt auf2:3E � 06 ansteigt.Der Grund f�ur diesen Anstieg des maximalen gesh�atzten Elementfehlers liegteinzig und allein in der Modellierung des Material�ubergangs als gezakte Linie.Dadurh entstehen zus�atzlih lokale Singularit�aten, die sih sih nahteilig aufdie Iterationszahlen im folgenden Verfeinerungsshritt auswirken: aufgrund deszu hohen maximalen gesh�atzten Elementfehlers ist die Arbeitsweise des Algo-rithmus, der den den Verfeinerungsshwellwert shrittweise erniedrigt, um soeinen Mindestprozentsatz der Elemente zur Verfeinerung zu markieren, unzu-reihend, und es werden nur sehr wenige (hier neun) Elemente geteilt. Dadurhist das Startresiduum des PCG im 7. Verfeinerungsshritt shon sehr gut unddies f�uhrt zu hohen Iterationszahlen.Deutet man geringe Verfeinerungen in Kombination mit einem Anstieg des ma-ximalen gesh�atzten Elementfehlers als Zeihen f�ur das Auftreten einer lokalenSingularit�at, so besteht ein m�ogliher Ausweg darin, in diesem Fall solange zu-s�atzlihe Elemente zu markieren, bis mindestens ein bestimmter Prozentsatz �der Elemente markiert ist, unabh�angig vom Maximalwert. Dadurh besteht na-t�urlih die Gefahr, da� mehr Elemente als n�otig markiert werden. Dennoh ist esbesser, niht optimal zu rehnen, als auf die Kombination 4qh wegen Spr�ungenin den Iterationszahlen ganz zu verzihten.Bemerkung 17 Besser w�are es nat�urlih, wenn die geforderte Mindest-Pro-zentzahl � niht konstant gew�ahlt wird, sondern bei wahsender Anzahl der Frei-heitsgrade kleiner wird.In Abb. 3.55 sind die Iterationszahlen bei Dreieken mit quadratishen An-satzfunktionen und roter Verfeinerung mit anf�angliher viermaliger partiellerVerfeinerung f�ur � = 0:5%, 1%, 2% und 5% dargestellt.W�ahrend bei � = 0:5% und � = 1% noh Spr�unge in den Iterationszahlenaufgrund von zu geringen Verfeinerungen auftreten, sind bei � = 2% die Ite-rationszahlen gut und die Gleihungssystemdimensionen sind etwa so gro� wiebei der Vergleihsrehnung mit vernetztem Loh. Bei der Wahl � = 5% sinddie Iterationszahlen weiterhin niedrig, aber wir haben bereits geringf�ugig st�arkeVerfeinerungen.



3.5 Komplizierte Geometrien 83

10
3

10
4

10
5

0

10

20

30

40

50

60

log(n)

Ite
ra

tio
ne

n

? - � = 0:5% + - � = 1%2 - � = 2% o - � = 5%4 - vernetzte GeometrieAbb. 3.55: Iterationszahlen des Deformationsproblems mit u-f�ormigem Loh(3.28) mit Materialfunktion m3;k und vier partiellen Verfeinerungen bei ver-shiedenen Mindestprozents�atzen zu markierender Elemente, 4qhBei diesem Beispiel zeigt sih also, da� ein geforderter Mindest-Prozentsatz zumarkierender Elemente von � = 2 Prozent helfen w�urde, Spr�unge in den Ite-rationszahlen vermeiden. Im allgemeinen ist jedoh der geeignete Prozentsatz,bei dem weder Spr�unge auftreten, noh zu stark verfeinert wird, shwer zu be-stimmen. In einigen F�allen, wie bei dem komplizierten Shlitz, der im n�ahstenAbshnitt betrahtet wird, hat eine zus�atzlihen Verfeinerung keine stablisieren-de Wirkung bei den Iterationszahlen.3.5.5 Komplizierter ShlitzAls letztes wird ein komplizierter Shlitz mit
� = f(x; y) 2 
 : (x� 1)2 + (y � 1)2 < 0:252g [f(x; y) 2 
 : (x� 1)2 + (y � 2:5)2 < 0:252g [f(x; y) 2 
 : (x� 1)2 + (y � 3)2 < 0:252g [f(x; y) 2 
 : x > 1; 0:75 < y < 1:25g [f(x; y) 2 
 : 2:5 < x < 3; 1 < y < 3:25g [f(x; y) 2 
 : 0:75 < x < 1:5; 2:5 < y < 3g [f(x; y) 2 
 : (x� 1:5)2 + (y � 1:5)2 < 0:252g \f(x; y) 2 
 : (x� 1:5)2 + (y � 2:5)2 � 0:252g (3.29)
betrahtet, der zugleih die Grenzen des Verfahrens aufzeigt.



84 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENDie Grobnetze sind in Abb. 3.56 dargestellt, die Referenzwerte sind in Tab. 3.18angegeben.
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Abb. 3.56: Deformationsproblem mit kompliziertem Shlitz (3.29), vernetzteGeometrie k 2�#kn uy(3; 1:25) � 106 uy(4; 4) � 106 �(0) �(k)4lr 15 420352 -3320.50805664 -4838.28808594 2.0E+01 2.1E-024lg 14 490336 -3320.70043945 -4838.58789062 2.0E+01 9.4E-034lh 18 457270 -3320.55517578 -4838.34619141 2.0E+01 2.2E-024qr 20 369728 -3321.18750000 -4839.34423828 1.1E-01 3.6E-074qg 19 359522 -3321.18725586 -4839.34423828 1.1E-01 4.7E-074qh 24 332652 -3321.18750000 -4839.34423828 1.1E-01 8.5E-072l2.5 16 377832 -3321.03515625 -4839.10644531 2.0E+00 2.6E-032q2.5 34 87252 -3321.18676758 -4839.34375000 1.2E-01 1.7E-06Tab. 3.18: Vershiebungen des Deformationsproblems mit kompliziertemShlitz (3.29) bei vernetzter Geometrie nah k VerfeinerungsshrittenBei diesem Bauteil versagt der Kantenshnitt-Algorithmus zur Geometrieerken-nung. Das Element mit den Ekpunkten (2; 2), (3; 2) und (3; 3) (Abb. 3.57)sollte zur Teilung markiert werden, aber alle Ekpunkte liegen au�erhalb von
�. Deshalb wird nun zus�atzlih �uberpr�uft, ob alle Gau�punkte in 
0 liegen.Au�erdem wird jeglihe Vergr�oberung verboten, da sonst die Iterationszahlen,wie in Abb. 3.58 dargestellt, h�au�g gro�e Spr�unge aufweisen.
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86 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENBemerkung 18 Da die Anzahl der Knoten beim Vergr�obern von Elementenniht in einfaher Art und Weise aktualisiert werden kann, sind in ihr auhKnoten enthalten, die niht mehr verwendet werden. Erst bei einer Komprimie-rung wird die Knotenanzahl wieder auf den rihtigen Wert gesetzt. So entstehenbei der graphishen Darstellung der Iterationszahlen in Abh�angigkeit der Glei-hungssystemdimension R�ukw�artsspr�unge.Doh auh ohne Vergr�oberung kommt es bei Dreiekselementen mit quadra-tishen Ansatzfunktionen und h�angenden Knoten sowie bei Vierekselementenmit quadratishen Ansatzfunktionen (wie auh shon beim u-f�ormigen Loh) zugro�en Spr�ungen in den Iterationszahlen (Abb. 3.59). Au�erdem treten weiterewillk�urlihe Spr�unge bei Verwendung der gemishten Materialfunktion m3;k mitGrobgitterl�oser auf. Die einfahe Materialfunktion ohne Grobgitterl�oser ist, vondem Sprung bei Dreieken mit linearen Ansatzfunktionen und B�ansh-gr�unerVerfeinerung abgesehen, eine ernstzunehmende Alternative.
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log(n)o - Materialfunktion m3;k � - Materialfunktion m14 - vernetzte GeometrieAbb. 3.59: Iterationszahlen f�ur Deformationsproblem mit kompliziertem Shlitz(3.29) bei dreimaliger partieller Verfeinerung (Kantenshnitt- und Gau�punkte-Algorithmus) mit vernetzer Geometrie bzw. MaterialfunktionDie relativen Approximationsfehler, die Tab. 3.19 dargestellt, sind weiterhinklein und liegen wiederum unter einem Prozent. Bemerkenswert ist allerdings,da� der relative Approximationsfehler bei Dreikselementen mit linearen An-satzfunktionen und hanging nodes sowie bei quadratishen Ansatzfunktionen



3.5 Komplizierte Geometrien 87und rot-gr�uner Verfeinerung niht stetig kleiner wird, sondern bei der Minimie-rung des CG-Residuums von 4-5 Prozent auf die angegebenen Werte f�allt.2�#kn �uy(3; 1:25) �uy(4; 4)4lr 186052 0.03 % 0.02 %4lb 318882 0.01 % < 0.01 %4lh 87108 0.04 % 0.02 %4qr 49352 0.09 % 0.09 %4qb 86826 0.06 % 0.06 %4qh 14074 0.40 % 0.37 %2l2 102260 0.13 % 0.12 %2q2 10498 0.90 % 0.84 %Tab. 3.19: Approximationsfehler des Deformationsproblemsmit dem komplizierten Shlitz (3.29), gemishte Materialfunk-tion m3;k mit anf�angliher dreimaliger partieller Verfeinerung(Kantenteilung- und Gau�punkte-Algorithmus) nah 16 Verfei-nerungsshrittenZusammenfassungEs wurde gezeigt, da� Materialfunktionen gezielt dazu eingesetzt werden k�on-nen, konstruktiv wihtige von konstruktiv unwihtigen Stellen des Bauteils zuuntersheiden. Allerdings bewirken Vergr�oberungen �uber die Grenze vom nor-malen zum Pseudomaterial hinweg meist Spr�unge in den Iterationszahlen. Diesek�onnen, wie beim Beispiel des komplizierten Shlitzes, so stark werden, da� jeg-lihe Vergr�oberung unterbunden werden mu�.Daneben treten bei komplizierten Geometrien verfahrensbedingte Probleme mitdem Fehlersh�atzer auf:Bei exakt vernetzten Geometrien wird der Fehler bez�uglih einer festen exaktenL�osung gesh�atzt. Bei der Verwendung von Materialfunktionen hingegen wirddurh fortshreitende Verfeinerung die Geometrie immer besser erlernt, wodurhsih auh die "exakte L�osung\ st�andig �andert. Dadurh ist niht mehr gesihert,da� die Werte des Fehlersh�atzers von einem Verfeinerungsshritt zum n�ahstenfallen m�ussen.Zudem l�a�t sih der Rand niht wie bei einem vernetzten Bauteil beliebig genauann�ahern, sondern ist immer eine gezakte Line, je nah Lage der Shwerpunkteder Finiten Elemente. Dadurh erh�alt man zus�atzlihe Spannungsspitzen, diedie qualitative Beurteilung der L�osung durh den Fehlersh�atzer verhindern.



88 PSEUDOMATERIAL UND MATERIALFUNKTIONENAnders sieht es bei der Verwendung der gewihteten Materialfunktion ohne Ver-gr�oberung und mit umfassenden Verfeinerungen zur Geometrieerkennung aus.Beim komplizierten Shlitz hat man dort im wesentlihen fallende Startresidu-en im PCG-Verfahren. Durh den gewihteten �Ubergang zum Pseudomaterialk�onnen sih die Spannungen dort gut ausgleihen. Allerdings bewirkt die Ver-wendung der gewihteten Materialfunktion an sih hohe Iterationszahlen, so da�sie keine Alternative darstellt.Obwohl die Approximation noh akzeptabel ist, mu� man aufgrund der Spr�ungeund Oszillationen bei den Iterationszahlen feststellen, da� die Berehnung vonkomplizierten Geometrien die Grenzen des Verfahrens aufzeigt.



894 ZusammenfassungDieses Kapitel fa�t die Ergebnisse der Arbeit zusammen, diskutiert die Vor- undNahteile der Verwendung von Materialfunktionen und gibt einen Ausblik.4.1 ErgebnisseDas Ziel der Arbeit war es, Deformationsprobleme �uber komplizierten Gebie-ten 
0 durh Ersatz-Deformationsprobleme �uber geometrish einfaheren Gebie-ten 
 mit einem ortsabh�angigen Spannungstensor zu ersetzen, wobei die Orts-abh�angigkeit des Spannungstensors durh Materialfunktionen modelliert wurde.Wie in Abshnitt 3.1.1 erl�autert, ist das Ersatz-Deformationsproblem �uber demRaum � ~H(
)�3 de�niert. Dieser Raum besteht aus den Funktionen u, die sihjeweils aus den �uber 
0 de�nierten Funktionen u0 und aus den harmonishenFortsetzungen u� der Spur von u0 auf �� ins Innere von 
� zusammensetzen.Die gew�unshte pseudoharmonishe Fortsetzung in 
� (Abshnitt 3.3.3) ent-steht f�ur den Fall, da� J0 aus diag(Kvoll) gew�ahlt wird, durh die Vorkonditio-nierung nah Yserentant oder { wenn J0 aus diag(Kpseudo) gebildet wird { ausder Fortsetzung bez�uglih des Grobnetzes verbunden mit der Initialisierung derVershiebung an neuen Knoten durh Interpolation.In Kapitel 3.2 wurden Probleme untersuht, bei denen das Loh oder die Aus-kerbung 
� im Grobnetz repr�asentiert ist. Damit konnte f�ur Elemente in 
�zun�ahst ein zweiter Materialtyp f�ur das Pseudomaterial verwendet werden undein direkter Vergeih mit dem vernetzten Gebiet war m�oglih.Die Materialparamter in 
� wurden wie folgt festgelegt:E(x) = 0 8x 2 
� und �(x) = �0 8x 2 
�:Es zeigte sih, da� mit den so gew�ahlten Materialparametern eine gute Appro-ximation des urspr�unglihen Deformationsproblems �uber 
0 m�oglih ist. DieIterationszahlen der Rehnungen mit vernetzter Geometrie und mit Pseudoma-terial sind etwa gleih gro�. Es wird "sinnvoll\ verfeinert, da am �Ubergang von
0 zu 
� bei gro�en Spannungen auh gro�e Kantenspr�unge [�n℄ auftreten.Die Variante, den Elastizti�atsmodul E(x) in 
� niht Null und klein zu w�ahlen,mu�te wegen der shlehteren Approximation der Deformation des �uber 
0 de-�nierten Elastizit�atsproblems wieder verworfen werden.



90 ZUSAMMENFASSUNGDurh den Einsatz einer einfahen Materialfunktion (3.10) anstelle des zweitenMaterialtyps, die die Materialparameter f�ur ein Finites Element in Abh�angigkeitvon der Lage seines Shwerpunktes w�ahlt, wurde die M�oglihkeit zur Berehnungvon Deformationsproblemen �uber allgemeineren Gebieten 
� gegeben.F�ur L�oher und Auskerbungen, die niht im Grobnetz repr�asentiert sind, wurdenin Kapitel 3.3 zun�ahst die Probleme erl�autert, die bei Verwendung der einfahenMaterialfunktion in Zusammenhang mit den Initialisierungen der Grobgitterma-trix sowie der zur Vorkonditionierung verwendenten Diagonale der Stei�gkeits-matrix DK auftreten. M�oglihe L�osungen wurden diskutiert und an Beispielenmiteinander verglihen.Wie in Abshnitt 3.3.3 gezeigt, l�a�t sih das Initialisierungsproblem von DKdurh eine Initialisierung mit Null beheben. Damit entspriht DK der Diago-nalmatrix, die bei der Assemblierung von Elementstei�gkeitsmatrizen mit dereinfahen oder gemishten Materialfunktion entstehen w�urde. Ein Vergleih beider Vorkonditionerung mit Diagonalmatrizen, die aus der Assemblierung vonElementstei�gkeitsmatrizen ohne den Gebrauh einer Materialfunktion entstan-den, zeigte, da� die Kenntnis der Materialspr�unge bei der Vorkonditionierungwihtiger ist, als eine vollst�andige Darstellung der Ansatzfunktionen bez�uglihder hierarhishen Basis.F�ur das Initialisierungsproblem beim Grobgitterl�oser wurden in Abshnitt 3.3.4drei L�osungsideen vorgestellt: die Verwendung der gewihteten Materialfunk-tion �uber die Knotenpunkte, das Nullsetzen von Initialisierungsresten nah derCholesky-Zerlegung in Kombination mit der gewihteten Materialfunktion �uberdie Gau�punkte und der Verziht auf den Grobgitterl�oser. Aufgrund der Er-gebnisse aus Abshnitt 3.3.2 wurde statt der gewihteten Materialfunktion �uberdie Knotenpunkte die gemishte Materialfunktion verwendet, die die Vorteileder einfahen Materialfunktion (niedrige Iterationszahlen, gute Approximation)und der gewihteten Materialfunktion �uber die Knotenpunkte (Verwendung desGrobgitterl�osers) kombiniert.Anhand von Beispielen zeigte sih, da� alle drei Ideen etwa gleih gro�e Iterati-onszahlen liefern. Da die Variante des Nullsetzens von Initialisierungsresten inVerbindung mit einer gewihteten Materialfunktion �uber Gau�punkte im 0. Ver-feinerungsshritt aufgrund der Berehnung der Weltgau�punkte programmteh-nish aufwendig ist, wurde im folgenden nur die Verwendung der gemishtenMaterialfunktion mit Grobgitterl�oser und der einfahen Materialfunktion ohneGrobgitterl�oser untersuht. Bei letzterer kam es in seltenen F�allen zu Oszilla-tionen in den Iterationszahlen.



4.2 Diskussion 91Die guten Approximationseigenshaften der gemishten Materialfunktion in Be-zug auf das urspr�unglihe Deformationsproblem bei allgemeinen Gebieten 
�wurden in Kapitel 3.4 numerish an einigen Beispielen nahgewiesen.Bei Shlitzen und nihtkonvexen Gebieten 
� (Kap. 3.5) kann statt einer To-talverfeinerung zur Geometrieerkennung eine partielle Verfeinerung verwendetwerden, wobei zwei Algorithmen eingesetzt wurden: der erste untersuht, ob�� die Kanten der Finiten Elemente shneidet und markiert die entsprehendenElemente, wohingegen der zweite Algorithmus zus�atzlih Informationen �uber dieLage der Weltgau�punkte nutzt.Es wurde dargelegt, da� auftretende Vergr�oberungen �uber den Materialsprunghinweg konstruktiv unwihtige Stellen kennzeihnen und keine negativen Aus-wirkungen auf die Approximation des urspr�unglihen Deformationsproblems ha-ben. Sie k�onnen jedoh Spr�unge in den Iterationszahlen verursahen, weshalbbei sehr komplizierten Gebieten 
� jeglihe Vergr�oberung unterbunden werdenmu�.Desweiteren wurde erkl�art, da� es verfahrensbedingt durh den Einsatz der ein-fahen Materialfunktion zu lokalen Singularit�aten kommt, da der Material�uber-gang entlang einer gezakten Linie verl�auft. Diese verhindern, da� das Startre-siduum sowie der gesh�atzte Fehler bez�uglih der Energienorm monoton fallen,wodurh gro�e willk�urlihe Spr�unge in den Iterationszahlen auftreten.Die Approximation des urspr�unglihen Deformationsproblems war immer nohausreihend.4.2 DiskussionDamit dieses Verfahren eingesetzt werden kann, m�ussen folgende Bedingungenerf�ullt sein:Die Initialisierung der zur Vorkonditionierung verwendeten Hauptdiagonale derStei�gkeitsmatrix erfolgt mit Null. Soll der Grobgitterl�oser in Zusammenhangmit der gewihteten Materialfunktion verwendet werden, so mu� das Gebiet 
�lokal konvex bez�uglih des Grobnetzes sein. Au�erdem mu� eine ausreihendeAnzahl von Elementen Nullmaterial besitzen. Ist dies niht der Fall, wird ent-sprehend partiell verfeinert, wobei der Fehlersh�atzer w�ahrend dieser Phasedeaktiviert wird.Unter diesen Voraussetzungen k�onnen bereits mit sehr wenig Aufwand Material-funktionen zur Berehnung komplizierter Geometrien eingesetzt werden. Es istlediglih die Implementierung der einfahen und eventuell der gemishten Mate-



92 ZUSAMMENFASSUNGrialfunktion notwendig. Damit erh�alt man in der Regel eine gute Approximationder Vershiebungen des Ausgangsproblems �uber 
0 bei niedrigen Iterationszah-len.Sind bei der vernetzten Geometrie Dreiekselemente mit Kreisb�ogen, an denenkeine sehr gro�en Spannungen auftreten, vorhanden, dann sind die Rehnungenmit Materialfunktionen stabiler. Der Grund liegt darin, da� bei der Verwen-dung von Materialfunktionen aufgrund der normalen Dreieke die Transforma-tionsmatrizen, die das Welt- auf das Einheitselement abbilden, vererbt werdenk�onnen, was bei Dreiekselementen mit Kreisb�ogen niht m�oglih ist. Folglihk�onnen bei der Verwendung von Materialfunktionen auh keine Probleme miteiner ung�unstigen Wahl der Vernetzung der Kreisb�ogen auftreten, die dann auf-grund von Instabilit�aten zu shlehten Ergebnissen f�uhren w�urden.Au�erdem erlaubt die Verwendung von Materialfunktionen bei geometrish ein-faheren Bauteilen eine konstruktive Bewertung der f�ur die Deformation rele-vanten Teilbereihe, wobei Vergr�oberungen (auh �uber den Material�uberganghinweg) unwihtige Stellen markieren.Das Verfahren zeigt aber auh folgende Nahteile:Der Grobgitterl�oser kann nur dann verwendet werden, wenn das Gebiet 
� lokal-konvex bez�uglih des Grobnetzes ist und niht zu viele Grobgitterknoten in 
�liegen (sonst w�urde die Grobgittermatrix trotz Initialisierung singul�ar). Je nahKomplexit�at der Geometrie des Bauteils k�onnen bei der Verwendung der ein-fahen Materialfunktion ohne Grobgitterl�oser Spr�unge in den Iterationszahlenauftreten.Der gesh�atzte Fehler bez�uglih der Energienorm nah 15 Verfeinerungsshrit-ten �(15) ist bei der Verwendung von Materialfunktionen im Normalfall bei linea-ren Ansatzfunktionen etwa eine, bei quadratishen Ansatzfunktionen a. zweiGr�o�enordnungen shlehter als bei einer vergleihbaren Rehnung mit vernetz-tem Gebiet.Bei sehr komplizierten Geometrien kommt es aufgrund der Modellierung desMaterial�uberganges zu lokalen Singularit�aten, die Spr�unge in den Iterations-zahlen hervorrufen und die die ad�aquate Beurteilung durh den Fehlersh�atzerverhindern. Auh ein Konvergenzbeweis f�ur die Verwendung von Materialfunk-tionen ist aus diesen Gr�unden wahrsheinlih niht m�oglih. Au�erdem kanndas Bauteil niht mehr konstruktiv bewertet werden, da jeglihe Vergr�oberungunterbunden werden mu�.Falls die Berehnung von komplizierten Gebieten in Zukunft nihterm�ogliht werden kann, so sind die Anwendungen von Materialfunk-tionen zur eÆzienten Berehnung komplizierten Geometrien als be-grenzt zu bewerten.



4.3 Ausblik 934.3 AusblikDa Materialfunktionen bisher noh niht bei der Berehnung von Deformations-problemen eingesetzt wurden, bietet die Thematik neben den in dieser Arbeitdargestellten Ergebnissen noh viele o�ene Fragen.Zun�ahst sollten Materialfunktionen auh bei sehr komplizierten Geometrieneingesetzt werden k�onnen, bei denen an kritishen Stellen wie Kreisb�ogen gro�eSpannungen auftreten. Dazu sollte die Linie, die durh den Material�ubergangfestgelegt wird, gegen �� konvergieren. Durh irregul�are Teilungen, bei denenein Finites Element niht in vier kongruente Teile zerlegt wird, k�onnte manKnoten bei Verfeinerungen so platzieren, da� sie auf �� liegen. Diese Approxi-mation von �� durh Sekanten vermeidet, Elemente zu generieren, die in dasLoh hineinragen und lokale Singularit�aten verursahen. Diese Methode wurdeshon bei Ri�problemen angewendet. Sie zieht jedoh weitere Shwierigkeitennah sih: so k�onnen die Transformationsmatrizen, die zwishen Welt- und Ein-heitselement wirken, niht mehr vererbt werden. Dies konnte bisher nur durhein rigoroses Verbot jegliher Vererbung gel�ost werden, wodurh sih aber dieAnzahl der stabilen Verfeinerungsshritte verkleinert. Auh gestaltet sih dieVorkonditionierung komplizierter.Sind die Iterationszahlen bei allen betrahteten Beispielen zufriedenstellend,kann das Verfahren weiter optimiert werden.Erweist sih der Einsatz der gemishten Materialfunktion, wie bisher bei kompli-zierten Geometrien, als notwendig, so sollte eine verbesserte gewihtete Material-funktion im 0. Shritt so wirken, da� die Voraussetzung der lokalen Konvexit�atder Finiten Elemente bez�uglih des Grobnetzes niht mehr erforderlih ist undauh Material�uberg�ange wie in Abb. 4.1 ohne Shwierigkeiten berehnet werdenk�onnen.
W0W*

Abb. 4.1: bez�uglih der Vernetzung lokal nihtkonvexes Gebiet 
�



94 ZUSAMMENFASSUNGEine weitere Verbesserung w�are es auh, wenn die Grobgittermatrix bei kom-plizierten Geometrien niht im 0. Verfeinerungsshritt aufgebaut werden m�u�te,sondern erst nah k-maliger partieller Verfeinerung. Dabei sind die partiellenVerfeinerungen mit Netzabshlu� durhzuf�uhren, da das Grobnetz keine h�an-genden Knoten enthalten darf. Dies f�uhrt aber bei Vierekselementen zu Pro-blemen, da dort je nah Anisotropiefaktor entweder h�angende Knoten entstehenoder das Netz total verfeinert wird.W�ahrend der ganzen Arbeit wurde der anistrope Fehlersh�atzer deaktiviert.Kurze Tests mit dem anisotropen Fehlersh�atzer zeigten keine Probleme. Esbleibt zu untersuhen, ob eine anisotrope Teilung von Vorteil ist, da m�ogliher-weise weniger Teilungen am Material�ubergang notwendig sind.
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107A BeweisLemma 1Bei im Grobnetz repr�asentierten L�ohern und Auskerbungen 
� (vgl. Kap. 3.2)sind die Nihtnull-Eigenwerte von C�1K bei vernetzter Geometrie und bei derVerwendung von Pseudomaterial mit E(x) = 0 8x 2 
� identish, d. h. dieInitialisierung der bei der Vorkonditionierung verwendeten Diagonalmatrix DKin Gl. (2.15) spielt keine Rolle.Beweis:Die Stei�gkeitsmatrix des Deformationsproblemsmit vernetztem Gebiet 
� wirdmit A bezeihnet.Die Nummerierung der Knoten bei dem Deformationsproblem mit Pseudoma-terial sei so, da� zun�ahst alle Knoten in 
0 in gleiher Reihenfolge wie beider vernetzten Geometrie durhnummeriert werden und dann alle Knoten in 
�folgen.Dann l�a�t sih die Stei�gkeitsmatrix K des Deformationsproblems mit Pseudo-material wie folgt darstellen: K =  A OO O !In der rehten unteren Eke von K steht wirklih eine Nullmatrix, da die Ele-mentstei�gkeitsmatrizen von Elementen, die in 
� liegen, Nullmatrizen sind.Die bei der Vorkonditionierung auftretenden Matrizen Q und DK werden alsBlokmatrizenQ =  Q11 Q12Q21 Q22 ! ; DK =  diag(A) OO Dinit !geshrieben. In der Diagonalmatrix Dinit stehen die Werte der Initialisierung, dadiese bei der Assemblierung der vershwindenden Elementstei�gkeitsmatrizenvon Elementen in 
� niht �ubershrieben werden. Damit istC�1K = QDK+QTK=  Q11 Q12Q21 Q22 ! diag(A)�1 OO Dinit+ ! Q11T Q21TQ12T Q22T ! A OO O !=  Q11diag(A)�1Q11TA O: : : O ! :



108 BEWEISFolglih gilt f�ur das Spektrum von C�1K:� Q11diag(A)�1Q11TA O: : : O ! = � �Q11diag(A)�1Q11TA� [ f0g:



109Thesen1. Elastizit�atsprobleme mit kleinen Deformationen k�onnen mit Hilfe der voll-st�andig linearen Theorie modelliert und mit der Finite-Elemente-Methoden�aherungsweise berehnet werden.2. F�ur die Berehnung von Bauteilen komplizierter Geometrie, die Besonder-heiten aufweisen, deren Abmessung sehr klein im Vergleih zu den Dimen-sionen des Bauteils sind, war bisher die Konstruktion feiner Startnetzen�otig, deren Verwendung nahteilig ist.3. Hingegen lassen sih Ersatz-Deformationsprobleme mit ortsabh�angigenMaterialparametern �uber geometrish einfaheren Gebieten 
 durh dieVerwendung eines groben Startnetzes eÆzient berehnen.4. Die ortsabh�angigen Materialparameter werden alsE(x) = �
0(x)E0; �(x) = �0 8x 2 
gew�ahlt.5. Die Cholesky-Zerlegung der Grobgittermatrix ist aufgrund der nihtver-shwindenden Initialisierung der Hauptdiagonale auh dann erfolgreih,wenn einige Grobgitterknoten von Finiten Elementen mit Nullmaterialumgeben sind.6. Zur Bildung der Diagonalmatrix DK = diag(K), die zur Vorkonditionie-rung verwendet wird, wird eine Stei�gkeitsmatrix K verwendet, in der derMaterial�ubergang ber�uksihtigt ist.7. Der Grobgitterl�oser kann eingesetzt werden, wenn im 0. Verfeinerungs-shritt die gewihtete Materialfunktion �uber die Knotenpunkte verwendetwird, und hat unter Umst�anden stabilisierende Wirkung. Der Einsatz dereinfahen Materialfunktion ohne Grobgitterl�oser ist im Allgemeinen ge-nauso eÆzient.8. Die Ersatzprobleme mit Pseudomaterial approximieren die urspr�unglihenDeformationsprobleme �uber komplizierten Gebieten sehr gut.9. Bei der Berehnung komplizierter Geometrien m�ussen anfangs eine aus-reihende Anzahl von Elementen mit Nullmaterial vorhanden sein oderdurh partielle Verfeinerungen erzeugt werden. Im weiteren Verlauf derRehnung wird der Material�ubergang dort, wo gro�e Spannungen auftre-ten, genauer aufgel�ost.



110 THESEN10. Bei komplizierten Geometrien kommt es durh die Modellierung des Ma-terial�ubergangs zu lokalen Singularit�aten, die eine qualitative Bewertungder L�osung durh den Fehlersh�atzer verhindern.


