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Liste der benutzen Symbole

Die folgende Liste enthélt eine kurze Aufstellung der fiir die Arbeit wichtigsten Notationen.

Allgemeines
Symbol kurze Erlduterung Seite
N,R,C natiirliche, reelle, komplexe Zahlen —
(u,v), u-v R?-Skalarprodukt fiir u,v € R? —
C generische Konstante —
H#M Kardinalitdt der Menge M —
Aij, Ald]lj] Eintrag an der ij-Position der Matrix A —
Gebiete, Rdume, Normen
Symbol kurze Erlduterung Seite
Q Gebiet des R? 9
I'=00Q Rand von (2 9
Q Abschluss von 2 9
Qo CcCcQ Qo ist kompakt enthalten in € 9
r,r(z) Abstand von z zu 0f) 62
xa(z) charakteristische Funktion 66
() = 1l: zeQ
X =00 sonst

CH(Q), C%(9), CH(@),
Co(©2), C3°(£2) Réaume stetiger Funktionen 10
LP(Q) LP-Réume 10
LP(Q,RY), LP(Q,RI*d) Vektoren bzw. Matrizen,

deren Eintrdge LP-Funktionen sind 18
a=(ay,...,aq) € N? Multiindex 9
D%y a-te schwache Ableitung 11
Wk’p(Q),Wég’p(Q) Sobolev-Raume 11
H*Q), HE(Q), HE(Q) Sobolev-Riume 11, 18
[ullwer)s [ulwreq)s Norm, Seminorm im Raum WP () 11
1wl g s [ul @), Norm, Seminorm im Raum H¥ () 11
(u, ) g () Skalarprodukt im Raum H¥ () 11



Vernetzungen

Symbol kurze Erlduterung Seite
72,73 Referenzdreieck, Referenztetraeder 20
02, 03 Einheitsquadrat, Einheitswiirfel 20
K, Fg Element, Elementtransformation 20
hi Durchmesser des Elements K 22
p(K) Polynomgradverteilung auf K 22
PK innerer Polynomgrad von K 22
N N ={(K, Fk)} Vernetzung 21
T(N) Menge aller Elemente von N 21
e(N) Menge aller Kanten von A/ 21
FWN) Menge aller Seitenflichen von A 21
v(N) Menge aller Knoten von N 21
p(N) Polynomgradverteilung zu N 22
Dualrdume, FE-Riume, Spur
Symbol kurze Erlduterung Seite
% Dualraum zum Raum V —
H7*Q) Dualraum zu H¥(Q) 11
(s V) ooy Dualitétsprodukt u(v) —
YoU, Y1U Spuroperatoren 12
SP(Q,N), SE(Q,N),
S%(Q,N) FE-Riume 23
Y5 (Q,N) Einschréinkung von SP(Q,N) auf I'p C 99 23
L, K)(Td), Polynomraum auf 7% beziiglich p(K) 23
Polynome, Interpolation

Symbol kurze Erlduterung Seite
Pp(82) Raum der Polynome mit

Gesamtgrad < p auf 23
() Raum der Polynome mit maximalem

Polynomgrad < p fiir jede Variable —
P,(La’ﬁ ) Jacobi-Polynome 12
L, Legendre-Polynome 12
l; Lagrange-Interpolationspolynom 28
ip Gauf3-Lobatto-Interpolationsoperator 68



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Zur Finiten-Element-Methode

Zahlreiche Probleme aus den Naturwissenschaften, der Technik und der mathematischen Phy-
sik werden als elliptische Differentialgleichung formuliert. Angefangen im Automobil- und
Flugzeugbau bis hin zur Geophysik und Medizintechnik {iberall treffen wir auf partielle Diffe-
rentialgleichungen. In der Regel ist die Herleitung einer exakten Losung nur fiir sehr einfache
Beispiele moglich. Fiir praxisrelevante Probleme hingegen wird der Einsatz von Néherungs-
verfahren unumggnglich. Neben der Randelemente-Methode (kurz BEM) (siehe z.B. [Hac95,
SS04, STW90, Ste03]), der Finiten-Volumen-Methode (FVM) (siehe z.B. [CMM91, EGHO00])
und der Finiten-Differenzen-Methode (FDM) (siehe z.B. [GR92, Hac96, Sam84)) ist die Finite-
Element-Methode (FEM) (siehe z.B. [Bra97, Cia76, GR92, JL0O1, QV97]) eines der wichtigsten
Verfahren zur approximativen Berechnung von Losungen partieller Differentialgleichungen.
Die Finite-Element-Methode wurde urspriinglich in den fiinfziger Jahren von Ingenieuren des
Flugzeugbaus entwickelt und umfasst heute Anwendungen in Festigkeits- und Stabilitéits-
untersuchungen, Strémungs- und Magnetfeldberechnungen sowie Crashsimulationen, um nur
einige zu nennen. Die Leistungsfihigkeit der FEM liegt vor allem darin begriindet, selbst fiir
komplizierte Geometrien auf einfache Art und Weise Niherungslésungen zu berechnen und
deren Approximationsgiite abschéitzen zu konnen.

Es existieren drei Versionen der Finiten-Element-Methode: die h-Version, die p-Version und
die hp-Version. Die élteste und wohl noch immer am weitesten verbreitete Methode ist die
h-Version. Hierbei wird das zu Grunde liegende Gebiet mit einem Netz aus geometrischen
Basisobjekten, wie zum Beispiel Dreiecken und Vierecken im 2-Dimensionalen bzw. Tetra-
edern, Pyramiden, Prismen und Quadern im 3-Dimensionalen, iiberzogen, um auf diesen, den
so genannten finiten Elementen, die Losung durch transformierte Polynome niedrigen Gra-
des (p = 1,2,3) zu approximieren. Die Konvergenz der Nidherungslosungen gegen die exakte
Losung wird in der A-FEM mittels immer feiner werdender Netz erreicht.

Einen génzlich anderen Weg beschreiten die p-Version der Finiten-Element-Methode [BD81,
BS94, BG00, BSK81] und die nahe verwandte Spektralmethode [BM92, BM97, Ors80]. [BSK81]
zeigt, dass auf einem fest vorgegebenen Gitter die Konvergenz der Ndherungslosungen gegen
die exakte Losung auch durch Erhéhen des Polynomgrades erreicht werden kann. Vielmehr
kann sogar gezeigt werden, dass die asymptotische Konvergenzrate der p-Version nicht schlech-
ter als die der h-Version ist. Oft ist die Konvergenzrate der p-Version, gemessen im Verhéltnis
von Fehler gegeniiber Freiheitsgraden, sogar deutlich besser als die der h-Version. Speziell fiir



auf einer Umgebung des Gebiets {2 analytische Losungen erhalten wir mittels p-FEM expo-
nentielle Konvergenz, wohingegen eine h-FEM stets nur zu algebraischen Konvergenzraten
fiihrt.

Die dritte und jiingste Version der Finiten-Element-Methode ist schlielich die hp-FEM
[BG&6a, BG86b, BG86c, BG86d, BG88, KS99, Mel02, Sch98|. Die hp-FEM stellt eine Ver-
schmelzung von klassischer A-FEM und p-FEM dar und besitzt somit das Potential, die
Vorziige beider Methoden in sich zu vereinen. Wesentlich fiir die hp-FEM ist eine lokale
Gitterverfeinerung in Kombination mit einer variablen Approximationsordnung. Natiirlich
sind fiir den erfolgreichen Einsatz der hp-FEM die lokale Gittergréfle und Approximations-
ordnung aneinander gekoppelt und héngen vor allem von der Regularitit der Losung ab. In
Regionen mit lokal glatter Losung sollte das Gitter verhdltnisméflig grob und der verwendete
Polynomgrad hoch sein, wohingegen bei einer lokal weniger glatten Losung das Gitter fein
und der Polynomgrad niedrig zu wéhlen ist.

Fiir eine grofle Klasse von Aufgaben kann gezeigt werden, dass auf geeigneten Netzen mit
geeigneter Polynomgradverteilung die hp-FEM exponentielle Konvergenz erreicht. Unter an-
derem zeigen die Arbeiten von Babuska und Guo [BG86¢, BG88|, dass fiir Randwertaufgaben
mit stiickweise analytischen Koeflizienten und rechter Seite sowie stiickweise analytischen
Randbedingungen und einem Rand bestehend aus endlich vielen analytischen Kurvenbogen
die hp-FEM bei Verwendung von geometrischen Gittern in Verbindung mit einer linearen
Polynomgradverteilung exponentiell konvergiert. Im Vergleich zur reinen h- und p-Methode
kann die Ap-FEM daher im Allgemeinen mit deutlich weniger Freiheitsgraden eine wesentlich
bessere Approximation der exakten Losung erzielen.

1.2 Gliederung der Arbeit

Die Arbeit umfasst fiinf Kapitel, welche zum Ziel haben, verschiedene sowohl theoretische als
auch implementatorische Aspekte der hp-FEM genauer zu untersuchen.

Das sich direkt an die Einleitung anschlieSende Kapitel 2 triagt grundlegende und zum Versténd-
nis zwingend notwendige Definitionen und Beziehungen kurz und knapp zusammen.

In Kapitel 3 betrachten wir die hp-FEM im Allgemeinen und bereiten damit die Grundlage
fir die nachfolgenden Kapitel. Neben der Uberfiihrung einer elliptischen Randwertaufgabe
in ein hp-FE-Problem sowie Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen der Losung, gehen wir in
Kapitel 3 auch verstirkt auf implementatorische Aspekte ein. Insbesondere beschiftigen wir
uns hierbei mit dem sehr wichtigen Punkt des effizienten Generierens der Steifigkeitsmatrix
bzw. der Alternative einer ,on the fly“ Matrix-Vektor-Multiplikation. Im Gegensatz zur h-
FEM kann, insbesondere fiir hohere Polynomgrade, das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix in
der p- und hp-FEM sehr rechenaufwindig werden. Wir werden hierfiir sowohl bereits be-
kannte Algorithmen (siehe [KS99, Ors80]) vorstellen als auch den in [MGSO01] entwickelten
Spektral-Galerkin-Algorithmus auf Netze bestehend aus Dreiecks- oder Tetraederelementen
verallgemeinern. Anhand numerischer Testrechnungen werden wir die Vor- und Nachteile
der verschiedenen Algorithmen verdeutlichen und aufzeigen, welche Methode unter welchen
Umsténden die geeignetste ist.

In Kapitel 4 beschéftigen wir uns mit der erstmalig in [KMO3] vorgestellten randkonzentrierten
Finiten-Element-Methode. Diese spezielle Version der Ap-FEM ist, durch ihre a priori Vorga-
be eines zum gesamten Rand hin stark verfeinerten Netzes, vor allem fiir Randwertprobleme
mit komplizierter Randgeometrie, Randbedingungen geringer Regularitit oder allgemein fiir
Probleme, die aus verschiedenen anderen Griinden hochauflésende Gitter am Rand benétigen,



geeignet. Im ersten Abschnitt von Kapitel 4 werden wir kurz auf die aus [KMO03] stammenden
grundlegenden Ideen und Fakten eingehen. Anschliefend werden wir eine fiir die randkon-
zentrierte FEM verbesserte Konvergenz im Gebietsinneren beweisen und im letzten Teil des
Kapitels zwei auf der Additiv-Schwarz-Methode basierende Multilevel-Vorkonditionierer vor-
stellen. Unsere theoretischen Ergebnisse werden wir durch zahlreiche numerische Beispiele
verifizieren.

In Kapitel 5 wenden wir uns der adaptiven hp-FEM zu. Wir beweisen, dass eine auf dem
Referenztetraeder definierte L2-Funktion genau dann analytisch auf einer Umgebung des
Referenztetraeders ist, wenn ihre Zerlegungskoeffizienten beziiglich einer geeignet gewihl-
ten L2-Orthogonalbasis exponentiell abklingen. Zusammen mit der analogen 2D Aussage fiir
Funktionen auf dem Referenzdreieck, liefert dies die theoretische Grundlage einer adaptiven
hp-Strategie fiir Dreiecks- bzw. Tetraedernetze. Wir werden diese Strategie kurz vorstellen und
sie anschlielend zwei weiteren adaptiven hp-Verfahren zu Vergleichszwecken gegeniiberstellen.
Die Wirksamkeit der Strategie werden wir anhand numerischer Testrechnungen demonstrie-
ren.

Danksagung

Die vorliegende Arbeit beinhaltet im Wesentlichen die in den letzten drei Jahren im SFB393
Projekt A13 - ,Randkonzentrierte Finite-Elemente-Methoden* erzielten Forschungsergebnisse
und wire nicht ohne die tatkréftige Unterstiitzung von Markus Melenk moglich gewesen.
An dieser Stelle mochte ich mich daher bei Markus Melenk insbesondere fiir die sehr gute
Betreuung sowie fiir zahlreiche Tipps, Diskussionen und Verbesserungsvorschlige bedanken.
Des Weiteren mochte ich mich auch bei all meinen Chemnitzer Kollegen fiir das angenehme
Arbeitsklima und die moralische Unterstiitzung bedanken. Ein besonderer Dank geht zudem
an Arnd Meyer fiir Hinweise und Diskussionen sowie an Sven Beuchler. Zu guter Letzt sei
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Kapitel 2

Grundlegende Definitionen

Dieses Kapitel enthélt die wichtigsten Definitionen und Zusammenhénge, auf die wir in den
spiteren Kapiteln des Ofteren zuriickgreifen werden. Alle hier aufgefithrten Aussagen sind
weithin bekannte Sachverhalte, die ohne Probleme der Literatur [Ada75, AF03, Bra97, GR92,
KS99, QV97, Sch98] entnommen werden kénnen.

2.1 Gebiete

Mit Q c RY, d € {1,2,3}, sind stets beschrinkte Gebiete gemeint, wobei ein Gebiet eine
offene und zusammenhiingende Punktmenge darstellt. Fiir @ ¢ R? bezeichnen wir mit Q
den Abschluss und mit 0€2 den Rand von 2. Die Schreibweise g CC € bedeutet, dass Qg
kompakt in © enthalten ist, d.h. Qg C Q. In dieser Arbeit gehen wir stets davon aus, dass €
ein Lipschitz-Gebiet ist:

Definition 2.1.1. Ein Gebiet Q C R? heifit Lipschitz-Gebiet, wenn es ein k € N und offene
Mengen Uy, ..., U, C R gibt, so dass:

2. Fiir alle 1 <i < k ist 9Q N U; darstellbar als Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion.

Lemma 2.1.2. Sei Q) ein Lipschitz-Gebiet, so existiert fast iiberall auf 02 das duflere Fin-
heitsnormalenfeld zu ).

2.2 Funktionenriume

Im Folgenden bezeichnet  C R? ein Gebiet mit d € {1,2,3} und a = (ay, ..., ay) € Nd einen
Multiindex. Wir schreiben

d
Hlel
ol = (oK Da = =
o Z v ox{t ... 0z
=1

2.2.1 Raiume stetiger Funktionen

Mit C*(Q), k = 0,1,2,..., bezeichnen wir den Vektorraum aller auf  stetigen Funktionen u,
fiir die simtliche partielle Ableitungen D% mit o € N, |a| < k existieren und stetig sind.



Wir schreiben auch C(€2) := C°(Q2) und definieren C*°(Q) := NX_,C™(2). Fiir eine Funktion
u:Q — R/C heifit

supp(u) = {x € Q | u(z) # 0}

der Trager von u und wir bezeichnen mit Cy(€2) und C§°(2) die Unterrdume aller Funktionen
aus C'(2) bzw. C*(Q) mit kompaktem Tréiger in Q (J[AF03, Abschnitt 1.26]).

Die Funktionen u € C*(Q) sind nicht notwendigerweise beschrinkt. Wir definieren daher
(siche [AF03, Abschnitt 1.28]):

Definition 2.2.1. Fiir ein Gebiet Q C R? sei C(Q) C C(£2) der Raum der in Q gleichmiiBig
stetigen und beschrinkten Funktionen sowie

CH () := {u € C*(Q) | D*u € C(Q) fiir alle Multiindizes o mit |o| < k}

der Raum der Funktionen mit gleichméflig stetigen und beschriankten Ableitungen bis ein-
schliellich k-ter Ordnung.

2.2.2 [LP-Raume

Neben den Raumen der stetigen und k-fach stetig differenzierbaren Funktionen stellen die
so genannten LP-Riume und die darauf aufbauenden Sobolev-Riume die fiir diese Arbeit
wichtigsten Klassen von Funktionen dar. Beginnen wir mit der Definition der LP-Raume.

Definition 2.2.2. Fiir ein Gebiet Q € R? und 1 < p < 0o besteht der Raum LP(Q) aus allen
auf © messbaren Funktionen w, fiir die |u[P auf €2 Lebesgue-integrierbar ist. L>°(€2) ist der
Raum aller auf €2 messbaren Funktionen v mit der Eigenschaft

ess supq |u| :=inf sup |u(z)| < oo,
N zeQ\N

wobei N C Q alle Mengen vom Mafi Null durchlduft. Die Funktionen v € L°°(£2) heiflen
wesentlich beschréinkt. Lf (Q), 1 < p < oo, sei der Raum aller Funktionen w, fiir die u €
LP(Qyp) fiir alle Qy CC Q gilt.

Streng genommen sind die LP(Q)-Riume Réume von Aquivalenzklassen messbarer Funktio-
nen, die sich nur auf einer Menge vom Mafl Null unterscheiden. D.h. wir identifizieren zwei
Funktionen » und v, falls sich diese nur auf einer Nullmenge unterscheiden. Ausgestattet mit
den Normen

1/p
HuHLp(Q) = /\u]de fiir 1 <p < oo und HUHLOO(Q) = ess supq |u|
Q

werden die Rdume LP(Q2), 1 < p < oo, zu Banach-Réumen. Mit dem inneren Produkt

(u,v)p2() = /u vdQQ
Q
wird der Raum L?(§) sogar zu einem Hilbert-Raum. Fiir beschrinkte Lipschitz-Gebiete Q C
R9 gilt die Einbettung LP(Q) C L'(Q) fiir alle 1 < p < oo.
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2.2.3 Sobolev-Riume

Bevor wir die Sobolev-Riume definieren kénnen, miissen wir noch den Begriff der verallge-
meinerten bzw. schwachen Ableitung einfiihren (siche [AF03, Abschnitt 1.62]).

Definition 2.2.3. Sei Q@ C R? ein Gebiet, u,v € Li, (Q) und o € N& ein Multiindex. Die
Funktion v heiBt die a-te schwache Ableitung von u, kurz v = D%u, wenn fiir alle ¢ € C5°(£2)
gilt

/uD“quQ = (—1)l Q/vgbdQ.

Q

Sofern sie existiert, ist die a-te schwache Ableitung eindeutig im Sinne von L}, (2)-Funktionen
und fiir v € Cl°/(Q) stimmen die a-te schwache Ableitung und die a-te klassische Ableitung
iiberein. Auf Grund dieser Ubereinstimmung werden wir in Zukunft nicht zwischen klassischer
und verallgemeinerter Ableitung unterscheiden.

Kommen wir nun zur Definition der Sobolev-Raume.

Definition 2.2.4 (Sobolev-Riume). Sei Q@ C R? ein Gebiet. Fiir k € Ng und 1 < p < oo sei
der Sobolev-Raum W*?(Q) und seine Norm || - [l wr.r@) gegeben durch:

wWkP(Q) = {ueLP(Q)| D e LP(Q) Y |a| <k},

1/p
(Shajer ID%ullq)) ¢ 1< p <o

max|q < || D%l Lo () D p=o00

HUHWM(Q) =

Neben den Normen ||ully#p(q) definieren wir auch noch Seminormen

1/p
(Shaer ID%ull0)) ¢ 1< p <o

max|q|—t || D%l Lo () D p=o00

|ulwro (@) =

Die eben eingefiihrten Réume W*P(Q) sind allesamt Banach-Riume. Speziell fiir p = 2 wird
mit dem inneren Produkt

(,0) ey = D, (D, D) r2(q)
lal<k

der Raum W*2(Q) sogar zu einem Hilbert-Raum und wir schreiben H*(Q) an Stelle von
WF2(Q). In Verbindung mit Dirichlet-Randbedingungen werden wir auch die Sobolev-Réume
vom Typ VV(/;C P(Q) bendtigen:

Definition 2.2.5. Fiir £ € Nund 1 < p < oo sei Wok’p(Q) die Vervollstandigung von C§°(2)
beziiglich der | - [[yyx.p() Norm. Fiir den Fall p = 2 schreiben wir wieder HE(Q) an Stelle von

k
WEP(Q).

Die Raume Wé€ P(Q) sind abgeschlossene Teilriume von W P(Q) und ihrerseits ebenfalls
Banach- bzw. Hilbert-Rédume. Mittels Interpolation ist es moglich Sobolev-Réume auch fiir
nicht-ganzzahlige Ordnungen einzufiihren. Die von uns benutzte Variante ist die so genannte
K-Methode der Interpolation. Fiir eine genaue Definition verweisen wir an dieser Stelle jedoch
auf die Biicher [BL76, Tri95, AF03, Sch98]. Sobolev-Raume H~® mit s € Ry verstehen wir
als Dualrdume zu H§(Q2). D.h. H*(Q) = (H§(Q2))*.
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2.2.4 Sobolev-Riume auf dem Gebietsrand

Wollen wir die ,Randwerte* einer Funktion u € W*P(Q) auf 0Q betrachten, so stehen wir
vor dem Problem, dass u im Allgemeinen nicht stetig zu sein braucht und nur bis auf Mengen

vom Maf3 Null eindeutig definiert ist. Folgender Spursatz erlaubt es uns jedoch, die Spur einer
H'(Q)-Funktion als L?(9Q)-Funktion (genauer H'/2(9Q)) zu betrachten:

Theorem 2.2.6. Sei Q C R%, d > 2, ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Dann gibt es eine
beschrinkte und eindeutig bestimmte lineare Abbildung

v : HY Q) — HY2(0Q) c L*(09),
mat
You = ulgn Vue HY(Q)NC'Q),
lvoullgrizea < Callullme) — Vue HY(Q),
wobei

HY2(0Q) == {w e L*(090) | Tv e H'(Q) : w=nov,}

HwHHl/Q(BQ) = inf{HUHHl(Q) KIS H1(9)7 Yov = w}.

Fir u € HA\(Q) := {u € HY(Q)|Au € L*(Q)} bezeichne v, : HA(Q) — H~/2(09) die
Normalenableitung yiu = Jpulgn. Aw ist hierbei im distributiven Sinn zu verstehen (siehe

[Sch98, Anhang A]).

2.3 Jacobi-Polynome

Eine wichtige Klasse von Polynomen sind die Jacobi-Polynome [GR80, KS99, Sch98, Sze75].
Jacobi-Polynome sind Polynome Pi(a’ﬁ ) vom Grad i = 0,1,..., die zu vorgegebenen Parame-
tern a, 3 > —1 beziiglich einer Gewichtsfunktionen w®?(z) = (1 —2)®(1 + x)? orthogonal im
Sinne des Lo-Skalarproduktes auf (—1,1) sind. Fir pieP) (x) existieren mehrere dquivalente
Definitionen und Darstellungsformeln:

e Rodrigues Formel

_1)11 - _pd" a+n n
(=) (U ) P (1 - ) (1 )P

P (@) =

e 3-gliedrige Rekursionsformel fiir orthogonale Polynome

PP @) = 1,

o 1
PP(w) = Sla =B+ (a+8+2)al,

a, by, + cpx @ dy, Q,
P (@) = F PO @) - P (),
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mit
an, = 2n+1)(n+a+B+1)2n+a+p),
by = (2n+a+pB+1)(a? -2,

cn = 2n+a+8)C2n+a+8+1)2n+a+0+2),
dy = 2n+a)n+B)2n+a+5+2).

Als Spezialfiille sind in den Jacobi-Polynomen insbesondere enthalten:
e Tschebychev-Polynome T,, = P,(L_l/ 2:-1/ 2),

e Legendre-Polynome L, = P,(LO’O).

Wie bereits angefiihrt, sind Jacobi-Polynome orthogonal auf (—1,1) beziiglich der Gewichts-
funktion w®?(x) = (1 — )*(1 + x)%. Genauer gilt:

! 0
/wayﬁ(x)PTngﬁ) (x)PTSlayﬁ) (l‘)dl‘ = 9a+B+1 F(n+a+1)F(n+6+1)
-1 2n+a+pB+1  nll(nt+a+B+1)

Definieren wir die L2 5(—1,1) Norm durch

1
lale (o= [ w®P@)lulde
a,B ’ 1

und bezeichnen mit L? /3(_1’ 1) den Hilbert-Raum aller auf (—1,1) messbaren Funktionen,
fiir die die L? 5(—1,1)-Norm existiert und endlich ist. Dann gilt: Jedes u € L? 5(—1,1) kann
entwickelt werden als

u(z) = Z an PP ()
n=0

mit
m+a+pB+1 nl(n+a+p+1) /1
A, =
" 2048+ T(n4+a+DI'(n+8+1) )4

wP(2) PP (2)u(z)dx

und

N—oo

N
lim |[u — Z:Oanpﬁ’ﬁ(w)”Liﬁ(—Ln = 0.
n=

2.4 Die Gaull-Lobatto-Jacobi-Quadratur

Die GLJ-Quadraturregeln (siehe z.B. [KS99, Sze75]) umfassen Quadraturen vom Gauf-Typ
beziiglich der Gewichtsfunktion w(®%) (siehe Abschnitt zu Jacobi-Polynomen), bei der die
beiden Intervallendpunkte zur Stiitzstellenmenge gehoren. Speziell fiir diese Arbeit bendtigen
wir Integrationsregeln fiir & € Ny und 5 = 0. D.h. wir approximieren

1 n
[ =0 = Y s @) = Gl ()

-1 i=0
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Die Stiitzstellen z; sind hierbei die Nullstellen von (1 — :UQ)P,Elja’l) und die zugehorigen
Gewichte w; berechnen sich zu [KS99, Anhang BJ:

2a+1
1=0,....,n—1
n(n+oa+1) (P}f"o) (xl)) :
wz = (1+a)2a+1 i=n
n(n+a+1) (PT(LO"O) (x1)> :
Es gilt [KS99, Anhang B]:
e Die Nullstellen {x; | ¢ = 0,...,n} von (1 — xQ)PT(Llja’l) sind reell und paarweise ver-

schieden mit -1l =zg <21 < ... <2xp_1 < 2 = 1.

e Die Gaufl-Lobatto-Jacobi-Quadratur ist exakt, falls f ein Polynom vom Grade kleiner
oder gleich 2n — 1 ist.

e Fiir geniigend oft differenzierbare Funktionen f gilt die Fehlerabschitzung:

Ru(f) =

| 1= @ - Y i)
- =0

1

22ntatl(p — Dinl(n + a)!(n + o+ 1)! (2n)
Cn—DI2n+atDCn+ ) oy ‘f (””)‘

und aus den Abschétzungen

(n—l)!n!<<1>"_17 ((n—i—a—i—l)!(n—i-a)! << 1 )2"

2n—1)! = \2 2n+a+1)[2n+ )2 " \n+a+1
folgt
\/5 2n
R,(f)<2vt? [ —X= 2n) (2] .
() < ((n+a+1)> selot] ‘f (x)‘

Lemma 2.4.1. Fiir beliebiges a > —1 st die Gaufs-Lobatto-Jacobi-Quadratur GLJ 4 )

mit n > 1 auf dem Polynomraum P,(—1,1) dquivalent zur gewichteten Lio(—l, 1)-

Norm:

a+1
n

||P||%i’0(7171) < GLJ (g0) (P?) < (2 + > \|P\|ii’0(7171) VP € Pp(—1,1).

Beweis. Sei P € P, ein Polynom vom Grad n und « > —1. Wir zerlegen P beziiglich
einer Basis aus Jacobi-Polynomen

n
P = Z CLZ'Pi(a’O)
=0

und aus den Orthogonalitéitseigenschaften der Pi(a’o) folgt:
n n a+1
9 _ 2 || pla0)]|? _ 2 :
Pl = St R = > rari® (2.1)
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Des Weiteren, auf Grund der Exaktheit der Quadraturformel, gilt mit P = Z?;OI aiPi(a’O):
- - 2
GLJ(40)(P?) = GLJ(4n <P2 +2a, PP 4 (anp,gaﬂ)) >

. 1 - 2
= 1Py 1y + 200 [ PO P + G (anP0)

-1

Nach Definition von GLJ (4, gilt:

GLJ (an) <anP7(La’0)>2 = a2 Zwl ( éao x;) >2

a2(1+a)20tt 20+1 5 20F1
A +a =a
n(n+a+1) "izon(n—i—a—i—l) " n

und wir erhalten

1 11
i .
CLY 0y (P2) = [Pl g1y + 200 | ™R o+ a2

Aus

ga+1 _ 2a+1(2n +a+1) HP(O‘O H .
n noat1 no L2 (-1 T

folgt schliefflich

,0) 12
) IR 1

a+1

GLI () (P?) = 1P+ an P 32 1)+, (1 + ) 1PN Z )

) < GLJ (4,n) (P?) nun
offensichtlich. Die obere Abschitzung ergibt sich in Verbindung mit (2.1):

a,0) 12

2
LA,

und da P = P+a, P\, ist die untere Abschitzung I1P]I3 (-11
«,0

a+1

GLIn(P) = [Py o+ (14

a+1

IN

1P o+
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Kapitel 3

hp-FEM

In diesem Kapitel wollen wir die Grundziige der Ap-FEM im 2- und 3-Dimensionalen vor-
stellen und damit sowohl eine Basis fiir das spétere Kapitel zur randkonzentrierten Finiten-
Element-Methode als auch fiir das Kapitel iiber adaptive hp-Strategien bereitstellen. Neben
den Grundlagen wie klassische und schwache Formulierung von Randwertaufgaben, Existenz
und Eindeutigkeit einer Lésung sowie dem Uberfiihren in ein diskretes Problem - werden
wir in diesem Kapitel speziell auch einige algorithmische und implementatorische Aspekte in
den Vordergrund riicken. Insbesondere setzen wir uns hierbei mit dem effizienten Generieren
der Steifigkeitsmatrix - beziehungsweise der Moglichkeit einer ,on the fly“ Matrix-Vektor-
Multiplikation auseinander.

Das allgemein iibliche Vorgehen beim Aufstellen der Steifigkeitsmatrix ist, die Steifigkeits-
matrix aus lokalen, fiir jedes Element einer Vernetzung einzeln zu berechnenden Element-
steifigkeitsmatrizen zu assemblieren. Betrachten wir hierbei ein Element mit zugeordnetem
Polynomgrad p, so besitzt im d-dimensionalen Fall der allereinfachste Algorithmus zum Auf-
stellen der lokalen Elementsteifigkeitsmatrix mittels numerischer Quadratur (siehe Algorith-
mus 3.6.12) eine Laufzeit von O(p>?) bei O(p??) Matrixelementen und O(p?) Quadratur-
punkten. Gegeniiber der h-FEM erscheint das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix in der p- und
hp-FEM bei wachsendem Polynomgrad daher sehr rechenintensiv. Ein entscheidender Punkt
ist jedoch, dass unter gewissen Zusatzvoraussetzungen an die auf den Elementen definierten
Formfunktionen die Komplexitit fiir das Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrizen signifi-
kant reduziert werden kann.

Typischerweise werden sowohl alle zum Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix notwendigen
Quadraturen als auch die Definition der Elementformfunktionen mittels einer Transformati-
on auf ein Referenzelement bewerkstelligt. Als Erster zeigte ([Ors80]), dass, falls sowohl das
Referenzelemente als auch die darauf definierten Formfunktionen eine Tensorproduktstruktur
besitzen, d.h. insbesondere bei Verwendung von Rechtecks- und Quaderelementen mit geeig-
neten Formfunktionen, die Laufzeit fiir das Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix mittels
Summenfaktorisierung auf O(p?**1) reduziert werden kann. Spiter gelang Karniadakis und
Sherwin [SK95, SK96, KS99] mittels Duffy-Transformation die Verallgemeinerung dieser Idee
auch auf Dreiecks- und Tetraederelemente.

Die durch Summenfaktorisierung eingesparte Rechenzeit gegeniiber dem Standardalgorith-
mus ist, speziell bei hohem Polynomgrad, enorm (siehe Abschnitt 3.11). Nichtsdestotrotz
werden jedoch noch immer O(p?**1) Rechenoperationen fiir lediglich O(p??) Matrixeintrige
benotigt und es stellt sich die Frage, ob nicht auch eine Laufzeit von O(p??) erreicht werden
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kann. In [MGSO01] wurde diese Frage fiir Rechtecks- und Quaderelemente beantwortet. Der
dort vorgestellte Spektral-Galerkin-Algorithmus generiert mittels speziell angepassten Form-
funktionen die Elementsteifigkeitsmatrix mit einer Rechenzeit von O(p??) und fiihrt somit zu
einer weiteren Rechenzeiteinsparungen gegeniiber der Summenfaktorisierung. Noch offen ist
die Verallgemeinerung dieses Spektral-Galerkin-Algorithmus auf Dreiecks- und Tetraederele-
mente sowie die Frage nach der hierbei tatséchlich erzielbaren Rechenzeitersparnis gegeniiber
der Summenfaktorisierung.

Im Verlaufe des nun folgenden Kapitels werden wir den Spektral-Galerkin-Algorithmus auf
Dreiecks- und Tetraederelemente verallgemeinern, auf Vor- und Nachteile der verschiedenen
Algorithmen eingehen sowie, aufbauend auf den Ideen der Summenfaktorisierung und des
Spektral-Galerkin-Algorithmus, effiziente Algorithmen fiir eine ,,on the fly* Matrix-Vektor-
Multiplikation konstruieren. Anhand von Testrechnungen werden wir zudem die konkreten
Rechenzeiten der einzelnen Algorithmen genauer betrachten und miteinander vergleichen. !

3.1 Grundlagen

Sei Q C R?, d = 2,3, ein beschrénktes Gebiet mit I' = 9Q = Tp ULy, wobei I'p N T = 0
und die Mengen I'p, I'y entweder leer sind oder sich aus endlich vielen offenen disjunkten
Teilmengen von positivem Mafl zusammensetzen. Zu vorgegebenen Koeffizienten

1 AT dxd . s A 2 d
Afw) = A" (2) € R*" mit inf <§,A(x)§> > agl¢f veeR? unday >0,
b(z) € RY,  ap(z) €R

sowie gegebener rechter Seite f(x) und Randbedingungen gp(z), gn(x) betrachten wir die
folgende elliptische Randwertaufgabe:

Problem 3.1.1 (Klassische Formulierung). Finde eine Funktion u € C?(Q)NCH{QUTN) N
C(Q), welche den Gleichungen

—V-(AVu)+b-Vu+au = f in Q,
u = gp auf I'p
<AVu,n> = gn auf I'n

gentigt.

Den Fall 'y = () bezeichnen wir als reines Dirichlet-Problem, den Fall I'p, = () als reines
Neumann-Problem und I'p, 'y # () als Randwertproblem mit gemischten Randbedingungen.
Eine dritte Art von Randbedingungen, auf die wir in dieser Arbeit nicht weiter eingehen, sind
die so genannten Robin-Randbedingungen, d.h. <AVU, n) + ou = gg auf I'g.

Der grofle Nachteil des klassischen Zugangs ist, dass fiir eine Vielzahl von Problemen aus der
Physik und den Ingenieurwissenschaften die Glattheitsforderungen an eine etwaige Losung zu
restriktiv sind und somit keine solche Losung existiert. Dennoch besitzen diese Probleme aber
durchaus Losungen, jedoch von geringerer Glattheit. Die in dieser Hinsicht daher wesentlich
besser geeignete Formulierung von Problem 3.1.1 ist die so genannte schwache Formulierung;:

'Kapitel 3 enthlt die wesentlichen Ergebnisse aus [EM05a].
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Problem 3.1.2 (Schwache Formulierung). Finde ein u € H (), so dass

ulr, =gp und a(u,v) = (f,v) Voe H})(Q) ={u € HI(Q) |ulr, = 0},

wobei
a(u,v) = /<VU,AV2}>—i—(b,Vu)v—l—aoude, (3.1)
Q
(f,v) = /fde—i—/ngdF. (3.2)
Q I'n

Fiir den Rest der Arbeit vereinbaren wir folgende Regularitdtsvoraussetzungen, welche min-
destens erfiillt sein sollen:

Annahme 3.1.3 (Regularitidtsvoraussetzungen).
e Rechte Seite f € L*(Q).

o Koeffizienten ag € L®(2), b € L®(Q,RY), A € L=(Q, R, d.h. die Komponenten
von b und A sind Funktionen aus L*°(Q2). Auferdem soll divb € L>®() gelten, wobei
div im distributiven Sinn zu verstehen ist.

e Randbedingungen gp € HY*(I'p), gn € (HééQ(FN)>* (siehe [Sch98, Abschnitt 1.4.3]

fiir eine Definition und Bemerkungen zu H(%Q(FN)).

Im Gegensatz zur klassischen Formulierung reichen die obigen Regularitidtsvoraussetzungen
bereits aus, um fiir die schwache Formulierung folgende Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen
zu beweisen:

Theorem 3.1.4 (Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen). Seien die Annahmen 3.1.3
erfillt, so gilt:

1. Das Problem 3.1.2 mit T'y = 0 und homogenen Dirichlet-Randbedingungen besitzt eine
eindeutig bestimmte schwache Ldsung, falls

1
—3 divb+ag >0 fast dberall (f.4i.) auf Q. (3.3)

2. Das Problem 3.1.2 mit T'p = () besitzt eine eindeutig bestimmte schwache Ldsung, falls

1
—3 divb+ag >0 fi. aufQ, ay>a9>0 wund (byn)>0 fi. aufdQ. (3.4)

3. Das Problem 3.1.2 mit I'p,T'n # 0 und homogenen Dirichlet-Randbedingungen besitzt
eine eindeutig bestimmte schwache Ldsung, falls

1
—3 divb+ag >0 fii. auf Q@ und (byn) >0 fi. aufTy. (3.5)
Beweis. [Ver98, Satz 3.3] O
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Bemerkung 3.1.5. Die in Theorem 3.1.4 getitigte Beschrinkung auf homogene Dirichlet-
Randbedingungen ist nicht wesentlich. Den Fall inhomogener Dirichlet-Randbedingungen
kann man mittels Reduktion von inhomogenen auf homogene Dirichlet-Randbedingungen
(siche [Bra97]) abdecken.

Damit wissen wir nun, dass unter geeigneten Voraussetzungen an die Koeffizienten stets eine
eindeutig bestimmte schwache Lésung zu Problem 3.1.2 existiert. Bleibt noch der Zusammen-
hang zwischen schwacher und klassischer Losung zu kléren.

Anhand der Uberfithrung der klassischen Formulierung in die schwache Formulierung (siche
[GR92]) erkennt man, dass jede Losung des klassischen Problems auch Losung der schwachen
Formulierung ist. Umgekehrt gilt, dass jede schwache Losung auch eine klassische Losung ist,
sofern sie die notwendige Glattheit besitzt (siche z.Bsp. [GR92, Satz 3.3]).

3.2 Das diskretisierte Problem

Das Problem 3.1.2 ist im Allgemeinen nicht analytisch l6sbar. Um mittels geeigneter numeri-
scher Verfahren Ndherungslosungen zu berechnen, ersetzen wir die unendlich-dimensionalen
Riume H1(Q), H}(2) durch endlich-dimensionale Teilriume ¥V C HY(Q), Vp =V N HA(Q)
und erhalten eine diskretisierte Version von Problem 3.1.2.

Problem 3.2.1 (Diskrete Formulierung). Sei gp € Yp = {ulr, | u € V} die L*(Tp)-
Projektion der Dirichlet-Bedingungen gp, gegeben durch

Finde ein u € V, so dass mit a(-,-) und (f,-) gegeben durch (3.1) bzw. (3.2) gilt

U‘FD = 9D
a(u,v) = (f,v) VoveVp.

Als endlich-dimensionale Teilrdume von Hilbert-Riumen sind V und Vp ihrerseits ebenfalls
Hilbert-Rdume und die Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen iibertragen sich auf das diskrete
Problem. Uber die Giite der Niherungslosung lisst sich folgende a priori Aussage machen:

Lemma 3.2.2. Sei a(u,u) ~ HUH%H(Q) fiir alle w € HLH(). Fir V ¢ HY(Q) sei uy € V
die eindeutig bestimmte Losung von Problem 8.2.1 und u € H*(Q) die eindeutig bestimmte
Losung von Problem 3.1.2. Dann ezistiert C' > 0, unabhdngig von V, so dass:

U — U < C inf U—0 + — g .
| vigie < <vev,uFDgDH 1) + llgp gDHH1/2(rD)>

Beweis. Fiir das reine Neumann-Problem entfillt der ||gp — gp|| Term und obige Aussage
entspricht dem Lemma von Céa. Fiir den Fall T'p # ) betrachten wir die HilfsgroBe @ € H'(£2),
gegeben durch

dlr, =gp und a(@,v) = {f,v) Yve HLHQ).
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Nach Dreiecksungleichung und dem Lemma von Céa existiert ein C' > 0, unabhéngig von V,
so dass

|u =l g1y + 1@ — uv | g1 (o)
|w = || g1 (@) + Clla — v g1(q) (3.6)

lu—uvlg@ <
<

fiir beliebiges v € V mit v|r, = gp gilt. Setzen wir w := u— @, so ist w € HY(Q) die eindeutig
bestimmte Lésung von

wlrp, =gp —gp und a(w,v) =0 Yove HLHQ).

Da gp — gp € H1/2(FD), existiert ein C' > 0, welches nur von  und I'p abhéngt, sowie
w € HY(Q) mit Wlr, = gp — gp wnd [[@]|g o) < Cllgp — 9ol m1/2r,,)- Setzen wir nun
w = wp + W, so erhalten wir wp € H5(Q) aus:

a(wp,v) = —a(@,v) Yove HLHQ).

Nach Dreiecksungleichung und dem Lax-Milgram-Lemma [GR92, Lem.3.6] gilt somit

. e o a@)

[wlliz@y < I@lgve) + lwpllmie) < 1@lg @) +C  sup
verd @) vl ()

(14 ONwll g @) < Cllgp — dollmzm,) (3.7)

wobei die Konstante C' nur von a(-,-), 2 und I'p abhéngt. Aus (3.6) und (3.7) folgt die
Behauptung. O

IN

Wir sehen also, dass die Giite unserer Ndherungslosung im Wesentlichen davon abhéingt, wie
gut sich die exakte Losung im Raum )V approximieren ldsst. Es stellt sich daher die Frage
nach der Konstruktion geeigneter endlich-dimensionaler Teilrdume V.

3.3 hp-FE-Raume

Das Wesen der Finiten-Element-Methode besteht darin, das Grundgebiet €2 in geometrisch
einfache Teilgebiete K;, i = 1,..., N, zu zerlegen und den Finiten-Element-Raum V C H(Q)
als Raum von Funktionen u € H'(2) zu definieren, die eingeschriinkt auf K; einer einfach zu
handhabenden Klasse von Funktionen, in der Regel transformierten Polynomen, angehoren.
In dieser Arbeit wollen wir Zerlegungen von 2 in Dreiecks- bzw. Tetraederelemente betrach-
ten. Diese Zerlegungen bieten grofle Flexibilitéit in der Vernetzung, haben jedoch speziell bei
Quadraturen und somit beim Aufstellen der Steifigkeitsmatrix den Nachteil, dass Dreiecks-
und Tetraederelemente keine natiirliche Tensorproduktstruktur aufweisen.

Wir beginnen mit der Definition der Referenzelemente sowie der Definition einer in unserem
Sinn zuldssigen Vernetzung von (2.

Definition 3.3.1 (Referenzelemente). Das Referenzdreieck 72 und das Referenztetraeder 73
seien gegeben durch

T° = {(@y)| —1<zy A z+y<0},
T° = {(zy,2)| —1<wy,z A z+y+z<-1}
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Definition 3.3.2 (Dreiecks/Tetraeder-Vernetzung von Q). Sei Q € RY, d = 2,3, ein Gebiet.
Wir bezeichnen N' = {(K;, F;) | i = 1,..., N} als eine Dreiecks- oder Tetraedervernetzung
von (2, falls folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

1. Alle K; C © sind offene, nicht-leere und zusammenhingende Punktmengen mit €2
UL, K.

2. Die Abbildungen F; : T L K sind stetig differenzierbar, es existieren stetig differen-
zierbare Inverse Fi_1 und es gilt

K;=F(T% Vi=1,...,N.

Als Eckpunkte v;, Kanten e; und Seitenflichen f; (fiir d=3) von K; bezeichnen wir die
Bilder der entsprechenden Objekte des Referenzelements 7.

3. Die Mengen K; sind paarweise durchschnittsfremd und fiir ¢ # j trifft auf die Schnitt-
menge S;; = K; N K; genau eine der folgenden Aussagen zu:

=0,

a) Sij
S;j ist gemeinsamer Eckpunkt von K; und Kj,
S

(
(b
(c

(d) Sij ist gemeinsame Seitenflache von K; und K (fiir d = 3).

)
)
) Sij ist gemeinsame Kante von K; und Kj,

)

4. Sei S;; = K; N K gemeinsame Kante oder gemeinsame Seitenfliche (fiir d = 3) von

K; und Kj. Bezeichne {Pi,...,P,}, n € {2,3}, die Eckpunkte von S;; und P einen
beliebigen Punkt auf S;;, so gilt

Ai = ()‘i,la e a)\i,n) = ()‘j,l, e ,)\jm) = Aj,

wobei A, k € {i,j}, die baryzentrischen Koordinaten des Punktes F} '(P) auf der

Strecke F, '(P;)F, '(P,) bzw. im Dreieck A(F, '(Py), F, '(P), F;/'(P3)) bezeichne.
D.h.

n n
F N (P) = Z)‘k,le_l(B)a Z)\k,l =1, Ak > 0.
=1 =1

Fiir eine Vernetzung N von § fiihren wir noch folgende Bezeichnungen ein:

Definition 3.3.3. Sei N’ = {(K;,F;) | i = 1,..., N} eine Vernetzung von Q C R? gemiB
Definition 3.3.2. Wir bezeichnen

e die Menge aller Elemente von N mit

TN)={KcQ|Jiel,...,N mit (K, F;) € N'},

e die Menge aller Seitenflichen (faces) von N mit

fN)={S CcQ|3K € T(N), welches S als Seitenfliiche hat},

21



e die Menge aller Kanten (edges) von N mit

e(N)={E CQ|3K € T(N), welches E als Kante hat},

e die Menge aller Ecken (vertices) von N mit

v(N) ={veQ|IK € T(N), welches v als Ecke hat}.

Bemerkung 3.3.4. Fiir K € T(N) bezeichnen wir mit hg := diam(K) den Durchmesser von
K und die zu K gehérige Elementtransformation auch als Fx : 7% — K.

Bemerkung 3.3.5. Definition 3.3.2 ldsst recht allgemeine Elementtransformationen zu, womit
das zu vernetzende Gebiet 2 nicht notwendigerweise polynomial berandet zu sein braucht.
Eine Einschrinkung auf affine Transformation werden wir erst in spéiteren Kapiteln vorneh-
men und an betreffender Stelle darauf hinweisen. Mit Punkt 3 der obigen Definition schlieflen
wir hingende Knoten aus. Punkt 4 stellt sicher, dass auf gemeinsamen Kanten und Fléchen
stets gleiche metrische Verhéltnisse herrschen, und ist damit wesentlich fiir das spétere As-
semblieren von lokal auf K € 7 (N') definierten Funktionen zu globalen und auf € stetigen
Funktionen.

Zusétzlich zur Zerlegung des Gebietes (2 in Teilgebiete K; ordnen wir im Kontext der hp-FEM
noch jedem Element K € 7(N), jeder Kante e € e(N) und fiir d = 3 jeder Seitenfliche f €
f(N) einen Polynomgrad zu. Diese Polynomgradverteilung wollen wir mit p(N') bezeichnen
und sie soll stets zuldssig im Sinne der folgenden Definition sein:

Definition 3.3.6. Es sei N eine Vernetzung von  C R? gemiB Definition 3.3.2. Die Poly-
nomgradverteilung

Il
w

{(pe)eEe(N)’ (pK)KGT(N)}

pN) = { {(Pe)ecenys (Pr)rerny: (Pr)KeT(A)}

(3.8)

ist eine zuldssige Polynomgradverteilung auf A, falls
e jedem Element K € 7(N) ein Polynomgrad px € N,

e jeder Seitenfliiche f € f(N) der Polynomgrad

pr = min {pg | f ist Seitenfliche des Elements K},

e jeder Kante e € e(N') der Polynomgrad

Pe = min {pg | e ist Kante des Elements K}

zugeordnet ist. Mit p := (px)ke7 bezeichnen wir den Vektor der Polynomgradverteilung von
7 (N) und mit

2
=3

p(K) ::{ (pelapegapegapK) :d
(p617 "7p€67pf17"'7pf47pK) s d

den Vektor der Polynomgradverteilung des Elements K € T (N).

22



Ausgehend von dem Grundgebiet 2, einer Vernetzung N und einer Polynomgradverteilung
p(N) definieren wir Finite-Element-Rdume

SP(Q,N) C SP(Q,N) c HY()
wie folgt:

Definition 3.3.7 (hp-FE-Ridume). Sei 2 ein Gebiet, A eine Vernetzung von 2 gemifl Defi-
nition 3.3.2 und p(N) eine Polynomgradverteilung gemifl Definition 3.3.6. Wir definieren
SP(QLN) = {ue H'(Q)|ulxoFx € Uy (T?) VK € T(N)},
SHQN) = SP(QN)NHp(Q),

ule, € Py, (e;) fiir alle Kanten e; von T }

dy ._ d
1) (T7) = {u € Por (T7) uly, € I (f)) fiir alle Seiten f; von 73

Bemerkung 3.3.8. Die Definition von IL,x)(7%) geschieht mittels Formfunktionen auf 7¢
(siche Abschnitt 3.6.1). Im weiteren Verlauf des Kapitels werden wir auch noch erweiterte
Réume IL, ) (7° 4 einfiihren, welche dann an die Stelle von L, k) (T?%) gesetzt werden konnen.

Mit obigen Definitionen lautet die FE-Diskretisierung von Problem 3.1.2:
Problem 3.3.9 (hp-FEM Formulierung). Sei gp € Y5 (Q,N) := {u|r, | u € SP(Q,N)} die
L?(T' p)-Projektion der Dirichlet-Bedingungen gp, gegeben durch

/gvdF: /gDvdF VoeYP(QN).

I'p I'p

Finde ein u € SP(Q,N), so dass mit a(-,-) und (f,-) gegeben durch (3.1) bzw. (3.2) gilt

ulr, = gp
a(u,v) = (f,v) VoveSP(Q,N).

3.4 Assemblieren von Steifigkeitsmatrix und Lastvektor

Um Problem 3.3.9 numerisch zu 18sen, miissen wir die Rdume SP(Q,N') und S® (92, ) noch
mit Basen © bzw. ©p ausstatten. Zweckméfligerweise soll dabei insbesondere gelten:

@D:{Hi ‘Z':L...,ND} C@:{(gi ’Z'Zl,...,N}.
Die hierbei iibliche Vorgehensweise ist die folgende:

1. Wir definieren fiir jede mogliche Polynomgradverteilung p(K') auf dem Referenzelement
T? cine Basis WPK)) = {wgp(K)) |i=1,..., Ny} fiir den Raum IT, ) (7%).

2. Fiir jedes K € T(N) definieren wir mittels der Transformation Fi eine lokale Basis

o) = {HZ(K) | i = 1,...,Nyk)} und setzen die Basisfunktionen auferhalb von K
identisch Null fort. D.h.

00N o pll@) : e R
Hi(K)(x):{ v ) K](x()) : ;Eonst ’
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3. Wir assemblieren die lokalen Basen @) K € T (N) zu einer Basis fiir SP(Q,N):
0 = Ager0).

4. Wir bestimmen ©p als Teilmenge von O.

Geeignete Basisfunktionen W) sowie eine detaillierte Beschreibung der Arbeitsweise des
Assemblierungsoperators sind in [KS99] zu finden.

Haben wir erst einmal eine Basis fiir SP(Q,7)} bzw. SP(Q,N) definiert, so kann die Lésung
von Problem 3.3.9 mittels eines linearen Gleichungssystems bestimmt werden. Fiir das reine
Neumann-Problem ergibt sich hierfiir

(a0, 00)) = w2y = [(F. 0], (3.9)
D S i

Die Matrix A heifit Steifigkeitsmatrix, ! Lastvektor und [uz]f\;l enthélt die Zerlegungskoeffi-
zienten der Losung beziiglich der Basis {6; | i =1,...,N}.

Bemerkung 3.4.1. Fiir Dirichlet-Problem und Probleme mit gemischten Randbedingungen
erhalten wir ein zu (3.9) analoges Gleichungssystem. Die zugehorige Steifigkeitsmatrix kann
hierbei aus der Steifigkeitsmatrix des reinen Neumann-Problems durch Streichen aller Zei-
len und Spalten, welche zu den Basisfunktionen § € ©\Op gehoéren, bestimmt werden. Auf
der rechten Seite des Gleichungssystems miissen vor dem Streichen der zu 6 € ©\Op gehori-
gen Zeilen noch eventuelle nicht-homogene Dirichlet-Randbedingungen beriicksichtigt werden

(sieche [GR92)).

Fiithren wir die Vektoren

0] = (01, ..,0n), [@U()} :<9§K),...,9§§Ifgm> VK €TN)

ein, so konnen wir das Wirken des Operators A auch durch Matrizen Tk, K € T(N), aus-
driicken:

o= 3 Tk [@Uﬂr.

KeT(N)

Die sehr schwach besetzten Matrizen Ty € RY*No(x) | K € T(N), realisieren hierbei die so
genannte ,local to global“-Abbildung. Jede Spalte j von Tk enthélt genau einen von Null
verschiedenen Eintrag e;; (in der Regel +1), welcher den Anteil der lokalen Basisfunktion
9§K) zur globalen Basisfunktion 6; addiert (fiir eine detaillierte Beschreibung verweisen wir
abermals auf [KS99]). Als Folge des Aufbauens der globalen Basis © aus den lokalen Basen
O®) kénnen auch die globale Steifigkeitsmatrix A und der Lastvektor ! aus den lokalen
Steifigkeitsmatrizen Ax und Lastvektoren I, K € T(N') zusammengesetzt werden. Aus den
Definitionen von A und [ ergibt sich

A= Ager Ak = Z Tk ATk, l=Agervylx = Z Tkl

KeT(N) KeT(N)
mit
Are = [a@f0,000)] e = [(0)] 1

Ab dieser Stelle konnen die einzelnen Elementsteifigkeitsmatrizen Ax und Lastvektoren [x
vollig unabhéngig voneinander aufgestellt werden.
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3.5 Eintrage der lokalen Steifigkeitsmatrizen

Im Gegensatz zur h-FEM mit niedrigem Polynomgrad kann das Berechnen der lokalen Stei-
figkeitsmatrizen und Lastvektoren in der p- und hp-FEM speziell fiir hohe Polynomgrade
sehr rechenintensiv werden. In den nun folgenden Abschnitten wollen wir uns daher mit ver-
schiedenen Algorithmen beschiiftigen, die diese Aufgabe mit moglichst optimalem Aufwand
bewiltigen. Wir beginnen mit dem einfachst denkbaren Algorithmus, welcher die lokale Stei-
figkeitsmatrix Ax mit einem Arbeitsaufwand von O(p3?) assembliert, stellen die Methode der
Summenfaktorisierung vor und verallgemeinern schliefilich die in [MGSO01] fiir Elemente mit
Tensorproduktgestalt vorgestellte Spektral-Galerkin-Methode auf Dreiecks- bzw. Tetraeder-
elemente.

Um die Darstellungen zu vereinfachen und damit insbesondere auch die wesentlichen Ide-
en klarer herauszustellen, beschrinken wir uns von nun an auf die Berechnung der lokalen
Steifigkeitsmatrizen Agx und hierbei speziell auf den fiir skalare Probleme typischen Fall

a(u,v) := /Q(A(x)Vu) - VoudQ.

Wir weisen an dieser Stelle jedoch explizit darauf hin, dass alle Algorithmen ohne grofie Miihe
auch auf das Auswerten der Funktionale (f, GZ(K)} sowie auf vektorwertige Probleme und Terme
niedrigerer Ordnung, d.h. [, b(z)Vuv + c(z)uvdQ, iibertragen werden kénnen.

Um die Eintridge der lokalen Steifigkeitsmatrix zu berechnen, miissen wir die Bilinearform

a(9§K), GZ(K)) numerisch auswerten. D.h. wir miissen die Integrale

(Ax)ij = a(0),61) :/<v9§K),Av9§K>>dQ, (3.10)
K

mit 4,5 =1,..., Nyx) und o) = {HZ'(K) |i=1,..., Ny} eine lokale Basis auf K € 7(K)
bestimmen. Da wir variable Koeflizienten A(CE) betrachten, kénnen wir nicht davon ausge-
hen, die Integrale analytisch bestimmen zu kénnen und miissen somit auf geeignete numeri-
sche Quadraturverfahren zuriickgreifen, wobei die zu verwendende Quadraturordnung neben
den Koeffizienten A(m) auch wesentlich vom Polynomgrad pg des betreffenden Elementes
K € T(N) abhingt (siehe hierzu auch Abschnitt 3.10). Fiir Elemente mit hohem Polynom-
grad bendtigen wir zwangsldufig Quadraturverfahren hoher Ordnung und fiir Elemente mit
niedrigem Polynomgrad sollte aus Effizienzgriinden ein Quadraturverfahren niedrigerer Ord-
nung benutzt werden. Allgemein werden wir von einer Quadraturordnung O(px)? ausgehen,
d.h. wir benutzen O(pg) Stiitzstellen fiir jede Raumrichtung.

Die Konstruktion geeigneter Quadraturverfahren beliebiger Ordnung wird dadurch erschwert,
als dass Dreiecke und Tetraeder keine natiirliche Tensorproduktstruktur aufweisen. Der Aus-
weg besteht daher in einer Transformation der Elemente K € 7 (N) auf das Referenzelement
79 und anschlieBender Transformation des Referenzelements auf den i-dimensionalen Ein-
heitswiirfel Q. Hier lassen sich dann leicht numerische Quadraturformeln als Tensorprodukte
von 1D-Quadraturformeln zusammensetzen.

Beginnen wir mit der Definition des d-dimensionalen Einheitswiirfels Q% und der Transfor-
mation von 7% auf Q<.

Definition 3.5.1 (Einheitswiirfel). Der d-dimensionale Einheitswiirfel Q¢ sei gegeben durch:
Qd = (_17 1)d
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Lemma 3.5.2 (Duffy-Transformation 7% < Q%). Seien die Abbildungen Dy : R? — R? und
D3 : R3? — R3 gegeben durch:

Dos o) (G040 =m)~ L)

D+ (o) = (300 )1 = m)(1 =) = 150+ w0 =) = L)

Dann gilt

| det D} = <1_2772>, | det D = <1_2n2> <1_2n3>2
und

T = Dy(Q%) fiird=2,3. (3.11)
Beweis. Einfaches Nachrechnen bzw. [KS99]. O

Mit den aus der Analysis bekannten Gesetzen fiir die Variablensubstitution in Integralen
erhalten wir fiir die Berechnung von (3.10) somit:

Lemma 3.5.3. Sei N eine Vernetzung von Q C R, d = 2,3, und K € T(N) mit K =
Fr(T%). Sei die Abbildung Dg : R +— R? gegeben durch Lemma 3.5.2. Sei HZ(K) =); o Fgl
und AK(HJ(»K),HZ(K)) gegeben durch (3.10). Dann gilt:

(Ads = [ (Vs (F) (Ao B (F) V05 | det FildE (312
Td
— [ (V(wio Do), AV(; D)) | det Dj (3.13)
Qd
wobei
A = (D)) NFg) Y(Ao Fg o Dg)(Fi)~ " (D)~ | det F|
und
Oy el 2130 961
o6 T 0&yg om " 0Ong
Fe:=1| & .+ |, Dj=| 1 .
Ozg4 ek} 9&q 084
o0& T 0&q om " Ong
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Bemerkung 3.5.4. In den folgenden Abschnitten werden fiir K € 7 (N') die Transformationen

Fg Dy
K = Td = Qd
—1 -1
FK Dd

eine grofie Rolle spielen. Um es etwas einfacher zu machen den Uberblick zu behalten, treffen
wir folgende Vereinbarungen:

e Die Variablen 7 beziehen sich stets auf den Einheitswiirfel Q¢, die Variablen & bezichen
sich auf 7% und die Variablen z auf K.

e Formfunktionen auf Q¢ werden mit ¢(n) bezeichnet.

e Transformieren wir Formfunktionen von Q% auf 7%, so bezeichnen wir diese mit (),

d.h. (&) = [ o Dg] () = ¢(n).

e Transformieren wir die Formfunktionen auf K, so bezeichnen wir diese mit 6(z), d.h.

0(x) = [0 0 Fi] (&) = ¥(§).

3.6 Algorithmen zum Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatri-
zen

Lemma 3.5.3 versetzt uns in die Lage, die Eintrage der Elementsteifigkeitsmatrizen nume-
risch mittels leicht zu konstruierender Quadraturregeln auszuwerten. Wir ersetzen hierbei das
Integral iiber Q¢ durch eine Tensorproduktkonstruktion eindimensionaler Quadraturregeln
beziiglich des Intervalls (—1,1). Eine geeignete Wahl sind dabei die GauB-Lobatto-Jacobi-
Quadraturen (sieche Abschnitt 2.4), welche es insbesondere gestatten, die | det D/j|-Terme (sie-
he Lemma 3.5.2) in die Quadraturregel zu integrieren. D.h. mit

QR = QR! x ... x QR?
={of e =0 o} <o @) =0, aa

erhalten wir

q1

qd
Ay ~ > Y wl o w? <V(1/)joDd),AV(1,Z)Z-oDd)>|(n(1) (- (3.14)

[PRETRY/ )
11=0 lq=0 1 d

Nachdem wir nun wissen, wie sich die Eintridge der Elementsteifigkeitsmatrix Ax mittels nu-
merischer Quadratur beliebiger Ordnung berechnen lassen, stellt sich natiirlich die Frage, wie
wir dies moglichst effektiv umsetzen kénnen. Die elementarste und einfachste Vorgehensweise
stellt Algorithmus 3.6.12 dar, bei dem wir die Formel (3.10) schlicht und einfach auf jeden
Matrixeintrag separat anwenden. Da wir fiir ein Element K € 7 (N) mit Polynomgrad pg
ein Gitter aus O(pcll() Quadraturpunkten annehmen, erhalten wir fiir die Berechnung aller
O(p% x p%) Eintriige der lokalen Steifigkeitsmatrix Ag einen Arbeitsaufwand von O(p3?).
Der Vorteil von Algorithmus 3.6.12 liegt in seiner Einfachheit. Er ist leicht zu implementie-
ren und stellt keine speziellen Forderungen an die lokalen Formfunktionen. Andererseits ist
ein Aufwand von O(p3?) fiir die lediglich O(p2¢) Eintriige der Steifigkeitsmatrix jedoch alles
andere als optimal und es stellt sich die Frage, ob und wie sich diese Komplexitit reduzieren
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lasst. Eine Moglichkeit ist die so genannte Summenfaktorisierung (siehe [KS99, Ors80]). Diese
Methode reduziert die Komplexitét fiir das Aufstellen von Ax auf O(p%f“) und setzt Ten-
sorproduktstruktur der Formfunktionen ¢; := (¢; o D4) auf dem Einheitswiirfel Q% voraus.
Eine weitere Moglichkeit, die die Komplexitiit sogar auf optimale O(p??) reduziert, ist eine
Verallgemeinerung der in [MGS01] vorgestellten Spektral-Galerkin-Methode auf den fiir uns
interessanten Fall von Dreiecks- und Tetraederelementen. Wie wir sehen werden, geschieht
diese Reduktion der Komplexitit von O(p?**1) auf O(p??) jedoch mittels einer Erweiterung
der Réume IT,( K)(Td), d.h. sie wird mit einer vergrofierten Anzahl innerer Formfunktionen er-
kauft. Insbesondere im Zusammenhang mit der statischen Kondensation (siehe Abschnitt 3.7)
wird es daher von Interesse sein zu erforschen, welche der beiden Methoden, Summenfaktori-

sierung oder Spektral-Galerkin, unter welchen Umsténden die geeignetere ist.

3.6.1 Formfunktionen fiir 72 und 73

Wir beginnen mit der Definition der aus [KS99] stammenden Formfunktionen W) fiir
die Referenzelemente 72 und 72 sowie der Definition der von uns modifizierten Formfunk-
tionen W) Die Definition der Formfunktionen erfolgt hierbei auf dem jeweiligen Refe-
renzwiirfel Q% und mittels Duffy-Transformation werden die Formfunktionen anschliefend
auf T¢ {ibertragen. Diese Konstruktion der Formfunktionen ist dahingehend von Vorteil, als
dass all unsere Quadraturen auf den Referenzwiirfel Q¢ transformiert werden (siche Lem-
ma 3.5.3).

Abkiirzung 3.6.1.

nw=(50) (57) p@=(50). Aw=(50).

Definition 3.6.2 (Formfunktionen fiir 72). Es sei 72 das Referenzdreieck und p(K) =
(paB,PAC, PBC,PK) eine Polynomgradverteilung, wobei p4p den der Kante AB zugeordneten
Polynomgrad bezeichnet und Analoges fiir die weiteren Eintrige von p(K) gilt. Fiir i = 1,2

bezeichne NV; = {ng) | k=1,...,px — i} eine Stiitzstellenmenge mit

—1<77§i)<...<77(i)

or—i < 1

(Ni)

und es bezeichne [}, das k-te Lagrange-Interpolationspolynom beziiglich der Stiitzstellen-
menge N;. Mit den Abkiirzungen aus 3.6.1 definieren wir

5

v = | J o und @it = U vy,
B=0
wobei
(KS) . gES) 1. 1 KS)
v = oot = {poDp! g e o],
q]gag) = (I)(Lag) D 1 {@OD 1 | Qb c q)(Lag)}
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und die Mengen ‘I>$3KS), <I>(Lag ) gegeben sind durch:

05 = @Y= &y == { fa(n2)}
o P9 @) = { fo(m) fa(ma), F3(m) fa(2) }
o) = {f1(771)f§+1(772)Pz§£’%)(771) |p=1,....pa5 - 1} ’
{La9) = { R BB ) [p =1, pap —1},
o= 9= Py = {fZ(Wl)fl(nZ)Pq(i’ll)(WQ) lg=1,...,pac - 1} )
o= oIl @y = { fy(m) im) P () |4 =1, ppe — 1,
KS ) l<p<pr =2
2 = { A A o) B ) P )| 2P 20T
) 1<p<px-—1
o = {fl(m)fl(nz)f2(772)CpZ§;N1)(nl)quf(zNQ)("z) 1< Z < ﬁi —2 }

Cp, Cy4 bezeichnen frei wéhlbare Skalierungsfaktoren.

Definition 3.6.3 (Formfunktionen fiir 73). Sei 73 das Referenztetraeder und p(K) =
(PAB,---sPCD,PABC, - - -, PBCD, Pk ) €ine Polynomgradverteilung, wobei pap den der Kan-
te AB zugeordneten Polynomgrad bezeichnet und Analoges fiir die weiteren Eintrédge von
p(K) gilt. Fiir i = 1,2, 3 bezeichne N; = {77]8) | k=1,...,pKx — 3} eine Stiitzstellenmenge mit
)

@

-1l<mn < Mg <1

(N,

und es bezeichne [} ) das k-te Lagrange-Interpolationspolynom beziiglich der Stiitzstellen-
menge ;. Mit den Abkiirzungen aus 3.6.1 definieren wir

13
S = | ) ol und wltes) = U wires),

B=0
wobei
v = 0o nti= {po Dyt g e oY,
\I,gag) — (I)(Lag) D;l {gbngl 16 e q)SBLag)}

und die Mengen <I>§3KS), @gag ) gegeben sind durch:

1,1 1 1
Py (m)fs P ) fE T (3) | 1 < p < pap — 1},

(%) = o{f) = q, F) P (1) 57 (03) |1 < q < pac — 1} :

- T4

ol = o9 = oy = {f3(ns)},
@ng) _ (I)gLag) =®; = {f3(n2)f2(n3)},
04 = &) = By = {fo(m) fo(m) f2(1s), F5(m) fo(m2) fo(ns)}
oK) _ g9 _ g {fl(m -y
{£(
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@ = o™ = @5 = { fa(m) AP () 57 () |1 < 0 < ppe — 1,
ol = ol — 3y = {f2(771) 2(n2) 1) P (1) | 1 < v < pap — 1}
o) = o9 — ;= {f3(771) 2(n2) [ 773)P(1 Dins) | 1<r <ppp — 1},
oY = oft*) = @y = {f3(772) 1(n3

(

2 =0 = oy = { film) A} <m>f5<n2>f1<n2>P;3ﬁ*“ () p*"“( 5)

P>
(5> = @5 = @10 == { A B 1) 57 (02) £ () 13 () P ()|
1<p<papp—-2,1 STSPABD—p—l},
o) = @1 — or1 = { L) ) PLD () 11 (09) £ 05 PG ()|
1<q<pacp—2, 1§T§;DACD—Q-1},
ol = {5 = @y = {f () f1(n2) P2 (12) f1.(ns) £3 (n3) PEGT 1)(773)‘

1<q<ppcp —2, 1§TSPBCD—¢I—1},

@5 ? = { AP ) fu) £ 02 P () £ () £ o) PO )|
I1<p<pk—3,1<q<pxk—p—21 STSPK—p—q—l},
o5 = LRGN () 1 012) Fa () Cl™ O12) fa () £3 05 ) 1N ()|

1<p<prk -3, 1<q<prx—3, 1§r§pz<—3}-

Cp, Cy, C; bezeichnen frei wihlbare Skalierungsfaktoren.

Bemerkung 3.6.4. Eingeschrinkt auf den Rand 7 sind die Formfunktionen von &%) und
P(Lag) jdentisch. Der wesentlichste Unterschied zwischen den beiden Mengen liegt bei den
inneren Formfunktionen und in der Anzahl innerer Formfunktionen:

(pr —1)(px —2) : d=
d

#INT(LAG) = { (o — 3)°

#INT(KS) = { . sk — 1)(pk —2

Bemerkung 3.6.5. Die Formfunktionen aus ¥(59) besitzen bereits eine Tensorproduktstruk-
tur, welche die Anwendung der Summenfaktorisierung erlaubt. Wollen wir jedoch den Spektral-
Galerkin-Algorithmus aus [MGS01] auf die Elemente 72 und 72 verallgemeinern, so miissen
wir zusétzlich in der Lage sein, die Formfunktionen und Quadraturregeln aneinander anzupas-
sen. Zu diesem Zweck haben wir den assymptotisch grofiten Block der inneren Formfunktionen
(®° bzw. ®'3) zu Lagrange-Polynomen beziiglich noch niher zu definierenden Stiitzstellen-
mengen N; modifiziert.
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Bemerkung 3.6.6. Im 2D Fall haben wir zusétzlich zu den inneren Formfunktionen auch die
Formfunktionen fiir die Kante AB leicht verindert. Diese Anderung lisst die Funktionen
auf dem Rand unveridndert, bewirkt jedoch, dass der Laufindex p jetzt ausschlieflich fiir
die n;-Variable relevant ist. Diese Vereinfachung der Struktur ermoglicht uns spéter eine
sehr effektive Umsetzung des Spektral-Galerkin-Algorithmus. Da fiir den 3D Fall eine solche
Vereinfachung der Struktur nicht moglich wire ohne die Formfunktionen auf 973 signifikant
zu verdndern, beschrinken wir uns hier auf die Modifikation der inneren Formfunktionen.

Die Unterteilung der Formfunktionen in verschiedene Gruppen geschieht nach einem fiir die
hp-FEM {iblichen Muster. Im Falle des Dreiecks haben wir Vertexformfunktionen ¢ € oUWy,
Kantenformfunktionen ¢ € Wy U W3 U W, und innere Formfunktionen ¢ € Ws5. Fir das
Tetraeder haben wir Vertexformfunktionen ¢ € ¥y U ¥y U Wy, Kantenformfunktionen ¢ €
WUsU...UWg, Flachenformfunktionen ¢ € WgU...U W5 und innere Formfunktionen ¢ € Wq3.
Vertexformfunktionen sind die iiblichen linearen Formfunktionen, d.h sie sind Eins in genau
einem Knoten und Null in allen anderen Knoten. Kantenformfunktionen sind Null in allen
Knoten und verschwinden auf allen bis auf einer Kante identisch Null. Flichenformfunktionen
sind Null in allen Knoten und verschwinden auf allen bis auf einer Seitenfléiche identisch Null.
Innere Formfunktionen sind Null auf dem Rand 97¢.

Folgendes Lemma, fasst die fiir uns wichtigsten Eigenschaften der Formfunktionen zusammen:

Lemma 3.6.7. Sei K ein Element einer Vernetzung von Q C R, d € {2, 3}, mit zugehiriger
Polynomgradverteilung p(K). Seien UES) yund W9 gegeben durch Definition 3.6.2 bzw.
Definition 3.6.3. Dann gilt:

1. WES) ynd 099 sind Mengen linear unabhingiger Funktionen.
2. Ty (T?) = span{s | ¢ € WY ¢ spanf{y | ¢ € W)} — l:[p(K)(’Td).
3. Alle ¥ € WES) sind Polynome.

4. Fiir beliebiges ¢ = (&) € W9 ynd i, j € {1,..,d} sind

o) 5%
[%} °Daund [a@a@] ° Da

Polynome.

Beweis. Da die Eigenschaften beziiglich W59 hereits in [KS99] gezeigt sind, kénnen wir
uns auf die Aussagen iiber W(L%) beschrinken. Die lineare Unabhiingigkeit der Funktionen
¥ € Wa9) ist offensichtlich. Die Mengen ¥(£99) und W59 unterscheiden sich in den inneren
Formfunktionen und fiir d = 2 zusétzlich in den Kantenformfunktionen zur Kante AB. Um

zu zeigen, dass 1L,z (T c span{y | ¥ € UL} reicht es damit zu zeigen, dass @;KS) U

@éKS) c &9 fiir d = 2 und @g?s) C ®L%9 fiir d = 3. Betrachten wir ein beliebiges

¢€¢>§§,{S),Sogilt mit p <prg -3, p+q<px—2,p+q+r <pxg—1und p,q,r >1 (siche
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Definition 3.6.3)

1— 1+ 1T—m\"™ 1+
o= () (552 mvom (152) (552 o
( 773>p+q+1 (1 +773> PEPHL ()
r—1
1—n 147 1—n 2 1+n
( 1) ( 1) P 4On)< 5 2) ( 5 2>1$? 4(m2) %
1—m3 1+mns 3
(452) (252 Pm

wobei P,S’” fiir Polynome vom Grade kleiner oder gleich p stehen. Folglich miissen wir zeigen,

dass f := Pzgi)f 4(771)]3]512()7 4(772)]3[5?7 4(n3) als eine Linearkombination

£ =3 ol )12 (o)1) (1)

pgr

mit geeigneten Koeffizienten ¢4 und den Lagrange-Polynomen lZ(Nj)(nj) aus Definition 3.6.3

geschrieben werden kann. Dies ist jedoch leicht moglich, da die lZ(Nj )(nj) miti=1,...,px —3
jeweils eine Basis des Polynomraums Py, —4[—1, 1] bilden. Fiir d = 2 kénnen wir vollig analog

@éKS) c ®(a9) beweisen und es bleibt zu zeigen @gKS) c &9 Fir ¢§,KS) € @gKS) und
o9 ¢ a9 g

1—m 1+m 1,1 1—mp )\
o~ (152) (150 v (52)

a 1—m 1+m 1,1 1—m\?
o - (52 ()i ()

Da ¢(KS) (blLag) betrachten wir

a T—m\ [1+m 1,1 L—m)\* [ (1=m)""
¢I()KS)_¢§)L9) :( 5 >< 5 >Pz§—1)(771)< 2 >[< 2 ) -

fiir p > 2. Aus

1—n\ ! 1+
( 2772> _1:< 2772>Pp2(?72),

wobei P,_» wiederum ein Polynom mit maximalem Grade p — 2 représentiert, folgt

a 1—n 1+7n , 1—7n 2 1+n
pLfS) — gllag) :< 5 1)( 5 1)5&%)(771) (TQ> <T2> Bp—2(12)-

Nach Definition 3.3.6 zusammen mit Definition 3.6.2 gilt p < px — 1, und wir kénnen fiir

geeignete Koeffizienten c,, sowie den Lagrange-Polynomen lj(.z) mi), j = 1,...,px — i, aus
Definition 3.6.2

P () Pyea(m) = P ()P _s(m) =3 cpl) ()12 (o)
rq
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schreiben. Damit ist &K% ¢ @®(La9) auch fiir d = 2 gezeigt und es bleibt Punkt 4. Da
alle 1 € WK Polynome sind (siche [KS99]), kénnen wir uns auf ¢ € \I/gLag) U \IféLag) fiir
d = 2 bzw. ¢ € \IJ%QQ) fir d = 3 beschrinken. Fiir Dy : R — R? mit (n1,...,14) —
& (my - sma)s - &alm, ... ,mq)) gegeben durch Lemma 3.5.2 haben wir

d
)on oy oy,

0&; — O 0&;
9% ] : ( 9% ) <anm 1 > d <a¢> ( 01 )
le) D = — O D —|— e (0] D
[a&a@ ‘ ,;1 Y ANC I ; om ) \ogog;
sowie
[ om  om _2  2(1+m)
%‘ié %‘ié o Dy = 1—0772 1—1n2 fiir d = 2
L 1 2
om0 dm 4 2(1+m) 2(1+m)
961 9€s (1-m2)(1-7m3) (I1-m2)(1-m3) (1-m2)(1-m3)
Do oDy = 0 2 (A+m2) fiir d = 3.
s . (1-m3) (1-m3)
| B ... B 0 0 1

Weiterhin gilt fiir d = 2 (fiir d = 3 ergeben sich ganz analoge Formeln)

OB _gvijevo O _ oni 2 oni A1 +&)
0&;0¢; ’ 06,06 T0608 (1—-E&)? 060&% (1—E&)3)
d.h.
677% 2 877% 2(1+m)
Dy = , D, = 2o
06,06, (1—=m2)?" 062062 o (1 —mn2)?

Wie wir sehen, liefern die ersten und zweiten Ableitungen von 7 nach &; zwar zum Teil
Singularitiiten der Form (1 — n2)~" und (1 —n3)~, andererseits sind jedoch alle ¢ € <I>§Lag )y
@éLag) fiir d = 2 bzw. ¢ € q)ggag) fir d = 3 Polynome mit Faktoren (1 — ;) und (1 — 73)
geniigend hoher Ordnung, welche die Singularitdten wegkiirzen. O

Bemerkung 3.6.8. Die in Lemma 3.6.7 gezeigte Eigenschaft, dass die auf den Referenzwiirfel
transformierten zweiten Ableitungen frei von Singularitdten sind, ist fiir die Anwendung des
Residuenfehlerschitzers aus Kapitel 5 wichtig.

Korollar 3.6.9. Sei K ein Element einer Vernetzung von Q C R, d € {2,3}, mit zugehériger
Polynomgradverteilung p(K). Seien W (Lag/KS) ynd dLag/KS) gegeben durch Definition 3.6.2
bzw. Definition 3.6.3. Dann lassen sich die Fintrige der Elementsteifigkeitsmatriz Ax (siehe
(3.13)) berechnen als

d
(Ax)yy = /<@¢j,éwi>\dew;ﬂm: 3 /@W(pjéwﬁr@\detz)g\d@, (3.15)
od r,r’:le
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mit

T
1 99 3_¢>] C d=2
~ T—72) O ° D Ca=
Vi = (1=n2) Om> On2

L 00 1 0 a¢>]T C d—3

(1=n2)(1—n3) 01> (1—n3) In2’ Iz
elementweise polynomiell und

C =M (Fp) (Ao Fx o Dg)(Fje) ™" My ™| det F|,

4 2(14+m) 2(1+m)
1 2 2(1+771) _1
My = [ o T aelo 2 e

Approximationseigenschaften

Lemma 3.6.7 besagt, dass die Karniadakis & Sherwin-Formfunktionen in dem von den Lagrange-
Formfunktionen aufgespannten Raum enthalten sind. Benutzen wir die Formfunktionen ®(55)
bzw. ®L99) in einer Finiten-Element-Implementation, so erwarten wir daher, dass

u(Lag) _u | <| (KS) |
FEM exakt|HY(Q) > (Upgps — Uexakt| H1(Q)-

Folgendes einfache Beispiel soll dies verifizieren:

Beispiel 3.6.10. Fir Q =T sei
—Au=1 aufQ und u=0 auf .

Um die p-Abhéngigkeit des H'-Fehlers zu untersuchen, betrachten wir eine reine p-Methode,
beginnend mit p = 4, auf 2. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.2 dargestellt. Wie wir sehen,
ist der Fehler bei Verwendung von ®(“@9) in der Tat kleiner als bei Verwendung von &9,

Bemerkung 3.6.11. Die fiir die Rechnung benutzten Quadraturen mit ¢; = px sind nicht
exakt. Die optimale Konvergenzordnung bleibt jedoch erhalten (siche Abschnitt 3.10).

3.6.2 Algorithmen zum Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrizen

Nachdem wir verschiedene Mengen von Formfunktionen definiert haben, wollen wir uns nun
den Algorithmen zum Aufstellen der lokalen Steifigkeitsmatrizen Ay zuwenden. Beginnen wir
mit dem allereinfachsten Algorithmus.

Standardalgorithmus

Betrachten wir ein Element K € 7 (N') mit Polynomgradverteilung p(K) und gehen wir von
einer zugehorigen Menge W = {4; | i = 1,..., N} von Formfunktionen auf dem Referenz-
element 7% aus, so lisst sich die Elementsteifigkeitsmatrix Ax nach folgendem Algorithmus
berechnen:

Algorithmus 3.6.12 (Standardalgorithmus).
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Abbildung 3.2: Approximationseigenschaft Beispiel 3.6.10

H-error - quadrature: q=py ~ 2D

—e— Lag shape functions
—»—KS shape functions

H-error - quadrature: 0=p, —3D

10"
polynomial degree

10"
polynomial degree

1. Wadhle firi=1,...,3 geeignete Quadraturregeln
QR = 5@ > WO = ("), ... (1) )}

welche die det |D/j|-Terme als Gewichtsfunktion enthalten (siehe Gauf-Jacobi-Lobatto-
Quadratur) und setze

QR = QRW x ... x QR® .
2. Initialisiere A = 0.

3. Fir alle (W, ... . n@) e SO x .. x S und zugehirigem Gewicht (wV,... w@)
berechne

Axlillj] + = RS I ()] <@(¢j o Dy), A@(d}l o Dd)> ‘(Tl(l) @)

fir alle1 <i,7 < N.

Wie wir sehen, beruht die Berechnung von Ax auf dem separaten und elementweisen An-
wenden der Formel (3.14), wobei wir die in den Formeln auftretenden det |D/j|-Terme in die
Quadraturregel integrieren. Algorithmus 3.6.12 ist leicht zu implementieren und stellt keine
weiteren Forderungen an die Struktur der Formfunktionen. Nachteilig ist jedoch seine Kom-
plexitit mit O(p3?) Operationen bei lediglich O(p% ) Formfunktionen und Quadraturregeln
QR der Ordnung O(pg). Es stellt sich daher die Frage, ob und wie wir den Aufwand fiir
das Berechnen der Elementsteifigkeitsmatrix reduzieren kénnen.

Summenfaktorisierung

Betrachten wir die Definitionen 3.6.2 und 3.6.3, so sehen wir, dass unsere auf den Refe-
renzwiirfel transformierten Formfunktionen ¢ = 1 o Dy von spezieller Tensorproduktstruktur
sind. Sowohl fiir (K5) als auch w(La9) gilt:
VoDy—=®— _ M (2)
o Dy DBk ko) (M1 12) = G573, (M)IB ey 1 (M12) 7
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mit
0<B<5 1<k <Ki(B), 1<ky<KyB, k)
fiir d = 2. Beziehungsweise

1 2 3
VoD3=o= {¢(B,k1,k2,k3)(7717 N2,M3) = 9537)/“ (771)9537)k17k2 (772)91(5;,)191,1927k3 (773)} )

mit
0<B<13,1<k <Ki(B),1<ky<KyB,ki),1<ko<Ks(B,ki,ks)

fiir d = 3. Folglich, da auch die Komponenten (@qﬁ(.))r von @(]5(37;91,;@) und @(b(B,kl,kg,k‘g) von
gleicher Struktur sind:

= ~(1 ~(2 ..
(V¢(B,k1,k2))r = g((B),kl)(n1)g§3)7r,khk2)(nz) fiir d = 2,

= 2 (3 "
(V(ﬁ(B,kl,kz,kg)> QEB)Tkl)(?71)géB)mkhkz)(772)953),,17,617,627,?3)(ng) fiir d = 3,

konnen wir uns diese Struktur zu Nutze machen und mittels Summenfaktorisierung einen Al-

gorithmus von O(p%é”l) Komplexitét generieren. Hierzu betrachten wir den 3-dimensionalen

Fall und Quadraturregeln

QRO = {7, ") |l =0,....a)}, i=1,...3,

welche die det | D§|-Terme aus (3.15) als Gewichtsfunktionen enthalten, so bedeutet dies, dass
wir mit den Abkiirzungen

L= (B by dks) = (B K Ky B)
und

Jl = (B,T, k1)7 J2 = (B,T, klakZ)a J3 = (B,T, k17k27k3)7
J{ = (B/7T,7k/1)7 Jé = (B/77Ja llaké)a J{g = (B/77J7 i?kévkg)v

die Berechnung von Ak [I][I'] als

q3
Z Z Sl 35 a5 Bk K ko, K Is]| (3.16)

ro'=1B,B'=013=0 Mg

mit den vorab berechneten Hilfsfeldern

H(B2,)B',T’7T” [kla kji, k2; ké, l3 Z wlg gJ2 QJ/ H(l) [kl, 7l3a ZQ]‘( (2) (3)

12 0 Ty Mg

(1) / _ 1) (1
HB’B/m’r/[kl’kl,l?nl?] 2 : ng gJ/ T, ( (1) (3)
ll 0 ll 777[2 777[3 )

)
(3.17)

durchfithren. Hier der vollsténdige Algorithmus:
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Algorithmus 3.6.13 (Summenfaktorisierung in 3D).
1. Wadhle firi=1,...,3 geeignete Quadraturregeln

QRO = {(n ) [ L=0.....q)},
welche die det |Dj|-Terme aus (5.15) enthalten.
2. Firl<r<3und0< B <13 sei

Y _J=(1) ~(2) ~(3)
Vi®p = {g(B,r,kl)(nl)g(B,r,kl,kg)(nQ)g(B,r,kl,kg,kg)(773)

1<k < Ki(B),1 < ky < Ko(B, k), 1< ks < Ks(Boky ko) }.

3. Berechne fir 1 <r <3,0<B<13,0<0;<q, 1<k <Ki(B), 1<k <KsyB,k),
1 < ks < K3(B,ky,ky) die Hilfsfelder

G(l)(BaTa klall) = gg)rkl(nl(l))’
GOB,r k1 kely) = 32 (D),

GO (B, ki ko k3 l3) = G i o ()
4. Berechne fir 1 <r,r' <3 und 0 <1l; < q; das Hilfsfeld
C(r',rl,12,13) = Cp r)(m(ll),m(Q)am(f))-
5. Initialisiere A = 0.
6. Setze
L :=(B,r,k1,l1), Iy:=(B,r ki,ka,ls), Is:= (B,r ki, ks, ks,l3),
I = (B v K, 1), I .= (B, r' K|, Ky, o), 1§ := (B, r' K, kS, K, 13).
Berechne fiir 1 <r,r’ <3 und 0 < B, B’ < 13:

H Wy, K 1, 1] = ZG(l ()G I/)C(T,aﬁll,lz,ls)m(ll)7
11=0

HO [k, K, ko, Ky, 15) = Z GO ()G (L) HD [k, K, 13, LbJwl?
lo=0
wobes
1<k < K((B), 1< ks < Ks(B,ky), 1 < ks < K3(B, ky, ks),
1<k; <Ki{(B),1<k,<KyB' k), 1<kl <Ks3(B ki, k),
0<1l; <gq.

q3
T+ =37 GOI)GO (T HP [k, K, ko, K lg]w))
13=0



Bemerkung 3.6.14. Fiir den 2-dimensionalen Fall berechnen wir mit den Abkiirzungen [ :=

(B, ki1, ko) und I' := (B', Kk}, k)

Z Z Zw ~§22 gJ’ HB B! [khkl?l?] 77(2)7

ror'=1B,B'=0 I2 l2

wobei

(1) (1)
Hp gy k1, Ky Z ng)gf,l

RORE)

und erhalten das 2-dimensionale Analogon zu Algorithmus 3.6.13.

Bemerkung 3.6.15. Um weitere Rechenzeit einzusparen, kénnte man fiir jedes Paar (B, B’)
eine separate Quadraturregel wihlen.

Bemerkung 3.6.16. Das Auswerten und Zwischenspeichern der Formfunktionen und Koeffi-
zientenmatrix in den Schritten 3 und 4 verhindert ein mehrfaches Berechnen dieser Grofien.
Insbesondere fiir hohere Polynomgrade und Koeffizienten von komplizierter Struktur kann
damit deutlich Rechenzeit eingespart werden.

Bemerkung 3.6.17. Das Auswerten und Zwischenspeichern der Formfunktionen in Schritt
3 ist nicht fiir jedes Element K € 7T (N) notwendig. Gehen wir davon aus, dass die be-
nutzte Quadraturregel lediglich von dem dem Element K zugeordneten Polynomgrad pg
abhéingt, so ist es, da p., py < pk, ausreichend die Felder aus Schritt 3 fiir jeden Polynomgrad
Pr € {1,...,Pmaz} und angenommener uniformer Polynomgradverteilung (d.h. p. = py = pg
fiir alle Kanten und Seitenflichen) aufzustellen. Bei der Angabe von Rechenzeiten fir das
Generieren der Matrix Ax werden wir folglich auch die fiir die Schritte 1 bis 3 notwendige
Rechenzeit vernachléssigen.

Spektral-Galerkin- Algorithmus

Im letzten Abschnitt haben wir bereits die Tensorproduktstruktur der Formfunktionen ®(55)
und ®(£99) ausgenutzt. Unsere modifizierten Formfunktionen ®(“29) bieten jedoch noch wei-
tere Moglichkeiten, Rechenzeit einzusparen. Zum einen besitzt ®(£9%9) gegeniiber ®(K5)

eine
teilweise einfachere Struktur:
0E9) — {63 1, k) (1) = 953, (M)95h, () 11 < ks < Ki(B) } (3.18)
fiir d = 2 und
{5 = {¢(13,k1,k2,k3)( ) = 94 (11)9\2, (12)980) () | 1 < ks < K} (3.19)

fiir d = 3, wobei g(*) (n;) nicht mehr von k; mit j # ¢ abhéngt. Zum anderen sind die inneren
Formfunktionen von ®9) an die Quadraturregel anpassbar, womit eine Verallgemeinerung
der in [MGSO01] beschriebenen Spektral-Galerkin-Methode auf Dreiecks- und Tetraederele-
mente moglich wird. Im Folgenden betrachten wir Quadraturregeln

QR = SO x WO = {(n”,wi"),.... (0P, wl?)}, QR = QR! x ... x QRY,
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welche die det |D/)|-Terme enthalten, in Verbindung mit den Formfunktionen ®(La9)  bei de-
nen die Stiitzstellenmengen N aus Definition 3.6.2 bzw. Definition 3.6.3 Teilmengen der
Quadraturstiitzstellen sind. D.h.

NGO ¢ g0,

Werten wir nun die Gradienten der inneren Formfunktionen in den Quadraturpunkten aus,
so erhalten wir, auf Grund der bei der Definition der Formfunktionen verwendeten Lagrange-
Interpolationspolynome und den mit den Quadraturen abgestimmten Stiitzstellen, eine be-
achtliche Anzahl von Nullen. Da wir in (3.16) und (3.17) natiirlich nur die von Null verschie-
denen Summanden beriicksichtigen miissen, kénnen wir alle Summen in Algorithmus 3.6.13
nach folgendem Muster ersetzen:

q1

~(1) ~(1) A
Z 9Brk)I(B 7 K, )C
11=0

(n(l) a2 i)

~(1) ~(1) A
- Z 9By 9(B 1 1) O

li eNZ((l)r 1,k ]

1 2 3
"lof Do)’

wobei die Mengen

! ~ 1
NZ((T’)T/)[kljkll] = {ll < {O’ : 1)} ‘ (Brk1 gEB)/ k)

(1) 7é 0}7
iy

mit geringem Aufwand vorab bestimmt werden kénnen (analog fiir die Summationen iiber lo
und [3).

Wiéhrend in (3.16) und (3.17) die Summationsreihenfolge beziiglich [, l2,l3 noch fest vor-
gegeben ist, kann bei Verwendung der &%) Formfunktionen, bedingt durch die verein-
fachte Tensorproduktstruktur (siehe (3.18), (3.19)), diese Summationsreihenfolge speziell fiir
B = B’ = 13 in 3D sowie fiir alle Paarungen (B, B’) in 2D ohne Schwierigkeiten beliebig
permutiert werden.

Aus der Kenntnis der Anzahl von Nicht-Null-Elementen #N Z( )[kl,k:/] lasst sich leicht
eine Schitzung fiir den Aufwand zum Aufstellen der Hilfsfelder H sowie fiir den Aufwand
zum Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix ermitteln. Wir kénnen daher vorab die jeweils
billigste Summationsreihenfolge auswéhlen. Fiir den Fall B = B’ = 13 in 3D sowie fiir alle
Paarungen (B, B’) im 2-Dimensionalen kann Punkt 6 aus Algorithmus 3.6.13 somit modifiziert
werden zu 2

Algorithmus 3.6.18 (Spektral-Galerkin-Algorithmus fiir Tetraeder).

6. Fiir B=B' =13 und alle 1 <r,r’ <3:
1. Berechne firi=1,..,3, 1 <k; < K;(B), 1 <k} < K;(B) und 0 <l; < ¢;:

FOlk kL) = GY(B,r, kiali)G( W(B'r' K}, 1),
Sio= Y. #NZi[ki,kg].
ki k!

2Wir geben wiederum nur die 3D-Version explizit an. Die 2D-Version ergibt sich jedoch véllig analog.
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2. Schdtze fiir alle Permutationen (i1,12,13) von {1,2,3} den Arbeitsaufwand fir die Sum-
mationsreihenfolge ?;1:0 ?,22:0 lq,l?’:O :

W(il,ig,i;g) = (QM + 1)((]@2 + 1)Slg+ %Aufstellen von H(l)
Ki,(B)Kiy(B')(gi, +1)Si,+ % Aufstellen von H®
Ki,(B)K;,(B)K,(B)K;,(B")S;, %Aufstellen von Ay

3. Bestimme eine Permutation (i1, i2,13) mit Wi, iy i5) < Wiy iy,i0) fiir alle (i, 45, 5).

4. Berechne die Hilfsfelder

HO iy, Ky Uiy L) =3 PO kg K L JOG 700, Doy Ty
1 eNz(zs)
H(Q) [lll ) klga k£3a klz? k:zlg ZF 22) klga k£25 ] (1) [lzl 5 liza kz-g,? k;3] (22)
1 eNZ(12)
fﬁ?“ 1 < ki < KZ(B), 1 < k; < KZ(B/) und 0 < li < q;.
5. Addiere
A += >0 POk Ky L JHO [y kg, Ky Ry, By

lileNZ(il)

Fiir die Komplexitiatsbetrachtung von Algorithmus 3.6.18 kénnen wir in volliger Analogie auf
die in [MGSO01] betrachteten Fille von Rechtecks- und Hexaederelementen verweisen.

Theorem 3.6.19. Setzen wir fir die Quadraturregeln QR(i Stiitzstellenanzahlen von px + q
mit q > 0 und ¢ = O(1) voraus, so erhalten wir eine Komplezitit von O(p) fir das Aufstellen
der Elementsteifigkeitsmatriz Ax mittels Spektral-Galerkin-Algorithmus.

Beweis. Die Analyse von Algorithmus 3.6.18 erfolgt analog zu [MGSO01]. Da in 3D jedoch
nur der Fall B = B’ = 13 mit Algorithmus 3.6.18 behandelt wird, miissen wir noch die
Komplexitét fiir die anderen Paarungen (B, B’) # (13,13) ansehen. Diese Paarungen werden
mittels Algorithmus 3.6.13 behandelt. Betrachten wir Algorithmus 3.6.13, so sehen wir, dass
die Hilfsfelder H") und H® von maximal 5-Parametern mit einem Laufbereich von O(py)
abhingen. Zusammen mit den auftretenden Summationen iiber [, erhalten wir daher eine
maximale Komplexitit von O(p$.) fiir das Aufstellen der Hilfsfelder. Beim Aufstellen von
A[IN[I'] stecken in I und I’ zwar die Parameter kq, ..., ks und &}, ..., k%, jedoch haben, da wir
nur Blocke (B, B') # (13,13) betrachten, hochstens fiinf dieser Parameter einen Laufbereich
von O(pg). D.h. auch fiir das Assemblieren von A[I][I'] betréigt der Aufwand maximal O(pS,).

O

Asymptotisch ist der Spektral-Galerkin-Algorithmus somit der Summenfaktorisierung iiber-
legen. Der kritische Punkt ist jedoch die statische Kondensation (sieche Abschnitt 3.7). Wollen
wir in unserer hp-FEM-Implementation auf statische Kondensation zuriickgreifen, so ist dies
ein Prozess, dessen Aufwand mit O((#1Int)3) pro Element wesentlich von der Anzahl #1Int
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der inneren Formfunktionen abhingt und asymptotisch den Assemblierungsprozess domi-
niert. Um zu sehen, ob es trotz vergrofierter Anzahl innerer Formfunktionen einen Bereich
pK € {po,...,p1} gibt, in dem es sich auch bei statischer Kondensation lohnt auf den Spektral-
Galerkin-Algorithmus zuriickzugreifen, bedarf es konkreter Testrechnungen (siehe Abschnitt
3.11).

3.7 Statische Kondensation

Ein in der hp-FEM verbreitetes Verfahren zur Dimensionsreduktion ist die statische Konden-
sation. Die Einteilung der Formfunktionen in externe E = {Vertex, Kanten, Seitenfléichen}
und I = innere Formfunktionen impliziert eine Blockstruktur sowohl in den Elementsteifig-
keitsmatrizen Ag als auch in der globalen Steifigkeitsmatrix A:

AEE AEI AEE AEI

A = [ II(E II(I A= IE II

A Ay A A
Da innere Formfunktionen zu verschiedenen Elementen disjunkte Triger haben, ist A/ block-
diagonal mit A/ = diag(ALL).
Die Idee der statischen Kondensation besteht darin, in dem im Rahmen der Finiten-Element-
Methode zu lésenden globalen Gleichungssystem

Au=r

die inneren Formfunktionen durch Bilden des Schur-Komplements
Ac:AEE_AEI(AII)—lAIE ,rc:,rE_AEI(AII)—l,rI

zu eliminieren und damit ein in der Dimension reduziertes Gleichungssystem
Aluy = r° (3.20)

fiir die externen Freiheitsgrade zu erhalten. Haben wir (3.20) gelost, so kénnen wir anschlie-
Bend auf Elementebene und vollig parallel die inneren Freiheitsgrade berechnen.

Analog zum Aufbau der Steifigkeitsmatrix A aus den Elementmatrizen A, kann die konden-
sierte Steifigkeitsmatrix A® durch Assemblieren der kondensierten Elementsteifigkeitsmatrizen
gebildet werden:

AC= AAY mit A% = ARF — ARN(A) AL

Der grofite Nachteil der statische Kondensation ist ihre Komplexitdt. Die lokale statische
Kondensation fiir Ag ist ein O((#1Int)®) ~ O(p3¢) Prozess und wird fiir grole Polynomgrade
pr somit unweigerlich das Aufstellen der Matrix A dominieren. Durch Riickgriff auf speziell
optimierte Lapack-Routinen:

bl II _ IFE o
1. ,dposv® um A X = Ay~ zu losen,
“ ¢ _ AEE EI
2. ,dgemm“ um A% = AR"” — AZ' X zu berechnen,

gehen wir jedoch davon aus, dass sich der Einfluss der statischen Kondensation erst bei
hoheren Polynomgraden bemerkbar machen wird.
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3.8 Konstante Koeffizienten - ,,precomputed arrays*

Bisher haben wir den allgemeinen Fall einer Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten
und recht allgemeinen Elementtransformationen Fi betrachtet. In diesem Abschnitt wollen
wir noch kurz auf Vereinfachungsmoglichkeiten bei stiickweise konstanten Koeffizienten in
Verbindung mit affinen Elementtransformationen eingehen.

Zu einer beliebigen zuldssigen Polynomgradverteilung p(K) = (Pe,, Dey, Pes, Pic) fiir 2D bzw.
P(K) = (Deys- - 1Deg>Pfrs - - - Pfas Pic) flir 3D (siehe Definition 3.3.6) sei ¥ die Menge zugehéri-
ger Formfunktionen auf 7¢

- LA 7RV FE U 7 : 2D
|4 E E F F, 1 . )
v uxplu U‘I’peiU‘I’p}lU---U‘I’p};U‘I’pK : 3D

die sich in Vertex-, Kanten-, Seitenflichen- (d=3) und innere Formfunktionen unterteilen
ldsst. Ferner sollen folgende Hierarchien gelten:
E; E; F; F;

\pr ., C \prei, \I'pf C \I'pf )
d.h. die Menge der Formfunktion zu einer Kanten- bzw. Seitenfliche mit zugeordnetem Po-
lynomgrad p ist stets eine Teilmenge der Menge der Formfunktion zu dieser Kanten- bzw.
Seitenfléche mit Polynomgrad p > p.
Betrachten wir eine symmetrisch positiv definite Koeffizientenmatrix A, welche auf K € T (N)
konstant ist, zusammen mit affinen Elementabbildungen F, so gilt

Np(x)
74 i,j=1

wobei C' ebenfalls symmetrisch positiv definit und konstant auf 7¢ ist. Seien nun die Mengen
{M, }(1/ 2)d(d+1) , d = 2,3, bestehend aus symmetrisch positiv definiten Matrizen, Basen der
symmetrlschen Matrizen des R%*¢, z.B.

vt {3 9] [0 5] [7 2]}

fiir d = 2 und
2 00 (1.0 07 [1 0 0]
My, =<{o1of|,]020/|,]010]|,
001 (00 1] [0 0 2]
(2 0 0] [2 1 0] 2 01
02 1(,{120],/]020
(001 2] [0 0 2] 10 2
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Folglich gilt

Ld(d+1) Npx)  Ld(d+1)
A = Y a | [ (Y, MVip;)dQ =y A, (3.21)
=1 a . =1
i,j=1

Berechnen wir die Matrizen A®) zu Beginn des FE-Programms einmal fiir jede uniforme
Polynomgradverteilung p(K) = (p,...,p) mit 1 < p < P4, im Voraus, wobei P4, den
hochsten in der Vernetzung vorkommenden Polynomgrad bezeichnet, so kénnen wir spéter
die Elementsteifigkeitsmatrix Ag fiir jedes K € T (N) mit konstanten Koeffizienten und
affiner Elementtransformation Fx als Linearkombination dieser A®) sowie dem Streichen von
Zeilen und Spalten (falls p., ps < p) bestimmen. Wie in Figur 3.4 und Figur 3.6 zu sehen ist,
reduziert sich die Rechenzeit dabei drastisch.

Bemerkung 3.8.1. Da wir es mit konstanten Koeffizienten zu tun haben, kénnen wir speziell fiir
die ®X5- und ®L99-Formfunktionen die vorab zu berechnenden Matrizen A®Y) sogar analytisch
bestimmen bzw. geeignete Quadraturformeln wihlen, die A®) exakt liefern. Im Gegensatz
zu variablen Koeffizienten erhalten wir somit auch stets die exakte Steifigkeitsmatrix (im
Rahmen der durch Computerarithmetik bedingten Rechengenauigkeit). Der Aufwand fiir das
Vorabberechnen der Matrizen A®) ist fiir das spéterer Assemblieren der Steifigkeitsmatrix
unbedeutend.

3.9 Matrix-Vektor-Multiplikation ohne Aufstellen der Steifig-
keitsmatrix

In den letzten Abschnitten haben wir uns mit verschiedenen Methoden zum Generieren der
Elementsteifigkeitsmatrizen A beschéftigt. Gehen wir jedoch davon aus, dass wir unser glo-
bales FE-Gleichungssystem mittels eines iterativen Losers, wie zum Beispiel dem Verfahren
der konjugierten Gradienten, l6sen wollen, so miissen wir die globale Steifigkeitsmatrix A
nicht explizit kennen. Stattdessen ist es vollig ausreichend, eine Matrix- Vektor-Multiplikation
zu realisieren. D.h. wir miissen zu beliebigem Vektor w das Produkt

u=Aw = [-AKET(N)AK]U) = Z TKAKT};U}

KeT(N)
bilden kénnen. Mit v := TZw erkennen wir, dass wir hierbei vor der Aufgabe stehen fiir
K € T(N) eine Matrix-Vektor-Multiplikation

b= Agv

mit beliebigem v moglichst effektiv durchzufithren. Im folgenden Abschnitt werden wir da-
her aufzeigen, wie solch eine Matrix-Vektor-Multiplikation ohne das explizite Generieren der
Elementsteifigkeitsmatrix Ag realisiert werden kann.

3.9.1 Summenfaktorisierung

Wir beginnen mit der Idee der Summenfaktorisierung, was zu einem Algorithmus mit Kom-
plexitét O(pclljl) pro Matrix-Vektor-Multiplikation fithrt. Wie bereits in den vorherigen Ab-
schnitten sind die Fille d = 2 und d = 3 hierbei so &hnlich, dass wir lediglich den Fall d = 3
im Detail beschreiben.
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Bezeichne U entweder die Menge der Formfunktionen (K5 oder w99 gegeben durch
Definition 3.6.3, dann gilt

w(B,k‘hk‘g,kg) = (b(B,k‘l,k‘g,k;g) © D3_1
mit
1 2 3
D(B k1 ka ks) (111, 112, n3) = QEB),;CI)(m)géB),kl,kQ)(772)9&;)7;?1,;627;?3)(773)

und
0<B<13,1<k <Ki(B),1<ky<KyB,ki),1<ks<Ks3(B,ky,ka).

Legen wir fiir das Berechnen der Eintrige von A auf dem Referenzwiirfel Q3 die Quadra-
turregel

QR = QR' x QR? x QR?
mit
QR = SO x Wi = {(n, i), .. (), w)}

zu Grunde, so erhalten wir mit den Abkiirzungen I = (B, k1, ko, k3) und I' = (B', K|, k), k%)
und V, C aus Korollar 3.6.9:

A = Z wll wl2 wla <v¢]' CV¢I>‘( L ( (3))

My My oM
| [1:02,03 LR

)

- Z Z ) <V 61 Cri p Vi ¢I)‘(n<1> @) (3

110,03 7' =1 e ]
Damit berechnet sich der Vektor b := Agv zu
b[ = Z Z w le wl3 <V7"/¢I/Cr/7rv7‘¢[>‘( (1) (2) (3)) (322)
(ryr! B’ kYKL ES) (La,l2,03) My oMy Mg

und fiir die Summationsreihenfolge

br = ZZZ Z ZZ“’ wl2 wla Vi Crr Vi (D @ 3

I3 l2 r'li B' K| Kb 1 My Mg

kann durch Herausziehen der von den Summationsvariablen unabhéingigen Faktoren und Vor-
abberechnung geeigneter Hilfsfelder (Summenfaktorisierung) folgender Algorithmus mit Kom-
plexitét O(pcll;rl) pro Matrix-Vektor-Multiplikation generiert werden:

Algorithmus 3.9.1 (,,on the fly“ Matrix-Vektor-Multiplikation 3D).
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. Wihle firi=1,...,3 geeignete Quadraturregeln

QRO = {(n &) [ L=0.....q)},
welche die ,det |Dj|-Terme® aus (3.15) enthalten.

L Firl <r <3 und0< B <13 sei

S _ - ~(2) ~(3)
V,®p = {g(Bmkl)(771)9(3,1«7161,]62)(772)9(37r7k17k2,k3)(773)
1<k <Ki(B),1<ky <Ky(B,k1),1<ks< K3(B,k‘1,k32)}-

. Berechne fir 1 <r<3,0<B<13,0<1;<gq;, 1 <k <Ki(B),1<ky <KyB, k),
1 < ks < K3(B,ky,ky) die Hilfsfelder

G(l)(BaTa klall) = g(B})Tkl(nl(l))’
GOB,r ki knl) = 32 D),

GO (B, r, ki, ko, k3, l3) = gg)rkm,@(m(?,))-

. Berechne fiir 1 <r,r’ <3 und 0 <; < ¢; das Hilfsfeld
C(r' 111,12, 13) = Cr () 02 i),

. Initialisiere b = 0.

. Setze

Il = (B,’I", klall)a 12 = (B,'I", klak2yl2), I3 = (B,’I", klak2yk3al3)a
I := (B )" Ky, 1), Iy = (B v’ Ky kS ), Iy o= (B r! Ky, K, RS 3).

Berechne der Reihe nach die Hilfsfelder

H(l)[r/7B” L/{;é,lg Z’U(B, K] kb kL) G( )( )

HAW B K s, 1] Z HO[ B K, Ky, 151G (1),

H(g)[rl,ll’l2’l3] - Z H(2 T B/ al2,l3]G(1)(I{)’
Bk}

HOlr, B, b, Iy Zw(l HOW 11,15, 13)C (1", 7, 1, b, 1) GO (1),
.l

H(5)[T’Baklak2,l3 Zwl T‘ B kl,l2,l3]G( )( )

fir 1 <r,r’'<3,0<B,B' <13,0<1; <gq und

1<Fki <Ki(B), 1<ky<KyB,k1), 1<ks< KBk, ko),
1<Kk <Ki(B), 1<ky<KyB K), 1<kij<KsB ki,k).
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Berechne

b(B,kl,k‘z,ks) = Z wl(j)H(Ej) [T’ B> kl, k2a l3]G(3) (13)

I3
f’[l:’f’ 0 S B S 13, 1 S k‘l S Kl(B), 1 S k‘Q S KQ(B,]Cl), 1 S k‘g S Kg(B,k‘l,]Cz).

Bemerkung 3.9.2. Mit seiner Komplexitét von O(pf;rl) pro Multiplikation ist Algorithmus 3.9.1
asymptotisch sogar schneller als eine Standard-Matrix-Vektor-Multiplikation mit Aufwand
O(p%?) fiir eine vollbesetzte p x pd Matrix.

Der Algorithmus kann in zwei Abschnitte unterteilt werden. Die Schritte 1-4, welche die
Initialisierung darstellen, und die Schritte 5 und 6, welche die eigentliche Matrix-Vektor-
Multiplikation realisieren. Unabhéingig von der Anzahl der durchzufiihrenden Multiplikatio-
nen muss die Initialisierung (Schritte 1-4) nur einmal durchgefiihrt werden. Betrachten wir ein
FE-Netz NV, so brauchen die Hilfsfelder aus Schritt 2 sogar nur einmal fiir jeden auftretenden
Polynomgrad pg, K € T(N), angelegt werden (siehe auch Bemerkung 3.6.17). Lediglich die
Berechnung des symmetrischen Hilfsfeldes C (', 7,1, l2,l3) mit seinen ~ (1/2)32(q; + 1)(g2 +
1)(g3 + 1) Eintragen muss fiir jedes K € 7 individuell vorgenommen werden. Da jedoch auch
fiir Elemente mit hohem Polynomgrad der Speicheraufwand fiir C(r/, 7, 11,12,13) recht gering
bleibt, lohnt es sich, insbesondere bei rechenintensiven Koeffizienten und mehreren Multipli-
kationen mit verschiedenen Vektoren, das Feld C(r/,r, 1y, 13,13) nur einmal zu berechnen und
kurzzeitig zwischenzuspeichern. Nehmen wir zum Beispiel ein Element mit px = ¢; = 10 und
8 Byte pro Eintrag (double precision), so benétigen wir hierfiir circa 50 KByte.

Bemerkung 3.9.3. Da, wie soeben dargelegt, die Initialisierungsschritte lediglich einmal, un-
abhéngig von der Anzahl der Matrix-Vektor-Multiplikationen und zum Teil auch unabhéingig
von der Anzahl der Elemente K € 7 (N') durchzufiihren sind, werden wir die Rechenzeit fiir
die Schritte 1-4 in Zukunft vernachléssigen.

Bemerkung 3.9.4. Beriicksichtigen wir in Schritt 6 fiir die Formfunktionen ®%% nur die von
Null verschiedenen Summanden, so kénnen wir weitere Rechenzeit einsparen. Aus implemen-
tatorischer Sicht fiihrt dies jedoch zu nicht Cache-optimalen Spriingen und Speicherzugriffen,
welche einen Grof3teil der Ersparnisse zunichte machen.

Die Abbildungen 3.8, 3.9 und Tabellen 3.1-3.4 zeigen die Rechenzeit fiir die verschiedenen
Formfunktionen und Methoden in Abhéngigkeit vom Polynomgrad pg. Zu beachten ist, dass
hierbei nur die Rechenzeiten fiir die reine Matrix-Vektor-Multiplikation angegeben sind. Fiir
die Multiplikation mittels ,,Blas“-Routinen ist daher noch zusétzlich das Aufstellen der Matrix
Ap zu beriicksichtigen.

Algorithmus 3.9.1 realisiert ein spezielle Summationsreihenfolge und es stellt sich die Frage,
ob es nicht noch andere geeignete Reihenfolgen gibt. Fiir die Formfunktionen ®X% liefert das
folgende Lemma die Antwort:

Lemma 3.9.5. Seien ¢55) die Formfunktionen aus Definition 3.6.2 bzw. Definition 3.6.3.
Die einzigen Summationsreihenfolgen, welche mittels Summenfaktorisierung auf eine Komple-
xitdt O(pcll;rl) pro Matriz- Vektor-Multiplikation fihren, sind (13,12, 11, k), kb, k%) fiir d = 3 bzw.
(o, lh, Ky KL) fiir d = 2. Alle anderen Summationsreihenfolgen fihren zu einer Kompleitit
schlechter als O(p%™).

Beweis. Da die Beweise fiir d = 2 und d = 3 véllig analog sind, beschranken wir uns darauf,
den 3-dimensionalen Fall darzustellen. Betrachten wir lediglich die inneren Formfunktionen,
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d.h. B=B’=13, so zeigt der obere linke Graph in Abbildung 3.3 die Abhéingigkeiten zwi-
schen den Grofien {k1, ko, ks, 11, 12,13, k], kb, k5 }. Hierbei représentiert jeder Vertex eine dieser
Groflen und eine Kante zwischen den Vertizes V; und Vs existiert genau dann, wenn in

3 3
b(B,k1,k2,k3) = Z Z wl(l) (2) ()G() ( k2’k3al3)G() ( ll’ké’b)
{r,r!,B'} {k{ kb k% 11 ,12,13}

G (K 10)Crr (11, 12, 13) Gy (ko 1)
G(;,)r(kl’ kQ, ZZ)Gg?r(kh k?g, k?g, l3)U(B’,ki,ké,kg)

ein Faktor existiert, der von beiden - durch Vi und V5 dargestellten - Groflen abhéngt. Zum
Beispiel impliziert G, (K}, k}, k4, I3) die Kanten {k{,kb}, {k{. k4}, (K}, 1}, {k5, K}, {k).Is}
und {k%, l3}. Summieren wir nun iiber die durch V' dargestellte GroBe, so bedeutet dies, dass
wir ein Hilfsfeld anlegen, welches von allen Grofien abhingt, welche zu V' benachbart, d.h.
mit V' durch eine Kante verbunden sind. Da im Falle der inneren Formfunktionen fiir alle k;,
k! und I; der Laufindex i einen Bereich O(p) durchliuft, betréigt der Arbeitsaufwand fiir eine
solche Summation und Anlegen des Hilfsfeldes jeweils O(p'+tN(V)), wobei N(V) die Anzahl
der Nachbarn von V' bezeichnet. Folglich diirfen wir, um eine Komplexitét nicht schlechter
als O(p*) zu erhalten, niemals iiber Gréfien mit mehr als drei Nachbarknoten summieren.
Abbildung 3.3 zeigt somit die eindeutig bestimmte Summationsreihenfolge, welche auf eine
Komplexitit O(p*) fiihrt. O

Abbildung 3.3: Beweis zu Lemma 3.9.5

k.1 k.2 k;f’ k.1 k.2 k3 k1 k2 k3 k1 K2 k3

Bemerkung 3.9.6. Zu Lemma 3.9.5 gibt es eine ,, Ausnahme*. Betrachten wir die Summati-
onsreihenfolge

O(B k1 ko ks) = Z Z

(r,r! B! K kS kG Lo l) (L)

bei der wir mit der Summation iiber /; starten, so sehen wir, dass die innere Summe vom Vektor
V(B k) kb k) unabhéingig ist und wir sie theoretisch vorab in einem Hilfsfeld H berechnen
konnten. Da in dieser inneren Summe jedoch der Faktor C(r/,r,11,12,13) steckt, miissten wir
bei einer Vernetzung A ein Feld H®) fiir jedes Element K € T (N) berechnen. Starten wir
mit
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e [q, fithrt dies zu

HEB) g gk, Ky, Lo, 3]

=WV Cr (11,12, 15)GY), (k1 10)GY) L (K 1),
51

e [y, fithrt dies zu

HY 0 g gl kY, ko, Kb, 1, 3]
_Zwl v (1,12, 13) G (K Ko, 1) G (KL K, 1),

e [3, fithrt dies zu

H(K)TT’BB’[khkiak27ké7k37k§7llal2]
= sz (10,12, 1) G (K Koy, s, 3 ) Gl (RS K, K 1),

Wie wir sehen konnen, ist das Aufstellen des Hilfsfeldes in jedem Fall von hoherer Komple-
xitit als O(p*) und muss zudem fiir jedes Element K € 7 (N\) separat ausgefiihrt werden. Fiir
hohere Polynomgrade und nur einige wenige Matrix-Vektor-Multiplikationen, wie beispiels-
weise der Fall bei guten Vorkonditionierern, ist es daher fraglich, ob ein Vorabberechnen der
Felder H¥) nicht sogar zu héheren Rechenzeiten als beim Anwenden von Algorithmus 3.9.1
fithrt. Der andere Punkt ist, dass wir bereits fiir das Abspeichern von Hy:,) B.B [k1, K], 12, 13] bei
px = l; = 10 circa (1/2)-32-62-10*-8 Byte ~ 17 MByte Speicher einplanen miissten. Aus den
eben genannten Griinden werden wir daher [; als innerste Summationsvariablen ausschlieflen.

Bemerkung 3.9.7. Lemma 3.9.5 besagt, dass (I3, 12,11, k], k5, k5) und

(g, 11, K|, k,) die eindeutig bestimmten besten Summationsreihenfolgen sind. Man kénnte
noch dariiber nachdenken, ob eine variable Summationsreihenfolge, abhéingig von B und B’,
zu Rechenzeiteinsparungen fiihrt. Aufgrund der Faktoren, welche von mehreren k; bzw. k]
abhéngen, ist dies fiir ®ES) aber nicht praktikabel und wiirde allenfalls zu extensiven Fall-
unterscheidungen fiihren. Fiir den Fall unserer modifizierten Formfunktionen ®%%9) werden
wir diese Moglichkeit im néchsten Abschnitt ndher untersuchen.

3.9.2 Beschleunigte Matrix-Vektor-Multiplikation durch Spektral-Galerkin-
Ideen

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie die einfachere Struktur von ®(%9) (siehe
Abschnitt 3.6.2) ausgenutzt werden kann, um gegeniiber Algorithmus 3.9.1 mit seiner starren
Summationsreihenfolge Rechenzeit einzusparen. Da im 3-dimensionalen Fall jedoch lediglich
die inneren Formfunktionen eine verdnderte, einfachere Struktur haben und deren Anteil am
Gesamtaufwand sehr gering ist (siehe Abbildung 3.8), betrachten wir im Folgenden ausschlief3-
lich den 2-dimensionalen Fall. D.h. wir haben

. 1 2
U(Bok1,ka) = P(Bokrkz) © D2 ! mit (B k1 ko) (M1, 12) = 923)7,?1)(771)923)7,?2)(772)
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und
0<B<5 1<k <Ki(B), 1<k <KyB).

Die Hauptidee fiir eine Beschleunigung gegeniiber Algorithmus 3.9.1 ist, &hnlich zum Spektral-
Galerkin-Algorithmus fiir das Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix, mittels variabler Sum-
mationsreihenfolge die einfachere Struktur von ¢ € ®(99) und die Anpassbarkeit der inneren
Formfunktionen an die Quadratur auszunutzen. Betrachten wir

bDBhijs) = D > w) (k‘Q,lz)Ggf) (K, 1) Crr (11, 12)
{r,r",B'} {k] k2,ll7lg}

Gg,)r(kl’ll)Gg) (kQ’l2)U(B/,k’1,ké)a

,T

mit G(é?r(ki, l;), C’rgr(ll, ly) und V(B K} ky) analog zum letzten Abschnitt, so gibt es 24 poten-
tielle Summationsreihenfolgen fiir {k], k5,11, l2}. Unser Bestreben soll daher sein, in Abhéingig-
keit von B, B’ r,r’ die jeweils giinstigste (oder zumindest eine gute) Reihenfolge fiir {k7, kb, 11,12}
zu finden. Einige Summationsreihenfolgen kénnen wir von vornherein ausschlieflen:

Lemma 3.9.8. Fiir alle i,j € {1,2} ist die Summationsreihenfolge (1, k., ,*) mindestens
genauso effizient wie (kf,1;,*, *).

Beweis. Aus Symmetriegriinden betrachten wir 0.B.d.A (k],1;,*, ). Fiir j = 2 ergeben sich

hierbei die Fille (k7,12 11, k) und (K}, 12, kb, 11). Beide fiihren zu

DBk o) 2:22) &) (ka, )Hy) (k1 Ky ) H (K] D)

Blorr' k2
mit

Hy) (k1) = > Gk 1a)vg i iy
kg

und

HPy (kK o) = 3G (k,10)G%) (K )wl G (1, 1)
l1

(2)

Offensichtlich, da es, abgesehen von w;’”, nicht moglich ist, einen Faktor vor 212 zu ziehen,
konnen wir die Summation von 3., 3~ auch zu 37, 34, abéndern. Fiir j =1 erhalten wir

by = O O > Wil (k1 )G (KL W H (R, Ky )

By’ kL

und wir kénnen wiederum an Stelle von ) K >, auch 7, >° ), setzten, ohne dass die Sum-
mation kostspieliger wird. O

Sei i,4, 7,7 € {1,2} mit i # i und j # j, dann wollen wir zusitzlich folgende Summationsrei-
henfolgen ausschlieflen:

o (KL, k:%, l;, l;) da dies dem Aufstellen eines Blockes der Steifigkeitsmatrix entspricht,
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o (% ki, 1;) wegen der Uberlegungen aus Bemerkung 3.9.6,

’?z?

o (i, K, l;, ki) da eine effiziente Umsetzung analog zu (I;, k7, ki, l;) wire.
Insgesamt verbleiben somit:

e Vier Permutationen des Typs (I}, 5, KL k- <)

e Zwei Permutationen des Typs (I, k}, 5 % K. )

Betrachten wir die Reihenfolge (11, k7,2, k), so erhalten wir

b(kah’m Zwl(l Ggr k1, 1) Z G ll H(Z)’BB’(k27k1=l1)7
ll /B/ /

wobei

HE) o (ks KL 1) :ZHTI,B/(%,zz)érf,ral,b)G%}r(kz,lQ)

Hy pr (K, l2) = Z oo (R 12)V(Br e k-

Da Gg)r(kl,ll) ausschlieflich von Gréfen abhingt, wie sie bereits im Hilfsfeld H® auf-

tauchen, konnen wir auch auf das Aufstellen von H® verzichten und die Summation mit
annahernd gleichem Aufwand als

DBk ka) Zw Lk ) YD NG R 0 Hy g (B )G (11, 12) G (R Do),

r' Bk L2

auswerten. Dies ist vom Aufwand her jedoch wiederum &quivalent zu

DB e k) Zw L)Y ST G LR 0 H g (B 1) G (11, 12) G (R D).

lo r,B" k]

Analoge Uberlegungen fiir (I, Ky, 11, kq) zeigen uns, dass wir unseren Algorithmus auf die Be-

trachtung der vier verbleibenden Permutationen vom Typ (I;, l;, A ) einschrénken konnen.

Wir présentieren nun den Algorithmus und geben anschlieflend noch eine kurz Erlauterung.
Algorithmus 3.9.9 (Matrix-Vektor-Multiplikation (Spektral-Galerkin-Algorithmus)).

1. Widhle firi = 1,2 geeignete Quadraturregeln

D ={n) w)) 11 =0,...,a)},
welche die det |D}|-Terme aus (3.15) enthalten.

2. Firalel <r<2und0< B <5 sei

V,®p = {g((lg)ﬂ»,kl)(771)9523)771’]@)(772) 1<k < Kz’(B)} :
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LR

3. Sei IZ = (B,’r‘, k‘i,li), Iz = (B,,T‘, K lz)
Berechne firl <r <2,0<B<5 0

li <q, 1<k <K;iB):

Q
=
—
g
N—
Il
@

@), NZOB,r k) = {11 | 6D (1) # 0},
GO(L) =g, D),  NZO(B,rky) = {ls | G (1) # 0}.

,ryk2 \lg

4. Berechne fir 1 <r,r’ <3 und 0 <1; < ¢; das Hilfsfeld

C(T‘,, T, ll, l2) = é(r’,r) (771(11) s 77[(22))

5. Initialisiere b =0, HA[r' 1y,1;] = 0.
6. Berechne fir1 <r' <2, 0<1; <g
1) (2
HOW 1o, = > v a g w6 (1) G (1)
B’ k1KY
wie folgt: Fiir alle 1 <71’ <2, 0< B’ <5 berechne

(a) Sy =S #NZW(B' v K)), So =S #NZZ(B' +' K}).
k3 ki,

(b) If (g2 + 1)S1 + K1 (B')S2] < [(q1 +1)S2 + K2(B')S1]
Setze HW[K!, 15] = 0.
Addiere  HO[K}, bo]+ = v(pr gy gy wis) GO (B 1 K, 1)
fir alle 1 <k, < K{(B'), 1 <ky < Ko(B'), ly € NZP(B' v/, ky).

Addiere HO[ 1o, 1)1+ = w{VHO K}, L]GY (B 7/ k), 1)
fiir alle 1 <k, < K\(B"), 1 e NZW(B',r' k1), 0 < Iy < go.
(¢) If (g2 + 1)S1 + K1(B')S2] > [(1 +1)S2 + K2(B')S1]
Setze HW[K), 1] = 0.
Addiere H(l) [k:éa l1]+ = U(B’,ki,ké)wl(j)G(l) (B/’ TI’ ki’ ll)
fiir alle 1 <k < K1(B'), 1 <ky < Ky(B"), , e NZO(B', ' ky).
Addiere  HO[ Iy, )]+ = w> HO [k, L]GD (B, 'k, Iy)

l2

fiir alle 1 <k < K1(B"), Iy € NZW(B' +' k1), 0 < ly < go.
7. Berechne

b(B,k‘l,k;g) = Z H(Z) [7"/7l2,l1]0(7",,7“, l1712)G(1) (Il)G(Z) (IZ)

(T‘,T‘/,ll,lg)
wie folgt: Fiir alle 1 <r <2, 0< B <5 berechne

(a) Sy :=S"#NZW(B,r k), Sy := S #NZA(B,r ky).
k‘l k?2
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(b) If [2(q2 + 1)S1 + K1(B)Sa] < [2(q1 + 1)S2 + Ka(B)S1]

Setze HO)[ky, 1] = 0.

Addiere HOky, lo]+ = C(', 7,11, 1) HP [ 1o, )]G (B, 7, ky, 1)
firalle 1 < ki < K1(B), l e NZW(B,r, k1), 0< 1 <2,0< 1y < ¢o.
Addiere  b(p i, ky) T+ = H®) k1, l2]G(2) (B,r, ko, l2)

fiir alle 1 < ky < Ko(B), lo € NZP(B,r ko), 1 < k1 < K1(B).

(c) If [2(q2 +1)S1 + K1(B)Sa] > [2(q1 + 1)S2 + Ko(B)S1]

Setze H[ky, 1] = 0.

Addiere  HO[ky, 1]+ = C(', 7,11, 1) HP [ 15, 11|GP (B, 1, ka, 1)
fiir alle 1 < kg < K9(B), la e NZP(B,r k), 0< ' <2,0<1; < q1.
Addiere  b(g gy g+ = H3 ko, 1]GW (B, v, k1, 1)

fir alle 1 < k1 < K1(B), I, € NZW(B,r, k1), 1 < ky < Ko(B).

Jede der vier moglichen Summationsreihenfolgen fithrt {iber das gleiche Zwischenhilfsfeld

H®[+' 1y,11]. Die Grundidee des Algorithmus besteht darin, sowohl fiir das Aufaddieren die-
ses Zwischenhilfsfeldes

0, 0] =Y S v aywi w? GO(IHGP (1) (3.23)
B’ (k] k5}

als auch fiir die anschlieBende Berechnung des Vektors

bBhig) = >, >, HOW b, L]CW, rl,lp)GN (11)GP) (1) (3.24)
{ror'} {1 12}

die in Abhéngigkeit von (B’,r") bzw. (B,r) jeweils effizientere Summationsreihenfolge von
{k}, K5} bzw. {l1,l2} zu benutzen. Unsere Entscheidung beruht hierbei auf dem vorherigen
Abschétzen des Aufwands. Da wir stets nur iiber die Nicht-Null-Elemente zu summieren
brauchen, erhalten wir mit

Si(B,r)=> NZU(B,r k), S;(B,r')=> NZO(B k) (3.25)
k;

einen Arbeitsaufwand von Wy (B',r') = (g2 + 1)S1(B’,r’) + K1(B')S2(B’,r’) fur

HA[W 1y, 1] th l2]91(13/) K, (771(1))
mit
HW[E, 1) ZUB/ LA 953/) vk (’71(2))7
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bzw. Wi (B',r") = (1 + 1)S2(B’,1") + Ko(B')S1(B’,r') fiir

H® [T/,l2, 1] Zwl HWY kQ?ll]g(B/) 'k, (77[(1))
mit
H(l)[ 11712] ZU Bk}, ky ) 51 gg’) k] (771(11))

Analoge Betrachtungen beziiglich (3.24) ergeben daher einen Gesamtaufwand pro Matrix-
Vektor-Multiplikation von

Waw =Y _ Wi(B,r)+ > Wau(B',7'),
B,r B!

mit

Wy (B',r") = min{ (¢2 + 1)S1(B’,r") + K1(B")Ss(B’, "),
(q1 +1)S2(B',r') + Ko(B')S1(B',7") },

Wiy(B,r) =min{ 2(g2 +1)S1(B,r) + K1(B)S2(B,),
2(q1 +1)S2(B,r) + K2(B)S1(B,7) }

und S;(B,r),S;(B’,r") aus (3.25). Wie wir sehen, ist die Komplexitit von Algorithmus 3.9.9
zwar immer noch O(p%), jedoch erzielen wir eine deutliche Verbesserung der Rechenzeit
gegeniiber der 2D-Version von Algorithmus 3.9.1 (siehe Abbildung 3.8 und Tabelle 3.1, 3.2).

3.10 Bemerkungen zur Quadraturfehleranalyse

Dadurch, dass wir die Integrale fiir die Eintrige der Elementsteifigkeitsmatrizen und der Ele-
mentlastvektoren im Allgemeinen nicht exakt analytisch ausrechnen kénnen, sondern statt-
dessen auf numerische Quadraturverfahren zuriickgreifen, erhalten wir zwangslédufig nur Néhe-
rungen der exakten Steifigkeitsmatrix und des exakten Lastvektors. D.h. wir 16sen nicht das
Problem:

Finde u € V mit: a(u,v) = f(v) Yv eV,
sondern:
Finde @ € V mit: ala,v) = f(v) Yve,

wobei a(-,-) und f(-) die aus den numerischen Integrationen resultierenden Niherungen fiir
a(+,-) und f(-) sind. Fiir die Untersuchung, wie sich die numerische Quadratur auf den Fehler
u — @ g1 (o) auswirkt, kénnen wir auf das Lemma von Strang [GR92, Lemma 4.14] zuriick-
greifen. Entscheidend ist hierbei jedoch, dass wir die V-Elliptizitdt der Bilinearform af(-,-),
d.h.

a(u,u) > Cllullzpngy — YueV

garantieren miissen.
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Theorem 3.10.1 (Elliptizitit). Die von uns betrachteten Algorithmen definieren mittels ei-
ner Tensorproduktkonstruktion aus 1D Gaufi-Lobatto-Jacobi- Quadraturen GLJ,,, (siehe Ab-
schnitt 2.4) eine Quadraturregel GLJ ga , := GLJo 4 X ... x GLJ(q_1) 4 auf dem Einheitswiirfel

Q4 d € {2,3}, mit

Loy (Flm ) = 33wl o o )

11=0 iq=0

/Qd Fn, ... nqg)2@%3) | det DYl dn;y . . . dng

%

Ferner gilt mit @ := u o Fx o Dg und A := 23=24(F/ )" (A o Fy o Dg)(F})~ | det Fi|
d(u’u”KeT(N) = GLJQd,q (<Vﬂa (Dél)iljl(Dél)iTv’[w) > CHVUH%Q(K)

fiir alle wo Fg € Ty (T?) baw. uo Fg € l:[p(K)(’]'d) (siche Lemma 3.6.7 fir die Def.
von Hp(K)(’Td) und ﬁp(K)(Td)), falls ¢ > pi. Die Konstante C > 0 hdngt hierbei nur
von den Koeffizienten A sowie den Produkten |Fi (F)~
H det FIHLW(Td)H det(F')’lHLoo(Td) ab.

||230(Td) I 1 HZEO (74) beziehungsweise

Beweis. Der Beweis von
GLIgu, (Vi (D)) A(DY) TV} = Cl[Vullfa e Vuo Fic € Thyo (T%) UTlyr)(T%)

beruht zum einen auf den Eigenschaften der 1D-GLJ-Quadratur, speziell auf Lemma 2.4.1
und zum anderen auf der Spektralabschéitzung aus Lemma 3.10.2. Ein detailierter Beweis ist
in [EMO06b] zu finden. O

Lemma 3.10.2 (Spektraldquivalenz). Fiir d € {2,3} definieren wir die Matrizen
B = (Dy) (D))"
Dann gilt: Es existiert C' > 0, so dass
C~'diagB? < B? < CdiagB?,

wobei diagB? die Diagonale von B¢ bezeichnet. Die Konstante C > 0 ist unabhingig von den
Koordinaten 7.

Beweis. Siehe [EMO06b]. O

Summieren wir iiber alle Dreiecke K € 7 (N), so liefert Theorem 3.10.1 die Elliptizitéit der
Bilinearform af(-,-) fiir V = SP(Q, ), vorausgesetzt wir verwenden auf jedem Element Qua-
draturformeln mit ¢; > pg.

Bemerkung 3.10.3. Fiir hinreichend glatte Daten und Elliptizitiat der Bilinearform ap(-,-)
beeinflusst die Verwendung von Quadraturregeln nicht die Konvergenzrate der p-FEM. Siehe
hierzu unter anderem [BS92, Mn90].
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3.11 Numerische Ergebnisse

Dieser Abschnitt beinhaltet alle numerischen Ergebnisse zu den Algorithmen der letzten Ab-
schnitte, sowohl fiir den 2-dimensionalen als auch den 3-dimensionalen Fall. In all unseren
Rechnungen setzen wir A(m) = I, verfahren jedoch so, als ob wir es mit variable Koeffizi-
enten zu tun héitten. Lediglich in den explizit mit ,,const. coeff.“ gekennzeichneten Kurven
der Abbildungen 3.4 und 3.6 machen wir Gebrauch von dem Wissen, dass wir es mit kon-
stanten Koeffizienten zu tun haben. Mit diesen speziellen Rechnungen wollen wir aufzeigen,
welch enormer Geschwindigkeitsgewinn sich erzielen ldsst, wenn man die Moglichkeit hat, die
Konstanz der Koeffizienten ausnutzen zu kénnen.

Als Quadraturregeln verwenden wir stets GauB-Lobatto-Jacobi-Regeln QR = QR! x ...xQR?
mit

q qi

beziiglich der Gewichtsfunktionen
w=1fir QR!, w=(1-1n)fir QR?, w = (1 —n3)?fiir QR?.

Fiir den 2-dimensionalen Fall benutzen wir hierbei Stiitzstellenzahlen ¢; = ¢» = px und fiir
den 3-dimensionalen Fall definieren wir folgende drei Quadraturtypen:

Typ-1: ¢ =q2 = q3 = pk,
Typ-2: ¢ =q =q3=pK +1,
Typ-3:  q1 =q2 = q3 = pK + 2.

Bemerkung 3.11.1. Wie in Abschnitt 3.10 dargelegt, besitzt Quadraturtyp-1 die minimal
notwendige Stiitzstellenanzahl. Unter bestimmten Umsténden, z.B auf gestorten Gittern, kann
es jedoch sinnvoll sein, auf héhere Quadraturordnungen zuriickzugreifen (z.B. auf Typ-2, Typ-
3).

In den nachfolgenden Rechnungen sind die Lagrange-Formfunktionen ®(“%9) stets an die Qua-
dratur angepasst und wir nehmen eine uniforme Polynomgradverteilung fiir das Element K
an. D.h. wir betrachten unsere Algorithmen fiir p(K) = (p,...,p).

Alle Rechnungen wurden auf einem Pentium IV mit 2400 MHz und 1GB Hauptspeicher
ausgefiihrt. Die Tabellen 3.1- 3.4 enthalten die Rechenzeiten fiir das Aufstellen der Steifig-
keitsmatrix (gen), fiir das Durchfiihren der statischen Kondensation (sc) und fiir eine Matrix-
Vektor-Multiplikation (Av). Des Weiteren benutzen wir folgende Abkiirzungen:

KS - die Berechnung wurde fiir ®(5%) Formfunktionen durchgefiihrt,

Lag - die Berechnung wurde fiir ®(229) Formfunktionen durchgefiihrt,

blas - die Berechnung beruht auf BLAS- bzw. LAPACK-Routinen,

simple - die Berechnung wurde mit Algorithmus 3.6.12 durchgefiihrt,

sum fact. - die Berechnung wurden mittels Summenfaktorisierung durchgefiihrt,
spect Gal. - die Berechnung beruht auf dem Spektral-Galerkin-Algorithmus.

Mit DOF bezeichnen wir die Gesamtzahl der Freiheitsgrade und mit INT die Anzahl innerer
Freiheitsgrade.
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Abbildung 3.4: Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix - Rechenzeit - 2D

Assemblation - 2D

Assemblation and static condensation - 2D
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Abbildung 3.5: Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix - Rechenzeit - Blockweise - 2D

Lagr. - spect. Gal. - assemblation - 2D
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polynomial degree

KS - sum fact. - assemblation - 2D
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Abbildung 3.6: Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix - Rechenzeit - 3D

Assemblation - quadrature: q4=py ~ 3D

Assemblation and static condensation - quadrature: 4=p, - 3D
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Tabelle 3.1: KS-Formfunktionen - Rechenzeit - Quadratur: ¢; = px - 2D

pr | DOF INT | gen (sum fact) sc Av (blas) Av (sum fact)
4 15 3 1.98e-04 3.70e-05 | 3.00e-06 3.50e-05
) 21 6 2.97e-04 3.10e-05 | 4.00e-06 4.00e-05
6 28 10 4.56e-04 5.00e-05 | 4.00e-06 5.60e-05
7 36 15 6.95e-04 6.10e-05 | 8.00e-06 7.00e-05
8 45 21 1.10e-03 9.30e-05 | 9.00e-06 9.40e-05
9 55 28 1.58e-03 1.53e-04 | 1.20e-05 1.23e-04
10 66 36 2.29e-03 2.35e-04 | 1.40e-05 1.57e-04
11 78 45 3.29e-03 3.60e-04 | 1.90e-05 1.97e-04
12 91 95 4.62e-03 5.48e-04 | 2.50e-05 2.36e-04
13 | 105 66 6.40e-03 8.55e-04 | 3.70e-05 2.88e-04
14 | 120 78 8.64e-03 1.22e-03 | 4.20e-05 3.44e-04
15 | 136 91 1.13e-02 1.75e-03 | 5.90e-05 4.20e-04
20 | 231 171 4.02e-02 7.79e-03 | 2.10e-04 9.10e-04
25 | 351 276 1.00e-01 2.54e-02 | 4.04e-04 1.69e-03
30 | 496 406 2.27e-01 7.57e-02 | 6.89e-04 2.75e-03
50 | 1326 1176 2.27e+00 1.23e+00 | 4.49e-03 1.20e-02

Tabelle 3.2: Lag-Formfunktionen - Rechenzeit - Quadratur: ¢; = px - 2D

pk | DOF INT | gen (spect Gal) sc Av (blas) Av (sum fact) Av (spect Gal)
4 18 6 2.18e-04 9.60e-05 | 2.00e-06 3.40e-05 2.30e-05
) 27 12 2.96e-04 1.16e-04 | 4.00e-06 4.10e-05 2.80e-05
6 38 20 4.30e-04 1.72e-04 | 4.00e-06 5.30e-05 4.90e-05
7 51 30 6.09e-04 2.55e-04 | 8.00e-06 6.70e-05 4.40e-05
8 66 42 8.62e-04 3.35e-04 | 1.80e-05 8.80e-05 5.30e-05
9 83 56 1.14e-03 5.58e-04 | 2.70e-05 1.14e-04 6.30e-05
10 | 102 72 1.62e-03 9.30e-04 | 3.60e-05 1.54e-04 7.70e-05
11 | 123 90 2.09e-03 1.51e-03 | 4.60e-05 2.03e-04 9.40e-05
12 | 146 110 2.81e-03 2.36e-03 | 6.40e-05 2.42e-04 1.11e-04
13 | 171 132 3.54e-03 3.54e-03 | 9.10e-05 3.01e-04 1.31e-04
14 | 198 156 4.63e-03 5.26e-03 1.25e-04 3.58e-04 1.53e-04
15 | 227 182 5.70e-03 7.51e-03 | 1.75e-04 4.27e-04 1.81e-04
20 | 402 342 1.66e-02 3.67e-02 | 5.32e-04 9.00e-04 3.61e-04
30 | 902 812 7.74e-02 4.03e-01 | 2.08e-03 2.69e-03 9.70e-04
40 | 1602 1482 3.02e-01 1.93e+00 | 7.00e-03 6.09e-03 2.11e-03
50 | 2502 2352 8.43e-01 7.31e+00 | 1.51e-02 1.15e-02 3.98e-03
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Tabelle 3.3: KS-Formfunktionen - Rechenzeit - Quadratur: ¢; = px - 3D

pk | DOF INT | gen (sum fact) sc Av (blas) Av (sum fact)
4 35 1 6.00e-03 1.43e-04 | 5.00e-06 7.65e-04
) 56 4 1.20e-02 2.76e-04 | 9.00e-06 1.20e-03
6 84 10 2.25e-02 6.24e-04 1.90e-05 1.81e-03
7 120 20 3.87e-02 9.92e-04 | 3.60e-05 3.23e-03
8 165 35 7.25e-02 2.45e-03 | 6.90e-05 4.35e-03
9 220 56 1.29e-01 5.57e-03 | 1.25e-04 6.92e-03
10 | 286 84 2.14e-01 1.16e-02 | 2.34e-04 9.47e-03
11 | 364 120 4.02e-01 2.48e-02 | 4.11e-04 1.28e-02
12 | 455 165 5.22e-01 5.00e-02 | 6.36e-04 1.63e-02
13 | 560 220 7.90e-01 9.71e-02 | 9.23e-04 2.22e-02
14 | 680 286 1.12e+00 1.83e-01 | 1.34e-03 2.78e-02
15 | 816 364 1.60e+00 3.37e-01 | 1.88e-03 3.61e-02
20 | 1771 969 8.21e4-00 3.98e+4-00 | 9.07e-03 9.78e-02
25 | 3276 2024 2.80e+01 2.47e401 | 3.08e-02 2.17e-01
30 | 5456 3654 7.59e+01 1.10e4-02 | 8.52e-02 4.19e-01

Tabelle 3.4: Lag-Formfunktionen - Rechenzeit - Quadratur: ¢; = px - 3D

pk | DOF INT | gen (spect Gal) sc Av (blas) Av (sum fact)
4 35 1 5.99e-03 1.35e-04 | 4.00e-06 7.69e-04
) 60 8 1.18e-02 3.30e-04 | 1.00e-05 1.21e-03
6 101 27 2.27e-02 1.03e-03 | 2.70e-05 1.97e-03
7 164 64 4.13e-02 3.29e-03 | 7.10e-05 3.03e-03
8 255 125 8.02e-02 1.12e-02 1.81e-04 4.37e-03
9 380 216 1.45e-01 3.44e-02 | 4.42e-04 6.75e-03
10 | 545 343 2.46e-01 1.12e-01 8.27e-04 9.15e-03
11 | 756 512 3.90e-01 3.12e-01 | 1.56e-03 1.23e-02
12 | 1019 729 6.21e-01 7.70e-01 2.85e-03 1.59e-02
13 | 1340 1000 9.65e-01 1.63e+00 | 5.18e-03 2.13e-02
14 | 1725 1331 1.43e4-00 3.25e+00 | 8.56e-03 2.73e-02
15 | 2180 1728 2.13e4-00 6.29e4-00 | 1.37e-02 3.52e-02
20 | 5715 4913 1.34e+01 1.01e4-02 | 9.30e-02 9.49e-02
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Abbildung 3.7: Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrix - Rechenzeit - Blockweise - 3D
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Abbildung 3.9: Verschiedene Quadraturen - Assemblieren und Matrix-Vektor-Multiplikation

- Rechenze
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3.12 Auswertung der numerischen Ergebnisse

In den letzten Abschnitten haben wir verschiedene Algorithmen fiir das Aufstellen der Ele-
mentsteifigkeitsmatrix sowie einer ,,on the fly“ Matrix-Vektor-Multiplikation untersucht. Wir
betrachteten einerseits die Karniadakis & Sherwin-Formfunktionen ®(55) in Verbindung mit
dem Standardalgorithmus und der Summenfaktorisierung, anderseits fiihrten wir die mo-
difizierten Formfunktionen ®(“%9) ein und erméglichten damit eine Verallgemeinerung der
Spektral-Galerkin-Idee aus [MGS01] auf Dreiecks- und Tetraederelemente. Um die verschie-
denen Algorithmen numerisch vergleichen zu koénnen, haben wir die Verfahren sowohl fiir
den 2-dimensionalen als auch den 3-dimensionalen Fall implementiert und sind zu folgenden
Feststellungen gelangt:

e Das Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrizen mittels Standardalgorithmus 3.6.12 ist
in jedem Fall die langsamste Methode, ist jedoch am einfachsten zu implementieren und
stellt keine speziellen Bedingungen an die Struktur der Formfunktionen.

e Aufgrund der vergroBerten Anzahl innerer Formfunktionen erhalten wir mit ®(5e9)
eine bessere Approximation der Losung. Des Weiteren ist in 2D das Aufstellen der
Steifigkeitsmatrix mittels Spektral-Galerkin-Algorithmus in Verbindung mit den ange-
passten Formfunktionen ®(“99) deutlich schneller als das Aufstellen der Steifigkeits-
matrix fir ®59-Formfunktionen mit Summenfaktorisierung. In 3D besitzen die an-
gepassten Formfunktionen ®(L%9) die circa 6-fache Anzahl innerer Formfunktionen ge-
geniiber ®K5) Trotzdem ist die Rechenzeit fiir das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix mit
dem Spektral-Galerkin-Algorithmus und ®9) fiir praktisch relevante Polynomgrade
(pr < 15) anndhernd gleich zur Summenfaktorisierung fiir ®(K5)_Formfunktionen.

e Die statische Kondensation ist wegen der vergroflerten Anzahl innerer Formfunktionen
fiir ®L99)_basierte Steifigkeitsmatrizen langsamer als bei Verwendung von ®59). Fiir
2D sind die Rechenzeiten fiir das Aufstellen der kondensierten ®(~%9)-basierten Steifig-
keitsmatrix mittels Spektral-Galerkin-Algorithmus und die Rechenzeit fiir das Aufstel-
len der kondensierten ®(55)_basierten Steifigkeitsmatrix mittels Summenfaktorisierung
bis zu einem Polynomgrad p; < 20 nahezu identisch. In 3D gilt dies nur fiir Polynom-
grade pi < 8.

e Fiir Elemente mit konstanten Koeffizienten und affiner Elementtransformation Fx 14sst
sich der Prozess des Aufstellens der Elementsteifigkeitsmatrix deutlich beschleunigen.

e Betrachten wir eine hp-FEM-Implementation, welche an Stelle des expliziten Aufstellens
der Steifigkeitsmatrix eine ,on the fly“ Matrix-Vektor-Multiplikation benutzt (insbeson-
dere in Verbindung mit dem PCG-Algorithmus fiir das Losen des Gleichungssystems
weit verbreitet), so erhalten wir in 2D eine signifikante Rechenzeitersparnis bei Verwen-
dung von ®(L%9)_Formfunktionen in Verbindung mit Algorithmus 3.9.9. Asymptotisch ist
die ,,on the fly* Matrix-Vektor-Multiplikation sogar schneller als eine auf Blas-Routinen
basierende Matrix-Vektor-Multiplikation, wobei hier sogar noch der Aufwand fiir das
Aufstellen der Matrix hinzukommt.
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Kapitel 4

Randkonzentrierte hp-FEM

Die randkonzentrierte Finite-Element-Methode stellt eine spezielle Variante der hp-FEM dar
und wurde erstmals in [KMO3] vorgestellt. Mit ihrer a priori Vorgabe von Netzstruktur und
Polynomgradverteilung vereint sie FEM-typische Eigenschaften mit den Vorteilen der BEM zu
einer iiberaus effektiven und leistungsfahigen Methode. Das Haupteinsatzgebiet der randkon-
zentrierten FEM sind hierbei elliptische Randwertaufgaben mit analytischen oder stiickweise
analytischen Koeffizienten, deren Losungen, bedingt durch Randeffekte, wie zum Beispiel
Randbedingungen von niedriger Regularitdt oder komplizierten Geometrien, jedoch gerin-
ge globale Regularitit aufweisen. Eine der wesentlichen Eigenschaften der randkonzentrierten
FEM ist die Reduktion der Anzahl von Freiheitsgraden auf eine Gréfie proportional zur Menge
der Knoten am Rand. Gemessen in Fehler gegen Freiheitsgrade besitzt die randkonzentrierte
FEM damit gleiche Konvergenzeigenschaften wie eine h-BEM, bendétigt jedoch keine Fun-
damentallosung und fiihrt zudem auf FEM-typische schwach besetzte Steifigkeitsmatrizen.
Speziell fiir Kontakt- und Steuerungsprobleme wire eine Verwendung der randkonzentrierten
FEM denkbar.

Nach einer kurzen Zusammenstellung der aus [KM03] stammenden Grundlagen der randkon-
zentrierten FEM werden wir in diesem Kapitel

e eine verbesserte Konvergenzrate der randkonzentrierten FEM im Gebietsinneren bewei-
sen (Abschnitt 4.2) sowie

e cinen Vorkonditionierer konstruieren, um speziell auch Probleme mit Neumann- oder
gemischten Randbedingungen effektiv l6sen zu kénnen (Abschnitt 4.3).

All unsere theoretischen Ergebnisse werden stets durch numerische Beispiele verifiziert. !

4.1 Grundlegende Idee und Eigenschaften

Fiir die nachfolgenden Abschnitte {iber die lokale Fehleranalyse und schnelle Loser ist ein
Versténdnis der grundlegenden Ideen der randkonzentrierten FEM zwingend notwendig. Wir
beginnen daher mit einer kurzen Zusammenstellung der fiir uns wichtigsten Resultate aus
[KMO3]. Die Darstellungen in [KMO03] beschrénken sich auf 2-dimensionale polygonale Lipschitz-
Gebiete mit affinen Elementtransformationen sowie reine Dirichlet- bzw. reine Neumann-
Randbedingungen. Obwohl sich die Resultate aus [KMO03] auch auf 3D Probleme, gemischte

'Kapitel 4 beinhaltet im Wesentlichen die Ergebnisse aus [EM06a, EMO05b].
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Randbedingungen und nichtaffine Elementtransformationen iibertragen lassen, wollen wir vor-
erst an den in [KMO3] getitigten Annahmen festhalten. Erst im spéteren Kapitel 4.3 werden
wir explizit auch den 3D Fall und gemischte Randbedingungen mit einbeziehen.

Fiir diesen und den nachfolgenden Abschnitt 4.2 sei daher das Gebiet ) vorerst ein 2-
dimensionales polygonales Lipschitz-Gebiet, auf dem wir Problem 3.1.2 mit reinen Dirichlet-
oder reinen Neumann-Randbedingungen betrachten.

4.1.1 Regularitiat der Losung, Voraussetzungen an die Daten

Der Einsatz der randkonzentrierten Finite-Element-Methode verlangt eine Verschérfung der
Annahme 3.1.3. Fiir dieses Kapitel soll daher gelten:

Annahme 4.1.1 (randkonzentrierte FEM - Voraussetzungen an die Daten).

o Die Koeffizienten A, b, ag und die rechte Seite f sind analytisch auf €.

o Es existiert ein 0 € (0,1], so dass fir die Lésung u von Problem 3.1.2 die Regularitit
u € H'(Q) gegeben ist.

Obwohl durch die Voraussetzungen an die Daten die Analytizitdt der Losung u auf 2 bereits
gesichert ist (sieche [Mor66]), bleiben, wenn wir uns dem Rand 02 ndhern, héhere Ableitungen
von u nicht notwendigerweise beschrankt. Mit Hilfe der in [KMO03] eingefiihrten Raume B%f s
und des Lemmas 4.1.3 (sieche [KM03, Thm. 1.4]) iiber die Regularitit der Losung gelingt es
jedoch eine Kontrolle iiber das Anwachsen dieser Ableitungen zu erhalten:

Definition 4.1.2. Fiir § € (0,1) und C,~ > 0 sei
B2 5(C,v) = {u € HY(Q) 0 () | u geniigt (4.1)},
wobei mit r = r(z) = dist(z, 92) Bedingung (4.1) gegeben ist durch

< CHy"n! Vn € Ny. (4.1)

[ull grsy <C und @)

T1—5+nvn+2u‘

Lemma 4.1.3 (Regularitéit der Losung). Sei Q ein Lipschitz-Gebiet. Seien A, b, ag, [ ana-
lytisch auf Q und v € H'9(Q), § € (0,1], die Losung von Problem 3.1.2. Dann gilt:

1. w ist analytisch auf €.

2. Es existieren Konstanten Cy, vy, > 0, welche nur vom Gebiet 2, den Koeffizienten A b,
ap und 9, ||lul[g1+sq) abhingen, so dass u € B2 s(Cuyvu)-

Beweis. [KMO03, Theorem 1.4]. O

4.1.2 Netze, Polynomgradverteilungen, FE-Riume, Approximation

Die Hauptidee der randkonzentrierten FEM besteht darin, durch eine geeignete a priori Vor-
gabe von Netzstruktur und Polynomgradverteilung die Regularitétseigenschaften der Losung
bestméglich auszunutzen.

Wir beschriinken uns hierbei auf v-formregulire Netze N = {(K, Fx )}, d.h.

B 1Pk oo ey + o | (F;()*HLOO(K) <7, hi =diam(K) VK € T(N)
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Abbildung 4.1: Beispiele einer randkonzentrierten Vernetzung

S EEE R
TTTRTRT
AL EhS

bestehend aus Dreiecken K = Fi(72) mit Fi : R? — R? affin fiir alle K € T(N).
Der fiir die randkonzentrierte Finite-Element-Methode geeignete Netztyp ist das geometrische
Netz mit Verfeinerung zum gesamten Rand hin:

Definition 4.1.4 (geometrisches Netz). Ein ~-formregulires Netz N = {(K, Fx)} heifit
geometrisches Netz mit Randgitterweite h, falls Konstanten Cy, Cs > 0 existieren, so dass fiir
alle K € T(N) gilt:

1. h < hg < Coh fiir alle KNOQ # 0

2. Cy inf r(z) < hg < Cy sup r(z) fiir alle K N 9Q = (.
ek zeK
Abbildung 4.1 zeigt typische Vertreter randkonzentrierter Netze. Wie wir hierbei und anhand
von Definition 4.1.4 sehen konnen, ist die Einschrinkung des Netzes auf den Rand stets
ein quasi-uniformes Gitter mit Randgitterweite h. Als direkte Folgerung aus Definition 4.1.4
ergibt sich auflerdem:

Lemma 4.1.5. Sei N ein geometrisches Netz mit Randgitterweite h im Sinne von Definiti-
on 4.1.4. Dann existieren Konstanten Cy und Cs, die nur vom Formreqularititsparamter -~
sowie den Konstanten Cy und Co aus Definition 4.1.4 abhingen, so dass

1. inlf(r(x) > Cihg VK eTN) mit KNoQ =10,
S

2. sup r(z) < Cohg VKeTWN).

zeK
Beweis. (1) Sei K € T(N) mit K N oQ = (. Wegen der Formregularitiit gilt fiir den
Durchmesser eines jeden Dreiecks K’ mit K N K’ # () die Abschétzung hgr > C,hi. Da
der Abstand von K zum Rand jedoch nicht kleiner sein kann als die kleinste Hohe seiner
Nachbarelemente, folgt die erste Behauptung allein aus der Formregularitét.
(2) Fiir K € T(N) mit K NN # ( ist die Behauptung offensichtlich. Sei nun K N 9Q = (),
dann gilt

< inf h
jg}};r(m) < I12}(7“(33)—{— K
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und aus Definition 4.1.4 folgt die Behauptung

sup r(z) < inf r(z) + hg < (1+C1) hi.
rxeK zeK

O

Die in Verbindung mit geometrischen Netzen geeignete Polynomgradverteilung ist die so ge-
nannte lineare Polynomgradverteilung:

Definition 4.1.6 (lineare Polynomgradverteilung). Sei A/ ein geometrisches Netz mit Rand-
gitterweite h. Die Polynomgradverteilung p(N') heifit linear mit Anstieg o > 0, falls fiir
Konstanten C1,Cy > 0 gilt:

h h
1+aCllogTK nggl—l—anlogTK VK € T(N). (4.2)
Korollar 4.1.7. Sei N ein geometrisches Netz mit Randgitterweite h und p(N') eine lineare
Polynomgradverteilung mit Anstieg o > 0. Dann gilt fiir die FE-Rdume aus Definition 3.5.7:
e dim SP(Q,N) < Ch7L,

e max < C|loghl,
KeT(N)pK_ [ og b

e Clpy <px <Cpgr VK, K € T(N) mit KNK' #0
Beweis. Siehe [KMO03]. O

Eine der wichtigsten Aussagen iiber die randkonzentrierte FEM charakterisiert ihre globale
Approximationseigenschaft. Das folgende Theorem zeigt, dass sich die randkonzentrierte FEM
beim Verhéltnis von Fehler gegeniiber Freiheitsgraden analog einer h-BEM verhiilt:

Theorem 4.1.8. Seien die Annahmen 3.1.3 und 4.1.1 erfillt und sei v € H'T(Q) die
Lésung von Problem 3.1.2. Sei N ein geometrisches Netz mit Randgitterweite h und p(N') eine
gemdfs Definition 8.3.6 zuldssige lineare Polynomgradverteilung mit Anstieg o hinreichend
grof3. Dann gilt fiir die zugehirige FE-Lisung uy € SP(Q,N) die globale Fehlerabschitzung

lu — un | i) < CN7°,
wobei N = dim SP(Q,N) = O(h™1).

Beweis. Siehe [KM03, Thm. 2.13]. O

4.2 Lokale Fehleranalyse

Nachdem wir die Grundziige der randkonzentrierten FEM aus [KMO03] kurz vorgestellt haben,
kommen wir nun zu einem neuen Resultat, dem Beweis einer gegeniiber der globalen Konver-
genz verbesserten Konvergenz im Gebietsinneren. Wir schrinken uns hierbei auf Dirichlet-
Randbedingungen ein (sieche Bemerkung 4.2.26) und um den technischen Aufwand zu verrin-
gern betrachten wir zudem das Poissonproblem. D.h. unser Modellproblem fiir Abschnitt 4.2
lautet:
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Problem 4.2.1 (Poissonproblem - schwache Formulierung). Finde zu vorgegebenen Randbe-
dingungen gp und rechter Seite f ein u € H'(Q), so dass

You =gp und /(Vu, Vou)dQ = /fde Vv e Hi(Q).
Q Q

Wie bereits in Kapitel 3 besprochen, fiihrt Problem 4.2.1 zu folgender hp-FE-Diskretisierung:

Problem 4.2.2 (Poissonproblem - hp-FE-Formulierung). Finde ein u € SP(Q,N), so dass

You = gn und /(Vu,Vv>dQ:/fde VoeSyQ,N),
Q Q

wobei gy, die L?-Approzimation von gp bezeichnet (siche Problem 3.3.9).

N bezeichnet hierbei wie iiblich eine Vernetzung des Gebiets © und SP(Q,N') den FE-Raum
beziiglich /' und einer zugehorigen Polynomgradverteilung p(N).

Der Beweis der lokalen Fehleranalyse wird die Losung des dualen Problems einbeziehen. Hier-
bei ist folgende Forderung beziiglich Losbarkeit und Regularitéit wesentlich:

Annahme 4.2.3. Es existiert ein §y € (0,1], so dass fiir jede fixierte kompakte Teilmenge ein
C > 0 existiert und fiir beliebiges K € T(N') mit K C Q' das Problem: Finde ein z € H} ()
mit

/VszdQ = /ede Vv e HYQ),
Q K

eine eindeutige Losung z € H'T%0(Q) besitzt, fiir welche gilt

oo ony = Cllellr2q)-

12l zr1+20 () + 722l
Bemerkung 4.2.4. Fiir den Fall eines polygonalen Gebietes bezeichne cunq, € (0,27) den
grofiten Innenwinkel von Q. Dann gilt (siehe [Gri85]) fiir jedes s € [0,1] N [0, 7/maz) 2z €
H™(Q) und v,z € H-1/?5(9Q) zusammen mit der a priori Abschitzung

< Csllell 2 (xy-

Ilresiay + 112l oy <

Fiir allgemeine Lipschitz-Gebiete gilt die Annahme 4.2.3 fiir jedes dy < 1. [Nec64] zeigt die
Abschitzung ||z[| girso ) < CllellL2x) fiir jedes do < 1/2 und [Nec¢67, Thm. 3.1, Chap. 5]
zeigt die Abschétzung [[y1ull gao-1/2(90) < Cllellz2 (k) fiir den Fall 6 = 1/2.

Kommen wir nun zur Formulierung der Hauptaussage beziiglich lokaler Konvergenz im Ge-
bietsinneren:

Theorem 4.2.5 (lokale Fehlerabschitzung). Sei ) C R? ein polygonales Lipschitz-Gebiet und
Q' cc Q eine kompakte Teilmenge. Es seiu € H'T0(Q), 6 € (0,1], Losung von Problem 4.2.1
und es gelte die Annahme 4.2.3. Sei up, die FE-Lésung des Problems 4.2.2 beziiglich eines
geometrischen Netzes N mit Randgitterweite h und zuléissiger linearer Polynomgradverteilung
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p(N) mit Anstieg a. Dann existiert ein (3 € (0,00], so dass fiir a hinreichend grof$, abhingig
von u, und alle Elemente K € T(N) mit K C Q' gilt:

w—upll o < Choth < CN_‘S_B, 4.3
L2(K)

lu — uh|W’€72(K) < Cp%ch‘ﬂ'ﬁ < C(log N)** N5, (4.4)
lu — Uh|wk,oo([() < Cpif+2h5+ﬁ < C(log N)#+2N—0-8, (4.5)

N = O(h™1) bezeichnet hierbei die Dimension des Raumes SP(Q, N'). Die Konstanten o, 3, C
sind unabhdngig von h und somit unabhdngig von N, hingen jedoch von den Netzparametern
aus den Definitionen 4.1.4, 4.1.6 ab. Die Grifle B hingt zusdtzlich von dem Gebiet ' und
die Konstante C von €, k ab.

Bemerkung 4.2.6. Fiir Anmerkungen beziiglich typischer Werte von 8 verweisen wir auf den
Abschnitt 4.2.3.

Der Beweis vom Theorem 4.2.5 erfordert zahlreiche und oft recht technische Hilfsaussagen. Der
besseren Ubersicht wegen haben wir all diese Hilfsaussagen in den Abschnitt 4.2.1 verschoben.
Eine zentrale Rolle im Beweis von Theorem 4.2.5 spielt die Gewichtsfunktion wg 7

Definition 4.2.7 (Gewichtsfunktion). Sei A eine geometrische Vernetzung mit Randgitter-
weite h. Fiir einen Parameter € (0, 2] definieren wir die Gewichtsfunktion wg s durch:

() |

wobei r(z) = dist(z,9Q) und I die Interpolation in den Raum der auf N stiickweise linearen
Funktionen, mit [[u](z) = u(x) in allen Netzknoten, bezeichne.

wgr(x) =1

Neben der Gewichtsfunktion wg 7 bendtigen wir noch folgendes Hilfsproblem:

Definition 4.2.8 (Hilfsproblem). Unter den Voraussetzungen von Theorem 4.2.5 seien z €
H}(Q) und 2, € S§(Q,N) gegeben durch

e Finde 2z € H} (), so dass

—Az = xp(u—up) auf Q@ und oz = 0 auf 012,
bzw. in schwacher Formulierung

/Vz - VoudQ = /(u —up)vdQ Vo e HH Q). (4.6)
0 K

e Finde z;, € S§(Q,7), so dass
/Vzh-Vde:/(u—uh)de VoeSHQN). (4.7)
0 K

Fiir Aussagen und Beweise zu den Eigenschaften der Gewichtsfunktion wg 7 sowie den Eigen-
schaften der Hilfsfunktionen z und z; verweisen wir abermals auf Abschnitt 4.2.1 und wenden
uns nun dem Beweis von Theorem 4.2.5 zu.

66



Beweis. (Theorem 4.2.5) Wir beginnen mit der Abschitzung (4.3): Sei YV := H%(aﬁ) und
Y* .= H 7%(39), so folgt aus der Greenschen Formel (siehe [Gri85, Lemma 1.5.3.7, Lem-
ma 1.5.3.9])

/(u—uh)de = —/Az(u—uh)dQ = /Vz-V(u—uh)dQ— (Y12, U — Up)ye sy -
K Q Q
Einsetzen der Randbedingungen und Ausnutzen von Galerkin-Orthogonalitidten beziiglich uy,

und zj sowie Ausnutzen der L2(952)-Orthogonalitiit von gy, liefert fiir beliebiges Tu € SP(2, N)
mit uplan = Tu|pg und beliebiges ¢ € (YP(Q,N))*

/(u —up)?dQ = /V(z —zp) - V(u —up)dQ — (712,9 — gn)v+xy
p 0

= /V(z —2p) - V(u—ITu)dQ — (712 — ¢,9 — gn)y =y -
Q

Bringen wir nun die Gewichtsfunktion wog 7 als produktive Eins ein und wenden die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung an, so erhalten wir

lo— oy < V@7V = 28)| 200

12 = qlly=llg — gnlly-

_|_
L2(2)

V(u— Iu)

1
’ VW2B,T

Fir gentigend grofies « folgt nun die Behauptung aus g — g, = vo(u — uy), dem Spursatz

lg =9l 3 50y = I0(w —un)ll 3 o) < Cllu = unllm o) < Chd

sowie Lemma 4.2.14, Lemma 4.2.17 und Lemma 4.2.20.

Betrachten wir als Niichstes die Abschéitzung (4.4): Sei 72 das Referenzdreieck und die Trans-
formation einer Funktion auf das Referenzelement mit einem Dach markiert. Aus der Formre-
gularitit der Vernetzung und da aus K C ' ccC Q die Abschétzung h i = Cqr folgt, erhalten
wir

u = unlyroy < ChyFli = tnlwraire) < Crarli = dlwne(zz) + Crarld — dnlwre(re

fiir beliebiges ¢ € II, (T?). Mittels inverser Ungleichungen (siche [Sch98, (4.6.5)]) ergibt
sich daraus

lu—unlyragiy < Croli = dlypraggy + CraPI1d — nll pa gy
< Crolt— (j|Wk,2(K) + Ck,g/z‘?%ll@ - @h||L2(f<) + C’kﬂ/ﬁ%ﬂﬂ - q”ﬂ(f()
< Crop™|a- Qllyyri.co iy + Crop**|ld — nll g2 i)
< Crop™la— Qllyyr.ce gy T Crorh DM lw = unl 2y

wobei p den Wert des maximalen und p den Wert des minimalen Eintrags von p(K ) bezeichne.
Schlielich, durch Ausnutzen von p < Cp (Korollar 4.1.7), hy > Cgq, der Analytizitit von

u auf O/, dem Korollar [Mel02, Corollary 3.2.17] und Abschitzung (4.3) erhalten wir fiir o
hinreichend grofl und g € (0, dp] (wie in Abschétzung (4.3)):

lu — uh|wk,2(j() < Ck,Q/]_sze_bE + Ck,Q’Z_QQkh6+6 < Ck,Q/p%Ch(H—ﬁ-
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Fiir die Abschétzung (4.5) gehen wir wie im Beweis zu Abschitzung (4.4) vor: Als erstes
transformieren wir K auf das Referenzdreieck 72 und schieben anschlieBend ein beliebiges
Element ¢ € Hp( i)

(K) ein:
u = unl koo iy < Co|t = Qlyprce gy + Crarlin = Qlyece iy
Nutzen wir abermals inverse Ungleichungen (siehe [Sch98, (4.6.1), (4.6.5)]), so erhalten wir
lu—unlyreogy < Crolt—lyrs iy + Ch. ¥ s, — Al oo ()

< Ck,Q/‘a - (j‘wk,oo(f() + Ck,Q’]?QIH—Q”ah - (jHLQ(K)

b = dlley < 8= anll gy + It = @ll gy < 18— @l oy + 1R = dll o

gelangen wir schliellich zu
—2k+2| 5 _ A —9k+2)1
| = uplyrco ey < B 2N = dllynoe () + CroP™ 2l — anll 2 )

und die gewiinschte Abschiitzung folgt analog zum Beweis von Abschéitzung (4.4). O

4.2.1 Hilfsaussagen

In diesem recht technischen Abschnitt stellen wir alle notwendigen Lemmata, die fiir den
Beweis von Theorem 4.2.5 eine Rolle spielen, bereit. Beginnen wollen wir dabei mit dem
Vorstellen eines Gaufl-Lobatto-hp-Interpolationsoperators fiir nicht uniforme Polynomgrad-
verteilungen.

Ein hp-Interpolationsoperator

Theorem 4.2.9. Sei T2 das Referenzdreieck mit den Kanten ey,...,e3. Sei k > 3/2 und
p(K) = (p1,p2,p3,PK) eine Polynomgradverteilung mit

p:i= min_p;, p:= max_p; < pk.
- i=1,...,3 i=1,...,

Ferner bezeichne

ip  C((=1,1) > Py, wripu(z) = > u(&)li(z)
=0

den eindimensionalen Gaufs-Lobatto-Interpolationsoperator, wobei die Gauf-Lobatto-Punkte
&, i =0,...,p, die Nullstellen des Polynoms x — (1 — x*)L (x) sind (siehe Abschnitt 2.4)
und

1%

L= Z

0% TS
J#i

die zugehorigen Lagrange-Interpolationspolynome. Dann existiert eine Konstante C > 0 und
ein linearer Operator I : H*(T?) — o) (T?), so dass

1. (Tu)le, = ip, (ule,) fiirie{1,...,3},
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2. Tu = fiir alle u € Hp(K)(Tz),
8. | ull 72y < C(L+p'/p)|ull g1 (72 fiir alle w € Py (T?),
4 N Tul g2y < C(L+9'/p)ul g 72y fiir alle u € Pp(T?).
Weiterhin gelten folgende Approximationseigenschaften, wobei die Konstante Cj, > 0 einzig
von k abhdngt:
v —Tullgrz2y < Ck?j_(k_l)HUHHk(ﬂ),

lu = Tull oo < Crp~ * Dl grirey,  i=1,...,3.

Beweis. Siehe [EMO06a]. O

Die Gewichtsfunktion wg 1

Als Nichstes beschiftigen wir uns mit den Eigenschaften der in Definition 4.2.7 eingefiihrten
Gewichtsfunktion wg 7.

Lemma 4.2.10 (Eigenschaften von wg 7). Sei N eine geometrische Vernetzung mit Randgit-
terweite h und wg 1 gegeben durch Definition 4.2.7. Dann existieren Konstanten C1,...,Cy >
0, die nur von der Formregularititskonstanten ~v und den Konstanten aus Definition 4.1.4
abhingen, so dass fiir alle K € T(N') und beliebiges 3 € (0,2] gilt:

h\?
1. inf >Cy | —
i fear(@l 2 G ()

h B
2. suplwgr(z) < Ch (h—> ,
zeK K

w X w X
3. |Vwsr(x)| =Chrx < 035%() < 045%()) Vzek.

Beweis.

1. Die Einschrankung von wg7(x) auf das Dreieck K ist eine affine Funktion, die in den

B
Eckpunkten von K mit der nicht interpolierten Gewichtsfunktion &g (x) = <#($))

iibereinstimmt. Folglich gilt

h B
infloar @) > i oo @) = it (5775

und die fiir das geometrische Netz geltenden Abschitzungen r(x) < Chx und h < Chg
liefern

WO a0\ IR
inf ([ ———~| >C°({— | >min{C",C — ] .
£2K<h+r(x)> = (hK> = min{C, }<hK>
2. Analog zu Punkt (1) gilt
h B
sup |\wg.r(x)| < sup |wgr(z)| =sup | ———=
sup (o) < sup [ ()] = sup (7= )
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Chy fiir alle K € T(N) mit KNQ = () bzw. h > Chy fiir alle K € T(N)
folgt

su < h >B<Cﬁ<h>ﬁ<ma{0002}<h>ﬁ
_r A ~ ’ v

ver \htr@) =7 \hx) = Ik

. Betrachten wir die Funktion

h B
—_— R
x'—}<h+xh}(> R T € K,

so existiert laut Mittelwertsatz fiir zo > 21 > 0 ein £ € (z1, 22), so dass

( h )ﬁ_< h )ﬁ_ﬁm—xl)hk( h >ﬁ 18)
h+ z1hi h+axohy ) h+Ehy h+&hg ) .

Ferner, da wgr(x) auf K affin ist, gilt |Vwg r(z)| = Cg 1 i fiir alle z € K. Mit der
~v-Formregularitét des Netzes erhalten wir

und aus 7(x)

>
mit K NQ # 0

Cs1 K < C'h;(1 sup wg,7(x) — inlf( wp,7(T)
jAS]

zeK

9

wobei die Konstante C nur von ~ abhéngt. Folglich, aus der Definition von wg 7 (z) in
Verbindung mit Lemma 4.1.5, ergibt sich:

'p(ﬁ)ﬁ‘ R0 40
(rrere) - (%)ﬁ'  KNo0—0

wobei die Konstanten C1,Cs > 0 wiederum nur von der Formregularitéitskonstanten
abhéngen. Wenden wir nun Ungleichung (4.8) an, so fiihrt dies auf

Car.re < Chit

B _
h h )
Ca h+£IfhK <h+§1hK) c KNoQ#0D

Cpr.rc < CBhy 8
14y h h . - N
C1 = Colyese () : KRN0 =10

mit & € (0, CQ) bzw. & € (Cl,CQ). Da hx < Ch und & > C erhalten wir

1 fiir alle K € T(N) | KNOQ £ 0

B —
(h+lth> firalle K e 7T | KNoQ =10

Car.rc < CBhy {

und die Behauptung folgt aus hx > Cr(z) fiir alle K € T(N) und h > Chg falls
KNoQ #0.

O

Lemma 4.2.11. Sei Q € R? ein polygonales Gebiet und N eine geometrische Vernetzung
mit Randgitterweite h. Ferner sei die Gewichtsfunktion wg 1 gegeben durch Definition 4.2.7.
Dann existiert ein 3’ € (0,2] sowie ein zugehiriges Cg > 0, wobei ' nur vom Gebiet 2, der
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Formregularitdtskonstanten v und den Konstanten aus Definition 4.1.4 abhdngt, so dass fiir

alle 3 € (0, '] und alle f € HE(Q) gilt:

Hr_l\/wﬁvaHLQ(Q) < Cp \/WB,TVme(Q)’ (4.9)
lrwsr fll oy < Colws Vil - (4.10)

Beweis. Da f € H}(Q) kénnen wir Hardys Ungleichung (siehe [Gri85, Thm. 1.4.4.3]) anwen-
den:

f
Nezzed LT i Vezz2 g e
(4.11)
Cy /
<O lV@ar Vil e + 5 WV%T o
, L
Aus Lemma 4.2.10 - Eigenschaft 3 folgt:
2 2 2
Vws T < (CyP)? / (f,/—wm> dQ = (czﬁ)QH,/—wwi (4.12)
V@BT L2(Q) 5\ "Lz @)

Kombinieren wir nun die beiden Ungleichungen (4.11) und (4.12), so erhalten wir fir 2 —

01026 >0

20
< m V@BV L2 -

|\

|L2(Q)
woraus sich fiir beliebiges 0 < 8 < 2(C1C2)~! und Cy = %&26, die Abschétzung (4.9)
ergibt. Fiir Abschéitzung 4.10 gehen wir vollig analog vor. Die Hardy-Ungleichung liefert

<C ||WB,TVfHL2(Q) + Gy ||fVW6,THL2(Q) (4-13)
L2(Q)

e
UJﬁ;]’T

und aus Lemma 4.2.10 folgt

2
1FVws 1720y < (C28)? Hwﬁ,Ti

r

. (4.14)
L2(9)

Die Kombination beider Ungleichungen ergibt auch hier wieder die gewiinschte Abschéitzung.

O

Interpolationsoperator Sgp(Q,N) — SE(QLN)
Lemma 4.2.12. Sei Q € R? ein polygonales Gebiet und N' = {(K, Fx)} eine geometrische
Vernetzung mit linearer Polynomgradverteilung p(N'). Ferner sei der lineare Operator I :
SIP(Q,N) — SP(Q,N) gegeben durch:

[Tu] (z) := [i (o FK)] (Fi'z) VazeR VK € TIN),

wobei I den Operator aus Theorem 4.2.9 bezeichne. Dann ezistiert ein 3 € (0,2] sowie ein
zugehoriges Cg > 0, wobei 3’ nur vom Gebiet Q, der Formregularititskonstanten vy und den
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Konstanten aus den Definitionen 4.1.4, 4.1.6 abhdingt, so dass fiir alle § € (0,0'] und alle
g € SyLN) gilt:

<Cusp H\/WB,TVQHLQ(Q) :

H ! V(w19 —I(wsT9))

V wﬁ7T

L2(Q)
Beweis. Mit den Abkiirzungen
Wor K = supwsT(r),  wyr k= inf wsr(x)
rzeK o zeK
erhalten wir
1 2
V (wprg — I(ws19))
H VWB.T L2(Q)
1 2
< Y HV (wpT9 —ar — I(wpT9 — QK))‘ L2y’

KeT(N) “B.T.K

wobeli fiir jedes K € T (N) ein beliebiges gx mit qx o Fx € IL,x)(T?) gewéihlt werden kann.
Eigenschaft (4) des Theorems 4.2.9 impliziert

2

1
V (ws 19 = I(wsT9))
e
<2 <\w5,79 - QK’%H(K) + [ (wg,Tg — QK)‘%”(KQ
WaT K
KET(N) PR

KeT(N) Y6.T.K
Mit der speziellen Wahl von
gk ‘= wg T K g :=ws7(rK)g fiir einen beliebigen Punkt zx € K

gelangen wir zu

2

1
H Y (wszg — [(w519))

VWBT L2(Q)

1
<C) (ws,T — wo,T,1)905 (1)
KeT gﬁvTvK

1
<C Y —— (l9Vwprlage) + I1wsr — w70 Vol32) -
KeT gﬁj,

Aus Lemma 4.2.10 folgt Ws 7 x < Cwgr i fiir alle K € 7(N) und durch mehrmaliges
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Ausnutzen der Eigenschaften der Gewichtsfunktion (Lemma 4.2.10) erhalten wir schliefllich

2

1
=

V(wg,rg — I(ws,rg))
L2(Q)
wgT 12
<cy o (e
Z WBTK T

L2(K
<ot > o (o=,

KeTgﬁTK

W2 Vs r Vgl )

L) + wg,T,KHVgH%%K))

wa,T
<Y (H VBT H +HW,TWH%2(K)>,
KeT

woraus sich mittels Lemma 4.2.11 die Behauptung ergibt. O

Approximation von 3%7 s-Funktionen in einer w-gewichteten Norm

In diesem Teilabschnitt leiten wir mittels der Resultate aus [KMO03, Section 2.3.2] eine Ap-
proximationsaussage fiir die wg 7 - gewichtete H l_Seminorm her.

Lemma 4.2.13. Sei N eine geometrische Vernetzung mit Randgitterweite h und sei p(N)
eine lineare Polynomgradverteilung mit Anstieg o > 0. Sei u € B%ﬂ;(Cu,vu), Cu,Yu > 0.
Ferner sei gj, die L*(0S2)-Projektion von you auf YP(Q,N'). Dann existiert ein Element Tu €
SP(Q,N), so dass

Tulpo Gh

= Tull g1 1) CORRTn VK e TIN) mit KNoQ =10,

Yo llu—Tulfng < CCuH”,
KeT
KNOQAD

IN

wobei C, b > 0 von der Formregularititskonstanten -y, den Konstanten aus den Definitio-
nen 4.1.4, 4.1.6 und v, abhingen. C ist zusdtzlich von § und a abhingig. Die Konstanten
Cgk sind gegeben durch

oo

2
K <2wu>21n<n!>2 R P
und es gilt
> i<,
KeT(N)
Beweis. Siehe [EMO06a]. O

Mit Hilfe von Lemma 4.2.13 sind wir nun in der Lage eine Aussage iiber die Approximierbar-
keit von B? ;(Cy,7y)-Funktionen durch Funktionen aus SP(£2,7) zu beweisen.
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Lemma 4.2.14. Sei N eine geometrische Vernetzung mit Randgitterweite h und p(N') eine
linearen Polynomgradverteilung mit Anstieg o > 0. Sei € (0,2], u € B%ﬂ;(Cu,vu) und wg T
gegeben durch Definition 4.2.7. Ferner sei gy die L?(09)-Projektion von you auf YP(2,N).
Dann existiert ein Element Iu € SP(Q,T), so dass fir a, C hinreichend grof$, abhingig von
der Formreqularititskonstanten v, den Konstanten aus den Definitionen 4.1.4, 4.1.6 und den
Werten von vy, 6, gilt:

1 2
Tulpo = g, /( V(u—[u)> Q| <coo,n’.
w
A VBT

Beweis. Wir werden zeigen, dass das Element /v aus Lemma 4.2.13 die gewiinschte Eigen-
schaft besitzt.

1. Dawg 7|k ~ 1 fiir alle K € T(N) mit K NOQ # @ folgt aus Lemma 4.2.13 unmittelbar

2
> ’ V(u— Tu) <C > lu—Tullip g < CCIR.
KeT “BT L (K) KeT
KNOQAD KNOQAD

2. Fiir K € T(N) mit K N9 = gilt

1 / /
H V (u — Iu) < CCk H oot pot
veeT L2(K) VBT llpee (1)
und aus
A \?
wgr(x) >C (—) fir alle e K
hi
folgt
1 —_ab B ’
H V (u— Iu) < CORhY T2 pot' -5,
w[@’T

L*(K)

Fiir o hinreichend groB, d.h. a > b'~1(§ + 3/2), gelangen wir mit der Abschitzung
hg > Ch schlieBlich zu:

< CCOxh®

H LV (u-Iu)
L2(K)

wﬁ7T

und die Summation iiber alle Elemente im Inneren liefert:

2
> V(u — Tu) <Ch® N CR <CCIn®.
 KeT ’ VWBT L2(K)  Ker
KNoQ=0 Kno=0

O

Bemerkung 4.2.15. Die Forderung o > b'~1(6 + 3/2) aus Lemma 4.2.14 ist unabhiingig von
[ und 0 stets erfiillt, falls o > 2/b/.
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Eigenschaften der Hilfsgréfien z und zj,

Lemma 4.2.16 (Eigenschaften von z und z). Seien die Voraussetzungen von Theorem 4.2.5
erfiillt. Ferner sei K C Q" cC Q' cC Q und z sowie z, gegeben durch Definition 4.2.8. Dann
existieren Konstanten Cq, Cqr, 7., abhingig von Q, Q', Q”, 8, so dass

L2l @) < Nlzllmi+so ) < Callu — unll 24y

2. z € HQ(Q/) und HZ”HQ(Q/) < CQ/”U — uhHLQ(K)7
3. Z|Q\Q' € 3%750(619’”“ - Uh||L2(K),7z);
4- N1z = znllm @) < cllu = unll 2k

Beweis.

1. Entspricht Annahme 4.2.3.

2. Entspricht der inneren Regularitét elliptischer Probleme. Aus [Hac96, Thm. 9.1.26] er-
halten wir z € H?(Y') zusammen mit

2ll2q@ry < Cor (11w = unl gy + 12l )
und die gewiinschte Abschitzung folgt nun aus der vorherigen.

3. Folgt aus [KMO03, Thm. A.1]: 0.B.d.A. sei Q" ein glattes Gebiet. Fiir z € H*%(Q\Q")
gilt —Az = 0 auf Q\Q” und da ||z]| g1rs0 @07y < 2]l g1+o0 () < Cllu — unll 2y, folgt
die Behauptung aus [KMO03, Thm. A.1].

4. Folgt aus dem Lax-Milgram-Lemma in Verbindung mit der ersten Abschéitzung;:

2 = 2ullgr o) < Cves%%j) Iz = vllm@) < Clzllm@) < Cllu—unllp2k)-

O

Lemma 4.2.17. Seien die Voraussetzungen von Theorem 4.2.5 erfillt und z sowie zp, gegeben
durch Definition 4.2.8. Dann ezistiert ein Element ¢ € YP(Q,T), so dass

Iz =" < Oh™|lu —un 2y (4.15)

H%(09)

wobei ¢* € YP(Q,T)* und g € YP(Q,T) durch den Rieszschen-Darstellungssatz in Beziehung
stehen.

Beweis. Annahme 4.2.3 gibt uns v,z € H~ /2% (9Q) mit
12l y50-3 9y < CllXg (@ = unllzz@) = Cllu = unllpa k)
und [KMO03, Lemma 2.8] sichert die Existenz eines Elements ¢ € YP(€,7) mit

< Ch™|mz|

*

Die Behauptung (4.15) folgt aus der Kombination beider Ungleichungen. O
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Lemma 4.2.18. Seien die Voraussetzungen von Theorem 4.2.5 erfillt, z sowie zp gegeben
durch Definition 4.2.8 und wg 1 gegeben durch Definition 4.2.7. Sei die Randgitterweite h
hinreichend klein und o hinreichend grofs, abhdngig nur von der Formreqularititskonstanten
v, den Konstanten aus den Definitionen 4.1.4, 4.1.6 und u. Dann ezistiert ein Element 1z €

S¥(Q,T), so dass

H, oV (2 — Iz)HLQ(Q) <Ch? |lu — uhHLg(K)
fiir alle B € (0,00] und C unabhdingig von h und (3 ist.

Beweis. Wir konstruieren das Element [z wie folgt:

A

[1z] (z) := [I (zoFK)] (Fi'z) VzeK VK eTN)

und unterscheiden zwei Fille:

o Fir K € T :={K € T\Fﬂ? = 0} bezeichne I den Operator aus [KM03, Lemma
2.9].

eFir KeTh={KeT|Kn K # (0} bezeichne I den in Theorem 4.2.9 konstruierten
Operator.

Man beachte, dass die Operatoren fiir beide Fille auf den Kanten iibereinstimmen. Gehen wir
davon aus, dass kein K € 75 existiert mit K N 9N # @ (siehe Bemerkung 4.2.19), so existiert
eine Umgebung

Q - U KcQccQ,
KeTs

unabhéngig von h. Mit wog 7(z) € (0,1] und den Eigenschaften aus Lemma 4.2.10 ergibt sich

H\/WQ@TV(Z—I,Z)H%Q(Q) < Z H‘/WQBvTHiOO(K)|Z—IZ|§{1(K)
KeT
2 h\% 9
< Z ‘Z—IZ‘Hl(K)-l‘C Z <h_> ‘Z_IZ‘Hl(K)-
KeT KeTy K

Da nach Lemma 4.2.16 z € H2(Q) mit 120l 20y < Callu — unll 2 (g, konnen wir durch eine
Transformation auf das Referenzelement und Theorem 4.2.9 die zweite Summe folgenderma-
Ben abschitzen:

b\ 28 ; M\
) (@) 2= Lelingy <C ) (@) 1 k2 )

KeTs KeT;
h 26 2 2
<C Z <E> e 12l ) (4.16)
KeT,
< Ch% Z |Z|§{2(K) < ChQﬁHU - uh”%ﬂ(f()’
KeTp
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wobei C' unabhéngig von h und 3 ist. Fiir die erste Summe nutzen wir z|Q\Q € B%_&)(CQHU —
uhHLQ(K),fyz). Nach Lemma 4.2.13 und da kein K € 7; einen kleineren Abstand als chy von

K Dbesitzt, erhalten wir

2 2 128 2 72(60—ab’); 2ab
N le—Telipgg < Y. CEMo+ > CR kT Y,
KeT KeTi|KNoQ#AD KeTi|KnoQY =0

wobei C . die Konstanten aus Lemma 4.2.13 beziiglich z bezeichnen. Fiir a hinreichend grof3
folgt somit

Yz = Izt < HC Y ChL <P Cllu— uhui%) (4.17)
KeTh KeTh
und die Kombination von (4.16) und (4.17) liefert die Behauptung. O

Bemerkung 4.2.19. Im Beweis zu Lemma 4.2.18 haben wir gefordert, dass kein K € 75 exi-
stiert mit K N 0 # (). Diese Forderung stellt jedoch keine Einschrinkung dar, da sie sich
automatisch einstellt, sobald h hinreichend klein ist.

Lemma 4.2.20. Seien die Voraussetzungen von Theorem 4.2.5 erfillt. Ferner seien z sowie
2, gegeben durch Definition 4.2.8 und wg 1 gegeben durch Definition 4.2.7. Dann existiert ein
B € (0,80], nur abhingig von Q, ', der Formregularititskonstanten ~ und den Konstanten
aus den Definitionen 4.1.4, 4.1.6, so dass

H\/WQ@TV(Z - Zh)HL2 0 < Cﬁ/hﬁ ||u — uhHLQ K (4.18)
() (K)
fiir alle 8 € (0,3']. Des Weiteren ist Cg unabhingig von h und (.
I

Beweis. Wir setzen e = z — 2z und es gilt

Iv@srVel| 72 :/ve-V(wwe)dQ—/ eVe - VwdQ.
Q Q

Lemma 4.2.11 sichert die Existenz von 8 € (0,2] und Cé > 0, so dass

/eVe-deQ < Cﬁ/‘\/wﬁj;‘ |\/wﬁ7TVe|dQ
Q

Q
(&
< CﬁH\/Wﬁ,T;‘ 2@ H\/‘*’ﬁffveum(ﬂ)
< Oy || VarrVeli

fiir alle 8 € (0, B] CB wichst in 3 monoton (siehe Beweis zu Lemma 4.2.11) und wir fordern
f3 so klein, dass CC’%B < 1 und erhalten somit

”1/WB,TVQH%Q(Q) <Cj /Ve - V(wg,7e)dQ
Q

7



fiir alle 3 € (0, 3] und Cs:= #C/ﬁ Als Nichstes fiigen wir das Element Iz € S§(2,7) aus
B

Lemma 4.2.18 ein und wenden die Dreiecksungleichung an:

H,/wﬁjVeH;(Q) < Cpg /Ve V(wg,r(z = 12))dQ| + C;p /Ve -V(wgr(Iz — 2,)d2| .
Q Q

Mittels Cauchy-Schwarz-Ungleichung, Lemma 4.2.10 und Lemma 4.2.11 kann der erste Term
dieser Summe fiir alle 3 € (0, 5] wie folgt abgeschiitzt werden:

‘ 7wlgjv (wgr(2 —I2))

< (1+CC38) ||V rVe| g V@37V (2 = 12)]| ()

Fiir den zweiten Term nutzen wir Galerkin-Orthogonalitéten und erhalten:

/VG-V(wﬁ,T(Z_IZ))dQ < |lv@srVel| 2
Q L2(@)

/Ve -V(wgr(Iz — 2p,))dQ| = /Ve N(wpr(Iz — 21) — I(wpg,r(Iz — 21,)))dQ
Q Q

S CCBﬁ H \% w677ve|’L2(Q) H Vv (’UB,TV(IZ - Zh)HL2(Q) )

fiir alle 8 € (0, 3], wobei T : Sgp(Q,T) — SF den Operator aus Lemma 4.2.12 bezeichnet.
Kombinieren wir schlielich die Abschitzungen des ersten und zweiten Terms, so erhalten wir

IV@s Vel o < (1+CC8) | VaazVel o) V@37V (2 = 12)] 2y +
CCs0 H\/WB,TVBHH(Q) |V@s,rV (2 — IZ)HL?(Q) +
CCsp HVWB,TVQHB(Q) H\/wﬁ,TveHm(Q) :
Fir B hinreichend klein haben wir somit
HVWB,TVGH;(Q) < Cp H\/‘“ﬁffve“p(g) V@B TV (2~ IZ)HL2(Q)
fiir alle 3 € (0, 3]. Folglich, mit 3’ := g € (0,1], erhalten wir
vamTveHL?(Q) < Cp ||/w2p,1V (2 = IZ)HB(Q)
fiir alle 8 € (0,3'] und Lemma 4.2.18 liefert die Behauptung (4.18). O

4.2.2 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt betrachten wir einige Beispiele, welche unsere theoretische Aussage
beziiglich der verbesserten lokalen Konvergenz im Gebietsinneren verifizieren. Alle hier an-
gegebenen Resultate wurden mit dem von uns implementierten 2D-hp-FE-Programmpaket
ADURAKON erzielt. In allen Rechnungen starten wir mit einem Grobnetz Ny und erzeu-
gen durch rot-Verfeinerung aller Randdreiecke und anschliefender Beseitigung der héngenden
Knoten mittels griinem Abschluss eine Folge hierarchisch geschachtelter geometrischer Netze

{N}i=o,1,... mit
T(No) C T(N1) C T(Nz) C...
und Randgitterweite h; = 27 hy.
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Algorithmus 4.2.21 (Randkonzentrierte Verfeinerung).
e Input: Netz N;
e Output: Verfeinertes Netz Ny
o Algorithmus:

1. Zerlege alle K € T(N;) mit K NOQ # 0 in vier kongruente Dreiecke.

2. Solange ein Dreieck mit mehr als einem hdngenden Knoten existiert, zerlege dies
in vier kongruente Dreiecke.

3. Zerlege alle Dreiecke mit einem héingenden Knoten in zwei Dreiecke (griner Ab-
schluss).

Lemma 4.2.22 (Randkonzentrierte Verfeinerung). Sei Ny ein beliebiges Grobnetz und
{Ni}i=0,1,2,..., die Folge der mittels Algorithmus 4.2.21 erzeugten verfeinerten Netze. Zu e €
e(N;) bezeichnen v,(e),ve(e) € v(N;) die beiden Endpunkte der Kante und zu K € T (N;)
bezeichnen vy (K),va(K),v3(K) € v(N;) die drei Eckknoten von K. Mit

W) = { (o, o) € ()T
Je; € e(N;) mit {va(e;),ve(ej)} = {vj, 041} VO < j < l}

bezeichnen wir die Menge aller Wege der Linge | > 0 im Netz N; und mit vj(w), 0 < j <1,
den j-ten Vertexr des Weges w = (vg, ..., v;) € W', Sei

D(v,N;) := min{l | Fw € WH(N;) mit vo(w) € 8Q, vy(w) = v}
der diskrete Abstand von v € v(N;) zum Rand Y. Dann gilt:
o Aus K € T(N;) mit Yo_, D(vp(K),Ni) > 5 folgt K € T(Niy1).

e Wird im i-ten Netz ein Element K € T(N;) griin verfeinert, so wird bei fortgesetzter
Anwendung von Algorithmus 4.2.21 keiner der beiden Séhne nochmals verfeinert.

Beweis. Wir betrachten die Anwendung von Algorithmus 4.2.21 auf das Netz N;:

1. Es ist leicht einzusehen, dass bei einem Durchlauf von Algorithmus 4.2.21, d.h. beim
Generieren von N1 aus N, jede Kante hochstens einmal geteilt wird und von keinem
Dreieck K € T (N;) Enkel oder hohere Generationen entstehen.

2. Definieren wir fiir (k,1) € {(0,0),(0,1),(1,1)} die Mengen
Ef' := {e € e(N7) [ {D(va(e), Ni), D(ve(e), Ni)} = {k, 1}},

so folgt unmittelbar aus Algorithmus 4.2.21, dass alle Kanten e € E?O U E?l geteilt
werden (man beachte, dass laut Definition EF = E!* gilt). Umgekehrt konnen wir
jedoch auch zeigen, dass im Verlauf von Algorithmus 4.2.21 keine Kante aus

El = e(M;)\ (EP° UEM U E})
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geteilt wird: In Schritt 1 des Algorithmus werden ausschliefllich Dreiecke K € 7 (N;) mit
max{D(vi(K),N;) | k=1,2,3} <1 geteilt. Folglich kann zu Beginn von Schritt 2 noch
keine Kante e € E! geteilt worden sein. Angenommen im Verlauf von Schritt 2 werden
Kanten e € E! geteilt, so betrachten wir das erstmalige Auftreten dieses Ereignisses.
Sei K das betroffene Dreieck, so muss K zwei hingende Knoten besitzen und die dritte
noch ungeteilte Kante aus der Menge E! stammen. Da wir die erstmalige Teilung einer
Kante aus E! betrachten, miissen die beiden Kanten mit den hingenden Knoten in
der Vereinigung EY° U EY U E}M liegen. Daraus folgt jedoch max{D (v (K),N;) | k =
1,2,3} <1 und wir erhalten einen Widerspruch zu der Annahme, dass die dritte Kante
zur Menge ET gehort. In Schritt 3 werden keine weiteren Kanten geteilt.

3. Betrachten wir die Menge aller in Schritt 3 griin zu zerteilenden Dreiecke. Offensichtlich,
da alle Dreiecke, die direkt am Rand liegen, bereits im ersten Schritt in vier kongruente
Dreiecke zerlegt werden, muss fiir ein griin zu zerteilendes Dreieck K € 7 (N;) gelten:
min{D(vg(K),N;) | k = 1,2,3} > 1. Da nach Punkt 2 mindestens eine Kante von K
aus EZQO U EZQl U EZ-11 stammen muss, kommen somit nur Dreiecke K mit

{ D(w1 (), N0), D(wa(K), ), D(ws(K),N0) } € {1,113, 1,12} |
fiir die griine Teilung in Betracht.

4. Aus Punkt 2 folgt, dass in den ersten beiden Schritten von Algorithmus 4.2.21 nur Drei-
ecke K € T(N;) mit 337_; D(vi(K),N;) < 3 rot geteilt werden. Zusammen mit Punkt 3
folgt somit die Behauptung, dass alle Dreiecke K € T(N7) mit 3 i_, D(vp(K),Ni) > 5
unveréndert bleiben.

5. Die Tatsache, dass ein aus der griinen Verfeinerung von K € 7 (N;) stammendes Sohn-
dreieck Kg € T (N;11) nicht weiter verfeinert wird, folgt unmittelbar aus den Feststel-
lungen:

D(w,N;) =1 = D(v,Nj+1) =2 Vo e vN),

D(v,Ni+1) > D(v,N;) Vo e vN),
D(v,Ni41) € {2,3} falls v € v(N;y1)\v(N;) Mittelpunkt von € e(N;) € EZ-U_

Zusammen mit Punkt 3 ergibt sich fiir Kg damit ndmlich
3
> D(wp(Ks),N;) =5 Vj>i.
k=1

O

Bemerkung 4.2.23. Lemma 4.2.22 garantiert, dass trotz griiner Verfeinerungen die Netzver-
feinerung zu keiner Entartung der Netze fiihrt und nur Dreiecke in unmittelbarer Randnéhe
zerteilt werden.

Die zum Netz N; gehorige Polynomgradverteilung p(N;) definieren wir mittels
3 hk .
DK, = —|— aln . VK eT(WN,), h:=min{length(e) | e € e(N)},
12
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wobei der Anstieg « jeweils fiir alle Level eines Beispiels gleich ist. Um unsere Aussage iiber
die Konvergenz im Gebietsinneren zu iiberpriifen, wihlen wir einen Punkt & € Q\{e | e €

e(N)) fiir ein I < 0} im Gebietsinneren und betrachten die Folge {K;};—01..., wobei K; das
eindeutig bestimmte Dreieck mit K, € TWN) und z € K, ist. Aus Lemma 4.2.22 folgt die
Existenz von L > 0 mit K,, = K, fiir alle n,m > L und somit ist {Kl}l 0,1,.. eine geeignete
Folge zur Berechnung des lokalen Fehlers {|ju — Ul”W(m) (k) }17071,___ in Abhanglgkeit von der
Randgitterweite h.

Beispiel 4.2.24. Wir betrachten auf 2, = (0,1)?\([0,1] x [~1,0]) das Randwertproblem
—Au = f auf Qr, u =0 auf 09

mit einer rechten Seite f, so dass die exakte Losung u € H5/3_E(QL), € > 0, gegeben ist durch
2
u =13 sin <§ap> (1 — 1% cos? Lp) (1 — r%sin? <p) .

Da u € NesoH®/37¢(Q), erwarten wir eine globale H'-Konvergenz von O(N~2%/3) sowie nach
Theorem 4.2.5 eine verbesserte lokale Konvergenz im Gebietsinneren. Fiir unsere Rechnung
wéhlen wir v = 1, KS-Formfunktionen (siche Kapitel 3) sowie fiir die lokale Konvergenz die
beiden inneren Punkte #; = (0.4,0.3), 2 = (0.1,0.2). Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.1 und
Abbildung 4.2 dargestellt. Wie wir sehen kénnen, ist die lokale Konvergenzrate in den beiden
markierten Elementen in etwa doppelt so grofl wie die globale Konvergenzordnung.

Mit dem zweiten Beispiel wollen wir Theorem 4.2.5 auch fiir ein Gebiet mit etwas komplizier-
terem Rand verifizieren.

Beispiel 4.2.25. Wir betrachten auf Qg aus Abbildung 4.3 das Randwertproblem
—Au =1 auf Qg, u =0 auf 0f.

Diesmal benutzen wir die Lagrange-Formfunktionen (siche Kapitel 3) und da wir die ex-
akte Losung nicht kennen, ziehen wir die Losungen vom Verfeinerungslevel 9 als ,exakte
Losung® heran, um eine Approximation der Fehler auf den Levels 1 bis 7 zu bestimmen.
Die in Abbildung 4.3 dargestellten Ergebnisse belegen auch diesmal eine verbesserte lokale
Konvergenz auf dem markierten Dreieck im Inneren.

4.2.3 Bemerkungen

Bemerkung 4.2.26 (gemischte Randbedingungen). Der Beweis von Theorem 4.2.5 beruht auf
der Hardy-Ungleichung und ist damit auf Dirichlet-Randbedingungen beschréinkt. Numerische
Experimente zeigen jedoch, dass dhnliche Resultate auch fiir andere Randbedingungen gelten.

Beispiel 4.2.27 (gemischte Randbedingungen). Wir betrachten auf Q0 = (0,1)2\([0, 1] x
[—1,0]) das Randwertproblem

—Au=f auf Q=(-1,1)2\(0,1] x [-1,0])
yu=0 auf Oy = ({—1} x [-1,1])U([-1,1] x {1})
u=0 auf OT'p =00\,

mit einer rechten Seite f, so dass die exakte Losung u € H5/3_E(QL), € > 0, gegeben ist durch

2
u =13 sin <§ap> (1- r? cos? ¢) (L4 rcosep) (1 — r? sin? ¢) (1 —rsingp).

81



Tabelle 4.1: Beispiel 4.2.24 mit e = u — up und KS-Formfunktionen

z1 = (0.4,0.3) x9 = (0.1,0.2)

Lewvel h N | Pmaz | llellp2i) | IVellpoiy | Nelle iy | 1Vell 2y
1| 5.000e-01 17 1 — — — —
2 | 2.500e-01 69 1 2.4e-03 2.9e-02 2.7e-03 2.7e-02
3 | 1.250e-01 165 1 1.9e-03 2.8e-02 1.7e-03 2.5e-02
4 | 6.250e-02 462 2 2.8e-04 1.7e-03 5.0e-04 3.6e-03
5 | 3.125e-02 1054 3 5.6e-05 7.6e-04 1.5e-04 1.4e-03
6 | 1.562e-02 2402 3 1.9e-05 1.5e-04 5.0e-05 5.1e-04
7| 7.812e-03 5307 4 7.0e-06 3.7e-05 1.8e-05 1.0e-04
8 | 3.906e-03 11091 ) 2.7e-06 1.3e-05 7.1e-06 4.0e-05
9 | 1.953e-03 23023 6 1.0e-06 5.0e-06 2.8e-06 1.5e-05
10 | 9.766e-04 47107 6 4.3e-07 2.0e-06 1.1e-06 5.4e-06
11 | 4.883e-04 95652 7 1.7e-07 7.9e-07 4.4e-07 2.0e-06
12 | 2.441e-04 | 192620 8 6.9e-08 3.1e-07 1.7e-07 8.7e-07
13 | 1.221e-04 | 387040 8 2.7e-08 1.2e-07 7.0e-08 3.3e-07
14 | 6.104e-05 | 776369 9 1.0e-08 4.9e-08 2.7e-08 1.2e-07
15 | 3.052e-05 | 1554857 | 10 4.3e-09 1.9e-08 1.1e-08 5.2e-08

Wie bereits in Beispiel 4.2.24 betrachten wir auch diesmal die Dreiecke um die Punkte
x1 = (0.4,0.3), 2 = (0.1,0.2) und wihlen o = 1. Die Ergebnisse unsere Rechnung sind
in Abbildung 4.4 dargestellt. Wie wir deutlich sehen, erhalten wir auch hier eine verbesserte

Konvergenzrate auf den Elementen zu z1 = (0.4,0.3) bzw. zo = (0.1,0.2).

Bemerkung 4.2.28 (Groflenordnung von [3). In allen unseren numerischen Experimenten er-

halten wir 3 =~ 4§, falls u € H'T9(Q).
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Abbildung 4.2: Beispiel 4.2.24: Gitter Level 6 - Ergebnisse

Fehler

Abbildung 4.3: Beispiel 4.2.25

Fehler

Lokale Fehler der Dreiecke mit x1=(0.4,0.3)

und x2=(0.1,0.2)
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Abbildung 4.4: Beispiel 4.2.27: Gitter Level6 - Ergebnisse

Lokale Fehler der Dreiecke mit x1=(0.4,0.3) und x2=(0.1,0.2)
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4.3 Multilevel-Vorkonditionierer fiir die randkonzentrierte hp-
FEM

Wollen wir die Losung eines Randwertproblems mittels randkonzentrierter Finiter-Element-
Methode bestimmen, so fiihrt dies letztendlich auf ein grofidimensionales lineares Gleichungs-
system, wobei die Anzahl N der Unbekannten durchaus eine Gréfienordnung von einigen
Millionen annehmen kann. Speziell fiir den 2D-Fall wurde bereits in [KM02] ein auf der LU-
Zerlegung der Steifigkeitsmatrix beruhender Losungsalgorithmus vorgestellt, der uns die ge-
suchte Losung nach O(N log® N) Rechenoperationen liefert. Wollen wir jedoch 3D-Probleme
16sen, die schwache Besetztheit der Steifigkeitsmatrix ausnutzen, oder haben wir, um Spei-
cherplatz zu sparen, die Steifigkeitsmatrix gar nicht explizit aufgestellt, sondern stattdessen
nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation implementiert (siche Kapitel 3), so kommen eigentlich
nur iterative Losungsverfahren in Frage. Das wohl bekannteste und am weitesten verbreite-
te Iterationsverfahren ist der PCG-Algorithmus (siche z.B. [Hac94]). Betrachten wir das zu
losende lineare Gleichungssystem

Au=b (4.19)

mit symmetrisch positiv definiter Matrix A € RV*Y b € RY und geeignetem Vorkonditionie-
rer B~1 € RVXN ebenfalls symmetrisch positiv definit, so bestimmt der PCG-Algorithmus,
ausgehend von einer Startnédherung u, € RY, eine Folge {Qk}k:O,L,,, C RV, die mit

(wo)y = (Anp),  ulf = (),
und exakte Losung u*, der Abschéitzung

Amaz(AB™1)
)\mm(AB_l)

k
o - wfla <2 (YD) -l w— conda(AB ) -
genigt.

Wie wir an obiger Fehlerabschitzung sehen, ist die Konditionszahl k = conds(AB™!) von ent-
scheidender Bedeutung fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des PCG-Algorithmus. Je néher
k an 1 liegt, um so weniger Iterationsschritte sind notwendig, um eine vorgegebene Genau-
igkeit zu erzielen. Leider ist bei der randkonzentrierten FEM aber ausschliefllich das rei-
ne Dirichlet-Problem von Haus aus gut konditioniert. Aus der hierfiir in [KMO03] gezeigten
Schranke von O(logﬁ N) fiir die Konditionszahl der diagonalskalierten Steifigkeitsmatrix, wo-
bei 6 > 0 von der Wahl der Formfunktionen abhéngt, folgt, dass sich im Falle reiner Dirichlet-
Randbedingungen selbst mit simpler Diagonalskalierung noch akzeptable Konvergenzraten im
PCG erzielen lassen.

Ganz anders sieht die Sache jedoch aus, sobald wir es mit Neumann- bzw. gemischten Rand-
bedingungen zu tun haben. Um auch diese Probleme effektiv 16sen zu konnen, ist ein guter
Vorkonditionierer unentbehrlich (siehe auch Abbildung 4.5, 4.6 bzw. Tabelle 4.2).

Ein erster, auf der schnellen Realisierung von H'/?(9Q)-ihnlichen Normen basierender Vor-
konditionierer, welcher auf polylogarithmisch in N anwachsende Konditionszahlen fiir (AB~1!)
fithrt, wurde in [KMO03] kurz vorgestellt.

Wir werden im nun Folgenden zwei Vorkonditionierer fiir die randkonzentrierten FEM vor-
stellen, die sowohl fiir 2- als auch 3-dimensionale Probleme mit Dirichlet-, Neumann- oder
gemischten Randbedingungen anwendbar sind und dabei zu optimalen, von der Problem-
grofie N unabhéngigen Konditionszahlen O(1) fiithren. Beide Vorkonditionierer basieren auf
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der Additiv-Schwarz-Methode (siche zum Beispiel [Nep86, Osw94, TWO05]) und lassen sich
zudem mit optimaler Komplexitit O(N) realisieren. 2
4.3.1 Modellproblem

Es sei Q € RY, d € {2,3}, ein polygonales Lipschitz-Gebiet mit geeigneter Skalierung, so dass
diam © < 1. Der Dirichlet-Rand I'p C 0f2 sei eine Vereinigung von Kanten (fir d = 2) oder
Flichen (fiir d = 3), wobei I'p = () zugelassen ist. Wir schreiben

Hp(Q) = {u e H'(Q)]ulr, = 0}

und betrachten fiir den Rest des Abschnittes 4.3 das in schwacher Formulierung gegebene
Randwertproblem 4.3.1 sowie das im Rahmen der randkonzentrierten FEM daraus resultie-
rende diskretisierte Problem 4.3.2.

Problem 4.3.1 (Modellproblem-Vorkonditionierung). Finde u € H}(S2), so dass
a(u,v) := / <Vu, A(m)Vv> + agp(z)uvdQ = f(v) Voe HhHQ). (4.20)
Q

Problem 4.3.2 (BC-FE-Diskretisierung). Finde u € SB(Q,N) = SP(Q,N) N HL(Q), so
dass

a(u,v) = f(v) Ve SPQ,N).

Ferner gehen wir von affinen Elementtransformationen Fx aus und nehmen wieder an, dass
ap € L=(Q), A € L>®(Q,R™?) punktweise symmetrisch positiv definit ist (sieche auch An-
nahme 3.1.3) und eine Konstante C' > 0 existiert mit

CHultn g < alu,u) < Cllullipg — Yue HY(Q).

4.3.2 Die Additiv-Schwarz-Methode (ASM)

Eine Methode zur Konstruktion und Analyse von Vorkonditionierern ist die so genannte
Additiv-Schwarz-Methode (kurz ASM), die auf einer nicht notwendigerweise disjunkten Zer-
legung des Finiten-Element-Raums

K
Vi=S2(QN)=>"V;, N:i=dimV, N :=dim), (4.21)
i=0

basiert. Haben wir eine solche Zerlegung vorliegen, so ist der zugehorige ASM-Vorkonditionierer
B~1:V* =V bereits vollstindig bestimmt und lisst sich am einfachsten anhand seiner Wir-
kung auf das fiir alle w € V definierte Residuenfunktional r,, := a(w, ) — f(-) € V* darstellen:

K
—1
B ry = Z Uu;,
=0
wobei die Funktionen u; € V; die Teilraumlésungen von

a(ui, v;) = (rw,vi) Yo, €V, (4.22)

2 Abschnitt 4.3 fasst die wesentlichen Ergebnisse des Papers [EMO05b] zusammen.
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sind. Der Vorkonditionierer B~ ist invertierbar und seine Inverse B : V — V* induziert eine
symmetrisch positiv definite Bilinearform b : V x V — R, welche auch durch

K
b(u,u) = inf {a(ui,ui) ‘ U= Zui, u; € VZ} (4.23)
=0

charakterisiert werden kann (siche [TWO05, Lemma 2.5]).

Bemerkung 4.3.3. [Matrixdarstellung B~ € RV*N des Vorkonditionierers B~!] Speziell fiir
computerbasierte Rechnungen ist es notwendig, die Raume V, V; fiir i € {0, ..., K} mit Basen
auszustatten. Es sei daher

¢ = {%};\[21 eine Basis von V, Pl = {(b;}j\[:’l eine Basis von V.
Wir schreiben
(@] i= [61,ronl, [0 = [0, o)

und es sei I* € RV*Ni gegeben durch:
@] =[@)I', dh ¢5=> ¢l; VI<F<N, i€{0,...,K}.
k=1

Ferner bezeichnen wir mit
A= [a(¢r, 0) =1 €ERNN, 1y = [ro(e)]in, € RV

die globale Steifigkeitsmatrix zu Problem 4.3.2 sowie den Residuenvektor zu r,, € V*. Setzen
wir v = [®]u € V mit u € RY und u; = [®]y; € V; mit u; € RV, so folgt aus (4.22)

a ([‘I)i]%‘a [(I)i]yi) = Tw ([‘1>i]2i) vo; € RN
< a ([(I)]Iiﬂi’ [Q)]Iiyi) = Tw ([Q)]]iyi) VQZ‘ S RNi
& (I'y) A(l'w) = (Pw)'r, Yy eRY
e (A = (1) 'r,
und wir erhalten
wi = [@] (1) 4 (Ii)y1 (1) 1 = [@) 1| (1')" A (Ii)r1 (1) 7. (4.24)
Damit gilt
K T -1, 7
dui=[®lg, =B vy = Y@ (1) a@)] (1) x,
i=0

und wir erhalten eine Matrixreprisentation B~' € RV*N des Vorkonditionierers B~! mit
q, = B~'r, und
i T -1 T
Bl= ro (Ao
> L |(ham (@)

1=0 Prolongation

Teilraumlésung Restriktion
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4.3.3 Zwei Vorkonditionierer fiir die randkonzentrierte hp-FEM

Um fiir das aus Problem 4.3.2 resultierende Gleichungssystem geeignete ASM-Vorkonditionierer
zu konstruieren, gehen wir von einer Folge geschachtelter geometrischer Netze

MCMC...CNy=~N (4.25)

mit Elementgrofien hx = diam(K) fir K € T(N,,), gegeben durch

hKN{ ho(1/2)™  © KNoQ#D (4.26)

dist(K,0Q) : sonst

aus. Ferner nehmen wir an, dass die Verfeinerung N,, — N, 11 alle Elemente am Rand regulér
rot verfeinert. D.h.

KecTN,) und KN # 0 = T (Nyup1) enthilt alle 2¢ Sohne von K. (4.27)

Mit V,,, bezeichnen wir die Menge der freien Knoten von N,,, d.h. die Menge aller Knoten,
die nicht auf dem Dirichlet-Rand liegen. Jedem Knoten v € V,,, ordnen wir ein Patch

ol =U{K | K€ T(Ny) |ve K}, wl':=w\ow" (4.28)
zu und fithren die Rdume der Hutfunktionen

V= {u € SH(QN) | u@) =0V € V\{v}}, Vme{0,...,M}, Vo€V, (4.29)
sowie die Rdume der hoherpolynomialen Patch-Funktionen

S, = {ue SP(QNy) | suppu C wM} Yo e Vi (4.30)

ein.
Mit diesen Definitionen sind wir nun bereits in der Lage, unseren ersten Vorkonditionierer fiir
die randkonzentrierte hp-FEM vorzustellen:

Theorem 4.3.4 (Erster Vorkonditionierer). Sei {N;}i=o.1,.. m eine Folge geschachtelter geo-
metrischer Netze, welche den Bedingungen (4.25)-(4.27) geniigen. Sei p(Nar) eine lineare
Polynomgradverteilung und seien die Patches w]' sowie die Riume V)", S, wie in (4.28)-
(4.80) definiert. Sei IB := {v € V;,, | v € OQ}. Dann bestimmt die Zerlegung

M
SHOQUNu) = > S+, D> W (4.31)
veVar m=0velB

einen ASM-Vorkonditionierer B~1, dessen zugehdorige Bilinearform b(-,-) fiir eine von der
Problemgrifie N unabhdngige Konstante C > 0 der Abschdtzung

C~ra(u,u) < b(u,u) < Ca(u,u) Vu € SP(Q,Nur)
geniigt. Die Kosten fiir das Anwenden des Vorkonditionierers betragen O(N).

Beweis. Siehe Abschnitt 4.3.6. O
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Fiir die Definition unseres zweiten Vorkonditionierers versehen wir jeden Patch noch mit zwei
Zahlen:

l(w)') := [—logy diamw) ],

4.32
g(wy) ::min{kze{O,...,MHElwﬁ/ mit wf,:wfjn}. (4.32)

Die erste Zahl, genannt das Level des Patches w}’, ist ein diskretes Mafl der Gréfe des Patches.
Die zweite Zahl spezifiziert das Netz ./\/g(%n), in dem der Patch w)’ zum ersten Mal auftritt.
Offensichtlich gilt fiir beliebiges w;"

0 < g(wM) < m.

Aus unserer Skalierungsannahme diam {2 < 1 und den Annahmen an die Elementgrofien hy
ergibt sich auflerdem:

0 <l(w]") <L:=max{l(w)')|m=0,...,M, veV,} <CM. (4.33)

Theorem 4.3.5 (Zweiter Vorkonditionierer). Sei {N;}i=0.1,..m eine Folge geschachtelter

geometrischer Netze, welche den Bedingungen (4.25)-(4.27) geniigen. Sei p(Nyr) eine lineare
Polynomgradverteilung und seien die Patches w))', die Raume V", S, sowie die Zahlen I(-),
g(+) wie in (4.28)-(4.30), (4.32) definiert. Es sei I, := {v € V, | g( wi') = m} und es existiere

eine Konstante C7 > 0, so dass
gwy)) <lw)+Cr Vme{0,...,M}, Yv € I, (4.34)

Dann bestimmt die Zerlegung

SHOQLNu) = > S, +Z > (4.35)

veV m=0v€Elm,

einen ASM-Vorkonditionierer B!, dessen zugehérige Bilinearform b(-,-) fiir eine von der
Problemgrifie N unabhdngige Konstante C > 0 der Abschdtzung

Ca(u,u) < bu,u) < Calu,u) Vu e SP(Q,Nu)
geniigt. Die Kosten fiir das Anwenden des Vorkonditionierers betragen O(N).

Beweis. Siehe Abschnitt 4.3.6. O

Bemerkung 4.3.6. Nach Definition von ¢(-) kann die Zerlegung (4.35) auch geschrieben werden
als

P, Thr) = Zs+<22vm>,

'UEV]\J m=0veV,

wobei der Strich bedeutet, dass in der Doppelsumme mehrfach auftretende Riume nur einmal
beriicksichtigt werden.

Bemerkung 4.3.7. Annahme (4.34) ist erfiillt, falls bei der Verfeinerung Ny — Ny jeweils
nur Dreiecke am Rand oder in einer begrenzten Anzahl von Schichten um den Rand zerteilt
werden. Fiir die von uns benutze Verfeinerungsstrategie 4.2.21 zeigt Lemma 4.2.22; dass diese
Bedingung erfiillt ist. Eine analoge Strategie kann auch fiir 3D konstruiert werden.
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Bemerkung 4.3.8. Bezeichne wiederum A € RV*N die Steifigkeitsmatrix zu Problem 4.3.2
beziiglich einer Basis ® von V = SP(Q,N) und B~! € RV*VN die Matrixdarstellung des
Vorkonditionierers (siehe Bemerkung 4.3.3), so bedeuten die in den Theoremen 4.3.4 und
4.3.5 gezeigten Aussagen

condo(B~1A) < C. (4.36)

4.3.4 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt betrachten wir einige numerische Beispielrechnungen, welche die theore-
tischen Resultate bestédtigen und zudem die Effizienz unserer Vorkonditionierer demonstrie-
ren. Alle hier angegebenen Resultate wurden mit dem von uns implementierten 2D-hp-FE-
Programmpaket ADURAKON erzielt.

Unser erstes Beispiel ist ein Randwertproblem auf dem L-Gebiet:

Beispiel 4.3.9. Wir betrachten

~Au=f auf Q=(0,1)*\(]0,1] x [~1,0])
ou

S0 auf Ty =({-1}x[-LI UL x {1})

u=0 auf T'p=00\I'y

mit einer rechten Seite f, so dass die exakte Losung gegeben ist durch
2
u = r3 sin <§go> (1- % cos® ) (1 — r*sin? ©) (1+7cosg)(1 —rsing).

Mit dem zweiten Beispiel wollen wir unsere theoretischen Ergebnisse auch fiir ein Gebiet mit
kompliziertem Rand verifizieren:

Beispiel 4.3.10. Auf dem in Abbildung (4.6) dargestellten Gebiet betrachten wir das Rand-
wertproblem

—Au=1 auf Q
ou

o, =0 auf TIv={(z,y) €92y <0}

u=0 auf I'p=00\I'y.

In beiden Beispielen starten wir mit einem Grobgitter Ny und erzeugen mittels Algorith-
mus 4.2.21 eine Folge hierarchisch geschachtelter geometrischer Netze {J\/j}j:071,___,M mit
Randgitterweiten h; ~ 277hg. Die zum Netz N gehérige Polynomgradverteilung definieren
wir wie bisher zu

3 h

PK,j = {5 +aln (h—K>J VK € T(Nj), hj:=min{length(e) | e € e(N})},
h; )

wobei wir konkret @ = 1 wéhlen.

In unseren Beispielrechnungen betrachten wir fiir die Beispiele 4.3.9, 4.3.10 den nichtvorkon-

ditionierten CG-Algorithmus sowie die Vorkonditionierer der Theoreme 4.3.4 und 4.3.5. Die

Ergebnisse unserer Rechnungen sind in den Abbildungen 4.5 und 4.6 dargestellt. CG steht

90



hierbei fiir den nicht vorkonditionierten CG-Algorithmus, PCG-1 bezeichnet den Vorkondi-
tionierer von Theorem 4.3.4 und PCG-2 den Vorkonditionierer von Theorem 4.3.5. Alle Ttera-
tionen wurden mit u® = 0 gestartet. Die angegebenen Iterationszahlen beziehen sich auf die
Anzahl von Iterationsschritten, die notwendig ist, um das Residuum um einen vorgegebenen
Faktor zu reduzieren. Wie zu erwarten war, bleiben die Iterationszahlen der PCG-Algorithmen
beschrénkt und liegen deutlich unter denen des CG-Algorithmus.

Abbildung 4.5: (Beispiel 4.3.9) Links: Netz von Level 4. Rechts: Iterationszahlen, um
kauz/HEO\\z < 10712 zu erreichen

L | #Elemente pmaz N| CG PCG-1 PCG-2
0 12 1 6 4 4 4
1 48 1 24 14 14 11
2 168 1 84 29 25 18
3 392 1 196 46 36 22
4 840 2 525 87 44 24
5 1736 3 1181 | 195 51 25
6 3528 3 2657 | 263 55 27
7 7112 4 5818 | 368 60 27
8 14280 ) 12114 474 63 28
9 28616 6 25070 | 581 66 29
10 57288 6 51202 | 691 69 30
11 114632 7 103843 | 884 71 31
12 229320 8 209003 | 1120 74 31
13 458696 8 419807 | 1316 s 31
14 917448 9 841904 | 1596 79 33
15 1834952 10 1685928 — 81 33

Abbildung 4.6: (Beispiel 4.3.10) Links: Grobgitter und Netz von Level 1 Rechts: Iterations-
zahlen, um ||7%||2/||7°||> < 1071° zu erreichen

L | #Elemente pimaz N| CG PCG-1 PCG-2
0 298 1 149 63 44 44
1 1054 3 619 | 185 78 57
2 3346 4 2096 | 318 79 62
3 8398 5 5227 | 477 104 65
4 18826 5 12963 | 659 106 70
5 40006 6 30024 | 927 112 78
6 82690 7 66228 | 1156 120 79
7 168382 7 141311 | 1644 128 80
8 340090 8 296938 | 2321 133 81
9 683830 9 613767 | 3282 138 81
10 1371634 10 1253012 | 4638 142 81
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4.3.5 Komplexitidt der Vorkonditionierer

Die Wirkung unserer Vorkonditionierer aus den Theoremen 4.3.4 und 4.3.5 beruht auf dem
Losen von Teilproblemen beziiglich der Réume S, und V;*. Da die Réume V" eindimensional
sind, kann der Gesamtaufwand Wy fiir das Losen der zugehorigen Teilprobleme durch die
Gesamtzahl aller Knoten bzw. die Gesamtzahl aller Elemente auf allen Netzen abgeschétzt
werden:

M
<oy Y L

Analog zu Lemma 4.3.11 erhalten wir ZKET(Nm) 1< Ch;b(dfl) und aus hy, ~ ho2™™ ergibt
sich

Wy < Chy Y.
Da fiir die Anzahl der Elemente des feinsten Gitters #7 (Nyy) > Ch]\f/[(dfl) gilt, folgt
Wy < CN, N = dim SP(V, Q).

Etwas komplizierter sind Abschétzungen fiir die Teilprobleme zu den S,-Raumen. Das folgen-
de Lemma zeigt, dass der Aufwand, um diese Probleme mittels Cholesky-Zerlegung zu l6sen,
ebenfalls nur O(N) betrégt.

Lemma 4.3.11. Sei Ny ein geometrisches Netz mit Randgitterweite hyy und linearer Poly-
nomgradverteilung p(Nar). Dann ist sowohl der Arbeitsaufwand Wg um die Cholesky-Faktoren
der Teilraumsteifigkeitsmatrizen beziiglich Sy fiir alle v € Vi zu berechnen als auch der Spei-
cheraufwand Mem um diese Faktoren zu speichern O(N).

Beweis. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die Cholesky-Zerlegung einer n x n Matrix
mit O(n?) Rechenoperationen bewerkstelligt werden kann und dass der notwendige Speicher
um diese Zerlegung zu speichern O(n?) betrigt.

Da wir von formreguldren Netzen ausgehen, ist die Anzahl der in einem beliebigen Knoten
v € Vjs aufeinander treffenden Elemente durch eine Konstante beschrinkt. Des Weiteren ist
nach Korollar 4.1.7 der Polynomgrad fiir alle Elemente K C w) von vergleichbarer Grofe.
Folglich kann die Dimension der Teilraumsteifigkeitsmatrix beziiglich S, durch n, < Cpf( mit
beliebig gewihltem K C wM abgeschiitzt werden. Somit ergibt sich:

Mem < > (Cpk)*<C Y pit,  Ws< > (CpR)P<Cc > pi
vEVM KET(N]M) veVs KET(NM)

Um die Summen 7 p¥ und 3 KeTy P3¢ weiter abzuschiitzen, verfahren wir wie in
[KMO3, Prop. 2.7]. Wir betrachten nur Ws:

3d 3d 3d
> owk= > W+ Y. ik
KeT(Nur) KeT (Nr), KNoQi£D KeT (Nur),Kno=0

Da py < C fiir alle K € T(Ny) mit K NOQ # O und Nys|pq ein quasi-uniformes Netz mit
Randgitterweite hps ist, erhalten wir fiir die erste Summe

> p<C > 1< Chi;=O(N).
KeT (Nur), KNoQAD KeT (Nar),KNoQ#£D
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Die zweite Summe lduft iiber alle Elemente K mit dist(K,0) > 0. Fiir diese Elemente
konnen wir pg < 1+ Clog(hx /hy) zusammen mit hx ~ r(z) = dist(z, 0N2), gleichméBig
fiir alle z € K, ausnutzen. Wir erhalten

O 3d oglr\x 3d
p:;gS/K(l—i-Clvil((h;{()/hM)) dQSC/I<(1+CI(§((m())C)l/hM)) 40

fiir alle K € 7 (A7) mit K NOQ = 0. Analog zu [KMO03, Prop. 2.7] ergibt sich somit

3d
3 < c (1+ Clog(T(xc)l/hM)) 49 < ChLA = O(N),
KeT (Nar), KnoQ=0 2€Q,r(x)>Chay (r(x))

O

Wie uns Lemma 4.3.11 zeigt, ist die Anzahl der grofidimensionalen S,-Teilprobleme so klein,
dass wir die Cholesky-Zerlegungen in jedem PCG-Schritt aufs Neue berechnen kénnen und
unsere Vorkonditionierer trotzdem mit optimalem Aufwand O(N) berechenbar sind.
Alternativ konnen wir jedoch unter Verwendung von zusétzlichem Speicher die Cholesky-
Zerlegungen auch vorab bestimmen und fiir die Dauer der PCG-Iteration zwischenspeichern.
Da sich das in jedem PCG-Schritt notwendige Losen der S,-Teilraumprobleme somit auf
Vorwirts- und Riickwiértseinsetzen reduziert, verringert sich natiirlich die Rechenzeit. Aus
Lemma 4.3.11 folgt, dass der hierfiir zusétzlich benétigte Speicherbedarf wie O(N) anwiéchst.
Fiir das Beispiel 4.3.10 haben wir diese zwei Moglichkeiten anhand einer Testrechnung einmal
gegeniibergestellt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.2 zu sehen. Die Spalte ,,assemb* zeigt fiir
Vergleichszwecke die notwendige Rechenzeit fiir das Aufstellen der globalen Steifigkeitsma-
trix unter Beriicksichtigung konstanter Koeffizienten (siehe Abschnitt 3.8). Die Spalte ,CG*
enthélt die Rechenzeiten fiir den nicht vorkonditionierten CG-Algorithmus, ,,PCG—memory
opt.“ steht fiir den PCG-Algorithmus beziiglich der Zerlegung (4.35), bei dem die Cholesky-
Faktoren in jedem PCG-Schritt von Neuem berechnet werden. ,PCG-runtime opt.“ steht
schlieflich fiir den PCG-Algorithmus beziiglich der Zerlegung (4.35), bei dem die Cholesky-
Faktoren nur einmal berechnet und anschliefend abgespeichert werden.

Die Spalten ,total“ zeigen die Gesamtrechenzeit fiir das Losen des Gleichungssystems, inklu-
sive Vorkonditionierung. Die Spalten ,,precond“ zeigen die dabei fiir das Vorkonditionieren
(inklusive Cholesky-Faktorisierungen) verwandte Rechenzeit. Fiir die laufzeitoptimale Stra-
tegie ist mit ,Mem* der zusétzlich bendtigte Speicherbedarf angegeben.

Wie wir am Beispiel des Netzes Ni5 mit N = 1685928 Unbekannten sehen, reduziert sich
die notwendige Rechenzeit fiir das Losen des linearen Gleichungssystems erheblich. Wéahrend
der reine CG-Algorithmus noch 4400 Sekunden bendétigt, kommt die speicheroptimale PCG-2
Variante bereits mit 373 Sekunden aus. Der laufzeitoptimalen PCG-2 Algorithmus benétigt
sogar nur noch 149 Sekunden.

Bemerkung 4.3.12. An Stelle des direkten Losens der S,-Teilprobleme kénnten diese Rdume,
wie in [SMPZ05] gezeigt, noch weiter zerlegt werden.

4.3.6 Analyse der Vorkonditionierer

Fiir die Analyse unserer ASM-Vorkonditionierer werden wir insbesondere auf folgendem Theo-
rem der abstrakten Additiv-Schwarz-Theorie aufbauen:
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Tabelle 4.2: Rechenzeit[sek] und zusétzlicher Speicher[kB] fiir Beispiel 4.3.9 und Abbruchkri-
terium [|r*2/[l°]* < 10712,

PCG - memory opt. PCG - runtime opt.
L DOF | assemb. CG total  precond. total  precond. Mem
0 6 | 7.74e-04  4.10e-05 | 1.45e-04  1.08e-04 | 1.38e-04  1.01e-04 <1
1 24 | 2.85e-03 1.25e-04 | 4.32e-04  3.33e-04 | 3.81e-04  2.80e-04 <1
2 84 | 9.92e-03  3.35e-04 | 1.18e-03  9.62e-04 | 8.64e-04  6.38e-04 <1
3 196 | 2.33e-02  8.29¢-04 | 2.59e¢-03  2.06e-03 | 1.74e-03  1.21e-03 <1
4 525 | 5.27e-02  3.59e-03 | 1.50e-02  1.35e-02 | 7.72e-03  6.24e-03 7
) 1181 1.12e-01 1.99e-02 | 6.10e-02  5.32e-02 2.01e-02 1.35e-02 31
6 2657 | 2.34e-01 2.65e-01 2.31e-01 1.92e-01 9.35e-02  5.37e-02 123
7 5818 | 4.86e-01 1.63e4+00 | 6.48¢-01  5.08¢-01 | 2.78e-01  1.38e-01 457
8 12114 | 9.93e-01 5.66e+00 | 1.58e+00 1.21e+00 | 7.15e-01 3.40e-01 1174
9 25070 | 2.02e4+00 1.62e+01 | 3.74e4+00 2.84e+00 | 1.71e4+00  7.99e-01 3105
10 51202 | 4.06e+00 4.17e+01 | 8.42e4+00 6.42e+00 | 3.77e4+00 1.75e+00 7435
11 103843 | 8.22e+00 1.12e4+02 | 1.89e+01 1.46e+01 | 8.19¢e+00 3.82e4+00 17198
12 209003 | 1.64e+01 2.92e+02 | 3.98e+01 3.09¢+01 | 1.69e+01 7.88¢+00 36577
13 419807 | 3.29e+01 6.98e+02 | 8.38e+01 6.55e+01 | 3.45e+01 1.64e+01 77033
14 841904 | 6.60e+01 1.73e+03 | 1.85e+02 1.46e+02 | 7.39e+01 3.50e4+01 160464
15 1685928 | 1.32e+02 4.40e+03 | 3.73e+02 2.95e402 | 1.49e+02 7.13e4+01 326792

Theorem 4.3.13. Sei V ein Hilbert-Raum und a(-,-) : VXV — R symmetrisch positiv definit.
Sei

V=> Vi (4.37)

eine nicht notwendigerweise direkte Zerlegung von V in Teilrdume V; und p(E) der Spektral-
radius der symmetrischen Matriz E € REXK  deren Eintrige eij, 1 <1i,j < K, gegeben sind
durch

€ [0,1].

e;j = sup sup v, v)]

uev; vev; v/a(u, u)y/a(v,v)

Ferner existiere eine Konstante Cy > 0, so dass

K K
min{Za(ui,ui) ‘ u:Zui, uZ-EVZ} SCga(u,u) Yue).

i=0 i=0
Dann definiert die Zerlegung (4.37) einen ASM-Vorkonditionierer B : V* — V und fiir die
von der Inverse B: V — V* induzierten Bilinearform b(-,-) :V x Vi R gilt:
a(u, u)
(1+p(E))

Wir erkennen, dass sich die Untersuchungen der Konditionszahlen unserer vorkonditionierten
Systeme auf Abschitzungen fiir p(E) und Cj reduzieren lassen. Im Folgenden wollen wir
solche Abschétzungen fiir unsere Vorkonditionierer herleiten.

< b(u,u) < C2alu,u) Yu e V. (4.38)
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Da aus Annahme (4.27) fiir die in den Theoremen 4.3.4, 4.3.5 definierten Mengen I2 und I,,,
Bcr, fir m=0,..., M, (4.39)

folgt, konnen wir die Beweise von Theorem 4.3.4 und Theorem 4.3.5 dahingehend vereinheit-
lichen, als dass es geniigt, eine Abschiéitzung fiir den Spektralradius p(F) fiir die Zerlegung
aus Theorem 4.3.5 zu beweisen (siche Theorem 4.3.25, Korollar 4.3.26) sowie eine stabile
Zerlegung fiir die Zerlegung aus Theorem 4.3.4 zu konstruieren (siehe Theorem 4.3.30).

Bemerkung 4.3.14. In 2D garantiert Algorithmus 4.2.21, dass Annahme (4.27) erfiillt ist. Eine
ghnliche Verfeinerungsstrategie ist auch in 3D moglich.
Einige Hilfssitze

In diesem Unterabschnitt werden wir die wichtigsten Hilfsaussagen fiir unsere spéateren Spek-
tralradiusabschitzungen bereitstellen. Diese Aussagen umfassen bekannte Sitze der linearen
Algebra sowie Aussagen iiber die Anzahl iiberlappender Patches w)".

Lemma 4.3.15 (Aussagen iiber den Spektralradius).

(i) Fir A € R™™ und orthogonale Matrizen P € R"*™ @Q € R™*™ gilt:

1All2 = [|IPAQ]2 = [ ATl2.

(ii) Sei A € R™™™ wund N, die mazimale Anzahl der von Null verschiedenen Eintrdge einer
Spalte von A. Dann gilt: ||All2 < v/ Nemaxj—1__p || 4;.||2.

(iii) Sei A = [Alj]ivj’idl mit A;; € R™"*™i. Dann gilt

N,M

Z?j:]‘

Il < [1451]

2
Beweis. Bekannte Fakten der linearen Algebra. U

Lemma 4.3.16. Sei {./\/m}%[:o eine Folge geschachtelter geometrischer Netze, welche den
Bedingungen (4.25)-(4.27) geniigen. Seien die Patches w;' und die Zahlen I(-), g(-) gegeben
durch (4.28), (4.32). Dann ezistiert eine Konstante C > 0, die nur von den Formregularitits-
konstanten der Gitter sowie der Randgitterweite hy des Grobgitters Ny abhingt, so dass fiir
allew’, 0<m<M,veV,
W) < glwl) + C.

Beweis. Aus der Definition von g(w]") folgt in Verbindung mit (4.26) die Existenz eines C' > 0,
welches nur von den Formregularititskonstanten abhéngt, so dass diamw;® > Ch27 9",
Somit ergibt sich

—log,y (diam w]") < —log, <Ch02*g(wm> = g(wy") — logy(Chy).
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Lemma 4.3.17. Se: {./\/'m}%:0 eine Folge geschachtelter geometrischer Netze, welche den
Bedingungen (4.25)-(4.27) geniigen. Seien die Patches w;" und die Zahlen I(-), g(-) gegeben
durch (4.28), (4.32) und es gelte Annahme (4.34). Dann existiert eine Konstante C' > 0,
welche nur von der Dimension d, den Formregularititskonstanten der Gitter, der Randgitter-
weite hy des Grobgitters Ny sowie der Konstanten aus Annahme (4.34) abhingt, so dass fiir
gegebene 11" mit 0 <1 <1 < L und beliebiges wvn,ll mit l(wU”?/) =1, g(w;’?l) =m' gilt:

o™ [ 1w™) =1, gw™) =m, &N £0, me{0,...,M}, veVy,}<C.

(2

Beweis. Wir betrachten einen festen Patch wq’)’}l und bezeichnen mit P,, die Menge aller
Patches des Netzes N,,, welche von Level [ sind und mit wf)’}/ einen nicht-leeren Durchschnitt
haben:

P i= (|0 € Vi 1) = Ll Nl #0}, m e {0,... M},
Aus der Definition von [(-) folgt
2~ "*H) < diam(w™) < 27" und 270D < diam(w!®) < 274

Somit gilt

wobei B; eine geeignet gewihlte Kugel mit Durchmesser
27! < diam(B;) <27V +2.270 < 3. 27"

bezeichnet. Sei x g die charakteristische Funktion zur Menge FE, so folgt aus der Formregula-
ritdt unserer Netze:

1 di dl
#Py = Z 1= Z W/BX%WS Z 2 /BXw;nSCQ . Z Xwrs

wobei C' > 0 nur von der Dimension d abhéngt. Da alle Patches w;' € P, Patches auf dem
gleichen Netz sind und wir es mit Dreiecks- bzw. Tetraedervernetzungen zu tun haben, kann
ein beliebiger Punkt x € 2 in maximal d + 1 Patches enthalten sein. Somit erhalten wir

#P,, < 2™ / (d+1)<c22 i<
By

und folglich auch
#P, <C, mit Py, :={w" € Py, | gw’)=m} VYme{0,..., M}
Aus Lemma 4.3.16 und Annahme (4.34) ergibt sich zudem
G = C U < gl +C Vil (4.40)

was #P,, = 0 fiir |m — l(w]*)| > C zur Folge hat. Die Behauptung folgt schlielich aus

M
{Wr [1w™ =1, gw™) =m, "N £0, me{0,...,M}, v Vp}= Uﬁm

v
m=0
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Lemma 4.3.18. Se: {./\/'m}%:0 eine Folge geschachtelter geometrischer Netze, welche den
Bedingungen (4.25)-(4.27) geniigen. Seien die Patches w;" und die Zahlen I(-), g(-) gegeben
durch (4.28), (4.32). Es gelte Annahme (4.34) und es seil € {0,...,L} fest. Dann existiert
eine Konstante C' > 0, welche nur von den Formregularititskonstanten der Netze, der Rand-
gitterweite hy des Grobgitters sowie der Konstanten aus Annahme (4.34) abhingt, so dass fiir
beliebiges wz])\,/[ gilt:

#H{wm | 0<m < M, v €V, (W) =1, g(w™) =m, wTNuwM #£0} <C.

(2

Beweis. Wir setzen

P = {w) |0 € Vi, Uw}) = Lgw) =m,wy Nwpf #0}, me{0,...,M}.

v v

Auf Grund der Formregularitit unserer Netze besteht wé‘f] aus hochstens €’ Elementen, wobei

C’ ausschliefllich von der Formregularititskonstanten des Netzes Nj; abhiingt. Da wf)\f[ ein

Patch des feinsten Netzes ist und wir von einer Folge geschachtelter Netze ausgehen, kénnen
wir folgern, dass fiir jedes Netz N, und jedes K C wf}‘,” ein eindeutig bestimmtes K’ € T (N;;,)

mit K C K’ existiert. Somit gilt
B € T(No) | K"l £ 0} < €

und da jedes K’ € T(N,,) hochstens zu d 4+ 1 Patches des Netzes N, gehort, ergibt sich
#P, < (d+1)C" fiir allem € {0,...,M}.

Des Weiteren folgt aus (4.40) #P,, = 0 fiir [m —I(w™)| > C und wir erhalten die Behauptung
aus

M
#{w)' | 0<m <M, veVy,, (') =1 gw) =m, w?ﬂwy#@}: Z#Pm

v
m=0

O

Lemma 4.3.19. Se: {./\/'m}%:0 eine Folge geschachtelter geometrischer Netze, welche den
Bedingungen (4.25)—(4.27) geniigen. Seien die Patches w)" und die Zahlen I(-), g(-) gegeben
durch (4.28), (4.32). Dann existiert eine Konstante C > 0, welche nur von den Netzkonstan-
ten abhdngt, so dass fiir alle w)', 0 <m < M, v € V,, und wy, v e Vi gilt:

(w™) =l >Cc = wrnwM =0
Beweis. Wir betrachten einen festen Patch wf}‘,” und unterscheiden zwei Falle:
o Sei Wﬂ@ﬁ =0. Aus l(w¥) =1 € {0,...,L} folgt
2~ (") < diam(w) < 27
und auf Grund der Formregularitit von Nj; in Verbindung mit (4.26) ergibt sich

inf dist(z,00) > 127"

r€wM
v
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Andererseits impliziert [(w)') =1 € {0, ..., L} jedoch auch

sup dist(z, 9Q) < Cr27.

TEW
Beide Ungleichungen gemeinsam ergeben, dass w;; N wM £ () nur erfiillt ist, falls

C127" <27 e 2T <O e 1—1 < logy(Ch) —logy(Ch) =: C

e Sei W N 9Q # . Da alle Elemente am Rand von gleicher GréBe sind, gilt [(w™) =1 €
{L—C,...,L} und wir haben stets I(w") — l(w)y<L—(L- C)=C.

Mit C := max{C"’, C} folgt dic Behauptung. O

Eine Abschitzung fiir den Winkel zwischen den Teilrdumen

Lemma 4.3.20. Se: {./\/'m}%:0 eine Folge geschachtelter geometrischer Netze, welche den
Bedingungen (4.25)-(4.27) geniigen. Seien die Patches w)' wie in (4.28) definiert. Dann
existiert eine Konstante C' > 0, welche nur von den Formregularititskonstanten und den
Koeffizienten A, aqg der Bilinearform a(-,-) abhingt, so dass fir beliebige U, U’ € {S, | v €
Varb U{V™ | m =0,...,M, v € Vp,} mit zugehirigen Patches " und w7V, d.h. supp{u €
U} =wm, supp{u/ € U'} =WV, gilt:

v
|a(u, u')?

vol(wi)

vol(wy' N ‘UZ'L,) 2d
N el N A Wy LTy ) ’
welU werr a(u, w)a(u', v

eQUU/ ‘= sup sup ) < min {1,0

wobet p den mazimalen Polynomgrad von u € U bezeichnet.

Beweis. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert

()P <

/(uvu)a(ul’u,)’ (4.41)

wobei

@ mm! (u,u) = / <Vu, AVU> + apuu dS2
v v w;”ﬂwm,

IN

o { ol oy DAl } (1900 + 10 s

C g Vol (w2 00" ) (I gy + 1)) -

Da u stiickweise polynomiell ist und unsere Netze formregulir sind, liefert das Anwenden
einer inversen Ungleichung

IN

d -1
[ullF o0 (my < CP** (vol (wi)) ™ [full72 oy
was wiederum zu
o vol (wgﬂ N wg}/>

vol (wm)

m m/
o vol <wv Nwy) >

vol (wm)

u,u) < szhaop ”uH?ﬁ(w;") < CA’aop a(u,u)

awvm ﬁw:}l (

fithrt. Setzen wir dies in (4.41) ein, so erhalten wir die Behauptung. U
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Abschitzungen fiir den Spektralradius

In diesem Unterabschnitt wollen wir Abschiitzungen fiir die Spektralradien p(E) und p(E)
angeben. F bezeichnet hierbei die Matrix, die die Winkel zwischen den Teilrdumen der Zer-
legung (4.35) enthiilt und E bezeichnet die analoge Matrix beziiglich der Zerlegung (4.31).
Um zu den gewiinschten Abschitzungen zu gelangen, werden wir folgendermaflen vorgehen:
Wir ordnen die Eintrdge der Matrix F in kleinere Teilblocke, schitzen die Spektralnormen
dieser Teilblocke ab und erhalten daraus, mittels Lemma 4.3.15, eine Abschitzung fiir die
Spektralnorm von FE. Die Abschétzung fiir p(E) ergibt sich aus der Tatsache, dass E eine
Teilmatrix von F ist.

Die in den nachfolgenden Beweisen auftretenden generischen Konstanten C,C’, ... sind alle-
samt unabhingig von M, der Anzahl der Netze, und héangen lediglich von den Formregula-
rititskonstanten der Netze N, ..., Ny, der Randgitterweite hg des Grobgitters, der Kon-
stanten aus Annahme (4.34), den Netzparametern aus (4.26), der Dimension d von  C R?
sowie der Bilinearform af(-,-) ab.

Lemma 4.3.21. Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 4.3.5. Sei | < 1" und bezeichne
Eg:s‘ = [egvgv,] diejenige Matriz, welche die Winkel zwischen den Teilrdumen S, € {S, | v €
Vir, 1(Sy) =1} und Sy € {Sy | v/ € Vir, U(Sy) = '} enthiilt. Sei C die Konstante aus
Lemma 4.3.19. Dann existiert eine Konstante C' > 0, so dass

<

R T S
{C s Ul—-1<C (4.42)

0 : I'—1>C

Ell/
|25
Insbesondere folgt aus (4.42) die Existenz einer Konstanten C' > 0, so dass
ol <00
2

Beweis. Fiir I'—1 > C folgt die Behauptung direkt aus Lemma 4.3.19. Betrachten wir nun den
Fall ' —1 < C. Jede Zeile von E%g gehort zu einem Teilraum S, mit supp(S,) C wM und jede
Spalte von Efglzg gehort zu einem Teilraum S,y mit supp(S,) C w{)\,/[ . Da wM und w{)\,/[ Patches
auf dem gleichen Netz sind, kann wegen der Formregularitit der Netze jede Zeile und jede
Spalte von E'%s hichstens O(1) Nicht-Null-Eintriige haben, wobei die Konstante O(1) einzig
von der Formregularitéitskonstanten des Netzes Nj; abhiingt. Somit folgt die Behauptung aus
Lemma 4.3.15. U

Lemma 4.3.22. Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 4.3.5. Sei | < 1" und bezeichne
E%, = les, '] diejenige Matriz, welche die Winkel zwischen den Teilrdumen S, € {Sy | v €
Vir, USy) =1} und VIV € (VI |0 <m! < M, v € Vi, IVF) =1, gV7') =m'} enthit.

Sei C' die Konstante aus Lemma 4.3.19. Dann existieren Konstanten C,C" > 0, so dass

i
=5, <

C : l/—lgé / (l—l’)/Q
< ~ < .
{0 -1 >C s ¢

Beweis. Die Triger der Teilrdume S, und V;;CLI sind die Patches w?! und w;’}/ mit [(wM) =1,
l(w;’?/) =1[". Die Behauptung fiir I'—1 > C folgt somit direkt aus Lemma 4.3.19. Betrachten wir
nun den Fall I’ — < C. Jede Zeile von Eg;, gehort zu einem Teilraum S, mit supp(S,) C w¥

und jede Spalte von Eg;) gehort zu einem Teilraum V;CL/ mit supp(V;?/) - wg}/. Betrachten wir
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eine feste Zeile von Eg;j, d.h. einen festen Teilraum S, so folgt aus Lemma 4.3.18, dass jede
Zeile von Efsl;; nur O(1) Nicht-Null-Eintrage haben kann. Betrachten wir andererseits eine feste
Spalte, d.h. einen festen Teilraum V', so ergibt sich aus I(S,) < {(V') < I(S,)+C und einer
Argumentation wie in Lemma 4.3.17, dass jede Spalte ebenfalls nur O(1) Nicht-Null-Eintrige

besitzen kann. Folglich gilt nach Lemma 4.3.15: HE‘ZSZ;) ) <C. U

Lemma 4.3.23. Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 4.3.5. Sei l < ' und bezeich-
ne E{ﬁls = [eygngv,] diejenige Matriz, welche die Winkel zwischen den Teilrdumen V' €
WVr1o<m<M, veVy, (V) =1, gVJ') =m} und Sy € {Sy |V € Var, I(Sy) =1}
enthdlt. Dann existiert eine Konstante C > 0, so dass

ot =

Beweis. Jede Spalte von E{f:s gehort zu einem Teilraum S,y mit I(S,) = I’ > [ und Triiger
wf}‘,” . Folglich ist nach Lemma 4.3.17 die Anzahl der Nicht-Null-Elemente in jeder Spalte von
E{,lis durch eine Konstante C' beschrankt.
Als Nichstes, um Lemma 4.3.15 anwenden zu konnen, schitzen wir die [2-Norm der zu V7
mit (V") = [ gehorigen Zeile ab. Es gilt

/
1B B< > levps, |
Syril(Sy) =l

Trager der Funktionen aus S,/ ist der Patch wf}‘/” . Da alle Patches zu S,-Raumen, v € Vjy,
Patches auf dem gleichen Netz sind, konnen sich maximal d+1 viele dieser Patches iiberlappen.
Weiterhin befinden sich alle Patches von Level I’ in einer O(2")-Umgebung des Randes 9.
Zusammen mit der Tatsache, dass die Réume V;"* Rédume von stiickweise linearen Funktionen
sind, d.h. p=1, liefert Lemma 4.3.20:

Z e ’2 < CVOI(‘UZ}H N{x € Q| dist(z,00) < 2—1/})
el = m .
SyrUSyr) =V vol(wy)

Da l(w™) < I, folgt aus elementargeometrischen Uberlegungen
vol(w™ N {z € Q| dist(z, Q) < 27"} < c(27H)d-127Y, vol(w™) ~ (27H),
Es ergibt sich

vol(w N{x € Q| dist(z,dQ) < 27'})

ns,[2<C < o201,
> levms, P < voll@™) <
Syril(Sy)=l
Anwenden von Lemma 4.3.15 vervollstdndigt den Beweis. U

Lemma 4.3.24. Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 4.3.5. Sei l < I' und bezeich-
ne E{,llv = [evgnvv,] diejenige Matrix, welche die Winkel zwischen den Teilrdumen V' €
(VI [0<m <M, veVy, (V) =1, g(V5") =m} und Vi’ € (V' |0 <m/ <M, v €
Vs (V) =1, (V') = m'} enthilt. Dann existiert eine Konstante C' > 0, so dass

< oot-1/2,

w
=541
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Beweis. Jede Spalte von Fi, gehért zu einem festen Teilraum V77 mit (V7)) = 1! > 1.
Folglich ist nach Lemma 4.3.17 die Anzahl der Nicht-Null-Elemente in jeder Spalte von E{,llv
durch eine Konstante C' beschrankt.

Betrachten wir als Nichstes die [?-Norm der zu V" mit (V™) = | gehorigen Zeile. Es gilt

M

114
”EV;”,”% < E E ’evgnvfr;/’Q-
v

=0 (ym' L (vm=1,g(Vi )=m’)
Fiir den V;;CLI zugrunde liegenden Patch wg}/ gilt (4.40), d.h.
glwy) = C <)) < glwi') + C.

Da nach Voraussetzung stets g(w;’?/) = m/ gelten soll, haben wir I’ — C < m/ <1’ + C fiir alle
wg}/ und die innere Summe ist nur fiir m’ mit I’ — C < m/ <1’ + C ungleich Null.
Betrachten wir ein festes m/ mit I’ —C < m/ <1’ +C, so kénnen wir die innere Summe analog
zu Lemma 4.3.23 mit

2 -
> leygym | < 201
v
vt )=t,g(v ) =m/

abschétzen. Daraus folgt

I'+C
B 5< D 0207 < ool
m/'=l'-C
Anwenden von Lemma 4.3.15 vervollstdndigt den Beweis. U

Theorem 4.3.25 (Spektralradius). Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 4.53.5. E be-
zeichne diejenige Matriz, die die Winkel zwischen den Teilrdumen beziglich Zerlegung (4.35)
enthdlt. Dann gilt p(E) < C.

Beweis. Mit den wie in Lemma 4.3.21 bis Lemma 4.3.24 definierten Matrizen EY kénnen wir
die Matrix E nach folgendem Muster umordnen:

Mit den Abkiirzungen e, := ||[EX |, folgt aus Lemma 4.3.15:

w11k
kadl

€sy €ss 11—
Fiir [ < I’ haben wir in den Lemmatas 4.3.21 - 4.3.24 gezeigt, dass e/, < ¢20=)/2 und da
unsere Matrix F symmetrisch ist, folgt unmittelbar

f —=
ei’*gc(\/i)' " vire{o....Ih

p(E) <

2
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Aus ||E|]3 < ||E||1||Ellso und ||E||1 = || E||oo ergibt sich schlieflich die Behauptung des Theo-
rems:

L
p(B) <max> cve <
= =0

O

Korollar 4.3.26 (Spektralradius). Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 4.3.5. E be-
zeichne diejenige Matriz, die die Winkel zwischen den Teilrdumen beziglich Zerlegung (4.31)
enthdlt. Dann gilt p(E) < C.

Beweis. Da (4.39), ist E eine Teilmatrix der nicht-negativen Matrix E aus Theorem 4.3.25.
Somit gilt p(E) < p(F) < C. O

Konstruktion einer stabilen Zerlegung

In diesem Unterabschnitt wollen wir eine stabile Zerlegung fiir den Vorkonditionierer aus
Theorem 4.3.4 beweisen. Nach (4.39) ist dies auch gleichzeitig eine stabile Zerlegung fiir den
Vorkonditionierer aus Theorem 4.3.5.

Unser Vorgehen gliedert sich hierbei in drei Etappen: Als Erstes konstruieren wir eine stabile
Zerlegung fiir u € S&(Q,./\/' ). Danach erweitern wir diese zu einer stabilen Zerlegung fiir
u € SH(,Nyr) und im letzten Schritt betrachten wir schlieBlich u € ST (€2, Nyy).

Lemma 4.3.27 (stabile Zerlegung fiir u € S}(Q,Nur)). Sei Q C RY, d = 2,3. Sei Ny ein
geometrisches Netz mit Randgitterweite h und u € S§(Q,Nar) := SH(Q,Nar) N HE (). Dann
existiert eine Zerlequng

u= Z w, mit u, € VM S, und Z a(uy, uy) < Ca(u,u),
veVr veVy

wobei C' > 0 unabhdngig von h ist.

Beweis. Fiir v € Vi bezeichne ¢, € VM die Standard-Hutfunktion mit ¢,(v) = 1, womit
sich die Funktion u € S§(Q2, Nas) eindeutig als Summe u = U, @y schreiben lasst. Mit
hy := diam(supp ¢,,) ist dies dquivalent zu

u= 3 WDy g,

veVrr

vEVMr

und wir setzen

w, = h(d/Z—l)u

v v v

hy 1= h{?* Vg,
Der Rest des Beweises gliedert sich in mehrere Schritte.

1. Schritt: Fiir ein festes Element K € 7 (N)y) mit den Ecken vk 1), ...,k d41) ilt ulx =

z;li% W o Yo |- Auf Grund der Formregularitit von Ny erhalten wir

d+1 4 d+1 J

—92 —2
D ) I* < O Y Julvre ) < OhT (@ 4+ DllulF ),
j=1 J=1
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wobei C' > 0 nur von der Formregularitéitskonstanten ~ abhéingt. Bezeichne K das Referenz-
element und sei die Transformation einer Funktion auf das Referenzelement durch ein Dach
markiert, so erhalten wir

d+1 (d-2)
[wose P < Chig ™ (d+ Dlfall}.
; (K.5) (K) (4.43)
d—2
< O @+ D[l 5y < Chi lullfe )

2. Schritt: Sei v € Vyy und K € T(N)ys) mit K C suppt,. Dann gilt
IVl32) < Chie 2NVl < Chi Vhig @ < C
und

(2—d)

1llZare) < Chillull?s 4y < Chichy ) < Chi < C,

wobei C' > 0 nur von der Formregularitidtskonstanten abhéingt.
3. Schritt: Aus der Hardy-Ungleichung

|

der Abschétzung (4.43) und den Annahmen an die Elementgréfien hx (4.26) folgt

v

-z < 1
st (2, 09) <C|Vvlr2  Yve Hy(Q),

L)

d+1

2 2
Dolwf < DY
veVy KeT(Ny) j=1
2
u
< 05 h2 2, ‘7 < IVul2:
I;T KAL) dist(-, 0) || 12 () L)

Die Behauptung des Lemmas ergibt sich damit aus a(-,-) ~ ||- H%{I(Q) und den Abschétzungen
aus Schritt 2:

Z a(uvauv) = Z w a(%ﬂbv <C Z w < CHVUHL2 < Ca(u u)

vEVMr vEVMr vEVM

O

Bemerkung 4.3.28. Ein Beweis fiir den 2-dimensionalen Fall des Lemmas 4.3.27 ist ebenfalls
in [Yse99, Mel01] zu finden.

Lemma 4.3.29 (stabile Zerlegung fiir u € S5 (Q,Na)). Sei @ C R, d =2,3. Sei {N;,}2,
eine Folge geschachtelter geometrischer Netze, welche den Bedingungen (4.25)—(4.27) geniigen.
Sei 1B := {v € Vi | v € 0Q}. Dann existiert fiir jedes u € S(Q,Nyr) eine Zerlequng

M
u= Z uS + Z Z u™, mit U™ e V™ und uS € S, N SH(Q, N, (4.44)

veEVMm m=0yelB
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so dass

M
> aS ud)+ D> Y a(ul,ul) < Calu,u),
veEVMm m=0yerB

wobei C' > 0 unabhdngig von u, hyr und M ist.

Beweis. 1. Schritt: Wir wihlen ein quasi-uniformes Netz N, das am Rand mit N iiberein-
stimmt. D.h.

{K e T(Ny) | KNaQ#0} € T(N). (4.45)

Sollte Ny selbst quasi-uniform sein, so kénnen wir natiirlich Ny = A wihlen. Ansonsten
betrachten wir die Menge Q' := Q\U{K | K € T(Np) und K N 9Q # 0} und fithren
die quasi-uniforme Vernetzung von 0€, gegeben durch die Einschrinkung von Ny auf 9€,
zu einer quasi-uniformem Vernetzung Ay von ' fort. Die Vereinigung von N mit der auf
OB == U{K | K € T(Ny) und K N 9N # 0} eingeschriinkten Vernetzung Ny|gs ergibt dann
ein quasi-uniformes Netz Ny, welches der Forderung (4.45) genigt.

2. Schritt: Es sei N, die aus m uniformen Verfeinerungen von N resultierende Vernetzung
von . Aus Annahme (4.27) folgt, dass die Netze N, and N, in allen Elementen am Rand
iibereinstimmen. D.h.

(K € T(N,) | KNoQ#0} = {K € T(N,,) | K NoQ # 0. (4.46)

Mit Vj, bezeichnen wir alle Knoten des Netzes N,, mit Ausnahme der Knoten auf dem
Dirichlet-Rand. Ferner seien die ¢3" die Standard-Hutfunktionen auf dem Netz 7T, beziiglich
der Knoten v € V,,,. Wir schreiben

Vit = span{¢}'},

wobei wir explizit darauf hinweisen, dass nach (4.45) die Gleichheit V" =V fiirv € Ig gilt.
3. Schritt: Fiir u € Sk (2, Nar) kann leicht eine Funktion @ € ShH(Q,Nyr) :== SH(Q,Np) N
HE(Q) gefunden werden, so dass

ilog =uloe,  [lallga) < Cllullpa) (4.47)

und C' > 0 unabhéngig von u. Des Weiteren folgt aus der klassischen Theorie (siehe [Zha92],
[Osw94]) die Existenz einer Zerlegung

M
a=y Y ay, mit eV ZZ @, @™ < Ca(i, @) (4.48)

m=0 eV, m=0yeV,,

sowie C' > 0 unabhéngig von @ und hpy.
4. Schritt: Bs gilt IB < V,, NV, und aus (4.46) folgt V™ = V™ fiir alle v € IB m ¢
{0,..., M}. Damit erhalten wir

M
Bo=3" 3 ar c Sp(Ny) mit uPlog = ulsn (4.49)
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und nach (4.47) zusammen mit (4.48) gilt

M
> al@y,ay) < Ca(i, @) < Calu,u). (4.50)

m=0velB

Des Weiteren gilt

M
SN ST e Vaup ) fag@y ay),

IA
a
M=

wobei 6:}7})7”, den Winkel zwischen den Teilriumen V" = V" und f/g?l = V;’?l bezeichnet. Sei
E = [ez’ff,”/] die Matrix, die alle Winkel enthélt, so wissen wir aus dem vorherigen Unterab-

schnitt, dass p(F) < C, und es folgt

M ____ 2 M ___ 2
a(uB,uB) < p(E) g g ( a(uq’jﬂ,u{)”)) <C E < a(u;”,uij“)) < Ca(u,u).
m=0yecIB m=0yelB

5. Schritt. Wir schreiben u := u® + uf mit u? aus Schritt 4 und u!? := u —u® € S{(Q, Ny).
Es gilt

a(u® , uf?) = a(u,u) + a(w®,u?) - 2a(u,u?) < Ca(u,u)+ 2\/a(u, w)a(uB,uP) < Ca(u,u)

und die Existenz einer stabilen Zerlegung fiir v ergibt sich als Kombination der stabilen
Zerlegung fiir uf! (Lemma 4.3.27) und der stabilen Zerlegung von u? (siehe (4.49)). O

Das nun abschlielende Theorem konstruiert eine stabile Zerlegung fiir u € SP (Q, N).

Theorem 4.3.30 (stabile Zerlegung fiir u € SB(Q,Nu)). Sei Q@ C RY, d = 2,3. Sei
{Nm}%zo eine Folge geschachtelter geometrischer Netze, welche den Bedingungen (4.25)—
(4.27) geniigen. Sei p(Ny) eine lineare Polynomgradverteilung. Seien die Patches w!* und
die Riume V™, S, wie in Abschnitt 4.3.3 definiert. Sei I2 .= {v € V,,, | v € 0Q}. Dann
existiert C > 0, so dass fiir alle u € SP(Q,Nyp) eine Zerlegung

M
u= Z“SNLZ Zuvm

veEV)s m=0yelB

mit us, € Sy, ' € V) existiert und

M
Z a(us,,us,) + Z Z a(uy',uy') < Ca(u,u).

veVMm m=0yelB
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Beweis. Aus [SMPZ05] (sieche Bemerkung 4.3.31) folgt die Existenz einer stabilen Zerlegung

U =up + Z us,

veVM
mit

a(up,up) + Z a(us,,us,) < Ca(u,u) Yu e SP(Q,Nu),

vEVM

wobei up € SH(Nar, Q) und us, € S,. Aus Lemma 4.3.29 folgt fiir beliebiges up € S} (2, Nar)

M
up = ZQSU_FZ Zu:}n,

veEVMm m=0yelB
mit
M
Z a(ts,,us,) + Z Z a(uy',ur') < Ca(up,up),
veEVMm m=0yc[B

wobei us, € S, und u* € V,*. Folglich kénnen wir schreiben

M
=Y (us, +is,)+ Y Y ul

veVy m=0yelB

mit (4s, + us,) € Sy, uy' € V" und es gilt

M
Z a(usv + ﬁ3v7uSv + ﬁsv) + Z Z a(u:)n7uvm)
veVr m=0yelB
M
< 2> alus,us,)+2 Y alis, ds,)+ Y > a(u),ul)
veVs veVs m=0 UEIE
< Ca(up,up) + 2 Z a(us,,us,) < Ca(u,u).
vEVM

O

Bemerkung 4.3.31. In [SMPZ05] werden zwar nur uniforme Polynomgradverteilungen be-
trachtet, jedoch erkennt man beim Durchsehen der Beweise, dass eine Erweiterung auf nicht
uniforme Polynomgradverteilungen moglich ist.
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Kapitel 5

Adaptive hp-FEM

Im vorigen Kapitel haben wir uns mit der randkonzentrierten Finiten-Element-Methode be-
schiftigt, welche mittels a priori vorgegebener Netzstruktur und Polynomgradverteilung auf
ein zur h-BEM analoges Verhiltnis von Fehler gegeniiber Freiheitsgraden fiihrt (sieche [KMO03|
und Kapitel 4). In diesem Kapitel wollen wir uns nun von der Vorgabe von Netzstruktur und
Polynomgradverteilung l6sen und uns einer adaptiven Steuerung dieser Groflen zuwenden.

Die Grundidee aller adaptiven Strategien ist, ausgehend von einem Grobgitter, bestehend aus
nur wenigen Elementen von niedrigem Polynomgrad, mit Hilfe eines Fehlerschitzers sowie
einer geeigneten Verfeinerungsstrategie, eine Folge sich stetig verbessernder FE-N&herungen
zu generieren, wobei wir hierbei stets bestrebt sind, mit so wenig wie moglich Freiheitsgraden
bestmdogliche Approximation zu erreichen.

In der h-FEM ist die Verfeinerungsstrategie recht simpel: Wir teilen schlicht und einfach jedes
Element, fiir das der Fehlerschétzer einen zu groflen Fehler ausweist, in mehrere kleinere Ele-
mente. Betrachten wir jedoch die hp-FEM, so haben wir neben dem Verfeinern von Elementen
auch die Moglichkeit, den den Elementen zugeordneten Polynomgrad zu erhthen. Wie wichtig
es ist hierbei die richtige Entscheidung zu treffen, stellt sich in den Arbeiten von 1. Babuska
und B. Guo (siehe [BG86¢, Sch98]) heraus. In diesen Arbeiten wird nédmlich gezeigt, dass fiir
eine grofle Klasse von Aufgaben die hp-FEM zu exponentieller Konvergenz fiihrt, falls Netz
und zugehorige Polynomgradverteilung passend gewéhlt sind.

Allgemein kann man sagen, dass fiir Elemente, auf denen die Losung glatt ist, die p-Verfeinerung
die zu bevorzugende Wahl ist, wohingegen fiir Elemente, auf denen die Losung weniger glatt
ist, eine h-Verfeinerung giinstiger ist.

In den meisten adaptiven hp-FE-Algorithmen basiert die Entscheidung zwischen h- und p-
Verfeinerung auf einem Schéitzen der lokalen Sobolev-Regularitét (siche [AS97, AS98, AS99,
BOVO01, HS05]). Die Arbeit [HS05] beschreibt hierbei eine Verallgemeinerung des in [Mav94]
vorgeschlagenen Weges, dem Schétzen der lokalen Sobolev-Regularitdt anhand der Zerle-
gungskoeffizienten der Losung u beziiglich einer Basis aus Legendre-Polynomen. Wéhrend
die Arbeiten [Mav94, HS05] sich jedoch auf eindimensionale Probleme bzw. Elemente mit
natiirlicher Tensorproduktstruktur konzentrieren, werden wir im Folgenden zeigen, dass sich
dieser Ansatz ebenso erfolgreich auch auf Dreiecks- und Tetraederelemente iibertragen lasst.
Die dazu notwendigen theoretischen Grundlagen liefern die Theoreme 5.1.1 bzw. 5.1.8, welche
besagen, dass eine Funktion u genau dann analytisch in einer Umgebung eines Dreiecks bzw.
Tetraeders ist, falls die Zerlegungskoeffizienten der Entwicklung von u nach einer geeigne-
ten Orthogonalbasis exponentiell abklingen. Natiirlich kennen wir die exakte Losung nicht
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und miissen uns damit begniigen, die aktuelle FE-N&herung nach orthogonalen Polynomen
zu entwickeln. Unsere fiir Dreiecksnetze durchgefiithrten Vergleichsrechnungen zeigen jedoch,
dass dieser Ansatz sehr gut funktioniert, vorausgesetzt wir starten mit einer Polynomgrad-
verteilung, die geniigend viele Zerlegungskoeffizienten und somit Informationen iiber deren
Abklingen bereitstellt.

Kapitel 5 gliedert sich wie folgt: Wir beginnen mit Betrachtungen zu analytischen Funktionen
auf Tetraedern und Dreiecken und bereiten damit die theoretische Grundlage der Verfeine-
rungsstrategie. Danach stellen wir fiir Vergleichszwecke zwei weitere Verfeinerungsstrategien
vor und fiithren anschlieBend mit dem von uns implementierten hp-FE-Code ADURAKON
Testrechnungen auf Dreiecksnetzen durch, um die einzelnen Strategien einander gegeniiber-
zustellen.!

5.1 Analytische Funktionen auf Dreiecken und Tetraedern

Fiir den 2-dimensionalen Fall erhalten wir aus [Mel02, Prop. 3.2.14] und [Mel02, Lemma 3.2.15],
analog zum weiter unten behandelten 3-dimensionalen Fall, die Aussage:

Theorem 5.1.1. Es bezeichne T2 das Referenzdreieck aus Definition 3.3.1 und es sei die
L*(T?)-Orthogonalbasis {1pq | p,q € No}, gegeben durch

_ , 1— P
Ypg = Ppq © Dy b omit Ppg = Pzgom (m) <Tn2> Pq(2p+170) (172),

wobei Dy die Transformationsvorschrift aus Lemma 3.5.2 darstellt. Fiir eine Funktion u €
L?(T?), dargestellt als u = Zp,quo Upg¥pq, gilt: u ist auf T’ genau dann analytisch, wenn
Konstanten C', b > 0 existieren, so dass

[tpg| < Ce P+ fir alle p, g € Ny.

Beweis. Folgt aus [Mel02, Prop. 3.2.14] und [Mel02, Lemma 3.2.15]. Siche auch den Beweis
zu Theorem 5.1.8. O

Bemerkung 5.1.2. Die Funktion u € L?(7%) ist analytisch auf ?d, d € {2,3} bedeutet, dass

eine offene Umgebung 7’ D 7% und eine Fortsetzung v’ von u auf 7" existieren, so dass u’
auf 7’ analytisch ist. Im Folgenden werden wir darauf verzichten zwischen v’ und u explizit
zu unterscheiden. Ferner seien, wenn wir die Polynome v, bzw. ¢4, (siehe Definition 5.1.3)
auf 7’ betrachten, die natiirlichen und eindeutig bestimmten analytischen Fortsetzungen als
Polynome gemeint.

Wollen wir diese Aussage auf den 3D Fall, d.h. auf das Referenztetraeder, {ibertragen, so
konnen wir zwar zum Teil &hnlich wie in [Mel02, Abschnitt 3.2] vorgehen, miissen jedoch
an einigen Stellen auch Zusatziiberlegungen anstellen. Insbesondere die Herleitung der not-
wendigen Hilfsaussagen wird in 3D wesentlich komplexer. Zum Beispiel muss hier nun das
Verhalten von auf Q3 holomorphen Funktionen unter der Abbildung D3 : Q3 +— 73 genauer
untersucht werden.

Beginnen wir mit der Definition orthogonaler Polynome (¢pqr)p.q.ren, auf dem Referenztetra-

eder 73.

'Kapitel 5 beinhaltet im Wesentlichen die Ergebnisse aus [EMO04].
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Definition 5.1.3 (orthogonale Polynome auf dem Tetraeder). Es bezeichne D3 die Trans-
formation aus Lemma 3.5.2. Fiir p, q,r € Ny definieren wir

Upgr = Ppgr © Dgl mit  Gpgr(n) = Gpgr (M1, M2, 713)

gegeben durch

1— P/ p+q
G (1) = PO ) P10 () 20120 g (1572 ) (152 )

Lemma 5.1.4. Sei T3 das Referenztetraeder aus Definition 3.5.1 und bezeichne vpq die
Funktionen aus Definition 5.1.3. Dann gilt:
® Ypgr € Pp+q+r(T3), d.h. Ppgr ist ein Polynom vom Gesamtgrad kleiner gleich p+q+r.

o Die Funktionen vpq, sind orthogonal auf T3 beziiglich des tiblichen L?(T?3)-Skalarproduktes.
Wir haben

2 2 2
! oy ! = 6/ 6/ (S/.

Beweis. Transformation von ('l/}qu"'lpp/qlrl) 73) mittels D3 auf ein Integral iiber Q3. Aus-

L3(
nutzen von Eigenschaften der Jacobi-Polynome. Rest analog zur 2-dimensionalen Version in

[Mel02]. O

Bevor wir nun zu dem Theorem iiber analytische Funktionen auf dem Tetraeder kommen,
wollen wir noch die Definition der Ellipse £, sowie zwei fiir die spéteren Beweise unbedingt
notwendigen Lemmata angeben. Alle weiteren Hilfsaussagen, die zum Teil sehr technisch
sind, werden wir der besseren Ubersicht wegen jedoch in das eigenstindige Kapitel 5.1.1
verschieben.

Definition 5.1.5. In der komplexen Ebene sei fiir p > 1 die Ellipse £, gegeben durch (siehe
auch Abbildung 5.6):

g ={zeCllz+1+[z-1<p+p'}.

Lemma 5.1.6. Es sei £, C C die Ellipse aus Definition 5.1.5. Fiir den Abstand des Punktes
(1,0) € C zum Rand von &, gilt:

—1)2
dist(9E,,1) = %.

Beweis. Mit den Abkiirzungen a := % (,0 + ,0_1) und b := % (p — p_l) kénnen wir den Rand
der Ellipse £, durch

0E, ={acos¢ +1ibsing | ¢ € [0,2m)}
beschreiben. Fiir unser Abstandsproblem erhalten wir somit:

(dist(0€,, 1))? = ¢en[éi71217r) lacos ¢ — 1+ ibsin ¢|* = ¢en[%)i7121ﬂ) ((acos ¢ — 1)? + b? sin? ).
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Bezeichne f(¢) := (acos¢ — 1)% + b?sin? ¢, so lautet die fiir ein Minimum notwendige Bedin-
gung:

g—i = (2sing) (a + (b* — a?) cos ¢) = (2sin ¢) (% (p+ ,071) — cos ¢> =0. (5.1)

Da % (p + p_l) —cos ¢ > 0 fiir alle ¢ € [0,27) und p > 1 folgt, dass ¢1.2 = {0, 7} die einzigen
Losungen von (5.1) sind. Ferner zeigt sich, dass f(0) das globale Minimum darstellt, womit
die Behauptung dist(0&,,1) = f1/2(0) = 1/2(p — 1)?p~! gezeigt ist. O

Lemma 5.1.7. Fiir p > 1 sei £, C C die Ellipse aus Definition 5.1.5. Die Funktion

_ 1 P(avﬁ) t
we Q) = [a-vraro Y

ist fiir alle ¢ € No holomorph auf C\[—1,1] und es gilt

~ 27
0,0 ‘ —(g+1)
(Qq (w) 1, Y e 0E,,
- 2Q’+2 + 2
(a,0) q —(g+1)
‘Qq (w)‘ at1(1-1/p2" v w € 08,
Beweis. [Mel02, Lemma 3.2.10, Corollary 3.2.11] O

Kommen wir nun zu dem Theorem iiber analytische Funktionen auf dem Tetraeder:

Theorem 5.1.8. Es bezeichne T2 den Referenztetraeder aus Definition 3.3.1 und es sei
{tpgr | Pygs7 € No} die L?(T3)-Orthogonalbasis aus Definition 5.1.3. Fiir eine Funktion

u € L2(T3), dargestellt als u = Zp,q,reNo UpgrPpgr, gilt: u ist auf T genau dann analytisch,
wenn Konstanten C, b > 0 existieren, so dass

[tpgr| < Cebptatr) fiir alle p,q,r € Ny.

Beweis. Als Erstes zeigen wir, dass aus der Existenz von C,b > 0 und |up,,| < Ce™bPHatr)

fiir alle p, g, r € Ny folgt, dass u auf T2 eine analytische Funktion darstellt. Wihlen wir p > 1
so klein, dass Inp < b/2, dann sichert Lemma 5.1.12 die Existenz einer komplexen offenen

Umgebung 7" von T2 mit
[parllLoe(ry < (0 + g+ 7)Pe®/PPtatn), (5.2)

Setzen wir nun uy, := Zp+q+r<k Upgrpqr, s0 folgt aus (5.2)

=l = | 5w, < 5l ey
pgtr>k ptatr>k
< C Y (gt WA,
prq+r>k

Fiir £ hinreichend grof3 gilt
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Aus

2—k 1-k —k
C Y e - gl +(/<r+1)'y +(k+1)(/<:+2)7

(y—1)3 (v —1)? 2(y—1)

Ju—ugl[poo(rry <
p+q+r>k

< Cy(k+2)2y7F
mit v = e?/* > 1 ergibt sich die gleichmiiBige Konvergenz der Folge (ur)i2y- Da alle Funk-
tionen wuy analytisch auf 7’ sind, ist auch die Grenzfunktion u auf 7’ analytisch (siehe z.B.
[H6r90, Cor. 2.2.4]).
Widmen wir uns nun der umgekehrten Richtung des Beweises. Da die Polynome 1), ortho-
gonal beziiglich des L?(73)-Skalarproduktes sind, gilt

(Ypgrs0) 2

= U Ppgr dS2
H¢pqr‘|L2 (73) ||7,Z)pqr||%2(7—3)7l

Upgr =

und wir miissen die Existenz von C', b > 0 zeigen, so dass

< Qe tpratn), (5.3)

‘(T/’pqm ) (T3)

Bezeichne Up, die in Lemma 5.1.11 definierte Funktion. Dann liefert die Transformation von
73 auf Q3 mittels Ds:

! (2p+24+2,0) 1—n3 (prat?)
‘(¢pqr’u)L2(73) = /1Prp 5 (n3) (T) Upq(n3)dns| -

Lemma 5.1.11 besagt, dass fiir ein p > 1 die Funktion U, auf £, holomorph ist und eine Null-
stelle der Ordnung p+ ¢ bei 13 = 1 besitzt. Folglich kénnen wir den Cauchyschen Integralsatz
auf die holomorphe Funktion 13 — Up,(13)/(1 — 13)P+? anwenden:

1
—p—g— U (77 )
_ p—q—2 . (2p+2q+2) pq\'3 (2p+2¢+2,0)
(Vpgrs u) 2 T — 2 /_1(1 n3) 7(1 — 773)p+q1 T (n3)dns

B VSIS
( ' |

2mi 1-— Cg)p+q

(3€0E,

Mit length(0&,) < 4p und den Lemmata 5.1.6, 5.1.7, 5.1.11 erhalten wir somit eine erste
Abschatzung:

2~ (P+)length(9E,)
(dist(9E,, 1)) P2
+
< Cp < = >p Db 20T +2) gy (B4
(p—1) (2p+2¢+3) (1-1/p)?
< C,Yerq(;*T’

(¢pqr,U)L2(73) < C H pq”Loo (0Ep) “Q(2p+2q+2’0)|’L°°(a£p)
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wobei 6 > 1 und C, ~, § unabhéngig von p, ¢, sind. Eine zweite Abschéitzung erhalten wir
mittels Cauchy-Schwarz-Ungleichung, Figenschaften der Jacobi-Polynome und Lemma 5.1.11:

! 2p4+-2¢+2.0 1—ms wtet2)
= | [ peranz (—) U (15)cl

(wpqra U)L2(T3) 9

1
L /1 (2p+2¢+2) 2 2
< (2p+24¢+2,0)
- </1 ( 2 > (Pr (773)) f3 -

f (5.5)
1 1 _ T] 2 2
( / ( ; 3) Uy () s
~1
1
<C 2 : et +a) « Cpblpta),
N 2p+2q +2r+3 -
Insgesamt erhalten wir aus (5.4) und (5.5) damit
‘ (Vpars U)L2(T3) <C min{eib(pﬂ]) AP (5.6)

Da fiir v < 1 sofort die Behauptung (5.3) folgt, miissen wir lediglich den Fall v > 1 genauer
untersuchen. Wir wihlen A > 0, so dass 7 /6 =: g < 1. Betrachten wir den Fall (p+ q) < Ar,
so folgt (5.3) aus

< CAPHasTT < C(8)T = Og'/* T2 < Cq% min{1,1/A}(r+p+q)

‘ (Vpgrs u) 12 (T3)
Fiir (p + q) > Ar folgt (5.3) aus

< Ce tr+a) < O b3 tatn) < = (tatr),

‘(wpqm U)L2(TS)

5.1.1 Hilfsaussagen

In diesem recht technischen Abschnitt stellen wir alle notwendigen Lemmata, die fiir den
Beweis von Theorem 5.1.8 eine Rolle spielen, bereit.

Lemma 5.1.9. Sei u analytisch auf?3 und D3 die Transformation aus Lemma 3.5.2. Dann
existieren nur von u abhdingige Konstanten C >0, d > 0, p > 1, so dass gilt:

1. Die Funktion uoDsg ist holomorph auf@3 und kann zu einer auf E,xE,x E, holomorphen
Funktion @ mat

]| oo e3) < C.
fortgesetzt werden.

2. Die Funktion m w (n1,m2,n3) st fir alle nz,m3 € (—1,1) holomorph auf & ys/((1-ny)(1-ns))
und

(nz,ilsl)pey G 2, m8) 2o 811y 1) < ©
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3. Die Funktion ny v~ w(n1,m2,m3) ist fir alle m,n3 € (=1,1) holomorph auf &1, 5/(1—n,)
und

sup |la(n, 5 m3) [ nees, s ) < C-
(n1,m3)€Q? , Erroa-n)

Beweis. Da die Funktion u analytisch auf T ist, existiert eine offene komplexe Umgebung
7' c C? von 73, auf der u zu einer holomorphen und beschrankten Funktion @ fortgesetzt
werden kann. Auf Grund der Stetigkeit von D3 existiert ein p > 1, so dass Dg(é';’) Cc7'.Um
die zweite Aussage zu beweisen, miissen wir zeigen, dass zu beliebigem € > 0 ein d(e) > 0
existiert, so dass aus

(77177727773) € G5 = {(77177727773) ‘ m S 5017(7727773) S QQ}

mit
v 6 (5.7)
p1= .
(1 =m2)(1 —n3)
folgt
inf [D3(n1,72,m3) — x| < e. (5.8)
x€T
Dazu setzen wir 71 = a + bi, wihlen § < %e und unterscheiden drei Fille (siche auch

Abbildung 5.6):

1. Fir a < —1 gilt Ay := D3(—1,m2,1m3) € T° mit:

‘D3(77177727773) - Al’

— Lo -+ 1 < Y211 - ) s+ 1)
1 V5 5 5
S At o T e

2. Fiir |a| < 1 gilt Ag := Ds(a,n2,13) € 7> mit:

|D3(m1,m2,m3) — As
1 1 _
= 0= m)A—m)lb| < (1 =m)(1 = n3)lor — py a

4
T ) 5 2(L =) (1 —n3) +6
— 8(1 n2)(1 —n3) (1—n2)(1—n3) (1—m2)(1—n3)+9

3. Fiir a > 1 gilt Az := D3(1,1m2,13) € 7° und analog zum Fall a < —1:

V5

‘D3(77177727773) - A3’ < ?5 < €.
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Damit ist die zweite Aussage bewiesen und die dritte kann vollig analog gezeigt werden. [

Lemma 5.1.10. Sei u analytisch auf T° und D5 die Transformation aus Lemma 3.5.2. Fiir
p € Ny sei die Funktion (n2,n3) — Up(n2,n3) definiert durch:

1
Unteem) = [ B0 ) Dalm, )

Dann existieren nur von u abhdngige Konstanten p > 1, >0, C' > 0, so dass gilt:

1. Die Funktion U, ist holomorph und beschrinkt auf £, x £, mit
1UpllLe(g,xe,) < Cp P
2. Die Funktion nz — Up(n2,n3) ist fiir jedes n3 € (—1,1) holomorph auf &1 15/(1—yy) mit

sup || Up(-sm3) || poo (e ) =C
wse(-L1) Erta/-n5))

3. Die Funktion U, besitzt Nullstellen der Vielfachheit p bei na = 1 und n3 = 1.

Beweis. Die zweite Aussage folgt aus Lemma 5.1.9-3 und die Holomorphie von U, auf £, x &,
aus Lemma 5.1.9-1. Um zu zeigen, dass [|Up||p~(g,xe,) < Cp~P, benutzen wir die Cauchysche
Integralformel zusammen mit Lemma 5.1.7:

UG )l = %/L% HEL 3] p00) oy

—1§1€08,

= L j{ ﬁ(Cl,CQ,Cs)Qéo’O)(Cl)dgl

2mi
G EDE,

length( )

< 2 poe () |QF N oo 0,y < Cp 7P

Da U, auf &, x &, holomorph ist, reicht es fiir die Nullstellen der Vielfachheit p bei 7o = 1

und 73 = 1 zu zeigen, dass ein C' > 0, unabhéngig von 10, 73, existiert mit

[Up(m2,m3)] < C(1—=m2)P(1 = m3)? ¥z, m3 € (=1,1).
Lemma 5.1.9-2 zusammen mit der Cauchyschen Integralformel liefert:

1

|Up(n2,m3)| = 2%1/ j{ WZD( )(m)d¢rdm

—161€0&y,

mit p; gegeben durch (5.7). Mittels Lemma 5.1.7 erhalten wir fiir 2,73 € (—1,1) und Gy aus
Lemma 5.1.9

length(0& B
Up(m,s)| < Et(08n)

e L el

(1 =n2)(1 —m3) >p
O+ (1 —m)1—m3)) ’
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wobei C' nur von u abhéngt. Da 6 > 0 und 79,13 € (—1,1), gelangen wir zur gewiinschten
Abschitzung

Up(12,m3)| < CO7P(1 — 1) (1 — m3)”.
O

Lemma 5.1.11. Sei u analytisch auf T° und D3 die Transformation aus Lemma 3.5.2. Fir
p,q € Ny sei die Funktion ng — Upe(n3) definiert durch:

! (2p+1,0) -\
Upg(3) = /1Up(772,773)Pqp ’ (772)< 5 > dnz,

wobei U, die Funktion aus Lemma 5.1.10 bezeichnet. Dann ezistieren nur von u abhdngige
Konstanten p > 1, b >0, C > 0, so dass gilt:

1. Die Funktion Uy ist auf £, holomorph und besitzt beinz = 1 eine Nullstelle der Ordnung
(»+q).

2. [Upq(G3)| < Ce tta) v (5 e Ep.

Beweis. Uy,q holomorph folgt aus Lemma 5.1.10-1. Um zu zeigen, dass Up, eine Nullstelle der
Ordnung (p + gq) bei 3 = 1 hat, geniigt es wiederum die Existenz von C', unabhéngig von 73,
zu zeigen, so dass

[Upg(nz)| < C(1—m)P™® Vg e (-1,1).

Aus Lemma 5.1.10 wissen wir, dass fiir jedes n3 € (—1, 1) die Funktion U, (-, 73) holomorph auf
Eps = €146/(1—y) ist und eine Nullstelle der Ordnung p bei 2 = 1 besitzt. Folglich kénnen
wir den Cauchyschen Integralsatz auf die holomorphe Funktion ny — Up(n2,73)/(1 — 12)P
anwenden und erhalten

1

p+1 (2p+1,0)
qu(ng) _ 1 (1) % Up(c27n3) / Pq (772) (1 o n2)2p+1dn2d<-2

27 \ 2 (1—=Co)P G — 12
(2€0Ep, -
Up(C2:13) ~(2p41,0)
g g{: TP ()G, (5.9
2€08p,

Somit gilt

length(0€,,) | ~
[Upq(n3)| < mHQgQPH’O)HLw(%m)||Up(',773)||Loo(gp2)

< Opy <(P2 — 1)2>p ( 225 g2 p—(‘1+1)>
- 205 2p+2(1—1/pg)2"?

ph (1 —nz +o)po+? +
: C(pz — 1)%p+2 =¢ 52 +2 (1= mg)"™"

mit C' unabhéngig von 3. Da § > 0 und n3 € (—1, 1), erhalten wir die gewiinschte Abschéitzung
Upg(113)| < Cipq(1 — m3)P .
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Fiir eine erste Abschitzung fiir die zweite Behauptung verfahren wir dhnlich. Wir benutzen
(5.9), integrieren aber iiber O,. D.h.

U s
Uutel = ¢| § PESGEnog
(2€8E,

length(0€,) | ~
WHQSJQPH’O)HLW(@@) 1 Up (s (3)||Loo(gg)

2p P 22p+3 q_|_2 B B
< C (¢+1) < 0 p=e~P
= '°<<p—1>2> p+20-1/p2" =70

mit C, v unabhéngig von p,q, und n3. Eine zweite Abschitzung fiir [U,q(¢3)| erhalten wir
aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung zusammen mit Lemma 5.1.10-1 und Eigenschaften der
Jacobi-Polynome:

! 2p+1,0 1—mn P
[Upa(Ga)| = /1Up(772,C3)Pq(p+’)(772)< : > dipz
! 1= :
< {[ womar (<52 an}
1
1 2 1— 2p+1 2
{/ <Pq(2p+1,0)(772)) ( 2?72> dnz}
~1
< opr— 2 <op
- 2p+2¢g+2 —

Insgesamt erhalten wir somit |Up,(¢3)| < C'min{p™?,7?p~%} und mit einer Uberlegung wie
im Beweis von Theorem 5.1.8 gelangen wir zu

|Upq(Gs)| < Ce™P@HD) iy e &,
0

Lemma 5.1.12. Seien die orthogonalen Polynome 1,4, gegeben durch Definition 5.1.3. Dann
existiert zu beliebigem p > 1 ein C > 0 und eine offene kompleze Umgebung T' C C* mit
T T’, so dass

[¢pgrll ooy < Clp+q+ 1) p" T4 V¥p,q,r € No.

Beweis. Fiir Polynome einer Verénderlichen gilt (siehe [DL93, Chap 4, Thm. 2.2])
[l e,y < PPllullpoe(—1,1)  Yp>1 Vue B,

Mittels einer Tensorproduktargumentation erhalten wir daraus

[l es, ) < PPllullei@y  Yo>1 VueQp(Q%)
p

und mit Hilfe einer affinen Variablentransformation kann dies auf ein beliebiges Parallelepiped
P verallgemeinert werden. D.h. fiir beliebiges p > 1 existiert eine offene komplexe Umgebung
P’ von P, so dass

[ull oo (pry < PP llull oo ) Vu € Qy(Q%). (5.10)
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Da es moglich ist, Parallelepipede P!,..., P zu finden, so dass
10
?3 _ U ﬁl’
=1

wobei nicht notwendigerweise P? N P/ = () fiir i # j gelten muss, erhalten wir fiir beliebiges
p > 1 eine komplexe Umgebung 7’ := U2, P"* von T° mit P gegeben durch (5.10) und

10 10
ol vy = 8 e oty < 0 1 ol sy < 7] (5.11)
fiir alle u € P,(73). Auf die L°°-Norm der rechten Seite wenden wir die inverse Ungleichung
lull e rs) < CpPlullogrs, W€ Bo(T?) (5.12)
an (diese ist analog zum 2D Fall aus [Sch98, Thm. 4.76]) und erhalten fiir das Polynom 4,

[¥pgrllzoe(zy < Clp+ g+ r)3pp+q+”prquL2(Ta>-

Lemma 5.1.4 liefert |[1pqr||2(73) < 2/+/3 fiir alle p, ¢, € Np und es folgt die Behauptung. [

5.2 Adaptive hp-Strategien

Im letzten Abschnitt haben wir bewiesen, dass eine Funktion genau dann analytisch auf ei-
ner Umgebung des Dreiecks bzw. Tetraeders ist, wenn ihre Zerlegungskoeffizienten beziiglich
geeigneter Orthogonalbasen exponentiell abklingen. Diese Aussage bildet die theoretische
Grundlage fiir eine adaptive hp-Strategie auf Dreiecks- und Tetraedernetzen, welche anhand
der Abklingrate der Zerlegungskoeffizienten zwischen h- und p-Verfeinerung differenziert. Ziel
dieses Abschnittes soll sein, die Wirksamkeit dieser Methode fiir den 2-dimensionalen Fall
der Dreiecksnetze numerisch zu untersuchen und anderen, weiter unten vorgestellten, adap-
tiven hp-Verfahren gegeniiberzustellen. Mit dem von uns implementierten Programmpaket
ADURAKON werden wir dazu verschiedene Testrechnungen durchfiihren und die Ergebnisse
anschliefend auswerten.

5.2.1 Modellproblem

Fiir ein polygonal berandetes Gebiet Q mit affinen Elementtransformationen Fr : 72 — K
betrachten wir folgendes Dirichlet-Modellproblem:

Problem 5.2.1. (Modellproblem fiir adaptive Strategien) Finde u € H}(Q) mit
/Vu -VodQ = /fde Vv e HY Q). (5.13)
Q Q

5.2.2 Fehlerschitzer

Eine wesentliche Grundlage eines jeden adaptiven Verfahrens ist, zu gegebenem Netz N/,
gegebener Polynomgradverteilung p(N) und gegebenem FE-Raum Sg (Q,N) auf Basis der
zugehorigen FE-Losung upp eine Schitzung fiir die Verteilung des Fehlers |[u — upg|| g1 (o) zu
bestimmen. Diese Aufgabe erledigt der in [MWO01] vorgestellte Residuenfehlerschétzer.
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Definition 5.2.2 (Fehlerschétzer). Sei N eine Vernetzung von €, p(N') eine Polynomgrad-
verteilung auf N und upp € S§(Q,N) die zugehérige FE-Losung von Problem 5.2.1. Fiir
K € T(N) bezeichne pg den dem Element zugeordneten Polynomgrad, hyx den Durchmesser
und fp, die L?(K)-Projektion von f in den Raum der Polynome vom Grad px — 1. Fiir eine
Kante e im Inneren von 2 bezeichne p. den zugehorigen Polynomgrad, h. die Lénge und
[agTFf] den Sprung der Normalenableitung von ugg iiber die Kante e, wobei die Richtung der
Normalen frei gewihlt werden kann. Dann ist der fiir das Element K € 7 (N) geschéitzte
lokale Fehler ng gegeben durch

2 2 2
Nk = NMBx T NEx»
wobei

Ourg |
One

h? ) L
Pk ecorng “Pe

L2(e)
Der geschétzte Gesamtfehler 7 ergibt sich als
=) ke
KeT(N)
Folgendes Theorem fasst die wichtigsten Eigenschaften des obigen Fehlerschétzers zusammen.

Theorem 5.2.3. Sei ¢ > 0 und N eine ~y-formregulire Vernetzung. Ferner gelte fiir die
Polynomgradverteilung p(N')

1 .
—pKk < pr’ < VPK VK,K' € T(N) mit KN K’ # 0.
~

Dann existieren Konstanten C1,Cy > 0, unabhdngig von den Elementgriffen und unabhdngig
von p(N), so dass

h2
lu—ureling <C1 D nk+ =1 = forl 200,
KeT(N) Pk

¢ hi
the < Colk?™ (el = wrelB ) + 9 U = B )
K
Beweis. Siehe [MWOL1]. O

Verhalten des Fehlerschitzers

In [MWO1] wurden bereits numerische Untersuchungen zum Verhalten des oben vorgestellten
Fehlerschétzers durchgefiihrt, jedoch bezogen sich diese Untersuchungen auf Netze, bestehend
aus Rechteckselementen mit hdngenden Knoten. Bevor wir uns den adaptiven Strategien wid-
men, wollen wir daher noch kurz das Verhalten des Fehlerschitzers auf Dreiecksvernetzungen
anhand der folgenden drei unterschiedlichen Beispiele betrachten:

Beispiel 5.2.4 (ganze Losung). Wir betrachten das Modellproblem (5.2.1) auf dem Quadrat
Qs = (0,1)% mit einer rechten Seite f, so dass die evakte Losung gegeben ist durch

u=a(l - a)y(l —y)(1 - 2y)e 3D,
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Beispiel 5.2.5 (Losung mit Singularitit auf einem Knoten). Wir betrachten das Modellpro-
blem (5.2.1) auf dem L-Gebiet 0, = (0,1)2\([0, 1] x [~1,0]) mit einer rechten Seite f, so dass
die exakte Losung u € ﬁ5>0H5/3*€(QL) gegeben ist durch

u =1 sin <§cp> (1 — 72 cos? cp) (1 — 72 sin? <p) .

Beispiel 5.2.6 (Losung mit Singularitit nicht auf einem Knoten). Sei Q = (—1,1) x (0, 1),
Iy = (—=1,1) x {0} und Tp = dQ\T'y. Fiir

Wl

gn(z,y) = —gg (r cos ¢) cos <_%¢> .

betrachten wir das gemischte Problem: Finde u € HY = {u € HY(Q) | u|r, = 0}, so dass

/Vu-Vde:/fde+/gnvdF Voe H),
Q Q I'n

wobei f so gewdhlt ist, dass mit

—250t3 — 67512 — 600t — 175 : t < —0.8
g(t) = 1 : Jt]<08
250t% — 675t2 + 600t — 175 : t > 0.8

die exakte Lisung u € NesoH®/3~¢(Q) gegeben ist durch

u(r, @) = g(r cos ¢)g(rsin qﬁ)r% sin <§q§> .

Bemerkung 5.2.7. Beispiel 5.2.6 weicht etwas von unserem Modellproblem ab und soll im
Wesentlichen auch nur der Illustration des Verhaltens des Fehlerschétzers bei Singularititen,
die nicht mit Netzknoten zusammenfallen, dienen. Um die im Beispiel 5.2.6 auftretenden
Neumann-Bedingungen in den Fehlerschéitzer zu integrieren, muss, wie in der Herleitung in
[MWO1] zu erkennen ist, die Berechnung von 7% lediglich um die Spriinge an der Neumann-
kante ergénzt werden. D.h. wir erhalten

wobei sich die Terme 77?3}( und n%K wie in Definition 5.2.2 angegeben berechnen und

h
T = >, —|g
eCOKNI' N Pe

12(y)

Da fiir festen Polynomgrad p der Fehlerschéitzer in einen Standard-h-Methoden-Fehlerschétzer
iibergeht, interessieren wir uns vor allem fiir die p-Abhéngigkeit von n und betrachten daher
fiir die Beispiele 5.2.4 bis 5.2.6 reine p-Methoden auf festen Netzen. Als Formfunktionen
verwenden wir die Karniadakis und Sherwin Formfunktionen X9 aus Definition 3.6.2. Die
Ergebnisse, zusammen mit den verwendeten Netzen, sind in den Abbildungen 5.1-5.3 und
Tabelle 5.1 dargestellt.
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Alle Grafiken zeigen sowohl den globalen Fehler in der H'-Norm als auch den geschiitzten Ge-
samtfehler 7. Wie wir erkennen, wird der tatséichliche Fehler in allen Beispielen iiberschétzt.
Speziell fiir Beispiel 5.2.5 erkennen wir zudem, dass mit wachsendem Polynomgrad p der
tatséchliche Fehler schneller abnimmt als der geschiitzte Fehler. Dieses Uberschiitzen des Feh-
lers ist jedoch konform mit Theorem 5.2.3, da die Effizienzabschiatzung von n nur suboptimal
ist. Des Weiteren liegt mit Beispiel 5.2.5 ein spezieller Fall vor, ndmlich dass die Losung zwar
nur H*(Q), mit k < 5/3, Regularitit besitzt, die Singularitiit aber mit einem Knoten des Net-
zes zusammenfillt. Fiir Beispiel 5.2.5 kann die Funktion u somit durch stiickweise Polynome
vom Grad p mit einem Fehler O(pfz(kfl)) approximiert werden, wohingegen fiir allgemeine
H*-Funktionen lediglich O(p~®*~1) gilt (siche [BS87, Sch98]).

In Beispiel 5.2.6 haben wir ebenfalls u € NesoH®37¢(Q), jedoch fillt hier die Singularitiit
nicht mit einem Knoten des Netzes zusammen. Wir sehen, dass tatséichlicher Fehler und
Fehlerschétzer nun einen nahezu identischen Verlauf haben.

Tabelle 5.1: Effizienz n/||u — upg| g1 (q) fiir die Beispiele 5.2.4, 5.2.5 und 5.2.6.

p| 524 525 526| p|b24 525 526
11 474 426 1571 11| 773 882 3.46
2| 682 543 1597 12| 6.18 937 3.60
3| 543 485 T7.18 |13 — 993 349
4| 649 5.02 407 | 14 — 1049 3.61
5| 5.8 554 3.56 | 15 — 11.04 3.50
6| 729 6.08 3.70| 16 — 11.60 3.61
7] 620 6.62 345 |17 — 12.15 3.52
8| 814 716 3.64 | 18 — 12,71 3.62
9| 703 772 345119 — 13.26 3.54
10 | 896 8.27 3.60 | 20 — 13.83 3.63

5.2.3 Der Basisalgorithmus zur adaptiven hp-FEM

Obwohl die Art und Weise, in der zwischen h- oder p-Verfeinerung unterschieden wird, fiir
die drei nachfolgenden Verfahren vollig verschieden ist, so ist der grundlegende Algorithmus
jedoch gleich:

Algorithmus 5.2.8 (Basisalgorithmus zur adaptiven hp-FEM).

o Input: Zulissiges Netz N, Polynomgradverteilung p(N'), zugehirige FE-Lisung upp €
S5 (L N).

o Output: Verfeinertes Netz Nyey, Polynomgradverteilung p(Nycy).
o Algorithmus:

1. Berechne n% fiir alle K € T(N).
2. Bestimme die Elemente Tp, yoy C T(N') fir die h-Verfeinerung.
3. Bestimme die Elemente Ty, rcy C T(N) fiir die p-Verfeinerung.
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Abbildung 5.1: Fehlerschéitzer - Beispiel 5.2.4
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Abbildung 5.2: Fehlerschéitzer - Beispiel 5.2.5
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Abbildung 5.3: Fehlerschiitzer - Beispiel 5.2.6
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4. Zerlege alle Dreiecke K € Ty _yes in vier kongruente Sohne (rote Verfeinerung).

5. Bestimme die verfeinerte Vernetzung Ny durch Elimination aller hingender Kno-
ten.

6. Erhéhe den Polynomgrad px = pr + 1 fir alle K € T(Nyer) N Tpres. D.h. fiir
Elemente, die bereits h-verfeinert wurden, entfdllt die etwaige p- Verfeinerung.

Algorithmus 5.2.9 (Elimination hédngender Knoten).

1. Solange es Elemente mit mehr als einem hdngenden Knoten gibt, zerlege diese in vier
kongruente Séhne (rote Verfeinerung).

2. Zerlege alle Elemente mit einem hingenden Knoten in zwei Séhne (grine Verfeinerung).

Bemerkung 5.2.10. Da die griine Verfeinerung einen Innenwinkel des Vaterelements in zwei
Winkel von etwa halber Grofle zerlegt, kann eine wiederholte Anwendung der griinen Teilung
auf Dreiecke, die bereits einer griinen Verfeinerung entstammen, zur Entartung des Netzes
fiihren. Um dies zu vermeiden, verbieten wir jede weitere Teilung der beiden einer griinen
Verfeinerung entstammenden Sohne. Sollte es notwendig werden ein solches Dreieck weiter
zu verfeinern, so machen wir erst die griine Teilung riickgéingig und teilen das Vaterelement
anschlieffend rot (siehe Abbildung 5.4). Falls notwendig, werden die Dreiecke Sohn*_1 und
Sohn*_2 noch griin geteilt (fiir weitere Informationen beziiglich Netzverfeinerung siehe zum
Beispiel [GRT93] und enthaltene Referenzen).

Bemerkung 5.2.11 (Polynomgrad beim Auflésen einer griinen Verfeinerung). Im Falle des
Auflésens einer griinen Verfeinerung stellt sich noch die Frage: Was passiert, wenn sich der
Polynomgrad der beiden Schne inzwischen unterschiedlich entwickelt hat, d.h. Sohn_1 einen
anderen Polynomgrad als Sohn_2 besitzt? Um den nach dem Wiedervereinigen mit anschlie-
Bender roten Teilung entstehenden vier Dreiecken einen jeweils eindeutig bestimmten Po-
lynomgrad zuzuweisen, kénnen wir nach einer der folgenden Methoden verfahren (fiir die
Bezeichnungen siehe Abbildung 5.4):

1. Die beiden S6hne einer griinen Teilung werden ausschliellich simultan p-verfeinert, d.h.
wird eines der Dreiecke p-verfeinert, so wird auch das andere Dreieck p-verfeinert, egal
ob es zur Verfeinerung vorgesehen war oder nicht.

2. Sohn*_1 erbt den Polynomgrad von Sohn_1 und Sohn*_2 den von Sohn_2. Den Dreiecken
Sohn*_3 und Sohn*_4 weisen wir den niedrigeren (hoheren) Polynomgrad von Sohn_1
und Sohn_2 zu.

3. Sohn*_1 bis Sohn* 4 bekommen den niedrigeren (héheren) Polynomgrad von Sohn_1
und Sohn_2 zugewiesen.

In unseren Rechnungen verwenden wir Variante 2.
Nachdem wir den Basisalgorithmus vorgestellt haben, kommen wir nun zu den verschiedenen
Strategien fiir die Unterteilung zwischen h- und p-Verfeinerung.

5.2.4 Strategie I - Vergleich von geschitztem und vorhergesagtem Fehler

Die erste Strategie, die wir vorstellen, stammt aus [MWO01] und die Entscheidung, ob ein
Element geteilt oder aber sein Polynomgrad erhoht wird, beruht auf einem Vergleich zwischen
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Abbildung 5.4: Auflésen der griinen Verfeinerung

— - Sohn*_3
Sohn_1 \ Sohn_2 Vater Sohn*_4
Sohn*_1 Sohn*_2
(pred)

geschétztem Fehler i und vorhergesagtem Fehler 7y . Dieser Vergleich liefert indirekt eine
Aussage iiber die lokale Regularitéit der Losung: Die Vorhersagen (siehe (5.14) und (5.15))
gehen von maximaler Glattheit der Losung aus, d.h. wir nehmen unter anderem Analytizitit
der Losung an, um in (5.15) exponentielles Abklingen zu erreichen. Stellt sich spéter heraus,
dass der geschitzte Fehler in der vorhergesagten Groflenordnung liegt, so fithren wir eine p-
Verfeinerung durch, da die Annahme der Glattheit anscheinend erfiillt ist. Andernfalls, wenn
der geschétzte Fehler deutlich grofler als der vorhergesagte ist, fiihren wir eine h-Verfeinerung
durch, da unsere Regularitdtsannahme vermutlich nicht zutreffend war.

Um die Strategie an unsere Gegebenheiten anzupassen, miissen wir den in [MWO01] angegebe-
nen Algorithmus lediglich um den Fall der griinen Teilung sowie den Fall des Auflésens einer
griinen Teilung erweitern.

Algorithmus 5.2.12 (Strategie I). Fir gewdhite Parameter o, vy, vp und v, bestimme:

1. Den durchschnittlichen Elementfehler

=2 1 2

KeN(T)

2. Die Mengen
2
Tpres = {KeN(THnizaﬁ?mﬁm () }

2
Tives = {KGN(T)\nizaﬁQAn%z(;ed) }

Fiir die vorhergesagten Fehler auf dem Ausgangsnetz N setzen wir

h-Verfeinerung
p-Verfeinerung

red _

0 . . . .
K falls wir eine im ersten Verfeinerungsschritt bevorzugen.
00

Jeweils nach Beendigung von Schritt 6 des Basisalgorithmus durchlaufen wir alle Elemente
K € T(N) und aktualisieren den vorhergesagten Fehler:
Algorithmus 5.2.13 (Aktualisieren der Fehlervorhersage).

o Wurde K einer h-Verfeinerung unterzogen, so setze fiir alle Sohne Ky von K

<npred)2 — 2 - %’yh (%)QPK im Falle einer roten Teilung . (5.14)
s K % m Falle einer grinen Teilung
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o Wurde K einer p-Verfeinerung unterzogen, so setze
red 2 2
< K ) = Yl - (5.15)
o Wurde K keiner Verfeinerung unterzogen, so setze
2 2
< Kred) = 7n< Kred) . (5.16)

Ein im obigen Algorithmus 5.2.13 noch nicht enthaltener Spezialfall ist das Auflésen einer
griinen Verfeinerung. In einem ersten Schritt werden hierbei die beiden griinen Zwillinge
wieder zum Vaterelement Ky . vereint. Fiir den Fehler setzen wir dabei

2 2 2
nKVater T nKSohn_l + T’KSohn_Q'

In der anschliefenden roten Verfeinerung wird das Element Ky 4. dann in vier kongruente
Sohne zerlegt, die wie bei einer ganz gewohnlichen Teilung geméf (5.14) behandelt werden.

Bemerkung 5.2.14. Fiir rote und p-Verfeinerungen berechnen wir 7y’ “d wie in [MWO01] ange-
geben. Im Falle einer griinen Teilung wird das Dreieck in zwei Teile zerlegt, wobei sich jedoch
weder Durchmesser noch Seitenldngen der Schne signifikant verkleinern. Aus diesem Grund
erwarten wir hierbei auch keine zur roten Teilung vergleichbare Fehlerreduktion und verteilen
den Fehler des Vaterelements lediglich gleichméfig auf die beiden Séhne.

5.2.5 Strategie II - der Drei-Klassen-Algorithmus

Die zweite Strategie wurde urspriinglich in [HMSO01] fiir die Behandlung von hyperpersin-
guldren und schwach singuldren Integralgleichungen im Kontext der Randelementmethode
vorgeschlagen. Im Gegensatz zur vorherigen Strategie ist hier fiir die Auswahl der zu ver-
feinernden Elemente nicht der durchschnittliche Fehler, sondern der maximal auftretende
Elementfehler n2,,, = max g e (7T) 77%( ausschlaggebend. Die Idee ist die folgende: Elemen-
te, fiir die der Fehlerschiitzer einen geringen Fehler ausweist, d.h. n% /n2,., < 01, bleiben
unverindert. Elemente mit mittlerem Fehler werden p-verfeinert und Elemente mit grofiem
Fehler werden h-verfeinert.

Algorithmus 5.2.15 (Strategie II). Fir gewdhlte Parameter §1,02 mit 0 < 01 < 09 < 1
bestimme:

1. Den mazimalen Elementfehler

2 2
= max .
!Imaz KeN(T) K

2. Die Mengen

%_ref = {K €T | 61773na:v < 77%( < 52771%40&}’
,171_7’6f = {K €T | 77%( > 52771%40&}'
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5.2.6 Strategie III - Abklingen der Legendre-Zerlegungskoeffizienten

Die dritte Strategie, die wir nun vorstellen, basiert auf der lokalen Zerlegung der FE-Losung
nach einer geeigneten Orthogonalbasis und wurde erstmals in [Mav94] (siche auch [HS05,
HSS03]) vorgeschlagen. Die fiir diese Strategie notwendigen theoretischen Grundlagen be-
schrinkten die Anwendung des Algorithmus bisher jedoch auf eindimensionale Gebiete bzw.
hoherdimensionale Gebiete, bei denen die Elemente der Vernetzung eine natiirliche Tensorpro-
duktstruktur aufweisen. Erst die in diesem Kapitel besprochenen Erweiterungen der theoreti-
schen Grundlagen auf Dreieckselemente (sieche Theorem 5.1.1, [Mel02]) und Tetraederelemente
(siehe Theorem 5.1.8) versetzen uns in die Lage, den Anwendungsbereich der Strategie des Ab-
klingens der Legendre-Zerlegungskoeffizienten auch auf Dreiecks- und Tetraedervernetzungen
auszudehnen 2.

Wie bereits angedeutet, besteht die grundlegende Idee der Strategie darin, die Finite-Element-
Losung upp nach Einschrinkung auf das zur Verfeinerung ausgewéhlte Element K € 7 ()
und anschlieBender Transformation auf das Referenzelement 72 beziiglich einer geeigneten
Orthogonalbasis zu zerlegen und anhand des Abklingens der Zerlegungskoeffizienten zwischen
h- und p-Verfeinerung zu unterscheiden.

Aus Abschnitt 5.1 wissen wir, dass fiir eine Funktion v € L?(7?) die Koeffizienten wu,, der
Zerlegung

U= E , Upq¥pq
p,9€No

beziiglich der Orthogonalbasis 1, (siehe Abschnitt 5.1) genau dann exponentiell mit
|tpg| < CebPHD) C,b>0

abklingen, falls u analytisch auf einer Umgebung des Dreiecks 72 ist. Da wir die exakte
Losung w natiirlich nicht kennen, zerlegen wir die aktuelle Finite-Element-Losung upg in

p+9<px

upp|k o Fx = Z UpqPpg
P,q=0

und bestimmen die Abklingrate b mittels Kleinster-Quadrate-Methode fiir
In |ul-j;K| ~ Cg — bK(i +])

Klingen die Koeffizienten hinreichend schnell ab, d.h. falls fiir einen gewéhlten Parameter § gilt
bx > 4, so kénnen wir von exponentieller Konvergenz in p und damit verbunden von einer auf
K lokal glatten Losung ausgehen. In diesem Fall entscheiden wir uns fiir eine p-Verfeinerung,
andernfalls fiir eine h-Verfeinerung.

Algorithmus 5.2.16 (Strategie III). Fiir gewdhlte Parameter o und 0 bestimme:
1. Den durchschnittlichen Fehler

=2 _ 1 2

KeN(T)

2 Auf Grund des enormen Programmieraufwands fiir eine adaptive 3D-hp-FEM beschréinken wir, wie bei allen
andere Strategien auch, die numerischen Betrachtungen auf den 2-dimensionalen Fall der Dreiecksvernetzung.
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2. Fiir alle K € T(N) mit n% > o7j? die Zerlegungskoeffizienten
Ui K = Winng)(uFE\K o Fre, ¥ij) po(ey, 0<i+j < pk,
sowie mittels mittels Kleinster-Quadrate-Methode fiir
In fuijx| ~ Cx — b (i + )
die Abklingrate b .

3. Die Mengen

Tpres = {KEN(T)|nk >0 Nbk > 6},
{K e N(T) | n% > o> ANb < 6}.

%L-ref

5.2.7 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt wollen wir die drei oben vorgestellten Algorithmen anhand numerischer
Testrechnungen miteinander vergleichen. Wir demonstrieren das Verhalten der drei Strategien
zundchst an Beispielrechnungen zu zwei sehr unterschiedlichen Problemen mit bekannten
Losungen und testen anschliefend, im Unterabschnitt zur Parameterwahl, den von uns auf
Dreiecks- und Tetraedervernetzungen erweiterten Algorithmus 5.2.16 noch an einem etwas
komplexeren Problem.

Das erste Beispiel, das wir betrachten, ist Beispiel 5.2.4. Da hier eine auf { analytische Losung
vorliegt, besteht die optimale Strategie in einer reinen p-Methode auf einem geeigneten Netz.
Von einer erfolgreichen adaptiven hp-Strategie erwarten wir daher, dass sie die Glattheit der
Losung erkennt und bis auf wenige h-Verfeinerung, vorwiegend in den ersten Iterationsleveln,
zu einer reinen p-Methode iibergeht. Auf Grund der fiir die optimale Strategie zu erwartenden
exponentiellen Konvergenz in p tragen wir fiir dieses Beispiel den Fehler gegen +DOF ab.
Das zweite Beispiel, welches wir betrachten, ist das klassische L-Gebiet mit einer Singularitit
an der einspringenden Ecke (Beispiel 5.2.5). Fiir dieses Beispiel erwarten wir eine starke
Netzverfeinerung zur Singularitéit hin und tiberwiegend p-Verfeinerungen fiir den Rest des
Gebietes. Die fiir dieses Beispiel beste bekannte hp-Strategie (siehe [BG86¢, BG86d, Sch98])
liefert eine Fehlerabschitzung von

_ 1/3
lu — wpp|| iy < CePPOF,

In unseren Grafiken tragen wir daher den Fehler gegen (DOF)!/3 auf.
Alle Berechnungen wurden mit dem von uns implementierten hp-FE-Programmpaket ADURA-
KON sowohl fiir die Karniadakis & Sherwin Formfunktionen W5 als auch fiir die angepas-
sten Formfunktionen WX (siche Definition 3.6.2) durchgefiihrt. Betrachten wir die einzelnen
Strategien im Detail:

e Strategie I (Vergleich von geschétztem und vorhergesagtem Fehler): Fiir un-
sere Berechnungen haben wir ¢ = 0.75, v, = 0.75, 75, = 6.0 und v, = 1.0 gewihlt.
Der vorhergesagte Fehler nP"*? im Ausgangsnetz wurde so initialisiert, dass die erst-
malige Verfeinerung eines jeden Dreiecks eine p-Verfeinerung ist. Die Ergebnisse der
Testrechnungen sind in den Abbildungen 5.7-5.12, 5.25, 5.28, 5.31, 5.34, 5.35 sowie in
den Tabellen 5.2, 5.5, 5.8, 5.11 dargestellt. Wie wie sehen, erhalten wir fiir Beispiel 5.2.4
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die erwartete p-Methode und fiir Beispiel 5.2.5 die starke Netzverfeinerung in der Néhe
der Singularitdt. Wir erkennen auch, dass der zum Teil recht hohe Polynomgrad an der
einspringenden Ecke bereits in den ersten Iterationsschritten zustande kommt und im
spateren Verlauf des adaptiven Prozesses keine Erhohung mehr stattfindet (siehe hierzu
auch Bemerkung 5.2.19). Eine leichte Tendenz zur h-Verfeinerung in hoheren Iterati-
onsleveln kann durch das Erreichen der maximal moglichen Rechengenauigkeit erklért
werden. In diesem Fall kann keine Fehlerreduktion in dem vorhergesagten Ausmafl mehr
erzielt werden und folglich wird stets eine h-Verfeinerung vorgeschlagen. Insgesamt be-
obachten wir fiir Beispiel 5.2.5 die gewiinschte exponentielle Konvergenz.

e Strategie II (Drei-Klassen-Algorithmus): Fiir unsere Berechnungen haben wir
o = 0.75 und §; = 0.07, 2 = 0.65 gewihlt, die Ergebnisse sind in den Abbildungen 5.13-
5.18, 5.26, 5.29, 5.32, 5.34, 5.35 und den Tabellen 5.3, 5.6, 5.9, 5.12 dargestellt. Wie wir
sehen funktioniert Strategie II fiir das L-Gebiet sehr gut, liefert fiir Beispiel 5.2.4 jedoch
deutlich zu viele h-Verfeinerungen. Die Erklarung fiir dieses schlechte Abschneiden liegt
einerseits darin begriindet, dass Algorithmus 5.2.15 keine reine p-Methode vorschlagen
kann und zum anderen auch darin, dass Algorithmus 5.2.15 unabhéngig von der Glatt-
heit der Losung bei nahezu gleichméfig verteiltem Fehler stets in Richtung einer reinen
h-Methode degeneriert.

e Strategie III (Abklingen der Legendre-Zerlegungskoeffizienten): Fiir unsere
Berechnungen haben wir ¢ = 0.75 und § = 0.95 gewéhlt. Des Weiteren, um fiir das
Abschitzen der Abklingrate eine hinreichend grofie Anzahl von Daten zur Verfiigung
zu haben, starten wir mit einer uniformen Polynomgradverteilung px = 3 fiir alle
K € T(N). Die Ergebnisse der Testrechnungen sind in den Abbildungen 5.19-5.24,
5.27, 5.30, 5.33, 5.34, 5.35 sowie in den Tabellen 5.4, 5.7, 5.10, 5.13 dargestellt. Wie wir
sehen, liefert Algorithmus 5.2.16 stets gute Ergebnisse und trotz der Tatsache, dass wir
mit einer uniformen Polynomgradverteilung von px = 3 im Ausgangsnetz gestartet sind,
wéchst der Polynomgrad an der einspringenden Ecke nicht iiber vier (bzw. auf wenigen
Dreiecke fiinf bei Verwendung der angepassten Lagrange-Formfunktionen). Gemessen
in Fehler pro Freiheitsgraden ist Algorithmus 5.2.16 konkurrenzfihig zu den beiden
anderen Strategien und erfiillt die Erwartungen sowohl fiir Beispiel 5.2.4 als auch fiir
Beispiel 5.2.5.

Bemerkung 5.2.17. Die Bilder 5.31-5.33 zeigen die Polynomgradverteilung fiir das L-Gebiet
entlang der Strecke von (0,0) nach (-1/2,1).

Bemerkung 5.2.18. Solang nicht explizit etwas anderes angegeben ist, zeigen die nachfolgenden
Grafiken den tatséichlichen und nicht den geschétzten Fehler. Angaben zum Fehlerschéitzer
beziehen sich auf 7 := y/n%. Normen sind echte Normen, keine Normquadrate.

Bemerkung 5.2.19. Unsere Berechnungen zeigen, dass der Grofiteil aller Fehlentscheidungen
beziiglich der Wahl zwischen h- und p-Verfeinerung in den ersten Iterationsleveln geschieht.
Zu diesen Fehlentscheidungen zéhlt insbesondere das Erhohen des Polynomgrades in Regio-
nen wo die Losung nicht glatt ist. In hoheren Iterationsleveln sind solche Fehlentscheidungen
eher die Ausnahme (siehe einspringende Ecke im L-Gebiet). Wir gehen daher davon aus,
dass eine Kombination obiger Strategien mit einer geeigneten Vergroberungsstrategie, welche
die anfanglichen Fehlentscheidungen beziiglich {iberfliissiger p-Verfeinerungen wieder zuriick-
nimmt, zu weiteren Verbesserungen der adaptiven Algorithmen fiithren kénnte.
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Bemerkungen zur Parameterwahl

Eines haben alle oben vorgestellten Algorithmen gemein, ndmlich dass ihre Entscheidung
zwischen h- und p-Verfeinerung von geeignet gewihlten Parametern abhéingig ist. Die Anzahl
der Parameter reicht dabei von einem Parameter fiir Strategie III (Abklingen der Legendre-
Zerlegungskoeffizienten) bis hin zu drei Parametern fiir Strategie I (Vergleich von geschitztem
und vorhergesagtem Fehler). Um zu demonstrieren, dass die Wahl geeigneter Parameter ent-
scheidenden Einfluss auf das Abschneiden des jeweiligen Algorithmus haben kann, betrachten
wir speziell fiir Strategie III folgendes Randwertproblem in schwacher Formulierung:

Beispiel 5.2.20. Sei Q das in Abbildung 5.5 dargestellte Gebiet (Schneeflocke). Gesucht ist
u € HE(Q) mit

/Vu-Vde:/de Vv € HE(Q). (5.17)
Q Q

Der fiir die Entscheidung zwischen h- und p-Verfeinerung wesentliche Parameter ist ¢ (siehe
Algorithmus 5.2.16). Kleine Werte von § begiinstigen die p-Verfeinerung und grofie Werte von
¢ die h-Verfeinerung. Abbildung 5.5 zeigt das Verhiltnis zwischen Fehler und Freiheitsgraden
fiir verschiedene Parameterwerte. Da wir die exakte Losung zu Beispiel 5.2.20 nicht kennen,
haben wir zum n&herungsweisen Berechnen des tatséichlichen Fehlers jeweils eine wesentlich
genauere Rechnung als Ersatz zu Grunde gelegt.

Wie wir sehen, schwankt die notwendige Anzahl von Freiheitsgraden, die wir bendtigen um
einen Fehler |u — uppp|pgio) < 1077 zu erreichen, fiir § € [0.75,1.75] zwischen 6 * 10°
und 12 % 10°. Je grofer wir 6 wéhlen, umso stirker nihern wir uns einer reinen h-Methode.
Speziell fiir § > 1.5 zeigt Abbildung 5.5, dass nach anfianglich rascher Konvergenz eine Ab-
schwichung hin zu eher algebraischen Konvergenzraten eintritt. Umgekehrt fithren kleine
Wert von § zwangsléufig in Richtung einer reinen p-Methode, welche, abgesehen von extrem
glatten Losungen, ebenfalls nur algebraische Konvergenzraten liefert.

Wie aus Abbildung 5.5 recht deutlich zu erkennen ist, fithrt 0.75 < § < 1.15 zu exponentieller
Konvergenz, wobei wir aber auch sehen, dass § < 0.85 wesentlich schlechtere Ergebnisse
liefert, als wie wir zum Beispiel fiir § = 0.95 bzw. § = 1.05 erhalten.

Insgesamt zeigt sich, dass es schon bei nur einem Parameter nicht einfach ist einen moéglichst
optimalen Wert zu finden und je mehr Parameter im Spiel sind, umso schwieriger wird es.
Nichtsdestotrotz haben wir uns fiir alle drei Verfahren gleichermafien bemiiht, eine moglichst
optimale Parameterwahl zu treffen.
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Abbildung 5.5: Parameterwahl fiir Strategie IIT - Ausgangsnetz - Ergebnisse
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Abbildung 5.7: Strategie I - L-Gebiet - KS-Formfunktionen - Iterationslevel 0, 15, und 25
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Abbildung 5.8: Zoom zur einspringenden Ecke: Level 15 (VergroBerungsfaktor 27 ) - Level 25
(VergroBerungsfaktor 219)
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Abbildung 5.10: Strategie I - L-Gebiet - Lag-Formfunktionen - Iterationslevel 0, 15, und 25
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Abbildung 5.11: Zoom zur einspringenden Ecke: Level 15 (VergroBerungsfaktor 22 ) - Level
25 (VergroBerungsfaktor 219)
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Abbildung 5.13: Strategie II - L-Gebiet - KS-Formfunktionen - Iterationslevel 0, 15, und 25
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Abbildung 5.14: Zoom zur einspringenden Ecke: Level 15 (VergroSerungsfaktor 22 ) - Level
25 (Vergroferungsfaktor 219)
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Abbildung 5.16: Strategie II - L-Gebiet - Lag-Formfunktionen - Iterationslevel 0, 15, und 25
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Abbildung 5.17: Zoom zur einspringenden Ecke: Level 15 (Vergroferungsfaktor 2! ) - Level
25 (Vergroferungsfaktor 221)
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Abbildung 5.19: Strategie III - L-Gebiet - KS-Formfunktionen - Iterationslevel 0, 15, und 25
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Abbildung 5.20: Zoom zur einspringenden Ecke: Level 15 (Vergroferungsfaktor 22 ) - Level
25 (VergroBerungsfaktor 223)
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Abbildung 5.22: Strategie III - L-Gebiet - Lag-Formfunktionen - Iterationslevel 0, 15, und 25
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Abbildung 5.23: Zoom zur einspringenden Ecke: Level 15 (Vergroferungsfaktor 22 ) - Level

25 (VergroBerungsfaktor 223)
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Fehler in Energienorm
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Abbildung 5.25: Strategie I - KS-Formfunktionen
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Abbildung 5.26: Strategie IT - KS-Formfunktionen
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Abbildung 5.27: Strategie ITI - KS-Formfunktionen
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Abbildung 5.28: Strategie I - Lag-Formfunktionen
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Abbildung 5.29: Strategie
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Abbildung 5.30: Strategie III - Lag-Formfunktionen

Strategie Il — L-Gebiet — Lag—Formfunktionen

Fehler in Energienorm
=
o

=
o

-8

!
)
T

—e— Fehler
—o— Fehlerschaetzer

10

10 15 20 25 30
d0f1/3

Fehler in Energienorm

137

0

dof2
Strategie Ill - Quadrat — Lag—Formfunktionen

200

10

—e— Fehler
—o6— Fehlerschaetze

20 30 40 50 60 70 80

d Ofllz



Polynomgrad

Polynomgrad
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Abbildung 5.31: Strategie I
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Vergleich - L-Gebiet — KS—-Formfunktionen

Abbildung 5.34: L-Gebiet - KS-Formfunktionen
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Abbildung 5.35: L-Gebiet - Lag-Formfunktionen
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Tabelle 5.2: Strategie I - L-Gebiet - KS-Formfunktionen

Level #T Pmax h7'ef Dref Level #T Pmax h7'ef Dref
0 24 1 0 14 13 214 5 14 10
1 24 2 0 14 14 238 5 14 2
2 24 3 0 8 15 262 5 14 2
3 24 3 0 14 16 286 6 14 6
4 24 4 0 10 17 310 6 14 26
5 24 5 6 2 18 334 6 14 24
6 34 5 14 0 19 358 6 14 28
7 58 ) 14 2 20 382 7 14 40
8 82 ) 26 4 21 406 8 14 42
9 118 ) 14 6 22 430 8 14 48
10 142 5 14 8 23 454 8 14 58
11 166 5 14 2 24 478 8 14 66
12 190 ) 14 16 25 502 9 14 78

Tabelle 5.3: Strategie II - L-Gebiet - KS-Formfunktionen

Level #T Pmax h7'ef Dref Level #T Pmax h7'ef Dref
0 24 1 16 4 13 284 5 12 36
1 60 2 4 52 14 308 5 12 26
2 64 3 12 18 15 332 5 12 20
3 92 4 26 34 16 356 6 12 36
4 126 4 8 4 17 380 6 12 42
5 134 4 6 4 18 404 6 12 68
6 140 5 10 18 19 428 7 12 56
7 158 5 6 12 20 452 7 12 44
8 164 ) 12 28 21 476 7 12 60
9 188 ) 12 30 22 500 8 12 62
10 212 ) 12 48 23 524 8 12 66
11 236 5 12 16 24 548 8 12 72
12 260 5 12 24 25 572 8 12 84

Tabelle 5.4: Strategie III - L-Gebiet - KS-Formfunktionen

Level | #7  Pmaz  hrey  DPrey | Level | #T  Duax Pref  Dres
0 24 3 0 6 13 306 7 14 42
1 24 4 10 0 14 330 7 14 44
2 42 4 14 0 15 354 7 14 56
3 66 4 14 14 16 378 8 14 68
4 90 4 14 8 17 402 8 14 68
5 114 5 14 6 18 426 8 14 78
6 138 5 14 0 19 450 8 14 88
7 162 5 14 4 20 474 9 14 96
8 186 5 14 8 21 498 9 14 96
9 210 6 14 16 22 522 9 14 112
10 234 6 14 16 23 546 10 14 120
11 258 6 14 30 24 570 10 14 116
12 282 6 14 42 25 594 10 14 124
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Tabelle 5.5: Strategie I - L-Gebiet - Lag-Formfunktionen

Level #T Pmax h7'ef Dref Level #T Pmax h7'ef Dref
0 24 1 0 14 13 274 5 28 14
1 24 2 0 14 14 322 5 34 20
2 24 3 0 10 15 378 6 20 40
3 24 3 0 12 16 418 6 28 36
4 24 4 8 2 17 466 6 20 52
5 36 4 12 0 18 506 7 32 52
6 48 4 24 2 19 560 7 42 52
7 84 4 18 4 20 622 8 46 56
8 114 4 12 0 21 690 9 20 74
9 138 4 12 8 22 730 10 56 58
10 162 4 16 2 23 810 10 66 82
11 194 4 20 12 24 900 10 66 84
12 234 4 20 34 25 994 10 82 88

Tabelle 5.6: Strategie II - L-Gebiet - Lag-Formfunktionen

Level #T Prmaz h7'ef Pref Level #T Prmaz h7'ef Pref
0 24 1 16 4 13 318 7 16 92
1 60 2 4 52 14 342 7 16 o4
2 64 3 12 14 15 366 7 16 o4
3 92 4 6 44 16 390 7 16 84
4 102 4 16 2 17 414 7 16 66
) 126 4 16 4 18 438 7 16 68
6 150 4 16 16 19 462 7 16 94
7 174 4 16 26 20 486 8 16 82
8 198 ) 16 38 21 510 8 16 84
9 222 ) 16 34 22 534 8 16 96
10 246 ) 16 18 23 558 9 16 114
11 270 ) 16 30 24 582 9 16 110
12 294 6 16 30 25 606 10 16 112

Tabelle 5.7: Strategie III - L-Gebiet -

Lag-Formfunktionen

Level #T Pmazx href Dref Level #T Pmazx href Dref
0 24 3 0 6 13 292 7 16 32
1 24 4 6 2 14 316 7 16 18
2 34 5 12 0 15 340 7 16 30
3 52 5 16 2 16 364 8 16 46
4 76 ) 16 8 17 388 9 16 48
) 100 ) 16 10 18 412 10 16 54
6 124 ) 16 6 19 436 10 16 64
7 148 5 16 0 20 460 10 16 76
8 172 5 16 4 21 484 10 16 66
9 196 ) 16 10 22 508 10 16 86
10 220 6 16 6 23 532 10 16 94
11 244 6 16 8 24 556 11 16 100
12 268 6 16 20 25 580 11 16 98

141




Tabelle 5.8: Strategie I - Quadrat - KS-Formfunktionen

Level | #7  pmax href DPref Level | #7  pmax href DPref
0 16 1 0 4 11 116 8 0 50
1 16 2 0 8 12 116 9 0 28
2 16 3 0 8 13 116 10 0 28
3 16 4 8 4 14 116 11 0 58
4 32 4 20 4 15 116 11 0 42
5 68 4 12 18 16 116 11 0 38
6 80 4 0 28 17 116 12 0 64
7 80 5 8 24 18 116 13 0 30
8 92 6 12 26 19 116 13 0 40
9 116 6 0 46 20 116 14 0 48
10 116 7 0 44

Tabelle 5.9: Strategie II - Quadrat -

KS-Formfunktionen

Level #T Pmax h7'ef Dref Level #T Pmax href Dref
0 16 1 8 0 11 704 8 84 118
1 28 1 12 12 12 808 8 360 158
2 40 2 12 24 13 1488 8 144 96
3 64 3 48 8 14 1652 8 724 496
4 148 3 36 90 15 3244 8 248 144
) 200 4 60 60 16 3544 8 24 1542
6 276 4 40 86 17 3568 8 912 120
7 328 4 12 66 18 5584 8 80 304
8 340 ) 72 132 19 5664 8 308 2124
9 452 6 32 58 20 6164 8 60 316
10 496 7 128 132

Tabelle 5.10: Strategie I1I - Quadrat - KS-Formfunktionen

Level | #7  pmax href DPref Level | #7  pmax href DPref
0 16 3 0 8 11 88 10 0 48
1 16 4 12 4 12 88 10 0 28
2 40 5 0 12 13 88 11 0 34
3 40 6 8 12 14 88 12 0 36
4 52 7 8 28 15 88 12 0 24
5 64 7 0 22 16 88 13 0 38
6 64 7 8 24 17 88 14 0 36
7 76 8 0 44 18 88 14 0 44
8 76 9 0 24 19 88 15 0 28
9 76 9 0 24 20 88 15 0 24
10 76 9 8 24
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Tabelle 5.11: Strategie I - Quadrat - Lag-Formfunktionen

Level | #7  pmax href DPref Level | #7  pmax href DPref
0 16 1 0 4 11 68 8 0 34
1 16 2 0 6 12 68 9 0 38
2 16 3 0 12 13 68 9 0 16
3 16 3 8 0 14 68 9 0 40
4 32 3 20 0 15 68 9 0 28
5 68 3 0 26 16 68 10 0 22
6 68 4 0 20 17 68 11 0 26
7 68 5 0 28 18 68 11 0 30
8 68 6 0 26 19 68 12 0 30
9 68 6 0 36 20 68 12 0 30
10 68 7 0 18

Tabelle 5.12: Strategie II - Quadrat - Lag-Formfunktionen

Level #T Pmax href Dref Level #T Pmax h7'ef Dref
0 16 1 8 0 11 520 7 84 74
1 28 1 12 12 12 624 7 16 82
2 40 2 12 20 13 644 7 100 208
3 64 3 48 12 14 808 7 16 20
4 148 3 36 80 15 824 7 260 164
5 200 3 48 64 16 1292 8 112 124
6 252 4 40 52 17 1440 8 400 428
7 304 4 28 52 18 2104 8 112 52
8 340 4 16 52 19 2236 8 172 604
9 356 ) 52 152 20 2496 8 48 136
10 428 6 84 92

Tabelle 5.13: Strategie III - Quadrat - Lag-Formfunktionen

Level | #7  Pmaz  hrer  DPrey | Level | #T  Dumax Pref  Dref
0 16 3 0 4 11 80 9 16 33
1 16 4 8 4 12 104 9 0 28
2 32 4 0 8 13 104 10 0 34
3 32 5 0 16 14 104 10 0 42
4 32 6 12 4 15 104 11 0 34
5 56 6 0 16 16 104 11 0 26
6 56 6 0 12 17 104 12 0 24
7 56 7 0 34 18 104 13 0 41
8 56 8 16 9 19 104 13 0 52
9 80 8 0 28 20 104 14 0 43
10 80 9 0 24
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Thesen

zur Dissertation

Randkonzentrierte und adaptive hp-FEM

zur Erlangung des akademischen Grades eines ,,Dr. rer. nat.“
an der Technischen Universitat Chemnitz
Fakultat fiir Mathematik

vorgelegt von Dipl.-Math.-techn. Tino Eibner

1. Betrachten wir das Verhéltnis von Fehler gegeniiber Freiheitsgraden, so ist die Ap-
Version der Finiten-Element-Methode bei geeignet gewihlter Netzstruktur und Poly-
nomgradverteilung sowohl der klassischen h-FEM als auch der p-FEM iiberlegen. Insbe-
sondere kann fiir eine grofe Klasse von Aufgaben gezeigt werden, dass mit der hp-FEM
exponentielle Konvergenz moglich ist (siehe [BG86¢c, BG86d, BG88]). Nichtsdestotrotz
ist der Einsatz der hp-FEM aber auch mit einigen zu lésenden Schwierigkeiten verbun-
den. So ist zum Beispiel die Implementation einer hp-FEM wesentlich anspruchsvoller
als die Implementation einer klassischen h- bzw. p-FEM und insbesondere gilt das Auf-
stellen der Steifigkeitsmatrix hierbei als sehr rechenintensiv und aufwéndig. Ein weiterer
wichtiger Punkt ist die Frage nach der fiir ein konkretes Problem bzw. fiir eine konkrete
Problemklasse geeignetesten Netzstruktur und Polynomgradverteilung. Speziell fiir ei-
ne adaptive Steuerung dieser Groflen ist hierbei entscheidend, ob ein zur Verfeinerung
bestimmtes Element in mehrere kleine Elemente (h-Verfeinerung) geteilt wird oder ob
stattdessen lieber die Approximationsordnung erhsht werden sollte (p-Verfeinerung).
Die Wichtigkeit dieser Entscheidung wird durch die Tatsache belegt, dass nur die pas-
sende Netzstruktur und Polynomgradverteilung zu exponentieller Konvergenz fiihrt.

In der vorliegenden Arbeit werden all die eben als Schwierigkeiten herausgestellten
Punkte ndher untersucht und die theoretischen Ergebnisse stets durch Testrechnungen
mit dem von uns implementierten 2D-hp-FEM-Programmpaket ADURAKON verifi-
ziert,.

2. Wir untersuchen verschiedene Algorithmen fiir das Assemblieren der Steifigkeitsma-
trix beziehungsweise der ,,on the fly“ Matrix-Vektor-Multiplikation und betrachten da-
bei sowohl den Fall von variablen Koeffizienten als auch die Vereinfachungen, die sich
bei konstanten Koeffizienten ergeben. Neben dem Vorstellen von bekannten Algorith-
men (Standard-Algorithmus und Summenfaktorisierung aus [KS99]) verallgemeinern
wir hierbei auch die in [MGSO01] vorgestellte Spektral-Galerkin-Methode sowohl fiir
Dreiecks- als auch Tetraederelemente. Wesentlich fiir diese Verallgemeinerung ist da-
bei die Definition an die Quadratur angepasster Formfunktionen.

3. Die von uns definierten und an die Quadratur angepassten Formfunktionen ®*%9 ent-
halten, gegeniiber der bei den Karniadakis & Sherwin-Formfunktionen ®%° ([KS99])
verwendeten minimal notwendigen Anzahl von Formfunktionen, auf dem Dreieck die
doppelte und auf dem Tetraeder die 6fache Anzahl innerer Formfunktionen. Dadurch
erhalten wir einerseits eine leicht verbesserte Approximationseigenschaft, andererseits
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wird es aber auch schwieriger an die Rechenzeiten der Summenfaktorisierung beztiglich
®KS_Formfunktionen heranzukommen bzw. diese Rechenzeit zu unterbieten. Asym-
ptotisch ist die Rechenzeit fiir das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix mittels Spektral-
Galerkin-Methode mit einem Aufwand von O(p??) der Summenfaktorisierung mit Auf-
wand O(de“) iiberlegen. Wegen #®L% > #®XS bedarf es aber konkreter Testrech-
nungen, um zu sehen, ob tatséichlich ein fiir die Praxis relevanter Bereich existiert, in
dem es sich lohnt, die Spektral-Galerkin-Methode zu verwenden.

. Unsere numerischen Ergebnisse belegen, dass insbesondere in 2D das Assemblieren der
Steifigkeitsmatrix mittels Spektral-Galerkin-Methode zu Rechenzeitersparnissen fiihrt.
Auch bei der, insbesondere bei Verwendung eines PCG-Losers, moglichen Alternative,
einer ,on the fly* Matrix-Vektor-Multiplikation, reduziert sich in 2D unter Ausnut-
zung der Spektral-Galerkin-Ideen die notwendige Rechenzeit deutlich gegeniiber dem
auf Summenfaktorisierung basierenden Algorithmus. Fiir den 3D Fall ist die benétigte
Rechenzeit fiir das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix mittels Spektral-Galerkin-Methode
trotz 6facher Anzahl innerer Formfunktionen nahezu identisch zur Summenfaktorisie-
rung in Verbindung mit den Karniadakis & Sherwin-Formfunktionen.

. Ein in der hp-FEM verbreitetes Verfahren zur Dimensionsreduktion ist die statische
Kondensation. Die statische Kondensation ist wegen der vergroflerten Anzahl innerer
Formfunktionen fiir ®(£9)_basierte Steifigkeitsmatrizen langsamer als bei Verwendung
von K9 Fiir 2D sind die Rechenzeiten fiir das Aufstellen der kondensierten ®(~a9)-
basierten Steifigkeitsmatrix mittels Spektral-Galerkin-Algorithmus und die Rechenzeit
fir das Aufstellen der kondensierten ®%)-basierten Steifigkeitsmatrix mittels Sum-
menfaktorisierung bis zu einem Polynomgrad p; < 20 nahezu identisch. In 3D gilt dies
nur fiir Polynomgrade p; < 8.

. Eine spezielle Version der hp-FEM ist die in [KMO03] erstmals vorgestellte randkonzen-
trierte Finite-Element-Methode. Mittels a priori vorgegebener Netzstruktur und Poly-
nomgradverteilung stellt sie eine iiberaus effektive und leistungsfahige Methode dar, die
insbesondere fiir elliptische Randwertaufgaben mit analytischen Koeffizienten geeignet
ist, deren Losungen jedoch durch Randeffekte von geringer globaler Regularitit sind.

In der vorliegenden Arbeit beweisen wir fiir die randkonzentrierte FEM eine gegeniiber
der globalen H'-Konvergenz verbesserte lokale Konvergenzrate im Gebietsinneren und
konstruieren zwei Vorkonditionierer.

. Die Konstruktion der auf der Additiv-Schwarz-Methode (sieche [Osw94, TWO05]) basie-
renden Vorkonditionierer fiir die randkonzentrierte hp-FEM ist von der Dimension des
Gebiets Q unabhéngig, ebenso wie der Beweis der optimalen Konditionszahlen O(1)
fiir die vorkonditionierten Systeme. Numerische Beispiele in 2D und theoretische Kom-
plexitétsabschitzungen demonstrieren zudem die Wirksamkeit und Effizienz der Vor-
konditionierer. Speziell fiir Probleme mit gemischten- oder Neumann-Randbedingungen
reduziert sich die fiir das Losen des FE-Gleichungssystems notwendige Rechenzeit deut-
lich gegeniiber einer reinen CG-Iteration. Konkrete Testrechnungen zeigen, dass wir
bereits ab einer Problemgréfie mit circa 2000 Unbekannten signifikante Rechenzeitein-
sparungen erzielen kdnnen, dass die Rechenzeit fiir das Losen des FE-Gleichungssystems
mittels Vorkonditionierer nahezu optimal in der Problemgréfie skaliert und dass diese
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Rechenzeit in der gleichen Groéflenordnung wie die Rechenzeit fiir das Aufstellen der
Steifigkeitsmatrix fiir konstante Koeffizienten liegt.

8. Wir beweisen, dass eine auf dem Referenztetraeder definierte L?-Funktion genau dann
analytisch auf einer Umgebung des Referenztetraeders ist, wenn ihre Zerlegungskoeffi-
zienten beziiglich einer geeignet gewiihlten L2-Orthogonalbasis exponentiell abklingen.

9. Wir nutzen das von uns bewiesene Kriterium iiber die Analytizitéit einer Funktion auf
dem Tetraeder bzw. das 2D Analogon iiber die Analytizitéit einer Funktion auf dem
Dreieck, um eine auf dem Abklingen der Legendre-Zerlegungskoeffizienten basierende
adaptive hp-Strategie auf Dreiecks- und Tetraedervernetzungen zu verallgemeinern. Ver-
gleichsrechnungen in 2D mit zwei weiteren adaptiven hp-Strategien demonstrieren die
Konkurrenzfahigkeit des von uns verallgemeinerten Algorithmus.
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