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SOMMAIRE

Ce document traite d’une fonction importante en analyse complexe et en théo-
rie analytique des nombres. Nous verrons que la fonction zéta de Riemann peut
fournir une bonne approximation sur la répartition des nombres premiers. Cette
approximation sera utilisée pour montrer que la fonction zéta posséde une pro-

priété intéressante en théorie de ’approximation : la propriété d’universalité.

Mots clés : Série de Dirichlet, hypothése de Riemann, nombres premiers et

universalité.
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ABSTRACT

This document treats of an important function in complex analysis and in
analytic number theory. We will see that the Riemann zeta function can give a
good approximation of the distribution of prime numbers. This approximation
will be used to show that the zeta function has an interesting property in ap-

proximation theory : the universality property.

Keywords : Dirichlet series, Riemann’s hypothesis, prime numbers and uni-

versality property.
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INTRODUCTION

C’est dans son article Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen
Grasse publié en 1859 que Bernhard Riemann a influencé plusieurs générations
de mathématiciens. La fonction zéta de Riemann prit alors toute son importance
en théorie des nombres. La conjecture de Riemann sur I’emplacement des zéros
de cette fonction est encore aujourd’hui un probléme ouvert. Plusieurs résultats
sur la fonction zéta de Riemann ont vu le jour dans I’espoir de répondre & cette
conjecture. Voronin montra aux alentours des années 1970 que la fonction zéta a
son importance dans un autre domaine des mathématiques : la théorie de ’ap-
proximation. La fonction zéta posséderait la propriété d’universalité sur un disque
du plan complexe. La propriété est la suivante :

Soit v € ]0,1/4[ et f une fonction holomorphe sur D(0,r), continue et ne s’an-
nulant pas sur m Alors, pour tout € > 0 il existe un nombre réel T tel
que

max
|zj<r

< €.

f(z)—(<z+g+iT>

Un exemple d’une telle fonction est rare malgré le fait qu’il y en ait une infinité.

Les séries de Dirichlet seront 4 ’étude dans le premier chapitre. La fonction zéta
de Riemann étant elle-méme une série de Dirichlet, il est pertinent pour ce mé-
moire de s’attarder aux propriétés de telles séries. Il sera question de convergence,
de convergence absolue et de convergence uniforme de ces séries. Nous verrons

aussi quelques approximations de séries & ’aide des séries de Dirichlet.

Le deuxiéme chapitre sera entiérement consacré a la fonction zéta de Riemann.

Le prolongement méromorphe au plan complexe de cette fonction est le premier
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pas. Ensuite, nous nous intéressons a ses zéros. L’hypothése de Riemann sera ci-
tée. Nous verrons quelques théorémes approximant le nombre de ces zéros dans
un rectangle d’une région donnée. Nous terminerons ce chapitre en voyant que
’étude des zéros nous fournit un estimé de 7(z), le nombre de nombres premiers

inférieurs ou égals & x. L’approximation est :

1
7r(:1:)~/2 log(t)dt.

Cet estimé sera utilisé au troisiéme chapitre.

Le but ultime de ce mémoire est la preuve de la propriété d’universalité de la

fonction zéta de Riemann. C’est dans le dernier chapitre qu’elle sera faite.



PRELIMINAIRES

Ces notations seront utilisées dans ce mémoire.
e D(zo,7) := {2z € Cl||z — 20| <}, o1 20 est un nombre complexe et 7 > 0
e N:={1,2,3,...}, P := I'ensemble des nombres premiers
e Si F est un sous-ensemble de nombres complexes, alors E désigne sa fermeture,
Int(F) désigne son intérieur et mes(E) est sa mesure de Lebesgue s’il est mesu-
rable
e Une fonction f est holomorphe sur sous-ensemble fermé E non-vide si elle P'est
sur un sous-ensemble ouvert contenant E
e Sin € Net p € P, alors v,(n) := plus petit entier positif m tel que p™ divise n.
e [z] := partie entiére de z et {z} := partie fractionnaire de

e {p,}5°, est la suite des zéros non-triviaux de la fonction zéta de Riemann

Ce chapitre a pour but de rappeler des notions élémentaires d’analyse complexe.

Le lecteur pourra consulter les livres [SZ] et [L1] s’il veut voir les détails.

La fonction gamma sera trés importante dans 1’étude de la fonction zéta de
Riemann. Elle sera utilisée entre autres dans I’exposition d’une formule explicite
du prolongement méromorphe de la fonction zéta de Riemann. La fonction I' est
définie par le produit infini

oo

1 z :
L[4 2) e,
['(z) E n
ou v = lim ( — —logn | est la constante d’Euler. La fonction I' est une
n—oo v
k=1

fonction méromorphe. Ses seules singularités sont des podles simples aux entiers



négatifs 0, —1, -2, ...

La plus connue des représentations de la fonction I' est celle sous forme d’in-

tégrale impropre dans le demi-plan Re(z) > 0. En fait, sur ce demi-plan, elle est

donnée par
F(z)=/ t*~letdt.
0

Dans ce demi-plan, la fonction I' est une fonction définie & ’aide d’une intégrale
impropre. Dans ce mémoire, il sera question de ’holomorphie de telles fonctions.
Pour une fonction définie a ’aide d’une intégrale sur une courbe de C, nous avons

le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.1. Soit f une fonction continue sur £ x C, ot ) est un sous-

ensemble ouvert de C et C est une courbe continiment différentiable par morceauz

de C. Si f(-,€) est holomorphe sur Q pour tout £ € C fizé, alors la fonction
= [, f(2,€)d est holomorphe sur Q et

=AL@®%

La généralisation de ce théoréme aux intégrales impropres existe, mais il faut
cependant y ajouter des hypothéses. D’abord, une courbe infinie est une fonction
injective £ : [a, +00[ — C continiiment différentiable par morceaux sur [a, +ocof.
On note par C 'image de £ par [a, +00o[. Soit f une fonction définie et intégrable

sur C. Cela implique que pour tout 7' > a,

/ f(& t)dt existe.

On dit que
/ f(E)dE converge si lim F(T) existe.
c

T—+00

Maintenant, considérons des intégrales impropres de la forme

| e,
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ol z est une variable complexe. La fonction I' est de cette forme avec 'intervalle
[0, +00[ comme domaine d’intégration. Nous établirons un critére sur ’holomor-
phie de telles fonctions. Ce critére nécessite la notion de convergence uniforme

pour ces intégrales impropres.

Soit C une courbe infinie et E un sous-ensemble de C. Soit f : ExC — C
une fonction telle que f(z,-) est intégrable sur C pour z € E fixé. On dit que

J: f(z,€)d€ converge uniformément sur E vers F(z) si, en définissant

F(z,T) / f(z,&(t))E'(t)dt pour tout z € E et T > a,

on a que Tlir_r: F(2,T) = F(z) uniformément sur E.
— 100
Le théoréme suivant est un critére trés important permettant de conclure la

convergence uniforme d’une intégrale impropre.

Théoréme 0.0.2. Soit f une fonction telle que décrite dans la définition précé-
dente. Soit M, une fonction réelle positive sur [a, +oo] telle que :

1) [ M(t)dt converge

2) |f(z,&(t)E(t)] < M(t) pour toutt > a et z € E.

Alors, l'intégrale impropre fc f(z,€)d€ converge uniformément sur E.

Voici un théoréme qui nous permettra de conclure sur I’holomorphie de fonc-
tions définies a I’aide d’intégrales impropres. Ce théoréme sera utile pour la suite

de ce mémoire.

Théoréme 0.0.3. Soit f une fonction continue sur 2 X C, ou §2 est un sous-
ensemble ouvert de C et C est une courbe infinie. Si
1) f(-, &) est holomorphe sur Q pour tout £ € C fizé

fc z,€)dE converge uniformément sur les compacts de §2,

alors la fonction F(z fc £)d€ est holomorphe sur Q) et

- /sz(z



La représentation de la fonction gamma sous forme d’intégrale dans le demi-

plan Re(z) > 0 permet de déduire les prochaines propriétés de cette fonction.

Proposition 0.0.1. Soit z € C tel que Re(z) > 0. Alors,
1) T(z+ 1) = 2[(2)

2)Ir(1)=1

3)T(n+1)=n! stineN.

La premiére propriété est parfois appelée I’équation fonctionnelle de la fonc-
tion I'. La troisiéme propriété nous dit que la fonction I' est une généralisation

de la factorielle n!. Les prochains théorémes seront trés utiles par la suite.

Formule de réflexion : La fonction I' satisfait [’équation fonctionnelle :

(

Fz)ra-z) = Sn(ma)

Formule de duplication de Legendre : La fonction T' satisfait I’égquation

r(fr (z '; 1) _ /72T ().

Formule de Stirling : Pour tout z tel que Arg(z) € [-m + 4,7 — 6], on a

fonctionnelle :

logT'(2) = (z — %) log(z) — z + log V27 + O(|z| ™).

lorsque |z| tend vers linfini.

Corollaire 0.0.1. Pour tout z tel que |Arg(z)| < m, on a lapprozimation
I(2) 1
il S| o=

ey = oe)+0 (75)

lorsque |z| tend vers linfini.
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Le concept d’ordre d’une fonction entiére sera utilisé & la section 2.6 de ce

mémoire. Pour une fonction entiére f et r > 0, notons

M(f;r) = Illzllglf(Z)l

le module maximum de f(z) sur le cercle |z| = 7. Une fonction entiére est d’ordre

fini s’il existe une constante A > 0 et un ro > 0 tels que
M(f;r) < e’ pour tout r > ro.
Dans ce cas, I’ordre de f, noté e(f), sera
e(f) :==inf{A > OIHTO >0Vr >rg M(r; f) < eTA}.

Si une fonction entiére n’est pas d’ordre fini, alors on dira qu’elle est d’ordre
infini et on convient que e(f) = +oo. Voici des définitions équivalentes d’une
fonction d’ordre fini.

1) I1 existe une constante A > 0 et un 79 > 0 tels que
M(r; f) < e pour tout r > 7.

2) 1l existe des constantes A > 0, B > 0 et un 7o > 0 tels que
M(r; f) < Be™ pour tout r > 7.

3) Il existe des constantes A > 0, B > 0 et un 79 > 0 tels que

M(r; f) < B pour tout r > 7.

En particulier, une fonction entiére f est dite de type exponentiel s’il existe
une constante A > 0 et un ro > 0 tels que M(f;r) < e4” pour tout r > ro. Le
type d’une telle fonction est égal & inf{A > 0|3r0 >0Vr > 1o M(f;7) < et}
On remarque qu’une fonction de type exponentiel est d’ordre plus petit ou égal
a un. Pour A > 0, une fonction entiére de type exponentiel est de classe E“

si son type est plus petit ou égal & A. Il existe une formule explicite permettant
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de déterminer 'ordre d’une fonction entiére qu’elle soit d’ordre fini ou non. Pour

toute fonction entiére f,

e(f) = limsup

T—0Q

<log(10gl(c)1;47fr; f)))) _

Soit f; et fo des fonctions entiéres. Alors,

1) Si e(f1) < e(fa), alors e(f1 + f2) = e(f2)-

2) Si e(f1) < e(f2), alors e(f1f2) = e(fa).

3) Si P est un polynoéme de degré plus grand ou égal & 1, alors e(f1/P) = e(f1).
)

4) L’ordre de f; et ’ordre de sa dérivée coincident.

Exemple 0.0.1. L’ordre d’un polynéme est 0.

Exemple 0.0.2. Si P est un polynéme de degré m, alors e(e”) = m.
Exemple 0.0.3. La fonction 1/’ étant une fonction entiére, la formule de Stir-

ling nous permet de conclure que son ordre est 1.



Chapitre 1

SERIES DE DIRICHLET

Les références pour ce chapitre sont [M], [T'1], [SZ], [V] et [MR].

1.1. INTRODUCTION

Une série de la forme iane"\”z ou {a,}° ; est une suite de nombres com-
plexes et {\,}52, est une g:ilte de nombres réels telle que :
D<M < <. <A<
2) nErEmAn = +00

est dite série de Dirichlet. Ce chapitre est consacré entiérement aux séries de

Dirichlet.

Exemple 1.1.1. Dans un cadre plus particulier, le deuziéme chapitre de ce mé-

moire sera entiérement consacré a cette série de Dirichlet : la fonction zéta de

Riemann
1
((2)=) —.
n=1 n
Remarquons que n~* = e~ donc que a, = 1 et \, = log(n). La suite

{log(n)}2, est une suite de nombres réels croissants satisfaisant les conditions

1) et 2) de la définition de série de Dirichlet.
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1.2. LE DOMAINE DE CONVERGENCE

La premiére étape est de savoir ou cette série converge. Le domaine de conver-
gence d’une série de Dirichlet est le plus grand ouvert connexe ou cette série
converge. Par exemple, pour une série de Taylor, le domaine de convergence est
soit tout le plan complexe, soit un disque ouvert ou soit ’ensemble vide. Avant
de discuter du domaine de convergence d’une série de Dirichlet, voyons quelques

exemples.

Exemple 1.2.1. Considérons la fonction C.

oo
Pour tout z tel que Re(z) = z, on a que |n"%| = |[n"%| et la série Y, n™* converge si
n=1

z > 1 et diverge si x < 1. Par le critére de comparaison pour les séries, on conclut

que le domaine de convergence de la série S 2 est le demi-plan Re(z) > 1.

n=1

Exemple 1.2.2. On considére une série de Taylor > a,w™ avec un rayon de

n=1
convergence B > 0, ou R™! = limsup | a, |1/". On remarque que la fonction
n—00
représentée par cette série de Taylor est une fonction holomorphe sur le disque
ouvert D(0, R) avec un zéro d’ordre supérieur ou égal a 1 a l'origine. On applique

z

la transformation w = e™% G cette série. La série obtenue est de la forme :

oo
E ane .
n=1

C’est une série de Dirichlet ot A\, = n. Cette série converge lorsque |e”*| < R.
Le domaine de convergence de la série est donc le demi-plan Re(z) > log(R™').
En utilisant la formule du rayon de convergence, le domaine de convergence de

cette série est le demi-plan Re(z) > lim sup%.

n-—o0
Dans ces deux exemples, le domaine de convergence est un demi-plan a droite.
En fait, le domaine de convergence d’une série de Dirichlet est soit un demi-plan

a droite, soit tout le plan ou soit ’ensemble vide. Enongons ce théoréme.
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Théoréme 1.2.1. Pour toute série de Dirichlet, il existe un o € [—o0, +00] tel
o0

que la série S ane™*
n=1

demi-plan Re(z) < 0.

% converge dans le demi-plan Re(z) > o et diverge dans le

Le nombre o de ce théoréme, noté o., est ’abscisse de convergence de la

(o]

série de Dirichlet Y a,e *»*. La droite z = o, est son axe de convergence.
n=1

Démontrons un lemme dont découle immédiatement le théoréme 1.2.1. De plus,

ce lemme implique Pholomorphie des séries de Dirichlet sur leur demi-plan de

convergence.

oo

Lemme 1.2.1. Si la série de Dirichlet Y an,e™*"* converge en un point 2o,
n=1

alors celle-ci converge uniformément dans tout come fermé |arg(z — zo)| < v,

oty € [0,7/2].

DEMONSTRATION. Soit v € [0, 5[ et son cone fermé

Cy = {z € Cl|arg(z — 20)| < 7}-

k
Montrons que la suite de fonctions {Zane“’\"z} est une suite de Cauchy
n=1 k=1
uniformément sur C,,, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe un entier N, > 2 tel

Y ane < e
p<n<g

Soit € > 0 et z € C, tel que z = 29+ z;, ol z; = z1 +1y; et £1 > 0. Par hypothése,

que pour tous entiers ¢,p > N, et pour tout z € C, on a que

|arg(z1)| < 7y et alors tan(arg(z1)) = & < M, ot M := tan(y). Posons

n
Sy = E ape” Mo,
k=1

On sait par hypothése que lim S,, = S. Pour g et p des nombres entiers tels que

n—oQ

g > p > 2, nous avons ces inégalités :

E ane—/\nz

p<n<gq

D (Sn = Snoa) e

p<n<gq

2 ((Sn—8) = (Sn1 — S))e_)\nZI

p<n<q
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S (Su= 8)(e — e ) — (S, — SV 4 (S, — S)e

p<n<g-1

< (y sup |S'n _ S|) Z |e—)\nz1_e—z\n+1zll+l5p P I e—Apz1+|Sq_S|e—)\qzl
1

Sn<q- p<n<g—1

Squp |sn—Sl> S e — M| ]S, - 8] 4+ 1S, - 8.

<n<e-l p<n<g-1

. . _ e
Il existe un entier N, > 2 tel que |S, — S| < o pour tout n > N,. Pour

g—12>mn>p,on ales inégalités suivantes :

A'n+l
/ e *ldu
An

— @(e—)\nml _ e_/\n+11‘1) < 1+ M2 (e—)\nl'l _ e_)\n+lzl).
I -

An-}-l
< |z =1 dy
An

le—,\nzl _ e—/\n+121| — |21|

Il en découle I'inégalité

E ane*’\"z

p<n<gq

€
<
2+ V1+ M2

pour tout entier p > N.. On remarque que

<V1+]V[2 Z (e_ AnTi _ o /\n+111)+2)

psn=g-l

§ (eu)\nxl _ e—)\n+1:1:1) — e—)\p:tl _ e—/\qzl < 1
p<n<g-1

S apen®

p<n<gq

On conclut que < € pour tout entier p > N,. Ce qui termine la

preuve.

On peut maintenant prouver le théoréme 1.2.1 & partir de ce lemme.

o0
DEMONSTRATION. Si la série Y a,e™*** ne converge en aucun point du plan,

n=1

oo

alors on pose ¢ = +o00. Par le lemme 1.2.1, si 5 a,e % converge en un point
n=1

z1 = x1 + iy1, alors la série converge dans le demi-plan Re(z) > z;. Il suffit donc

de poser : o := inf {Re(z) ane™ % < 00 .

n=1
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De ce lemme et de ce théoréme suit ce corollaire.

Corollaire 1.2.1. Soit D, le domaine de convergence de la série de Dirichlet
o0 oo
S ane % Si D est non-vide, alors la fonction f(z) := 3 an,e™* est définie et

n=1 n=1

est holomorphe sur D.

DEMONSTRATION. Montrons que f est holomorphe sur D. Soit zg € D. 1l existe
un disque ouvert V5 autour de z; de rayon r contenu dans le domaine D. Soit
le point z; = zg — r = 1 + iy;. Il s'agit du point de V; le plus prés de 1’axe de

convergence de la série. On considére le point w; = 2; — (I‘;"“), un point entre

Vs et P'axe de convergence. On peut trouver un v € [0, %[ assez grand pour que le

cone fermé | arg(z — wy)| < «y contienne le disque fermé V4. Par le lemme 1.2.1,

la série converge uniformément sur le cone fermé |arg(z — w;)| < 7, donc sur le
o0

disque V4. La série de fonctions holomorphes Zane"\"z converge uniformément
n=1

vers f sur V. Donc, f est holomorphe sur V4. Puisque Vj est un ouvert arbitraire

de D, on peut conclure que f est holomorphe sur D.

1.3. LE DEMI-PLAN DE CONVERGENCE ABSOLUE

On sait que les séries qui convergent absolument ont la propriété que tous leurs

oo
réarrangements convergent vers la méme valeur. Une série de Dirichlet 5" a,e=**
n=1

[e o]
converge absolument en zp = zo + iyo si et seulement si la série Y |a,|e %0
n=1

converge. En ce qui concerne les séries de Taylor, le domaine de convergence ab-
solue et le domaine de convergence se confondent. Pour les séries de Dirichlet, ce

n’est pas toujours le cas.

Théoréme 1.3.1. Pour toute série de Dirichlet, il existe un o € [—oo, +00] tel

oQ
que la série S ane™
n=1

converge pas absolument dans le demi-plan Re(z) < o.

"% converge absolument dans le demi-plan Re(z) > o et ne
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oo
DEMONSTRATION. On considére la série Y |a,|e " et le résultat découle direc-
n=1

tement du théoréme 1.2.1.

O

Le nombre o de ce théoréme, noté o,, est 1’abscisse de convergence ab-

oo
solue de la série de Dirichlet Zane"\"z. La droite £ = o, est son axe de
convergence absolue. L’abscigé de convergence absolue est plus grande ou
égale & I'abscisse de convergence, car une série qui converge absolument est une
série qui converge. Cet exemple montre qu’il n’y a pas toujours égalité entre les

deux abscisses.

Exemple 1.3.1. La série de Dirichlet E("LLH converge dans le demi-plan a

n=1
oo
droite Re(z) > 0 (La série réelle ) (_%H converge si x > 0 et diverge si x <
n=1
0). Mais, comme nous l’avons vu a l'exemple 1.2.1, son abscisse de convergence
Y
absolue est égal a 1. De plus,

- 1l X2 (1)
(=) -2 Z}F—Z(zn)z: (n—)

n=1 n=1 n=1

La fonction (1 — 217%)~ Z( ln)f'“ est un prolongement méromorphe de la fonc-

tion ¢ au demi-plan Re(z ) > 0.

Il existe des formules explicites pour o, et o,. Malheureusement, ces formules
ne sont pas aussi élégantes que celle du rayon de convergence pour une série de
Taylor. Cependant, pour certaines séries de Dirichlet, une formule nous assure

que g, = 0.

o0
Théoréme 1.3.2. Si > a,e " est une série de Dirichlet telle que

n=1

) n
lim sup— < +00,

n-—-+400 /\n

alors

) log |a,]
Oc = 04 = limsup————.
n—oo A7'1‘
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DEMONSTRATION. Soit a := lim suplﬂ%\l—a—"—l. Montrons que g, < a et 0. > a.

n—oQ

oQ
0, < a : 1l suffit de vérifier que la série Y a,e™*» converge absolument sur
n=1

Iintervalle ]a, +oo[. Soit z un point de cet intervalle. Soit b un nombre réel tel
que £ > b > a. Par hypothése, il existe un L > 0 tel que nL < )\, pour tout
n > 1. Il existe un entier n, tel que log|a,| < bA, pour tout n > ny. Si z > b,
alors :

|an|e_’\"m < el < omnl=b) Hour tout 1 > n.

[o ]
La série Y |a,|e”*** converge. On conclut que o, < a.
n=1

0. > a: Il suffit de vérifier que la série 5" a,e~*» diverge pour z tel que Re(z) < a.

n=1

) B . . loglan, | %°
Il existe un nombre réel b tel que z < b < a. Soit une sous-suite {———og,\la "l}
e k=1

telle que bA,, < log|an,,| pour tout & > 1. Pour les éléments de cette sous-suite,
|ap, e > eAmeb2) 5

oo

La série Y ane *»* diverge. On conclut que o, > a. L'égalité 0. = 0, = a est
n=1

démontrée, car o, > 0.

O

Pour toute série de Dirichlet, il y a une borne supérieure sur la distance entre
0. et g,. De plus, cette borne ne dépend pas des coefficients a,,. Aussi, citons des
formules nous permettant de déduire o. et o,. Les références pour ces formules

sont {V] et [SZ].

Théoréme 1.3.3. Pour toute série de Dirichlet S ane ", 0,~0, < limsup l°§§"l.

n=1 n—00

Théoréme 1.3.4. 1) Sio. > 0, alors
> ax

k=1

log

0. =limsup | —————
n—oo An
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2) Si 0. <0, alors

o0
log| > ax
o, = lim sup k;”“
3) Sio, >0, alors
log 3 | ay |
0, = limsup A=l
n—00 An
4) Si o, <0, alors
log > |a|
0q = lim sup kzt\ﬂ

1.4. LE DEMI-PLAN DE CONVERGENCE UNIFORME

Nous avons vu qu’une série de Dirichlet converge uniformément sur tous les
cones fermés de son demi-plan de convergence (voir le lemme 1.2.1). Intéressons-
nous maintenant aux points zp = o +1iyo du demi-plan de convergence tels que la
série de Dirichlet converge uniformément dans tout demi-plan fermé Re(z) > z,

ou z > xg.

Théoréme 1.4.1. Pour toute série de Dirichlet, il eziste un o € [—o0,00]

o0

tel que la série g ane "% converge uniformément dans tout demi-plan fermé
n=1

Re(z) > og, ot 0 < 0y.

DEMONSTRATION. Il y a deux cas & distinguer.
o0

1)S’il existe au moins un o; tel que la série g a,e ? converge uniformément
n=1

dans tout demi-plan Re(z) > oo, ou 0, < 0y, alors on pose o comme étant égal a
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I'infimum de ces o;.

2)Au contraire, s’il n’existe pas de tel o1, alors on pose o comme étant égal & +oo.

O

Le nombre o de ce théoréme, note 0., est ’abscisse de convergence uni-

forme de la série de Dirichlet Zan . La droite z = o, est son axe de

n=1

convergence uniforme. On peut situer cette nouvelle abscisse de convergence

par rapport aux abscisses o. et o,.

Théoréme 1.4.2. Pour toute série de Dirichlet, I'inégalité o, < o, < 0, est

satisfaite.

DEMONSTRATION. Il est clair que 0. < 0, car la convergence uniforme implique

la convergence simple. Montrons que ¢, < 0,, c’est-a-dire que, pour tout a > 0, la
o

série E ane~* converge uniformément dans le demi-plan fermé Re(z) > 0,+a.

n=1

Nous savons que Z |lan|e ("9 converge. Soit € > 0. Il existe un N, > 0 tel

n=1

o0
que Z lakle"’\"(”““) < € pour tout n > N.. Soit z tel que Re(z) =z > o, +a.

k=n+1
Alors,

oo
E aie Az

k=n+1

< 3 Il < ol <

k=n+1

pour tout n > N, et quel que soit z tel que Re(z) > o, + a.

1.5. FORMULE DE LA MOYENNE ET APPROXIMATION DE SERIE

FINIE

Dans cette section, nous énoncerons un théoréme concernant la moyenne d’une

fonction zéta généralisée sur une droite verticale du demi-plan de convergence.
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 an .
Une série de Dirichlet de la forme E — est appelée une fonction zéta gé-
ne

n=1
néralisée. Ce théoréme sera utilisé dans la preuve de la propriété d’universalité

au chapitre 3. Ensuite, on utilisera les séries de Dirichlet pour approximer des
séries finies. D’abord, les séries de Dirichlet possédent une propriété de la valeur

moyenne dans leur demi-plan de convergence uniforme.

Théoréme 1.5.1. Soit f une fonction zéta généralisée telle que o, < co. Soit a

un nombre réel tel que a > o,. Alors,

lim — Tlf(+ %d —Z'a"lz
o200 2T a+iy)ldy nle

DEMONSTRATION. Pour tout y réel, la valeur absolue de la fonction zéta généra-

lisée au carré est

00
v =[3 22 = 3 3 g
n=1 ni=1ng=1

Puisque la fonction zéta généralisée converge uniformément sur la droite z = a,

on intégre cette série terme a terme sur cette droite. On calcule que :

Ti,,—Ti —iT T
T Mg My —Noy 7y ;
L nnwd_ P llog(mz)—togtn)) S M2 7 T
oT 274 Y i
1 sl ng = nNq.

La formule de la moyenne est obtenue lorsque T tend vers l'infini.

O

I1 existe une formule de la moyenne dans le demi-plan de convergence. Il y a
certaines conditions pour que cette formule soit valide. Entre autres, il faut que
la série de Dirichlet soit d’ordre fini dans le demi-plan Re(z) > a. Définissons
cette condition qu'’il ne faut pas confondre avec la définition d’ordre d’une fonction
entiére vue dans le chapitre préliminaire. Soit f une fonction holomorphe sur le

demi-plan fermé Re(z) > a. On dit que f est d’ordre fini dans le demi-plan
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Re(z) > a s'il existe un nombre réel A et un yo > 0 tel que
sup |f(z +iy)| < ly|"

pour tout y > yp. Si la fonction f est d’ordre fini dans le demi-plan Re(z) > a,

alors I’ordre de f dans le demi-plan Re(z) > a est
inf{A € R|3yo > 0 Vy > yosup | f(z +iy)| < |y|*}.
z>a

Si f n’est pas d’ordre fini dans le demi-plan Re(z) > a, alors on convient que
I'ordre de f dans le demi-plan Re(z) > a est +o0o. Remarquons que I’ordre dans le

demi-plan Re(z) > a peut étre —oo. Cet ordre est donné par la formule explicite

g (sup/c -+ i)

r>a

lim sup
y—+oo log [y|

Voyons un exemple qui sera pertinent a la preuve de la propriété d’universalité.

)n+1

Exemple 1.5.1. La série de Dirichlet Z— est d’ordre fini dans tout

n=1

demi-plan Re(z) > a, ot a > 0. Cette série converge dans le demi-plan Re(z) > 0,

mais elle ne converge absolument que dans le demi-plan Re(z) > 1. On peut
)n+1

supposer que a € ]0,1[. La série Z ————— converge. Soit

n (_1)k+1
Sy = Z ez
k=1
la suite des sommes partielles de cette série convergente et soit A := sup|S,|.

n>1

Soit z = a/2 + = + iy un point du demi-plan Re(z) > a, ot z > a/2. Soit N et
M des entiers positifs tels que N > M. Sur le demi-plan Re(z) > a, on sépare la

série N o
n+1 ( n+1 1
S U e v s et
n=1 n=1 n=M+1
1 1 1 S S
= E ) . E Sn _ _ ) - M o
Lt T\ T e D) T (M ) N
En lazssant tendre N vers linfini, on obtient que
M 00
1 1 1 A
< ——+ A — — , .
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Estimons les trois derniers termes de cette derniére équation. Le premier est

borné, car x > a/2. Il en est de méme pour le dernier terme. Estimons le terme

du milieu :
i : Z -
A _ =A T + iy / —.dt‘
T+ T+ z+iy+1
Syl L v (n 1)t n=M+1 e

* 1 . Azt
M B (M + 1)

c A (YA, 4",
= (M + 1)°72 a2 ) = (M+1)e2 z) VY

pour |y| assez grand. Il existe une constante C > 0 telle que, pour |y| assez grand,
()] < Clyl.

On peut aussi montrer que toute fonction zéta généralisée est d’ordre fini dans

< Alz + iy|

tout demi-plan fermé & I'intérieur du demi-plan de convergence (voir [T'1] et [V]).
Voici un théoréme de la moyenne pour les fonctions zéta généralisées d’ordre fini

dans un demi-plan fermé.

= a, . . .
Théoréme 1.5.2. Soit f(z) = Z — une fonction zéta généralisée d’ordre fini
n=1

dans un demi-plan Re(z) > a, ot a > o0,. Si 2Tf |f(a + iy)|*dy est bornée

lorsque T' tend vers l'infini, alors

Jim i/T |f(z + i) [2dy = iM
T—o00 2T J_ n2z

uniformément sur tout intervalle compact (a1, as] de ]a, +o0].

La preuve de ce théoréme est faite dans [T'1]. On peut approximer la valeur

d’une série finie E a, par une intégrale faisant intervenir la série de Dirichlet

n<z

ui lui est associée —=. L’approximation d’une série finie 4 1’aide d’une fonc-
nZ
n=1

tion zéta généralisée sera utilisée au chapitre 2. Pour le reste de cette section,

on suppose que {a,}2 ; est une suite quelconque de nombres complexes. Notons

o(z) := Zan la série finie associée a la suite {a,}>, et f(z) = Z— la

n<z n=1
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fonction zéta généralisée associée a la suite {a,}2° ;. Voici le théoréme d’approxi-

mation.

Théoréme 1.5.3. Soit f une fonction zéta généralisée telle que 0 < o, < 00.

Alors, pour tout ¢ > o, et pour tout T qui n’est pas un entier

c+ioo z c+iT z
B(z) = —— / F() S dz = lim —— / F() % de.

278 Jerico z T—o0 271

Pour z > 0, on définit

0(z) = 5 — “dzet I(z,T) = —

1 ctico .z 1 /c+zT 2
2m Joioo 2 2 Jo_ir 2

On suppose que ¢ est un nombre réel strictement positif fixé.

Lemme 1.5.1. La théorie des résidus nous permet de calculer que pour tout x > 0

et pour tout T > 0

T Y logz|™ si0<z<louz>1
[(z,T) - 6(z)| <

Tt siz=1.
De plus,
0 si0<z<l1
é(r)=4 1/2 siz=1
1 siz>1.

DEMONSTRATION. Supposons que 0 < z < 1. On considére la courbe rectangu-
laire T" aux sommets ¢ £ 7T et U £ T, ot U > c. Par le théoréme de Cauchy,
Pintégrale ﬁ fr ’i{dz est égale a 0. Regardons 'intégrale sur chaque coté de I

Sur le segment [c + T, U + iT),

/c $t+iT 2l < 1 /U tdt B .'L'U ¢
v =T ) T Tloge  Tlogz
U g
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Cette derniére expression tend vers £°7~}| log z|~! lorsque U tend vers I'infini. Il
en est de méme pour l'intégrale sur le segment [U — T, ¢ — ¢T']. Sur le segment

[U+4T,U — T,

T $U+it U T 1 U T/U 1
dt| < — _dt= — —dt.
l/_TUHtZ =7 /_T eyt =" /.T/U (1 +2)17°

Cette derniére expression tend vers 0 lorsque U tend vers ’infini. Le théoréme de

Cauchy implique que
|I{z,T) — 6(z)| < z°T "} logz|~".

Supposons que z > 1. On considére la courbe rectangulaire I' aux sommets ¢+ T’
et —=U 4T, o U > 0. Par le théoréme des résidus, l'intégrale 5 [ Zdz est
égale 4 1. Regardons l'intégrale sur chaque c6té de I'. D’abord, sur le segment

[e+ T, -U + T,

—U pt+iT 1 [, 7 U
—dt] < — r'dt = — .
. t+1iT T ) vy Tlogzx Tlogz

Cette derniére expression tend vers z¢T~!|log z|~! lorsque U tend vers l'infini. Il

en est de méme pour 'intégrale sur le segment [—U — ¢T, ¢ — ¢T']. Sur le segment

[~U + 4T, —U —iT},

-T —U+it
xT
T - U + 2t

G 1 , [TV 1
< - __.—_dt = - —-—dt
=7 /—T (U2 +t2)1/2 ’ /—T/U (14 12)1/2

Cette derniére expression tend vers 0 lorsque U tend vers l'infini. Le théoréme

des résidus implique que
|I(z,T) — 6(z)| < z°T | log z|~".

On peut évaluer §(z) dans ces deux cas suivant les mémes calculs, mais en rem-
plagant U par T et en laissant T tendre vers I'infini. Finalement, supposons que
z = 1. On calcule directement que

1 c+iT 1 1 T .
I(laT):?—/ _d»«::)— Zdt
2T Jo_i7 2 2me J pe+t

T (Tt 1
= i/ dt — ——dt = - arctan(T/c).

2T _TC2+t2 _57; _TC2+t2
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L'intégrale I(1,T) tend vers 1/2 lorsque T tend vers P'infini. On conclut que

d(1) = 1/2. On peut évaluer
1 [ 1 1
—/ thig/ —dt = =
m T/c]~+t T/ct T

Ceci compléte la preuve de ce lemme.

(1, T) — 6(1)| =

]
Nous pouvons maintenant prouver le théoréme 1.5.3.
DEMONSTRATION. Etant donné que ¢ > o, on intégre la série terme & terme
1 c+i00 T3 c+zoo E /’I’L
— z)—dz = a,0(z/n O,
270 J o—ioo f()z Z27rz/ Z" /m) Z”
n<x
[

Nous pouvons maintenant approximer une série finie en approximant une in-
tégrale impropre. Comme nous allons le voir plus tard, des approximations de la

forme

c+iT z

Z Uy, = f(z)x—dz + O(une fonction en x et en T)
27rz _iT z

n<z
seront trés utiles. L’inégalité du lemme 1.5.1 sera utilisée pour de telles approxi-
mations. Certains problémes (parfois ouverts) sont de trouver une belle fonction
a l'intérieur du grand O. Par exemple, la célébre hypothése de Riemann est une
conjecture équivalente & montrer que

5" Am) = 2+ 0(z/*(10g 2)°),

n<x

ou A est la fonction de Von Mangoldt et la fonction ¥(z Z A(n) est la fonc-
n<zx

tion de Chebyshev (voir [M R]). Ces deux derniéres fonctions seront des sujets du

prochain chapitre.



Chapitre 2

FONCTION ZETA DE RIEMANN

La fonction zéta de Riemann est la série de Dirichlet

()= —

nz
n=1

définie ainsi dans le demi-plan Re(z) > 1. Ce chapitre sera consacré a cette
fonction. Nous verrons d’abord diverses représentations de la fonction zéta de
Riemann dans des régions du plan complexe. Entre autres, la fonction zéta pos-
séde un prolongement méromorphe au plan complexe. Il sera aussi question de
I’équation fonctionnelle de cette fonction. Ensuite, des fonctions arithmétiques
reliées & la théorie des nombres seront introduites. Elles nous fourniront des pro-
priétés sur les zéros de la fonction zéta. La table sera mise pour citer la célébre

hypothése de Riemann. Nous parlerons de la fonction entiére £ définie par

£(z) = %z(z —1)x~%/?T (g) ¢(2)

dont les zéros correspondent & des zéros de la fonction zéta de Riemann. Le théo-
réme de factorisation d’Hadamard sera utilisé & ce moment. Nous pousserons un
peu plus loin dans cette voie en montrant I’existence de certaines régions ot la
fonction zéta ne s’annule pas. Aussi, on calculera une approximation du nombre
de zéros de la fonction zéta dans une région du plan complexe. Pour finir, nous
rassemblerons plusieurs résultats de cette section pour montrer une approxima-
tion de la répartition des nombres premiers. Les références pour ce chapitre sont

[KV],[MR), [E,[SZ], [T1], [T2], [B1] et [R).
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2.1. FORMULE DE ( AVEC LES NOMBRES PREMIERS

Cette représentation, dite de Euler, est le premier lien entre la fonction ( et

les nombres premiers. Elle sera utilisée au chapitre suivant.

Théoréme 2.1.1. Sur le demi-plan Re(z) > 1, la fonction { posséde la factori-
sation

@-1(-)

pEP

DEMONSTRATION. On considére les produits partiels

Pu(z) == f[ (1 - i) o

z
j=1 p;

o
. . . 1 1
Pour tout nombre premier p, la série géométrique E W est égale & (1 - pi) ,
m=0

car |[p~*| = p™® < 1. La convergence absolue de ces séries nous permet de réar-

ranger ce produit de séries :

030 T G

mz - 1, T2 LAY

o s Seniogey (PT P27 D)

Par le théoréme fondamental de I'arithmétique, chaque entier positif plus grand ou
égal 4 deux est décomposable en un produit de puissances de nombres premiers.
On écrit le produit de cette fagon :

0(ss)- » &

Vi>k vp, (m)=0

On a que {(2) = lim (Pi(2) + Qu(2)), o

P(z)= 3 T; et Qulz) = Y niz.

Vi>k vp, (m)=0 Fi>k vy, (M)#0

On remarque que klim Qr(z) = 0 sur le demi-plan Re(z) > 1. Ceci termine la
oo

preuve du théoréme.
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2.2. PROLONGEMENT MEROMORPHE DE ( AU PLAN COMPLEXE

Pour obtenir le prolongement méromorphe de cette fonction, il nous faut uti-
liser la fonction gamma. La définition et les propriétés de cette fonction sont
rappelées dans le chapitre préliminaire de ce mémoire. Rappelons que 1/I" est

une fonction entiére avec des zéros simples en 0, —1, —2, ...

Lemme 2.2.1. Sur le demi-plan Re(z) > 1, la fonction ( a cette représentation

1 oo tz—l
¢z) = ['(2) /0 et — ldt'

DEMONSTRATION. La représentation intégrale de la fonction gamma dans le
demi-plan Re(z) > 1 est donnée par I'(z) = [;°u*"'e™du. Le changement de

variable u© = tn nous donne que

o0 o0
/ uwleTtu = nz/ 7~ leT ™ dt.
0 0

On additionne les termes pour n = 1,..., N et on obtient que

1 1 +o00 N 1 +o0 1— e—Nt
i tz_l —nt dt = / tz—l dt
n* I'(2) /0 <nz=1 ¢ > T'(z) Jo et -1

1 +00 tz_l 1 +o0 tz—le—Nt
-/ dt — —— / A
[(z) Jo e—1 '(z) Jo et —1

Ces deux intégrales existent, car

+00 tz—le—Nt +o0
/ t—dt\ < / =2 Nt < 400
0 et —1 0

N

n=1

pour tout N = 0,1, 2, ... Il suffit de montrer que la deuxiéme intégrale tend vers

0 lorsque N tend vers l'infini. Soit 6 € |0, 1[. On sépare cette intégrale

400 4z—1_—Nt 6 yx—1,—Nt +00 4x—1_,—Nt
t*" ‘e t* e e
i e
0 et —1 o €e—1 5 et —1

s t:z:—l +oo tg;_l
5/ - dt+e‘”"/ dt.
o et—1 s et—1
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La premiére de ces deux intégrales tend vers 0 lorsque ¢ décroit vers 0. Pour ¢

fixé, la deuxiéme intégrale tend vers 0 lorsque N tend vers l’infini.

O

Nous ne pouvons conclure que cette représentation de la fonction  est un pro-
longement méromorphe au plan complexe. Cependant, cette représentation sera
utile pour montrer qu’elle posséde effectivement un prolongement méromorphe

au plan complexe.

Pour ce faire, considérons la fonction

fz) =

ez —1

Soit Z —z le développement en série de Taylor de f autour de l'origine. Cette

fonctlon est holomorphe partout sauf aux multiples non-nuls de 27:. Le rayon de

convergence de cette série de Taylor est donc 27. Pour |z| < 27, I’équation

(E2) (£2e)--

nous fournit une relation pertinente sur les coefficients a, du développement.
Comme ces deux séries convergent absolument dans le disque D(0,27), on peut
les multiplier terme & terme pour obtenir la relation

Qg a1 Gn1 1 sin=1

20 T oD T T 0 Y g sins L

Nous pouvons calculer, par récurrence, les coefficients a,. Voici les premiers
d’entre eux :

1 1 1 1
ap = 1,a; =502= 6,a3=0,a4=—%,a5=0,f16=E,---

La fonction f(z) + z/2 étant une fonction paire, les coefficients agis; sont nuls
pour tout k > 0. On appelle les |a,| nombres de Bernoulli et nous les notons

par B,. Il existe une formule explicite des nombres de Bernoulli non-nuls

‘)ﬂ- (9 \2n Z k2n
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pour tout n > 1. Cela revient a dire que

_ (@m)™
2(2n)!

pour tout n > 1. Les références sur les nombres de Bernoulli sont [SZ] et [F].

Utilisons ces nombres pour montrer que la fonction ¢ se prolonge méromorphi-

quement au plan complexe.

Théoréme 2.2.1. La fonction ( se prolonge méromorphiquement au plan com-
plexe avec comme seule singularité un pdle simple en 1. De plus, le residu en ce

pole est 1 et la fonction ( posséde des zéros aux entiers négatifs pairs —2, —4, —6, ...

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme précédent,

1 4z— o0 pz—
C(z)f‘(z)=/0 e dt+/1 ¢ 11dt

et —1 et —

sur le demi-plan Re(z) > 1. Soit

P(z) := /01 2 dt et Q(z) == /100 . dt.

et —1 et —1

Si z € D(0,N), ou N est un entier positif, et si ¢ € [1, +oo], alors

=1 -1 (N +1)! *1
< = — 0.
1| = (N £ 1) g /1 pdt <

Par les théorémes 0.0.2 et 0.0.3, la fonction @(z) est entiére. Montrons que la

fonction P(z) est méromorphe avec comme seule singularité un péle simple en 1.

Par ce qui a été discuté précédemment pour 0 <t <1,

tz—l z—2 n_ B27’- z4+2n—2
=t 2 Z ( ¢ .
La série de cette équation converge uniformément sur [O, 1], car le rayon de conver-

1)"1B,,
gence de la série de Taylor Z )—2— n
o (2n)!
la série terme & terme. Sur le demi-plan fermé Re(z) > 2,

1 1 < (=1)""'Bsn 1

n=1

est 2. Donc, nous pouvons intégrer

Appelons H(z) le coté droit de cette équation. Montrons que H (z) est une fonction

méromorphe ayant des poles simples en 1,0,—1,—-3,—5,-7,-9,.... Soit R > 2
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tel que R ne soit pas un entier. Soit ng le plus petit entier positif n tel que

|2n — 1| > R. On sépare la série de H(z) en deux parties

ng—1 _
1 1 (=1)""1B,, 1
H(z)_z—l_g—kZ (2n)! z+4+2n—1

=\ (=1)""!B,, 1
+T§O (2n)! z+2n—-1/°
> (—1)""!Boy, 1
Vérifions que Z ( ()2n)' 2 (z Ton 1) converge uniformément sur le disque

n=ng

fermé D(0, R). Ainsi, cette derniére série sera une fonction holomorphe sur le

disque ouvert D(0,R) et H(z) sera méromorphe sur ce méme disque ouvert

avec des pdles simples en 1,0,—1,...,—2ng + 3. Si z € D(0, R) et n > ny, alors

1 1
lz+2n—l| S 2ng—1—-R"

(—1)n_1Bgn 1 < Bgn
(2n)! z+2n—1/| 7 [(2n)!
(_l)n—1B2n 2n

o
car le rayon de convergence de la série E TZ est 2m. Aussi, la série
n)!

Pour n assez grand,

1 (1 2n 1
2mo— R -1~ \ 2« 2mg — R—1’

n=0
[e)

2n
E (2—> converge. Le test M de Weierstrass implique la convergence uni-
T

n=mop

forme sur D(0, R). La fonction H(z) est méromorphe sur D(0, R) avec des poles
en 1,0,—1,-3,..., —2no + 3. Comme R est arbitraire, la fonction H(z) est méro-
morphe avec des poles simples aux entiers 1,0, —1, —3, ... La fonction H(z) est le
prolongement méromorphe de P(z).

?((j)) + % dans le demi-plan Re(z) > 1. La fonction

Nous savions que ((z) =
1/T est une fonction entiére avec des zéros simples en 0, —1, —2, —3, ... Ceci nous
permet de conclure que la fonction zéta se prolonge & une fonction méromorphe
ayant comme seule singularité un poéle simple en 1. De plus, ce prolongement pos-
seéde des zéros simples aux entiers négatifs pairs —2, —4, —6, ... Le développement

Q(z) + H(z)

en série de Laurent de Te T T

autour de 1 nous assure que le résidu de la
fonction ¢ en 1 est 1.

d
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La fonction ¢ de Riemann posséde donc des zéros aux entiers négatifs pairs.
Ce sont les zéros triviaux de la fonction (. Il existe une formule explicite du

prolongement méromorphe de la fonction ¢

27

ou H, est le contour de Hanckel avec r < 27 tel qu’illustré sur la figure 2.

o

Fi1G. 1. Contour de Hanckel

I1 faut expliquer cette intégrale, car la fonction (—w)* est multivoque sur ’axe

réel positif. En fait,

R rz(log(t)—mi) 2 log(—w) +00 _z(log(t)+i)
et [t [t | e
ou C, est le cercle centré & l'origine et de rayon 7. Appelons cette intégrale I,.(z).
Rappelons que I’argument du logarithme est pris dans la branche principale. Il y
a trois étapes a vérifier :

1) 711{% I.(z) = 2mi((z)/T'(1 — z) sur le demi-plan Re(z) > 1.

2) Pour tous 7, s € |0, 2n[ les fonctions I, et I, sont égales sur Re(z) > 1.

3) Pour tout 7 € ]0, 27| la fonction I, est entiére.
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1) Soit z = = + iy tel que z > 1. Alors,

I T ezlog(t) 4 - ftoo ezlog(t) J ezlog(-—w) g
- — —ZT t ZTe t
() =e /+oo @ —1 e / @ — 1% +/, )

+oo  4z—-1 ezlog( w)
= 2isin(7z dt+/ —dw, 1
( )/r et—1 c (ev—1uw )
ou C, est le cercle de rayon r positivement orienté. Vérifions que l'intégrale

fcr (e:g(l ) dw tend vers 0 lorsque 7 tend vers 0. Utilisons l'inégalité

e? log(re*(—7))

z log(—w)
/ ————dw| < 27 max
c. (¥ —Nw 6€[0,27]

La fonction _*+ tend vers 1 lorsque w tend vers 0. Si r est assez petit, alors

ere’ — 1

1
ere’ — 1

‘?I[\D

max
0€(0,27]

<2

Par cette inégalité,
e? log(rei(@=m))

ere’” -1

|e:z: log(r) e—yArg(e’(o_”)) |
<2

. — 27.1:——1|e—yArg(ei(”‘"))|‘

En prenant le maximum sur les 8 de cette expression et en tenant compte du fait
que = > 1, ce terme tend vers 0 lorsque 7 tend vers 0. En laissant tendre r vers 0
dans (1) et en utilisant la formule de réflexion de la fonction I', nous avons vérifié

que I,(z) tend vers 2mi¢(z)/T'(1 — z) sur Re(z) > 1 lorsque r tend vers 0.

2) Soit r,s € ]0,2n[ tel que s < r. Calculons I.(z) — I,(z) sur le demi-plan
Re(z) > 1. Cette expression est une somme d’intégrales sur le contour de la fi-
gure 2.

On calcule les intégrales suivant ces courbes

/ ; ez]og(—w) J T ez(]og(t)-—iw)d B ezlog(—w) 4

. — I = _— _ dt -

(2) = L,(2) /C ew—lww+/ e — 1)t +/ e — DN D
- s A

A ezlog(—-w) p ezlog(—w) p s ez(log(t)+i7r)d
+ | —————dwt | ———dw+ [ ———dt.
/B T /c e — T / @ — 1)
On considére la courbe fermée I'y qui va du point 7 jusqu’au point A sur C,, du

point A jusqu’au point B, du point B jusqu’au point s sur —C; et, finalement,

s a r. La courbe fermée I'y va du point » au point s, du point s au point B sur
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Fi1G. 2. Contour de I, — I,

—Cs, du point B jusqu’au point A et, finalement, du point A jusqu’au point 7

sur C,. Alors,

R / rlon (=) / erlos )
(2) — I(z) = ——dw + ———dw,
r, (e¥ — 1w r, (e¥ — Lw

ol le logarithme log, est pris suivant la branche de I’argument | — 37”, 51 et le loga-

rithme log,, est pris suivant la branche de argument | — Z, 3Z]. Par le théoréme
de Cauchy, ces deux intégrales sont nulles. Donc, la deuxiéme partie est prouvée.
On peut dire que le prolongement holomorphe de la fonction ¢ ne dépend pas du
choix de r pourvu que celui-ci soit strictement plus petit que 27. Donc, pour tout

r €0, 27| nous avons que I,.(z) = 2mi(T'(1 — 2))71¢(2).

3) Vérifions que I, est une fonction entiére. Par le théoréme 2.2.1, la fonction  est
holomorphe partout sauf en 1 ot elle a un pole simple. La fonction (I'(1 — z))™!
est une fonction entiére possédant un zéro simple en 1. Donc, I, est une fonction
entiére. La formule explicite du prolongement méromorphe de la fonction ( est

ainsi prouvée.

Pour les sections a venir, une formule intégrale de la fonction ( dans le

demi-plan Re(z) > 0 sera trés pratique. Pour z # 1 sur le demi-plan Re(z) > 0,

g(z)=1+—%+z/lm@dt )

2 z- t=+1
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ot p(t) =t — [t] — 1/2.

Cette formule provient du théoréme de sommation d’Euler et elle nécessite I'in-

tégrale de Stieltjes (Voir 'annexe de [KV]).

Formule de sommation : Soit f € Cl[a, b] & valeurs complezes. Alors,

b b
S ) = [ rwd + [ s0r@a + p)fte) - b))

a<n<b

Soit z tel que Re(z) > 0 et z # 1. Appliquons la formule de sommation & la

fonction

sur I'intervalle [1, N], ou N est un entier positif. La formule de sommation entraine

que

1 N1 N p(t) 1 N
1 — =1 —dt — dt — =
2 +/1 2 z./l P R

1<n<N

=1+

Ni—= -1 N p(t) 1 N-*
A dt — = .
1-2 Z/ T 5T g

En laissant N tendre vers 'infini, on a montré que la fonction ¢ et la fonction

% + 2_11 + z 1°° f__(—ﬁ)ldt coincident. Par le théoréme 0.0.2, on sait que l'intégrale

converge uniformément dans le demi-plan Re(z) > 0.

2.3. L’EQUATION FONCTIONNELLE DE LA FONCTION (

Une formule explicite du prolongement méromorphe de la fonction ¢ de Rie-
mann nous informe que cette fonction satisfait une certaine équation. Il s’agit de
I’équation fonctionnelle de la fonction (. Cette équation nous fournira, comme

nous le verrons plus loin, de 'information sur les zéros de (.

Considérons tout d’abord l'intégrale Ig,(z) telle que définie & la section pré-

cédente. Soit Ry = 2m(N + 1/2), ou N est un entier positif. Soit 7 € ]0, 2.
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La soustraction de I,(z) & Ig,(z) est une somme d’intégrales sur la courbe de la

figure 2. En utilisant le théoréme des résidus,

(Iny (2) — L(2)) = T(1 — 2) ZRes( ZIOg'(_;U) 27rm')

I'(1 - 2)
2T

zlog L(—w)
I'1l--z ZRes ( ey 27rm')

_ P(l B Z) i ezlog,,(—27mi) B ezlog“(Q'lrni)
— 2mns 2mni
1 N 27rn —1271'/2 . (27Tn)zeiz7r/2
— Z
— 2mnt

= —T(1 - 2)(27)* '2sin (%) inz_l.

n=1

Les branches de logarithmes log, et log,, sont définies 4 la section précédente.
Par la formule du prolongement méromorphe de la fonction (,

(1 - 2)
271

N
Iny(2) = ((2) = T(1 — 2)(27)* '2sin (%) an_l.

n=1
Montrons que I, (z) tend vers 0 lorsque N tend vers 'infini. Pour cela, il suffit
de le vérifier sur ’axe réel négatif. Soit z < 0 et € € 0, 5[. Considérons les disques
ouverts D(2mni, €). Il existe une constante C, > 0 ne dépendant que de ¢ telle

que |e¥ — 1| > C, sur C\ ( LEJZD(27rm', e)) Donc,

z log(w) 2r Pz T
| | < [ Rw- Ly
CRN (e“’ - 1)’LU 0 Ce CE

Cette derniére expression tend vers 0 lorsque N tend vers I'infini. Pour z < 0, on

obtient que
z—1 L: T
¢(z) = 2(27)* L sin (7) T(1 - 2)¢(1 — 2).
Cette équation fonctionnelle est vraie dans tout le plan complexe, car chaque

coté de cette équation est une fonction méromorphe. En substituant z par 1 — z,

I’équation obtenue

C(1 = z) = 2(27) " cos (1;:) T(2)¢ ()
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est une autre forme de I’équation fonctionnelle. En utilisant le principe de réflexion

de la fonction I' et la formule de duplication de Legendre, on écrit I’équation fonc-

tionnelle sous sa forme symétrique : | 77*/2T (2) ((z) = 7= (=/2T (152) (1 - 2) |

Sachant que ((2n) = %Bgn pour tout entier positif n, on déduit de ’équation

fonctionnelle que
(=1)"

((—2n+1) = o

B2n

pour tout n > 1.

2.4. FONCTIONS ARITHMETIQUES RELIEES A LA FONCTION (

Les fonctions arithmétiques sont les fonctions qui & chaque entier strictement
positif associent un nombre complexe. Certaines de ces fonctions sont reliées &

I’étude de la fonction (.

Pour tout entier n > 2, il existe une unique factorisation de n en un produit de
T

puissances de nombres premiers. On note cette factorisation de n par H pfj’, ou
Jj=1
k1, ..., k. sont des entiers strictement positifs. On définit la fonction de Mdbius

par
1 sin=1
pn) =4 (-1 sin>lethk =..=k =1
0 sinon.

Cette fonction est intéressante a cause de la formule d’inversion de Mébius.

Formule d’inversion de Md&bius : Soit f, g des fonctions arithmétiques. Alors,
g(n)=>_ f(d)
dln

s1 et seulement si

HOEDSCI R

dln

Pour montrer ce théoréme, nous aurons besoin d’une propriété sur la fonction de
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Mébius.

Lemme 2.4.1. Sin > 1, alors Zu(d) =0.
din

DEMONSTRATION. Supposons que n s’écrit sous la forme pfll...pf:, ou ki, ..., Lk,
sont des entiers strictement positifs. Si d > 1 est un diviseur de n tel que
p(d) # 0, alors d est un produit de nombres premiers p;,pj,...Pj,., 00 {J1, -, fm} C
{%1,...,%:}. Dans ce cas, on voit que u(d) = (=1)™. Pour tout m = 1,2,...,r, il
y a () choix de ji, j2, ..., jm possibles. La formule du binéme nous permet de

conclure que

;u(d) = p(1) + (;) (-1)+ (;) (-1 + ..+ (:) (=1 = (1-1) =0.

Définissons une opération sur I’ensemble des fonctions arithmétiques par
(F)n) =D F(@D)g (%)
djn
C’est le produit de Dirichlet de f et de g. Le produit de Dirichlet de f et
de g est une fonction arithmétique. De plus, cette opération est associative et
commutative. Les fonctions arithmétiques f telles que f(1) # 0 forment un groupe

ou I’élément neutre est
1 sin=1
e(n) =
0 sin>1
et 'inverse d’un élément est défini par construction. On définit la fonction arith-
métique
I(n):=1.

Le lemme 2.4.1 affirme que p * I = e. On peut énoncer la formule d’inversion de

Mobius avec le produit de Dirichlet

g=f*xl<< f=gxp.
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DEMONSTRATION. (=) Si on suppose que g = f * [, alors g u = (f ) *
fx(pxD)=f*xe=f.
(<) Si on suppose que f =g#*p, alors I f =1*(g*p) = (Ixp)xg=ex*xg=g.

O

Une fonction zéta généralisée peut s’exprimer sous la forme

oil f est une fonction arithmétique. En particulier, la fonction zéta de Riemann

s’écrit

_ i I(n)

1
Le produit de Dirichlet entre deux fonctions arithmétiques permet d’écrire sous
forme de fonction zéta généralisée la multiplication de deux fonctions zéta géné-

ralisées. Une représentation de la dérivée logarithmique de la fonction ¢ dans le

demi-plan Re(z) > 1 découlera de ce théoréme.

Théoréme 2.4.1. Soit f(z Z f(n tg(z) = Z % deuz fonctions zéta

généralisées qui convergent absolument dans le demi-};lan Re(z) > og,. Alors,

OYOEDY Q__EM

n=1

sur le demi-plan Re(z) > o,.
DEMONSTRATION. Sur le demi-plan Re(z) > o,

o= > L0 57 5 S _ 52 (eall)

n=1m=1 n=1rs=n n=1

Voici une application de ce théoréme a la fonction zéta de Riemann.
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Corollaire 2.4.1. La fonction zéta de Riemann n’a pas de zéros dans le demi-

plan Re(z) > 1 (Ce corollaire se montre aussi avec le théoréme 2.1.1).

DEMONSTRATION. Considérons la fonction zéta généralisée

N iu(n)_

n=1

Cette série de Dirichlet converge absolument dans le demi-plan Re(z) > 1, car
|(n)] < 1 pour tout n > 1. Par le théoréme précédent, on multiplie les séries de

Dirichlet f(z) et {(2) et on obtient que

sur le demi-plan Re(z) > 1. On conclut que l'inverse de ((z) existe et donc

¢(z) # 0 dans ce demi-plan.

Considérons la fonction arithmétique

A(n) log(p) ¢'il existe des entiers m > 1 et p € P tels que n = p™
n)=

0 sinon.

Cette fonction est connue sous le nom de fonction de Von Mangoldt. Cette
fonction a un lien trés intéressant avec la dérivée logarithmique de la fonction
¢. D’abord, voici un lemme trés pratique exprimant la fonction A sous forme de

produit de Dirichlet :

Lemme 2.4.2. Pour tout entier positif n, A(n) = (u * log)(n).

DEMONSTRATION. Considérons la fonction g(n ZA . Remarquons que
dln
g(1) = 0. Si n s’écrit sous la forme pzl pz2 pf:, alors

=) k;log(p;;) = log (pip2...pf") = log(n).
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Par la formule d’inversion de Mébius, on conclut que

A(n) = (log u)(n).

O

Le prochain théoréme est une conséquence immédiate du théoréme 2.1.1. Montrons-

le 4 ’aide des fonctions arithmétiques.

Théoréme 2.4.2. La dérivée logarithmique de la fonction { est donnée par

2. An
_; 722)

dans le demi-plan Re(z) > 1.

DEMONSTRATION. Considérons la fonction zéta généralisée

_ iu(n).

n=1

Par la preuve du corollaire 2.4.1, on a que f(2)((z) = 1. En dérivant cette derniére
équation, on obtient que {'(2)f(z) +{(2)f'(z) = 0. En substituant f(z) =1/{(z)

dans cette derniére équation, la dérivée logarithmique est égale a

"(z 2.1 2. u(n)log(n 2 (I % (ulog))(n
ié; _ (Z n_) _ <_;#( )nzg( )> _ 3 (unzg))( )

n=1 n=1

=§: Zl,l,( )log Zu( )log ;}2

n=1 \ dln dln

- Z (log(n)(u * 1)(n) — (u * log)(n Z A(n)

zZ
n=1 n=1 n

en utilisant le lemme précédent et le fait que px I =e.
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2.5. ENONCE DE L’HYPOTHESE DE RIEMANN

Nous avons vu que la fonction zéta de Riemann posséde des zéros aux entiers
négatifs pairs. Dans cette section, nous nous intéresserons aux zéros non-triviaux
de la fonction . Nous verrons certaines de leurs propriétés. Nous terminerons

cette section en citant ’hypothése de Riemann.

Propriété 1 :La fonction ( n’a pas de zéros réels strictement positifs.

o —1)nH1
Nous avons vu & I'exemple 1.3.1 que ((z) = (1 — 2!=%)7! ZL dans le
nZ

n=1

demi-plan Re(z) > 0. Si z > 0, alors la série

S (-2 (3-2) -

n=1

converge vers un nombre réel strictement positif. Ceci justifie la propriété 1.

Pour poursuivre notre étude de la fonction { de Riemann, considérons la fonction
& définie par

£(z) = %z(z —~)r=hr (2) ¢(2).
La fonction zI'(z/2) est méromorphe. Ses seules singularités sont des poles simples
en —2,—4,—6, .... La fonction (z — 1){(z) est entiére et posséde des zéros simples
en —2,—4, —6, ... En multipliant ces deux fonctions, on obtient une fonction en-

tiére. On conclut que la fonction £ est entiére. L’équation fonctionnelle de la

fonction ¢ nous fournit cette propriété de la fonction £.

Propriété 2 :La fonction £ est symétrique par rapport a l'aze x = 1/2, c’est-a-
dire £(z) = &(1 — 2) pour tout nombre compleze z. Il en découle que la fonction £

prend toutes ses valeurs dans le demi-plan Re(z) > 1/2.

Pour obtenir la valeur de £(0), il suffit d’obtenir la valeur de £(1). Par la re-

présentation de la fonction ¢ dans le demi-plan Re(z) > 0,

an}(z —1)¢(2) = leri (% +1+42(z-1) /100 fz—(f—z—dt) =1
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Etant donné que I'(1/2) = /7, la fonction £ est égale 4 1/2 en z = 1. La propriété
2 nous dit que £(0) = 1/2. En utilisant la représentation de la fonction I" en un

produit infini de fonctions et par la définition de la fonction &,

Poursuivons notre étude des zéros de la fonction ( sur I'axe réel. Utilisons la

propriété précédente. Pour x < 0, on peut écrire

0= gy = () £ () <=0

z
2 2

Par la propriété 1, on conclut que la fonction ¢ ne s’annule pas sur ’axe réel né-
gatif sauf s’il s’agit d’un entier négatif pair. Cette discussion se résume par cette

propriété.

Propriété 3 :Les zéros triviauz de la fonction ¢ sont ses seuls zéros réels.
La fonction 1z(z — 1)m=*/?T(2/2) ne s’annule pas sur C \ R. Ce qui donne la

quatriéme propriété.

Propriété 4 :Les zéros non-triviauz de la fonction ( sont exactement les zé-

ros de la fonction £.

Il est donc trés pertinent d’étudier la fonction £. Voici une autre propriété de

la fonction £ :

Propriété 5 :Dans la bande verticale 0 < Re(z) < 1, la fonction £ est symétrique

par rapport & l'aze réel, c’est-a-dire £(z) = £(Z) sur cette bande verticale.

Montrons cette propriété. Remarquons que pour tout z dans cette bande ver-

ticale

['(z) = (ze”fz ﬁ (1 + %) e‘§> =T'(z).

n=1
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Il suffit de vérifier que ((z) = ((Z) sur cette bande. Pour 0 < Re(z) < 1et z # 1,

nous avons que

— 1 1 e
¢(2) = §+;+3/1 %g%dt:gi).

Par continuité de la fonction ¢, I’égalité ((2) = ((Z) est vraie sur I’axe Re(z) =0

et sur I'axe Re(z) =1 (sauf en 1!). La propriété 5 est démontrée.
Utilisons maintenant un résultat de la derniére section pour pousser un peu plus
loin notre étude des zéros de la fonction . Voici la propriété que 'on veut dé-
montrer.
Propriété 6 :La fonction { n'a pas de zéros sur les azes Re(z) = 1 et Re(z) = 0.
D’abord, montrons ce lemme.
Lemme 2.5.1. La fonction ( satisfait la relation

! ! N ! 2 .

3 (C (I)) +4Re (——C @ +y.2)) + Re <——C @+ y.’)) <o.
¢(z) ¢(z +yi) ¢(z + 2yi)

pour tout x > 1 et pour tout y € R.

DEMONSTRATION. Soit z = z +1iy tel que £ > 1 et y € R. Par le théoréme 2.4.2,

() -2 (5)

Sin=p™, o m>1etpest un nombre premier, alors

Re (L@) _n <log(p)) _ log(p) cos(my log(p)

me mz nr
p p

nous avons que

On conclut que

((2)\ _ - log(p) cos(mylog(p))
() - -y e

pE]P m=1

L’identité

3+ 4 cos(f) + cos(20) = 2 (g + 2cos(f) + —% + (COS(9))2)

4
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= 2(1 +cos(f))* >0,

(aa) ()« (am)

--Yy (l°g(p)) (3 + 4 cos(mylog(p)) -+ cos(2my log(p))) < 0.

™mIT
peP n=1 p

entraine que

Maintenant, nous pouvons montrer la propriété 6.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe un yo € R tel que 1 + 2yy est un zéro
de la fonction (. Notons que yo # 0, car 1 est le pole simple de la fonction (.

Considérons la fonction

f(2) = (¢(2))°(¢ (2 + iy0)) ¢ (2 + i2y0).

Puisque la fonction (¢(z))* a un péle d’ordre 3 en 1, la fonction ({(z + iyo))? a
un zéro d’ordre au moins 4 en 1 et la fonction {(z + 72yo) n’a pas de pole en 1,
alors f a un zéro d’ordre n en 1, ou n > 1. Il existe une fonction holomorphe g
dans un voisinage de 1 et ne s’annulant pas en 1 telle que f(z) = (2 — 1)"g(2).

On considére la dérivée logarithmique de f

) n )
HORCED RO}
f(z)
/(@)

On constate que hlll\i{lf Re ( ) = 00. On calcule la dérivée logarithmique de

f suivant la définition
P0G i) | Ozt i)
72 =@ T e T e iz
f(@)
()

fonction ¢ n’a pas de zéros sur I'axe Re(z) = 1. Comme les zéros non-triviaux

Par le lemme 2.5.1, on voit que lilll\ilrlf Re ( ) < 0, d’ou la contradiction. La

sont symétriques par rapport a I'axe Re(z) = 1/2, la fonction ¢ n’a pas de zéros

sur I'axe Re(z) = 0.
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Voici un théoréme regroupant ces propriétés.

Théoréme 2.5.1. Les zéros non-trivieuz de la fonction ( sont dans la bande
verticale 0 < Re(z) < 1 et ils sont distribués d’une facon symétrique par rapport

auz azes Im(z) =0 et Re(z) =1/2.

On dit que la bande 0 < Re(z) <1 est la bande critique de la fonction ( et
la droite Re(z) = 1/2 est la droite critique de la fonction . Maintenant, nous

pouvons citer ’hypothése de Riemann sur les zéros de la fonction (.

Hypothése de Riemann : Les zéros non-triviauz de la fonction ¢ sont tous

sur la droite critique.

2.6. FACTORISATION DE LA FONCTION &

Cette section a pour but d’exprimer la fonction entiére £ sous la forme d’un
produit infini de fonctions. Il s’agit en fait d’une application du théoréme de fac-
torisation d’Hadamard. Nous montrons ensuite que la fonction ¢ a une infinité
de zéros non-triviaux. Rappelons le théoréme de factorisation d’Hadamard. Nous

utilisons la notion d’ordre d’une fonction entiére vue dans le chapitre préliminaire.

Théoréme de factorisation d’Hadamard : Soit F' une fonction entiére d’ordre
un telle que F(0) # 0. Soit {z,}ner, 00 E CN, les zéros de F tels que 0 < |z;| <

l2zo] < ... <|z,| < .... Alors, il existe des constantes A et B tels que :

F(z) = etB2 H <1 — zi) e/,

nekE

Vous trouverez des explications supplémentaires sur ce théoréme dans les livres

[L1] et [SZ].

Théoréme 2.6.1. La fonction £ est d’ordre 1.
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DEMONSTRATION. Montrons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout
|z| assez grand, |¢(z)| < etl°elzl_ Par la propriété 2 de la section 2.5, il suffit de
montrer que cette propriété est vraie sur le demi-plan Re(z) > 1/2. Par la formule
de Stirling, il existe une constante ¢; > 0 telle que

%z(z — )7 ~#T (%)

< geilllogl

pour tout |z| assez grand. Par la formule intégrale de la fonction ¢ vue & la section

2.2, il existe une constante c; > 0 telle que

o0
I<(2)| < E + L + |z|/ idt < ec2lzlloglz|
=27 2 -1] . 8% =

pour |z| assez grand. Nous avons montré qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
|€(2)| < ecl?elzl pour tout |2| assez grand. On sait que log|z| < |z|® quel que soit
a > 0. En somme, I’ordre de la fonction £ est plus petit ou égal & 1. Remarquons

que lim ((z) =1, car
T—-4-00

Ceci implique que {(z) > 1/2 pour z assez grand. Par la formule de Stirling,

1
log|T()
z—oco g logx

Pour z assez grand, on a que log |T'(z)| > 1zlog(z). 1l existe alors une constante
¢ > 0 telle que |£(z)| > €8 pour z assez grand. L’ordre de la fonction & est

alors égal a 1.

Corollaire 2.6.1. La fonction  a une infinité de zéros non-triviauz.

DEMONSTRATION. Supposons que la fonction £ a un nombre fini de zéros non-

triviaux zi, ..., 2y répétés selon leurs multiplicités (voir la propriété 4 de la section

2.5). Posons
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Cette fonction est entiére et sans zéro. D’aprés les propriétés sur ’ordre vues au
chapitre préliminaire, la fonction g est d’ordre 1. D’aprés le théoréme de factori-
sation d’Hadamard, il existe des constantes A et B telles que g(z) = eA+5%. La

N
fonction £ est égale & eAtB> H(z — zy) pour tout nombre complexe z. D’aprés la

n=1

propriété 2 de la section 2.5, on a 1’égalité

N N
eBe B2 H(z — (1= z,)) = e ™eB? H(z — Zn)-
n=1 n=1

On sait que les zéros non-triviaux sont symétriques par rapport a l'axe z = 1/2.
En simplifiant les produits, on conclut que pour tout nombre complexe z il existe
un entier k tel que 2Bz = B + (2k + 1)mi. Ceci est une contradiction, car B est

une constante qui ne dépend pas de z.

O

Notons {p,}52; la suite des zéros non-triviaux de la fonction (, ou
chaque p, est égal a (3, + i7,. On suppose que la suite de ces zéros est ordonnée

telle que
1] < ool < o < lpa] < ..

La fonction £ étant d’ordre 1, on peut la factoriser en un produit infini de fonc-
tions. Cette factorisation nous sera trés utile pour montrer des théorémes concer-

nant le nombre de zéros non-triviaux dans un rectangle de la bande critique.

Factorisation de la fonction £ : Pour tout nombre compleze z,
£(z) = eMB2 H (1 — i) /P,
P
n=1

ot A= —log2 et B=—v/2—1+ log+4r.

La détermination des constantes A et B est faite dans le livre [M R]. En prenant
la dérivée logarithmique de ce produit de fonctions, on montre ces représentations

de /¢’ qui seront trés utiles.
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Théoréme 2.6.2. La dérivée logarithmique de la fonction ( est donnée par

¢'(z) 1 1 = 1 1 logm  T'(z/2)
<<z>“2‘z—1+;<z—pﬁ5)+3+ 2 A/

En considérant la dérivée logarithmique du produit de fonctions 1/T, il existe une

constante c telle que

('(z) 1 - 1 1 = 1 1
- n () u ) e

n=1 n=1

2.7. THEOREMES CONCERNANT LES ZEROS NON-TRIVIAUX DE LA

FONCTION (

Cette section sera consacrée a la répartition des zéros non-triviaux de la fonc-
tion ¢ dans la bande critique. Les théorémes de la Vallée-Poussin en sont des
exemples. Ce théoréme sera fort utile pour donner une approximation de la dis-
tribution des nombres premiers. Nous verrons aussi une formule donnant une
approximation du nombre de zéros non-triviaux dans un rectangle de la bande

critique.

Commencons par des théorémes de la Vallée-Poussin. Ceux-ci montrent 1’exis-
tence d’une région de la bande critique qui ne contient aucun zéro de la fonction

(. Les prochains lemmes serviront & la preuve de ces théorémes.

Lemme 2.7.1. Il existe une constante c¢; > 0 telle que

¢'(x) 1
m<x_1+cl

pour tout z € ]1,2].

DEMONSTRATION. Considérons la fonction f(z) := (z—1){(z). Cette fonction est

entiére et ne s’annule pas dans le demi-plan Re(z) > 1. Le quotient de fonctions
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f'/f est holomorphe sur un ouvert contenant ce demi-plan fermé et

fl@) 1 )
f@) a1 ()

En posant
f'(z)
f(z)

¢ =14+ max
z€(1,2}

le lemme est ainsi prouvé.

O

Lemme 2.7.2. Il existe une constante co > 0 telle que pour tout z € [1,2] et

pour tout |y| > 2
e - 1 1
1) —Re (C(((z))) < cologly| — ZRe <z — —)
n=1

P Pn
2) Re(c( )) < eqlog |y|

3) Si pn = Bn+ 1Y, est un zéro non-trivial de la fonction ¢, alors

—Re (CC(( ))) < ¢colog |y| —

DEMONSTRATION. Par le corollaire 2.6.2, la dérivée logarithmique de la fonction
¢ est donnée par
((z) 1 1 log(~) I(z/2) & 1 1
— = B+ ——~— —_—t+— .
((z) =z =z-1 2 + 2I'(z/2) Z +

Z— Pn Pn
Le corollaire 0.0.1 entraine qu’il existe des constantes B; > 0 et r > 2 telles que

Re (%//22))) < 1og‘§’ + B

pour tout |y| > 7 et z € [1,2]. La fonction Re <I;((;//22))) est bornée sur I’ensemble

des z € D(0,7) tels que z € [1,2] et 2 < |y| < 7. Le fait que z € [1,2] implique
que log |z| = 3 log(z? + y?) < 1log(4 +y?) < ilog(2y?). 1l existe une constante

() < aves

pour tout z € [1,2] et pour tout |y| > 2. On remarque que

1 1 r—1 T 1
R ~) = - il
e(z_1+z) G-+ Pty O(J)

Aq > 0 telle que
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lorsque y tend vers l'infini. Il existe alors une constante c; > 0 telle que

~Re (%) < ¢y log(y) — iRe (z _1pn + l) .

el Pn

Ceci prouve 1). Pour 2) et 3), il suffit de remarquer que

1 1 - Mn n
Re( +———)= & ﬂ2 + ﬁ220
Z2=Pn  Pn |z = pal |pnl

pour tout zéro non-trivial p,, = 3, + i, de la fonction (.

Voici une premiére version du théoréme de la Vallée-Poussin.

Théoréme de la Vallée-Poussin (version 1) : Il eziste une constante c3 > 0
telle que la fonction ¢ n’a pas de zéro dans l’ensemble décrit par les x+iy obéissant

G ces relations :
C3

x>1-—
log |y

et |y| > 2.

DEMONSTRATION. Soit p, = [, + i}, un zéro non-trivial de la fonction (. Par

les deux lemmes précédents, il existe des constantes strictement positives c; et ¢

telles que
¢'(z) 1
() <ot
—Re (M) < ¢ log |yl — !
et

_Re <§'(x + 12y)
C(z +12y)
pour tout 1 < z < 2 et |y| > 2. Par le lemme 2.5.1, il existe une constante A > 0

) < cylogly|

telle que
4

<
T — ﬁn T

3
— + Alog |y
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pour tout 1 < z < 2 et |y| > 2. Posons z := 1+ ﬁ, ou 0 > 0 est suffisamment
petit pour que 1 < z < 2 quel que soit |y| > 2. En remplacant = dans la relation

ci-dessus, on obtient 'inégalité

(zi%5 —9)
log [y|
pour tout |y| > 2. En prenant ¢ suffisamment petit, le théoréme est montré en
posant c3 = zio — 6.

O

Théoréme de la Vallée-Poussin (version 2) : Il existe une constante ¢4 > 0
telle que la fonction ¢ n’a pas de zéro B, + iy, tel que

C4

Op>1— —nr— .
log(|va| + 2)

DEMONSTRATION. La fonction ¢ n’a pas de zéro dans I’ensemble des z + iy tels
que z > 1 et |y| < 2. Remarquons que

1) la fonction ¢ est continue et ne s’annule pas en 1+1y tel que y € [—2, 0[U]0, 2].
2) la fonction ¢ a un poéle en 1.

Il existe alors une constante C; > 0 telle que la fonction ¢ n’a pas de zéro dans
dans I’ensemble des z + iy tels que z > 1 — C} et |y| < 2. Le théoréme précédent

nous dit que la fonction ¢ n’a pas de zéro dans ’ensemble des z + iy tels que

z>1-— 10;3|y| et |y| > 2. Il suffit de trouver une constante ¢4 > 0 telle que

Cc3

l1- —— <1———— pour tout |y| > 2
log |y| log([y| +2)

et
Cl Cyq
- ——————<1— ————— pour tout |y| < 2.
log(ly| + 2) log(ly + 2)
On pose ¢4 := min{cs, C; log(2)} et le théoréme est prouvé.



ol

On sait que les zéros non-triviaux de la fonction ¢ sont tous dans la bande cri-
tique. Il est trés pertinent de s’intéresser au nombre de ces zéros dans un rectangle
de la bande critique. Désignons par N;(T") le nombre de zéros de la fonction

( dans le rectangle 0 < Re(z) < 1et 0 < I'm(z) < T en comptant les multiplicités.

Théoréme 2.7.1. Il eziste une constante C > 0 telle que

[ ]

1
- - <
nzzl TH (T = = Clog(T)

pour tout T' > 2. De plus, le nombre de zéros non-triviauz p, = B, + iy, tels que

0<fn<letT <, <T+1 est plus petit ou égal ¢ 2C log(T).

DEMONSTRATION. En considérant z = 2 + 471" dans le lemme 2.7.2, nous avons

que
¢'(2 +4T) = 1 1
—Re| Z2———=) < colog(T) — e e —
e<<(2+iT> 2o8(T) =2 Fe\ g =5, )
A
Le rapport ‘C(gif) est borné parz Z
que n=

1
ZR (2+ZT . +p—n> < A, log(T).

Soit p, = B, + ¥y, un zéro non-trivial de la fonction ¢. On calcule que

R <____1_>— 2—fa > 1 > !
2T —pn)  C=B )2+ (T =7 = 4+ (T — )2 ~ 40+ (T — 7))

et
Re <i> B 5 = 0.
Pn |pn|

I1 existe une constante C > 0 telle que

= 1

2 Ty = O

Pour la deuxiéme partie, soit A7 'ensemble des zéros p,, non-triviaux de la fonc-
tion ¢ tels que 7' < Im(p,) < T+ 1. On a que (T — 7,)®> + 1 < 2 pour tout
Pn = Bn + 17, € Ar. En sommant sur tous les éléments de Ar, nous avons que

2‘121<Z T

PnEAT pneAT
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En utilisant la premiére partie, la seconde est montrée.

g

Le prochain lemme sera utile pour démontrer une approximation de N¢(T').

Lemme 2.7.3. Pour —1 <z < 2, nous avons l'approzimation suivante

('(z+1y) 1
oti) > P—— O(log |y|)

ly—n|<1

lorsque |y] tend vers Uinfini.

DEMONSTRATION. Par le théoréme 2.6.2, la dérivée logarithmique de la fonction

( est égale a

¢'(z) 1 1 = 1 1 logmr  T'(z/2)
<<z>“2‘z—1+z(z—pﬁp—n) Pt T Ay

n=1
En utilisant le corollaire 0.0.1 comme au lemme 2.7.2, il existe une constante

a; > 0 telle que
I"(z/2)
2I'(z/2)

pour tout —1 < z < 2 et |y| assez grand. On estime la dérivée logarithmique de

< a; log |y

la fonction ¢ par

() _§~ ( L, i) 1 0Q0g Jy)) 3)

C(Z) n=1 Z = Pn Pn

lorsque |y| tend vers I'infini. Posons z = 2 + iy dans cette derniére équation. On

obtient alors que

2 (ﬁ‘y——‘p‘ ¥ g) — O(logy)), n
A
torsaue [y tend vers Finfini, car |% = Z 75721) On additionne les équations

(3) et (4)

! = 1 1
CC((;) N Z (z —on 241y —Pn> + O(log [y})

n=1
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lorsque |y| tend vers Vinfini. Si p, = B, + %7, est un zéro non-trivial de la fonction
¢ tel que |y — v,| > 1, alors

1 1 2—zx 3
- . S 2S 2'
R e T L

Par la premiére partie du théoréme 2.7.1,

> Y e~ Olloly)

<

lorsque |y| tend vers l'infini. Finalement, la deuxiéme partie du théoréme 2.7.1

implique que

S L < Y 1=0(0gly)

241y — pul2
Iy—7n|<1| Ty pl ly—rnl<1

lorsque |y| tend vers I'infini. En regroupant ces résultats, le théoréme est prouvé.

O

Le prochain théoréme est une approximation de N;(T'). Ce théoréme utilise la
variation de P’argument de la fonction £ sur une courbe fermée. La variation de
Pargument d’une fonction f sur une courbe C est notée par Ac arg(f(z)). Etant

donné z; et z; les points initial et final respectivement de la courbe C,

Ac arg(f(2)) = Arg(f () — Arg(f(z:)) + 27N

ou N est le nombre de tours autour de ’origine que fait la courbe f(C) pour relier
f(z;) et f(zy). Notons que Arg est I'argument inclus dans lintervalle | — 7, 7.
La définition de la variation de ’argument dépend du choix de la branche de

I’argument.

Principe de I’argument : Soit C une simple courbe fermée continiment diffé-
rentiable par morceauz et orientée positivement. Soit f une fonction holomorphe
dans et sur la courbe C sauf possiblement en un nombre fini de pdles a l'intérieur

de C. Si f ne s’annule pas sur C, alors

Ac arg(f(2)) = 2n(Ne(f) — Pe(f)),
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ot Nc(f) et Pe(f) sont le nombre de zéros et de pédles respectivement de f a l'in-

térieur de C en comptant les multiplicités.

Ce théoréme est vrai pour n’importe quelle branche de ’argument, car la courbe
C est fermée. La variation de ’argument sera en fait le nombre de tours que fait
la courbe fermé f(C) autour de lorigine. La référence pour ce théoréme est [B1].
Dans ce qui vient, nous appliquerons le principe de I'argument a la fonction en-

tiére . Ceci nous permettra d’approximer N (T').

Lemme 2.7.4. Soit L lunion des segments (2,2 + iT} et [2 + T, (1/2) + iT).
Alors,

1) Agarg(z — 1) = 3+ O (%) lorsque T tend vers Uinfini

2) Aparg(r~3/?) = =Hign)

3) Acarg (F (—;- + 1)) = %log% — —g— + 3?” +0 (%) lorsque T' tend vers linfini.

DEMONSTRATION. 1) Par définition, la variation de I’argument est

i 1 T i 1
Aparg(z —1) = Arg (zT — §> — Arg(2) = 5 + arcsin (W) :

A T'aide de la régle de I’'Hospital, on calcule que il_r_% @Q = 1. En utilisant
cette limite, 1) est prouve.
2) On calcule directement que

—T log(m)

Aparg(n™*?) = Arg(n~nT/?) — Arg(n™!) = 5

3) Par la formule de Stirling,

Ap arg(T((2/2)4+1)) = Arg <F (g + i—))—ATg(F(Z)) ~ Im <1ogr

s

2 4

B 3 T 5 T 5 I log(2m) 1
—fm(<z+7>1"g(z+"z‘)"r7+ 2 +O(f)>-

Un calcul nous permet de conclure que Az arg(l'((z/2)+1)) = Llog L - L 4 37 4
O(1/T) lorsque T tend vers l'infini.
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Cette approximation de N;(T') sera utilisée & la prochaine section.

Théoréme 2.7.2. En utilisant le principe de ’argument, on a l’approzimation

_r. T T 7 1
lorsque T tend vers l'infini, ou 7S(T) = A arg(((s)) et L est la courbe du lemme
précédent. De plus, S(T) = O(logT) lorsque T tend vers linfini.

DEMONSTRATION. Soit R la courbe rectangulaire reliant les sommets 2,2 +
i1, —1 + 4T et —1. On suppose que la courbe est orientée positivement. Le prin-
cipe de I'argument nous dit que 27N, (T') = Ag arg(£(s)). Par la propriété 2 de la
section 2.5, la variation de I’argument de la fonction £ sur la courbe rectangulaire
R est égale & 2A (172,91 arg(€(s)) = 2A, arg(€(s)). Par définition de €, on sait que
arg(€(z)) = arg(z — 1) +arg(r2/2) +-arg(T'((2/2) + 1)) +arg(¢(z)). Les variations
de 'argument ont été calculées au lemme précédent. Ces calculs entrainent que
N(T) =+ log 5 — o+ L+ (T )+o<%>
lorsque T tend vers l'infini. Il reste & vérifier que S(T') = O(log(T)) lorsque T
tend vers l'infini. Sur le segment [2,2 + 477, la variation Ap a7y arg(¢(s)) est
bornée, car la fonction log(¢(z)) est bornée sur ’axe Re(z) = 2. En effet, par le

théoréme 2.1.1,

log(¢(2 + iy)) Zlog( — 2+1y>

(Si Re(z) > 0 et Re(w) > 0, alors Arg(wz) =Arg(w)+Arg(z) et si Re(z) 0,
alors Arg(27') = —Arg(z)). En utilisant le fait que —log(1 — z) = Z ©

z| <1, on a que
2| <1, q

log <1 - 2+1.y)

On peut alors dire que

log(C(2 4 iy))| < 3" log (1 - i)_l 10g[] (1 _ p—lg) T lo(c(2))

n=1 p"

21 1\
Z—T lOg ].—‘-—' .
— J Dn Pn
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Cela entraine que la fonction log({(z)) est bornée sur 'axe Re(z) = 2. Ceci im-
plique que Ay oi7)arg(¢(z)) = O(log(T')) lorsque T tend vers l'infini. Calculons

la variation de 'argument de ( sur le segment de L,

Ajpyir, 1241 a18(C(2)) = Arg(((1/2 +4T)) — Arg(¢(2 +1T))

24T "z
= Im(log(¢(1/2 +iT))) — Im(log(¢(2 +iT))) = — /1/2+.T Im (CC((Z))) az.

Par le lemme 2.7.3 et le théoréme 2.7.1, pour T tendant vers 'infini, on estime la

derniére intégrale

Jra™ (55) %= 2

T—'7n|<1

24iT 1
/ Im ( ) ds + O(log(T))
1/2+4iT 8= Pn

= Y Aprirazemarg(z—pa)+0(log(T) < Y w+0(log(T)) = O(log(T)).

|T—m|<1 [T—l<1

En somme, nous avons montré que S(T) = O(log(T")) lorsque T tend vers l'infini

O

2.8. DISTRIBUTION DES NOMBRES PREMIERS

Nous sommes maintenant arrivés au point oll nous pouvons approximer le
nombre de nombres premiers inférieurs & une valeur donnée. La distribution
des nombres premiers est définie par

w(x) = Z 1.
peP,p<z
Nous ne travaillerons pas directement sur la fonction m, mais plutét sur la fonc-
tion de Chebyshev. La fonction de Chebyshev, notée par ¥, est définie sur les
nombres réels positifs , par
U(z) = ZA(n)
n<x
Une approximation de cette fonction nous en fournira une sur la distribution
des nombres premiers. Approximons la fonction ¥ par une intégrale comme il

a été question a la section 1.5. Considérons la fonction zéta généralisée f(z) :=

oC
A(n : . . .
Z (n) Cette série de Dirichlet a une abscisse de convergence uniforme plus

z

n=1
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petite ou égale & 1, car son abscisse de convergence absolue est 1. Soit x > 0. Par

les théorémes 1.5.3 et 2.4.2, la fonction ¥ est représentée par

o5 ) (G3) 5o

ot ¢ > 1. On peut approximer cette intégrale impropre par une intégrale sur le

segment [c — iT, ¢+ iT.

Théoréme 2.8.1. Pour tout x > 1 et T assez grand, la fonction V peut étre

approxrimée par une intégrale

-7 () Zo(242)

lorsque z tend vers Uinfini et ¢ := 1 + (log(z))™!.

Voyons d’abord un lemme qui nous sera utile pour la preuve de ce théoréme.

Notons ||z|| la distance entre x et 1’entier le plus prés de z.

Lemme 2.8.1. Si x > 1 n’'est pas un entier, alors
T\ | T
Z \Iog (——)‘ =0 (———~ log(x)>
Z<n<2z n “x”
2

lorsque x tend vers l’infini.

DEMONSTRATION. Soit N := [z]. On divise la somme en trois parties
T\ |1 T\ |1 z\|! AN I
> e = 2 e ()] +ee (F)]+ 2 Jos (D))
Z N N<n<2z

F<n<2z F<n<

Si n est un entier positif plus petit que N, alors

log (%) > log <%> = —log (1 . W) > w

Cette inégalité implique que

Z ’log(%)’_lg Z (Jv—ji—?T)Si]—X-SNqLN/Iz%dt:O(mlog(x))

Z<n<N s<n<N
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lorsque z tend vers l'infini. Si n = N, alors

log (7) = —log (‘T _m{x}) > s el

Ceci entraine que |log (%)|—1 =0 (ﬁlog(m)) lorsque = tend vers linfini. Le

dernier terme ol l’on somme sur les entiers n tels que N < n < 2z se traite

similairement au cas ou ’on somme sur les entiers n tels que /2 <n < N.

Nous pouvons maintenant montrer le théoréme 2.8.1.

DEMONSTRATION. On peut supposer sans perte de généralité que x — 1/4 est

un entier. En utilisant la notation du lemme 1.5.1, ¥(x ZA ( )

L C“L.iT( cl(z)) dz—ZA ( ) Par le lemme 1.5.1,

2 7 () < S ) )

=1

<50 ()7 e (2)[ = 5 e e (2]

n=1 n=1

meT" \log ( )rl =0 (—mﬁ(—)—%@i) lorsque x

tend vers ’infini. On separe la série en deux parties. L’une somme sur les entiers

Il suffit de montrer que Z

positifs tels que z/2 > n ou n > 2z et 'autre sur les entiers positifs tels que
z/2 <n < 2z.Siz/2>noun > 2z, alors [log (—f;)l_l est borné par (log2)~}

Dans ce cas, nous avons que

A(n) -1 z\|-! ex = A(n) ex S log(n)
A eT ll = ‘ < = '
Z e Te og (’I’L) = Tlog(2) ; nc - Tlog(2) ; nec

z/2>n oun>2z

La fonction f(t) = t~°log(t) est décroissante sur l'intervalle [e!/¢, +o00[. Utilisons
y . . = An .
ce fait pour majorer la série E Q par une intégrale. Lorsque x tend vers
nC
n=2
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I’infini, nous avons

[e ]

ex log(n) ex log(2) = log(3) *° log(t)
Tlog(Z); ne = Tlog(2)( 2 + 3 +/3 te dt)
_ ez (log(2) log(3)  log(3)log(z) A (log(z))*\ _  [=z(log(z))
~ Tlog(2) < 2 T3 T e 3<log<x»-1> =© (T)

lorsque z tend vers l'infini. Si /2 < n < 2z, alors A(n) < log(n) < log(2z) et

. (m)c> ze S ze
n>1\3) 25 90e@ T = (2,2(|og(3/2))—1)-

Ceci implique, en utilisant le lemme précédent, que

> Mt og (2)] ) < w3 A g (2]

ne n
T/2<n<2x z/2<n<2zx

< zeT 'log(2z) (%) ) ‘bg (%) "1 _0 (r(loi(fv)V)

T/2<n<2z

lorsque x tend vers l'infini. Le théoréme est prouvé.

g

Enoncons maintenant une formule trés explicite de la fonction . Par la suite,

nous approximerons cette formule.

Formule explicite de ¥ : Pour tout x > 0,

_ . Qo) a1l -
U(z)=2z— 00) —; o —Elog(l—x 2).

Nous allons prouver cette formule. D’abord, voici quelques lemmes qui seront

utiles pour arriver & nos fins.

Lemme 2.8.2. Soit T > 0. Il existe un Ty € [T, T + 1] et une constante A > 0
tels que tout zéro non-trivial p, = B, +1iv, de ¢ a la propriété que si |y, —T1| < 1,
alors |y — T1| > A(log(T))*.
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DEMONSTRATION. Montrons ce lemme par contradiction. Supposons que pour
tout y € [T, T + 1] et pour tout A > 0 il existe un zéro non-trivial p, de ¢ tel que
|vn —y| <1et |y, —y| < A(logT)~!. Par le théoréme 2.7.1, le nombre de zéros
de la fonction ¢ dans le rectangle 0 < Re(z) < 1et T < Im(z) < T + 1 est plus
petit ou égal & 2ClogT. Soit N := [2Clog(T)] + 5. Considérons une partition
T=y<ypn<..<yv-1<yyn=T+1de[T,T+1], 00 y; —yj—1 <1/N pour
tout 7 = 1,...,N. Soit A = log(T)/(2N). Pour tout j = 1,..., N — 1 il existe un
zéro non-trivial p,, = B,, + i, tel que

logT 1

T P i - L.
[Yn; y"-leogT 9N

Il y a au moins N — 1 zéros non-triviaux distincts dans le rectangle 0 < Re(z) < 1
et T < Im(z) < T + 1. Ceci est une contradiction, car le théoréme 2.7.1 affirme

qu’il y a au plus N — 5 zéros non-triviaux dans ce rectangle.

O

Lemme 2.8.3. Soit P un entier positif impair et v > 0. Alors, il existe une

constante ¢ > 0 telle que

‘%’(%)I < clog(2|z])

sur (—P < Re(z) < —1)\ (U D(~2n,r)>.

DEMONSTRATION. On déduit de 1’équation fonctionnelle de la fonction ¢ que
C(1—2) = 2172 cos(wz/2)['(2){(z). La dérivée logarithmique de cette équation

est,

('(1-2) T TZ IM(z)  ('(2)
—m = —log(2m) — gtan( ) + T(2) -+ (2)

Pour montrer ce lemme, il suffit de le montrer avec 1—z au lieu de z dans I’énoncé

et sur S := (Re(z) > 2)\ U D(2n + 1,r)>, ou r > 0 est fixé.
n=1

1) La fonction tan(wz/2) est bornée sur S.

2) Par le corollaire 0.0.1, lorsque |z| tend vers I'infini, nous avons que
IM(z)
()

= O(log(2]z — 1)),
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car |z — 1| > z — 1 > 1 implique que log|z| < log(|z — 1| + 1) < log(2|z — 1}).
3) On sait que

, oo

C@) ¢ $H A
((2) ~ n

En réunissant ces faits, le lemme est prouvé.

Montrons la formule explicite de la fonction W.

DEMONSTRATION. On peut supposer que  — 1/2 € Z. Par le théoréme 2.8.1,

o L, (65) T o (1)

lorsque z tend vers l'infini, ot ¢ = 1 + (logz)~!. Soit C la courbe rectangulaire

aux sommets ¢ &= 7" et —P £ 7T, o P est un entier positif impair. Calculons

L ()£

% c—iT C(Z) z
¢'(z)

Les singularités de (— C(Z)) % sont 0, 1, les zéros triviaux et non-triviaux de la

I’intégrale

fonction ¢ & I'intérieur de C. Par le théoréme des résidus, 'intégrale est

1 ¢@\, O 2 -2
2mi c( C(Z)> zd N ¢(0) Z o Z o

|vnl<T 0<2m<P

(On peut utiliser le théoréme 2.6.2 pour calculer les résidus). Considérons les

intégrales

(1) __L —P+iT __CI(Z) x_z @) ‘_——1—_ c—iT __CI(Z) II?_Z
= 218 Jeqar ( C(Z)> Zdz’ = 2mi /—P—iT ((2) Zdz

—P—iT ! z
et Ip := i (—C (z)) iE——clz.
z

21 ) _piir ¢(2)

On peut dire que

¢'(0) P g~ z(log(z))?
Va)=z -2 — > - P— —IW 1P _Ip10 (—?—>

C(O) |y |<T 0<2m< P
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lorsque z tend vers l'infini. Par le lemme 2.7.3, pour tout z € [—1, 2]

('(z +1y)

1
oty > ————+0(loglyl)

T+1y —
|y_'7n|<1 Y P

lorsque |y] tend vers l'infini. Par le lemme 2.8.2, il existe un 77 € [T, 7T + 1] et
une constante A > 0 tels que si p, = B, + iy, est un zéro non-trivial de ¢ ou
|vm — Ti| < 1, alors |y, — T1| > A(log(T))~!. La deuxiéme partie du théoréme

2.7.1 implique qu’il existe une constante A; > 0 telle que

1 1
—_ < — < A,(log(T))?
2 Al S 2 oo S Ales)

IT1—7nl<1 IT1—vnl<1
pour T suffisamment grand. On conclut qu’il existe une constante B > 0 telle
que ’% < B(log(T))? pour tout z € [~1,2] et y € [-T,T]. Cette inégalité
sera utilisée pour estimer Ié}), 17(?) et Ip.

Estimons Iq(«1 ). Si z est suffisamment grand pour que c € [—1, 2], alors

1 /—1+iT <_c’(z)) x_zdz' < B(log—(T)V/c 'dt

2mi +iT ((z) ) = 2nT -1
_ Bllog(T))* (1Y _ Ca(log(T))’
27T log(z) z) ~ Tlog(x)
Par le lemme 2.8.3, on majore I}l) par
2 -1 t
W) < Cz(log(T)) i/ log(2 T g
iz} < T log(z) tor _p clog(2lt + |)|t+iT| '

La fonction f(z) = log(2z)/x est une fonction décroissante. Elle nous permet

d’écrire que

2 -1
1) < Coo8TF  closeT) [,

T log(z) 27T P

z zF

_ Cz(log(T))? = clog(2T) (1 1
~ Tlog(x) 27T log(z) <— a _> '

Pour T assez grand, I'inégalité l°g(+T) < z(log T')? est vérifiée. En laissant tendre
P vers I’infini, on obtient I’estimation

#-o(5)
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lorsque z tend vers l'infini. Cette estimation est aussi vraie pour l'intégrale I:(r2 ),
Il ne reste l'intégrale Ip a estimer. En utilisant le lemme 2.8.3 et la fonction

décroissante f, on estime l'intégrale Ip par

1 T ! _P t -P
|1P|S—/ < +?) A
2n J ¢ | C(—P+1t) ||~ P+t
T
< clog(2P) / Pt < chog(ZP)'
2nP  J_p nPzP
—2m
L’intégrale Ip tend vers 0 lorsque P tend vers I'infini. De plus, la série Z :(:2
m

0<2m<P
tend vers le développement en série de Taylor de —% log(1 — z72) lorsque P tend

vers l'infini. On a 'approximation de la fonction ¥

by =z - S “ — Slogli —a™)+0 (x(logT(w)) " Iﬁ?fé@? ) |

[ynl<T

En laissant tendre T vers 'infini, la formule explicite de ¥ est prouvée.

O

Dans le chapitre 3, nous utiliserons une approximation de la répartition des

nombres premiers. Enongons cette approximation.

Approximation de n(z) : Il existe une constante ¢ > 0 telle que

_[f_1 —eviogE
7r(3r)—/2 1Og(t)dt—i-O(ze )s

lorsque x tend vers linfin.

Une approximation de la fonction ¥ sera nécessaire pour montrer cette approxi-

mation de la fonction .

Théoréme 2.8.2. [l existe une constante ¢, > 0 telle que
U(z) = z + O(zeV097),

lorsque x tend vers linfini.
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DEMONSTRATION. Dans la preuve de la formule explicite de ¥, la fonction a été

approximée par

_,_ 0 g 1 g2 z(log(z))® | z(log(T))?
ve) = ¢(0) I%IZ<T Pn 2 log(1 )+0 ( T + T log(z) )

lorsque z tend vers Vinfini. Par le théoréme de la Vallée-Poussin (version 2), pour
T > 2, si p, = 3n + 97, est un zéro non-trivial de la fonction ¢ tel que |v,| < T,

alors il existe une constante a > 0 telle que

a
<1 — ——.
P <1 @)
Cette inégalité entraine que
xPn Pn _a lo z
> Tls 3 st 3
ral<T P W|<T prl Y| <T pal

Montrons que Z = O((log T)?) lorsque T tend vers I'infini. Rappelons que

Irn |<T| "l
le nombre de zéros non-triviaux dans le rectangle 0 < Re(z) < 1et0 < Im(2) < T

est désigné par N¢(T'). Pour un T fixé, ordonnons les parties imaginaires des p,

dans le rectangle par 0 < |vn,| < |[Yno| < oo < |Yn,| < T- Alors,

Z Ipn Z Ivnl

Z NC |7n1+1|) NC(|7ni|))'
|<T ; |’Yn:

Transformons cette série en intégrale de Stieltjes (Voir [R])
1 71 1
Z < ZAN(t) + [ SdNe(t) = A+ | SdN(2),

ou A est une constante positive. En intégrant par parties,

/IT—ch() Nc( / Nc

Par le théoréme 2.7.2, il existe une constante ¢ > 0 telle que

N(T) < _1_10 (T) 1 7 clogT ¢

s T T

T T
N(t) / 1 ¢ 1 7 clogt ¢
< | ([=rog—)-—+-L1 <) at.
/1 2 s e\ T Tt e tE)

T ~ o or)  om

et
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Il existe une constante C > 0 telle que

T1
/ ;dNC(t) < C(logT)?
1

1
pour 7" assez grand. En somme, nous avons montré que Z — = O((log(T))?

lval<T |onl
lorsque T tend vers 'infini. Il existe une constante C' > 0 telle que

pn ofg T
Z z < C’a:e—a(l%g?)(log T)2.

I'Yn|<T pn

Posons T' et b > 0 telle que

logT = by/logx et g < b <a.

Le nombre T dépend de x. Avec ces choix, on a que

Pn N .
Z T < Cze~ V%87, /log z < Cze (i ~H)Vie=

I'7n|<T pn

a

pour z assez grand. Posons ¢; := § — b. On peut vérifier que ¥(z) = z +

O(ze~1VI°€%) Jorsque = tend vers linfini. La fonction log(1 — 272) est bornée

sur [1, +oo[. Substituons le choix de T dans m(l°§fz))2 et Ig‘ﬁgi))z L’hypothése que

2b% > a nous permet de conclure qu’il existe des constantes positives M; et Ms

telles que
z(log(x))* _ z(log(z))
= < M,
Te—ca1viogz  p(b—c1)Vlogz
et
z(log(T))?  xzb®log(z)

— < M.
Tlog(z)e—1vleez  log(z)elt—c1)viegz — >

lorsque z est assez grand. Le théoréme est prouvé.

O

Nous pouvons maintenant montrer I’approximation de la répartition des nombres

premiers.
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DEMONSTRATION. Considérons la fonction

S(z) =w(z) + Z l(l)\(p‘) =7(z) + Z 1

[~

pk<z,peP,k>2

1
Montrons que Z z < (log2)~'v/z log(z). Soit p1, pa, ..., Pm les nombres
p*<z,peP,k>2
premiers tels que p? < z pour tout j = 1,...,m. Soit kq, ko, ..., k., les entiers tels

que p?’ <z< p?jﬂ pour tout j = 1,...,m. Remarquons que m < /z. En effet, si
un nombre premier p est tel que p> < z, alorsp < +/z. Le nombre de nombres
premiers tels que p < +/z est plus petit ou égal & \/z. De plus, il découle de
P'inégalité 2% < p* < z que k; < (log2)~'log(z). Alors,

m k] m k_]
1 1 _
E EZE ES E E 1 < (log2) *vzlog(z).
pk<z,peP,k>2 j=1 k=1 j=1 k=1

Cela implique que S(z) = w(z) + O(y/z log z) lorsque z tend vers ’infini.

En modifiant la définition de S(z) avec I'intégrale de Stieltjes, on obtient

s(a:)=logl(z)(\lf(z)—\I/(z—e))+2<;[x] gl(n)( (n) — ¥(n —1))
2 - .
- | o+ 2 | 0= [ e,

1<n<|[z]
ou € €]0, 1]. L’intégration par parties pour les intégrales de Stieltjes implique que

_ 7Y@ ¥(z)
S(@) _/2 t(logt)th+ logz”

Par Papproximation de la fonction ¥ vue au théoréme 2.8.2, on a que

| T
= ——dt+ —+ R
5(z) /2 (logt)? —i_logas+ (z),
ou

e g—cviogt ze—cViogs e—cviog2 gecviog=
< < N -
Rle)<C / gt ' TTogm) ) =Y\ Tog2r © Y g
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pour = > 2. Donc, R(z) = O(ze V™6%) lorsque z tend vers linfini. On fait le

/z———l—dt+ - —/It B PP
o (logt)? logz  J, logt logz

_ (-] +/z Loy = o[ Ly 2
B logt|, 5 logt logz J, logt log 2

et I’approximation de 7 est prouvée.

calcul

J

Cette approximation sera utilisée dans le chapitre 3 qui traitera de la propriété

d’universalité de la fonction (.



Chapitre 3

UNIVERSALITE DE LA FONCTION ZETA DE
RIEMANN

En plus de son lien avec la théorie des nombres, la fonction zéta de Riemann
posséde une propriété qui la rend intéressante en analyse complexe. La fonction
¢ est une fonction universelle sur le disque ouvert centré en 3/4 et de rayon r, ol

r<1/4.

Propriété d’universalité : Soit f une fonction holomorphe sur D(0,7), conti-
nue et ne s’annulant pas sur D(0,7). Alors, pour tout € > 0 il existe un nombre

réel T tel que

max
|z|<r

f(z)—§<z+%+iT)‘<e.

Le but de ce chapitre est la preuve de cette propriété. C’est-a-dire que si f est
une fonction holomorphe sur le disque ouvert D(0,r), continue et sans zéros sur

le disque fermé D(0, ), alors il existe une suite de nombres réels {¢,}5; telle que

n=1

la suite de fonctions {((z + 3/4 + it,)}5>; converge uniformément sur le disque

fermé D(0,r) vers f.

D’abord, on note X = (Xp)pep une famille de variables réelles indexées par un
nombre premier. On convient que 6 = (0,(,0)),,@;», ou 0,(,0) est égal & j/4 si p est

le j-iéme nombre premier. On convient aussi que 0 := (0,0,0,...). On définit les
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fonctions (s par :

. e-—27riXp -1
Q\[(Z,X) = H <1— pz > y

peEM

ot M est un sous-ensemble fini de nombres premiers et z est une variable com-
plexe. On convient aussi que (y(2) := (p(2,0). Etant donné que la fonction
(ym ne tient compte que des variables de X indexées par un élément de M, la
fonction (ps est simplement écrite (p/(z, (Xp)pem)- Si M et N sont des sous-

ensembles finis de nombres premiers tels que M C N, alors on convient que

Cm (2, (Xp)pen) = Cur (2, (Xp)penm)-

La premiére section de ce chapitre aura pour but de montrer que certaines séries

[e ]
Z a, d’un espace de Hilbert réel H ont la propriété que :

n=1
o)

“Pour tout élément h de H il existe un réarrangement de la série E an, qui
n=1

converge vers h.”

Une telle série apparaitra dans la preuve du lemme fondamental.

Lemme fondamental : Soit r € |0, 1/4[. Soit f une fonction holomorphe, conti-
nue et ne s’annulant pas sur le disque fermé D(0,r). Alors, pour tout € > 0 et

pour tout yo > 0 il existe un sous-ensemble fini M de nombres premiers tel que

{pePlp <y} C M et 1|121|2)Tc |f(2) = Cum(z +3/4,60)] < e

La preuve de ce lemme est le sujet de la deuxiéme section. La troisiéme sec-
tion portera sur ’approximation de l’intégrale d’une fonction sur un ouvert de
[0,1]¥ par des valeurs moyennes de cette fonction le long d’une courbe. Il s’agit
d’approximation de Kronecker. Finalement, ¢’est dans la derniére section que sera
faite la preuve de la propriété de la fonction (. Les références pour ce chapitre

sont [K'V), [V, (T2, [N], [BH], [B2], [C], [CK), |F], [H] et [L2)].
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3.1. SERIES CONDITIONNELLEMENT CONVERGENTES DANS UN ES-

PACE DE HILBERT REEL

Un espace de Hilbert réel est un espace vectoriel H sur R muni d’un produit
scalaire réel (-, -) : H x H — R. De plus, on exige que H soit un espace normé
complet avec la norme induite du produit scalaire. Dans cette section, H sera

toujours un espace de Hilbert réel et || - || sera la norme induite de H.

[ o]
On sait qu’une série réelle E a, qui converge conditionnellement posséde la pro-

n=1

priété suivante :

Propriété : Pour tout nombre réel a, il existe un réarrangement de la série

oo
E G, QUi COnverge vers a.

n=1

Le but de cette section est de montrer que certaines séries de ’espace de Hil-

bert réel H possédent cette propriété. Enoncons le résultat voulu.

o0
Théoréme 3.1.1. Soit Zan une série de H telle que :

" n=1

1) " llaal? < 00

2) T}jgur tout h € H tel que |h|| = 1, il existe un réarrangement de la série
So

Z(an, h) qui converge conditionnellement dans R.

n=1

Alors, pour tout h € H, il existe un réarrangement de la série Z an qui converge
vers h. "

Le reste de cette section a pour but la preuve de ce théoréme. Nous avons
besoin d’un théoréme de séparation bien connu en analyse fonctionnelle. La réfé-

rence pour ce théoréme est [BH].

Théoréme de séparation : Soit X un espace vectoriel sur R muni de la norme

|- |lx. Si E est un sous-ensemble strict de X conveze et fermé (avec la topologie de



71

la norme ||-||x), alors pour tout 2o € X\ E, il eziste un € > 0 et une fonctionnelle

linéaire continue f € X' tels que

f(z) < f(zo) — € pour tout = € E.

Un corollaire découle de ce théoréme. Ce corollaire utilise le théoréme de repré-

sentation de Riesz. Le théoréme de représentation de Riesz est aussi discuté dans
[BH].

Corollaire 3.1.1. Soit E un ensemble conveze et fermé de H (dans la topolo-
gie de la norme || - ||). Si E # H, alors il eziste un e € H tel que |le|]| = 1 et

sup(z, e) < oo.
zeE

DEMONSTRATION. Soit a un élément de H tel que a ¢ E. Par le théoréme de
séparation, il existe un nombre réel € > 0 et une fonctionnelle linéaire continue
f € H' tels que f(z) < f(a) — € pour tout z € E. La fonctionnelle f ne peut étre
nulle, car sinon 0 < —e. Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe un

e. € H tel que f(z) = (z,e.) pour tout x € H. On remarque que e, # 0. Donc,

€x fla)—e€
(x’ Te. ||>S el

pour tout z € F

O
Voici un lemme d’approximation dans ’espace de Hilbert réel H.
o0
Lemme 3.1.1. Soit Zan une série de H vérifiant les mémes hypothéses que le
n=1

théoréme 3.1.1. Alors, pour tout h € H et pour tout € > 0, il existe des entiers

€1,-- €n € {0,1} tels que

< €.

N
h — 5 €,.07
n=1
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DEMONSTRATION. Soit h € H et € > 0. Par ’hypothése 1), il existe un entier

m > 0 tel que Z lla.||* < €%/4. Soit

n=m

N
B, = {Z Al

n=m

Ne{mm+1,..}et A, € [0,1]}.

L’ensemble P, est convexe et fermé. Montrons que P,, = H. Par contradiction,
supposons que P,, # H. Par le corollaire précédent, il existe un e € H tel que

lle]l = 1 et sup (z,e) < oo. Par ’hypothése 2), il existe un réarrangement de la

ICPm

oo
série Z(an,e) qui converge conditionnellement dans R. Soit {(an,,e)}, une
n=1

o0

sous-suite des (a,, e) positifs telle que la série Z(ank, e) diverge. Pour tout € > 0
k=1
N
il existe un entier N > 0 tel que Z(ank, e) > €. On remarque que
k=m
N ny
Z(ank, e) = (Z )‘nana 6) s
k=m n=m
nN
ol A, est égal & 1 si n = ny et 0 sinon. La série finie Z AnQ, €St un élément de
n=m
P,.. Il s’agit d’une contradiction, car sug) (z,e) < oo. Puisque P,, = H, il existe
2€Pm

un entier N € {m,m+1,..., N} et des Ay, ...., \y € [0, 1] tels que

N
h — Z AnGn
n=1

Montrons par induction sur N que si les A, ..., Ay € [0, 1] sont donnés, alors il

<6
5

existe des €, ...,eny € {0,1} tels que

N N 2 N
D At = Y €]l <> laal®.
n=m n=m n=m

Pour le cas ou N = 1 il suffit de poser ¢; € {0,1} tel que |A\; — €] < 1. Sup-
posons que les nombres Ay, ..., Ay, Any+1 € [0, 1] soient donnés. Par ’hypothése

d’induction, il existe des €, ...,ex € {0,1} tels que

N N 2 N

2
> Mnln = Y ntn| <Y llaalf.
n=—m n=m n=m
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Il reste & déterminer ey4; € {0,1}. Posons ey € {0,1} tel que

N
(AN41 — €ng1) (Z(/\n — €n)0n, aN+1> < 0.

n=m

Avec ce choix de eyy; et en tenant compte du fait que (Ayy; — €N+1)2 <1, on

vérifie que
N 2 N 2
Z()‘n — €n)an + (AN41 — EN+1)AN+1|| = Z(An — €n)0n| +

N
2 (Z()\n — €n)an, Av+1 = env1)ansr | + v — even)?flan |

n=m

N+1

N
< D laal® + llawall® < 3 llaall®
n=m n=m

Ceci termine cette preuve par induction. Donc, il existe des €y, ...,ex € {0,1} tels

que

€
< + §=€.

N
h— E €nCn
n=m

N N N
h — g AnQn g €nly — g AnQy
n=m n=m n=m

<S4
2

g

o0

Lemme 3.1.2. Soit Zan une série de H vérifiant les mémes hypothéses que
n=1
le théoréme 3.1.1. Alors, pour tout h € H il eziste une permutation {n;}32, des

entiers naturels telle qu’il existe une sous-suite des sommes partielles de la série
o0

E an, qui converge vers h.
k=1

DEMONSTRATION. Soit h € H. Construisons la suite {n;}2,. Posons n; := 1.
oo

Par le lemme précédent en considérant la série g an, il existe un sous-ensemble

n=2

fini 77 de {2, 3, ...} tel que

h—al—Zan <%

neT

Si 2 ¢ T3, alors on ajoute 2 & T;. Notons N; := max{n|n € T} et Ty :=

{na,...,nm, }. En utilisant encore une fois le lemme précédent en considérant la
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série Z @n, il existe un sous-ensemble fini T5 de {N; + 1, N; + 2, ...} tel que
n=Np+1

h—al—Zan—Zan

neTy neTy

1
<§.

Si 3 ¢ Ty UTy, alors on ajoute 3 4 T,. Notons Ny := max{n|n € Ty} et

Ty := {Nmy+1, -, My }. De la méme fagon, on détermine 73 et ainsi de suite.

O

Lemme 3.1.3. 1) Si hy, ..., hy sont des éléments de H tels que hy + ...+ hy = 0,

alors il existe une permutation {ny,...,ny} de {1,..., N} telle que

N 1/2
< ( ||hn||2> :
n=1

2) Sihy, ..., hy sont des éléments de H, alors il eziste une permutation {ni, ...,ny}

de {1,..., N} telle que

m

D

k=1

max
1<m<N

N

S

k=1

m

D P

k=1

max
1<m<N .

N 1/2
< (Z IIhn||2> +2

DEMONSTRATION. 1) Construisons {nj,...,ny} par induction. Posons n; = 1.

Supposons que I’on a choisi ny,...,n,, ot 1 <p < N — 1, tels que

» 1/2
< ( IIhnkII2) -
k=1

Déterminons un n,4; € {ny,...,n,} tel que

p+1 1/2
< <Z llhnk||2> :
k=1

m

S

k=1

max
1<m<p

max
1<m<p+1

m
E P,
k=1
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Par hypothése d’induction, il suffit de choisir un n,41 € {ni,..,n,} tel que
2

p+l p+1
Z ha ll < Z |hr]|?. Choisissons n'importe quel 7,4, tel que
k=1 k=1

(i h,h) <o

k=1

-

Un tel n,y,; existe. Sinon, pour tout n ¢ {n4,...,n,} on a que (Z Py hn) > 0.
k=1
On additionne les produits scalaires et on obtient que

p P P
0< DY myy > ha| = <Zhnk,—zhnk) - _
k=1 k=1

ngg¢{ni,....,np} k=1

» 2
> hiny || -
k=1

C’est une contradiction. Avec un tel choix de n,;; et en utilisant I’hypothése

d’induction,

2

P+l p 2 P \ p+1
S| =[St 42 (S ) < S0l
k=1 k=1 k=1 k=1
N
2) Posons hy4p = — Zh"' Par 1), il existe une permutation {n},...,n}y,,} de

n=1
{1,..., N, N + 1} telle que

m

>

k=1

max
1€m<N+1

N+1 1/2 N 1/2
< (Z Ilhnll2> < (Znhnn?) + [|Awaal]
n=1 n=1

N 1/2 N
_ (zuhnw) |5,
n=1 n=1

Supposons que hy soit égal a h,,,;. On enléve Ay, 1 & ’ensemble {hn;, )

Ed -
"N+1}

On obtient la permutation {Ap;-, ..., h"7v'+1} de I'ensemble {hy, ..., An}, ot n}* est

égal a ny si k < j et n;* est égal A nj_, si k> j. Avec cette permutation,

m m N
E hni* E h’"i E hn
k=1 k=1 k=1

2

N A
< e |l < |2
B 1S1171;15a‘1)\7{+1 + ”h"'N-H” — (; ”hk” > +2

max
1<m<N




76

Le prochain lemme sera crucial pour la preuve du théoréme 3.1.1.

o0
Lemme 3.1.4. Soit Zan une série de H telle que :

n=1

)3 llaall? < oo
n=1

oo

2) Il existe une sous-suite des sommes partielles de la série Z G, qui converge
n=1

vers h € H.

o o]

Alors, il existe un réarrangement de la série E an qui converge vers h.

n=1

n

DEMONSTRATION. Soit S,, = Zaj la suite des sommes partielles de la série

j=1
o0 M
E a, et S, = E a; une sous-suite des S, qui converge vers h. En appli-
n—=1 j=1

quant le lemme précédent 4 I’ensemble {a,, 1, ..., @n,,, }, il existe une permutation

* *
{an 415 ank+l} telle que

nip+m Tkl 1/2 k41
max E aifl < E lla;]|? +2 g a;
1<sm<npp1—ng || | J ) .
Jj=ni+1 =ng+1 j=ni+1
o 1/2
2
<{ > lasl + 2/[Snpyy — Shell
J=ng+1
Cette derniére expression tend vers 0 lorsque k tend vers ’infini, car la sous-
oo oo

suite des S,, converge et la série E llax||* converge. Montrons que la série E a;
n=1 j=1
converge vers h. Soit kg suffisamment grand pour que

Ni+m
€ €
max E arll < = et ||S,, —h|| < =
1<m<ngq1—ng || 7 2 15 = b 2
J=ng+l

pour tout k > ko. Soit NV un entier plus grand que ny,. Si ngy > N > ng > ny,,

alors
N N nr+m ¢
a’* —h|| < ar — Sp |l + |Sn, — Rl < max alll+ = <e
n n k k
1<Sm<npq—ny J 2
n=1 n=1 j=np+1

o
Donc, la série E a, converge vers h.

n=1
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Nous pouvons maintenant montrer le théoréme 3.1.1.

DEMONSTRATION. Soit A € H. Par le lemme 3.1.2, il existe une permutation

{ni}72, des entiers naturels telle qu’il existe une sous-suite des sommes partielles
oo

de la série E ay, qui converge vers h. Par le lemme 3.1.4, il existe un réarrange-

k=1
oo
ment de la série E an qui converge vers h.
n=1

3.2. PREUVE DU LEMME FONDAMENTAL

Cette section est consacrée entiérement a la preuve de ce lemme. Il s’agit d’une
application trés puissante du théoréme 3.1.1. De plus, ’approximation sur la ré-

partition des nombres premiers y sera utilisée. Rappelons le lemme fondamental.

Lemme fondamental : Soit r € |0, 1/4[. Soit f une fonction holomorphe, conti-
nue et ne s’annulant pas sur le disque fermé D(0,7). Alors, pour tout € > 0 et

pour tout yo > 0 il existe un sous-ensemble fini M de nombres premiers tel que

{pePp<uy}C M et 1111|a<.)rc|f(z) — Cu(z+3/4,0)| < e.

Fixons € > 0 et yo > 0. La continuité de f sur le disque fermé D(0, ) implique

-1 (3) <

En effet, f étant uniformément continue sur ’ensemble compact D(0, ), il existe

qu’il existe un nombre v > 1 tel que :

Y2r < 1/4 et 1lnlax
z|<r

un ¢ € ]0,7[ tel que | f(2) — f(w)| < € pour tout z,w € D(0,7) tel que |z —w| < 4.
En considérant un v tel que y? < L=, on remarque que |z — z/7| < § pour tout

z € D(0,r). Il suffit de considérer n’importe quel v tel que
1 7
2 .
1 — —— .
107 E} ,111111{4T,T_5}{

Considérons la fonction fi(z) := f(z/+?). Par les hypothéses sur f, la fonction f;
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est holomorphe, continue et ne s’annule pas sur le disque fermé D(0, y2r). Il existe
une fonction holomorphe g sur le disque ouvert D(0,v?r) telle que fi(z) = e9?)

sur ce disque.

Posons R := vr. Soit A3(D(0, R)) 'ensemble des fonctions holomorphes sur le

disque ouvert D(0, R) telles que ||f]|a, < o0, ot || - || 4, est la norme

1/2
.—— : 2
T (,%}glR / / . dzdy) |

Muni de cette norme, cet espace vectoriel normé est complet. C’est un espace
de Bergman. De plus, c’est un espace de Hilbert réel car la norme est induite

du produit scalaire réel

(£,9)4, := lim, (Re ( / /|Z|<R, dmdy))

ou f,g € As(D(0, R)).

Voici un théoréme reliant la convergence dans I’espace Ay(D(0, R)) et la conver-

gence uniforme sur les compacts du disque D(0, R).

Théoréme 3.2.1. Si {f,}32, est une suite de fonctions de Ay(D(0,R)) qui
converge vers f € Ay(D(0, R)) dans la norme || - || a,, alors cette suite converge
uniformément sur les compacts de D(0, R) vers f. Réciproqguement, si {fa},
est une suite de fonctions holomorphes qui converge uniformément sur le disque

D(0, R) vers f, alors la suite {f,}52, converge vers f avec la norme || - || 4,.

La preuve de ce théoréme est faite dans les premiéres pages de [H]. Remar-

quons que la fonction g restreinte au disque D(0, R) est un élément de A»(D(0, R)).

oo
Soit la série Zuk(z), ot up(z) = —log (1 - %:T/f) ou I'argument du loga-
Py
k=1
rithme est pris dans la branche principale. On sait que

w? Wt

—log(l—w)=w+7+?+...
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pour tout w € D(O0, 1) Par le théoréme ci-dessus, s’il existe un réarrangement

Zuk de la série Zuk ) qui converge vers g(z) dans A»(D(0, R)), alors

k=1
00

le réarrangement Zukj(z) converge uniformément sur les compacts de D(0, R)
=1
vers g(z). Ceci implique que

—7k;i/2 -1
Til_rgoH z+3/4 '
.7
uniformément sur les compacts de D(0, R). En particulier, la convergence est

uniforme sur le compact D(0,r). Il existe un entier positif m assez grand tel que

{pe, )71 21{pe IP’[p < Yo} et

e —mk /2 -1 €
ﬁﬁ’f fi(z J]._I z+3/4 < 2
J

La preuve du lemme fondamental serait terminée. Nous n’appliquerons pas le

théoréme 3.1.1 maintenant. Nous allons plutét considérer la série de A5(D(0, R))

> hi(2),

ol
—mik/2
e
hi(z) = ——.
z2+3/4
Dy /
Vérifions que la différence h(z Z ug(z Z hi(z) est une série qui converge

vers une fonction de A(D(0, R)). Comme le stlpule le théoréme 3.2.1, il faut
montrer que cette série converge uniformément sur le disque D(0, R). Les termes
de cette série sont de la forme —log(1 — w) —w = w*(1/2 + w/3 + ...) ot w est
égal a hy(z). Si z € D(0, R), alors

2 1 1 1
|hi(2)|° < e S R o |hi(2)] < 7 =A<l
Py, 4 D
La fonction 1/2 +w/3+ ... = —w™?(log(1 — w) +w) est bornée par une constante

M dans le disque D(0, A). En somme, nous avons que

M
|ur(2) — hi(2)] < RS
1
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sur le disque D(0, R). Par le test-M de Weierstrass, la série Z(uk(z) — hi(2))

k=1
converge absolument et uniformément sur le disque D(0, R).

Pour montrer qu’il existe un réarrangement de la série Zuk(z) qui converge
vers g(z) da£s As(D(0, R)), il suffit de montrer qu’il exlicé_fle un réarrangement
de la série Z hi(z) qui converge vers g(z) — h(z) dans Ay(D(0, R)). Montrons
que pour toku=tle fonction G de A»(D(0, R)) il existe un réarrangement de la série

th(z) qui converge vers G dans Ay(D(0, R)). Il suffit de vérifier que la sé-
k=1

rie th(z) satisfait aux hypothéses du théoréme 3.1.1. En ce qui concerne la
k=1

premiére condition, on remarque que

2 2
1 1
helld. < lim // —— | dxdy | < lim [ 7R? max | ——
|| “Az R' R 2| <R/ p::+3/4 R /R |z]<R! pi+3/4

2 2
1 1
= lim | 7R? (—) — rR? (—->
7 —R'43/4 —R+3/4
R /R p p Y

oo 00 1
E |hel|, < TR Z “3Rt3z < OO
1 k=1 Dk

et alors

Il faut montrer que la série Z hi(z) satisfait la deuxiéme condition du théoréme
k=1
3.1.1. C’est-a-dire que, pour tout ¢ € A2(D(0, R)) tel que ||¢|la, = 1, il existe
o0

un réarrangement de la série E (hk, ¥)a, qui converge conditionnellement dans

k=1
R. Le reste de cette section sera entiérement consacré a la vérification de cette

deuxiéme condition. Cette vérification est séparée en 5 étapes. Nous utiliserons le
critére des séries alternées.
o0

Critére des séries alternées : Soit g a, une série réelle. Il existe un ré-

n=1

arrangement de cette série qui converge conditionnellement si et seulement si le

terme général a, de la série tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini et s’il existe
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o0

deur sous-séries de E an, l'une tendant vers +oo, 'autre vers —oo.

n=1

Soit ¢ € A3(D(0, R)) tel que ||p]|a, = 1.
Etape 1 : Calculons la série Z(hk, ©) A,
k=1

Commencons par le terme général de la série

(hi, ) 4, hm <Re ( / / e~k /2 GH )da:dy))
|z]<R!
— lim ( Re [ e~™*/2 / / Py ¥ o(2)dzd ))
= il ( ( z|<R’ ¢(z)dzdy

Ap(t) ;== e 34 // e *p(2)dzdy,
lz|[<R'

ou t > 0. On remarque que

Posons

(i, ©) 4, hgl (Re(e ™2 Ap (logpr))) -

La fonction ¢ est holomorphe sur le disque ouvert centré en 0 et de rayon R.

Supposons que
o0
= E 2"
n=0

soit sa représentation en série de Taylor sur ce disque. Substituons cette repré-

sentation en série de ¢ et celle de e ** dans la définition de Ag/(t),

Ap(t) = e 3/ / / a,z" | dzdy
|z|<R! n—O Z
- // U
|z|<R 'I’Ll!

n1—0 no= O

et E a,z" convergent uniformément et absolument dans

Les séries E
n=0

tout dlsque centre en 0 et de rayon R’. On intégre la série double terme a terme

n1 nyy—
Ap(t) = e/ Z Z A // 2"z dzdy.
2| <R

n1=0nqy=0



82

Un calcul permet d’évaluer les intégrales de chaque terme de la somme

/219 42 .
ids — sing =mn,
2"MEdrdy = mt
|z|<R 0 Sl ny # no

et d’écrire Ap/(t) sous forme de série simple

2 _—3t/4 Y
Ap(t) =7R"*e” = i
r{E)=m Z:O (m+1)!
1)mﬁtm m
Fixons un ¢t > 0 pour l'instant. Considérons la série de Taylor Z AT W
(m+ 1)!
o0
Le rayon de convergence de la série Z a,z" est plus grand ou égal & R, c’est-a-
n=0
dire lim sup |a,|"/™ < R7'. 1l en découle que le rayon de convergence de la série
o
(=1)"a,t™ . v g
de Taylor mgz:o m—w est I'infini, car
— /m 1/m
) (=1)"amt™ | _ 1
limsup |———+— < —lims —_— =0.
e T )T | S RSP\ )

On conclut que cette série de Taylor est une fonction entiére. Pour ¢ > 0 fixé,

Ap(t) tend vers Ap(t) lorsque R’ croit vers R. Soit

m——R2m
Alt) = R2 —3t/4 N D/ Tme v gm
(t ) m Z (m + 1
Posons
P += m+1
et alors

A(t) = R34y " B—";(tR
m=0 m

On sait par hypothése que

lim < / / 2d.’I:dy) = 1.
R /R |z |<R’

Si on calcule |p(z)|? avec la représentation en série de Taylor de ¢, alors on obtient

= E az" | - E p 2™ | = E E UpyOnp2 1272,
n=0 n=0

n1=0n,=0



83

(5.5
On a pu réarranger la série double de cette facon car la série g a,z" converge

n=0
absolument dans le disque D(0, R). De plus, la série converge uniformément sur

le disque fermé D(0, R’) et alors

2 ny=n
)| *dzdy = g E QApy Oy // 2"z dxdy.
//| <m 0 ier

n1=0no=0

D’aprés les calculs précédents,

R'2m+2’/T
2

)|*dzdy = E A Oy ————
//|z}<R’ m+1

et alors
o a |2 Rl2m
lim | mR' lam["R7™ ) _ 1.
R /7R (W ;::0 m+1
Vérifions que lim Z lam' Z [om/’ —T_R>. Pour cela, nous aurons be-
R /R~ m + 1 m+1

soin du théoréme de convergence monotone La référence pour ce théoréme est
[L2].

Théoréme de convergence monotone : Soit {f,}%2, une suite monotone de

+oo o0
fonctions & valeurs réelles de Ly([0, +oo|) telle que la suite { fa(z)dz }
0 n=1

est bornée. Alors, la suite {f,}52, converge vers f presque partout et dans la

norme de L, ([0, +o0[).

Soit { R,}52, une suite croissante de nombres réels positifs tendant vers R. Consi-

dérons la suite de fonctions définies par

fr,(z) = nL,aI|1R2m sim<z<m-+1.

Cette suite de fonctions est monotone. Transformons la série des fr, en intégrale

de Lebesgue

e o]

Zfzz,,(m) = Z/m fr.(z)dz = " fr, (z)dz.

0

m=0"v ™M
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Il existe un nombre réel Ry > 0 tel que pour tout R,, > Ry la série Z fr,.(m) est

m=1

bornée par (wR3)~!(1+¢). Ceci est di au fait que hm ( R? Z fr(m ) =1.La

suite { [7° fr.(z)dz} | est bornée. Les hypotheses du theoreme de convergence
monotone sont satisfaites. Ce théoréme nous dit qu’il existe une fonction f €

L1([0, +00[) telle que

lim fgr, (z) = f(z) presque partout sur [0, +oo]

n—+o00

et
+o0 +o0

lim fr.(z)dz = f(z)dz

n—+o00 0 0
On sait 1113_1 fr.(z) = fr(z) sur [0, +oo[. On conclut que

lim S MR’% — f: MRZW.
m

R'/Rm=0m+1 =0m~l—1

Utilisons les (3, définis précédemment. On remarque que
R2m|am|2

2 _ B =
Brl? = BB =

On a donc que

TR |Bul’m+1) = L.
m=0

Ces calculs nous permettent de conclure que

0< Z 1Bml> < 1let |Bn] < 1pourtoutm > 0.

m=0

Finalement, on peut conclure cette étape en disant que

> (e, 0)a ZRe “TH2 N (log(pr)))
k=1

ou
(t) _ R2 —3t/4 Z ﬁm

avec la propriété que |5,,| < 1 pour tout entier m.

On voit que Re(e™™*/2A(logpy)) tend vers 0 lorsque k tend vers l'infini. Il ne
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reste qu’a construire les deux sous-séries du critére des séries alternées.

Considérons maintenant la fonction

ﬁmm
Z :

La fonction F' est entiére, car |3,,| < 1 pour tout m > 1. Nous avons besoin d’un

lemme concernant cette fonction F.

Etape 2 : Montrons que pour tout § > 0, il existe une suite {u;}32; crois-

sante tendant vers +oo telle que |F(u;)| > e~ (*29)% pour tout j > 1.

Supposons qu'il existe un § > 0 tel que |F(u;)| < e~ +2)% pour toute suite
{uj} = croissante tendant vers +o00. On peut supposer sans perte de généralité

que ¢ € ]0,1[. On peut dire que
|e(1+6)uF(u)| < 6_6u.
pour tout u > 0. Si u <0, alors

Ie(1+6)uF(u)| < e(l+5)u

f: %um (1+5)u Z | Il lm
m=0 )

< eUHouglul _ o=dlulgutlul _ o—3lul

Considérons la fonction
G(u) = eI+ p(y,).
Par ce qui a été démontré,

|G(w)] < e~ pour tout u € R. (5)

Nous utiliserons le théoréme de Paley-Weiner concernant les transformées de Fou-
rier dans Lp(R). Les références pour ce théoréme sont [B2] et [CK]. 1l y a des

rappels sur les fonctions de type exponentiel dans le chapitre préliminaire.
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Théoréme de Paley-Weiner : Soit 0 < A < 0o0. Alors, G € Ly(R) et G peut
étre holomorphiquement prolongée G une fonction de type erponentiel de classe

E4 si et seulement s'il eziste une fonction g € Lo(] — A, A[) telle que

A
G(u) = —\/—12_? [Ag(m)ei““dm

pour tout x € R. De plus, si g n’est pas identiquement nulle presque partout dans

tout intervalle ouvert autour de A ou —A, alors G est de type exponentiel A.

Vérifions que la fonction G(u) définie plus haut satisfait aux conditions du théo-
réme de Paley-Weiner. La fonction G est dans Ly(R), car par (5),

/ |G (w)|*du 5/ e~ dy < +o0.

-0 —0o0

La fonction G(z) est de type exponentiel plus petit ou égal & 2 + §, car

z z = |16m| ™m z
|G(2)| = [ F(z)| < 1O Z ?{!‘M < e(@+9)l2l

m=1
En particulier, G est de classe E°. Donc, il existe une fonction g € Ly(] — 3, 3[)

telle que

G(u) = ﬁ/_gg(x)ei“da:.

Le théoréme de Paley-Weiner nous dit méme que

1 [ —izu
g9(z) = \/_Q_W/—oo G(u)e "*"du.

On peut montrer que la fonction g est holomorphe dans une bande horizontale
contenant I’axe réel. En effet, on considére la bande horizontale Im(z) < 6. Utili-
sons les théorémes 0.0.2 et 0.0.3 du chapitre préliminaire. La fonction G(u)e~t*%
est entiére par rapport & z pour tout u fixé. Vérifions que l'intégrale converge

uniformément sur la bande horizontale Im(z) < r, ou r < . Par (5),

|G (u)e ™| < |G(u)]el" et / |G (w)]el*mdu < / ey < o

—00 —0o0
sur la bande horizontale I'm(z) < r. La convergence uniforme sur Im(z) < r pour
tout 7 < ¢ implique I’holomorphie de g sur une bande horizontale contenant 1’axe
réel. Etant donné que g n’est pas identiquement nulle presque partout sur cette

bande, la fonction G est de type exponentiel 3. C’est une contradiction car G est
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de type exponentiel plus petit ou égal & 2 + 6. Ce qui prouve I’étape 2.

Soit un § > 0 qui sera déterminé plus tard. Soit une suite {u;}3°; avec les pro-

priétés de I’étape 2. Posons
z; = u;/R.

On peut supposer que z; > 1 pour tout j > 1 et que |z; — z;] > 2 pour tout
% # j. Considérons la famille d’intervalles {[z; — 1,z; + 1]}$2,. Par les propriétés

de la suite {u;}52,, il existe une constante ¢ > 0 telle que
IA(mJ)| — I7TR2€_3Ij/4F($jR)| 2 7TR26_3Ij/46_(1+26)(IJR) Z Ce—zj(3/4+(l+26)R).

Soit dg > 0 tel que R+ 250R + 3/4 < 1 — dp. Un tel & existe. Il suffit de prendre
n’importe quel dp tel que 0 < § < (1/4 — R)/(1 + 2R). On peut choisir dy encore
plus petit pour que

|A(z;)| > e=11-%),
pour tout 7 > 1.
Etape 3 : Montrons que pour tout j > 1, il existe un polynéme p;(z) de degré
plus petit ou égal & N* = ([z;] + 1)* tel que pour tout z € [z; — 1,z; + 1]
A(z) = p;(z) + o(e™)
lorsque j tend vers I’infini.

Soit z € [z; — 1,z; + 1]. Nous approximons A(z) sur l'intervalle [z; — 1,z; + 1]

par le polynéme

py(z) i= n R’ (Z %) (Z %mmm) |

Faisons quelques approximations pour montrer que la différence |A(z) —p,(z)| est
plus petite que Ce™ pour j assez grand. Bien siir, il ne faut pas que la constante

C dépende de j. Remarquons que z < z; + 1 < N+ 1< N2+ 1 et R €]0,1/4[.
J



Sur [z; — 1,z; + 1], nous avons que
— B, om o~ (@R)" zR)™
Z ﬁ(“"R) < Z ml Z ml
m=N241 m=N2+1 m=
_ (zR)N* R < e(xR)NgeN < eNNZeN'
(V2)! (N2)! (NV?)!

La derniére inégalité provient du fait que
zR)M < (N +1)R)™ < (2RN)N* < NV

On sait que

2\N?

NZ(N2)! > (N )
(N2)!
Pour j assez grand, nous avons la majoration

(N?)! = N2V,

o0 IB N2+N N X
m -2 —2z
E zR < ee < ege %1,
m.( " NN = -
m=N241

Pour tout z dans l'intervalle [z; — 1, z; — 1],

=1 =\ (3z/4)™ 3x/4 = 33:/4
—(=3z/4)"| <
m—-zN;+1 m' m§+l m| z

Comme a l'inégalité (6), il existe une constante positive a, telle que

= 1
Z %(—3113/4)"‘ < age %,
m=N241 )
De plus,
N2
S Ormm| < ek
m=0 m

En utilisant (6), (7) et (8), pour j assez grand

e—3/4 Z %(SER)m—— Z 33:/4 Z

m=N24+1 m=N2+41

1A(2)~p;(2)] < TR

2 — — 2 _ - —_
< wR%a1e7% e % 4 nR2a0e* e < Qe

pour tout z € [z; — 1,z; + 1]. L’étape 3 est prouvée.

88
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Etape 4 : Il existe des constantes A et C > 0 telles que pour tout j assez
grand Vintervalle [z; — 1, z; + 1] contient un sous-intervalle 7; de longueur plus

grande ou égale & C/N® tel que
|Re(A(z))] > Ae~11%)% pour tout = € T;

ou

[Im(A(z))| > Ae (%)% pour tout z € Tj.

Soit l'intervalle [z; — 1,z; + 1]. Nous avons vu que |A(z;)| > e=(=%)% Il y a

deux possibilités :

Re(A(z;))| > —l—e‘(l_‘s")zf ou |Im(A(z;))| > Le"(l“so)“”ﬂ.
J 7

V2 V2

Supposons sans perte de généralité que |Re(A(z;))| > \/%e‘(l‘%)’”ﬂ. Par ’étape 3,

on sait qu’il existe une constante C' € ]0,1/ \/5[ telle que pour tout j assez grand

(z) - A < Ce™,
e p;(z) — A(z)] e

Donc, pour j assez grand
|Re(p;(z;))| = |Re(A(z;))| — |Re(A(z5)) — Re(p;(z5))] > Cre (%)=

oit C* := (1//2) - C.

Montrons I’étape 4 pour le polynéme p;, c’est-a-dire, il existe un sous-intervalle Tj
de [z; — 1,z; + 1] tel que |Re(p;(z))| > C1e~(1%)% sur 7; et 1a longueur de 7, est
plus grande ou égale 4 Cy/N8. Les constantes C; et Cs ne doivent pas dépendre

de 7. Soit

M; = max |Re(p;(x))]

z€[x; —1,2,+1]
et
z; tel que |Re(p;(z}))| = M;.
On sait que M; > C*e=(1=%)% pour tout j assez grand. Soit z un élément de

Vintervalle [z} — b;/2, 2z} + b;/2], ou le choix de b; reste & déterminer. Sans perte
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de généralité, on suppose que > z}. Un tel x satisfait &

| Re(p;(2))] = |Re(p;(2}))| — | Re(p;(z)) — Re(p;(z3))|-

Approximons |Re(p;(z)) — Re(p;(z}))| & 'aide d’un résultat de la théorie de 'ap-
proximation. Ce théoréme découle de la qualité des approximations des polynémes

de Chebyshev. La référence pour ce théoréme est le livre [C].

Inégalité de Markov : Soit P un polynéme de degré n a coefficients réels.

Alors,

max |P'(z)] < n* max |P(x)|.
z€[zo—1,z0+1] z€lzo—1,z0+1]

Cette inégalité nous permet d’écrire que

b
|Re(p;(z)) — Re(p;(z |</ |(Re(p;)) |dt</ (N M;dt < E”N‘*Mj.

Donc,

b; b;
Relws(a)| > M; — N, = (1~ 2N )

En posant b; = 2(1 — C*)N~8, on obtient que |Re(p;(z))] > C*e (7%= gur

Maintenant on peut montrer I’étape 4. Par I’étape 3, pour j assez grand,

max (1) — A(z)| < Ce(1-%)z;
e Ip;(z) — A(z)]

oi C < C*. Alors, |Re(A(z))] > (C* — C)e~(1=%)2: gur 7; pour j assez grand. La

démarche est la méme si |[Im(A(z))| > Ae~(17%)% L’étape 4 est prouvée.

Etape 5 : Déterminons une sous-série de Z Re(e "™ /2A(log(py))) tendant vers

k=1
+00 et une autre tendant vers —oo

Considérons I’ensemble des entiers positifs k tels que log(px) € 7; pour un certain
J. Notons cet ensemble A. Soit A, I'ensemble des & € A tels que & = Omod4
si Re(A(z)) > Ae~(17%)% gur 7; ou k = 1mod4 si Im(A(z)) > Ae (%)= gyr
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7j. Soit A_ I'ensemble des k € A tels que k£ = 2mod4 si Re(A(z)) > Ae~(1-%)z;
sur 7; ou k = 3mod4 si Im(A(z)) > Ae~(17%)% gur 7;. 1l faut montrer que

Z Re ”"L/QA 10g(pk = +00 et Z Re mkﬂA log(pk))) —00.
o keA_

Montrons que Z Re(e ™ /2A(log(pr))) = +oco. Par I'étape précédente, on re-
keAy
marque que pour j assez grand et pour k € Ay tel que log(py) € 7;

Re(e—iwk/2A(log(pk))) > Ae—(l—JO)Ij

et alors

Z Re(e ”””/ZA (log(pr))) > Z Z Ae~(1=80)z;

keA, J k€Ay log(pk)eT,
Estimons le nombre de nombres premiers p;. tels que log(pi) € 7; et k = nmod4
(n=0,1,2,3). Le nombre a estimer est égal a (m(e**?) — 7 (e%)). Supposons que
7; est de la forme [, & + B]. Par I’approximation sur la répartition des nombres

premiers vue au chapitre 2,

eatB

1
m(e*tP) — m(e®) = / @dt +0 (e“+ﬁe—°‘/a)

1 e*ef
> at+f o O .
2=t (ecﬁ)

Il existe une constante c¢; > 0 telle que

%(ef —1) e“eP
w(e*TPY — ;r(e® >e(e*+c——.
(@) —ner) 2 Ty e

On sait que e? > e — 1 > 3. L’étape 4 nous dit que 3, qui est la longueur de TS,
est plus grand que C’g:c]-‘s pour j assez grand. De plus, & > z; — 1 implique que

e® > ee!. En réunissant ces inégalités, on obtient que

L 1)y 1
atf eve) T ol \a+p

-5 ()25 (2)- 25 2)
z; \z;+1 T; \Z; +; 2 z7 \z;

Z Re(e "rl‘/QA (log(pk))) > ZAe—(l 50)11 B &’ ” > Z

k€A+

et
3
J

m(e*P) — 1(e*) > B 8

Donc,

(So:z]
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Cette série tend vers +o00. Donc, la série Z Re(e ™ /2A(log(py))) = +o0 et on

keAy
montre de la méme fagon que Z Re(e™™/2A(log(px))) = —oo. Ce qui prouve
keA_
I’étape 5.
La série Z(hk,gb) 4, converge conditionnellement. Ceci termine la preuve du
k=1

lemme fondamental.

3.3. APPROXIMATION DE KRONECKER

Cette section concerne les courbes 7 : [0,00[ — R qui approximent toute
intégrale [, F(z1,...,zn)dz;...dzy, ot C = [0,1]" désigne I’hypercube de RV,
par des valeurs moyennes de Fovy sur [0, oo[. C’est-a-dire, existe-t-il des courbes
v : [0, +00[— R¥ telles que

1 /7
lim = [ Fv)dt = / F(z1, ..., zn)dzs...dzy
T—oo T Jg c
pour toute fonction F' intégrable de Riemann sur C et périodique de période 1

en chaque variable ? Un théoréme répondant & cette question sera utilisé dans la

preuve de la propriété d’universalité de la fonction ¢ & la section suivante.

Pour Z € RN et F un sous-ensemble non-vide de RY, on dit que # appar-
tient & E modulo 1 s'il existe un § € Z" tel que ©£ — § € E. On note cette

relation par £ € Emod]l.

Théoréme 3.3.1. Soit o4, @, ...,ay des nombres réels Q-linéairement indépen-

dants. Soit la courbe v : [0, +0o[— RN définie par
v(t) = ta,
ou & = (1, a, ..., an). Pour toute fonction f € C®(RN,R) périodique de période

1 en chaque variable,

T—oo T

T
lim = /O Fly(t))dt = /C £(&)dz1...dzn.
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Pour montrer ce théoréme, exprimons f sous forme de série de Fourier. Rap-

pelons que la série de Fourier d’une fonction f : R¥ — R est donnée par

+00

+o0
E E cﬁe’

n1=-00 NN=-00

&

31

N
ou Z = (z1,...,zn), = (n1,..,nN) &t 7-T = ana:j est le produit scalaire usuel
j=1
de RY. De plus, si la série de Fourier converge vers f, alors les coefficients sont

donnés par
1 2m 2w L
Cq = (Q—W)—N/o - ) f(@)e ™% dzy...dzy.

Rappelons un théoréme sur la convergence d’une série de Fourier vers f. Les réfé-

rences sont [T7].

Convergence des séries de Fourier : La série de Fourier d’une fonction f
contindment différentiable par morceauz de période 2w en chaque variable converge

uniformément et absolument vers f.

Montrons le théoréme 3.3.1.

DEMONSTRATION. Soit f € C*°(RM,R) périodique de période 1 en chaque va-
riable. La fonction f (=) satisfait aux hypothéses du théoréme de convergence

des séries de Fourier. La série de Fourier de [ est
+oo +o00
f(&) = E E crie®™E

ni—-—o00 ny=—00

ou

1 1
Cqr = / / f(f)e_zﬂiﬁ.id.’ﬂl...d.’lﬁjv.
0 0
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La convergence uniforme de la série de Fourier nous permet cette intégration

terme a terme
_/ f dt = ¢ + Z cn_/ 2mifi- ’Y(t)dt
AEZN\{0}
Les nombres aj, oo, ..., oy sont Q-linéairement indépendants. Ceci nous assure

que 77- &+ 0si 7 #0. On calcule I’intégrale lorsque 7 # 0

2miTA-y __
el 27r1n (t — 6 1
onTifi -5 g

Cette valeur moyenne tend vers 0 lorsque T tend vers I'infini. Le théoréme est

prouvé, car

712130?/ fly dt—co—/f Ydzy...dzy.

O

Ce théoréme ne répond pas a la question posée au début de cette section. Il
le fait pour des fonctions de classe C*°. Nous voudrions un théoréme semblable
pour des fonctions intégrables de Riemann seulement. Le prochain théoréme sera

utile & la prochaine section.

Théoréme 3.3.2. Soit v une courbe définie comme au théoréme 3.3.1. Soit D
un sous-ensemble conneze et mesurable au sens de Jordan de RN tel que D C C.

Soit I le volume de Jordan de D. Définissons
Er :={t €]0,T[|¥(t) € Dmodl}.
Alors,

1
lim fmes(ET) =T.

T—co

Expliquons ce qu’on veut dire par mesurable au sens de Jordan. Soit F un

sous-ensemble borné de RN. Un parallélépipéde ouvert P =lai, bi[x...X]an,by[ a
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N
un volume égale au produit H(bi — a;). Notons V(P) le volume de P. On peut

i=

1
aussi calculer le volume d’une famille finie de parallélépipédes ouverts { P} ; et

on note ce volume V (U R-) . L’ensemble F est mesurable au sens de Jordan
i=1
si

v () |25} o f (07

Dans ce cas, le nombre m est le volume de Jordan. Voici une caractérisation

OBQE}=m<+oo
i=1

des ensembles mesurables au sens de Jordan qui sera utilisée.

Caractérisation : Soit E un sous-ensemble borné de RY. Alors, E est mesurable
au sens de Jordan si et seulement st pour tout € > 0 il existe deuz familles de

parallélépipédes ouverts { P}, et {P/}™, telles que

OH cInt(E)CEC OPl' et V (OH’\OR) <e.
= i=1 i1 i=1

i=1

Les références pour cette caractérisation sont [IV] et [F']. Nous pouvons montrer

le théoréme 3.3.2.

DEMONSTRATION. Soit un nombre € > ( arbitraire. Il existe deux familles de

parallélépédes ouverts { P/} ;e et {P}'}jesn telles que

P cmi(DycDc Up;'c]-l,uNetv(U P;'\UP;)«.

e jeJr jeJn jeJt

Posons A := U Pjet B := U P;'. On sait qu’il existe des fonctions x; et x de
jedr jeJn
classe C°(RY,R) telles que 0 < x1 < 1,0 < xa < 1, x1(Z) est égale a 1siT € A

modl, 0si £ € C'\ D modl et xo(Z) est égale 4 1si £ € D modl,0siZe€ C\ B
mod]1 (voir les partitions de I'unité dans [L2]). Soit la fonction x définie par y(Z)

est égale & 1 si £ € D mod1 et 0 sinon. On voit que 0 < x1 < x < x2 < 1 sur RV,
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Remarquons que

T
mes(Br) = / X ().

Par le théoréme 3.3.1 et le fait que V(B \ A) < ¢,

17 . .
lim —/ Xl(’y(t))dt=/Xl(a:)d:vl...da:NZ/X1($)d$1---d37N
0 c A

T—oo T

=/X(a'c')d:v1...da:N—/ X(f)dxl...dmNZ/X(a‘:‘)d:vl...de—e
c D\A c
et

1T B 3
lim / x2(y(t))dt = / X2(Z)dzy..dry = / x2(Z)dz1...dzy
0 C B

T—o0

=/ Xg(i:‘)d:vl...d:cN+/ xg(f)dxl...d:vN</X(a':')d:cl...d:vN-i-e.
B\D D c

Comme x; < x < X2, il en est de méme pour les valeurs moyennes
L[ st < demesten < & [t
— —mes — .
T0X1’7 =T T_T0X2’Y

En laissant T tendre vers I'infini, on a que

< €.
T—o0

1
lim —mes(ET) —/X(:f:')d:cl...de
T c

Le nombre € étant arbitraire, le théoréme est prouvé.

O

Voici un théoréme répondant & la question posée au début de cette section.

Les références pour ce théoréme sont [HE] et [KV].

Théoréme 3.3.3. Soit v une courbe définie comme au théoréme 3.3.1. Alors,
T

im = [ Fy(t))dt = / F(@)dzs...dzy

pour toute fonction F intégrable de Riemann sur C et périodique de période 1 en

chaque variable.
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Le dernier théoréme de cette section est une généralisation du théoréme 3.3.1
aux familles de fonctions. Nous vérifions que la limite de ce théoréme est vraie
uniformément par rapport a une famille de fonctions. Cependant, certaines condi-
tions s’imposent sur cette famille de fonctions. Rappelons quelques définitions

concernant les familles de fonctions continues.

Soit E un sous-ensemble de RY et ) une famille de fonctions continues sur E
a valeurs complexes. La famille Q est équicontinue en 7y € E si pour tout
e > 0 il existe un § > 0 tel que |f(Z) — f(Zo)| < € pour tout f € Q et pour
tout Z € E satisfaisant |Z — £p| < J. La famille §2 est dite équicontinue sur E si
elle ’est en chaque point de E. La famille 2 est uniformément bornée sur E
s’il existe une constante M > 0 telle que |f(Z)| < M pour tout f € Q et pour
tout £ € E. La famille €2 est précompacte sur E si pour tout € > 0 il existe
un nombre fini de fonctions fi, ..., f, de € telles que pour toute f € Qily a au
moins une fonction f; telle que sug |f(Z) — f;(Z)| < e. Nous pouvons relier ces
e

définitions par un théoréme.

Théoréme d’Arzéla-Ascoli : Soit E un sous-ensemble compact de RV et Q
une famille de fonctions continues sur E a valeurs complezes. La famille Q est
précompacte sur E si et seulement si elle est équicontinue et uniformément bornée

sur F.

La référence pour ce théoréme est [L2]. Nous utiliserons ce théoréme pour mon-
trer une généralisation du théoréme 3.3.1 aux familles de fonctions. Bien sir, ce

théoréme sera utilisé dans la prochaine section.

Théoréme 3.3.4. Soit v une courbe définie comme au théoréme 3.3.1. Soit D un
sous-ensemble fermé et mesurable au sens de Jordan de RV tel que D C C. Soit

Q2p un ensemble de fonctions continues sur D & valeurs complezes. Si la famille
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Qp est uniformément bornée et équicontinue sur D, alors

TklllmT / fly(@)dt = / f(Z)dzy...dzy

uniformément par rapport 4 f € Qp.

DEMONSTRATION. Pour toute fonction f € p, on considére le prolongement
périodique de f donnée par f(¥) =0si g€ C\ D modl et f(¢) = f(T)sige D
mod]1, ol Z est un élément de D et T — ¢ € Z". Par le théoréme d’Arzéla-Ascoli,
la famille §2p est précompacte. Montrons que pour tout € > 0 il existe un Ty > 0
tel que

1
’T dt—/f Ydzy...dzN| < €

pour tout 7' > Ty et pour toute fonction f € Qp. Soit € > 0. Par définition de
famille précompacte, soient f,..., f, € Q2p telles que pour toute f € Qp il existe
une f; telle que sup | f(Z)— f;(Z)| < €/3. Par le théoréme 3.3.3 appliqué & chacune
des fonctions f:%:.l.), fn, il existe un Tp > 0 tel que pour tout T° > T} et pour tout
j=1..,n

€
< <.

‘/ fi(@)dz; .. de‘N—% : Fity(®)dt| < 3

Vérifions que ce Tp est bien celui recherché. Soit f € Qp. Si f; est telle que
sup | f(Z) — f;(Z)| < /3, alors
reD

/f Ydzy .. de—% f dtl /|f Z)|dzy...dzy

+‘/ij(:f)d:vl...dx1v—% ETfj('y(t))dt’-l-’% ETfj( ())dt—f f( (t))d ]

€ € 1 [Te
—dxq...d - 4+ — —dt = €.
</D3fc1 :z:N+3+T/O 3 €

Le théoréme est prouvé.
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3.4. PREUVE DE LA PROPRIETE D’UNIVERSALITE

Le but de ce chapitre est la preuve de cette propriété. Rappelons que 7 est un

nombre de |0, 1/4].

Propriété d’universalité : Soit f une fonction holomorphe sur D(0,r), conti-
nue et ne s’annulant pas sur D(0,r). Alors, pour tout € > 0 il eriste un nombre

réel T tel que

max
|z|<r

f(z)—{(z—i—%—i—iT)\ <e.

Nous avons besoin d’un autre lemme pour la preuve de cette propriété. La preuve

est faite dans [T2].

Lemme 3.4.1. Soit f une fonction holomorphe sur le disque fermé D(zo, R). Si

J[ sty =,
D(z0,R)

alors pour tout R’ € )0, R|

vH
lg@gjf(Z)l < NGRS

Soit € > 0. Comme a la section 3.2, il existe un nombre réel v > 1 tel que :

o-s(3)] <5

Considérons la fonction fi(z) := f(z/v?). La fonction f; est holomorphe et ne

Yir < 1/4 et Tnlax
z|<r

s’annule pas sur le disque fermé D(0,~r). On remarque que

max |f(z) = ((z2+3/4+iT)| < max |f(z) = ()] +1|121|3§|f1(z) —((z+3/4+14T)|.

zl<r

Le probléme revient & montrer qu’il existe un 7" € R tel que

max
EES

o c(s+2 )

N
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Si on montre qu’il existe un 7' > 0 tel que

//pmr fi(2) —C(z+%+iT>

alors, par le lemme précédent,

filz) — C<z+%+iT>'<§.

En somme, la preuve sera terminée si on montre qu’il existe un 7" > 0 tel que

//{M fu(z) — ¢ (z+g+iT>

Posons R := «r. Par le lemme fondamental, il existe un sous-ensemble fini M de

2 2, .2 2
—1
drdy < SO

max
|z|<r

2

dxdy < €.

nombres premiers tel que {p € Plp < yo} C M et
NG

fi(z) = Cum (Z+§ 90> VNG

Le nombre réel positif yo sera déterminé plus tard. La fonction (s dépend des

variables z et (Xp)penm. Soit B := B((H(O))peM,l/4) la boule ouverte de RIM

max
|z|<R

centrée en (0,(,0)),,6 M et de rayon 1/4. On remarque que la fonction (s est continue
sur D(0, R) x B. Donc, la fonction (j est uniformément continue sur cet ensemble.
Il existe un 6 € ]0,1/4[ tel que tous les éléments (z, (Xp)pen) et (2, (X, )penr) de
D(0, R) x B satisfont

Cm (Z + Z', (XP)PEM) — (M (Z' + 27 (lea)peM> < 4}\!{37?

si |z —2/| <4 et |X,— X,| < pour tout p € M. En utilisant ce fait et le lemme

fondamental, on peut dire qu’il existe un é € |0, 1/4[ tel que

fl( ) Cnr (z + %, (Xp)peM> < 2\3{\5_/1; (9)

si | X, — 9;(,0)| < 6 pour tout p € M. Soit D l'ensemble des (X,)penm tels que

max
|z|<R

| Xp — 6,(,0)| < 0 pour tout p € M. Les éléments de D satisfont 1’équation (9).

On définit
8(r) = (5 Yog(p)) _, = (6p(7))pee-

ol 7 est un nombre réel. On remarque que

Cumr (Z+ %,9(7)> = (nr (z—i—%—l—h,ﬁ) .
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Si (0p(7))pem € Dmodl, alors

max |7(2) = G (24 3 Gl ) | < e

Utilisons Pinégalité |a + b|*> < 2|a|? 4 2|b|?, ol a et b sont des nombres complexes.
Cette inégalité est un cas particulier de I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans C?
avec les vecteurs (a, b) et (1,1). Elle implique que

Juaelrr=c(s+30)

2
dzdy

2
<—+2// <M<2+ +’LTO) C(z+§+i7‘) dzdy.
|z|<R 4
On doit montrer qu’il existe un T > 0 tel que
2
// Cmr z+§+iT,6 —C z+§+iT dzdy < 2.
|2|<R 4 4 4
Considérons
1/ // ¢ (+3+'6) ((z+3+i7)2da:d d
=m M\{Z2T 2T,V ) — n Yy | at,
T Jer \JJ)zi<r 4 4

ol
Er = {7’ € ]2,T[|(9P(T))p€1V[ € Dmodl} )

Estimons Ar lorsque T' tend vers l'infini. Soit @ := {p € P|p < a}, ou « est un

nombre réel 4 déterminer tel que @ > max M.

Par le cas particulier de I'inégalité de Cauchy-Schwarz utilisé précédemment, on

a que

3 — 3 —
AT<— // §A4(2+—+i7,0)—§Q<z+~+i7',0)
Er |z|<R 4 4
2 // ( 3 . _> ( 3 )
+ = Colz+-+ir,0) =Clz+=+1ir
T ET( |z|<R © 4 ¢ 4

_%/ET (//VR (it (z+%+h,ﬁ) — (o (z+§+i7,6>

2
dxdy) dr

2
dmdy) dr.

Soit

2
dmdy) dr
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et

_%/E (//[ZKR ‘e (Z+%+i7-,ﬁ> _C(Z-*'%—i-h)

Donc, Ar < 257 + 2S55. Nous allons estimer S; et Ss.

2
d:cdy) dr.

Estimons S;. Par le théoréme de Tonelli-Fubini,

51://|Z|<R(%/E CM(PHLZ ()) CQ( %5())

Appliquons le théoréme 3.3.4 a I'intégrale entre les paranthéses. Soit la courbe

lo log(p log(Pr(a
v(7) :=( gz(:l)r, %;2)7,..., 27r( ))'r )

2
dT) dzdy.

. i ) L1 I 10g(Pr(a
ol T est une variable réelle. Les nombres réels °g2(7’r’1), °g2(7’r’2), . g(;r‘ ) sont Q-

linéairement indépendants. Soit D* I’ensemble des variables (X,),cq telles que
| X — 6| < 6/2 pour tout p € M et X, € {0, 1] pour tout p € @\ M. L’ensemble
D* est un sous-ensemble fermé et mesurable au sens de Jordan de R™®. On

définit une famille de fonctions sur D* par

3 3
Cm (z + 1 (Xp)pEQ> —Co (z + 1 (XP)PEQ)

pour tout z € D(0, R). Appelons 2 cette famille de fonctions continues sur D*

9:((Xp)peq) :=

a valeurs complexes. Vérifions que la famille €2 satisfait aux hypothéses du théo-

réme 3.3.4, c’est-a-dire qu’elle est uniformément bornée et équicontinue sur D*.

La famille €2 est uniformément bornée sur D* car pour tout g, € € et pour

tout (X,)peq € D*

2

e—2miXp\ 1 e—2miXp\ 1
|g9-((X. )PEQ)| < H (1 - p=t3/4 ) - H <1 - pet3/ >

pEM PEQ

_ N
< (H (1 - p—R+3/4) + H ( —R+3/4) ) :
pEM pEQ
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La famille €2 est équicontinue sur D*, car la fonction h(z, (X;)peq) = 9.((Xp)peq)

est uniformément continue sur D(0, R) x D*. Par le théoréme 3.3.4,

1

uniformément par rapport i z. On remarque que

Co (z+ z,y) = (M <Z+ %Y) Co\m <Z+ %1Y> :

Ceci implique que

3 2
/ /. ) (z + - )pEQ) — (M (z + Z’ (Xp)peQ) dXPl"'pr-n(a)
3 2
/ / Cm (Z + = ( )p€Q> (Z + 4’ (Xp)pEQ> -1 dXPl pr‘rr(a)'
Par 1’équation (9), il existe une constante ¢ > 0 telle que
3 2 2
CM (z o (Xp)peQ) < |n|1§3§|f1( z)| + ce
pour tout (X,)peq € D*. On obtient I'inégalité
3 2
/ / @ (z + - )pGQ) — QM (z + 7 (X,,),,EQ> dXp, - dXp o,
3 2
Hllgg|f1 z)| 4 ce / / Co\m (z+ X )peQ) AXpy - dXp, oy

Remarquons que la fonction (g\u (2 + 2, (X;)peq) — 1 est une série de Dirichlet

& plusieurs variables. En effet, si Q \ M = {p;, ..., p;,}, alors

S e—21ri(n1Xpl1 +"'+"‘IXP:,,)

3
Co\m (z + T (Xp)PEQ) —-1= E , E : (P, pr7)=+3/4
i iq

n=1 n1+...+ng=n

et

3
'CQ\M (Z + (Xp)peQ) -1

2 e—27ri((n1 —‘ml)Xp, +"'+("‘1_m'l)XPz,, )

= T i)/ )3/
sy P Pig AP

Cette série de Dirichlet & plusieurs variables ne dépend que de X}, ...X), et alors

.
_ sl / / (z+ = (X )peQ)

dX ..dX

Pr(z)

dX X (11)
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On calcule que

1 1 3 = .
—2mi(n, —m;)X X S17M; = Mm;

/ € ( ’ J) pin Y4 =
0 ! 0 sin; #mj.

En intervertissant les sommes et les intégrales dans I’équation (11), on a que

1 1
5“‘”/ /
0 0

= 1 1 1
=21 X o | = > < D —emen

n=1 ni+...4+ng=n q n>yo n>vyo

2
dX,p, ...dX

Piq

3
Co\m <Z + D (XP)pEQ) -1

< /°° 1 dt = L
= o t—2R+3/2 yO—2R+1/2(1/2 _ 2R)
Finalement,

2

dX

p1ee

dX

Pr(a)

o (4 3, (Xpea) = G (2 5, (heo)

2 1

y6—2R+1/2(1/2 _ 2R)

ll}glggglfl(Z)l + ce

Par (10), nous avons l'estimé

1
51=0 (6'M'T+1/2>
Yo

lorsque T tend vers I'infini. Fixons gy de sorte que
1
251 S §5|A’”61

pour T assez grand.

Estimons S5. Par le théoréme de Tonelli-Fubini,

1 3 3., . =
- fLa(p L) el

Fixons un point z; = z; +14y; du disque fermé D(0, R). Estimons l'intégrale entre

2
d’r) dzdy.

les parenthéses. D’abord, en faisant le changement de variable 7 = 7 + ¥4,

1 3 _
T/ET C<21+ZL‘+7;T)—CQ<21+%+I:T,O>

1 (T 3 3, -
ST/J C<21+Z+'LT)—CQ(21+Z+ZT,O>

9

dr

2

dr
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2

1 n+T
dT1 .

T yi+2

3 3 . =
C(Il + Z+’L'7’1) —CQ (.’131 +Z +Z7’1,0)
Par la formule explicite de la fonction ¢ dans le demi-plan Re(z) > 0 vue a la
section 2.2, la fonction { est symétrique par rapport a ’axe réel dans la bande

critique, c’est-a-dire que {(w) = ((w) dans la bande critique. Il en est de méme

pour la fonction {g(w,0). Cette propriété implique que

1 (ot 3 3 |
= Stin ) - S+in,0)| d
T - C (CII] + 4 + ZT1> CQ (.’El + 4 + 171, ) 1
1 y1+T 3 3 _ 2
< - S tim ) — S 4 d
=97 —— C (IL‘l + 4 + ’LTl) CQ (1?1 + 4 + 171, 0) T

2
dTl .

_2m+T) 1 /y1+T 3. 3 . =
= T 2(y1+T) _yl_TC II?1+4+Z7'1 —CQ IL‘1+Z+ZT1,0

Il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de R telle que

|1 _ 21—(:!:1+iT1+3/4)|2 Z C—l'

En introduisant cette derniére inégalité dans ’intégrale, on obtient que

1 n+T 3 3 _
1 3.\ 3 i
s | (g rin) ~Ga(we g rimd)

C y1+T 2 3 3 —
v 1 - ° yim ) — ° 4in,0
2+ 1) /T C<$l+4+’“) ‘@ (Z1+4+”1’ )

En se référant & Pexemple 1.3.1, la fonction (1 — 2!7%)((w) est égale & la série de

2
dTl S

2
dTl .

2
2(11+%+i’f1)

e —1)+1 _
Dirichlet Z % dans le demi-plan Re(w) > 0. Calculons (1 —2!*){o(w,0)
n=1
sur ce méme demi-plan. Nous avons que
B () 1\"! 1
(-2, = (12 [[ (1- %) = -2 =
j=1 b; Vji>m(a) vp, (n)=0 "
- Y % S
- . nw . (2n)w - . nw )
Vi>n(a) p, (n)=0 Vi>m(a) Vp, (n)=0 Vi>n(a) Up, (n)=0

En somme,

. 3 3 0
(1 B 21—(z1+%+m)) (C (1?1 + 1 —i—iTl) - Co (Il + Z + iT1,0)> .

_ ( -1 )n+1
B Z nE1+3/4+ir

3j>m(a) vp, ()70
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(=1t I
. Cette série définit une

Considérons la série de Dirichlet Z
3j>m(a) vp, (n)£0
fonction holomorphe dans le demi-plan Re(z) > 0. Par 'exemple 1.5.1, elle est

d’ordre fini dans le demi-plan fermé Re(z) > a, ou 1/2 < a < z; + 3/4. De plus,

1 n+T ) ) . .
AT + 1) / r |(1 =217+ (((a +imy) — Cola +im,0)) | dmy
—-y1—

yi+T _1\ym+1 __1\na+1
=_.1_/ (__1_)~_ ) Z (_1)_ dr.

a+1i71]
2(T + yl) “v1-T \ 3j>n(a) p,; (n1)#0 ™ Fj>m(a) vp;(n2)#0 2

On calcule que

1 /y1+T (_1)n1+"2+2 0 siny 75 Mo

lim ————— ————dn =
a-t+iTy, a—1T .
T—too 2(T" +y1) J_y,—r N g™ " 4 simp=ny=n

La limite lorsque T tend vers I'infini de (12) est la série convergente

1
2.

Fi>n(e) Up, (n1)#0

Par le théoréme 1.5.2, la valeur moyenne

1 vi+T 3 3 .
- 1 2 . . 2 .
2(y1 n T) [_y1~T C <.’121 + 4 + ’LTl) CQ <£L‘1 + 4 -+ 171, 0>

tend vers

2 2

2
dT1

- 2(z1+3/4+i‘r1)

1 1
Z n2(z1+3/4) < Z n2(—R+3/4)

Fi>m(a) Vp; (n1)#0 Fi>m{a) Up; (n1)#0

lorsque 7" tend vers l'infini. Pour T" assez grand,
3 . 3 . =
¢ ZI+Z+ZT — (o Z1+Z+ZT’O

) SN ¢,
<C . Z n2(—R+3/4) + TR232
dj>m(a) vp, (n)#0

2 2

T
¢ dr

2T ) r

2
N 9(z1++i7)

On pose un « assez grand tel que

1 5|M| €1
2. arEE < TR Re
Ji>7(e) Up, (n)50
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Avec ce choix de «,

1 /T 2 |? 3 3 . A\
o Mo R GRS R CRS )|
5|M] €1
< [ —
mR2 16

quel que soit z; € D(0, R). On conclut que
25, < 5|M|ﬂ
- 8

pour un T assez grand. En combinant les estimés de S; et Sy, pour T assez grand,

on a que
€
ATgﬁmi.
1
Par le théoréme 3.3.2, Tlir_xfl — / dr = 6™, Finalement, il existe un T > 0 tel
—_ o0 E
que !
3 . 3\ €1
Clz+-+4+iT ) —Cylz+-+iT,0)| dxdy < —
=I<R 4 4 4
et alors
3 2
// fl(z)—C(z+—+z'T> dzdy < €,
|zI<R 4

ce qui termine la preuve de la propriété d’universalité de la fonction (.



CONCLUSION

Nous avons montré que la fonction zéta de Riemann posséde la propriété
d’universalité sur un disque fermé de la bande critique. Peut-on en dire plus?
La réponse est oui. Bagchi a montré dans les années 80 que la fonction zéta de
Riemann posséde la propriété d’universalité dans n’importe quel sous-ensemble
compact et simplement connexe de la bande verticale 1/2 < Re(z) < 1. Il montre
cette propriété pour une certaine classe de séries de Dirichlet. De plus, il y aurait
un lien entre 'universalité et ’hypothése de Riemann. Le lecteur qui veut en sa-

voir plus peut consulter les références [BB] et [L].

Je crois qu’il est trés pertinent de rechercher des séries de Dirichlet qui pos-
sédent cette propriété. Les exemples de fonctions possédant une telle propriété

sont plutét rares.
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