
50 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ ЩЖ  Серия: Математика. Физика. 2014. №25(196). Вып. 37 

MS С 46Н25

О Д В У Х  О П Р Е Д Е Л Е Н И Я Х  С П Е К Т Р А  В Е К Т О Р А

В .Е . С труков

Воронежский государственный университет,

Университетская пл., 1, Воронеж, 394036, Россия, e-mail: sv.post.of.chaos@gmail.com

Аннотация. В статье рассмотрены два определения спектра векторов в банаховых L1(R)- 
модулях и доказана их эквивалентность.
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1. В веден и е. Пусть X  -  комплексное банахово пространство, EndX  -  банахова ал­
гебра линейных ограниченных операторов, действующих в банаховом пространстве X .  
Пусть L 1(M) -  банахова алгебра измеримых суммируемых па М (классов) комнлекепо- 
значпых функций со сверткой в качестве умножения, a W \  (М) -  банахово пространство 
Соболева, т.е. пространство функций из L 1(M), имеющих обобщенную ироизводиую пер­
вого порядка. Зададим па банаховом пространстве X  структуру банахова Ь 1(М)-моду.ня 
с помощью изометрического представления Т  : К —> E n d X , порождаемого генератором 
г А,  по формуле

T ( f ) x  = f x  = j  f ( t ) T ( —t ) x d t .
R

Банахов Ь 1(М)-моду.нь X  со структурой, порождаемой представлением Т,  будем обо­
значать (Х,Т).  Оператор А  будем также называть генератором Ь 1(М)-моду.ня (Х,Т).  
Потребуем также, чтобы банахов модуль (X, Т)  был невырожденным, т.е. для всех 
/  G L 1(M) из равенства f  x  = 0 следовало, что х  =  0. Пусть S  : М —> EndL1(M) - изомет­
рическая группа операторов сдвига на пространстве L 1(M), для кусочно-непрерывных 
функций х  G L 1(M) нрпобетающая вид (S(t)x)(s)  = x( t  +  s ) .

В настоящей работе будут рассмотрены определения локального спектра и спектра 
Берлинга векторов из банахова Ь 1(М)-моду.ня, перечислены свойства и доказана их эк­
вивалентность указанных спектров. Аналогичные результаты приведены в |1, глава 1,5|,

Зам ечание 1. Д ля рассматриваемого банахова модуля (Х,Т)  справедливы следу­
ющие свойства:

1. Д ля всех х  G X ,  /  G L^M ), t G 1  справедливо равенство T( t ) ( f x )  =  (S( t ) f ) x  = 
f (T ( t ) x )  .

2. Д ля всех х  G X  и /  G L 1(M) справедливо неравенство \\fx\\ < | |/ | |i | |# ||,  где || • Ц! - 
норма в пространстве L 1(M).
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Л ем м а 1. Отображение /  ь->• Т ( /)  : L1(M) —> EndX  является гомоморфизмом алгебр 
Щ R) и EndX .

□  Линейность данного отображения следует из линейности интеграла. Докажем, 
что T ( f  * д) = T( f ) T ( g )  для всех f , g E  L 1(M). Д ля этого рассмотрим оператор T ( f  * д) 
па некотором векторе х  Е X .

T ( f * g ) x =  ( f  * g ) ( t ) T ( - t ) x d t  = f ( s ) g ( t - s ) d s } T ( - t ) x d t

f ( s ) T ( —s)g(t  — s ) T( —t  +  s)xds  > dt =

= J  f (s )T (~ s) W  9 ( t -  s ) T ( —t +  s)xdt  > ds = T( f ) T ( g )  ,
R IR )

где изменен порядок интегрирования согласно теореме Фубини

2. О пределение и основны е свойства спектра Берлинга.
Используемые далее понятия и результаты из спектральной теории модулей можно 

найти в 11 4 |,

О пределение 1. Спектром Берлиига иодмиожества М  С X  называется множество 
Л(М ) =  Л(М , Т)  С R, являющееся дополнением  в К к  множеству

Л G R : существует /  G L 1(M) со свойством /(Л ) ф 0 такое,

что д ля  всех х  Е М  справедливо f x  = 0} .

Если М  = {гг}, то будем обозначать Л(М , Т)  =  А( х , Т )  = А(х) ,  причем

А(х)  = < Л Е М : д ля  всех /  Е L 1(M) со свойством /(Л ) ф 0 справедливо / х ф  0

Множество Л(;г) будем называть спектром Берлин,га вектора х.
Л ем м а 2. Множество Л(М) совпадает с лииейиой оболочкой инвариантного относи­

тельно сдвига двустороннего замкнутого идеала 1 (М ) =  { /  Е L 1(M) : f  x  = 0 д ля  всех 
х  Е М }, т.е. А( М)  =  {Л G М : /(Л ) =  0 д ля  всех /  G 1( М) }  - общее множество нулей 
преобразования Фурье функций из идеала 1(М).

□  По определению для произвольного Ао G Л(М ) из того, что дня всякого /  G L 1(M) 
и /(Ао) ф 0 снедует, что существует х  Е М  такой, что f x  ф 0, Это эквивалентно тому, 
что дня произвольного Ао G Л(М ) из того, что дня любых /  G L 1(M), таких, что дня 
всех х  Е М  имеет место равенство f x  = 0, с.недует, что /(Ао) =  0,
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Покажем теперь, что 1(М)  является инвариантным относительно сдвига двусто­
ронним замкнутым идеалом в алгебре L 1(M). Рассмотрим произвольную функцию /  G 
1(М).  Поскольку дня нее имеет место равенство f x  = 0 дня всех х  G М,  то дня функции 
S (h ) f ,  h G М, справедливо

(S ( h ) f ) x  = f ( S ( h ) f ) ( t ) T ( —t)xdt  = [  f ( t ) T ( h - t ) x d t  = T ( h ) f x  = 0.

Д ня доказательства замкнутости рассмотрим последовательность функций 
{/«} n£ij С 1 ( М ), сходящуюся к некоторой функции fo G L 1(M). Тогда дня любого х  G М  
будет справедлива оценка \\fox\\ < ||/«^|| +  \\(fn ~  fo)x \\ 7  ||fo ~  /olUM I , и-* которой, с 
учетом сходимости последовательности {fo},  получаем, что fox  =  0. То, что 1(М)  - иде­
ал, с.недует из коммутативности свертки и равенства f ( g x ) =  (f * g ) x  =  (g * f ) x  = g( f x) ,  
дня любых /  G I ( M ), g G L 1(M) и x  G M.  U

Дня идеала I ( M)  справедлива следующая

Л ем м а 3. Если д ля  всякого A G R найдется ф ункция  /  G 1(М) такая, что /(А) ф 0 
и f x  =  0, то I ( M ) =  L 1(E).

□  Доказательство вытекает из анпроксимационпой теоремы Винера в 15, глава III.76| 
и леммы 2. ■

Л е м м а  4. Пусть ( Х , Т )  - банахов Ь 1(Ш)-модуль. Справедливы следующие утвер­
ждения:

1. Сиектр А( М)  замкнут д ля  любого иодмиожества М  С X  и А( М)  =  0 тогда и 
только тогда, когда М  =  {0}.

2. Л (А г +  B y)  С Л(;г) U А (у) д ля  всех операторов /1. I> G EncLY, перестановочных с 
операторами T( f ) ,  /  G L 1'

3. A ( f x )  С supp /  П А(х)  д ля  всех х  G X ,  /  G L 1

4. Если ф ункция  /  G L 1(M) такова, что /  =  0 в некоторой окрестности множества
А(х) ,  то f x  =  0.

5. Если ф ункция  /  G L 1(M) такова, что /  =  1 в некоторой окрестности множества 
А(х) ,  то f x  = х.

6. Если ф ункция  /  G L 1(M) такова, что /(А) =  А в некоторой окрестности множества 
А(х) ,  то f x  = Ах.

7. Если ф ункция fx  G L 1(M) такова, что f \ ( z )  = (z — А)-1 в некоторой окрестности
множества А(х)  и А ф А(х), тогда f \ x  =  R(X, A)x.

□  1. Покажем, что дополнение к спектру Бёр.нинга открыто. Пусть Ао G Л(М ), то­
гда по определению найдется /  G L 1(M) со свойством /(Ао) ф 0 такое, что дня любого
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х  G М  справедливо равенство f x  =  0. Поскольку преобразование Фурье функции из 
L 1(M) непрерывно, то найденная функция /  будет иметь отличное от пуня преобразо­
вание Фурье в окрестности точки Ао, что означает, что произвольная точка Ао входит в 
М \Л(М ) вместе с некоторой окрестностью. Таким образом, М \Л(М ) открыто, а А( М)  
-  замкнуто.

Пусть А( М)  =  0, Тогда дня каждого А 6 К существует /  G L 1(M), такая, что 
/(А) ф 0, a f x  =  0 дня всех х  G М.  Тогда согласно леммам 2 и 3 идеал 1(М)  совпадает 
с алгеброй L 1(M). В силу невырожденности банахова Ь 1(М)-мод\'.ня получаем, что М  = 
{0}.

Обратно, если х  G М  =  {0}, то f  x  =  0 для всех /  G L 1(M). То есть, I ( M)  =  L 1(M) и
дня всех A G R найдется функция /  G L 1(M) со свойством /(А) ф 0 такая, что дня всех
х  G М  справедливо f x  =  0. Таким образом, А( М)  =  0.

2. Пусть А ф Л(Д) иЛ(£>), тогда существуют такие функции f , g  G L 1(M) такие, что 
/(А) ф 0, д(А) ф 0 и f  x  =  0, ду  =  0. Пусть функция h = f  * д, тогда h(А) =  f (X)g(X) ф 0 
и справедливо равенство

h(A x  +  By) = h A x  +  h B y  = T ( h ) Ax  +  T ( h ) By  =

=  A T (h )x  +  BT ( h ) y  = A ( f  * g)x  +  B ( f  * g)y = Ag ( f x )  +  B f ( g y )  = 0 , 

то есть, А ф A (A x  +  By).

3. Пусть A0 ^ supp / ,  тогда найдется 6 > 0, такое, что (А0 — 5, А0 +  6) П supp /  =  0. 
Рассмотрим функцию д G L 1(M) такую, что supp д С (А0 — ё, А0 +  5). Согласно лемме 1 
справедливо равенство f ( gx)  =  ( /  * д)х  =  0, поскольку /  * д(А) =  f ( \ ) g ( \ )  =  0. Таким 
образом, А0 ф A(fcг).

Пусть теперь Ао ф А(х).  Тогда, но определению, существует функция д G L 1(M), 
такая, что д(Ао) ф 0 и дх  =  0. Снова применим лемму 1 и получим g( f x )  =  ( /  * д)х = 
/ (дх) = 0, т.е. А0 i  A( f x ) .

4. Доказательство непосредственно вытекает из предыдущего утверждения данной 
леммы.

5. Рассмотрим произвольное Ао G М. Если Ао ф А(х),  то найдем такую функцию 
д G L^IR), что д(А0) ф 0, а дх  =  0. Тогда g ( f x  — х) = f (gx)  — дх  =  0, т.е. А0 ф A ( f  x  — х). 
С другой стороны, дня всех Ао G Л(;г) функция /  =  1 и дня произвольной функции 
д G L 1(M) такой, что д(Ао) ф 0, преобразование Фурье функции f  * д — д принимает вид 
f ( \ ) g ( \ )  — g( \ )  =  0 дня всех А в некоторой окрестности множества Л(;г), Таким образом, 
согласно предыдущему нуикту, g ( f  x  — x) =  0 и Ао ф A ( f  x  — x). Таким образом, дня всех 
A G R А ф A ( f  x  — х),  и, согласно первому утверждению данной леммы, f  x  — х  =  0.

6. Пусть /(А) =  А на некоторой окрестности U0(A(x)) = Uo спектра Бер.нинга А(х)  
вектора х. Рассмотрим функцию д G VE^M), такую, что д = —г на Uo- Тогда, интегрируя 
но частям, получим

д'х =  /  g '( t)T (—t)xdt = g( t )T(—1 ) ^ |^  +  iA  /  g( t ) T(—t)xdt  = i A ( g x ) .
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С учетом предыдущего свойства получаем, что д'х =  iA(gx)  = iA (—ix) =  А х . Напом­
ним, что дня преобразования Фурье функции д G L 1(M) с суммируемой производной 
справедливо равенство д'(А) =  гХд(Х). Таким образом, па множестве U0 спектра Бер- 
липга А(гг) имеет место равенство д'(А) =  iXg(X) =  А. Поскольку /(А) — д(А) =  0 в 
окрестности Uo спектра Берлипга А(х),  то ( /  — д')х  =  0, и f  x  = д'х = Ах.

7. Рассмотрим функцию Д  G L 1(M) такую, что Д(~) = z — X в некоторой окрестности 
U(A(x))  спектра Берлипга А(х) ,  тогда согласно предыдущим свойствам f \ x  = (А — 
Х1) х . Предположим, что А ф А(х)  и рассмотрим функцию д\  G L 1(M) такую, что дх =  
1 /Д . Применим функцию дх к вектору f \ x  и получим равенство g\ ( f \ x )  = (дх * f \ ) x .  
Применим преобразование Фурье к функции g \* f \  и получим (g \* f\Y '(z)  = gx(z)fx(z)  = 
1 дня всех л G U(A(x)) ,  таким образом, (дх * f \ ) x  = х. В силу коммутативности свертки 
получаем, что оператор Т(дх ) совпадает с R ( X , A ) па векторе х  при А ф А(х).  U 

Л ем м а 5. Д л я  произвольного множества М  С X  справедливо равенство

Н М ) = U  А(< фх,€ >) , ЩС < фх,€ >= Ш ’х) = £(Т ( Ф )  : R ^  с .  
х ем,£ел>

□  Пусть Ао ^ А( М) ,  тогда найдется такая функция /  G L 1(M), что /(Ао) ф 0, такая, 
что дня всех х  •: ,\/ f .r 0. Фиксируем произвольное h G М и применим к равенству 
f x  =  0 сначала оператор T ( h ), затем произвольный характер £ G X*. Получим, что 
дня произвольного £ G X* и дня всех х  G М  справедливо равенство <  f (T(h) :г),£ > = <  
T(h) ( f :г),£ > =  0 , таким образом, для произвольного £ G X* точка Ао ф А(< фх ,£ >) и 

U А ( < ф х , £ > ) с А ( М ) .
х ем^ех*

Обратно, если А0 G (J Л (<  фх,£ > ), то дня произвольного х  G М  и произволь-

пого £ G X* найдется такая функция /  G L 1(M), что /(А) /  0 и < фх,£ >  * /  =  0. 
Поскольку дня всех характеров £ G X* справедливо равенство

( < ф х , € >  *f ) (h)  = J  f ( t ) a T ( h - t ) ) x d t  = n J  f ( t ) T ( h ) T ( —t)xdt
R \ R

= <  T ( h ) ( f x ) ^  > = 0 ,

то из следствия 13 |6, глава II.3| теоремы Хаиа-Банаха о продолжении линейного функ­
ционала вытекает, что f x  =  0 и Ао ^ Л (гг) дня всех х  G М.  Ш

3. О пределение и основны е свойства локального спектра вектора. 
О пределение 2. Будем говорить, что замкнутый оператор А  : D (A ) С X  -> X  обла­

дает свойством однозначного распространения,, если д ля  любой голоморфной функции  
/  : U С С —> D (A ) из равенства (А — XI) f (X)  = 0, X G U, следует, что /  =  0.

О пределение 3. Пусть оператор А  : D (A ) С X  -> X  обладает свойством одно­
значного распространения, а х  £ X .  Множество точек Ао G С, д ля  которых существует
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открытая окрестность Uo =  С/(Ао) точки Ао и голоморфная функция  /  : Uo —> D (A ) 
такая, что /(A) G D(A) ,  А G Uo, и выиолиеио равенство (А — А /)/(А ) = х ,  A G Uo , 
называется локальным резольвентным, множеством вектора х  G X  и обозначается 
рА(х).

О пределение 4. Локальный спектр вектора х  G X  относительно оператора А  - это 
множество (7а(х) = С \ра(х).

Л ем м а 6. Справедливы следующие свойства:

1. (Та (х ) - замкнутое иодмиожество из (т(А).

2. Если A  G EndX , то сга(х) =  0 тогда и только тогда, когда х  =  0.

3 .  g a ( o i x  +  (Зу) С егд О ^) U сг а  ( у )  д л я  л ю б ы х  в е к т о р о в  х , у  G X .

4 . <7а ( В х )  С (т а {;х )  д л я  л ю б о г о  в е к т о р а  х  G X  и  л ю б о г о  о п е р а т о р а  В  G EndX , 
п е р е с т а н о в о ч н о г о  с  А  (т .е . B D ( A ) С D ( A ) и  А В  = В  А  д л я  л ю б о г о  х  G D(A)) .

□  1. Множество (Та {;х ) замкнуто по определению.
Пусть Ао ф v(A)-, тогда дня всех j  G I  и дня всех окрестностей [/(Ао) С р(А)  точки 

Ао найдется голоморфная функция / : [ / —> С, /(А) =  R(X, A)x.  Д ля такой функции 
/  будет справедливо равенство (А — А /)/(А ) =  х,  то есть А0 ф <уа(:х)- Следовательно, 
сгА(х) С а (А).

2. Пусть A  G EndX , Если х  = 0, то но свойству однозначного распространения 
дня всех A G С найдется голоморфная функция /  =  0, дня которой будет выполнено 
равенство (А — А /)/(А ) =  0 =  х.  т.е. A G Ра(х) и  ал(х)  =  0 .

Теперь, если ал(х)  = 0 , то Ра(х)  =  С и д л я  каждой Ао G С возможно будет 
найти такие окрестность [/(Ао) точки Ао и такую функцию /  : [/(Ао) —> D ( A ), что 
(А — А /)/(А ) =  х .  Поскольку A  G EndX , то дня всех А >  ||Д|| и дня всех х  G X  
справедливо равенство (А — А 1)(А — \1 )~ 1х  = х . В силу свойства однозначного рас­
пространения получаем, что /(А) =  R ( \ , A ) x  дня всех А > ||А||, поэтому имеет место
равенство lim ||/(А )|| =  0. По теореме Лиувилля |6, глава III.14| дня голоморфнойА—>-оо
функции получаем, что /  =  0. Из этого следует, что х  = 0.

3. Пусть Ао G C\(<jyi(;r)U<Tyi(y)), тогда существует такая окрестность [/(Ао) точки Ао и 
найдутся такие функции /  : [/(Ао) —> D ( A ) и g : [/(Ао) —> D ( A ) такие, что ( A - X I ) f ( X )  = 
х  , (A — XI)g(X) = у для всех A G U(А0). Тогда для всех A G U(А0) справедливо равенство 
(А — XI ) ( a f  (А) +  j3g(А)) =  а х  +  (Зу , то есть А0 G С \а А (а х  +  (Зу).

4. Пусть Ао G С\<тд(;г), тогда найдется некоторая окрестность [/(Ао) точки Ао и го­
ломорфная функция /  : [/(Ао) —> D(A)  такая, что (A — XI) f (X)  = х . Применим к обеим 
частям равенства оператор В  G EndX , перестановочный с оператором А  в указанном 
выше смысле. В  (А — А /)/(А ) =  В х . В силу перестановочности оператора В  с операто­
ром А  дня всех A G [/(Ао) получаем (A — XI ) Bf ( X)  = В х . Заметим, что функция B f ( X) 
голоморфна в окрестности [ /(А0), поэтому А0 G С\сга(Вх). Таким образом доказано, 
что аа(Вх)  С сга(х). U
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4. Об эквивалентности спектра Б ерлинга и локального спектра. Д ля дока­
зательства основного результата данной работы необходима следующая

Л ем м а 7. Пусть А  - генератор L 1 (Ш)-модуля ( Х , Т )  с изометрическим представле­
нием Т , тогда А  обладает свойством однозначного распространения.

□  Заметим, что поскольку оператор А  производит изометрическое представление, 
то его спектр .нежит па вещественной прямой. Доказательство леммы следует из на­
блюдения о том, что если р(А)  =  С, то оператор А  обладает свойством однозначного 
распространения. ■

Основным результатом данной работы является следующая
Т еорем а 1. Локальный сиектр (относительно генератора А  модуля ( Х , Т ) )  и сиектр 

Берлиига вектора х  G X  совпадают, т.е.

сга(х) =  Л (# ) .

□  Докажем сначала, что сга(х) С А(х).
Пусть Л0 ф А(х).  Положим s =  ^dist(A0, А(^)) и U0 =  {А G С : |А — А0| <  е}. 

Поскольку и 0Г\А(х) =  0, рассмотрим функцию g\ G L 1(M) такую, что g\(z)  =  (л —А)-1 в 
окрестности Л(;г), Согласно свойству 7 леммы 4 справедливо равенство д\ х  =  R(X, A)x,  
в том числе и на множестве Uo- Таким образом, найдена открытая окрестность Uo и 
голоморфная функция /  : U0 —>• D ( A ), /(А) =  дух = R(X, A) x ,  т.е. А0 ф сгд(;г).

Теперь докажем, что А(^) =  (Та{^х). Предположим, что А(^) ф (Ja{x) и  пусть Ао G 
A(^)\<jyi(rr). Рассмотрим функцию д G L 1(M) с компактным носителем преобразования 
Фурье и такую, что д(Ао) / О н  suppg П сга(х) =  0. Тогда дх ф 0, поскольку функция 
д имеет ненулевое преобразование Фурье на спектре Берлинга вектора х. С другой 
стороны, но доказанному ранее в данной теореме и свойству 3 леммы 4 справедливо 
включение ад(дх) С А(дх)  С supp дПЛ(;г) .  Из условий на функцию д получаем, что 
ал(дх)  =  0. Согласно утверждению 1 леммы 6 получаем, что дх  =  0 и Ао ф А(х),  что 
противоречит предположению. Следовательно, Л(;г) =  (Та(х). U
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Abstract. Two concepts of vectors’ spectrum in Banach L1(R)-modules are under consideration 
and their equivalence is proved.
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