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Аннотация. Пусть Т> единичный круг комплексной плоскости С. Аналитическая в Т> функ­
ция /  принадлежит классу Аа, если

[  (1 — \z\)a \f(z)\p dxdy <  +оо.
Jv

В настоящей работе доказывается, что для функций классов Аа дробный интеграл порядка j3 
в частных случаях может принадлежать классам Харди Нр. Пользуясь этими результатами 
приводятся два представления (соответственно для случаев 0 < р < 2 и 2 < р < о о )  функций 
классов Аа, которые в частном случае р =  2 совпадают с одним представлением функций 
класса а 1 , полученным М. М. Джрбашяном.
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1. Введение. Пусть Т) =  {л; |с| <  1} -  единичный круг комплексной плоскости С. 
Множество аналитических в круге Т) функций обозначим через Hol(D).  Далее пусть 
0 <  г <  1, 0 <  р <  оо , f  Е Hol(D)  и пусть

Mp ( r , f ) = ( - ^ - [  \f {гегв)\Р clt) , M o o ( r , / ) =  sup \f (r e te)\.
V^TT J 0 J  0 <в < 2ж

Скажем, что /  G Hol(D)  принадлежит классу Харди Н р, 0 <  р <  схэ, если

d& f
\\f\\Hp =  sup M p (r , f ) <  + o o .

0<r<l

Свойства функций классов Харди описаны в [1], [2]. Обозначим через А%, 0 <  р <  +схэ, 
— 1 <  а <  +схэ, множество тех функций / ,  /  G Hol(D)  для которых

А?, = (1 -\z\r\f(z )\p dA(z)\ <  + оо  .
\т>

где dA(z) =  7x~ldxdy =  Ti~lrdrd0 -  мера Лебега. Определим Ар =  А$ Классы А1̂ некото­
рыми специалистами называются классами Бергмана (см. например [3]). Функции этих 
классов были исследованы и М.М. Джрбашяном [4], который эти классы обозначил 
через Нр(а). Свойства этих классов описаны и в [5].
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В вышеуказанных работах [3], [4], [5] доказывается, что если /  G Ар , то

| 7 ^ Л -  _  | .| ) ( 2+ « ) / P  ’

OO
Пусть /3 >  0 и f ( z )  =  anzn G HolV.  Дробным интегралом порядка /3 функции /

»г=0
называется следующая функция:

ОО

Ы ~ )  =  Y  г (п +  1 +  /3)
п =О 4 7

anz , z £Т> .

В [6] доказано, что /[/з](~) G Hol(D).  Взяв /3 =  из теоремы F  работы [7] получаем, 
что если f  (~) 'у ' cinZn G 4̂̂ , то /'|м | (л) G Д2р. Известно, что (см. [6]) Нр С Др("+2).

2. Основные результаты.

Т еор ем а  1. Если f ( z ) =  '}2,anzn G Д^, 0 <  р <  2, а- >  —1, то функция

H z ) =  r ( Z ± l  +  l ) j r , - * ------------ а „ ; \  |~| <  1
V р > t S  Г (2±1 +  1 +  „ )

принадлежит классу Н р.

В случае 2 <  р <  +оо, взяв /3 =  1 также доказывается, что дробный интеграл
порядка /3 функции / ,  /  G Д^ принадлежит классу Н р т.е. справедливо следующее 
утверждение.

ОО
Теорема 2. Если f ( z ) =  anzn G Д^, 2 <  р <  +оо, а >  —1, то

В Д  =  ^ —    /  (! “  p f ,Lf(p~)dp = У 2~]—г~г—  ------------------------ (2)
Р /  Г (г±|=1 +  1 +  » )

принадлежит классу Н р.

В работах [3], [4], [5] доказано, что если /  G Apa) 1 <  р <  +оо, а >  — 1, то /  имеет 
следующий вид

1 2тг
^  1 + а  i f / 1 ^  / ( р е^ ) л л
/ W  =  — ] J ( l - r) (1 -  •

»г=0

1 Г п!

о о

М.М. Джрбашяном в [4] (см. также [5]) дано еще одно представление функций класса
А2, а >  - 1:
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Теорема 3. (М.М. Джрбашян). Если /  G А 2а, а >  — 1, то

1

h(z) =  J ( l -  p ) ^ f ( p z ) d p ,  |с| <  1 
о

принадлежит классу Н 2, a f ( z )  имеет следующее интегральное представление:

3+а * 
2

В частном случае a  =  0 это утверждение доказано М.В. Келдышем [8]. Пользуясь 
результатами теорем 1 и 2, далее удалось получить интегральные представления типа
(3) для функций классов Ара) 0 <  р <  +оо, а > — 1.

ОО

Теорема 4. Пусть f ( z )  =  anzn G Ара, 0 <  р <  2, а >  —1. Тогда f ( z )  допускает
п =О

следующ ее интегральное представление

2тг . Л.

f ( z )  =  -  Г h (е } сЮ

где

1 СУ

о

1
h{z) = --------  /  (1 -  р) v f(pz)dp =

Р о

/  Q'  +  1 \  n\  1 1 1
=  Г  hi > — т------------------r-anz , с < 1

V р ; ^ г ( 2 ± 1  +  1 + п '

ОО

Теорема 5. Пусть f ( z )  =  an~n G А1̂, 2 <  р <  +оо, a >  —1. Тогда f ( z )  имеет
п =О

следующее интегральное представление

2тг J

где

2тг
/ w  =  J_ Г h М  м

2р-\-ск— 1 )
(1 — e~iez) р

/ф )  =     I (1 -  р) р 1 f(pz)dp =  Р
^ /  ^ г ( 2 ± | ^  +  1 +  /гЛ

1 о о  р +  ^  ,,,
,п



r ( l  +  n ) - r ( ^ ± i  +  l )

Г ( l  +  п +  ^

когда п —> +оо. Следовательно по лемме 1.1 работы [9], действительно дробный инте­
грал h.(z) принадлежит классу Н р. U

Доказательство теоремы 2. Сначала докажем справедливость равенства (2). Легко 
заметить, что
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3. Доказательство теорем.
Доказательство теоремы 1. Пользуясь формулой Стирлинга, нетрудно убедиться, что

_  а+1
~  п  Р ,

h(z) =
Т) (У — ]_ (* ol—1 Т) 01 — ]_ х—л (* а—1
Р +  а Р +  а / р п( 1 - р )  —  dp =

Р

IX— -L

(1 -  р) v f{pz)dp

р +  а — 1 
Р

о
ОО

Р »г=0

»г=0
п +

р +  а — 1

р +  а — 1 
Р

Р

оо р

Е
»г=0

anz =  

( е + ^ 1 )  Г („  +  1)

Г

ОО Р

Е
»г=0 Г  (  Р ± 2 = 1  +  1  +  п

a„z

Таким образом равенство (2) доказано. В случае р =  2 принадлежность функции h(z) 
классу Н 2 доказана в [4]. Пусть р >  2 и пусть л =  гегв. Пользуясь неравенством Гельдера 
легко видеть, что

1 В Д Г  <  ( Р +  "  ду  (  У (1 -  Р Т  | /  ( г р е “>)\” ф
у

(1 — p)~pclp

где q -  такое число, что -  +  -  =  1. Значит

1ВДГ <
р +  Q'  —  1

р
( !  -  р )" |/ (rpe^)|Pdp (1 — р) р- 1 dp

р - 1

Откуда, так как р >  2 получаем

1

|ВДГ <  <?• / ( 1  - р ) "  |/ (rpe^)|p d0
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где С  зависит только от р и а. Пользуясь последним неравенством будем иметь

2тг 2тг 1

h (гегв) \ ав <  С  • /  /  (1 -  р)а | /  (грегв) \Р dpcW
о о

2тг
Теперь, так как f  |/ (t.e%e) | d9 является монотонно возрастающей функцией от t и /  Е 

о
Ар , легко заметить что

г-2тг
h { r e w)\ d 9 < C -  \\f\\pAP

Доказательство теоремы 4. Сначала докажем справедливость равенства (4). Легко 
видеть, что

~  1
О! 1

h(z) = ------------------------ / (1 — р) р 1 pndp =
Р п =О

»г=0

Б  f /г +  1
Q' +  1 “  Г (2 ± i )  Г(1 +  п)

р 7^0 г  ( 2±1 +  1 +  п
a„z =

«  r ( ^  +  l ) r ( l  +  n)

h o  г  ( ^  + 1 + п

a„z

Таким образом равенство (4) доказано. Из биномиальной теоремы имеем

1 °° т ( ^  +  1 +  к)
1 -  5 ]  Л  " '---------е - м ; к

(1 — е~гв z )
о ; —|— 1 I -I —1-1 а.=о Г М  +  1 )Г (1  +  А:)

Пользуясь этим равенством нетрудно убедиться, что

h(eie)d0
2тг 

 ̂ Г

2тг о ; —|— 1 I -I

(1 — e~iez) р

Г 2тг

2тг

“  г (  +  1) Г(1 +  п ) 00 Г ( q±1 +  1 +  к
£  - Ц ---------- У ^  Л  р .---------------e-*kezk

(  Oi-\-1

п=0 Г ( 2±i +  1 +  П к=О Г («±1 +  i )  Г (1 +  fc)

^2 anzn =  f ( z )
n=0
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Доказательство теоремы 5. Из биномиальной теоремы имеем

оо р

(1 — e~iez)
2р-\-а — 1 Е

к=О

f  2 р + а — 1
V Р

Пользуясь этим равенством, получаем

2тг
1 Г h(e%e)d9 

2tv
о

2р-\-а— 1
(1 — e~iez ) р

Г ( Г(1 +  к)
e - i k e z k _

2тг
1

2тг

ОО Р 2 р + а —1
Р

Г(1 +  п)

п=О р  I 2р + а - 1 
Р

П
а„.е

оо
гпв ^   ̂ __

п =О Г

Г 2 р + а —1
Р

к

2р + а —1 
Р

Г(1 +  к)
de

Е
п=О&п% №  •

З аклю чени е. В статье доказано, что для 0 < р < 2 ,  а >  — 1 дробный интеграл 
порядка /3 =  аналитической функции класса принадлежит классу Н р. Для 
случая же 2 < р < + о о , а > —1 доказано, что аналогичное утверждение верно при /3 =  
р+р~ ■ Пользуясь этими утверждениями, получены представления функций классов А%, 
соответственно для случая 0 <  р <  2 и случая 2 <  р <  +оо. Оба эти представления при 
р =  2 совпадают с уже известным представлением функций классов А 2а
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ON THE REPRESENTATION OF A CLASS 
OF FUNCTIONS ANALYTIC IN THE UNIT CIRCLE

R.V. Dallakyan
State Engineering University of Armenia,

Teryan St., 105-12, Yerevan, Armenia, e-mail: dallakyan57@mail.ru

Abstract. Let V  be the unit circle on the complex plane C. A function /  being analytic in V  
belongs to the class if

f  (1 — \z\)a \f(z)\p dxdy <  +oo.
Jv

We show that, the fractional integral of order [3 of functions from the class may belong in some 
cases to Hardy’s classes Hp. Using this result, we obtain two representations (for cases 0 < p <  2 
and 2 < p < oo, respectively) of functions from classes A„,  which coincide in the particular case 
p =  2 with the representation obtained by M.M. Djrbashyan for the class A2.

Key words: Classes of functions Hp and A„, fractional integral of order f3.
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