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Kapitel �

Einleitung

Sokrates der alte Greis
Sagte oft in tiefen Sorgen�
Ach wieviel ist doch verborgen�
Was man immer noch nicht wei��
Wilhelm Busch

Die klassische Hamilton�Mechanik erweckt auf den ersten Blick den Eindruck� ein geschlos�
sen formuliertes und gut bekanntes Feld der theoretischen Physik zu sein� in dem keine
grundlegenden Fragen mehr zu beantworten sind� Bereits am Ende des 
�� Jahrhunderts
zeigte Poincar�e jedoch� da� die kanonische St�orungsreihe f�ur ein leicht gest�ortes� zuvor inte�
grables Hamilton�System im allgemeinen divergiert �
�� weil die Nenner der Expansionsko�
e�zienten zu Null konvergieren ��Problem der kleinen Nenner��� Erst mit der Entwicklung
der superkonvergenten St�orungstheorie und dem Beweis des KAM�Theorems durch Kol�
mogorov� Arnold und Moser �
�
��
���� wurde klar� da� bei moderaten St�orungen doch
ein endlicher Anteil der invarianten Tori im Phasenraum nahezu unver�andert bleibt� wo�
hingegen das zugeh�orige Komplement Anla� zu chaotischer Dynamik gibt ��� 	�� In Folge
entwickelte sich ein neues Feld der klassischen Mechanik� dessen rasante Entwicklung sich
bis heute fortsetzt � die Erforschung chaotischer Hamilton�Systeme�

Chaotische Dynamik zeichnet sich durch eine sensitive Abh�angigkeit von den Anfangsbe�
dingungen aus� d�h� die Trajektorien zweier in�nitesimal unterschiedlicher Anfangsbedin�
gungen entfernen sich unter der Dynamik exponentiell schnell voneinander� wobei die Rate
der Separation durch den Lyapunov�Exponenten gegeben ist� Das KAM�Theorem bildet ei�
ne Br�ucke zwischen den Extremen integrabler bzw� voll chaotischer Hamilton�Systeme� Im
Kern besagt es� da� der Phasenraum eines integrablen Systems f�ur kleine St�orungen nicht
sofort zu einer strukturlosen chaotischen See mutiert� sondern da� ein endlicher Anteil der
invarianten Tori mit hinreichend irrationaler Windungszahl in deformierter Form erhalten
bleibt� aber von Bereichen chaotischer Bewegung umgeben ist� Ein solcher gemischter Pha�
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senraum� in dem Bereiche regul�arer und chaotischer Dynamik koexistieren� ist sogar der
typische Fall eines Hamilton�Systems ���� Korrelationsfunktionen zerfallen in diesen Syste�
men charakteristischerweise algebraisch langsam im Gegensatz zu den analogen Gr�o�en
im voll chaotischen System� die �ublicherweise exponentiell schnell zerfallen� Das promi�
nenteste Beispiel f�ur solch eine Gr�o�e ist die Wahrscheinlichkeit P �t�� da� eine chaotische
Trajektorie mindestens eine Zeit t in der N�ahe der Inseln regul�arer Bewegung bleibt� Diese
Funktion zerf�allt im gemischten Phasenraum gem�a� P �t� � t�� � Die Frage� ob und wie man
den Exponenten � direkt aus der selbst�ahnlichen Struktur des gemischten Phasenraums
entnehmen kann� ist in diesem Kontext die wohl wichtigste und umstrittenste Frage� F�ur
den Spezialfall einer exakt renormierbaren Phasenraumstruktur� die einen KAM�Torus mit
Windungszahl des goldenen Schnitts �g � �

p

� 
��� approximiert� konnte � � 	 vorher�

gesagt werden �
� ��� wof�ur k�urzlich auch numerische Unterst�utzung vorgelegt wurde ����
Wie im Rahmen dieser Arbeit gezeigt wird� basieren jedoch sowohl die Vorhersage als auch
die numerische Unterst�utzung auf fehlerhaften Annahmen ���� Diese Untersuchung legt den
Schlu� nahe� da� � eine stark systemspezi�sche Gr�o�e ist und i�a� nicht mit den bisherigen
vereinfachten Renormierungsargumenten vorhergesagt werden kann�

Neben einer Erforschung der klassischen Mechanik chaotischer Systeme� hat im Verlauf
der letzten beiden Jahrzehnte das Interesse an der Quantenmechanik chaotischer Dynamik
stark zugenommen� Grund daf�ur ist das vollst�andige Fehlen einer chaotischen Quantendy�
namik als Konsequenz der Unsch�arferelation� Sie konterkariert den Begri� von in�nitesimal
benachbarten Anfangsbedingungen� so da� die Quantendynamik klassisch chaotischer Sy�
steme keine sensitive Abh�angigkeit von den Anfangsbedingungen zeigen kann� vielmehr
mittelt man quantenmechanisch �uber eine unendliche Menge von benachbarten Anfangs�
bedingungen� Gleichwohl stellt sich in Anbetracht des Korrespondenzprinzips die Frage
nach Quantensignaturen klassisch chaotischer Dynamik� Die eigentliche De�nition des For�
schungsgebiets Quantenchaos ist somit die Suche nach Quantensignaturen der klassisch
chaotischen Dynamik im semiklassischen Limes� Vielf�altige Fortschritte im Verst�andnis
von Quantenchaos konnten insbesondere f�ur voll chaotische Systeme erzielt werden �siehe
z�B� ��� und dortige Referenzen�� Die Suche nach Quantensignaturen der viel typischeren
Systeme mit gemischtem Phasenraum steckt aber nach wie vor in den Kinderschuhen� da
sie bereits klassisch eine sehr komplexe Dynamik zeigen� �Uberdies wurde in den meisten
quantenmechanischen Untersuchungen angenommen� da� der gemischte Phasenraum als
�Uberlagerung zweier unabh�angiger Komponenten �chaotische und regul�are Region� an�
gesehen werden kann� was der hierarchischen Anordnung der Inseln regul�arer Dynamik
keinerlei Rechnung tr�agt� Insbesondere kann man mit dieser Vereinfachung auch keine
Quantene�ekte des typischen Merkmals gemischter Phasenr�aume beobachten� dem alge�
braischen Zerfall von P �t�� der wesentlich von der komplexen Struktur des Phasenraums
abh�angt�

Eine der wenigen bekannten Quantensignaturen gemischter Phasenr�aume� die auch die
hierarchische Anordnung der regul�aren Inseln einbezieht� ist die semiklassische Vorhersage
fraktaler Leitwert�uktuationen �
�� als Funktion eines Parameters �Energie oder Magnet�



�

feld�� Der Vorhersage folgend� determiniert der algebraische Abfall P �t� � t�� die fraktale
Dimension D � ����� der reproduzierbaren Leitwert�uktuationen� deren Existenz und Ei�
genschaften experimentell �

�
�� und numerisch �
	� veri�ziert werden konnten� In j�ungsten
numerischen Untersuchungen �
�� wurde jedoch noch ein zweiter Typ Leitwert�uktuationen
in diesen Systemen beobachtet� der sich nicht mit der semiklassischen Theorie beschreiben
l�a�t� n�amlich eine glatte Leitwertkurve mit isolierten� scharfen Resonanzen� Die Varianz
der Leitwertinkremente zeigte in diesen Untersuchungen unterhalb des mittleren Niveau�
abstandes ein Potenzgesetz� dessen Exponent nahe am Wert des klassischen � lag� Diese
Beobachtung ist umso erstaunlicher� als die Quantenmechanik das klassische Verhalten nur
f�ur Zeiten nachahmen kann� die �uber die Energie�Zeit�Unsch�arfe mit Energien oberhalb des
mittleren Niveauabstandes verbunden sind� Das r�atselhafte Auftreten des klassischen Ex�
ponenten �� sowie die Existenz zweier Typen von Leitwert�uktuationen zeigt� da� selbst
dieser Aspekt gemischter Systeme noch weitergehende Forschung erfordert�

In dieser Arbeit werden einige sehr grundlegende Quantensignaturen gemischter Pha�
senr�aume untersucht� n�amlich das Auftreten und die Quanti�zierung einer neuen Klas�
se von hierarchischen Eigenzust�anden �

�� sowie ihr Ein�u� auf die statistischen Eigen�
schaften von Spektrum und Eigenfunktionen� Neben einem qualitativen und quantitativen
Verst�andnis der Quantenmechanik gemischter Systeme� bieten die in diesem Kontext eben�
falls erhaltenen Ergebnisse f�ur o�ene Quantensysteme mit gemischten Phasenraum einen
Erkl�arungsansatz f�ur das Auftreten der beiden oben zitierten Leitwert�uktuationen �
���

Von gleicher Wichtigkeit wie die eben genannten grundlegenden Fragestellungen ist der
Bezug vollst�andig chaotischer Dynamik zu festk�orperphysikalischen Fragestellungen� Bei�
spielsweise zeigt sich� da� sich die klassisch di�usive Dynamik einiger voll chaotischer Sy�
steme nicht notwendig auf das Quantensystem �ubertragen mu�� Vielmehr beobachtet man
Lokalisierungse�ekte� die rein quantenmechanischer Natur sind� Solche kontraintuitiven
Befunde erinnern stark an das Verhalten der Anderson�Modelle� die ein Paradigma der
Festk�orperphysik ungeordneter Systeme sind� Eindimensionale bzw� quasi�eindimensionale
Modelle dieser Klasse zeigen ebenfalls trotz ihres klassisch di�usiven Verhaltens f�ur jede
noch so geringe Unordnung exponentiell lokalisierte Eigenfunktionen �
�� und verhalten
sich dementsprechend im Limes unendlich gro�er Proben immer wie Isolatoren� Wie von
Fishman� Grempel und Prange gezeigt werden konnte �
��� lassen sich chaotische Systeme
zu einem gewissen Grad auf diese Anderson�Modelle abbilden� so da� die quantenmechani�
sche Unterdr�uckung des klassischen Chaos �uber die Anderson�Lokalisierung erkl�art werden
kann�

Der �uberwiegende Teil der Untersuchungen zu ungeordneten bzw� chaotischen Systemen
mit Lokalisierung befa�te sich mit den Grenzf�allen reiner Symmetrieklassen wie z�B er�
haltener Zeitumkehrinvarianz� F�ur ungeordnete quasi�eindimensionale Systeme r�uckte in
j�ungster Zeit aber immer mehr die Frage nach Lokalisierungs� und Fluktuationseigenschaf�
ten bei zunehmender Brechung der Zeitumkehrinvarianz in das Zentrum des Interesses�
was experimentell z�B� mit d�unnen Dr�ahten im Magnetfeld untersucht werden kann� Die�
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se Fragestellung wurde insbesondere deshalb attraktiv� weil es erstmals mit Hilfe super�
symmetrischer Techniken m�oglich war� die Lokalisierungsl�angen von Eigenzust�anden bei
schwach gebrochener Zeitumkehrinvarianz analytisch zu berechnen �
���
� und auch er�
ste Experimente bei tiefen Temperaturen ���� �	� f�ur diesen �Ubergangsbereich verf�ugbar
waren� W�ahrend allerdings die supersymmetrischen Vorhersagen das spontane Auftreten
zweier charakteristischer Lokalisierungsl�angen bei schwach gebrochener Zeitumkehrinva�
rianz fordern� legen Experiment und erste numerische Untersuchungen ���� die kontinu�
ierliche Vergr�o�erung einer charakteristischen Lokalisierungsl�ange nahe� Die Kontroverse
um die beiden qualitativ sehr unterschiedlichen Skalierungsgesetze wird in dieser Arbeit
eindeutig zugunsten der einparametrigen Skalierung entschieden ��
�� Weiterhin werden
die asymptotische Einh�ullende eines zeitevolvierten Wellenpaktes angegeben� sowie des�
sen Fluktuationseigenschaften um diese Einh�ullende untersucht� die einige Forderungen
an eine zuk�unftige vollst�andige Beschreibung der Lokalisierung bei schwach gebrochener
Zeitumkehrinvarianz stellen�

Ein weitere Aspekt ungeordneter Systeme ist die Vergleichbarkeit der lokalisierten Eigen�
zust�ande eindimensionaler und quasi�eindimensionaler Proben� W�ahrend eine gemeinsame
Grobstruktur auf Skalen mehrerer Lokalisierungsl�angen im vollkommen feldfreien Fall ge�
sichert ist ����� stellt sich die Frage� ob diese Vergleichbarkeit z�B� auch beim Anlegen
eines statischen elektrischen Feldes erhalten bleibt� W�ahrend man bei perfekten Kristallen
mit statischem elektrischen Feld aufgrund der Bloch�Oszillationen keinen makroskopischen
Strom erh�alt� ist das Verhalten ungeordneter Proben im elektrischen Feld gekennzeich�
net durch ein subtiles Wechselspiel der Anderson� und der Wannier�Stark�Lokalisierung�
Unter gewissen Voraussetzungen zeigen solche Systeme �Uberg�ange von exponentiell zu fak�
toriell lokalisierten Wellenfunktionen� wobei es keineswegs klar ist� ob die Eigenzust�ande
eindimensionaler Proben vergleichbar sind mit Eigenzust�anden quasi�eindimensionaler Sy�
steme� Mit Hilfe einer Skalierungsuntersuchung mehrerer Lokalisierungsma�e wird diese
Frage in der vorliegenden Arbeit eindeutig positiv beantwortet ���� und damit eine wich�
tige konzeptuelle L�ucke in der Vergleichbarkeit ungeordneter eindimensionaler und quasi�
eindimensionaler Systeme geschlossen�

Der Aufbau dieser Arbeit ist wie folgt� Im zweiten Kapitel werden Grundlagen zu chao�
tischen Hamilton�Systemen und deren Quantensignaturen referiert� sowie das notwendi�
ge Handwerkszeug f�ur die nachfolgenden Untersuchungen bereitgestellt� In diesem Zuge
werden zwei gekickte Modellsysteme explizit vorgestellt� die f�ur die numerischen Unter�
suchungen herangezogen werden� In diesem Kontext wird auch das Langzeitverhalten der
kumulativen Statistik von Aufenthaltszeiten P �t� im Spezialfall eines exakt skalierbaren
gemischten Phasenraums untersucht� das von den renomierungstheoretischen Vorhersagen
deutlich abweicht ���� Das dritte Kapitel besch�aftigt sich mit Quantensignaturen gemisch�
ter Phasenr�aume� wobei zun�achst geschlossene Systeme im Mittelpunkt stehen� Der Fokus
liegt dabei auf der Einf�uhrung und Charakterisierung einer neuen Klasse hierarchischer
Eigenzust�ande� die anschlie�end mit Hilfe eines analytisch zug�anglichen Modells qualitativ
und quantitativ erkl�art werden �

�� Im Anschlu� erfolgt die Einf�uhrung absorbierender



��

Randbedingungen und die detailierte Untersuchung der so erhaltenen o�enen Quantensy�
steme mit gemischtem Phasenraum �
��� Das vierte Kapitel vollzieht den Schwenk zu voll
chaotischen Systemen und deren lokalisierten Eigenzust�anden� Das Hauptaugenmerk wird
dabei auf der Untersuchung von Lokalisierungsl�angen und Fluktuationseigenschaften in
quasi�eindimensionalen Systemen bei zunehmender Brechung der Zeitumkehrinvarianz lie�
gen ��
�� Daran schlie�t sich im f�unften Kapitel die Untersuchung eines Isolator�Isolator�
�Ubergangs an� den man in ungeordneten eindimensionalen Systemen mit statischem elek�
trischem Feld �ndet ����� Das sechste Kapitel fa�t die zentralen Ergebnisse der Arbeit
zusammen�
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Kapitel �

Grundlagen

Ziel dieses Kapitels ist es� eine kurze Einf�uhrung in das Verhalten von Hamilton�Systemen
vom integrablen bis zum voll chaotischen Limes zu geben� wobei Systeme mit gemisch�
tem Phasenraum im Zentrum des Interesses stehen� Nach einer kurzen Zusammenstellung
der wichtigsten Aspekte der klassischen Mechanik� erfolgt die Vorstellung der numerisch
besonders einfach zu behandelnden gekickten Modellsysteme� Im Rahmen der expliziten
Behandlung zweier beispielhafter Abbildungen dieser Klasse� wird auch ein erstes Ergeb�
nis dieser Arbeit vorgestellt� das rein klassischer Natur ist ���� Darauf aufbauend werden
anschlie�end typische Gr�o�en und De�nitionen eingef�uhrt� die �ublicherweise zur Untersu�
chung von Quantensignaturen klassisch chaotischer Dynamik herangezogen werden�

��� Hamiltonsche Mechanik

����� Integrable Systeme

Hamiltonsche Systeme zeichnen sich durch die Eigenschaft aus� da� all ihre Zwangsbedin�
gungen holonom sind und infolgedessen alle dynamische Information einer einzigen Funk�
tion H� der Hamilton�Funktion� entnommen werden kann� Ein Hamilton�System hat d
Freiheitsgrade� wenn H nur von d kanonisch konjugierten Variablenpaaren abh�angt�� Den
d verallgemeinerten Orten qi und den d dazu kanonisch konjugierten verallgemeinerten Im�
pulsen pi� Die Achsen der �d kanonisch konjugierten Variablen spannen den Phasenraum
auf� in dem jeder Punkt einem Bewegungzustand des Systems entspricht� Die Dynamik im

�Ohne Einschr�ankung der Allgemeinheit sei hier eine autonome Hamilton�Funktion angenommen� deren
Gesamtenergie eine Erhaltungsgr�o�e ist� denn durch eine einfache Variablentransformation kann jedes
nicht�autonome dynamische System auf ein autonomes zur�uckgef�uhrt werden�
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Phasenraum kann man zum einen durch direkte Integration der hamiltonschen Gleichungen

�pi � � �

�qi
H � �fpi� Hg �qi �

�

�pi
H � fqi� Hg i � 
� � � � � d ���
�

f�ur einzelne Orbits studieren� Eleganter und ad�aquater f�ur einen sp�ateren Vergleich mit
der Quantenmechanik ist jedoch die Formulierung mit Hilfe der Liouville�Gleichung

�

�t
�cl � fH� �clg � d

dt
�cl � � � �����

die das Konzept der Phasenraumdichte �cl nutzt� Die Kontinuit�atsgleichung ����� be�
schreibt die Erhaltung des Phasenraumvolumens unter einer hamiltonschen Dynamik� was
eine direkte Konsequenz der symplektischen Struktur des Phasenraums ist� Die Poisson�
Klammern in obigen Gleichungen sind dabei wie �ublich de�niert als

fF�Gg �
dX
i��

�F

�qi

�G

�pi
� �F

�pi

�G

�qi
� ���	�

Im einfachsten Falle existieren in einem Hamilton�System neben der Energie noch wei�
tere d � 
 Erhaltungsgr�o�en �z�B� der Drehimpuls�� so da� H nach einer kanonischen
Transformation nur noch von einem vollst�andigen Satz Wirkungs� und Winkelvariablen
�I��� � �I�� � � � � Id� 	�� � � � � 	d� abh�angt� Diese Variablen haben die besondere Eigenschaft�
da� die Wirkungen Ii gerade die Konstanten der Bewegung beschreiben und mithin zeit�
lich konstant sind� fIi� Hg � �� Weiterhin stehen die Wirkungen in Involution� d�h� f�ur
alle i �� j gilt fIi� Ijg � �� Die Hamilton�Funktion h�angt damit nur noch linear von
den zyklischen Winkelvariablen � ab� und die Dynamik im Phasenraum l�a�t sich ohne
Einschr�ankung der Allgemeinheit auf einen d�dimensionalen Torus S��I��� ����S��Id� be�
schr�anken� Jeder m�ogliche Bewegungszustand des Systems ist in dieser Darstellung durch
einen Satz von d Kreisfrequenzen 	�� ���� 	d charakterisiert� mit der die irreduziblen 
�Tori
S��Ii� durchlaufen werden� Die Vereinigung aller periodischen Orbits� deren Kennzeichen
ein rationales Verh�altnis der Kreisfrequenzen ist� bildet die Menge der sog� resonanten To�
ri im Phasenraum� Quasiperiodische Trajektorien hingegen zeichnen sich durch irrationale
Frequenzverh�altnisse aus und bilden im Phasenraum das Komplement zu den resonanten
Tori � die sog� nicht�resonanten Tori� Existiert eine kanonische Transformation auf einen
vollst�andigen Satz von Wirkungs� und Winkelvariablen� so hei�t das Hamilton�System
integrabel� O�ensichtlich sind eindimensionale autonome Hamilton�Systeme aufgrund der
Energieerhaltung integrabel�

����� Poincar	e
Schnitte

Meist ist ein Hamilton�System� das es zu untersuchen gilt� so hochdimensional� da� eine
direkte Veranschaulichung des Phasenraums nicht mehr m�oglich ist� Schon ein autonomes
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a)

Poincaré-SchnittebenePoincaré-Schnittebene

b) c)

Abbildung ���� Konstruktion eines Poincar�e�Schnittes f�ur ein System mit zwei Freiheitsgraden�

a� Ein periodischer Orbit mit Frequenzen �� � �� � ��� auf dem ��Torus� b� Der Orbit aus a	

erzeugt auf der Poincar�e�Schnittebene drei Punkte
 die auf einem invarianten Kreis liegen� c� Ein

quasiperiodischer Orbit f�ullt einen invarianten Kreis der Poincar�e�Schnittebene dicht aus�

System mit zwei Freiheitsgraden l�a�t sich durch Ausbeutung der Energieerhaltung i�a� nur
auf einen 	�dimensionalen Phasenraum reduzieren� dessen graphische Aufbereitung bereits
problematisch ist� Um dennoch ein qualitatives Bild der Dynamik zu erhalten� ist es �ublich�
sog� Poincar�e�Schnitte zu betrachten� Typischerweise handelt es sich dabei um zweidimen�
sionale Schnitte durch den hochdimensionalen Phasenraum� Die Dynamik eines autonomen
Hamilton�Systems mit zwei Freiheitsgraden �q�� p��� �q�� p�� kann z�B� unter Ausnutzung
der Energieerhaltung und einer Einschr�ankung wie p� � � auf eine stroboskopische Ab�
bildung in der zweidimensionalen Ebene reduziert werden � einen Poincar�e�Schnitt �siehe
Abb� ��
�� Die stroboskopische Abbildung� die jedem Punkt des Poincar�e�Schnitts sei�
nen Nachfolger zuordnet� hei�t Poincar�e�Abbildung und ist aufgrund der hamiltonschen
Dynamik ��achentreu� Fixpunkte bzw� periodische Orbits manifestieren sich in Poincar�e�
Schnitten als endliche Punktmengen� deren Elemente dynamisch miteinander verbunden
sind� Quasiperiodische Bewegung stellt sich dagegen als Torusschnitt dar� w�ahrend chaoti�
sches Verhalten eine �See� von irregul�aren Punkten hervorruft� Besonders einfach erh�alt man
einen Poincar�e�Schnitt im Falle getriebener Systeme mit einem Freiheitsgrad �z�B� gekickte
Systeme�� Hier reicht es vollkommen aus� eine stroboskopische Abbildung einzuf�uhren� die
den Bewegungszustand nur an vielfachen der Antriebsperiode 
 darstellt�

����� Vom integrablen zum chaotischen Phasenraum

Sobald es keinen vollst�andigen Satz von Wirkungs� und Winkelvariablen mehr gibt� mit
dessen Hilfe man die Dynamik auf einen d�dimensionalen Torus beschr�anken kann� ist das
System nicht mehr integrabel� Inwieweit sich das qualitative Verhalten des Systems beim
�Ubergang von Integrabilit�at zur Nichtintegrabilit�at �andert� ist Gegenstand der folgenden
Theoreme� die in leicht abgewandelter Form aus Referenz ��� entnommen wurden� und auf
die f�ur eine detailiertere Darstellung verwiesen sei�
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KAM
Theorem �Kolmogorov� Arnold� Moser�

Ist ein integrables Hamilton�System H��I� nicht entartet� d�h�

det

������H�

�I�

���� �� � �

dann werden unter einer hinreichend kleinen St�orung �H� die meisten nicht�
resonanten Tori nicht zerst�ort� sondern nur etwas verformt� Im Phasenraum
des gest�orten Systems H � H� � �H� windet sich um diese deformierten KAM�
Tori eine dichte Menge von Integralkurven der Dynamik mit einem vollst�andi�
gen Satz von Wirkungs� und Winkelvariablen� F�ur die Menge der KAM�Tori
existiert eine Funktion c���� so da�

�
K�ZZd j� �Kj � c���jKj�� mit lim

���
c��� � � �����

gilt� F�ur Systeme mit zwei Freiheitsgraden vereinfacht sich diese Bedingung zu�

�p�q�ZZ
����	�	� � p

q

���� � c���

jqj��� � ���
�

Ist die St�orung klein� so ist das Ma� des Komplements der KAM�Tori ebenfalls
klein�

Die Bedingungen ���������
� sichern� da� nur nicht�resonante Tori mit hinreichend inkom�
mensurablen Frequenzen unzerst�ort bleiben� Ohne auf die spezi�sche Natur von c��� ein�
gehen zu m�ussen� l�a�t sich mit Hilfe eines zahlentheoretischen Arguments eine qualitative
Antwort auf die Frage geben� in welcher Reihenfolge nicht�resonante Tori zerst�ort werden�
Jedes reelle Verh�altnis r � 	��	� von Windungszahlen l�a�t sich als Kettenbruch der Form

r � a� �



a� �



a� �



a� � � � �

�� �a� a�� a�� a�� � � � � �����

schreiben� Rationale Zahlen haben damit per de�nitionem eine endliche Kettenbruchent�
wicklung� irrationale Zahlen immer eine unendliche Sequenz� Je langsamer die Konvergenz
der Sequenz ist� desto irrationaler die Zahl und desto sp�ater zerbricht ein KAM�Torus�
Jede endliche N�aherung der Sequenz� die nur die ersten n Glieder beachtet� wird als Ap�
proximand n�ter Ordnung bezeichnet� O�ensichtlich beschreibt �
� 
� 
� � � � � die irrationalste
Zahl� den goldenen Schnitt �g � �

p

 � 
���� dessen Approximanden die Quotienten auf�

einanderfolgender Glieder der Fibonacci�Folge sind� Die stabilsten KAM�Tori sollten dem�
nach irrationale Windungsverh�altnisse aufweisen� deren Kettenbruchentwicklung in einer
Sequenz von Einsen endet�
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KAM-Torus

Elliptischer Fixp.

Hyperbolischer Fixp.

Abbildung ���� Resonante Tori gehen f�ur wachsende St�orung des integrablen Systems in eine

alternierende Kette von elliptischen und hyperbolischen Fixpunkten �uber� Nicht�resonante Tori

bleiben bei hinreichender Inkommensurabilit�at ihrer Windungszahlen als KAM�Tori erhalten�

Ebenfalls gezeigt sind die homoklinen B�undel
 die der Keim chaotischer Dynamik sind�

Poincar�e
Birkho�
Theorem

Sei eine ��achentreue hom�oomorphe Abbildung eines planaren Kreisrings auf
sich selbst gegeben� Werden die beiden Randkreise des Rings in gegens�atzlichem
Drehsinn abgebildet� so hat die Abbildung mind� � Fixpunkte�

Wendet man dieses Theorem und seine Folgerungen auf die oben eingef�uhrte Poincar�e�
Abbildung an� so folgt daraus� da� ein resonanter Torus von H� mit Periode q� der zwi�
schen zwei nicht�resonanten Tori mit unterschiedlichem Drehsinn lag� bei Einf�uhrung der
St�orung �H� auf �qk �k 	 ZZ� Fixpunkte abgebildet wird� die alternierend elliptisch �stabil�
und hyperbolisch �instabil� sind� Jeder der elliptischen Fixpunkte ist wiederum umgeben
von KAM�Tori und zerbrochenen resonanten Tori� die ihrerseits wieder in elliptische und
hyperbolische Fixpunkte zerbrochen sind� usw� Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten
jedes dieser hyperbolischen Fixpunkte schneiden einander beliebig oft in sog� homoklinen
Punkten� d�urfen sich selbst aber nie schneiden� Das entstehende homokline B�undel mu�
weiterhin der Fl�achentreue der Poincar�e�Abbildung Rechnung tragen� so da� ein un�uber�
schaubares Wirrwarr von Schlaufen der Mannigfaltigkeiten entsteht �siehe Abb� ����� Die
Umgebung der hyperbolischen Fixpunkte ist somit verantwortlich f�ur das Entstehen chao�
tischer Bewegung�

Die beiden Theoreme zeigen� da� zwar f�ur jede St�orst�arke � � � alle resonanten Tori
in eine abz�ahlbare Menge von Fixpunkten zerfallen� die �uberabz�ahlbare Menge der nicht�
resonanten Tori aber zum �uberwiegenden Teil in deformierter Form erhalten bleibt� Bei hin�
reichend kleiner St�orung sieht der Phasenraum von H also immer noch aus wie derjenige des
ungest�orten Systems H�� da lediglich die Menge der resonanten Tori mit beliebig kleinem
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d)

c)

e)

b)a)

Abbildung ���� Typischer Phasenraum eines a� �fast	 integrablen
 b� gemischten
 c� voll chaoti�

schen Systems� Sukzessive Vergr�o�erungen des gemischten Phasenraums sind in d� und e� gezeigt�

Lebesgue�Ma� ver�andert wurde� Ein beispielhafter Poincar�e�Schnitt f�ur diesen Sachverhalt
ist in Abb� ��	a gezeigt� Mit steigender St�orst�arke � verschwinden immer mehr KAM�Tori
und die Lagen chaotischer Dynamik um die hyperbolischen Fixpunkte vergr�o�ern sich� So�
bald ein hinreichend gro�er Anteil der nicht�resonanten Tori zert�ort ist� beobachtet man
das typische Bild eines gemischten Phasenraums wie er in Abb� ��	b gezeigt ist� Die ellip�
tischen Fixpunkte sind von unzerst�orten KAM�Tori umgeben und bilden Inseln regul�arer
Bewegung� die in einem Meer chaotischer Dynamik liegen� Um jede der sichtbaren Inseln
herum liegt wiederum ein Kranz elliptischer Fixpunkte mit umrundenden KAM�Tori� so
da� sich eine herunterskalierende Hierarchie von Inseln ergibt �siehe Vergr�o�erungen in
Abb� ��	d�e�� Erst wenn die St�orung so gro� geworden ist� da� alle nicht�resonanten To�
ri zerst�ort sind� erh�alt man das zur Integrabilit�at entgegengesetzte Extrem ! den voll
chaotischen Phasenraum �Abb� ��	c�� Hier herrscht nun f�ur fast jede Anfangsbedingung�

sensitive Abh�angigkeit von den Anfangsbedingungen� d�h� der Phasenraum besteht fast
nur noch aus chaotischer See�

����� Charakteristika gemischter Phasenr�aume

Meist ist der Parameterbereich� in dem man gemischte Phasenr�aume beobachtet� nicht
auf den G�ultigkeitsbereich des KAM�Theorems beschr�ankt� das nur eine obere Schranke
f�ur die St�orst�arke angibt� bis zu der die Phasenr�aume von H und H� vergleichbar sind�

�Diese Einschr�ankung ber�ucksichtigt die Existenz der im Phasenraum dicht liegenden instabilen peri�
odischen Orbits� die eine Menge vom Lebesgue�Ma� Null bilden�
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Abbildung ���� a� Skizze eines gemischten Phasenraums mit chaotischer See
 KAM�Tori und

umgebenden partiellen Transportbarrieren �z�B� Cantori	
 die zu einer Hierarchie chaotischer Re�

gionen f�uhren� b� Skizze zum Transport �uber einen Cantorus
 wobei die invarianten Kurven C�

das auszutauschende Phasenraumvolumen 
W einschlie�en� Aufgrund der �Ahnlichkeit des Trans�

portvorgangs mit einem Drehkreuz
 wird 
W auch als Turnstile bezeichnet�

Ein gemischter Phasenraum ist vielmehr der typische Fall eines Hamilton�Systems ��� und
existiert meist �uber einen sehr gro�en Bereich der St�orung� was auch an untenstehenden
Beispielen der Standard� und Separatrixabbildung deutlich wird�

Der o�ensichtliche Unterschied eines gemischten Phasenraums zu integrablen oder voll
chaotischen Systemen� manifestiert sich in der Existenz einer selbst�ahnlichen Abfolge von
Inselstrukturen auf immer kleineren Skalen �Abb� ��	�� Daneben existiert weiterhin eine
herunterskalierende Hierarchie von chaotischen Regionen um diese Inseln herum� deren Ver�
einigung die chaotische invariante Menge bildet� Das bedeutet� da� jede Trajektorie� die
einen Punkt in einer zusammenh�angenden� chaotischen invarianten Menge hat� komplett
in dieser Menge liegt und fast alle Trajektorien dieser Art� die Menge im Limes t 
 �
ausf�ullen� Die chaotischen Regionen sind allerdings durch partielle Transportbarrieren ge�
trennt� die eine freie Bewegung der Trajektorien innerhalb der chaotischen invarianten
Menge behindern� Die Natur der partiellen Transportbarrieren ist vielf�altig� Es kann sich
dabei z�B� um Cantori� d�h� zu Cantor�Mengen zerfallene KAM�Tori� oder stabile und insta�
bile Mannigfaltigkeiten handeln ����		�� Eine vereinfachte Skizze dieser Strukturierung des
Phasenraums ist in Abb� ���a gezeigt� wobei der Einfachheit halber eine eindimensionale
Hierarchie von Regionen angenommen wurde� Im folgenden soll der Phasenraumtrans�
port durch Cantori am Beispiel diskreter ��achentreuer Abbildungen� z�B� einer Poincar�e�
Abbildung� veranschaulicht werden �f�ur Details siehe �	���� da vieles darauf hindeutet� da�
dies der dominante Mechanismus f�ur das H�angenbleiben chaotischer Trajektorien ist�

Sei ein invarianter KAM�Torus einer ��achentreuen AbbildungM�K� gegeben� dessen Win�
dungsverh�altnis r hinreichend irrational ist� um erst f�ur Parameterwerte K � Kc zerst�ort
zu werden� Anders als der Zerfall resonanter Tori in eine endliche Menge von Fixpunkten�
bildet solch ein zerst�orter KAM�Torus f�ur K � Kc eine instabile l�ochrige invariante Menge
� einen Cantorus �	
� 	��� Die Existenz eines einzigen Lochs in diesem fraktalen Gebilde
hat aufgrund der irrationalen Windungszahl eine unendliche Menge von L�ucken zur Folge�
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P(t)

~t−1.5~e−t/3.3 Abbildung ���� Zerfall von P �t	

f�ur ein voll chaotisches und ein ge�

mischtes System� Zum besseren Ver�

gleich sind Fits gem�a� ����	 gestri�

chelt eingezeichnet�

die im einfachsten Falle durch t�fache Iteration einer �gr�o�ten� L�ucke L��� hervorgehen��
Sei nun C�t� eine glatte Kurve� die die Endpunkte der L�ucke L�t� � MtL��� verbindet�
Dann sind durch

C� � lim
t���

M�tC�t� �����

zwei invariante glatte Verbindungskurven der Endpunkte von L��� gegeben� Sie k�onnen
nicht identisch sein� da sie sonst die L�ucke schl�ossen und ein invarianter Torus ohne
L�ucken entst�unde� was wegen K � Kc unm�oglich ist� Somit sind C�� C� unterschiedlich
und schlie�en ein Phasenraumvolumen "W ein� das in einer Iteration der Abbildung M
�uber den Cantorus transportiert wird �Abb� ���b�� Der Transport des Phasenraumvolu�
mens "W erinnert stark an die Funktionsweise eines Drehkreuzes� dessen Achse der ho�
mokline Punkt C� �C� ist� weshalb "W auch als Turnstile bezeichnet wird�� Eine Skizze
der eben beschriebenen Konstruktion ist in Abb� ���b gezeigt� Im Verlauf der weiteren Un�
tersuchungen kommt es zwar nicht auf die spezielle Natur der partiellen Transportbarrieren
an� jedoch wird immer wieder auf die Anschauung des Turnstile�Bildes verwiesen�

Ein Charakteristikum gemischter Phasenr�aume ist der algebraisch langsame Zerfall von
Korrelationsfunktionen� der eine direkte Konsequenz der oben genannten partiellen Trans�
portbarrieren ist� Das wohl prominenteste Beispiel daf�ur ist die kumulative Statistik von
Aufenthaltszeiten P �t�� die angibt� mit welcher Wahrscheinlichkeit sich eine chaotische Tra�
jektorie l�anger als eine Zeit t in der N�ahe der Inseln regul�arer Bewegung aufh�alt� In voll
chaotischen Systemen de�niert man P �t� hingegen als die Wahrscheinlichkeit� mit der eine
chaotische Trajektorie l�anger als eine Zeit t in einem beliebig gew�ahlten� makroskopischen
Phasenraumvolumen verbleibt� W�ahrend P �t� in Systemen mit gemischtem Phasenraum

�Im allgemeinen Fall existiert mehr als nur eine Familie von L�ucken�
�Nat�urlich hat jede Familie von L�ucken ihren eigenen Turnstile und auch die Anzahl der homoklinen

Punkte mu� nicht notwendig Eins sein� wie dies in Abb� ���b suggeriert wird�
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Abbildung ��	� Schematische Darstellung f�ur das H�angenbleiben chaotischer Trajektorien im ge�

mischten Phasenraum� Der Ast f��� � � � g des Entscheidungsbaumes beschreibt das Erkunden der

Hierarchie chaotischer Regionen um eine zentrale Insel �linksstehende Skizze	
 der Ast f��� � � � g
repr�asentiert das Erkunden der chaotischen Bereiche um Nebeninseln ��Insel um Insel um Insel�


rechtsstehender Poincar�e�Schnitt mit Vergr�o�erungen	�

einen einen algebraischen Abfall zeigt� zerf�allt das Pendant im voll chaotischen Fall expo�
nentiell �Abb� ��
��

P �t� �
�

e�t chaotisch

t�� � � 
 gemischt
�����

Die Einschr�ankung � � 
 sorgt dabei f�ur eine endliche mittlere Aufenthaltszeit der Tra�
jektorien in der N�ahe der regul�aren Inseln �		�� Um P �t� zu messen ist es am einfachsten�
eine Menge chaotischer Trajektorien zu starten und alle Orbits zu entfernen� deren Phasen�
raumkoordinaten au�erhalb eines zuvor de�nierten Fensters liegen� W�ahrend dieses Fenster
im gemischten Phasenraum zweckm�a�igerweise um Inseln regul�arer Bewegung gelegt wird�
kann im voll chaotischen Fall jedes beliebige Fenster herangezogen werden�

Der algebraische Zerfall von P �t� im gemischten Phasenraum wurde erstmals 
��
 von
Chirikov und Shepelyansky untersucht �	�� und ist eine direkte Folge der oben genannten
partiellen Transportbarrieren� Trajektorien� die zuf�allig in die Hierarchie chaotischer Re�
gionen um die Inseln regul�arer Dynamik geraten� werden dort z�B� durch Cantori an einem
schnellen Verlassen dieses Bereichs gehindert� Sie geraten durch die chaotische Dynamik
ggf� noch tiefer in die hierarchische Abfolge chaotischer Regionen� aus der sie sich erst nach
und nach befreien� Die Konsequenz ist ein sehr langes H�angenbleiben von Trajektorien in
der N�ahe regul�arer Inseln� was Anla� zum algebraischen Zerfall von P �t� mit einem sy�
stemspezi�schen Exponenten gibt� wobei meist � 
 � gilt� Die selbst�ahnliche Struktur eines
gemischten Phasenraums bietet dabei vielf�altige M�oglichkeiten f�ur das H�angenbleiben chao�
tischer Trajektorien� was in Abb� ��� schematisch dargestellt ist� Gem�a� der vereinfachten
Darstellung in Abb� ���a kann die Trajektorie zum einen die Hierarchie chaotischer Regio�
nen um eine zentrale Insel regul�arer Bewegung erkunden� was mit einer Sequenz f


 � � �g
bezeichnet sei� Wie anhand Abb� ��	b�d�e ersichtlich ist� existiert weiterhin um jede zentrale
Insel eine umgebende kleinere Inselkette� die ihrerseits wiederum von partiellen Transport�
barrieren umgeben sind� Eine chaotische Trajektorie kann somit auch entlang des Weges
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�Insel um Insel um Insel���� in einen zweiten Ast der Hierarchie chaotischer Regionen ge�
langen� was mit der Sequenz f��� � � �g bezeichnet sei� Man kann damit die Erkundung der
gesamten chaotischen invarianten Menge mit einem Entscheidungsbaum �Cayley�Baum�
Bethe�Gitter� beschreiben� an dessen Knoten man jeweils die Wahl hat� sich der zentra�
len Insel weiter zu n�ahern oder in die chaotische Region der umrundenden Inselkette zu
springen �Abb� ����� Welcher dieser beiden Mechanismen den dominanten Beitrag zum
H�angenbleiben chaotischer Trajektorien liefert� ist a priori nicht klar und h�angt stark von
der Struktur des Phasenraums ab� Der dynamisch dominante Beitrag kann von Fall zu Fall
durch unterschiedliche �Aste des Entscheidungsbaumes repr�asentiert sein �siehe Diskussion
in Kap� ��
�
�
�� so da� es bisher nicht m�oglich ist� den Exponenten � vorherzusagen�

����
 Gekickte Modellsysteme

Wie bereits erw�ahnt� kann ein autonomes Hamilton�System mit einem Freiheitsgrad aus
Energieerhaltungsgr�unden und Eindeutigkeit der zum Phasenraum�u� geh�orenden Inte�
gralkurven kein Chaos zeigen� Die einfachste M�oglichkeit eine chaotische Hamilton�Funktion
zu konstruieren sind daher gekickte Systeme der Form

H�q� p� � T �p� � V �q�
��X

n���
��t� n
� � �����

F�ur Zeiten t �� 
n� n 	 IIN ist die Bewegung insofern trivial� als der Impuls konstant bleibt
und sich der Ort linear in der Zeit �andert� denn das Potential wirkt nur zu vielfachen Zeiten
einer Periode 
 � Prominente Vertreter der gekickten Systeme sind der gekickte Kreisel �	���
das gekickte Harper�Modell� das ein F�ulle quantenmechanischer Besonderheiten wie z�B�
fraktale Spektren zu bieten hat �siehe �	����� und dortige Referenzen�� sowie die Standard�
und die Separatrixabbildung �siehe Abschnitte ��
�
�
 und ��
�
����

F�ur einen Poincar�e�Schnitt bietet es sich an� die stroboskopische Abbildung zu Zeiten t �

n� n 	 IIN heranzuziehen� Setzt man der Einfachheit halber 
 � 
� berechnet die hamil�
tonschen Gleichungen und integriert diese �uber eine Periode von n
 nach �n�
�
 � so erh�alt
man eine stroboskopische Abbildung der Form

pn�� � pn � �V

�q

����
qn

qn�� � qn �
�T

�p

����
pn��

� ���
��

O�ensichtlich ist diese Abbildung im Falle periodischer q auf dem Zylinder S��IR de�niert
und numerisch sehr angenehm� da sie leicht iteriert werden kann� F�ur periodische T �p�
kann die stroboskopische Abbildung ���
�� auch durch Erzwingen periodischer R�ander
in Impulsrichtung auf einen Torus reduziert werden� Sowohl V �q� als auch T �p� k�onnen
noch parametrisch von weiteren Variablen abh�angen� mit deren Hilfe man den Grad der
Chaotizit�at der Abbildung einstellen kann�
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������� Die Standardabbildung

Setzt man in Glg� ����� die kinetische Energie und das Potential

T �p� �
p�

�m
bzw� V �q� �

K

�����
cos���q� ���

�

ein� so beschreibt die Hamilton�Funktion einen Rotator� dem periodisch ein Kick aus einer
festen Richtung gegeben wird� Daraus erkl�art sich auch der Name gekickter Rotator f�ur
dieses System� F�ur m � 
 erh�alt man aus Glg� ���
�� und ���

� die Standardabbildung ��
�
���

pn�� � pn �
K

��
sin���qn� qn�� � qn � pn�� � ���
��

die erstmals von Boris Chirikov als Modell f�ur die Dynamik von Teilchen in Beschleuni�
gern eingef�uhrt wurde� weshalb sie manchmal auch die Bezeichnung Chirikov�Abbildung
tr�agt� Sie wurde seit ihrer Einf�uhrung intensiv untersucht� da sie numerisch leicht zu be�
handeln ist� jedoch auch experimentell mit Hilfe kalter Atome in einer optischen Falle
realisiert werden kann ��	�� �Uberdies zeigt sie eine F�ulle typischer Eigenschaften von �teil�
weise� chaotischen Hamilton�Systemen� Unter Variation der Kickst�arke K kann man das
KAM�Szenario sehr gut studieren �Abb� ���a�� bevor bei Kc 
 ����
�	
���	
 der letzte
��goldene�� KAM�Torus zerbricht �Abb� ���b�� Im anschlie�enden Bereich K � Kc erkennt
man noch f�ur Werte von K 
 
 Inseln regul�arer Dynamik �Abb� ���c�� Erst bei K 
 ���
treten neue Ph�anomene auf� die sog� Beschleunigermoden� die in den folgenden Untersu�
chungen wegen ihres superdi�usiven Verhaltens ausgeklammert werden� Da man aber selbst
f�ur noch gr�o�ere K immer wieder Inseln im Phasenraum beobachtet� scheint es der gene�
rische Fall zu sein� da� dieses System einen gemischten Phasenraum zeigt� auch wenn das
KAM�Theorem schon lange nicht mehr g�ultig ist� Selbstverst�andlich kann die Abbildung
auch in symmetrischer Form geschrieben werden �Anhang B�
�� d�h� eine Symmetrisierung
im Kick oder in der freien Entwicklung des Rotors� erfolgen�

F�ur die kritische Kickst�arke K � Kc existiert eine interessante Vorhersage f�ur den Ex�
ponenten des algebraischen Zerfalls P �t� � t��� Die Approximation des letzten� goldenen
KAM�Torus mit kleiner werdenden Inselketten� deren Periodizit�at durch die Glieder der
Fibonacci�Folge gegeben sind �prinzipielle Resonanzen�	� erlaubt eine exakte Renormierung
der �goldenen� Inselhierarchie �
�� Unter der Annahme� da� das H�angenbleiben chaotischer
Trajektorien im wesentlichen durch diese prinzipiellen Resonanzen dominiert wird� kann
mit Hilfe renormierungstheoretischer Argumente die Vorhersage � � 	 f�ur den asympto�
tischen Zerfall von P �t� abgeleitet werden �
� ��� Erst in j�ungster Zeit erhoben Chirikov

�Diese Symmetrisierung wurde in Abb� ��	 zugrundegelegt�
�Diese prinzipiellen Resonanzen liegen alternierend ober� und unterhalb des goldenen Torus� In den

hier vorgestellten numerischen Untersuchungen wurde der Einfachheit halber nur eine der beiden Seiten
behandelt 
Abb� �����
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Abbildung ��
� Poincar�e�Schnitte der symmetrisierten Standardabbildung f�ur a� K � ���
 b�

K � Kc
 c� K � ��

und Shepelyansky den Anspruch� diese Vorhersage erstmals numerisch veri�ziert zu ha�
ben ���� In allen vorangegangenen Untersuchungen beobachtete man immer Exponenten�
die deutlich kleiner als � � 	 waren� was z�T� als Folge eines H�angenbleibens an nicht�
prinzipiellen Resonanzen gewertet wurde �	��� Die Autoren von ��� argumentieren jedoch�
da� dieses sehr lange transiente Verhalten letztendlich doch in den vorhergesagten Zer�
fall �ubergeht� den sie mit numerischer Hilfe zu P �t� 
 ��
 � 
��� t�� f�ur Zeiten t � 
�


absch�atzten� Dabei zogen sie jedoch nicht das numerisch bestimmte P �t� heran� da dieses
f�ur Zeiten t � 
�
 statistisch wenig signi�kant war� Vielmehr starteten sie viele Trajek�
torien in der N�ahe der hyperbolischen Fixpunkte der prinzipiellen Resonanzen und ap�
proximierten P �t� mit der Statistik �uber die Zeiten� die jene Trajektorien brauchten� um
die Linie p � ��
 bzw� p � � zu kreuzen� Diese Approximation erlaubte letztendlich die
Absch�atzung von P �t� im Bereich t 	 �
�
� 
���� was zu obigem Gesetz f�uhrte und er�
laubte gleichzeitig eine Absch�atzung� welche prinzipielle Resonanz zu einem bestimmten
Zeitpunkt den Hauptbeitrag zum H�angenbleiben liefert �Abb� �����

Die verwendete Methode erscheint allerdings �au�erst zweifelhaft� da sie nur die Hierar�
chie der prinzipiellen Resonanzen des goldenen Torus beachtet� wohingegen die komplexe
selbst�ahnliche Struktur des Phasenraums vielf�altige M�oglichkeiten f�ur das H�angenbleiben
einer chaotischen Trajektorie bietet �siehe Kap� ��
���� Tats�achlich zeigt das echte� nu�
merisch aufwendig ermittelte P �t� eine deutliche Abweichung vom vorhergesagten Verlauf
�Abb� ���a� und best�atigt damit� da� der dynamisch wichtigste Mechanismus f�ur P �t� nicht
von der renormierbaren Inselapproximation des goldenen Torus herr�uhrt� Diese Interpre�
tation wird zus�atzlich gest�utzt durch eine Inspektion der Trajektorien� die mind� t 
 
��

in der hierarchischen Struktur h�angenbleiben �Abb� ���b�� Dazu entfaltet man zweckm�a�i�
gerweise die Inselketten in der N�ahe des goldenen Torus mit einer Spline�Kurve� so da� die
prinzipiellen Resonanzen auf einer gerade Linie liegen und tr�agt weiterhin den Abstand
dieser Inseln vom goldenen Torus logarithmisch auf� Betrachtet man in dieser Auftragung
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit einer chaotischen Trajektorie w�ahrend sie in der Hierar�
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Abbildung ���� a� Das numerisch ermitteltes P �t	 der Standardabbildung �K � Kc	 weicht

deutlich vom vorhergesagten kubischen Zerfallsverhalten �strichpunktierte Linie	 ab� Die Qua�

drate bezeichnen die in ��� ermittelten numerischen Daten mit Verweis auf die Periode der zu�

geh�origen prinzipiellen Resonanzen� Die gestrichelt eingetragenen Potenzgesetze beschreiben den

fr�uhen algebraischen Zerfall approximativ� b� Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im entfalteten

Phasenraum �siehe Text	 f�ur zwei exemplarische Trajektorien mit Aufenthaltszeiten � ��� als

Grau�Skala� Die Projektion der Wahrscheinlichkeiten auf die Achse
 die den Abstand zum gol�

denen Torus angibt
 zeigt
 an welcher Stelle die Trajektorie am l�angsten verbleibt
 wobei Pfeile

die Positionen der prinzipiellen Resonanzen angeben� Die untere Trajektorie entspricht dem in ���

vorhergesagten Typus
 der am l�angsten in der N�ahe der prinzipiellen Resonanzen mit Periode ���

und ��� h�angenbleibt� Die viel h�au�gere Klasse der oberen Trajektorie zeigt jedoch ein funda�

mental anderes Verhalten und ist verantwortlich f�ur die Abweichungen vom kubischen Zerfall�

chie umherwandert� so zeigt nur ein kleiner Anteil der lange gefangenenen Trajektorien ein
H�angenbleiben an den prinzipiellen Resonanzen� die nach ��� zu diesem Zeitpunkt beitra�
gen sollten� Der �uberwiegende Anteil der lange gefangenen Trajektorien wird von anderen
Strukturen am Verlassen der Hierarchie gehindert� Damit ist der Nachweis erbracht� da�
die verwendete Methode in ��� nicht zur Absch�atzung des asymptotischen Verlaufs von P �t�
herangezogen werden kann� und da� die prinzipiellen Resonanzen nur zum geringen Teil
f�ur das Auftreten langer Aufenthaltszeiten in der Hierarchie chaotischer Regionen verant�
wortlich sind� Zieht man den Cayley�Entscheidungsbaum �Abb� ���� heran� stellt nicht die
Sequenz f


 � � �g den dynamisch wichtigsten Ast dar� sondern einer der anderen �Aste ist
f�ur den asymptotischen Verlauf von P �t� verantwortlich�
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Abbildung ���� Typischer gemischter

Phasenraum der Separatrixabbildung

�� � ����
 r � ���
 K � �	�

������� Die Separatrixabbildung

Analog wie die Standardabbildung l�a�t sich die sog� Separatrixabbildung ��
���� ableiten�
Mit den De�nitionen

T �p� � � 


��

�
p ln

�
��jpj
r

�

�
� p

�
V �q� �

K

���
cos���q� ���
	�

ergibt sich diese stroboskopische Abbildung zu

pn�� � pn �
K

��
sin���qn� qn�� � qn � 


��
ln

� j��pn��j
r

�
���
��

Sie beschreibt vereinfacht das Verhalten eines chaotischen Pendels in der N�ahe der Sepa�
ratrix� was sich auch in ihren Namen widerspiegelt� Sie geht ebenfalls auf Boris Chirikov
zur�uck� der sie erstmalig untersuchte� Ein typischer Phasenraum der Separatrix�Abbildung
ist in Abb� ��� gezeigt�

Eine Besonderheit der Separatrixabbildung bei den verwendeten Parametern �
 � 	���� r �
���� K � 
� ist ein �ahnliches Skalierungsverhalten wie es schon in der Standardabbildung
bei der kritischen Kickst�arke beobachtet wurde� Mit einer analogen Argumentation wie
f�ur die Standardabbildung ist es m�oglich den Zerfallsexponenten � 
 ��	 der algebraisch
zerfallenden kumulativen Aufenthaltswahrscheinlichkeit P �t� � t�� vorherzusagen �����
Diese Vorhersage stimmt f�ur t � 
�	 sehr gut mit der numerischen Beobachtung �uberein�
wenn auch hier� wie schon in der Standardabbildung� nicht klar ist� ob tats�achlich der auf
Dauer wichtigste Mechanismus des algebraischen H�angenbleibens behandelt wird� Da aber
der vorhergesagt Exponent ��	 recht klein ist� und sich im Limes t 
 � der kleinste
Exponent im Zerfall von P �t� durchsetzen sollte� kann es sehr wohl sein� da� hier die
Renormierung den dynamisch wichtigsten Mechanismus beschreibt� F�ur alle numerischen
Untersuchungen an der Separatrixabbildung werden im folgenden immer die Parameter

 � 	���� r � ���� K � 
 gew�ahlt�
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��� Quantenmechanik

Da es aufgrund der Unsch�arferelation in der Quantenmechanik keinen Trajektorienbegri�
gibt und damit kein Pendant zur sensitiven Abh�angigkeit zweier in�nitesimal benachbart
gestarter Orbits existiert� scheint der Term Chaos im Zusammenhang mit Quantenmecha�
nik keinen rechten Sinn zu machen� Das Korrespondenzprinzip verlangt aber f�ur � 
 ��
da� die Quantenmechanik in die klassischen Bewegungsgleichungen �ubergeht� so da� man
gleichwohl mit Recht nach Signaturen des klassischen Chaos in der Quantentheorie fragen
kann� Im folgenden sollen daher zun�achst Quantensignaturen von klassisch voll chaotischen
Systemen vorgestellt werden� Daran schlie�t sich eine einf�uhrende Diskussion �uber Quan�
tensignaturen von Systemen mit gemischtem Phasenraum an� die in Kap� 	 im Zentrum des
Interesses stehen� Das Kapitel endet mit der Quantisierung der in Kap� ��
�
 vorgestellten
gekickten Abbildungen�

����� Quantensignaturen chaotischer Dynamik

Viele im Quantenchaos untersuchte Gr�o�en stammen urspr�unglich aus der Kernphysik�
genauer der Kernspektroskopie� Bei der Untersuchung von Zerfallsspektren schwerer Ker�
ne stellte man z�B� fest� da� die Spektren zwar unregelm�a�ig aussahen� aber keineswegs
die statistischen Eigenschaften uniform verteilter Zufallszahlen hatten� In solch einem Fall
h�atte man f�ur die Abstandsverteilungen zwischen zwei Kernniveaus i und i � n � 
� nach
geeigneter Entfaltung des Spektrums mit der lokalen Zustandsdichte� Statistiken der fol�
genden Form erhalten m�ussen ��
��

p�n� s� �
sne�s

n#
� ���

�

Insbesondere w�are die Abstandsverteilung n�achster Nachbarn p��� s� eine reine Poisson�
Verteilung gewesen� was sich nicht mit experimentellen Daten zur Deckung bringen lie��
Da aber auch keine vereinfachten mikroskopischen Modelle zur Bestimmung der Niveaus
bekannt waren �meist existierten im Sinne des Kern�Schalenmodells keine guten Quan�
tenzahlen mehr�� schlug Wigner 
�

 ein Ensemble von Hamilton�Matrizen vor� das der
maximalen Unkenntnis des mikroskopischen Systems Rechnung tragen sollte ����� Die Ein�
tr�age dieser Hamilton�Matrizen sollten gau�verteilte Zufallszahlen sein� und neben der Her�
mitizit�at sollten lediglich grundlegenden Symmetrien wie z�B� die Zeitumkehrinvarianz im
Aufbau der Matrix ber�ucksichtigt werden� Im Falle eines spinlosen Systems mit Zeitumkeh�
rinvarianz erh�alt man so das reelle Ensemble der gau�schen orthogonalen Matrizen �GOE��
im Falle gebrochener Zeitumkehrinvarianz das komplex�hermitesche� gau�sche unit�are En�
semble �GUE�� Mit Hilfe von �� ��Matrizen erh�alt man analytisch einen Ausdruck f�ur die
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Verteilung p��� s� im Falle von GOE und GUE� die sog� Wigner�Vermutung �	���

p��� s� � as�e�bs
�

�� a� b �

�

� �

�
� �
�

GOE

�� ��
��
� �
�

GUE
� ���
��

Die Werte f�ur a� b erh�alt man aus den Normierungsbedingungen
R
p��� s�ds � 
 undR

sp��� s�ds � 
� Die Verteilungen ���
�� zeigten trotz ihres stark vereinfachenden Ur�
sprungs eine erstaunliche �Ubereinstimmung mit den experimentell gewonnenen Daten�
Insbesondere zeigt Glg� ���
�� die lineare �GOE� bzw� quadratische �GUE� Absto�ung
n�achstbenachbarter Energieniveaus� wohingegen Glg� ���

� eine Anh�aufung von Niveaus
vorhersagt �Abb� ��
�a�� Eine weitere Ausarbeitung der Zufallsmatrizen�Theorie im Li�
mes unendlich gro�er Matrizen �random matrix theory� RMT� durch Wigner� Dyson und
Mehta ���� sollte sich als analytisch anspruchsvoll erweisen� erbrachte aber neben einer
Korrektur der Verteilungen ���
�� um lediglich �$ eine F�ulle weiterer spektraler Ma�e
�Anhang A�	��

Die RMT�Modellierung erweist sich auch im Kontext dynamischer Systeme mit klassisch
voll entwickeltem Chaos als sehr fruchtbar� Wie oben beschrieben entsteht hamiltonsches
Chaos durch das Fehlen mindestens einer Konstante der Bewegung� so da� auch hier im
Extremfall bis auf die Energieerhaltung maximale Unkenntnis �uber das System vorliegt�
�Ahnlich wie in der Kernspektroskopie kann man also die GOE%GUE�Matrizen zur Model�
lierung des Spektrums heranziehen und folglich Spektren mit Niveauabsto�ung erwarten�
Tats�achlich f�uhrt der Verlust von zyklischen Variablen der klassischen Hamilton�Funktion
in der Quantenmechanik zu einem Verlust guter Quantenzahlen� Damit geht einher� da� die
Operatoren einiger Observablen �z�B� Drehimpulsoperator� nicht mehr mit dem Hamilton�
Operator vertauschen� was zur Aufhebung von Entartungen f�uhrt� Unter Variation der
St�orung bewegen sich die Niveaus daher zwar aufeinander zu� k�onnen sich aber nicht kreu�
zen� Diese vermiedenen Kreuzungen spiegeln die Niveauabsto�ung wider und machen das
Spektrum steif� wie dies auch von der RMT vorhergesagt wird� In zahllosen numerischen
und experimentellen Untersuchungen hat sich gezeigt� da� Spektren von voll chaotischen
Systemen sehr gut durch die Vorhersagen der RMT beschrieben werden� was zuerst von
Bohigas� Giannoni und Schmit postuliert und numerisch best�atigt wurde ����� Trotz der
vielf�altigen Best�atigungen ist die Bohigas�Giannoni�Schmit�Vermutung noch nicht mathe�
matisch bewiesen� wird aber allgemein als richtig angesehen�

Das zweite Extrem vollkommen integrabler Systeme wird sehr gut durch Glg� ���

� be�
schrieben� was von Berry und Tabor ���� auf ein sicheres mathematisches Fundament ge�
stellt wurde� In ihre Argumentation geht als wesentlicher Punkt ein� da� integrable Eigen�
zust�ande im Sinne der EBK�Quantisierung �
�� behandelt werden k�onnen und folglich auf
invarianten Tori im Phasenraum lokalisiert sind
� Ihr �Uberlapp bzw� ihre Wechselwirkung
miteinander ist daher verschwindend� so da� es den Anschein hat als w�are das Spektrum

�Diese Aussage versteht sich in einer angemessenen Repr�asentation der Eigenfunktionen wie z�B� der
Husimi�Darstellung 
Anhang A�
��
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Abbildung ���
� a� Vergleich von p��� s	 f�ur Poisson�
 GOE� und GUE�Spektren b� Vertei�

lungsfunktionen p�y	 f�ur GOE und GUE�

zuf�allig gew�urfelt worden� woraus sich die Verteilungen ���

� ergeben� Diese Verbindung
von spektralen Eigenschaften mit Lokalisierungseigenschaften von Wellenfunktionen r�uckt
eine weitere zentrale Fragestellung in den Vordergrund ! die nach den statistischen Ei�
genschaften der Eigenzust�ande�

Folgt man den Vorhersagen der RMT� die spektrale Eigenschaften o�enbar so gut be�
schreibt� dann sollten die Eigenfunktionen chaotischer Systeme ausgedehnt sein und gleiche
statistische Eigenschaften haben wie die Eigenvektoren von RMT�Matrizen� Eine g�angige
Gr�o�e zur Untersuchung dieser Vermutung ist die Projektion der Eigenfunktionen chaoti�
scher Systeme auf eine typische Basis� wie z�B� die Eigenfunktionen jni des Ortsoperators�
Tats�achlich zeigen die daraus abgeleiteten Absolutquadrate y� � jhnj��ij� nach geeigneter
Normierung �hyi � 
� gute �Ubereinstimmung mit folgenden RMT�Statistiken �	��� die in
Abb� ��
�b dargestellt sind�

p�y� �

�
e�y��p
��y

GOE

e�y GUE
� ���
��

Die �Ubereinstimmung experimenteller und numerischer Daten mit diesen Verteilungen�

impliziert� da� die Eigenzust�ande klassisch chaotischer Systeme uniform �uber den Pha�
senraum verschmiert sind und lediglich gau�sche Fluktuationen zeigen� Das ber�uhmte
Shnirelman�Theorem� das den Begri� der Quantenergodizit�at de�niert� spiegelt eine ma�
thematisch pr�azisere Version dieser Folgerung wider� Es sei hier der Vollst�andigkeit halber
leicht verk�urzt nach Ref� �

� zitiert�

Shnirelman
Theorem �Quantenergodizit�atstheorem�

Sei & eine kompakte Mannigfaltigkeit und H ein selbstadjungierter positiver

�Aufgrund der Chaotizit�at ist keine Basis au�er den Eigenzust�anden selbst ausgezeichnet�
	Aus historischen Gr�unden bezeichnet man das Ergebnis f�ur GOE auch als Porter�Thomas�Verteilung�
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elliptischer Operator mit Eigenfunktionen ��� ��� � � � 	 L��&� und Eigenwer�
ten E� � E� � � � � � Ist der zum Operator H korrespondierende klassische
Phasenraum�u� gt ergodisch� dann existiert eine Untersequenz f�kjg�j�� mit
Ma� 
 �d�h� limj���kj�j� � 
�� so da� f�ur jede o�ene Menge &� � & mit
glattem Rand

lim
j��

Z

�
j�kj�x�j� �

Vol�&��
Vol�&�

���
��

gilt�

In conclusio besagt dieses Theorem� da� im semiklassischen Limes �hier �uber den Limes
hoher Energieeigenwerte Ej �j 
�� statt mit dem �aquivalenten �
 � bezeichnet� fast��

alle Eigenfunktionen eines klassisch ergodischen Hamilton�Systems uniform �uber die Hy�
per��ache konstanter Energie im Phasenraum verschmiert sind� �Ahnliche Aussagen wurden
bereits 
��	 von Percival �
�� und 
��� von Berry �
	� postuliert� aber nicht bewiesen� Pro�
blematisch an obigem Theorem bleibt der Beweis der Ergodizit�at f�ur chaotische Systeme�
der bislang nur f�ur spezielle dynamische Systeme wie das Sinai�Billiard existiert�

����� Quantenchaos und gemischter Phasenraum

Im Gegensatz zu den Grenzf�allen integrabler bzw� chaotischer Systeme� sind die statisti�
schen Eigenschaften von Spektrum und Eigenzust�anden der typischen Systeme mit ge�
mischtem Phasenraum weit weniger gut verstanden� F�ur die chaotische invariante Menge
solcher Systeme ist das Shnirelman�Theorem o�ensichtlich nicht im mathematisch strikten
Sinne anwendbar� da z�B� Ergodizit�at der Dynamik und Kompaktheit der Menge nicht
beweisbar sind� Wie erw�ahnt lassen sich schon f�ur voll chaotische Systeme die Vorausset�
zungen nur in wenigen Spezialf�allen beweisen� Unter der Annahme� da� das Shnirelman�
Theorem aber auch f�ur die chaotische invariante Menge des gemischten Phasenraums an�
wendbar ist� d�h� RMT�Statistiken f�ur das damit assozierte Subspektrum erwartet werden
k�onnen� lassen sich einige Aussagen �uber die Gestalt von Eigenzust�anden im Limes �
 �
und sich daraus ergebende Vorhersagen f�ur die statistischen Eigenschaften des Spektrum
machen� Im semiklassischen Limes sollten demnach fast nur noch Eigenfunktionen existie�
ren� die in Husimi�Darstellung �siehe Appendix A�
� auf KAM�Tori lokalisiert bzw� in der
chaotischen invarianten Menge uniform ausgedehnt sind� W�ahrend letztere eine direkte
Konsequenz aus dem Shnirelman�Theorem sind� lassen sich die auf KAM�Tori lokalisier�
ten Eigenzust�ande im Sinne der EBK�Quantisierung �
�� verstehen� Das Spektrum zerf�allt
dann� abgesehen von Subspektren mit Lebesgue�Ma� Null� in mehrere unabh�angige� nicht�
wechselwirkende Anteile� deren statistische Eigenschaften �z�B� p�n� s�� durch ein Spektrum
von gleichverteilten Zufallszahlen bzw� durch steife RMT�Spektren gegeben sind� F�ur die

�
D�h� bis auf eine Menge vom Lebesgue�Ma� Null�
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Statistik n�achster Niveauabst�ande p��� s� kann man f�ur eine zuf�allige �Uberlagerung der
verschiedenen Subspektren mit Hilfe von
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einen Ausdruck ableiten ��
�� Beschr�ankt man sich dabei auf zwei zu �uberlagernde Spektren
mit Anteilen fBR� 'fBR � 
 � fBR� f�ur die man eine Poisson�Statistik bzw� die Wigner�
Vermutung f�ur GOE annimmt� so erh�alt man die sog� Berry�Robnik�Verteilung
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die erstmals von den namensgebenden Autoren in Ref� �
�� abgeleitet wurde� Die Funk�
tion erfc�x� ist dabei die komplement�are Fehlerfunktion� Dieser Ausdruck mit einem Fit�
Parameter fBR wurde in extensiven numerischen Untersuchungen best�atigt �

�
�� und
f�uhrte zur Verdr�angung der rein heuristischen Brody�Interpolationsformel �
��� die eine
fraktionale Niveauabsto�ung p��� s � 
� � s� vorhersagt� Der Parameter fBR wird �ubli�
cherweise mit dem relativen Phasenraumanteil der Inseln regul�arer Bewegung identi�ziert�
Die Konsequenzen des gemischten Phasenraums im experimentell viel wichtigeren und in�
teressanteren Fall endlicher �� werden aber selbst im Falle einer berechtigten Anwendung
des Shnirelman�Theorems in keinster Weise beantwortet� Wie schnell man mit � 
 � auf
den Grenzfall der Quantenergodizit�at zukonvergiert� bleibt ebenfalls o�en� Fragestellungen
dieser Art werden das zentrale Anliegen in Kapitel 	 sein�

Will man die Quantensignaturen des gemischten Phasenraums untersuchen stellt sich wei�
terhin die allgemeine Frage nach quantenmechanischen Konsequenzen des klassisch alge�
braischen Zerfalls von P �t�� Zun�achst ist es daher sinnvoll eine zur Klassik analoge quan�
tenmechanische Gr�o�e Pqm�t� zu de�nieren� die der klassischen Me�vorschrift folgend nur in
einem o�enen Quantensystem wohlde�niert sein kann� In Analogie zum klassischen Fenster
um Bereiche regul�arer Bewegung� aus dem Trajektorien herauslaufen und danach entfernt
werden� mi�t man den Normzerfall eines Wellenpakets beim Einf�uhren eines Projektions�
operators auf eben dieses Fenster� Diese Konstruktion ist �aquivalent zur Einf�uhrung absor�
bierender Randbedingungen au�erhalb besagten Fensters� was durch einen nicht�unit�aren
Zeitentwicklungsoperator beschrieben wird �siehe Kap� ����	���� Abh�angig vom Wert der ef�
fektiven Wirkung � ahmt Pqm�t� den klassischen Zerfall von P �t� einige Zeit nach� bevor ein
genuin quantenmechanisches Verhalten einsetzt� Die detailierte Untersuchung dieses bemer�
kenswerten Faktums sowie der komplexwertigen Spektren des assoziierten nicht�unit�aren
Zeitentwicklungsoperators ist Gegenstand von Kapitel 	�	�

Ein tieferes Verst�andnis der durch P �t� � t�� hervorgerufenen Quantene�ekte ist umso
mehr geboten als bislang nur eine einzige quantenmechanische Konsequenz des klassisch
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algebraischen Zerfalls bekannt war� Mit Hilfe semiklassischer Argumente konnte Ketzmerick
zeigen �
��� da� das algebraisch lange H�angenbleiben von Trajektorien im semiklassischen
Limes zu reproduzierbaren� fraktalen Leitwert�uktuationen als Funktion eines Parameters
�z�B� Energie oder Magnetfeld� f�uhrt� wobei der klassische Exponent � die fraktale Dimen�
sion zu D � � � ��� bestimmt� Neben experimentellen Veri�kationen dieser Vorhersage
in Golddr�ahten �

� und Halbleiter�Nanostrukturen �
��� sowie einer numerischen Best�ati�
gung �
	�� fand man aber in j�ungsten numerischen Untersuchungen �
�� einen zweiten Typ
von Leitwert�uktuationen� der o�ensichtlich nicht durch die in Ref� �
�� entwickelte Theorie
beschrieben wird� Anstelle fraktaler Fluktuationen fand man dort im Leitwert als Funktion
der Energie einen glatten Hintergrund mit scharfen Resonanzen� Die Varianz der Leitwer�
tinkremente zeigt ferner neben den zu erwartenden Potenzgesetzen mit Exponent � auf
Skalen weit unterhalb des mittleren Niveau�Abstandes bzw� Exponent � auf Skalen weit
oberhalb des mittleren Niveau�Abstandes� ein drittes Potenzgesetz im �Ubergangsbereich�
dessen Exponent nahe am Wert von � liegt� Ob dies jedoch ein Hinweis auf ein universelles
Auftreten des klassischen Exponenten � darstellt� ist gegenw�artig noch o�en�

����� Quantisierung gekickter Systeme

������� Unit�are Zeitentwicklung gekickter Systeme

Die klassischen Abbildungen vom Typ ���
�� sind stroboskopische �Poincar�e�� Abbildun�
gen� die jedem Bewegungszustand �qn� pn� den Zustand �qn��� pn��� nach einer Periode 
 �

 des Antriebs zuordnen� Der ad�aquate quantenmechanische Operator ist somit der unit�are
Zeitentwicklungsoperator f�ur eine Periode des Antriebs

U � exp��iH
��� � ����
�

der einen Anfangszustand j��t�i in einen sp�ateren Zustand �uberf�uhrt�

j��t � n
�i � Unj��t�i � ������

Diese formale L�osung der zeitabh�angigen Schr�odingergleichung beschreibt die zeitliche Evo�
lution eines Anfangszustandes wie es auch die klassischen gekickten Abbildungen tun� Eine
Spezialit�at der gekickten Systeme ist die Form des Zeitentwicklungsoperators� die im Nor�
malfall nur unter Zuhilfenahme der Baker�Hausdor��Formel ausfaktorisiert werden kann�
Da bei gekickten Systemen aber das Potential nur zu ganz bestimmten Zeitpunkten wirk�
sam ist� kann U sofort in impuls� und ortsartige Operatoren ausfaktorisiert werden�

U � exp
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Der zur kanonischen Quantisierung notwendige Kommutator �x� p� � i� ist dabei so de�
�niert� da� � die Rolle einer e	ektiven Wirkung �ubernimmt und der klassische Limes
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gerade �
 � entspricht� Als unit�arer Operator hat U Eigenwerte der Form exp��i	�� die
s�amtlich auf dem komplexen Einheitskreis liegen� Die Werte 	 sind nur modulo �� bestimmt
und werden als Quasienergien bezeichnet� Dieser Name entstammt der urspr�unglichen De�
�nition des Zeitentwicklungsoperators ����
�� dessen Eigenwerte die Form exp��iE
���
haben� Formal kann man deshalb f�ur bekannte 
� � jedes 	 als Energie betrachten�

Der gro�e Nutzen der ausfaktorisierten Abbildung ����	� erschlie�t sich� wenn man einen
Anfangszustand evolvieren will� Orts� und impulsartige Operatoren werden jeweils in ihrer
Eigenbasis ausgewertet� wo sie eine einfache Diagonalform annehmen� und der Wechsel
zwischen den beiden Basen mit einer Fourier�Transformation vollzogen� Das spart zum
einen sehr viel Speicherplatz� denn statt einer N � N �Matrix m�ussen nur zwei Felder
der L�ange N gespeichert werden zum anderen braucht eine Fourier�Transformation bei
geeigneter Wahl von N �Basis �� FFT� nur � N lnN Rechenschritte� wohingegen eine
Matrix�Vektor�Multiplikation � N� Schritte ben�otigt#

Ist der kinetische Operator T �p� wie das Potential V �q� ���periodisch� was im folgenden
vorausgesetzt sei� kann man ����	� zur Eigenwertbestimmung sehr leicht in eine endli�
che N � N �Matrix umschreiben� Aus der Periodizit�at des Potentials folgt mit Hilfe des
Blochschen Theorems� da� f�ur Eigenfunktionen in Ortsdarstellung ��q� � ei	q��q� und
����� q� � ��q� gelten mu�� Die sich daraus ergebenden quantisierten Impulse lassen sich
weiterhin als ����k � �q� schreiben� wobei k eine ganze Zahl ist� Auf analoge Weise kann
auch eine Blochphase �p in Impulsrichtung eingef�uhrt werden� Im Falle� da� ���N � M
mit ganzen N�M gilt� l�a�t sich der Zeitentwicklungsoperator so auf eine Abbildung auf
dem Torus reduzieren und als unit�are Matrix Unm vom Rang N ausdr�ucken �
��� Es zeigt
sich� da� in der �uberwiegenden Anzahl numerischer Untersuchungen eine symmetrisierte
Version der quantisierten gekickten Abbildung zweckm�a�ig ist �Anhang B�
�� Exempla�
risch sei daher Unm f�ur eine in der freien Entwicklung symmetrisierte Version von ����	� in
Impulsdarstellung angegeben�
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������� Nicht
unit�are Zeitentwicklungsoperatoren

Um o�ene Quantensysteme zu untersuchen greift man i�a� auf eine Formulierung als Streu�
problem zur�uck� Durch Ankopplung an Kan�ale kann man dann die Zeitentwicklung des
o�enen Systems studieren oder aus den Polen der S�Matrix die interessierenden Resonanz�
breiten berechnen� F�ur gekickte Abbildungen bietet sich ein anderer� einfacherer Zugang
an � die Einf�uhrung absorbierender Randbedingungen�
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Meist legt man absorbierende Randbedingungen auf Linien konstanten Ortes oder Impul�
ses� Denkt man im ersten Fall an ein Billiardsystem� das an bestimmten Stellen �O�nungen
im Ortsraum besitzt� durch die Teilchen%Trajektorien entkommen� kann man sich unter
letzterem ein optisches Totalre�exions�Billiard vorstellen� aus dem Orbits nur bei �Uber�
schreiten eines bestimmten Impulses%Wellenvektors entkommen �����
�� In enger Analogie
dazu f�uhrt man bei gekickten Abbildungen auf dem Zylinder eine Grenze in Impulsrichtung
ein� bei deren �Uberschreiten Trajektorien bzw� Anteile der Wellenfunktion weggeschnitten
werden� Klassisch wie quantenmechanisch f�uhrt man dazu zweckm�a�igerweise einen Pro�
jektionsoperator P in die Abbildung ein� der au�erhalb der Kavit�at identisch verschwindet�
Beim Iterieren der klassischen Abbildung entfernt man so alle Orbits� die die Absorptions�
grenzen �uberschritten haben� w�ahrend man quantenmechanisch eine Projektion auf den
Hilbertraum der Kavit�at vornimmt� Unter der Voraussetzung� da� der unit�are Zeitent�
wicklungsoperator U des ausgedehnten Systems bekannt ist� kann man so die nicht�unit�are
Abbildung de�nieren als�

A � PU � Ank �
X

n�Kavit�at
jnihnjUnk � ����
�

Dabei ist jni eine vollst�andige Orthonormalbasis �z�B� Impulseigenzust�ande�� F�ur eine sym�
metrisierte gekickte Abbildung in Impulsdarstellung lautet die Matrix des nicht�unit�aren
Zeitentwicklungsoperators unter Zuhilfenahme von ������ demnach�
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Durch Reduktion dieser Abbildung auf einen Torus kann man in enger Analogie zu den
Ausf�uhrungen in Kap� ����	�
 auch das Eigenwertproblem des Operators A untersuchen�
Das System besteht mit der Quantisierungsbedingung ��� � M�N aus M Einheitszellen
mit insgesamt N St�utzstellen� Zweckm�a�igerweise betrachtet man den Zerfall der Norm
eines Wellenpakets� das in der zentralen Einheitszelle gestartet wurde� und dessen Beitr�age
in allen Einheitszellen au�erhalb dieser zentralen Einheit abgeschnitten werden� Die zu
diagonalisierende Matrix des Operators A ist nach dieser De�nition nichts anderes als eine
nicht�unit�are M �M �Submatrix der unit�aren N �N �Matrix ������ des geschlossenen Sy�
stems auf dem Torus� Die Quasienergien dieser Submatrix sind aufgrund der gebrochenen
Unitarit�at komplex und haben die Form 	�� i(�� wobei (� als Zerfallsbreite des zugeh�ori�
gen Eigenzustandes j�i angesehen werden kann und somit ein Analogon zu den Polen der
Streumatrix darstellt�

F�ur das nicht�unit�are System l�a�t sich sehr leicht ein allgemeiner Ausdruck f�ur das quanten�
mechanische Pendant zum klassischen P �t� hinschreiben� dem zur besseren Unterscheidung
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der Index �qm� verliehen wird�

Pqm�t� � h��t�j��t�i � h��t�jAtj����i

�
X
�

c�h��t�jAtj�i

�
X
���

c��c�h�j�iei�
��
��t��������t � ������

Dabei wurde zun�achst genutzt� da� das Wellenpaket zum Zeitpunkt t durch die t�fache
Anwendung des Zeitentwicklungsoperators gegeben ist� und anschlie�end eine Entwicklung
des Anfangswellenpakets in Eigenzust�ande von A vorgenommen�

Atj�i � e�i
����j�i � ������

Die Entwicklungskoe�zienten c�� c� lassen sich dabei nicht einfach �uber h�j����i bestim�
men� da die Eigenzust�ande nicht�unit�arer Operatoren kein Orthonormalsystem mehr bil�
den� Im besten Falle ist die Matrix von A komplex symmetrisch und kann infolgedessen
durch eine verallgemeinerte orthogonale �Ahnlichkeitstransformation auf Diagonalform ge�
bracht werden� Das bedeutet� da� zwei Eigenvektoren x� y zwar quasinull �xT y � �� sein
k�onnen� aber bzgl� des kanonischen Skalarprodukts nicht senkrecht aufeinander stehen
�xyy �� ��� Lediglich numerisch ist daher eine Formulierung als komplex symmetrisches Ei�
genwertproblem von Bedeutung �siehe Anhang B�
�� analytisch bleibt der Ausdruck ������
unhandlich�

Numerisch kann Pqm�t� f�ur gekickte Systeme auf dem Zylinder immer noch sehr e�zient
bestimmt werden� Analog zur Zeitentwicklung im unit�aren Fall kann auch hier mittels
Fouriertransformationen zwischen Orts� und Impulsraum gewechselt werden� wo der kine�
tische Operator bzw� das Potential Diagonalform haben� Nach Anwendung des unit�aren
Zeitwentwicklungsoperators U � wird jetzt jedoch jeglicher Anteil der Wellenfunktion au�er�
halb der spezi�zierten Grenzen auf Null gesetzt� Dies entspricht gerade einer orthogonalen
Projektion der Wellenfunktion auf den Hilbertraum der gew�ahlten Kavit�at mittels eines
Projektionsoperators P�
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Kapitel �

Quantensysteme mit gemischtem

Phasenraum

In diesem Kapitel sollen Quantensignaturen von Hamilton�Systemen mit gemischtem Pha�
senraum herausgearbeitet werden� Der erste Abschnitt widmet sich den Quantensigna�
turen geschlossener Systeme� die mit Hilfe gekickter Abbildungen auf dem Torus un�
tersucht werden� aber z�B� auch in konservativen zweidimensionalen Billiards beobacht�
bar sein sollten� Das Hauptergebnis dieser Untersuchungen ist die Charakterisierung und
Quanti�zierung einer neuen Klasse von hierarchischen Eigenzust�anden� die eine direkte
Konsequenz des gemischten Phasenraums in der Quantenmechanik darstellen �

�� Daran
schlie�t sich die Vorstellung eines einfachen Modellsystems an� das sowohl die typischen
klassischen Eigenschaften� als auch die beobachteten Quantensignaturen qualitativ und
quantitativ beschreibt� Die daraus ebenfalls resultierenden Vorhersagen f�ur das Verhal�
ten o�ener Hamilton�Systeme mit gemischtem Phasenraum� werden im nachfolgenden Ab�
schnitt veri�ziert� Ein zentrales Ergebnis ist dabei die quantenmechanische Nachahmung
der kumulativen Statistik von Aufenthaltszeiten P �t� bis zu einer Zeit tqm� die mit oben ge�
nanntem Modell vorhersagbar ist �
��� Daneben steht die Untersuchung der Verteilung von
Resonanzbreiten ( im Vordergrund� die als Folge des algebraischen Abfalls von Pqm�t� sehr
breit ist� und einen universellen Verlauf f�ur kleine ( aufweist �
��� Die numerisch beobach�
teten Charakteristika dieser Verteilung werden abschlie�end mit Hilfe einer vereinfachten
St�orungsrechung beschrieben�
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��� Geschlossenen Systeme

����� Eine neue Klasse von Eigenzust�anden

Unter der Annahme� da� das Shnirelman�Theorem auch f�ur einen gemischten Phasenraum
gilt� erwartet man f�ur hinreichend kleine � lediglich zwei generische Klassen von Eigenfunk�
tionen � die lokalisierten regul�aren und die ausgedehnten chaotischen Zust�ande� W�ahrend
die regul�aren Zust�ande in Husimi�Darstellung auf den klassisch invarianten Tori lokalisiert
sind� sollten die chaotischen Zust�ande gleichm�a�ig �uber die chaotische invariante Menge
verschmiert sein und ihre statistischen Eigenschaften der RMT folgen� Wie bereits im An�
schlu� an das Theorem erw�ahnt� kann diese Sicht aber bestenfalls im fernen Limes �
 �
zutre�en� F�ur endliche � kann man indessen das Auftreten davon abweichender Eigen�
zust�ande erwarten� In diese Klasse fallen z�B� die �scar��Zust�ande� die �Narben� der klassi�
schen Dynamik sind �������� Diese speziellen Zust�ande sind in Husimi�Darstellung mehr
oder minder stark auf instabilen Fixpunkten der klassischen Dynamik lokalisiert und spie�
geln so die endliche Au��osung des Phasenraums in der Quantenmechanik wider� Ihre Zahl
steigt zwar absolut im Limes �
 �� ihr relativer Anteil konvergiert aber schnell gegen Null�
Sie lassen sich besonders gut in voll chaotischen Systemen wie dem Bunimovich�Billiard
beobachten� Obwohl sie auch im gemischten Phasenraum auftreten ��
�� sollen sie hier nicht
weiter im Detail betrachtet werden� da sie als Untermenge einer sehr viel typischeren Klasse
von Eigenzust�anden betrachtet werden k�onnen� F�ur jedes endliche � �ndet sich im gemisch�
ten Phasenraum n�amlich neben den erwarteten regul�aren und chaotischen Eigenfunktionen
eine dritte Klasse von generischen Eigenzust�anden� Ihr Tr�ager ist ebenfalls die chaotische
invariante Menge� ihr Hauptgewicht ist jedoch in der N�ahe der Hierarchie regul�arer Inseln
konzentriert� wobei ihr L�owenanteil in der Hierarchie chaotischer Regionen liegt� die in
Kapitel ��
 erl�autert wurde� Exemplarische Eigenzust�ande dieser drei generischen Klassen
f�ur die quantisierte Standardabbildung sind in Abbildung 	�
 gezeigt�

Es scheint also� als f�uhrten die partiellen Transportbarrieren quantenmechanisch zu ei�
ner weit st�arkeren Strukturierung des Phasenraums als in der Klassik� da sie die chaoti�
sche invariante Menge in mind� zwei Gebiete auftrennen� W�ahrend die chaotischen Eigen�
funktionen den Hauptteil der chaotischen See uniform bedecken und nur schwach in den
durch die partiellen Transportbarrieren abgetrennten chaotischen Bereich eindringen� hat
die neue Klasse von Eigenzust�anden in diesem abgetrennten Teil eine sehr hohe� nahezu
uniform ausgedehnte Wahrscheinlichkeitsdichte� im Hauptteil der chaotischen See hinge�
gen nur schwache� ebenfalls uniforme Beitr�age� F�ur � 
 � lebt diese dritte Klasse von
Eigenzust�anden immer tiefer in der Hierarchie chaotischer Regionen �Abb� 	��d�� weshalb
diese Wellenfunktionen als hierarchisch bezeichnet seien� Beispiele f�ur chaotische� regul�are
und hierarchische Wellenfunktionen f�ur eine extrem kleine e�ektive Wirkung � sind mit
sukzessiven Vergr�o�erungen in Abb� 	�� gezeigt� O�ensichtlich sind die Transportbarrie�
ren� die bei einem hundertfach gr�o�eren � noch zu einer Abtrennung eines recht gro�en
Teils der chaotischen invarianten Menge f�uhrten �Abb� 	�
�� jetzt durchl�assig� so da� die
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a) b) c)

Abbildung ���� Beispielhafter a� regul�arer
 b� hierarchischer
 c� chaotischer Eigenzustand der

Standardabbildung �K � ���� ��� � ������	� Die eingetragenen Linien skizzieren die Lage der

invarianten Tori des zugeh�origen klassischen Phasenraums�

hierarchischen Wellenfunktionen tiefer in der Hierarchie chaotischer Regionen leben�

����� Der Anteil hierarchischer Eigenzust�ande

Das Auftreten einer neuen generischen Klasse von Eigenzust�anden legt die Frage nach den
relativen Anteilen der drei Klassen nahe� insbesondere wie sich der Anteil der neuen hier�
archischen Wellenfunktionen mit � ver�andert� Um dies zu quanti�zieren seien zun�achst die
klassischen relativen Volumina der regul�aren Inseln und der chaotischen invarianten Men�
ge mit �reg bzw� �ch bezeichnet� Desweiteren bezeichne freg���� fhier���� fch��� den relativen
Anteil regul�arer� hierarchischer bzw� chaotischer Wellenfunktionen� O�ensichtlich gilt mit
diesen De�nitionen

freg � fhier � fch � 
 � �reg � �ch � �	�
�

Die ��Abh�angigkeit von freg ist f�ur hinreichend kleine � �f�ur die Standardabbildung bei
den untersuchten Kickst�arken ab N 
 
��� nur sehr schwach� so da� man diesen Term in
guter N�aherung mit seinem klassischen Pendant �reg identi�zieren kann� Damit vereinfacht
sich Glg� �	�
� zu

fhier � �ch � fch �	���

und bietet so eine einfache Bestimmungsgleichung f�ur den Anteil fhier hierarchischer Ei�
genzust�ande mit Hilfe von Spektrum und Eigenfunktionen
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a) b) c) d)

Abbildung ���� a� Sukzessive Vergr�o�erungen des klassischen Phasenraums und Beispiele b� re�

gul�arer
 c� hierarchischer
 d� chaotischer Eigenzust�ande der Standardabbildung �K � ���� ��� �

���
	 mit entsprechenden Vergr�o�erungen� Im klassischen Phasenraum ist zur besseren Veran�

schaulichung der extrem kleinen e�ektiven Wirkung ein K�astchen der Fl�ache ��� eingezeichnet�

Zun�achst ist es wichtig� die klassischen Gr�o�en �ch bzw� �reg m�oglichst genau zu bestim�
men� Zu diesem Zweck wurde ein B�undel zuf�allig ausgesuchter chaotischer Trajektorien
�ca� 
��� gestartet und der Poincar�e�Schnitt herangezogen� den man mit ca� 
�� Iteratio�
nen dieses B�undels erh�alt� Die chaotischen Trajektorien erkunden in dieser Zeit nahezu die
gesamte chaotische invariante Menge� �Uberdeckt man den Phasenraum mit einem Gitter
von Boxen der Breite � und bestimmt bei sukzessiver Verfeinerung dieser Partition die
relative Anzahl von Boxen b���� die nicht von einer der chaotischen Trajektorien getro�en
wurden� so kann man aus dem S�attigungswert b�� 
 �� den Wert f�ur �reg bzw� �ch ex�
trahieren� In den numerisch untersuchten F�allen �K � 
��� ��
� 	��� lie� sich �ch auf diese
Weise mit einer absoluten Unsicherheit von �
��� bestimmen� Die gefundenen Werte sind
in untenstehender Tabelle 	�
 aufgef�uhrt�

Eine erste M�oglichkeit den Anteil hierarchischer Eigenzust�ande zu bestimmen� ist das Her�
anziehen der statistischen Eigenschaften aller Eigenzust�ande� Ein Ma� f�ur die Ausdehnung
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Abbildung ���� Beispielhafte Statistik p��	 der Standardabbildung �K � ���� ��� � ������	�

Der eingetragene Gau��Fit weicht deutlich vom naiv gesch�atzten Zentrum bei h�i � ���ch ab�

Oben aufgetragen sind nochmals die drei generischen Eigenzustandsklassen mit einem Verweis

auf den Teil der Verteilung p��	
 zu dem sie beitragen� Der zur Bestimmung von � herangezogene

Bereich �� �siehe Glg� ����		 ist gr�un dargestellt�

von Eigenzust�anden in gemischten Phasenr�aumen ist die mit dem Gesamtvolumen & des
Phasenraums skalierte mittlere Wahrscheinlichkeitsdichte � einer Wellenfunktion in einem
Teilvolumen &� der chaotischen See�

� �
&

&�

Z

�
d�q� p� j��q� p�j� � �	�	�

Dabei ist die Wahl des Teilvolumens &� sowie die gew�ahlte Repr�asentation des Zustands
�z�B� Husimi� f�ur die folgende Analyse unwichtig solange &� ein Teil der chaotischen See
ist� der weit entfernt von den regul�aren Inseln liegt und weiterhin &� � � gilt� Die Skalie�
rung sichert weiterhin� da� man f�ur eine ausgedehnte Wellenfunktion eines voll chaotischen
Phasenraums einen mittleren Wert h�i � 
 erhielte� F�ur chaotische Eigenzust�ande im ge�
mischten Phasenraum� die sich �uber die gesamte chaotische invariante Menge ausbreiten�
erwartet man entsprechend einen Wert h�i 
 
��ch� wobei die Fluktuationen um die�
sen Mittelwert n�aherungsweise gau�sch sein sollten� Obwohl die Bestimmung von � nach
Konstruktion nur in einer Phasenraum�Darstellung wie z�B� der Husimi�Repr�asentation
wohlde�niert ist� kann man f�ur die Standardabbildung auch eine Mittelung in Orts� oder
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Abbildung ���� a� Skalierung von fhier mit � f�ur drei verschiedene Kickst�arken �K � ���� ���� ���	

der Standardabbildung� Die vollen Punkte wurden mit Hilfe der ��Statistik
 die Rauten �uber einen

Fit der Berry�Robnik�Statistik ermittelt� Die durchgezogenen Linien sind Potenzgesetze gem�a�

Glg� ����	 mit den aus b	 ermittelten Werten f�ur 	� b� Klassisches P �t	 f�ur die drei genannten

Kickst�arken mit ge�tteten Potenzgesetzen� Aufgrund der sehr langen exponentiellen Transiente


ist der Fit�Bereich des Potenzgesetzes f�ur K � ��� kleiner als in den beiden anderen F�allen�

Impulsdarstellung durchf�uhren� wenn man St�utzstellen heranzieht� die hinreichend weit
von regul�aren Inseln entfernt sind �siehe gr�un schra�erter Bereich in Abb� 	�	�� F�ur einige
Kickst�arken der Standardabbildung �z�B� K � 
��� ist solch eine Vereinfachung aber nicht
m�oglich� da zu viele Inseln im Phasenraum liegen�

In Abb� 	�	 ist ein Beipiel f�ur die Verteilung p��� gezeigt� Wie erwartet sind die Fluk�
tuationen von � um den Mittelwert mehr oder minder gau�sch� der Mittelwert h�i �

�fch � 
��ch ist jedoch gr�o�er als man es nach obiger Konstruktion f�ur chaotische Eigen�
funktionen erwarten w�urde# Infolgedessen steht den chaotischen Eigenzust�anden nur ein
Volumen fch 
 �ch zur uniformen Ausbreitung zur Verf�ugung� das Restvolumen fhier �
�ch � fch der chaotischen invarianten Menge dient im wesentlichen den hierarchischen Ei�
genzust�anden als Tr�ager �siehe auch Abb� 	�
 und 	���� Mit Hilfe eines Gau��Fits an p���
im Bereich � 
 
� wobei die Normierung der Gau��Glocke fch und der Mittelwert 
�fch
ist�� kann man folglich fch bestimmen und �uber Glg� �	��� den Anteil hierarchischer Eigen�
zust�ande berechnen� Eine Auswertung mehrerer solcher Verteilungen f�ur sinkende � liefert
dann den funktionalen Verlauf von fhier���� Um eine Verbesserung der Statistik von p���
zu erhalten� wurde dabei in fast allen F�allen ein Ensemble von Matrizen der Standar�
dabbildung bei identischem � zu unterschiedlichen Bloch�Phasen �p �siehe Kap� ��
�
 und
Anhang B�
� diagonalisiert� Die aus den Gau��Fits und Glg� �	��� erhaltenen Werte f�ur fhier

�Die Varianz der Gau�verteilung h�angt im Gegensatz zur Position des Zentrums stark vom gew�ahlten
Mittelungsvolumen �� ab und ist folglich ein unbekannter Fit�Parameter�
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Abbildung ���� Wie in dieser

Skizze veranschaulicht
 besteht das

Spektrum eines Systems mit ge�

mischten Phasenraum aus einer

unabh�angigen Superposition drei�

er Subspektren �chaotisch
 regul�ar


hierarchisch	
 wobei meist fhier �
freg� fch gilt�

unter Variation von � sind in Abb� 	�� f�ur K � ��
� 	�� als gef�ullte Kreise dargestellt� Sie
folgen klar einem Potenzgesetz�

Die zweite Methode zur Bestimmung von fhier nutzt statt der Eigenzust�ande das Spek�
trum des Zeitentwicklungsoperators� Wie in Kap� ����
 erl�autert� erh�alt man f�ur die Sta�
tistik n�achster Niveauabst�ande unter der Annahme� da� es nur regul�are und chaotische
Eigenzust�ande gibt� die Berry�Robnik�Verteilung� p��� s� � pBR�fBR� s�� Im Sinne des
Shnirelman�Theorems wird der freie Parameter fBR als klassischer relativer Anteil des
regul�aren Phasenraums angesehen� fBR � �reg� Die Existenz der hierarchischen Wellen�
funktionen erfordert jedoch eine Erweiterung dieses Bildes� Statt der unabh�angigen �Uber�
lagerung eines regul�aren �Poisson� und eines chaotischen �RMT� Spektrums� das zur Berry�
Robnik�Verteilung ������ f�uhrte� mu� jetzt noch ein drittes� hierarchisches Spektrum her�
angezogen werden� Es liegt nahe� einen �ahnlichen Ansatz wie bei der Ableitung der Berry�
Robnik�Verteilung ������ zu w�ahlen und alle drei Spektren einfach als statistisch un�
abh�angig anzunehmen und unkorreliert zu �uberlagern�� A priori ist aber nicht klar� welche
statistischen Eigenschaften das hierarchische Subspektrum hat� weshalb man so keine ge�
schlossene Form f�ur p��� s� ableiten kann� Typischerweise ist aber fhier � freg � fch� und
der mittlere Niveauabstand im hierarchischen Subspektrum sehr viel gr�o�er als in der
�Uberlagerung von chaotischem und regul�arem Spektrum �Abb� 	�
�� d�h� "hier � "ch�reg�
Zwei benachbarte Niveaus des hierarchischen Subspektrums sind demnach bei einer un�
korrelierten �Uberlagerung der Spektren i�a� nicht mehr direkt benachbart� so da� sie im
Gesamtspektrum nicht mehr zur linearen Niveauabsto�ung beitragen� sondern aussehen�
als seien sie zuf�allig ins Spektrum eingew�urfelt worden�

O�ensichtlich erh�oht dies einfach den Poisson�Anteil des Spektrums� so da� man mit der

�Die Rechtfertigung ist die Existenz der paarweise nahezu disjunkten Tr�ager von chaotischen� hierar�
chischen und regul�aren Eigenzust�anden�
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Abbildung ��	� Beispiel f�ur a� p��� s	 und b� ���L	 f�ur die Standardabbildung �K � ���� ��� �

����	� Eingezeichnet sind als volle Linien die Vorhersagen gem�a� �����	 bzw� �A���	 mit identi�

schem Wert f�ur fBR�

Interpretation

fBR � �reg � fhier �	���

wieder die alte Berry�Robnik�Verteilung nutzen und aus dem Fit�Parameter fBR wieder�
um die relative Menge hierarchischer Wellenfunktionen extrahieren kann� Wie Bild 	��
beispielhaft zeigt� stimmen sowohl die neu interpretierte Berry�Robnik�Formel f�ur p��� s�
als auch die Niveauzahlvarianz )��L� gem�a� Glg� �A�
	� �Anhang A�	� sehr gut mit den
numerischen Daten �uberein�

Zur Bestimmung von fhier��� �uber Glg� �	��� ist es aus statistischen Gr�unden wiederum
zweckm�a�ig� ein Ensemble von Matrizen zur Bildung des numerischen p��� s� heranzuziehen
und weiterhin statt der Verteilung selbst die cumulative Verteilung P �s� �

R s

�
p��� s��ds�

zu �tten �Anhang A���� da sie glatter ist als das Histogramm von p��� s�� Die ermittelten
Werte fhier f�ur die Standardabildung �K � ��
� 	��� unter Variation von � sind in Abb� 	��
als Rauten dargestellt� Sie folgen dem gleichen Potenzgesetz wie die Werte� die mit Hilfe
von p��� ermittelt wurden� Da� sie im Absolutwert nicht �ubereinstimmen� ist nicht weiter
verwunderlich� da den Bestimmungsmethoden unterschiedliche Annahmen zugrunde liegen�
die nur cum grano salis erf�ullt sind� Die Werte f�ur K � 
�� wurden aus Tabelle � in Ref� �

�
entnommen und zeigen ebenfalls ein sch�ones Potenzgesetz�

Da die hierarchischen Eigenzust�ande eine Konsequenz der klassischen partiellen Trans�
portbarrieren zu sein scheinen� liegt es nahe das beobachtete Potenzgesetz in fhier mit dem
algebraischen Zerfall von P �t� in Verbindung zu bringen� Mit Hilfe eines einfachen Modells�
das ausf�uhrlich in Kap� 	�� behandelt wird� l�a�t sich diese Potenzgesetz zu

fhier � �
����� �	�
�

�Approximativ wirken die Cantori f�ur gro�e � wie invariante Tori�
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K �ch � 
� 
��


�� ����
 ��� ���


��
 ��

� 
�� �����
	�� ����	 
�� ��
��

Tabelle ���� Die wichtigsten Kennzahlen der Standardabbildung in diesem Abschnitt�

bestimmen� Diese Kurven sind in Abb� 	��a als durchgezogene Linien dargestellt� wobei
das entsprechende � dem angepa�ten Potenzgesetz an das jeweilige P �t� �Abb� 	��b� gestri�
chelt� entnommen wurde� Die �Ubereinstimmung der numerisch gewonnenen Daten mit der
Vorhersage nach Glg� �	�
� ist sehr gut f�ur alle drei Kickst�arken K� Zur besseren �Ubersicht
sind die f�ur Abb� 	�� wichtigen Werte nochmals in Tabelle 	�
 zusammengefasst�

Die Strukturierung des klassischen Phasenraums durch partielle Transportbarrieren f�uhrt
demnach zur Existenz hierarchischer Eigenzust�ande� deren relativer Anteil fhier mit �
 �
auf Null zukonvergiert� Es bleibt zu betonen� da� die absolute Anzahl dieser Eigenzust�ande
gegen Unendlich strebt und der relative Anteil nur algebraisch langsam abnimmt�

��� Das Kettenmodell

Um die numerischen Ergebnisse des vorigen Abschnitte qualitativ und quantitativ zu be�
schreiben� bieten sich einfache stochastische Modelle wie Cayley�B�aume oder Bethe�Gitter
an� die die wesentliche Eigenschaft gemischter Phasenr�aume� den Zerfall P �t� � t��� re�
produzieren k�onnen� Solche Modelle wurden ca� 
��
 zur Beschreibung der klassischen
Dynamik eingef�uhrt ����		�� Der einfachste Vertreter dieser Modellklasse� eine lineare Ket�
te� soll hier nun um einen quantenmechanischen Aspekt erweitert und zur Erkl�arung der
numerischen Ergebnisse des vorangegangenen Kapitels herangezogen werden�

����� Das klassische Kettenmodell

Wie bereits beschrieben ist das grundlegende Charakteristikum eines gemischten Phasen�
raums die hierarchische Abfolge von chaotischen Regionen auf immer kleineren Skalen�
Weiterhin beobachtet man in realen Systemen� da� nicht nur die Volumina der chaotischen
Regionen herunterskalieren� sondern da� auch die Fl�usse �z�B� turnstiles� �uber die par�
tiellen Transportbarrieren immer kleiner werden� Der Philosphie der Referenzen ����		�
folgend� in denen der gemischte Phasenraum mit Hilfe dieser Beobachtungen als eine
Markov�Kette beschrieben wurde� erscheint es sinnvoll� eine unendliche Kette skalieren�
der Volumina &n � 	n&� �	 
 
� n 	 IIN�� mit verbindenden Fl�ussen *n�n�� � �n*���

�� 
 
� als Modell eines gemischten Phasenraums heranzuziehen �siehe Abb� 	��a�� Um
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Abbildung ��
� a� Skizze einer Kette mit skalierenden Volumina �j und Fl�ussen �j�k� b� Skizze

eines bin�aren Baumes mit skalierenden Volumina �jk� Der �Ubersicht halber sind die skalierenden

Fl�usse nicht explizit eingetragen
 sondern nur durch Pfeile angedeutet� c� Beispiel f�ur P �t	 einer

Kette �� � ���� 
 � ��� � 	 � ����	� Der vorhergesagte Zerfall ist gestrichelt eingezeichnet�

die kumulative Statistik von Aufenthaltszeiten P �t� zu bestimmen� wurde in Ref� ���� die
Verteilung von Zeiten bestimmt� die anf�anglich in &� gestartete Teilchen brauchten� das
Volumen &� zu erreichen� F�ur die zu obiger Kette analoge Markov�Kette� die ohne echte
Volumina auskommt� wurde dort abgeleitet� da�

P �t� � t�� mit � �

�

� ln	

ln�

���
�	���

gilt� Das Modell einer unendlichen Kette mit skalierenden Volumina und Fl�ussen kann also
das wesentliche Merkmal des gemischten Phasenraums� den algebraischen Zerfall von P �t��
reproduzieren� Eine beispielhafte Statistik f�ur eine solche Kette ist in Abb� 	��c gezeigt�
Interessant an diesem Modell ist vor allem� da� es die beliebige Wahl des Exponenten �
�uber die Einstellung der Skalierungsparameter � und 	 erlaubt�

Die grundlegenden Annahmen des Kettenmodells sind neben den vereinfachten Skalie�
rungsans�atzen�


� Es existiert f�ur die Dynamik nur eine zentrale Inselhierarchie� d� h� wie in Abb� ���a
angedeutet� ist die Hierarchie eindimensional�

�� Ergodizit�at in den Teilvolumina &n auf Zeitskalen t� &n�*n�n��

	� Divergenzfreiheit entlang einer Barriere� d�h� der Netto�u� �uber eine partielle Trans�
portbarriere ist Null� *n�n�� � *n���n�
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Es bleibt die Frage� inwieweit die Annahmen dieses analytisch zug�anglichen Modells erf�ullt
sind� Die Markov�Annahme erf�ahrt ihre Rechtfertigung aus dem mathematischen Nachweis�
da� zu jedem Phasenraum eine eindeutige Zerlegung in Markov�Partitionen existiert �����
Obwohl sich die Grenzziehung dieser Partitionen entlang der nicht n�aher spezi�zierten par�
tiellen Transportbarrieren aufdr�angt� hat solch eine Wahl im mathematisch strikten Sinn
keinerlei Rechtfertigung� Weiterhin ist die Annahme einer eindimensionalen Hierachie ei�
ne sicherlich sehr grobe Vereinfachung� die der komplizierten Struktur des Phasenraums
nicht gerecht wird� Ein realistischeres Modell als die Kette ist z�B� ein bin�arer Baum �siehe
Abb� 	��b�� an dem man an jeder Abzweigung entscheiden kann� ob man sich der zen�
tralen Insel derjenigen Hierarchie�Stufe n�ahert� in der man sich gerade be�ndet� oder ob
man stattdessen in die n�achsttiefer liegende Hierarchie�Stufe springt �vgl� Abb� ��� und
Diskussion in Kap� ��
���� Auch hier kann man analytisch zeigen� da� der Exponent �
durch die Wahl der Skalierungsfaktoren 	�� 	�� ��� �� �Indizes bezeichnen die �Aste des
Baums� eindeutig festgelegt ist �	�� 	
�� Die Bestimmungsgleichung ist jedoch implizit� so
da� eine analytische Behandlung nur noch in Ausnahmef�allen m�oglich ist� Trotz all dieser
Einw�ande gegen das einfache Kettenmodell� soll es im weiteren herangezogen werden� da
die analytische Bestimmung des algebraischen Zerfalls von P �t� sowie die Umsetzung in
ein quantenmechanisches Modell �siehe n�achster Abschnitt� vergleichsweise einfach sind�
Weiterhin zeigt sich z�B� bei der Separatrix� und der Standardabbildung� da� ein Ast des
bin�aren Baums die Dynamik zu dominieren scheint und eine vereinfachte Beschreibung
�uber das Kettenmodell angebracht ist� Dabei setzt sich der Ast eines bin�aren Baumes
durch� dessen Skalierungsparameter den kleinsten Zerfallsexponenten � determiniert �siehe
Diskussion in Kap� ��
�
�
 und ��
�
���� was im Falle der Separatrixabbildung z�B� gerade
die Fibonnaci�Approximanden des goldenen Torus zu sein scheinen�

����� Quantenmechanische Realisierung

Um eine quantenmechanische Realisierung der klassischen Kette skalierender Volumina zu
erhalten� ist es zun�achst wichtig die klassischen Phasenraum��usse mit der Quantenme�
chanik zu verbinden� Der nachfolgend skizzierte Weg entstammt im wesentlichen einem
�Ubersichtsartikel von Bohigas� Tomsovic und Ullmo ����� auf den f�ur die expliziten Ablei�
tungen und Details verwiesen sei�

Im Falle eines autonomen hamiltonschen Systems H mit d Freiheitsgraden ist der Flu�
zwischen zwei Phasenraumgebieten j� k� die durch eine partielle Transportbarriere getrennt
sind� auf einer Fl�ache konstanter Energie gegeben durch

*j�k�E� �



T

Z
R�B�T �

d�q�� p�� � � � � qd� pd���H � E� � �	���

wobei R�B	T � die Menge von Trajektorien ist� die die Barriere in einer Zeit T kreuzen� Der
Flu� tr�agt dieser De�nition zufolge die Dimension einer Wirkung zur Potenz d � 
� Ein
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quantenmechanisches Pendant zum klassischen Flu� erh�alt man aus dem Erwartungswert
des Normanteils eines Wellenpakets� der in einer Zeit t vom Gebiet j ins Gebiet k propagiert�

hU�t�PkU y�t�PjiE 
 *j�k�E�t

�����d'��E�

 ��t

�
fjfk'��E�v�jk � �	���

Dabei ist U�t� � exp��itH��� der Zeitentwicklungsoperator des hamiltonschen Systems�
Pj�k beschreiben die Projektoren auf den zum Phasenraumgebiet j bzw� k geh�orenden
Hilbertraum� und h� � � iE steht f�ur die Bildung des Erwartunsgwerts bei fester Energie 
weiterhin bezeichnen '��E� die mittlere Zustandsdichte zur Energie E und fj� fk die relati�
ven Phasenraumvolumina der Gebiete j� k� sowie v�jk � jhjjW jkij� die typische �Ubergang�
samplitude zwischen zwei Zust�anden der Gebiete j und k� Auf den letzten Ausdruck der
Glg� �	��� kommt man durch Bildung des Ensemblemittels� was schon durch das Auftau�
chen einer �typischen� �Ubergangsamplitude v�jk angedeutet wird� Mit Hilfe von �	��� erh�alt
man den dimensionslosen Parameter�

+j�k � v�jkfj '��E�fk '��E� �
*j�k�E�

��������d��
� �	���

der quantenmechanische und klassische Gr�o�en verbindet� Er taucht in der RMT h�au�g im
Kontext der St�orungsrechnung auf� wenn ein Hamilton�Operator H� durch einen zweiten
Hamilton�Operator H� gest�ort wird� Wie in Ref� ���� ausgef�uhrt wird� ist f�ur +j�k � 

eine st�orungstheoretische Behandlung der zwei schwach gekoppelten Subspektren j und k
m�oglich� wohingegen sie im Falle +j�k � 
 stark miteinander gekoppelt sind� Abgesehen
von den Vorfaktoren ist demnach durch

*j�k 
 �
d�� �	�
��

eine Grenze gegeben� die entscheidet ob Spektren stark oder weniger stark gekoppelt sind�
Zwei makroskopische Phasenraumgebiete j� k sind quantenmechanisch entkoppelt� wenn
der klassische Flu� weniger als ein Wirkungsquantum enth�alt �Abb� 	���� Die Vereinigung
aller Bereiche vor dieser Flu�grenze bildet den Hauptteil der chaotischen See� der aufgrund
der starken Kopplungen RMT�Verhalten zeigt� F�ur jedes � �ubersch�atzt man den Anteil
regul�arer Phasenraumbereiche folglich gerade um die dynamisch von der chaotischen See
abgekoppelten Bereiche nach der Flu�grenze� die der Tr�ager der im Kapitel 	�
�
 beobach�
teten hierarchischen Zust�anden sind�

Setzt man die Skalierungsbedingungen des klassischen Kettenmodells in Glg� �	�
�� ein
und beachtet� da� nur n�achste Nachbarn miteinander gekoppelt sind� so erh�alt man mit

*n�n����
d�� � �n��d�� � n� �

�d� 
� ln�

ln�
�	�

�

�Diese De�nition der Projektoren ist im Sinne der Wigner� bzw� Husimidarstellung 
siehe Anhang A�
�
zu verstehen�

�Der mittlere Niveauabstand des Subspektrums im Gebiet j ist 
�
fj ��
E���
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Abbildung ���� Skizze des Kettenmodells mit eingezeichneter Flu�grenze� Die Bereiche vor

dieser Grenze stellen den Tr�ager f�ur chaotische Eigenzust�ande mit RMT�Statistiken
 wohingegen

die makroskopischen Bereiche nach der Grenze der Tr�ager hierarchischer Eigenzust�ande sind�

Die mit den Bereichen und Fl�ussen assoziierten Submatrizen nach Glg� �����	 sind ebenfalls

eingetragen�

eine Absch�atzung ab welchem Kettenglied n� die Quantenmechanik den skalierenden Flu�
nicht mehr au��osen kann� Das Restvolumen bietet somit eine Absch�atzung f�ur den relati�
ven Anteil von hierarchischen Eigenzust�anden� die durch partielle Transportbarrieren vom
Hauptteil der chaotischen See getrennt werden �der echte regul�are Anteil im Kettenmodell
ist per constructionem Null��

fhier �
X
n�n�

&n � 	n� � �
�d����������� �	�
��

Dabei wurde ausgenutzt� da� das Gesamtvolumen der Kette gerade durch eine geometri�
sche Reihe gegeben ist und � � 
��
� ln	� ln�� gilt� Durch diese Ableitung werden die
in Kapitel 	�
�� numerisch gefundenen Ergebnisse f�ur gekickte Systeme �d � �� auf hervor�
ragende Weise best�atigt und erkl�art# Zum einen ist das Auftreten hierarchischer Zust�ande
als Konsequenz der Flu�grenze verst�andlich� zum anderen erh�alt man zwanglos das Ska�
lierungsverhalten des relativen Anteils hierarchischer Eigenfunktionen� Desweiteren ergibt
sich aus der Absch�atzung �	�
�� die weiterf�uhrende Einsicht� da� bei h�oherdimensionalen
Systemen ein Korrekturfaktor d� 
 im Exponenten zu erwarten ist�

F�ur o�ene Systeme� wie z�B� gekickte Systeme mit Absorption� kann auf dieser Basis eine
Aussage getro�en werden� ob und wie lange der klassische algebraische Zerfall von P �t�
in der Quantenmechanik nachgeahmt wird� Klassisch zeigt bereits eine endliche Kette mit
hinreichend vielen Gliedern den gew�unschten algebraischen Zerfall� allerdings nur �uber
ein begrenztes Zeitintervall� Da die wesentlich Eigenschaft der Flu�grenze die e�ektive
Verk�urzung einer klassisch unendlichen Kette auf endlich viele �d�h� n�� Glieder ist� soll�
te man deshalb quantenmechanisch nur �uber ein gewisses Zeitintervall t 
 tqm ein Ver�
halten Pqm�t� � P �t� � t�� �nden� Die Zeitskala tqm erh�alt man aus der inversen Ra�
te � &n��*n��n��� an der mit n� bezeichneten Flu�grenze� Bis zur Erforschung des Ket�
tengliedes n� mit dieser Rate� erscheint die Kette auch quantenmechanisch unendlich und
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Abbildung ���� a� Relativer Anteil fhier hierarchischer Eigenzust�ande f�ur einige RMT�

Realisierungen des Kettenmodells �unterschiedliche 		� Die vollen �o�enen	 Symbole wurden wie

in Abb� ���a anhand der Statistik p��	 bzw� der Berry�Robnik�Verteilung ermittelt� Die �uber ����	

und �����	 vorhergesagten Potenzgesetze sind als volle Linien dargestellt� b� Verlauf von P �t	 f�ur

die zu a	 korrespondierenden klassischen Kettenmodelle mit den aus ����	 vorhergesagten Po�

tenzgesetzen �gestrichelt	�

die Quantendynamik ahmt die Klassik nach� Mit �	�

� und �	��� ergibt sich demnach

tqm � *n��n���

&n�
�

��
	

	n�
� �

���d��� � �	�
	�

Diese Vorhersage� sowie eine weitergehende Untersuchung von Pqm�t� werden in Kapitel 	�	
erfolgen� Interessanterweise wurde das Skalierungsverhalten �	�
	� bereits 
��� f�ur die Stan�
dardabbildung im Spezialfall der kritischen Kickst�arke vorhergesagt und ansatzweise nu�
merisch veri�ziert ���� indem der �Ubrgang von di�usiver Ausbreitung eines Wellenpakets
zur dynamischen Lokalisierung �siehe Kap� �� untersucht wurde� Die Verallgemeinerung
dieser Idee auf beliebige gemischte Systeme sowie eine numerisch detailierte Untersuchung
wurden aber bislang nicht gemacht�

Um die theoretische Vorhersage �	�
�� des Modells auch unabh�angig von gekickten Syste�
men numerisch zu best�atigen� soll nun eine quantenmechanische Realisierung der Kette in
Termen eines RMT�Ensembles genutzt werden� Dazu ist es sinnvoll eine Hamilton�Matrix
der Struktur

H �



BBBBBBB�

H� W� �
W� H� W�

W� H� W�

� � � � � � � � �

Wn

� Wn Hn

�
CCCCCCCA

�	�
��

zu bilden �vgl� Abb� 	���� wobei der Rang der Diagonalbl�ocke mit dem Skalierungsfaktor



��� O�ene Systeme ��

der Volumina schrumpft �rgHj�� � 	rgHj�� Obwohl man eigentlich eine unendlich lange
Kette simulieren m�usste� reicht es im allgemeinen aus� ca� n � � Volumina f�ur numerische
Untersuchungen heranzuziehen� Die Elemente der Diagonalbl�ocke Hj werden wie die Ele�
mente der verbindenden Nichtdiagonalbl�ocke Wj gem�a� einer Gau�verteilung gew�urfelt�
sie unterscheiden sich lediglich in den Varianzen�

v�ij�Hn� � �
 � �ij�
��N

��f�	n

v�ij�Wn� �
*���

���f ��	
n��

��
	

	n
�

wobei *��� und f� � &���
 � 	� frei w�ahlbare Konstanten sind� Die Indizes i� j bezeich�
nen dabei einzelne Matrixelemente der Submatrizen Hn bzw� Wn� und das Auftreten des
Kronecker�Symbols ist konventionsgem�a� in Anlehnung an allgemeine Zufallsmatrizen�
Durch Einstellen der Skalierungsparameter 	� � kann man den klassischen Exponenten �
einstellen und infolgedessen die Relation �	�
�� �uberpr�ufen� Dazu bieten sich die gleichen
Analysemethoden an� wie sie auch in Kap� 	�
�� zur Untersuchung der gekickten Systeme
herangezogen wurden ���Statistik und Berry�Robnik�Verteilung 	�� Zur Verbesserung der
Statistik und der Fits� wurde bei gleichen Parameter�Werten �uber ein Ensemble verschiede�
ner Matrizenrealisierungen gemittelt� In Abb� 	�� sind die Resultate f�ur drei verschiedene
Werte von � gezeigt� Die numerischen Daten stimmen �uber drei Gr�o�enordnungen mit
der als Linie eingezeichneten Skalierungsrelation �	�
�� �uberein und best�atigen so obige
Herleitung� Die klassischen P �t��Kurven� die wie erwartet den eingestellten Exponenten
�gestrichelte Linien� folgen� sind ebenfalls gezeigt�

��� O�ene Systeme

�Ublicherweise untersucht man das Verhalten von o�enen Hamilton�Systemen im Rahmen
der Streutheorie� wobei die unit�are Streumatrix S die Anregung und den Zerfall eines Zu�
standes bei Ankopplung des internen Hamilton�Operators an �perfekte� Kan�ale beschreibt�
Dieser Zugang ist analytisch wie numerisch schwierig� so da� man sich meist auf weni�
ge Kan�ale bei nicht zu kleinem � beschr�anken mu�� Einen Ausweg bieten die gekickten
Systeme mit absorbierenden Randbedingungen �vgl� Kap� ����	���� die numerisch leich�
ter zug�anglich sind� Die Projektion auf einen geeigneten Unterraum des Hilbertraumes
entspricht bei diesen Systemen der Einf�uhrung absorbierender Randbedingungen im Pha�
senraum� und die Norm eines Wellenpakets ist unter der Dynamik des so entstehenden
nicht�unit�aren Zeitentwicklungsoperators folgerichtig nicht mehr erhalten� Aufgrund der
in Kap� ����	�� angesprochenen Unhandlichkeit von Spektrum und Eigenfunktionen absor�
bierender gekickter Systeme� soll im nachfolgenden Abschnitt zun�achst Pqm�t� numerisch

�Im Gegensatz zur Standardabbildung� die im voll chaotischen Fall einem COE�Ensemble mit konstanter
Zustandsdichte ��	� der Quasienergien entspricht� mu� das Spektrum der RMT�Matrix mit der lokalen
Zustandsdichte entfaltet werden 
siehe z�B� ������
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Abbildung ���
� a� Vergleich des klassischen P �t	 �gestrichelt	 mit den quantenmechni�

schen Pqm�t	 zu � � ��� ������ ���� ������ ��� ����	 �strichpunktiert
 gepunktet
 durchgezogen	 f�ur

die Separatrixabbildung� Die Projektion erfolgte dabei auf die Eigenzust�ande positiven Impulses


d�h� jeglicher Anteil der Wellenfunktion im Bereich p � � wurde abgeschnitten� b� Skalierungs�

verhalten der Zeitskala tqm f�ur die Separatrix� �Quadrate	 und die Standardabbildung �K � ���


volle Punkte	� Zur besseren �Ubersicht wurde letzterer Datensatz nach unten verschoben� Die

Daten der Separatrixabbildung �	 � ���	 folgen sehr sch�on dem aus Glg� �����	 vorhergesag�

ten Skalierungsgesetz tqm � �
���� �volle Linie	� Die Daten der Standardabbildung entstammen

Ref� ���� und folgen n�aherungsweise dem dort vorhergesagten Verhalten tqm � ��
p
� �volle Linie	


das man mit 	 � ��� auch aus Glg� �����	 erh�alt�

untersucht und mit der klassischen Kurve verglichen werden� Dabei wird insbesondere auch
die vorhergesagte Skalierungsrelation �	�
	� �uberpr�uft werden� Aufbauend auf den dabei
gewonnenen Erkenntnissen� lassen sich in Folge auch einige Konsequenzen f�ur Spektrum
und Eigenfunktionen des nicht�unit�aren Zeitentwicklungsoperators ableiten� was abschlie�
�end mit Hilfe einer stark vereinfachten St�orungstheorie beschrieben wird�

����� Numerische Untersuchung o�ener Systeme

Wie erw�ahnt ist Pqm�t� f�ur gekickte Systeme ebenso leicht zug�anglich wie das klassische
Pendant� Zum Vergleich der beiden Gr�o�en� sind in Abb� 	�
�a sowohl das klassische P �t�
als auch Pqm�t� f�ur verschiedene � am Beispiel der Separatrixabbildung gezeigt� Au�al�
lend ist zun�achst� da� die Quantenmechanik die Klassik �uber eine gewisse Zeit nachahmt�
bevor sie ein genuin anderes Verhalten zeigt� Dabei folgen die Kurven mit kleinen � der
Klassik deutlich l�anger als solche mit vergleichsweise gro�em �� Dieser Sachverhalt wur�
de erstmals von Casati et al� f�ur voll chaotische Systeme ���� numerisch untersucht� denn
auch dort �ndet man nach einiger Zeit quantenmechanische Abweichungen vom exponen�
tiellen klassischen Zerfall� Insbesondere fanden die Autoren� da� die Zeitskala tqm� auf der

die ersten Abweichungen auftraten mit tqm � 
�
p
� skalierte� was in Folge auch analy�
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Abbildung ����� a� Verlauf von Pqm�t	 f�ur die Separatrix� �obere Kurve	 und die Standardabbil�

dung �untere Kurve	� Zum besseren Vergleich ist die klassische Kurve f�ur die Standardabbildung

ebenfalls eingetragen �strichpunktiert	� Beide quantenmechanische Kurven zeigen f�ur gro�e Zeiten

einen universellen Zerfall Pqm�t	 � ��t �gestrichelt	� b� Absolutquadrat der Entwickoungskoe��

zienten c� als Funktion der Resonanzbreiten ��� Unterhalb des mittleren Niveauabstandes 
 ist

deutlich ein linearer Zusammenhang zwischen den beiden Gr�o�en zu erkennen
 wie es auch im

st�orungstheoretischen Argument �����	 eingeht�

tische Rechtfertigung aus supersymmetrischen Rechnungen fand ��
� ���� In einem weite�
ren Schritt untersuchten Casati et al� ���� die Skalierung von tqm f�ur einen gemischten
Phasenraum �Standardabbildung� K � ��
� und fanden das gleiche Ergebnis wie im voll
chaotischen Fall� woraus sie die Existenz einer universellen Zeitskala tqm � 
�

p
� schlos�

sen� Wie aber aus Glg� �	�
	� in Kapitel 	���� hervorgeht� sollte die Skalierungsrelation
i�a� durch tqm � �

���� gegeben sein� Zur genaueren Untersuchung� welche dieser Skalie�
rungen im gemischten Phasenraum tats�achlich gilt� seien im folgenden die Separatrix� und
die Standardabbildung �K � ��
� f�ur unterschiedliche � herangezogen� Die Zeitskala tqm
wird dabei in enger Analogie zu den Referenzen ���� ��� de�niert als der Zeitpunkt� an
dem sich Pqm�t� und das klassische P �t� um mind� ��$ unterscheiden� Die gewonnenen
Datenpunkte sind in Abb� 	�
�b gegen 
�� aufgetragen�

O�enbar gibt es systematische Abweichungen von tqm � 
�
p
�� die mit der spezi�schen

Natur des gemischten Phasenraums zusammenh�angen� was nach der Charakterisierung der
hierarchischen Zust�ande in Kapitel 	�
 sowie der Behandlung des Modells in Kapitel 	��
nicht weiter verwunderlich erscheint� Zieht man die vorhergesagte Relation �	�
	� heran
und setzt die Werte � � ��	� 
�� f�ur die Separatrix� bzw� Standardabbildung ein� so erh�alt
man die in Abb� 	�
�b eingezeichneten Linien� die sich hervorragend mit den numerischen
Daten decken� F�ur die Daten der Standardabbildung bei K � ��
 �ndet man mit � � 
��
also zuf�allig ein Verhalten� das sehr nahe an tqm � 
�

p
� liegt� wie in ���� gefordert� Die

Relation �	�
	� bietet hingegen eine allgemeine Vorhersage� die der spezi�schen Natur des
gemischten Phasenraums Rechnung tr�agt�
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Abbildung ����� Beipiele f�ur die Statistiken p��	 der a� Separatrixabbildung ���� � ������	

und b� Standardabbildung �K � ���� ��� � �������	� Der asymptotische Verlauf p��	 � ���

unterhalb des mitteren Niveauabstandes 
 ist in beiden F�allen klar ersichtlich �gestrichelt	� Im

Inset von b	 ist die Statistik p��	 des geschlossenen Systems �gleiche Parameter	 gezeigt
 die aus

st�orungstheoretischen Gr�unden ebenfalls ein asymptotisches Gesetz p��	 � ��� zeigt�

Es bleibt die Frage� welchen Verlauf Pqm�t� jenseits der Zeitskala tqm hat� Wie in Abb� 	�

a
zu sehen ist� scheinen sowohl Standard� als auch Separatrixabbildung in einen universellen
Zerfall Pqm�t� tqm� � 
�t �uberzugehen� Wie in ���� gezeigt wurde� ist die relevante Zeits�
kala� ab der dieses Verhalten zu beobachten ist� die Heisenbergzeit tH � Diese Zeit erh�alt
man aus der Energie�Zeit�Unsch�arferelation bei Einsetzung des mittleren Niveauabstan�
des "� so da� f�ur gekickte Abbildungen gerade tH � 
�" � N � 
�� gilt� Sp�atestens ab
diesem Zeitpunkt mu� die Quantendyanmik dem diskreten Energiespektrum Rechnung tra�
gen� und ein deutlich anderes Verhalten zeigen als die klassiche Dynamik� Nat�urlich geht
das Verhalten Pqm�t � tqm� � 
�t f�ur sehr gro�e Zeiten in einen exponentiellen Zerfall
�uber� dessen charakteristische Zeitskala gerade durch das Inverse der kleinsten Resonanz�
breite 
�min�(� bestimmt ist�

Wie l�a�t sich nun dieses Verhalten Pqm�t� � 
�t verstehen, Dazu ist es ratsam� Glg� ������
etwas umzuformen� so da� man nach geeigneter Umsortierung

Pqm�t� �
X
�

jc�j�e����t � �Re


X
���

c��c�h�j�iei�
��
��t��������t
�

�	�

�

erh�alt� Da Pqm�t� � 
�t erst f�ur t � tH gilt� tragen n�aherungsweise nur noch Terme
mit (� 
 
�tH � " in der Summe bei� f�ur die eine st�orungstheoretische Behandlung sinn�
voll ist �	��������� In guter N�aherung hat die Einf�uhrung absorbierender Randbedingungen
die Gestalt dieser Eigenzust�ande kaum ver�andert� so da� sie nach wie vor approximativ
ein vollst�andiges Orthonormalsystem eines Hilbertunterraums bilden� Damit k�onnen die
Resonanzbreiten mit den Enwicklungskoe�zienten c� in erster Ordnung St�orungstheorie
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folgenderma�en verkn�upft werden

���
� jc�j� � (� ������
� h�j�i 
 ��� � �	�
��

Die lineare Relation (� � jc�j� f�ur Zust�ande� deren Resonanzbreiten unterhalb des mittle�
ren Niveauabstandes " liegen� kann leicht numerisch veri�ziert werden �siehe Abb� 	�

b��
Aufgrund der approximativen Orthogonalit�at der Eigenzust�ande kann der komplizierte
Ausdruck Re�� � � � in Glg� �	�

� vernachl�assigt werden und man erh�alt

Pqm�t � tH� 

X
�

jc�j�e����t 

X
�

(�e
����t 


Z �

�

( p�(� e���t d( �
�	�
��

Der letzte Schritt zur Kontinuumsn�aherung zeigt� da� Pqm�t � tH� asymptotisch die glei�
chen Eigenschaften hat� wie die Laplace�Transformierte von (p�(�� wobei p�(� die Ver�
teilung der Resonanzbreiten ist� Damit ist das Langzeitverhalten von Pqm�t � tH� eine
direkte Konsequenz der Relation p�( 
 "� � 
�(� die man auch numerisch f�ur Standard�
und Separatrixabbildung �ndet �Abb� 	�
��� Solange aber die St�orungstheorie gilt� sollte
wegen jc�j� � (� auch �� � (� sein� wobei �� wie in Glg� �	�	� de�niert ist und somit eine
Gr�o�e des geschlossenen Systems darstellt� Aus p�(� � 
�( folgt mithin p��� � 
��� was im
Inset von Abb� 	�
�b numerisch best�atigt wird� Die Gau��Glocke von p���� die in Kap� 	�

zur Bestimmung von fhier verwendet wurde� ist in dieser Darstellung nur als scharfe Spitze
bei � 
 
 zu erkennen� Die Oszillationen in p�(� �Pfeile in Abb� 	�
�� lassen sich wie auch
der asymptotische Verlauf � 
�( mit Hilfe einer stark vereinfachten St�orungstheorie be�
schreiben� die in Kap� 	�	�� vorgestellt wird� Die sehr breite Verteilung p�(� von Systemen
mit gemischtem Phasenraum� wie sie in Abb� 	�
� gezeigt ist� unterscheidet sich qualitativ
von der entsprechenden Statistik im voll chaotischen Fall� wo man p�(� � (���� in einem
engen Bereich ( 	 �(min�(max� �ndet ��	� ���
�

Der �Ubergang von p�(� � 
�( f�ur ( � " zu einem oszillierenden Zerfall f�ur ( � " ist ge�
rade mit 
�tqm verkn�upft� so da� die quantenmechanische Zeitskala tqm � �

���� angibt� ab
wann die beiden Terme in Glg� 	�

 von der gleichen Gr�o�enordnung sind �Abb� 	�
	�� Bis
zu diesem Zeitpunkt sind die komplizierten Korrelationen der Eigenzust�ande und des Spek�
trums n�otig� um das klassische P �t� nachzuahmen� Insbesondere liegt der erste ��Diagonal���
Term in Glg� �	�

� viele Gr�o�enordnungen �uber dem eigentlichen Verlauf von Pqm�t�� so
da� der zweite Term immer einen �ahnlich gro�en� aber strikt negativen Beitrag liefern
mu�� F�ur t � tqm liefert der �Diagonalterm� jedoch den dominanten Beitrag� die Korrela�
tionen im zweiten Term von �	�

� werden sukzessive ausged�ampft und man beobachtet
Abweichungen zwischen dem klassischen P �t� und Pqm�t�� Aber erst f�ur Zeiten t� tqm ver�
schwindet der Beitrag des zweiten Terms n�aherungsweise und man erh�alt wie oben gezeigt
das universelle Verhalten Pqm�t� � 
�t�

�Dabei ist 
��min die Zeitkonstante des klassisch exponentiellen Zerfalls von P 
t� und �max ist als ma�
ximale klassische Rate� mit der Trajektorien das klassische System verlassen� ebenfalls von � unabh�angig�
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Abbildung ����� Auftragung

von Pqm�t	 �gestrichelt	 und

des ersten ��Diagonal��	 Terms

in Glg� �����	 �durchgezogen	�

F�ur t � tqm kommt der domi�

nante Beitrag in Glg� �����	 vom

Diagonalterm� Der eingetragene

Wert f�ur tqm wurde aus Abb� ����b

entnommen�

����� Approximative Behandlung o�ener Systeme

Um die obigen Ergebnisse zu gekickten Systemen mit absorbierenden Randbedingun�
gen mit Hilfe des Kettenmodells aus Kapitel 	�� zu reproduzieren� k�onnen mehrere We�
ge beschritten werden� �i� Kopplung der RMT�Hamilton�Matrix �	�
�� an o�ene Kan�ale
und explizite Untersuchung der damit assoziierten Streumatrix� �ii� Einf�uhrung nicht�
hermitescher Anteile in H� der Hamilton�Matrix �	�
�� ��absorbierende R�ander�� oder �iii�
Aufbau eines hierarchischen Streusystems mit Hilfe von Quantengraphen analog zur Kon�
struktion obigen RMT�Ensembles� Eine Besprechung dieser Zug�ange w�urde hier den Rah�
men sprengen� weshalb auf die Referenzen ��
� und ���� verwiesen sei� Einige Merkmale der
Statistik p�(� von Resonanzbreiten lassen sich aber im Rahmen einer stark vereinfachten
St�orungstheorie verstehen� was Gegenstand der folgenden �Uberlegungen ist�

Sei das Kettenmodell� wie in Abb� 	�
� skizziert� nur mit dem ersten Volumen &� an o�e�
ne Kan�ale angekoppelt� Unter der Annahme� da� die Ankopplung an die Kan�ale schwach
ist� kann man eine st�orungstheoretische Behandlung des o�enen Systems heranziehen und
so die Resonanzbreiten ( � " bestimmen� wobei " der mittlere Niveauabstand des ge�
schlossenen Systems ist� Folgt man Ref� ���� und zieht Glg� �	��� heran� dann ist der cha�
rakteristische Wert der Resonanzbreiten f�ur die einzelnen Volumina &n� n 	 IIN� gegeben
durch

h(ni � +���

nY
j��

+j�j�� � �	�
��

Schematisch hat man demnach im Kettenmodell St�utzstellen f�ur die Verteilung von Reso�
nanzbreiten bei den Werten

(n �
nY
j��

�j � �n�n����� � �	�
��
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Der relative Anteil am Gesamtspektrum nimmt dabei gem�a� 	n ab� so da� zu jeder St�utz�
stelle (n ein Wert Pn der kumulativen Verteilung

Pn � P �(n� �

Z �n

�

p�(��d(� �
�X
j�n

	j �
	n


� 	
�	����

geh�ort� L�ost man jetzt �	�
�� nach n auf� erh�alt man unter Beachtung� da� n � � gelten
mu� die Relation

n � �


�
�

s
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�
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�
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ln�
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Setzt man dieses Ergebnis in �	���� ein und di�erenziert nach (� so erh�alt man unter
Auslassung konstanter Vorfaktoren

p�(� �
�P �(�

�(
�

exp
�q

� ln�
ln�

� �
�

ln	
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q

� ln�
ln�

� �
�
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r
ln�
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	�
p

� ln �� ln� f�ur ( � � � �	����

D�h� in �Ubereinstimmung mit den numerischen Beobachtungen in Kap� 	�	�
 strebt die Ver�
teilung von Resonanzbreiten im Limes kleiner ( gegen eine universelle Verteilung p�(� �

�( mit logarithmisch kleinen Korrekturen� Diese grobe Absch�atzung des asymptotischen
Verlaufs zieht nat�urlich keine Schwankungen um die St�utzstelle in Betracht� was in nach�
folgender stochastischer Argumentation f�ur das Kettenmodell getan wird�

Angenommen es existieren zun�achst keine Verbindungen zwischen den einzelnen Glie�
dern der Kette ��i�j*i�j � �� und nur das erste Glied &� ist an o�ene Kan�ale gekoppelt
�Abb� 	�
��� dann kann eine RMT�Realisierung nach Glg� �	�
�� mit Wj � � �j � �� � � � � n�
blockweise diagonalisiert werden� Die erhaltenen Spektren Spek�&j� dieses ungest�orten Sy�
stems bestehen per constructionem f�ur alle j � � aus GOE�Spektren mit einem mittleren
Niveauabstand "j� lediglich Spek�&�� besteht aus komplexen Energien der Form E� � i��
Das Auftreten der Resonanzbreite � im Imagin�arteil re�ektiert die endliche Lebenszeit von
Zust�anden� deren Tr�ager &� ist� aufgrund der Ankopplung an o�ene Kan�ale� Unter der An�
nahme� da� die Kopplungsmatrizen Wj als kleine St�orung des eben behandelten Systems
angesehen werden k�onnen� ist der erste nicht�verschwindende Term der St�orungsreihe f�ur
die Eigenenergien in quadratischer Ordnung� Das folgt direkt aus der Eigenschaft der Ne�
bendiagonalmatrizen Wj Eigenzust�ande jji aus &j auf die dazu orthogonalen Unterr�aume
von &j�� abzubilden� Deshalb gilt hjjW jji � �� d�h� der lineare Term der St�orungsrei�
he verschwindet� Die zweite Ordnung ergibt dann wie �ublich Korrekturterme� in deren
Nenner die Energiedi�erenzen zwischen Eigenenergien Ej 	 Spek�&j� Ej�� 	 Spek�&j � 
�
stehen ����� Allgemein hat diese Korrektur in nicht�entarteter St�orungstheorie die folgende
Form�

E���
m �

X
m��n

jhnjW jmij�
E���
m � E���

n

� �	��	�
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Da f�ur verschwindende Kopplung die Spektren Spek�&j� unabh�angig voneinander sind� ist
die Wahrscheinlichkeit f�ur zuf�allige Entartungen von Niveaus aus benachbarten Subspek�
tren sehr hoch� Bei schwacher Kopplung der Subspektren sollten diese �fast vollst�andigen�
Entartungen den dominanten Beitrag in �	��	� liefern� da der Nenner dann nahezu ver�
schwindet� was die Verwendung der entarteten St�orungstheorie nahelegt� Im einfachsten
Falle kann die gesamte Summe in �	��	� durch einen dominanten Beitrag in der Sum�
me approximiert werden� Im Rahmen der entarteten St�orungstheorie wechselwirken dann
nur noch n�achstbenachbarte Niveaus aus benachbarten ungest�orten Spektren� wie dies in
Abb� 	�
� durch gestrichelte Linien angedeutet ist� Die zu diesen Niveaus korrespondie�
renden Eigenenergien des gest�orten Systems sind dann approximativ gegeben durch die
Eigenwerte von Matrizen der folgenden Form�

-H �



BBBBBBB�

E� � i� �� �
�� E� ��

�� E� ��
� � � � � � � � �

�n
� �n En

�
CCCCCCCA

� �	����

Dabei ist �j der typische Wert der Kopplungsmatrix Wj nach Glg� �	�

�� Da das wesent�
liche Interesse der Statistik von Resonanzbreiten gilt� bietet es sich nicht an� alle Eigen�
energien des gest�orten Systems auf die eben skizzierte Weise auszurechnen� Vielmehr ist es
ratsam einen stochastischen Zugang heranzuziehen� in den die wichtigsten Eigenschaften
des Eigenwertproblems �	���� eingehen�

Sei p�"E� die Wahrscheinlichkeitsverteilung f�ur den Energieabstand "E� den ein Ni�
veau Ej 	 Spek�&j� vom n�achstliegenden Niveau Ej�� des benachbarten Subspektrums
Spek�&j��� einnimmt� wenn Ej zuf�allig in letzteres Spektrum eingew�urfelt wird� Die�
se Verteilung erh�alt man sehr einfach aus der Wahrscheinlichkeit P �"E�� da� der Ab�
stand jEj � Ej��j � "E �in Einheiten des mittleren Niveauabstandes "j��� ist�

P �"E� �

Z ��E

�

sp��� s�ds �

Z �

��E

�"E

s
sp��� s�ds � �	��
�

wobei p��� s� die Statistik n�achster Niveauabst�ande �vgl� Kap� ���� in Spek�&j��� ist� Ein�
setzen der Wignervermutung ���
�� f�ur GOE ergibt dann

p�"E� �
�P �"E�

��"E�
� �e����E�

�

� �	����

Damit k�onnen ausgehend von einem willk�urlich gew�ahlten Niveau En 	 Spek�&n� unter
Beachtung der mittleren Niveauabst�ande alle im statistischen Sinne n�achstbenachbarten
Niveaus En��� � � � � E� ausgew�urfelt und in �	���� eingesetzt werden� Der Realteil des letz�
ten� komplexen Energiewertes E� � i� wird ebenfalls auf diese Weise ausgew�urfelt� wobei
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Abbildung ����� Skizze einer Kette
 die an o�ene Kan�ale gekoppelt ist� Die Subspektren

Spek��j	 bei verschwindenden Kopplungen �j�j�� sind ebenso dargestellt
 wie die approxima�

tive Kopplung n�achstbenachbarter Niveaus in benachbarten Subspektren �gestrichelt	�

in Glg� �	��
� statt der Wignervermutung die Poisson�Verteilung ���

� eingesetzt werden
muss�� Der Imagin�arteil soll der Einfachheit halber f�ur jedes gew�urfelte Niveau E� auf den
gleichen konstanten Wert � gesetzt werden� Die Kopplungselemente �j in �	���� werden als
gau�verteilte Zufallszahlen mit Mittelwert

p
v��Wj� �vgl� Glg� �	�

�� gew�urfelt� Diagonali�

sierung des so erhaltenen Eigenwertproblems �	���� ergibt dann n komplexe Eigenenergien
des gest�orten Systems� deren Imagin�arteil ( f�ur die Resonanzbreitenverteilung p�(� heran�
gezogen wird�

Zur Erstellung von p�(� mu� ferner beachtet werden� da� es 	�fach weniger Energien Ej

als Energien Ej�� �j � 
� � � � � n� gibt� Zur Erstellung der Resonanzbreitenstatistik diago�
nalisiert man daher 	nN Matrizen der Form �	���� vom Rang n� 	n��N Matrizen vom
Rang n � 
 �d�h� die letzte Zeile und Spalte werden entfernt� etc� nach obigem statisti�
schen Schema� Der mittlere Niveauabstand des dazu analogen geschlossenen Systems ist
demnach gegeben durch

" �

� 	

N�
� 	n���
�

wenn alle Energien Ej aus dem Intervall ��� 
� gezogen wurden� Eine typische Vertei�
lung p�(�� wie man sie nach diesem Vorgehen erh�alt� ist in Abb� 	�

 gezeigt� Trotz des
stark approximativen Zugangs reproduzieren die Daten zwei generische Eigenschaften der
Verteilung p�(�� die schon in Kap� 	�	 beobachtet wurden�

�Obwohl die komplexen Eigenwerte in der gau�schen Zahlenebene eine kubische Niveauabsto�ung zei�
gen �	��� sind die Projektionen der Niveaus auf die reelle Energieachse unkorreliert� so da� sie Poisson�
Statistiken zeigen�
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Abbildung ����� Verteilung p��	 nach dem vereinfachten
 stochastischen St�orungsansatz �n �

�� � � ���� 
 � ����
 ����� Niveaus	� Die gestrichelte Linie gibt den asymptotischen Ver�

lauf p��	 � ��� an
 der unterhalb des mittleren Niveauabstandes 
 einsetzt� Die Oszillationen

oberhalb 
 sind den in Abb� ���� gezeigten sehr �ahnlich�


� Unterhalb des mittleren Niveauabstandes " �ndet man p�(� � 
�(�

�� Oberhalb des mittleren Niveauabstandes bilden sich Oszillationen aus�

Die breite Verteilung p�(� und ihre grundlegenden Merkmale sind somit als eindeutige Kon�
sequenz der hierarchischen Anordnung chaotischer Bereiche im Phasenraum aufzufassen�
denn dies war die wesentliche Annahme in beiden oben skizzierten Zug�angen�

��� Ausblick

Trotz der zahlreichen Ergebnisse dieses Kapitels bleiben immer noch viele Fragen zu
den Quantensignaturen gemischter Phasenr�aume unbeantwortet� Beispielsweise sind die
in Kap� 	�
�� angesprochenen statistischen Eigenschaften des hierarchischen Subspektrums
�z�B� phier��� s�� noch unbekannt� Weiterhin sollte man im geschlossenen Quantensystem
�uber den Zerfall von Korrelationsfunktionen der Form C�t� � jh����j��t�ij� Auskunft �uber
die Verbindungen von Spektrum und Eigenfunktionen erhalten� da C�t� �uber eine Fourier�
transformation mit dem Spektralma� bzw� der lokalen Zustandsdichte verbunden ist�

Die Existenz hierarchischer Eigenzust�ande legt ferner eine Erkl�arung der in Kap� �����
angesprochenen unterschiedlichen Leitwert�uktuationen im gemischten Phasenraum nahe�
die es zu �uberpr�ufen gilt� Die ausgedehnten chaotischen Eigenzust�ande werden bei der



��� Ausblick ��

�O�nung des Quantensystems stark ver�andert� was zum Nachahmen des klassischen P �t�
f�ur Zeiten t 
 tqm und zum Auftreten fraktaler Leitwert�uktuationen f�uhrt� Da tqm we�
sentlich kleiner ist als die Heisenbergzeit ����"� sollten die fraktalen Fluktuationen auf
Energieskalen ����tqm � " zu beobachten sein� Die hierarchischen Zust�ande hingegen
bleiben durch ihre schwache Ankopplung an die chaotische See bei der �O�nung nahezu
unver�andert und machen sich als scharfe Resonanzen im Leitwert bemerkbar� Die Ver�
kn�upfung fraktaler Leitwert�uktuationen mit der Nachahmung des klassischen P �t� r�uckt
auch die Frage in den Vordergrund� welche quantenmechanischen Korrelationen zum Ver�
halten P �t� � Pqm�t� � t�� f�ur t 
 tqm f�uhren �vgl� Glg� �	�

��� und welchen Ein�u� die
breite� st�orungstheoretisch behandelbare Statistik p�(� � 
�( auf den Leitwert und dessen
Fluktuationen hat�

Weitere faszinierende Einblicke in die Quantensignaturen gemischter Phasenr�aume sind zu
ertwarten� wenn die hier vorgestellten Untersuchungen auf Systeme mit fraktalem Spek�
trum und gemischtem Phasenraum �z�B� das gekickte Harper�Modell� oder auf hierarchi�
sche Zust�ande um Inseln der Beschleunigermoden erweitert werden�
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Kapitel �

Chaos und Lokalisierung

Nachdem der gemischte Phasenraum in den vorherigen Kapiteln im Vordergrund stand�
soll nun der Schwenk zu voll chaotischen Systemen mit klassisch di�usiver Dynamik voll�
zogen werden� Quantenmechanisch zeigen diese Systeme unter bestimmten Bedingungen
exponentiell lokalisierte Wellenfunktionen� was im scharfen Gegensatz zur klassischen Dy�
namik steht� Das Hauptaugenmerk wird im folgenden auf der Form der asymptotischen
Einh�ullenden sich ausbreitender Wellenpakete� die Ver�anderung ihrer Lokalisierungsl�ange
und die Fluktuationen um die Einh�ullende bei zunehmender Brechung der Zeitumkehrin�
varianz liegen� Insbesondere wird sich in diesen Untersuchungen zeigen� da� entgegen einer
analytischen Vorhersage mit Hilfe der Supersymmetrie� numerisch kein Hinweis auf zwei
charakteristische L�angenskalen bei schwach gebrochener Zeitumkehrinvarianz zu �nden
ist ��
�� Als typische Systeme zu diesen Untersuchungen� werden die Standardabbildung
und ein Ensemble von Band�Zufallsmatrizen herangezogen�

��� Dynamische Lokalisierung

Betrachtet man sich den Phasenraum der Standardabbildung bei hohen Kickst�arken �z�B�
K � 
��� so �ndet man eine unstrukturierte chaotische See� die von fast jeder Anfangs�
bedingung im Limes t 
 � erforscht wird� Weiterhin beobachtet man� da� die Impuls�
varianz M�t� � hp�t��i � hp�t�i� einer anf�anglich im Impulsraum lokalisierten Menge von
Trajektorien linear in der Zeit anw�achst� wobei der Di�usionskoe�zient eine oszillierende
Funktion der Kickst�arke ist ����� Quantenmechanisch beobachtet man hingegen� da� sich
ein anf�anglich im Impulsraum lokalisiertes Wellenpaket f�ur irrationale � zun�achst di�usiv
verh�alt� nach einiger Zeit aber Lokalisierung eintritt und M�t� nicht mehr anw�achst�� Ein

�N�ahme man ein rationales �� erhielte man wegen der damit verbundenen Periodizit�at des Systems
ballisitische Ausbreitung sobald die Wellenfunktion die R�ander einer Einheitszelle erreicht�
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Abbildung ���� Beispiel f�ur dynamische Lokalisierung in der Standardabbildung �K � ��	�

Gezeigt ist die Impulsvarianz M�t	 f�ur ein B�undel klassischer Trajektorien �gestrichelt	 und f�ur

ein quantenmechanisches Wellenpaket �� � �����	� Die Quantenmechanik weicht f�ur gro�e Zeiten

vom klassisch di�usiven Verhalten M�t	 � Dt ab und s�attigt� Ebenfalls gezeigt ist das zugeh�orige

exponentiell lokalisierte Wellenpaket zur Zeit t � ����

Beispiel f�ur solch eine dynamische Lokalisierung ist in Abb� ��
 gezeigt�

Dieses Verhalten l�a�t sich mit Hilfe der sog� Maryland�Konstruktion �
�� ��� verstehen�
Projiziert man die Eigenzust�ande j�i des Zeitentwicklungsoperators U mit Quasienergie 	
�vgl� Glg� ���	 in Kap� ����	� auf die Eigenbasis des kinetischen Operators T �p�� so erh�alt
man

�m�m �
X
n���

vn�m�n � �v��m � ���
�

wobei �m � tan�	� �����m�� ist� und vn die Fourierkoe�zienten von � tan�V �q������� in
Bezug auf die Impuls�Eigenbasis bezeichnet� Die Form von ���
� ist typisch f�ur sog� Tight�
Binding Modelle mit Gitterpl�atzen m� on�site Potential �m� hopping�Termen vn zum n�ten
Nachbargitterplatz und Energieeigenwert �v�� Die Tight�Binding�Approximation wird in
der Festk�orperphysik h�au�g genutzt um das Verhalten von einzelnen� stark ans Atomgitter
gebundenen Elektronen in isolierten Orbits zu beschreiben� Ein weiteres Anwendungsge�
biet ist die Modellierung �quasi�� eindimensionaler ungeordneter Systeme� deren Hamilton�
Operator in zweiter Quantisierung durch

H �
X
m

�ma
�
mam �

X
n��m

vna
�
m�nam �����

gegeben ist� Die zugeh�orige Schr�odingergleichung auf dem Gitter nimmt dann komponen�
tenweise die Struktur ���
� an� Das on�site Potential �m ist in solchen F�allen eine Sequenz
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von Zufallszahlen und man erh�alt aus Glg� ����� die sog� Anderson�Modelle �
�� mit ex�
ponentiell lokalisierten Eigenzust�anden� Die Lokalisierung ist dabei ein genuin quanten�
mechanischer E�ekt� da solche Systeme klassisch di�usiv sind� Er beruht im wesentlich
auf Interferenze�ekten� die durch die unordnungsinduzierte R�uckstreuung hervorgerufen
werden� Das einfachste Anderson�Modell mit hopping�Termen nur zu n�achsten Nachbarn
wird in Kapitel 
 ausf�uhrlicher diskutiert� weshalb auf eine detailierte Beschreibung der
Anderson�Modelle an dieser Stelle verzichtet wird� Obwohl der Standardabbildung mit ih�
rem voll chaotischen Phasenraum keineswegs ein echtes Zufallspotential zugrunde liegt� wie
es die Anderson�Modelle erfordern� f�uhrt die freie Phasenentwicklung zwischen zwei Kicks
bei irrationalen � zu einem pseudo�zuf�alligen on�site Potential� Damit greifen approximativ
wieder die Argumente der Anderson�Lokalisierung und die dynamische Lokalisierung wird
somit verst�andlich�

Eine wichtige Eigenschaft der Tight�Binding�Glg� ���
� ist die Kopplung weniger n�achstbe�
nachbarter Gitterpl�atze� was dem Hamilton�Matrix eine Bandstruktur verleiht� Tats�achlich
ist die quantisierte Standardabbildung in Impulsdarstellung eine solche Bandmatrix� in der
alle Matrixelemente mit einem gr�o�eren Abstand als b 
 K������� von der Hauptdiago�
nalen n�aherungsweise vernachl�assigbar sind� Diese Gestalt f�uhrt direkt auf ein weiteres
RMT�Ensemble� Die Wigner�Bandzufallsmatrizen �WBRM�� die wie ihre voll besetzten
Analoga GOE%GUE de�niert sind� jedoch statt voller Besetzung eine Bandstruktur auf�
weisen� Sie sind analytisch weit weniger zug�anglich als vollbesetzte GOE%GUE�Matrizen�
weshalb sie erst mit Einzug verbesserter Computer wieder eine gr�o�ere Beachtung fanden�
Auch sie zeigen dynamische Lokalisierung und sind somit abstrakte Modelle voll chaotischer
gekickter Systeme� Weiterhin dienen sie als Modelle f�ur ungeordnete quasi�eindimensionale
�quasi�
D� Systeme �z�B� d�unne Dr�ahte mit vielen Defekten�� was im folgenden von gro�er
Bedeutung sein wird� Die WBRM�Analoga zu GOE� GUE seien mit BGOE bzw� BGUE
bezeichnet� Im folgenden wird die zentrale Frage sein� wie sich die dynamische Lokalisie�
rung in gekickten Abbildungen sowie dem WBRM�Ensemble bei zunehmender Brechung
der Zeitumkehrinvarianz ver�andert� Die Grenzf�alle erhaltener bzw� vollst�andig gebrochener
Zeitumkehrinvarianz sind dabei in letzterem Modell gerade durch die reinen BGOE� bzw�
BGUE�Matrizen gegeben� Zun�achst sollen aber einige Skalierungseigenschaften der Stan�
dardabbildung zitiert und mit analogen Gr�o�en des WBRM�Ensembles verglichen werden�

����� Standardabbildung und Bandzufallsmatrizen

F�ur die Standardabbildung� deren dynamische Lokalisierung im Impulsraum �uber die
Maryland�Konstruktion verst�andlich wird� fanden sich folgende Skalierungsregeln ��
��

b 
 K������� tD � b��� D � b� l� � b� ���	�

Dabei ist b die oben bereits erw�ahnte Bandbreite der Matrix des Zeitentwicklungsoperators
in Impulsdarstellung� au�erhalb derer alle Eintr�age approximativ Null sind� Die di�usi�
ve Zeitskala tD bezeichnet die Zeit� nach der das lineare Anwachsen der Varianz gem�a�
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M�t� � Dt in eine approximative S�attigung �ubergegangen ist �vgl� Abb� ��
�� Die Lokali�
sierungsl�ange l� des dynamisch lokalisierten Wellenpakets im Limes t 
 � ist dabei die
charakteristische L�ange der exponentiellen Einh�ullenden der tats�achlichen Wellenfunktion�
Analoge Gr�o�en fand man auch f�ur das WBRM�Ensemble ���� �	��

l� � b� R� � b tD � b��R� D � b�R� � �����

wobei R� den Radius der f�ur Zufallsmatrizen typischen halbkreisf�ormigen Zustandsdichte
angibt �	���	�� Das Auftauchen von R� in den Skalierungsrelationen von tD und D ist der
typische Fall� denn im Gegensatz zu den Quasienergien des Zeitentwicklungsoperators� die
im Intervall ��� ��� gleichverteilt sind� zeigen die reellen Energien hamiltonscher Systeme
keineswegs eine Gleichverteilung�

Wie in �����	� numerisch f�ur das BGOE�Ensemble gezeigt wurde� folgen die asymptotischen
Einh�ullenden der lokalisierten Wellenpakete ��n� t� �n bezeichnet die Gitterpl�atze� f�ur alle
Bandbreiten b der folgenden Skalierungsrelation

fs�x� � b�fs�n� mit x �
n

b�
� fs�x� � h lim

t��
j��n� t�j�i � ���
�

wobei h� � � i f�ur eine Mittelung �uber verschiedene Realisierungen der Unordnung steht�
Ferner wurde gezeigt� da� die Form von fs�x� der von Gogolin analytisch abgeleiteten
Form ����

fs�x� �
��


�l�

Z �

�

� sinh����
�
 � ����

�
 � cosh������
exp

�
�
 � ��

�l�
jxj

�
d� �����

entspricht�� Sp�ater wurde von Zhirov analytisch gezeigt� da� dieser Ausdruck nicht nur
f�ur BGOE� sondern auch im Falle stark gebrochener Zeitumkehrinvarianz �BGUE� g�ultig
ist ��
�� Der funktionale Verlauf von ����� sagt voraus� da� man im Zentrum des Wellen�
pakets eine Lokalisierungsl�ange �ndet� die um einen Faktor � kleiner ist� als in den weiter
entfernten Bereichen� denn in den Grenzf�allen kann man ����� folgenderma�en approximie�
ren�

fs�x� 

�

exp�jxj�l�� jxj � l�

jxj���� exp�jxj���l��� jxj � �l�
� �����

In ��	� wurde weiterhin gezeigt� da� die Fluktuationen der asymptotischen Wellenpakete
der BGOE um die Einh�ullende ����� lognormal�verteilt sind� und da� die Varianz M�b� t�
des Wellenpakets zu allen Zeiten t und f�ur alle Bandbreiten b der Skalierungsrelation

M�b� t� � b� -M�t�b���� �����

folgt�

�Urspr�unglich wurde dieses Ergebnis f�ur eindimensionale Systeme abgeleitet und l� bezeichnete die
mittlere freie Wegl�ange�
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��� Ungeordnete quasi	eindimensionale Systeme mit

Magnetfeld

Das Interesse an quasi�eindimensionalen �quasi�
D� Systemen hat in den letzten Jahren
stark zugenommen� da es im Zuge der fortschreitenden Nanostrukturierung m�oglich wur�
de� sehr d�unne Dr�ahte als experimentelle Realisierung solcher Systeme zu untersuchen�
W�ahrend theoretisch und experimentell bereits gro�e Fortschritte im Verst�andnis der quasi�

D Systeme in den Extremen erhaltener bzw� voll gebrochener Zeitumkehrinvarianz �T�
Invarianz� zu verzeichnen waren� ist f�ur den �Ubergangsbereich mit schwach gebrochener T�
Invarianz bislang fast nichts bekannt� Die einzigen bisherigen Ergebnisse beruhen auf einem
heuristischen Zugang von Bouchaud ����� einer semiklassischen Analyse von Imry und Ler�
ner ����� sowie einer Untersuchung mit Hilfe von Transfermatrizen ����� Das Hauptresultat
dieser Arbeiten ist eine Verdopplung der Lokalisierungsl�ange l� bei vollst�andig gebrochener
Zeitumkehrinvarianz als Konsequenz der Zerst�orung des E�ekts der schwachen Lokalisie�
rung� wobei eine sigmoide Interpolation zwischen den Grenzf�allen angenommen wurde� Die
Vorhersage einer Verdopplung der Lokalisierungsl�ange wurde j�ungst in sub�mikron d�unnen
Dr�ahten aus dotiertem GaAs best�atigt �����	� � F�ur ansteigende Magnetfelder berichten die
Autoren von einer kontinuierlichen Abnahme der Aktivierungsenergie� die bei der H�alfte
des feldfreien Wertes s�attigt�

Diesem Experiment folgte k�urzlich die erste rein analytische Behandlung des �Ubergangs
von erhaltener zu voll gebrochener Zeitumkehrsymmetrie �
��� was bislang nur st�orungs�
theoretisch m�oglich schien� In dieser Arbeit zeigen Kolesinkov und Efetov mit Hilfe der
Supersymmetrie� da� jedes noch so schwache Magnetfeld zu einer Verdopplung der Loka�
lisierungsl�ange in Bereichen weit weg vom Zentrum der Wellenfunktion f�uhrt� W�ahrend
die Wellenfunktion in der N�ahe des Zentrums nach wie vor mit der charkteristischen
L�ange lBGOE abf�allt� sollten die weiter au�en liegenden Schw�anze mit lBGUE � �lBGOE
abklingen� Sie zeigen dies anhand eines analytischen Ausdrucks f�ur den folgenden Dichte�
Dichte�Korrelator bei fester Energie E und schwach gebrochener T�Invarianz

p��r� �

�X
�

j�����j�j���r�j���H � E�

�
�����

X
�
� a

p
lBGOE
r���

�
exp

�
� r

�lBGOE

�
� bX� ln��X� exp

�
� r

�lBGUE

��
� ���
��

Dabei bezeichnet r die longitudinale Position innerhalb des d�unnen Drahtes und h� � � i
die Mittelung �uber viele Realisierungen der Unordnung� Der analytische Ausdruck ���
��
zeigt neben der o�ensichtlichen Korrespondenz des ersten Terms mit Glg� ����� einen
zweiten Term mit verdoppelter Lokalisierungsl�ange lBGUE � �lBGOE f�ur X � 
� wo�
bei X � *�*� die relative St�arke des Magnetfeldes bezeichnet und a� b Konstanten der
Gr�o�enordnung Eins sind� F�ur X 
 
 ist der magnetische Flu� * durch ein Gebiet
mit der typischen Ausdehnung einer Lokalisierungsl�ange von der Gr�o�enordnung eines
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elementaren Flu�quants *� � h�e� und die Zeitumkehrinvarianz ist stark gebrochen�
Durch Integration �uber die Energie geht dieser Korrelator in das asymptotische Wellenpa�
ket fs�r� � limt�� j��r� t�j� �uber ��
�� das in den Grenzf�allen erhaltener bzw� voll gebro�
chener Zeitumkehrsymmetrie gerade durch die Gogolin�Funktion ����� beschrieben wird�

Die Vorhersage� da� bereits sehr schwache Magnetfelder zu einer Verdopplung der asym�
ptotischen Lokalisierungsl�ange f�uhren� wurde nachfolgend von Schomerus und Beenakker
numerisch untersucht ����� Mit Hilfe der Borland�Vermutung� ���� und des Transferma�
trizenansatzes zeigten sie� da� die asymptotische Form des zeitentwickelten Wellenpakets�
d�h� der �uber die Energie integrierte Korrelator� keine zwei Lokalisierungsl�angen zeigt� son�
dern da� man eine sigmoid zwischen den Grenzf�allen interpolierende Funktion �ndet� Die
Untersuchung lie� allerdings einige L�ucken� denn folgende Punkte blieben unbeantwortet�
was auch in den Referenzen �
�� ��� ��� hervorgehoben wird�


� Ist die Borland�Vermutung in diesem Kontext anwendbar,
Die Supersymmetrie�Rechnungen ziehen ein geschlossenes System heran� wohingegen
man bei Anwendung der Borland�Vermutung per de�nitionem ein o�enes System
betrachtet� Wie in Kap� 	�	 gesehen� kann die �O�nung eines Systems zu nichttrivialen
E�ekten f�uhren� so da� in ���� ggf� die falsche Numerik zur eigentlichen Fragestellung
gemacht wurde� Dieser Punkt wird insbesondere in ���� �
� hervorgehoben� wo die
Autoren zeigen� da� die �O�nung des Systems zu spektralen Ver�anderungen f�uhrt�
aufgrund derer das Auftreten der zweiten Lokalisierungsl�ange u�U� nicht beobachtbar
ist�

�� Sorgen seltene Eigenzust�ande� die mit der Transfermatrizenmethode weggemittelt
werden� f�ur das Auftreten zweier Lokalisierungsl�angen,
Im Transfermatrizenansatz der Ref� ���� berechnet man die Lokalisierungsl�ange �uber
das Ensemblemittel hln �j��r� t
��j��i� was seltene Realisierungen der Unordnung
ausmittelt� wohingegen sie in ln �hj��r� t
��j�i� Beachtung �nden�

	� Gilt die negative Aussage auch f�ur den eigentlichen Korrelator,
Da in Ref� ���� das asymptotische Wellenpaket� d�h� der �uber die Energie integrierte
Korrelator� betrachtet wurde� ist ad hoc nicht klar� ob die Aussage f�ur den Korrelator
nicht vielleicht doch stimmen�

In den folgenden beiden Kapiteln werden diese Punkte eindeutig zu Ungunsten der super�
symmetrischen Vorhersage beantwortet und eine numerisch untermauerte Skalierungstheo�
rie f�ur den �Ubergang bei Brechung der T�Invarianz aufgestellt� Dazu sollen zun�achst einige
qualitative Untersuchungen an der Standardabbildung unternommen werden� bevor eine
detailierte Untersuchung am eher festk�orperphysikalisch motivierten WBRM�Ensemble er�
folgt�

�Die Borland�Vermutung besagt� da� die Lokalisierungsl�ange eines di�usiven Systems durch das Inverse
des gr�o�ten Lyapunov�Exponenten der zugeh�origen Transfermatrix gegeben ist 
siehe auch Kap� ��
��
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����� Gebrochene Zeitumkehrinvarianz in der Standardabbildung

Um die Zeitumkehrinvarianz gekickter Systeme zu brechen� d�h� das Pendant zu einem Ma�
gnetfeld einzuf�uhren� ist es essentiell� zun�achst die Symmetrien der jeweiligen Abbildung zu
betrachten� Im Fall der Standardabbildung �ndet man klassisch zwei unabh�angige antika�
nonische Symmetrien� die in der Quantenmechanik Anla� zu zwei antiunit�aren Symmetri�
en S��S� geben� F�ur den Zeitentwicklungsoperator U gilt daher SjUSj � U�� mit j � 
� ��
W�ahrend S� die Invarianz unter der Transformation q 
 q� p 
 �p� bzw� quantenme�
chanisch die Konjugation in Impulsdarstellung �S� � hkj�i �
 h�jki� beschreibt� gibt S�
mit q 
 
� q� p
 p das zugeh�orige Pendant in Ortsdarstellung an �S� � hnj�i �
 h�jni��
Die Kombination S�S� ist eine unit�are Symmetrie� so da� beide Symmetrien unter U erhal�
ten bleiben� Um nun generell die Zeitumkehrinvarianz der Standardabbildung zu brechen�
m�ussen beide Symmetrien S��S� gebrochen werden ����� Wird dies nicht getan� f�uhrt die
verbleibende Symmetrie zu starken Tunnele�ekten zwischen sog� Mott�Zust�anden� d�h�
zuf�allig nahezu entarteten Eigenzust�anden� wie sie in �ahnlicher St�arke bei g�anzlicher Er�
haltung aller Symmetrien zu beobachten sind ����� Bei voll gebrochenen Symmetrien sind
solche Tunnele�ekte dagegen stark unterdr�uckt� Um die Symmetrien S� und S� zu brechen�
hat sich folgende Modi�kation der Standardabbildung als sinnvoll erwiesen ����

V �q� � cos���q� cos
���

�

	
�




�
sin���q� sin

���
�

	
T �p� �

p�

�
� �p �

���

�

die f�ur �� � � � wieder in die urspr�ungliche Standardabbildung �ubergeht� Das Loka�
lisierungsverhalten bei Brechung der T�Invarianz kann mit dieser Abbildung allgemein
f�ur � �� � und � 	 ��� 
� untersucht werden� wobei � � � und � 
 ��
 dem Grenzfall
erhaltener bzw� voll gebrochener Zeitumkehrinvarianz entspricht� Eine �ahnliche Abbildung
wurde bereits in Ref� ���� untersucht� jedoch unterlie�en die Autoren die Einf�uhrung des
Parameters � und brachen so nur eine der beiden Symmetrien�

In Abb� ���a�c sind einige beispielhafte Pro�le fs�n� der modi�zierten Standardabbildung
f�ur � � �ln� � 
��� und verschiedene � gezeigt� die eine kontinuierlich anwachsende
Lokalisierungsl�ange nahelegen� Aufgrund der starken Fluktuationen ist es dabei n�otig�
viele Wellenpakete zu leicht unterschiedlichen � zu superponieren�� um die exponentiel�
le Einh�ullende fs�n� des asymptotischen Wellenpakets gut zu erkennen� Tats�achlich lassen
sich alle so berechneten Pro�le fs�n� sehr gut mit Glg� ����� beschreiben� was eine einpara�
metrige Skalierung anzeigt� die im Widerspruch zu den supersymmetrischen Vorhersagen
steht� Zur Unterst�utzung dieser Aussage sind in Abb� ���d einige Wellenpakete mit ver�
schiedenen � 	 ��� 
� unter Nutzung der Skalierungsannahme

fs�x� � l����fs�n� x � n�l���� ���
��

�Eine Mittelung �uber unterschiedliche Startpositionen des Anfangswellenpakets ist mit Vorsicht zu
verwenden� da die Variation der Anfangspositionen mehrere Lokalisierungsl�angen betragen sollte� um Kor�
relationen auszuschlie�en�
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Abbildung ���� Beispiele f�ur das gemittelte asymptotische Wellenpaket fs�n	 der modi�zierten

Standardabbildung �K � ��� � � ������ t � ���	 f�ur a� � � �
 b� � � ����
 c� � � �����

d� Superposition einiger asymptotischer Wellenpakete f�ur verschiedene � � ��� �� mit der Ska�

lierungsannahme �����	� Die analytischen Kurve ����	 ist farbig dargestellt� e� Das Verh�altnis

der klassischen Di�usionskoe�zienten D��	�D�� � �	 f�ur K � �� zeigt starke Fluktuationen


d�h� l���	 ver�andert sich nicht nur durch die Brechung der T�Invarianz sondern auch durch

Ver�anderungen des klassischen Phasenraums�

dem Verlauf von Glg� ����� superponiert� wobei die Lokalisierungsl�ange l���� als Fit�
Parameter fungiert� Die numerischen Daten zeigen eine hervorragende �Ubereinstimmung
mit dem analytischen Ausdruck�

Prinzipiell ist es m�oglich durch diese Skalierung alle Lokalisierungsl�angen l���� zu be�
stimmen und so das Verh�altnis ���� � l�����l��� � �� zu erhalten� das einen kontinu�
ierlichen �Ubergang ���� 
 � verdeutlichen w�urde� Die Ver�anderung von � f�uhrt jedoch
zu modi�zierten Potentialen und somit zu unterschiedlichen Phasenr�aumen� Meist bleibt
der Phasenraum zwar voll chaotisch und strukturlos� f�ur K � ��� � 
 ��� tauchen aber
beispielsweise Beschleunigermoden auf� Selbst wenn der Phasenraum voll chaotisch bleibt�
kann sich dennoch die klassische Di�usionskonstante D��� drastisch �andern �Abb� ���e�
und somit zu stark ver�anderten Lokalisierungsl�angen f�uhren� Tats�achlich m�u�te man da�
her die ver�anderte klassische Dynamik aus dem Verh�altnis ���� extrahieren� um einen rein
quantenmechanisch erzeugten kontinuierlichen �Ubergang ���� 
 � beobachten zu k�onnen�
In Anbetracht dieser Schwierigkeit soll die Brechung der T�Invarianz im folgenden detailiert
am WBRM�Ensemble untersucht werden� das als Zufallsmatrizen�Ensemble keine solchen
Unanehmlichkeiten bereitet und ferner konzeptuell n�aher an ungeordneten Systemen liegt
als die pseudo�zuf�alligen chaotischen Abbildungen�
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����� WBRM
Ensemble mit gebrochener Zeitumkehrinvarianz

Der �ubliche theoretische Zugang f�ur ungeordnete quasi�
D Systeme ist die Modellierung
mit Hilfe des WBRM�Ensembles� der zu folgender Tight�Binding�Gleichung f�uhrt��

i
d�n�t�

dt
�

n�bX
m�n�b

Hnm�n�t� � ���
	�

Dabei ist Hnm � Snm� i�Anm eine komplexe hermitesche Bandmatrix der Breite b� die aus
einer reellen symmetrischen Matrix Snm und einer reellen antisymmetrischen Matrix Anm

zusammengesetzt ist� Die Eintr�age der beiden Matrizen sind unabh�angige� gau�verteilte
Zufallszahlen mit Mittelwert Null und Varianz v�nm � 
 � �nm� wobei nat�urlich die Diago�
nale von Anm exakt Null ist� Die Bandbreite de�niert gerade die langreichweitige Kopplung
zwischen Gitterpunkten mit einer Entfernung jn�mj � b bzw� die Anzahl transversaler Mo�
den in einem d�unnen Draht� Der Symmetriebrechungsparameter � wichtet den imagin�aren
antisymmetrischen Anteil der Hamilton�Matrix und f�uhrt zum �Ubergang BGOE
 BGUE�
Formal kann � wie schon X in Glg� ���
�� mit dem relativen magnetischen Flu� in Ver�
bindung gebracht werden ��
�� Ist k eine typische transversale L�ange des quasi�
D Drahtes
�z�B� Radius�� dann gibt * � kBl� den magnetischen Flu� durch die Fl�ache eines Draht�
segments mit longitudinaler Ausdehnung einer Lokalisierungsl�ange l� an� Der Quotient
aus diesem Flu� und dem elementaren Flu�quantum *� � h�e ist proportional zu �� so
da� man f�ur � � � und � 
 
 den BGOE� bzw� BGUE�Limes erh�alt�

Wie schon im Fall der Standardabbildung soll zun�achst die asymptotische Form eines Wel�
lenpakets� d�h� der �uber die Energie gemittelte Korrelator ���
��� untersucht werden� Wie
sich sp�ater zeigen wird� tre�en die dabei resultierenden Aussagen �uber das Verhalten der
Lokalisierungsl�ange auch auf den eigentlichen Korrelator ���
�� zu� Die zeitliche Evolu�
tion eines anf�anglich scharf lokalisierten Wellenpakets ���Paket� gem�a� der Schr�odinger�
Gleichung ���
	� wurde numerisch mit Hilfe der Cayley�Form und einem adaptiven Git�
ter �siehe Anhang B��� untersucht� In Abb� ��	 sind einige asymptotische Pro�le fs�n�
f�ur b � 

 und verschiedene Werte von � 	 ��� 
� gezeigt� die durch Mittelung �uber
ca� ��� Realisierungen der Unordnung �d�h� Zufallsmatrizen Hnm� entstanden� W�ahrend
die �au�eren Kurven einem arithmetisch gemittelten Wellenpaket entsprechen� sind die in�
neren Kurven durch Mittelung der logarithmierten Wellenfunktion �geometrisches Mittel�
entstanden� O�ensichtlich erh�alt man in letzterem Fall wesentlich glattere Kurven und eine
Lokalisierungsl�ange� die im Vergleich zur ersten Methode um ca� einen Faktor � kleiner ist�
Dieses Ph�anomen ist eine Konsequenz der lognormal�verteilten Fluktuationen von Eigen�
zust�anden und asymptotischem Wellenpaket �Abb� ��
� um die exponentielle Einh�ullende�
Bei Verwendung des arithmetischen bzw� geometrischen Mittels zur Bestimmung der Lo�
kalisierungsl�ange� f�uhrt dies zum Auftreten des in der Literatur wohlbekannten Faktors �
�siehe z�B� ��	� ��� f�ur Details��

�Man beachte die formale Analogie der korrespondierenden station�aren Schr�odinger�Gleichung zur
Maryland�Glg� 
��
��
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Abbildung ���� Asymptotisches

Wellenpaket f�ur b � �� und a� 
 �

�
 b� 
 � ����
 c� 
 � ����� und d�


 � ��� zu Zeiten t � ���� Gezeigt

sind sowohl das arithmetische Mit�

tel fs�n	 �schwarz	 als auch das da�

zu korrespondierende geometrische

Mittel �rot	�

Obwohl man den Vorhersagen von Ref� �
���
� zufolge das Auftreten von zwei Lokali�
sierungsl�angen erwarten sollte� zeigen beide Mittelungen keine Anzeichen f�ur das Auftre�
ten zweier charakteristischen L�angenskalen� Dies beantwortet direkt die o�enen Punkte 
�
und �� in obiger Liste� Da im vorliegenden Fall ein geschlossenes System untersucht wurde�
das keinen Gebrauch von der Borland�Vermutung macht� kann es nicht am Versagen dieser
Vermutung liegen� wenn die supersymmetrischen Vorhersagen in ���� nicht beobachtet wur�
den� Weiterhin zeigen beide Mittelungen keine Anzeichen f�ur das Auftreten einer zweiten
Lokalisierungsl�ange� d�h� es kann nicht an seltenen Realisierungen der Unordnung bzw� an
seltenen Eigenfunktionen liegen� die in beiden F�allen unterschiedlich in Betracht gezogen
werden� Mit diesen Aussagen bleibt aber noch ein gewichtiges Argument �ubrig� das man ins
Feld f�uhren kann� In der Supersymmetrie betrachtet man immer den Fall unendlich langer
Dr�ahte mit unendlich vielen transversalen Moden� d�h N� b
�� b�N � const�� wohinge�
gen man numerisch aus Gr�unden der Rechenzeit nur N 
 
 � 
��� b 
 �� untersuchen kann�
Um diesem berechtigten Einwand zu begegnen� soll im folgenden gezeigt werden� da� man b
mit Hilfe einer heuristischen Skalierungstheorie aus den Ergebnissen entfernen kann� so da�
obige Aussagen auch im Falle N� b
�� b�N � const� gelten� Weiterhin wird sich im Ver�
lauf dieser Skalierungstheorie zeigen� welche Anforderungen eine analytische Beschreibung
des �Ubergangs BGOE 
 BGUE erf�ullen mu��

Wenn man sich die Pro�le fs�n� der Wellenpakete in Abb� ��	 genauer betrachtet� stellt
man fest� da� ihre Form im gesamten Bereich von BGOE 
 BGUE sehr �ahnlich ist�
Weiterhin klang in Kap� ��
�
 schon an� da� der von Gogolin abgeleitete Ausdruck �����
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Abbildung ���� a� Asymptotische Wellenpakete fs�x	 f�ur b � �� ��� �� und 
 � ��� �� skaliert

gem�a� Glg� �����	� Die rote Linie ist die theoretische Vorhersage ����	� b� Verh�altnis der Lokali�

sierungsl�angen ��
	 nach Glg� �����	� Die o�enen Symbole sind �uber Fits von fs�n	 mit ����	 be�

stimmt
 die vollen Punkte entstammen einer direkten Bestimmung der charakteristischen L�angen

des geometrisch gemittelten Wellenpakets� Die Bandbreiten b � �� ��� �� sind mit Rauten
 Kreisen

und Dreiecken bezeichnet
 Kreuze geben experimentell gewonnene Daten aus ���
 ��� an
 deren

Magnetfelder B mit B � ����
 gen�ahert wurden�

f�ur das station�are Wellenpaket in den beiden Grenzf�allen exakt stimmt� Die naheliegende
Idee ist daher� die arithmetisch gemittelten station�aren Wellenpakete zu verschiedenen �
mit dem zu ���
�� analogen Skalierungsansatz

fs�x� t
�� � l����fs�n� t
�� mit x � n�l���� ���
��

�ubereinander zu legen� wobei l���� �uber einen Fit mit ����� ermittelt wird� In Abb� ���a ist
dies f�ur b � 
� 
�� 

 und viele verschiedene � 	 ��� 
� getan� Der gute �Uberlapp der Daten
sowie die hervorragende �Ubereinstimmung mit dem ebenfalls gezeigten analytischen Aus�
druck ������ best�atigt die Skalierungsannahme ���
�� in hervorragender Weise� In Abb� ���b
sind die mit ����� ermittelten Lokalisierungsl�angen gem�a�

���� �
l����

l����
���

�
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Abbildung ���� Verteilung p�y	 der logarithmischen Fluktuationen einzelner asympto�

tischer Wellenpakete um die Einh�ullende fs�n	 f�ur b�� und verschiedende Werte des

Symmetriebrechungs�Parameters� a� 
 � �����
 b� 
 � ����
 c� 
 � ���� In allen drei F�allen

entstpricht p�y	 n�aherungsweise einer Gau�verteilung� d� Varianz von y f�ur b � �� ��� �� und

verschiedende Werte f�ur 

 skaliert mit Glg� �����	�

gezeigt� Ebenfalls eingetragen sind die charakteristischen L�angen� die man durch einen
Fit an den exponentiellen Abfall der geometrisch gemittelten asymptotischen Wellenpa�
kete erh�alt� sowie experimentelle Daten aus ���� �	�� Wie bereits erwartet zeigt sich keine
spontane Verdopplung der Lokalisierungsl�ange wie in �
���
� gefordert� sondern ein kon�
tinuierlicher �Ubergang von � � 
 zu � � �� der hervorragend mit den experimentellen
Daten aus ���� �	� �ubereinstimmt� Durch die Skalierungen ���
�� und ���

� ist weiterhin
die Bandbreite herausskaliert worden� so da� obige Widerspr�uche zu den Vorhersagen der
Supersymmetrie tats�achlich auch im Limes N� b 
 �� b�N � const� gelten� Eine analy�
tische Theorie des BGOE 
 BGUE��Ubergangs mu� demnach einen sigmoiden �Ubergang
der Lokalisierungsl�angen sowie eine Verallgemeinerung des Gogolin�Ausdrucks ����� bein�
halten�

Eine weitere Vorhersage der Supersymmetrie bzgl� der Fluktuationen von fs�n� um die
Einh�ullende sind allerdings korrekt� Die Autoren von Ref� �
�� leiten f�ur diese Fluktuatio�
nen in gro�em Abstand vom Zentrum des Wellenpakets eine lognormal�Verteilung ab� In
Abb� ��
a�c sind die Verteilungen p�y� dieser Fluktuationen y � ln�j��n� t
��j�� im Ab�
stand n � �b��� vom Zentrum des station�aren Wellenpakets bei Variation der Unordnung



��� Ungeordnete quasi
eindimensionale Systeme mit Magnetfeld ��

und f�ur verschiedene � gezeigt� Sie sind in guter N�aherung gau�verteilt� und best�atigen
somit die Vorhersage� Ein n�utzlicher Indikator dieser universellen Fluktuationseigenschaft
ist die asymptotische Varianz

���n� � h�ln j��n� t
��j���i � hln j��n� t
��j�i� ���
��

die in Abb� ��
d mit der Skalierungsannahme

���x� �
���n�p
l�

x �
n

l�
���
��

gezeigt ist� Die gute �Ubereinstimmung der Kurve f�ur verschiedene b und � best�atigt wie�
derum� da� sich das mittlere asymptotische Pro�l des Wellenpakets� wie auch alle h�oheren
Momente� die zum Messen der Lokalisierungsl�ange herangezogen werden k�onnen �siehe
Kap� 
�
�
�� kontinuierlich mit � �andert�

Eine globale Charakterisierung der Di�usion und anschlie�enden Lokalisierung ist weiterhin
durch das zweite Moment des sich ausbreitenden Wellenpakets M�t� gegeben

M�t� �

�X
m

m�j�m�t�j�
�

� ���
��

wobei h� � � i wieder die Mittelung �uber verschiedene Realisierungen der Unordnung symbo�
lisiert� Diese Funktion erreicht aufgrund der Anderson�Lokalisierung zu einer Zeit t 
 tD
einen S�attigungswert M� � l������ Bis zu diesem Zeitpunkt w�achst die Varianz in gu�
ter N�aherung linear M�t� � Dt� wobei f�ur die Di�usionskonstante aus supersymme�
trischen Rechnungen ein Zusammenhang mit dem mittleren Niveauabstand " bekannt
ist ��
�� D � "l�� Es zeigt sich� da� im vorliegenden Modell

"���

"���
�

r

 �

��

�

tD���

tD���
�

����q

 � ��

�

D���

D���
� ����

r

 �

��

�
���
��

gelten mu�� was f�ur die Di�usionskonstante in Abb� ��� numerisch veri�ziert ist� Die wei�
teren Skalierungsrelationen implizieren damit ein Skalierungsverhalten der Varianz M�t�
gem�a�

M�t� �� � M���� -M�t�tD���� � ������

was ebenfalls in Abb� ��� veri�ziert ist� Die weniger gute Skalierung von M�t� gem�a� ������
k�onnte ein Indiz f�ur die Unterdr�uckung von Mott�Zust�anden mit steigendem � sein� Im
Fall � � � f�uhren diese zuf�allig entarteten Zust�ande zum Auftreten von Wellenfunktionen
mit mehr als einem ausgepr�agten Maximum� die im Zeitbereich t � tD f�ur langreichweiti�
gen Transport verantwortlich sind ��	�� Wie in ���� gezeigt wird� sind die Mott�Zust�ande
aber im Falle starker Brechung der Zeitumkehrsymmetrie stark unterdr�uckt� so da� die
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Abbildung ��	� Varianz M�t	

f�ur b � �� ��� �� und verschiede�

ne Werte 
 � ��� ��
 skaliert mit

Glg� �����	� Der gute �Uberlapp der

Daten best�atigt die abgeleitete Ska�

lierungsvorhersage� Im Inset ist die

Di�usionskonstane D�
	 f�ur b �

��� �� �Quadrate bzw� Punkte	 ge�

zeigt
 die der theoretischen Relati�

on �����	 �volle Linie	 folgt�

Varianz M�t� schneller auf den S�attigungswert zukonvergieren sollte� Tats�achlich zeigen
die Kurven in Abb� ��� mit steigenden � ein sch�arferes Abknicken bei t 
 tD� so da� nur
f�ur t� tD und t� tD ein sch�ones Skalierungsverhalten beobachtbar ist� Eine analytische
Theorie des �Ubergangs von erhaltener zu gebrochener Zeitumkehrinvarianz mu� auch diese
Skalierungen� sowie die aufgezeigten Abweichungen in Betracht ziehen�

Abschlie�end soll noch gezeigt werden� da� nicht nur das asymptotische Wellenpaket�
sondern auch der echte Korrelator ���
�� keinerlei Anzeichen f�ur das Auftreten zweier
Lokalisierungsl�angen zeigt� Dazu wurden einige Matrizen mit b � 
� N � 
��� f�ur ver�
schiedene � exakt diagonalisiert und alle Eigenzust�ande in einem schmalen Energieinter�
vall E 	 �����
� ���
� zur Berechnung des Korrelators ���
�� herangezogen	� Die Ergebnisse
sind in Abb� ��� gezeigt� Wie erwartet zeigt sich auch hier keine zweite Lokalisierungsl�ange�
was aus der analytischen Verbindung des asymptotischen Wellenpakets und des Korrela�
tors nach Zhirov ��
� auch zu erwarten war� Erst f�ur � 
 
 zeigt sich eine starke� uniforme
Vergr�o�erung der Lokalisierungsl�ange auf den erwarteten doppelten Wert�

��� Ausblick

Es bleibt nach den hier vorgestellten Ergebnissen aufzukl�aren� aus welchem Grund die
Unstimmigkeiten der numerischen und experimentellen Untersuchungen mit den Vorher�
sagen der Supersymmetrie auftauchen� Da� die Fluktuationseigenschaften des aymptoti�
schen Welenpakets bereits korrekt beschrieben wurden� k�onnte darauf hinweisen� da� ein
modi�zierter supersymmetrischer Zugang auch die Form der Einh�ullenden nach Glg� �����

�Der Radius der halbkreisf�ormigen Zustandsdichte war � �� so da� diese Wahl praktisch einer ��
Funktion in der Energie entspricht�
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� Korrelator �����	 des WBRM�Ensembles �b � �� N � ����	 f�ur 
 � �� ���� �
 wo�

bei jeweils �uber ca� ��� Zust�ande gemittelt wurde� Wie schon f�ur das asymptotische Wellenpaket


�ndet sich auch hier kein Hinweis auf eine zweite Lokalisierungsl�ange� Vielmehr beobachtet man

eine sigmoide Interpolation zwischen den Extremen
 d�h� ein einparametriges Skalenverhalten� Die

gestrichelt eingezeichneten Exponentialkurven entsprechen dem BGOE� bzw� BGUE�Grenzfall

und unterscheiden sich gerade um einen Faktor � in der Lokalisierungsl�ange�

und damit das kontinuierliche Anwachsen einer einzigen Lokalisierungsl�ange reproduzieren
k�onnte� Neben dieser zuk�unftigen analytischen Behandlung quasi�eindimensionaler Syste�
me bei zunehmender Brechung der Zeitumkehrinvarianz� ist es weiterhin von Interesse�
das bislang weitgehend unbekannte Schicksal der Mott�Zust�ande in diesem �Ubergangsbe�
reich aufzukl�aren� Wie bereits im Rahmen der Diskussion um Glg� ������ anklang� sorgt
das Auftreten dieser Zust�ande f�ur langreichweitigen Transport und beein�u�t damit direkt
die Leitf�ahigkeit� Angesichts der hier vorgestellten Untersuchungen� liegt die Vermutung
eines kontinuierlichen Aussterbens der Mott�Zust�ande bei zunehmender Brechung der T�
Invarianz nahe� Ob diese Vermutung allerdings zutre�end ist� bleibt zu �uberpr�ufen�
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Kapitel �

Exponentielle und faktorielle

Lokalisierung

Nachdem im vorhergehenden Kapitel die sukzessive Vergr�o�erung der Lokalisierungsl�ange
bei Brechung der Zeitumkehrinvarianz im Vordergrund stand� soll es in diesem Kapitel
um einen Isolator�Isolator��Ubergang� d�h� einer Verringerung der Lokalisierungsl�ange� ge�
hen� Als Modell dient dabei das eindimensionale Anderson Modell mit konstantem elektri�
schen Feld� in dem man einen �Ubergang von exponentiell zu faktoriell lokalisierten Eigen�
zust�anden beobachten kann� Im Mittelpunkt der numerischen Untersuchung steht dabei
Veri�kation der Annahme� da� die bekannte �Ahnlichkeit der Eigenzust�ande von 
D und
quasi�
D Systemen ohne Feld auf Skalen gr�o�er als der Lokalisierungsl�ange� auch bei der
Einf�uhrung eines elektrischen Feldes erhalten bleibt �����


�� Das �D	Anderson Modell mit elektrischem Feld

Der Startpunkt f�ur die folgenden Untersuchungen ist das 
D�Anderson Modell mit stati�
schem elektrischem Feld � dessen Schr�odinger�Gleichung in der tight�binding Approxima�
tion

i
d�n�t�

dt
� ��n � neF ��n�t� � V �n���t� � V �n���t� �
�
�

lautet� wobei �n�t� die �zeitabh�angige� Amplitude der Wellenfunktion auf dem Gitter�
platz n angibt� Weiterhin ist e die Elektronladung� F die St�arke des statischen elektrischen
Feldes� �n das �Unordnungs�� Potential auf dem Gitterplatz n und V die Rate mit der ein
Teilchen zum n�achstbenachbarten Gitterplatz h�upft� Im Falle von F � � reduziert sich
Glg� �
�
� damit auf einen Spezialfall des WBRM�Ensembles� Mit Hilfe der Transformati�
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on �n�t� � exp��iEt��n erh�alt man aus Glg� �
�
� die station�are Schr�odinger�Gleichung

E�n � ��n � neF ��n � V �n�� � V �n�� �
���

f�ur die Energieeigenwerte E und die Eigenzust�ande ��E� mit dem Gitterindex n� Die
beiden Grenzf�alle von Glg� �
��� sollen wegen ihrer grunds�atzlichen Bedeutung im folgenden
erl�autert werden� Sie lassen sich wie folgt charakterisieren�


� perfektes Gitter �d�h� �n � �� n 	 ZZ� mit elektrischem Feld �F �� ��

�� Gitter mit Unordnungspotential ��n Zufallszahlen� ohne elektrisches Feld �F � ���

Zun�achst sei der erste Fall betrachtet� f�ur den sich beweisen l�a�t� da� die Eigenzust�ande ��E�
durch sog� Wannier�Stark�Zust�ande gegeben sind� die einen faktoriellen Abfall ��	���� zei�
gen� d�h�

�n�E� � Jm�n����eF �� 
 
��eF �jnj

jnj# f�ur n
 �� � �
�	�

Dabei ist Jn die Besselfunktion vom Grade n� Die Wannier�Stark�Zust�ande bilden ein
vollst�andiges Orthonormalsystem ��
�� und ihre Eigenwerte meF die sog� Wannier�Stark�
Leiter ���� mit �aquidistanten Energien� Die faktorielle Stark�Lokalisierung� die im Extrem�
fall zur Lokalisierung auf einem Gitterplatz f�uhren kann� wurde mehrfach experimentell in
Halbleiter��Ubergittern beobachtet ���� ���� Einem einzelnen Wannier�Stark�Zustand kann
man aufgrund seiner faktoriellen Lokalisierung� im Gegensatz zu exponentiell lokalisierten
Wellenfunktionen� keine nat�urliche Lokalisierungsl�ange zuweisen� In der Literatur ist es
daher gebr�auchlich� durch lel � 
��eF � eine Lokalisierungsl�ange zu de�nieren� Der rezi�
proke Zusammenhang von lel und F macht deutlich� da� die Lokalisierungsl�ange selbst bei
kleinen Feldst�arken nicht perturbativ zu erhalten ist� obwohl die St�orungstheorie in puncto
Energieeigenwerten angebracht ist� Ein typischer Wannier�Stark�Zustand ist in Abb� 
�
a
gezeigt�

Dr�uckt man die zeitabh�angige Wellenfunktion eines Teilchens durch eine �Uberlagerung der
Wannier�Stark�Zust�ande aus� so erh�alt man f�ur den Propagator des Teilchens ��
�

.n�t� � J�
n

�
�V

eF
sin

�
eF t

�

��
� �
���

Das Argument der Besselfunktion ist eine oszillierende Funktion mit Frequenz 	B � eF���
was zu den den ber�uhmten Bloch�Oszillationen ����
��� Anla� gibt� Diese bemerkenswerte
Vorhersage� da� perfekte periodische Systeme ohne St�orstellen beim Anlegen eines konstan�
ten elektrischen Feldes keinen makroskopischen Strom�uss zeigen� erscheint im Hinblick
auf das t�agliche Leben kontraintuitiv� Trotzdem l�a�t sich diese Vorhersage f�ur experimen�
telle Realisierungen perfekter Gitter mit statischem elektrischem Feld bei bei sehr tiefen
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genfunktionen des tight binding Mo�

dells ����	� �a� Wannier�Stark�Zustand

mit faktorieller Lokalisierung �eF �

���� lel � �	 �b� Anderson Regime

mit exponentieller Lokalisierung �W �

�� l� � ���	 gestrichelte Linien zeigen

die exponentielle Einh�ullende mit Lokali�

sierungsl�ange l���� Die Verminderung um

einen Faktor � ergibt sich aus der Be�

trachtung des Absolutquadrats von �n �
exp�	jn	 n�j�l�	�

Temperaturen� wo die inelastischen Elektron�Phonon�Streuungen vernachl�assigbar werden�
veri�zieren� Semiklassisch gesprochen sind die Bloch�Oszillationen eine Konsequenz der
Bragg�Re�exion von Teilchen am Rand der Brillouin�Zone� so da� sich nur stehende Wel�
len ausbilden� die nicht zum makroskopischen Transport beitragen�

Der zweite Spezialfall in obiger Liste kommt g�anzlich ohne elektrisches Feld aus� jedoch
ist das Potential ungeordnet� Die �n werden jetzt zuf�allig und ��korreliert aus einer Ver�
teilung p��� mit Mittelwert Null und Varianz �� gezogen� Der Einfachheit halber wird
im folgenden eine uniforme Verteilung �n 	 ��W�W � gew�ahlt� was dem urspr�unglichen
Anderson�Modell �
�� entspricht� das in den letzten Jahren sehr intensiv untersucht wurde��
F�ur dieses Modell �ndet man im Falle unendlich ausgedehnter Proben f�ur jedes W � ��
da� alle Eigenzust�ande exponentiell lokalisiert sind� Somit l�a�t sich hier im Gegensatz
zu den Wannier�Stark�Zust�anden eine wohlde�nierte Lokalisierungsl�ange l� angeben� Die
charakteristische L�ange des exponentiellen Abfalls ist durch den Lyapunov�Exponenten �
des klassisch di�usiven Systems gegeben und kann mit Hilfe der Transfermatrix�Methode
ermittelt werden�� Dabei wird das asymptotische Verhalten des Zufallsmatrizenprodukts
/Mn herangezogen� wobei die Mn de�niert sind als

�n�� � Mn�n Mn �

�
vn �


 �

�
 vn �

E � �n
V

�
�
�

mit dem Ortsvektor �n � �xn� xn���� Aus der Eigenschaft von Mn� benachbarte Gitterpunk�
te aufeinander abzubilden� erkl�art sich der Name Transfermatrix� Der Lyapunov�Exponent�
d�h� die inverse Lokalisierungsl�ange� bestimmt sich asymptotisch aus dem exponentiellen

�Oft wird die Verallgemeinerung dieses Anderson�Modells mit Kopplungen zu mehr als nur den n�achst�
benachbarten Gitterpl�atzen bzw� ver�anderten Statistiken p
�� ebenfalls als Anderson�Modell bezeichnet�
was auch schon in Kap� ��
 anklang�

�Dies ist die in Kap� ��
 angesprochene Borland�Vermutung ������
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N

ln

�
NQ
n��

jMn�nj
�

j��j � �
���

Trotz der o�ensichtlichen Abh�angigkeit der Lokalisierungsl�ange von der Realisierung der
Unordnung f�ur endliche N � existiert f�ur N 
 � ein wohlde�nierter Grenzwert l� �
�
��
F�ur die untenstehenden Untersuchungen wurden Proben der L�ange N � 
 � 
�� �� � 
�	� f�ur
gro�e �kleine� Werte von W herangezogen� Die ermittelte Relation l��W � ist in Abb� 
��
gezeigt�

Ausgehend von den beiden erl�auterten Spezialf�allen kann man im Modell �
��� das Auftre�
ten zweier charakteristischer L�angen lel� l� erwarten� Vor der eigentlichen Untersuchung
des Modells� soll aber zun�achst im folgenden Abschnitt das notwendige Handwerkszeug be�
schrieben werden� das aus der Skalierungstheorie ungeordneter Systeme stammt und dort
weit verbreitet ist�


���� Skalierungsansatz f�ur Lokalisierungsl�angen

Das Hauptaugenmerk der unten aufgef�uhrten Untersuchungen liegt auf den Eigenschaften
der Eigenzust�ande� insbesondere ist deren Lokalisierungsgrad von Interesse� Dabei sollen
Aussagen sowohl f�ur endliche Systeme als auch f�ur unendlich ausgedehnte Proben ge�
macht werden� Zun�achst ist es problematisch eine Lokalisierungsl�ange zu de�nieren� die
im endlichen wie im unendlichen System eine wohlde�nierte Bedeutung hat� ist doch die
Standardde�nition einer Lokalisierungsl�ange gegeben durch

l�� �� lim
n��




n
ln j�nj � �
���
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was o�ensichtlich in endlichen Proben keinen Sinn macht� Im nachfolgenden wird daher
auf die De�nition multifraktaler Lokalisierungsl�angen zur�uckgegri�en� die in der Theorie
ungeordneter quasi�
D Systeme eingef�uhrt wurden ���� und in �ahnlicher Form schon fr�uher
benutzt wurden �
���� Sie haben den Vorteil� da� sie f�ur beliebige Systemgr�o�en wohlde��
niert und numerisch leicht zug�anglich sind�

Eine der meistgenutzten Gr�o�en ist die entropische L�ange� die mit Hilfe der Informations�
entropie

H � �
X
n

wn ln�wn� wn � j�nj�
X
n

wn � 
 �
���

de�niert wird� Dabei ist wn die Wahrscheinlichkeitsdichte des gew�ahlten Eigenzustands am
Ort n der gew�ahlten Basis� Im einfachsten Falle einer gleichm�a�ig verschmierten Wellen�
funktion auf einem Gitter der L�ange N gilt wn � 
�N und somitH � ln�N�� Man de�niert
�ublicherweise die Lokalisierungsl�ange als die Anzahl besetzter Gitterpunkte� was im eben
genutzten Beispiel L � exp�H� � N impliziert� Um quasi�
D Systeme zu untersuchen
normierte man daher die Lokalisierungsl�ange so� da� sie im Extremfall voll ausgedehnter
Eigenzust�ande gerade die L�ange des Systems angab �
�	�� Dies f�uhrte zur De�nition der
entropische Lokalisierungsl�ange L� als�

L� � N exp�hHi � Href� � �
���

Die Klammern h� � � i bedeuten dabei Mittelung �uber Eigenzust�ande mit gleicher Struktur
und verschiedene Realisierungen des Unordnungspotentials� Der Normierungsfaktor wird
�uber ein Referenzensemble bzw� dessen Entropie Href festgelegt� Im Falle ungeordneter
quasi�
D Systeme war das Referenzensemble gerade die Menge der GOE�Matrizen� F�ur sie
�ndet man mit Hilfe der Annahme voll augedehnter Eigenzust�ande� deren Komponenten
unabh�angige gau�verteilte Zufallszahlen sind Href 
 ln�N������ �
�	��

In analoger Art und Weise l�a�t sich ein ganzer Satz von Lokalisierungsl�angen Lq de�nieren�

Lq � N

�hPqi
P ref
q

� �
��q

mit Pq �
NX
n��

wq
n q � �� 	� � � � � �
�
��

Der Nenner in diesen De�nitionen ist wiederum ein Referenzensemble f�ur vollst�andig ausge�
dehnte Zust�ande� Im Spezialfall q � � reduziert sich die Gr�o�e P� auf das sog� Besetzungs�
zahlverh�altnis� das in der Festk�orperphysik sehr h�au�g genutzt wird� Das Referenzensemble
der GOE�Matrizen liefert in diesem Falle P� � 	�N � Die durch �
�����
�
�� de�nierten Lo�
kalisierungsl�angen entsprechen einer intuitiven Wahl von Lokalisierungsma�en und sind in
endlichen wie unendlichen Proben wohlde�niert�

F�ur ungeordnete quasi�
D Systemen in Anwesenheit statischer elektrischer Felder wurde
numerisch mit Hilfe des WBRM�Ensembles gezeigt �
���
�
�� da� alle Lokalisierungseigen�
schaften von Eigenfunktionen durch die folgenden Parameter beschreibbar war�

��q �
Lq

lel
�Nq �

Lq

N
� �
�

�




� Exponentielle und faktorielle Lokalisierung

wobei der obere Index ��N� f�ur unendliche �endliche� Systeme steht� Weiterhin wurde
gefunden� da� die ���N

q nur von den Verh�altnissen der charakteristischen L�angen l�� lel
im System abh�angen� F�ur endliche Systeme kommt selbstverst�andlich eine weitere cha�
rakteristische L�ange� die Probenl�ange N � hinzu und man fand folgende Skalierungsgeset�
ze �
��� 
�
��

��q � ��q ���� �Nq � �Nq ���� �N� mit �� �
l�
lel

�N �
l�
N

�
�
�
��

Die Hauptfrage im weiteren wird sein� ob sich die Ergebnisse f�ur ungeordnete quasi�
D
Systeme mit elektrischem Feld auf 
D Anderson Modelle mit elektrischem Feld �ubertragen
lassen� Diese zun�achst trivial anmutende Frage ist keineswegs ad hoc zu beantworten� da
j�ungste Studien zwar gezeigt haben� da� die Eigenzust�ande ungeordneter quasi�
D und

D�Systeme auf Skalen � l� die gleichen statistischen Eigenschaften haben� auf feineren
Skalen aber deutlich unterschiedlich sind ���� 
���� Ob die �Ahnlichkeit auf gro�en Skalen
insbesondere beim Anlegen eines starken elektrischen Feldes� das zu faktorieller Lokalisie�
rung f�uhrt� erhalten bleibt� ist a priori nicht klar� Man kann also mitnichten von obigen
Resultaten schon auf den zu untersuchenden Fall schlie�en�

Ferner lassen sich die erw�ahnten quasi�
D Systeme mit Hilfe des WBRM�Ensembles model�
lieren� das auch Wechselwirkungen zwischen weiter voneinander entfernten Gitterpl�atzen
erlaubt� Das zu beleuchtende System wird dagegen durch eine tridiagonale Matrix be�
schrieben� die nur Wechselwirkungen zwischen benachbarten Gitterpl�atzen zul�a�t� Die erste
nichttriviale Frage� die sich daher stellt� ist diejenige nach dem richtigen Referenzensemble�
das in den De�nitionen der Lokalisierungsl�angen auftaucht� F�ur WBRM�Systeme im Li�
mes verschwindender Unordnung greift man zur�uck auf die voll besetzten Zufallsmatrizen
�GOE�� deren ausgedehnte Eigenfunktionen gau�verteilte Eintr�age haben� F�ur 
D tight�
binding Systeme erh�alt man aber im Grenzfall verschwindender Unordnung freie Wellen
als L�osung� weshalb man nicht GOE als Referenz heranziehen kann �
��� 
���� Weiterhin
ist a priori nicht klar ob dieser Grenzfall in der Gegenwart eines statischen elektrischen
Feldes noch als Referenzensemble dienen kann� denn wie oben erw�ahnt k�onnen die Lq selbst
f�ur schwache elektrische Felder nicht perturbativ behandelt werden� Trotzdem erscheint es
sinnvoll die freien Wellen als Referenzensemble zu w�ahlen� was durch die sp�atere Numerik
auch best�atigt wird� Dazu seien an dieser Stelle die L�osungen des perfekten 
D Systems
ohne elektrisches Feld kurz referiert�

E�k� � �V cos

�
k�

N � 


�
��k�n �

r
�

N � 

sin

�
nk�

N � 


�
� �
�
	�

mit k� n � 
� � � � � N � Dies f�uhrt dann auf

Href � ln��N�� 
 und P ref
� �

	

�N
� �
�
��
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In den folgenden beiden Abschnitten werden die Skalierungsgesetze f�ur unendlich ausge�
dehnte bzw� endliche Systeme untersucht� Neben den oben de�nierten Lokalisierungsl�angen
Lq ist dabei auch die Verteilung der quadrierten Komponenten der Eigenzust�ande von In�
teresse� die im dritten und letzten Unterabschnitt behandelt wird� Der Einfachheit halber
wurde in den numerischen Untersuchungen V � 
 gew�ahlt�


���� Skalierungseigenschaften unendlicher Proben

In diesem Abschnitt soll zun�achst das Skalierungsverhalten einer unendlich ausgedehnten
Probe untersucht werden� da hier nur zwei relevante L�angenskalen auftreten �l�� lel�� Nu�
merisch kann selbstverst�andlich kein unendlich ausgedehntes System untersucht werden�
jedoch lassen sich die Eigenschaften schon im Falle sehr gro�er Matrizen mit N � l�� lel
herausarbeiten� In Anlehnung an den Fall des WBRM�Ensembles sei angenommen� da� die
Lokalisierungsl�ange mit dem Parameter �� skaliert� Die auftretenden Speziallf�alle �� � 

��� � 
� werden von nun an wegen ihrer o�ensichtlichen Verwandtschaft zu den oben
diskutierten Grenzf�allen des Modells als Anderson� �Stark�� Regime bezeichnet� Basierend
auf den �Uberlegungen des vorigen Abschnitts kann erwartet werden� da� die Lq skalieren
wie

Lq � l�f���� mit f���� �
�


 �� � 

�

�

�� � 

�
�

�

wobei ��q � ��f���� gilt�

Um die Skalierungseigenschaft �
�

� numerisch zu untersuchen� wurden tridiagonale Ma�
trizen vom Rang N � 
�� diagonalisiert� die sich aus Glg� �
��� ergeben� Die Feldst�arke F
sowie die Unordnung des Potentials wurden so variiert� da� immer l�� lel � N galt� Es
sollte an dieser Stelle betont werden� da� sowohl Lq als auch l� energieabh�angig sind� Aus
diesem Grunde wurden nur solche Eigenzust�ande zur Untersuchung herangezogen� deren
Energien in einem schmalen Energiefenster E 	 ����
� 
��
� lagen� Auf diese Weise ist si�
chergestellt� da� "l��l� � ���� gilt und die Lokalisierungsl�angen fast nicht mehr von
der Energie abh�angen� Die einzelnen Werte f�ur die ��q entstanden durch Mittelung �uber
alle Eigenzust�ande aus dem oben spezi�zierten Energiefenster f�ur verschiedene Realisie�
rungen des Unordnungspotentials� Die Anzahl der Eigenzust�ande pro Datenpunkt lag bei
einigen Hundert� In Abb� 
�	 sind die numerischen Ergebnisse f�ur ��� und ��� gezeigt� Die
verwendeten unterschiedlichen Werte f�ur die Unordnungsst�arke W sind mit verschiede�
nen Symbolen bezeichnet� Sie fallen nahezu auf eine Linie� was die Skalierungsvermutung
��q � ��f���� sehr sch�on best�atigt� Eine detailierte Untersuchung analoger Gr�o�en im
WBRM�Ensemble f�uhrte zu einer approximativen Formel f�ur ��q �
���� die auch hier als
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Abbildung ���� Skalierung von �a� ��� �b� ��� bzgl� �� in einer �nahezu	 unendlich ausgedehn�

ten Probe �l�� lel � N � ���	� Die Matrizenensemble zu unterschiedlichen W bzw� l� sind mit

verschiedenen Symbolen bezeichnet� Ein least squares �t gem�a� Glg� �����	 ist als gestrichelte

Linie mit �a	 a�� � ����� a�� � ���� bzw� �b	 a�� � ����� a�� � ���� eingetragen�

Beschreibung dienen soll�

��q 
 a�q�
� exp��a�q���� � �
�
��

wobei die Parameter a�q� a
�
q mit Hilfe eines least squares �ts ermittelt werden m�ussen� F�ur

die vorliegenden Daten ergab sich dabei a�q � ���
 ����	� a�q � ��

 ���	�� f�ur q � � �
�� Die
zu diesen Werten geh�orenden Kurven sind in Abb� 
�	 als gestrichelte Linien dargestellt�
Das sehr gute Skalierungsverhalten der numerisch gewonnenen Daten wird durch die sehr
geringen Abweichungen von den Fits gem�a� Glg� �
�
�� nochmals nachhaltig unterstrichen�
Insbesondere reproduzieren die Datenpunkte das von Glg� �
�
�� vorhergesagte Plateau f�ur
gro�e ���


���� Skalierungseigenschaften endlicher Proben

Den eher akademisch interessanten Untersuchungen zu unendlich ausgedehnten Proben
stehen die experimentell relevanten endlichen Proben gegen�uber� die in diesem Abschnitt
im Zentrum des Interesses stehen� Viele g�angige experimentelle Fragestellungen wie z�B�
die statistischen Eigenschaften der Leitf�ahigkeit sind direkt mit den Eigenfunktionen und
deren Lokalisierungsgrad verkn�upft� weshalb es von gro�em Interesse ist� analoge Skalie�
rungseigenschaften wie f�ur unendliche Proben zu kennen�
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�

F�ur endliche 
D Anderson Modelle ohne elektrisches Feld konnte gezeigt werden �
���
����
da� die statistischen Eigenschaften der Eigenzust�ande lediglich durch den Parameter �N �
l��N bestimmt sind� wobei N die Probenl�ange �Anzahl der Gitterpunkte� angibt� Die
Skalierungsrelation erwies sich als relativ einfache Funktion�

�Nq ��N� �
cq�N


 � cq�N
� �
�
��

mit den Konstanten cq 
 ��� �
�
� f�ur q � 
 ���� die aus least squares �ts bestimmt wur�
den �
���
���� Diese Relation ist zwar nur f�ur q � � exakt� f�ur alle anderen q erwies sich
Glg� �
�
�� aber als sehr gute N�aherung zu den korrekten Ausdr�ucken ����� Im vorliegen�
den Falle kommt noch ein statisches elektrisches Feld hinzu� so da� neben N und l� noch
eine weitere charakteristische L�ange lel von Bedeutung ist� Aus den Untersuchungen des
vorangegangenen Abschnitts ist schon bekannt� da� der Parameter �� � l��lel im Falle
unendlich ausgedehnter 
D Anderson Modelle mit elektrischem Feld die Skalierungseigen�
schaften bestimmt� Auf der anderen Seite enth�alt das zu untersuchende endliche Pendant
als Grenzfall das 
D Anderson Modell ohne Feld� weshalb man vermuten kann� da� �N
als zweiter Saklierungsparameter auftritt� Im folgenden soll mit Hilfe numerischer Unter�
suchungen und einiger analytischer Absch�atzungen die Erwartung best�atigt werden� da�
die Lokalisierungsma�e �Nq nur von den Parametern ��� �N abh�angen�

Um die Lokalisierungsl�angen Lq f�ur endliche Systeme der Gr�o�e N zu bestimmen und dar�
aus die endlichen Analoga zu ��q zu berechnen� wurde derselbe Ansatz wie in Kap� 
���

gew�ahlt� Die zur Glg� �
��� assoziierten Matrizen vom Rang N wurden f�ur verschiede�
ne Realisierungen �mind� 
��� des Unordnungspotentials diagonalisiert und die Lq durch
Mittelung �uber alle dabei gefundenen Eigenzust�ande im Energieintervall E 	 ����
� 
��
�
ermittelt� Die Probengr�o�e wurde in allen unten aufgef�uhrten numerischen Untersuchungen
im Bereich N � ���� 
��� variiert�

Um den Skalierungsansatz �
�
�� f�ur endliche Systeme zu untersuchen� soll zun�achst �N
konstant gehalten und �� variiert werden� Dies entspricht den Untersuchungen zu unend�
lichen Proben aus dem letzten Abschnitt bei endlichem N � In Abb� 
�� sind die numerisch
gewonnenen Daten zu �N � 
 dargestellt� Unterschiedliche Symbole bezeichnen unter�
schiedliche Feldst�arken F und Unordnungsst�arken W � Der gute �Uberlapp der Datenpunkte
best�atigt die vermutete Skalierungsrelation �Nq � �Nq ����� Um etwas mehr Einsicht in den
Verlauf der Punkte zu erhalten� soll zun�achst das Anderson Regime ��� � 
� herange�
zogen werden� In diesem Grenzfall kann man wegen l� � lel den E�ekt des elektrischen
Feldes weitestgehend vernachl�assigen und �Nq auf Glg� �
�
�� reduzieren� Dieser Ausdruck
h�angt nicht mehr von �� ab� so da� �Nq eine Konstante wird� die durch

�Nq ��� � 
� �N � 
� �
cq


 � cq
�
�
��

gegeben ist� Diese Vorhersage ist in Abb� 
�� als gestrichelte Linie eingezeichnet und
zeigt eine sehr gute �Ubereinstimmung mit den Datenpunkten� Im entgegengesetzten Li�
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Abbildung ���� Skalierung von �a� �N�
�b� �N� bzgl� �� in endlichen Proben

��N � �	� Matrizenensemble zu unter�

schiedlichen N und W sind mit verschie�

denen Symbolen gekennzeichnet� Die ge�

strichelten Linien entsprechen dem asym�

ptotischen Verhalten �����	
 die durchge�

zogenen Linien der approximativen Skalie�

rung �����	 mit �a	 a�� � ����� c� � ����

bzw� �b	 a�� � ����� c� � �����

mes �� � 
 ist die Stark�Lokalisierung dominant und es gilt N� l� � lel� Aus Konti�
nuit�atsgr�unden mu� �Nq f�ur immer l�angere Proben in den Stark Grenzfall der unendlichen
Proben �ubergehen� so da� es sinnvoll ist �Nq durch Glg� �
�
�� zu n�ahern� F�ur �� � 

f�uhrt diese Formel auf ��q 
 a�q� Mit einem Wechsel der Variablen von ��q zu �Nq gem�a�
den de�nierenden Glgen� �
�

� erh�alt man daher

�Nq �
lel�

�
q

N
�

�Na
�
q

��
� �
�
��

Eine doppelt logarithmische Auftragung von �Nq gegen �� f�uhrt auf

ln��Nq ��� � 
� �N � 
�� 
 ln�a�q�� ln���� � �
����

was in Abb� 
�� als durchgezogene Linie dargestellt ist die Kurve stimmt mit den Daten
zufriedenstellend �uberein� Eine mehr als approximative Beschreibung kann durch obige
Absch�atzung auch nicht erwartet werden� da strenggenommen der Variablenwechsel von �Nq
zu ��q nur g�ultig ist� wenn nicht nur N � lel sondern auch N � l� gilt� Obwohl diese
letzte Bedingung nicht erf�ullt ist� gibt Glg� �
���� dennoch eine sinnvolle Absch�atzung f�ur
den Verlauf von �Nq �

Um nun die Skalierung der �Nq bzgl� des zweiten Parameters zu untersuchen� wird ��
konstant gehalten und �N variiert� Die Lokalisierungsl�angen wurden analog zum obigen
Vorgehen bei �N � 
 und variablen �� bestimmt� mit dem Unterschied� da� nun �N
bei festen �� � ���
� 
� �� variiert wurde� Diese drei Werte f�ur �� entsprechen gerade
dem Anderson Regime� dem gemischten Fall und dem Stark Regime� Die numerischen
Ergebnisse sind in Abb� 
�
 dargestellt� wobei aus Gr�unden der besseren Darstellung die
neue Variable

Yq �
�q


� �q
�
��
�
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Abbildung ���� Skalierung von Yq mit �N
bei unterschiedlichen ��
 entsprechend dem

Anderson �a
b	
 gemischten �c
d	 bzw� Stark

Regime �e
f	� Matrizenensemble unterschied�

licher N und F sind mit verschiedenen Sym�

bolen gekennzeichnet� In �a�c�e� ist Y� f�ur

�� � ����� �� �� gezeigt
 in �b�d�f� die ent�

sprechenden Y�� Durchgezogenen Linien ent�

sprechen der Skalierungsrelation �����	 �c� �

����� c� � ����	
 gestrichelte Linien in �e
f	

folgen dem asymptotischen Gesetz �����	

�a�� � ����� a�� � ����	�

eingef�uhrt wurde� die gegen �N in doppelt logarithmischer Darstellung aufgetragen ist�
Unterschiedliche Symbole bezeichnen dabei Matrizen�Ensemble unterschiedlicher Kombi�
nationen von N und elektrischer Feldst�arke F � Die Symbole fallen wiederum in allen drei
F�allen auf eine Kurve� was die Skalierungshypothese �
�
�� untermauert� Interessanter�
weise zeigen sich deutlich unterschiedliche Verhalten der Kurven mit steigenden ��� Im
Gegensatz zum uniform skalierenden Anderson Regime �Abb� 
�
a�b� zeigt das Stark Re�
gime zwei unterschiedliche Asymptoten� die die gleiche Steigung haben und nur durch eine
L�ucke getrennt sind�

Um das Verhalten der Yq��N� zu verstehen und die asymptotischen Kurven zu bestimmen
sei zun�achst das Anderson Regime ��� � 
� Abb� 
�
a�b� untersucht� Per de�nitionem
gilt hier n�aherungsweise Glg� �
�
�� und man erh�alt

ln�Yq� � ln��N� � ln�cq� � �
����

Ein least squares �t mit dieser Funktion f�uhrte auf cq � ��
� �
��
� f�ur q � 
� ���� was
sich sehr gut mit den oben referierten Werten ����� 
�
� deckt� Die beiden Fits sind in
Abb� 
�
a�f als durchgezogene Linien dargestellt� Da �� klein aber endlich ist� kann man das
Skalierungsverhalten f�ur �N � �� � 
� dem Grenzfall unendlicher Proben im Anderson�
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Regime� auch aus Glg� �
�
�� ableiten� Entwickelt man Glg� �
�
�� bis zur 
� Ordnung
erh�alt man ��q 
 a�qa

�
q��� Einsetzen in Glg� �
�
��� was nach Konstruktion hier ohne

Einschr�ankung m�oglich ist� liefert

�Nq 
 a�qa
�
q�N � �
��	�

Umformung gem�a� der De�nition von Yq liefert so

ln�Yq� 
 ln��N� � ln�a�qa
�
q� � �
����

was cq � a�qa
�
q mit den in Kapitel 
���
 gefundenen a���q impliziert� Ein Vergleich der oben

gefundenen cq mit a�qa
�
q � ���
� �
���� f�ur q � 
� ��� zeigt eine gute �Ubereinstimmung�

Im entgegengesetzen Limes �� � 
 mu� zwischen zwei F�allen unterschieden werden� Ist
�N � �� setzt die Probenl�ange N die kleinste L�angenskala und die Eigenzust�ande er�
strecken sich �uber die gesamte Probe� was einem metallischen Verhalten entspricht� Dies
ist aber ebenfalls im reinen Anderson Regime f�ur hinreichend gro�e �N der Fall� und da sich
der Lokalisierungsmechanismus in beiden F�allen der einschr�ankenden Probengeometrie ge�
schlagen geben mu�� kann man aus Stetigkeitsgr�unden erwarten� da� Glg �
���� wiederum
gilt� Wie in Abb� 
�
a�f ersichtlich ist� deckt sich diese Vorhersage �durchgezogene Linie� im
Falle gro�er �N hervorragend mit den numerischen Daten� Im zweiten Falle gilt �N � ���
was einem extremen Stark Regime entspricht� wo man wiederum Glg� �
�
�� ansetzen kann�
Dies f�uhrt auf

ln�Yq� 
 ln��N� � ln

�
a�q
��

�
� �
��
�

Diese Kurve ist f�ur �� � �� und die in Kapitel 
���
 ermittelten Werten f�ur a�q in Abb� 
�
e�f
gestrichelt dargestellt und beschreibt sehr gut die numerischen Daten� Aus diesen beiden
Grenzf�allen kann man folgern� da� bei �N 
 �� ein �Ubergang zwischen den beiden asym�
ptotischen Regimen der Glgen� �
������
��
� statt�ndet� Die L�ucke der beiden Asymptoten
ergibt sich damit zu

ln�cq�� ln�a�q� � ln���� 
 ln�a�q� � ln���� � �
����


���� Skalierungseigenschaften der Eigenvektoren

Um zu zeigen� da� nicht nur die gew�ahlten Lokalisierungsma�e ���N
q skalierendes Verhalten

bzgl� ��� �N zeigen� soll nun die Skalierungseigenschaft f�ur die komplette Verteilung der
Absolutquadrate der Eigenzustandskomponenten wn � j�nj� gezeigt werden� Wiederum
wurde ein Ensemble von Hamilton�Matrizen mit unterschiedlichen Realisierungen des Un�
ordnungspotentials diagonalisiert� so da� einige Tausend wn der gefundenen Eigenzust�ande
im Energiefenster E 	 ����
� 
��
� f�ur die numerischen Verteilungen zur Verf�ugung standen�
Aufgrund des Wettbewerbs von N� l�� lel ergeben sich 	 Grenzf�alle der Verteilung� die wie
folgt unterschieden werden k�onnen�
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Abbildung ��	� Skalierung von p�r	

mit �� im Falle nahzu unendlicher Pro�

ben� Die zwei verwendeten Datens�atze

�l� � �� ��	 sind mit Symbolen bzw�

durchgezogenen Linien bezeichnet� In al�

len drei F�allen �a� �� � ��
 �b� �� � �


�c� �� � ���� �uberlappen die beiden Da�

tens�atze sehr gut
 so da� man von einer

Skalierung der Verteilung mit �� spre�

chen kann�


� l�
lel
N 0 lel
l�
N �unendliche Probe�

�� l�
N
lel 0 N
l�
lel �Anderson Regime�

	� N
lel
l� 0 lel
N
l� �Stark Regime�

Der erste Punkt entspricht gerade dem Fall unendlich ausgedehnter Proben� da immer
N � l�� lel gilt� Da bereits bekannt ist� da� ��q f�ur q � 
� � in diesem Falle mit ��
skaliert� liegt die Vermutung nahe� da� auch die gesamte Verteilung der wn mit diesem
Parameter skaliert� In Anlehnung an die Normierung von ��q mit Hilfe von lel� werden auch
die quadrierten Eintr�age der Eigenfunktionen wn mit diesem Faktor normiert� Numerisch
ist es weiterhin sinnvoll statt wnlel die Variable

r � ln�wnlel� �
����

und entsprechend die Verteilung p�r� zu betrachten� Numerisch wurden wie schon im Ka�
pitel 
���
 Matrizen vom Rang N � 
�� unter Beachtung der Bedingung N � l�� lel f�ur
unterschiedliche �� diagonalisiert� Daraus wurden r und die Verteilung p�r� berechnet� die
in Abb� 
�� semilogarithmisch aufgetragen ist� Zum Nachweis der Skalierungseigenschaft
wurden zwei unterschiedliche Unordnungsst�arken herangezogen� die in Abb� 
�� als Rau�
ten bzw� durchgezogene Linien dargestellt sind� Die beiden Datens�atze liegen in allen drei
Abbildungen sehr gut aufeinander� was die vermutete Skalierung der Verteilung mit ��
best�atigt�

Das zweite und dritte Paar von Bedingungen bezieht sich jeweils auf endliche Proben�
weshalb Skalierung mit �� und �N zu ertwarten ist� In enger Analogie zur De�nition
von �Nq erfolgt die Normierung der Wellenfunktionseintr�age nun mit der Probenl�ange� was
auf die Variable

r � ln�wnN�� �
����
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f�uhrt� Vor der numerischen Untersuchung von p�r� seien kurz die asymptotischen Grenzf�alle
der Verteilung qualitativ beleuchtet� Sie lassen sich aus

p�r� � h��r � ln�wN��i �
����

bestimmen� wobei der jeweilige funktionale Verlauf des Absolutquadrats der Wellenfunk�
tionen einzusetzen ist und h� � � i wiederum eine Unordnungsmittelung bezeichnet� Im Falle
N � l�� lel setzt die Probenl�ange die relevante L�angenskala� die Eigenzust�ande sind prak�
tisch ausgedehnt und f�uhlen keine Stark� oder Anderson�Lokalisierung� Approximativ sind
in diesem Fall die Wellenfunktionen durch die freien Wellen aus Glg� �
�
	� gegeben� Durch
Einsetzen dieses Ansatzes in Glg� �
���� erh�alt man �
����

p�r� �
er

�
p
er��� er�

� �
�	��

Tr�agt man diese Verteilung semilogarithmisch gegen r auf� so erh�alt man approximativ
eine Kurve mit Steigung 
��� was durch Entwicklung von Glg� �
�	�� veri�ziert werden
kann� Die Verteilung hat weiterhin eine Spitze bei r � ��

Im Falle l� � N� lel erreicht man das Anderson�Regime mit exponentiell lokalisierten
Wellenfunktionen der Form wn � exp��jn � n�j�l��� Aus Glg� �
���� erh�alt man daraus
f�ur r � � �
����

p�r� � l��N� �
�	
�

Eine semilogarithmische Auftragung dieser Relation gegen r resultiert in einer horizontalen
Linie auf der H�ohe ln�l��N� for r� �� die f�ur gro�e Wert von r rapide abf�allt�

F�ur den zweiten Punkt in obiger Liste wurde bereits in Referenz �
��� anhand eines rei�
nen 
D Anderson�Modells nachgewiesen� da� die Skalierungseigenschaft erf�ullt ist und die
eben geschilderten Grenzf�alle mit den Daten gut �ubereinstimmen� Da die Kurven in Refe�
renz �
��� weitgehend mit den in Abb 
��� dargestellten Kurven �ubereinstimmen� soll hier
auf eine Reproduktion dieser Ergebnisse verzichtet werden�

Es bleibt noch das dritte Paar von Bedingungen mit �� � 
 zu beleuchten� das dem
Stark�Regime endlicher Proben entspricht� Die numerischen Ergebnisse f�ur Ensemble drei�
er ausgew�ahlter Werte von �N � �� sind in Abb� 
�� dargestellt� Sie zeigen zum einen
ein sehr sch�ones Skalierungsverhalten und werden weiterhin qualitativ durch die obigen
Grenzverteilungen Glgen� �
�	����
�	
� beschrieben� W�ahrend das f�ur den Fall N � lel
�Abb� 
��a� nicht weiter verwunderlich ist� da die Eigenzust�ande fast keine �Stark�� Lo�
kalisierung zeigen� ist der Fall der Stark�Lokalisierung eigentlich nicht durch Glg��
�	
�
erfasst� Man beobachtet weiterhin beim Verlauf von Abb� 
��a bis Abb� 
��c eine sukzes�
sive Verbreiterung der Verteilung� wobei das Maximum sich zu gr�o�eren r hinbewegt� In
Abb� 
��c� dem extremen Stark�Regime� leben die Eigenzust�ande eigentlich nur noch auf
einem Gitterplatz wn 
 �nm� d�h� man erh�alt p�r � ln�N�� 
 
�N w�ahrend die restlichen�
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Abbildung ��
� Skalierung von p�r	

mit �N im Stark Regime ��� � ��	� Wie�

derum zeigen die zwei verwendeten Da�

tens�atze �Symbole und durchgezogene Li�

nie	 in allen drei F�allen �a� �N � ���

�Stark Regime	 �b� �N � � �gemischt	 �c�

�N � ���� �Anderson Regime	 einen sehr

guten �Uberlapp� Weiterhin best�atigt sich

in �a	 das in Glg� �����	 abgeleitete asym�

ptotische Verhalten �gestrichelte Linie	 so�

wie die qualitative S�attigung f�ur r � � in

�c	�

faktoriell kleinen Eintr�age der Stark�lokalisierten Eigenfunktionen f�ur einen langen� nied�
rigen Schwanz von p�r� im Bereich kleiner r sorgen� der an das Verhalten aus Glg� �
�	
�
erinnert�

In summa kann man aus dem skalierenden Verhalten der betrachteten Verteilungen schlie�
�en� da� ��q bzw� �Nq nicht nur f�ur q � 
� � sondern f�ur alle q � 
 mit den Parame�
tern ��� �N skalieren� Damit kann man auch schlie�en� da� die Einf�uhrung eines elektri�
schen Feldes nichts an der �Ahnlichkeit der Grobstruktur der Eigenzust�ande von 
D und
quasi�
D Systemen auf Skalen � l� ver�andert�
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Kapitel �

Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit werden Quantensignaturen klassisch chaotischer Dynamik so�
wie Quantene�ekte ungeordneter Systeme untersucht� Dabei liegt das Hauptaugenmerk
zun�achst auf der Untersuchung der klassischen Dynamik von hamiltonschen Systemen mit
gemischtem Phasenraum� die sich durch eine Koexistenz von Bereichen mit chaotischer
und regul�arer Dynamik auszeichnen� Ein Charakteristikum dieser typischen Systeme ist
der algebraischen Abfall der Wahrscheinlichkeit P �t� � t��� mit der eine chaotische Tra�
jektorie mindestens eine Zeit t in der N�ahe der Bereiche regul�arer Dynamik verbleibt�
Der Exponent � kann dabei selbst im Spezialfall gut bekannter Phasenraumstrukturen
nicht vorhergesagt werden� denn die asymptotische Vorhersage � � 	 aus einer Renormie�
rungstheorie� die j�ungst numerische Unterst�utzung fand� wird hier numerisch falsi�ziert�
Vielmehr wird in diesem Kontext gezeigt� da� der algebraische Abfall durch ein H�angenblei�
ben chaotischer Trajektorien in verschiedenen Hierarchien des selbst�ahnlich strukturierten
Phasenraums erzeugt wird� die nicht in besagter Renormierungstheorie beachtet werden�

Im nachfolgenden Kapitel werden die Quantensignaturen gemischter Phasenr�aume� insbe�
sondere im Hinblick auf den algebraischen Zerfall des klassischen P �t� untersucht� Eine der
ersten bekannten Quantensignaturen ist die Existenz einer neuen generischen Klasse von
hierarchischen Eigenzust�anden� die hier erstmals charakterisiert und quanti�ziert werden�
Ihre Anzahl divergiert im semiklassischen Limes ��
 ��� jedoch sinkt ihr relativer Anteil
am Spektrum algebraisch langsam gem�a� fhier � �

����� � wobei � der Exponent des klas�
sischen P �t� ist� Die Existenz sowie die Abnahme des relativen Anteils dieser neuen Klas�
se von Wellenfunktion wird mit Hilfe eines einfachen stochastischen Modells erkl�art und
quanti�ziert� Weiterhin ergibt sich aus diesem Modell eine quantenmechanische Zeitska�
la tqm � �

���� � bis zu der das quantenmechanische Pendant das klassische P �t� nachahmt�
Diese Vorhersage wird numerisch f�ur einen gemischten Phasenraum durch Einf�uhrung ab�
sorbierender Randbedingungen best�atigt� Weiterhin �ndet sich in den untersuchten Syste�
men mit absorbierenden Randbedingungen eine extrem breite Verteilung von Resonanzbrei�
ten� deren typische Merkmale durch eine stark vereinfachte St�orungstheorie des genannten
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stochastischen Modells beschrieben werden k�onnen�

Danach wird ein Schwenk zu voll chaotischen Hamilton�Systemen sowie den eng verwandten
ungeordneten quasi�eindimensionalen Systemen vollzogen� Trotz ihrer klassisch di�usiven
Dynamik zeigen die beiden approximativ aufeinander abbildbaren Modellklassen exponen�
tiell lokalisierte Eigenzust�ande� wie man sie bei Isolatoren erwartet� Der Fokus der Un�
tersuchungen liegt hier auf Ver�anderungen der Lokalisierungseigenschaften bei sukzessiver
Brechung der Zeitumkehrinvarianz� Einer Vorhersage aus supersymmetrischen Rechungen
zufolge� sollten bereits f�ur sehr schwache Brechungen der Zeitumkehrinvarianz alle Eigen�
zust�ande unterschiedliche charakteristische Lokalisierungsl�angen am Zentrum und in den
asymptotischen Ausl�aufern zeigen� Wie hier erstmals eindeutig demonstriert wird� stimmt
diese Vorhersage nicht mit den numerischen Beobachtungen �uberein� Man �ndet vielmehr
eine einzige charakteristische Lokalisierungsl�ange� die sich stetig mit dem Parameter � der
Brechung der Zeitumkehr ver�andert� Mit Hilfe einer numerisch untermauerten Skalierungs�
theorie werden Fluktuationseigenschaften� Di�usionskoe�zienten und di�usive Zeitskalen
sowie das asymptotische Aussehen eines zeitevolvierten Wellenpakets f�ur alle Werte dieses
Parameters � angegeben�

Im Anschlu� daran erfolgt eine detailierte Skalierungsuntersuchung eindimensionaler un�
geordneter Systeme mit elektrischem Feld� Diese Systeme zeigen f�ur steigende St�arke des
elektrischen Feldes einen Isolator�Isolator��Ubergang mit exponentiell bzw� faktoriell loka�
lisierten Eigenzust�anden� Es zeigt sich� da� alle Lokalisierungsl�angen� die man mit Hilfe
der Informationsentropie� dem Besetzungszahlverh�altnis etc� de�nieren kann� im Falle un�
endlicher bzw� endlicher Proben vollst�andig durch einen bzw� zwei Skalierungsparameter
determiniert werden� Diese Untersuchung zeigt erstmalig� da� selbst bei Anlegen eines
statischen elektrischen Feldes� die Lokalisierungseigenschaften eindimensionaler und quasi�
eindimensionaler ungeordneter Systeme auf Skalen gr�o�er als einer Lokalisierungsl�ange
�ubereinstimmen�



Anhang A

A�� Die Husimi	Darstellung

Anders als in der Klassik existiert in der Quantenmechanik kein Konstrukt einer Phasen�
raumdichte � � �cl � 
� da die quantenmechanischen Operatoren der entsprechenden klas�
sischen kanonisch konjugierten Variablen nicht mehr vertauschen� Lie� sich die klassische
Dynamik eines d�dimensionalen Systems durch den �d�dimensionalen Phasenraum und die
Liouville�Gleichung beschreiben� so reduziert sich die Quantendynamik auf die Schr�odin�
gergleichung und eine d�dimensionale Wellenfunktion� Trozdem gelang es Wigner �

�� eine
reelle Funktion W eines quantenmechanischen Zustandes j�i zu de�ninieren� die nur von
den klassischen Phasenraumkoordinaten q� p abh�angt� und die im Limes �
 � in die klas�
sische Phasenraumdichte �cl �ubergeht� Im Falle� da� der Zustand j�i in Ortsdarstellung
bekannt sei� ist diese Wigner�Funktion folgenderma�en de�niert�

W �q� p� �

p
���

Z
dx e�

i
�
pxhq � x��j�ih�jq � x��i �A�
�

Die so de�nierte Gr�o�e ist zwar immer reell� hat aber den Nachteil� da� sie o�ensichtlich
auch negative Werte annehmen kann� Denn angenommen j�i sei in Ortsdarstellung eine
scharf lokalisierte Funktion� dann oszilliert W im Vorzeichen� im Widerspruch zur positiven
Phasenraumdichte �cl� Im semiklassischen Limes �
 � verst�arken sich diese Oszillationen
noch� so da� der �Ubergang lim���W �q� p� � �cl sehr kompliziert ist�

Um dennoch eine Gr�o�e zu konstruieren� die reell und positiv ist und einer Projektion der
Wellenfunktion auf den klassischen Phasenraum entspricht� mittelt man W �uber koh�arente
Zust�ande� Die koh�arenten Zust�ande sind Wellenfunktionen mit gau�scher Wahrscheinlich�
keitsdichte in Orts� und Impulsdarstellung bei minimaler Unsch�arfe� die an einem beliebig
gew�ahlten Ort q� p im Phasenraum zentriert werden k�onnen� Sie �leben� somit auf dem
Phasenraum und sind durch ihren gau�schen Abfall f�ur eine grobe Mittelung der Wigner�
Funktion W geeignet� Die entstehende Darstellung des Zustandes j�i ist unter dem Na�
men Husimi�Darstellung �


� bekannt� Mit Hilfe der Gabor�Transformation l�a�t sich die
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Husimi�Darstellung folgenderma�en schreiben�

hq� pj�i �
� s

��

	 �
�

Z
exp

�
�s�x� q��

��
� i

p�x� q���

�

�
hxj�i dx �A���

Die Husimi�Darstellung ist somit nichts anderes als der �Uberlapp einer Wellenfunktion
mit einer im Phasenraum zentrierten Gau��Glocke� Der Parameter s gibt dabei an� wie
stark man zwischen den extremalen Orts� und Impulsdarstellungen �s 
 � bzw� s � ��
interpoliert� Typischerweise kann man s � 
 verwenden�

A�� Kumulative Statistik n�achster Niveauabst�ande

Die in den Kapiteln � und 	 auftauchende spektrale Statistik p��� s� ist f�ur die nume�
rische Handhabung meist wenig hilfreich� Der Nachteil der Statistik n�achster Niveau�
abst�ande p��� s� liegt haupts�achlich in der Aufbereitung der numerisch gewonnenen Daten�
denn ihrer De�nition zufolge gibt sie an� mit welcher Wahrscheinlichkeit man einen Niveau�
abstand im Intervall �s� s�ds� �ndet� Das impliziert� da� man aus der numerisch gewonnene
Menge der Abst�ande s ein Histogramm machen mu�� um es mit der Vorhersage p��� s� ver�
gleichen zu k�onnen� Diese Methode hat den Nachteil� da� die Wahl der Boxenbreite des
Histogramm willk�urlich ist� was einen Vergleich mit der analytischen Vorhersage bei einer
geringen Anzahl von Datenpunkten sehr erschwert� Abhilfe scha�t hier das Ausnutzen der
statistisch optimalen cumulativen Statistik� die durch

P �s� �

Z s

�

p��� s��ds� �A�	�

de�niert ist� Das bedeutet numerisch� da� man lediglich alle N Abst�ande s der Gr�o�e nach
zu ordnen braucht� und diesen N �Vektor s gegen den N �Vektor P � �
� �� � � � � N��N auftra�
gen mu�� um eine Visualisierung der cumulativen Statistik zu erhalten� Diese Auftragung
mu� nun nur noch mit dem entsprechenden �analytisch l�osbaren� Integral der Vorhersage
�z�B� GOE� verglichen werden� Auf diese Weise lassen sich Vorhersage und Daten ohne die
willk�urliche Wahl eines Histogramm�Parameters vergleichen� F�ur die Glgen� ���

�����
��
�ndet man folgende cumulativen Ausdr�ucke�

P �s� �

�����
����


� e�s Poisson


� exp
�
��s�

�

	
GOE

erf
�q

�
�
s
	
� �

�
s exp

���
�
s�
�

GUE

� �A���

Im Falle gemischter Systeme mit zwei Komponenten kann man nach einigen algebraischen
Finger�ubungen aus der Berry�Robnik�Formel ������ folgende cumulative Statistik bestim�
men�

P �s� � 
� fBRe
�fBRserfc

�p
�

�
'fBRs

�
� 'fBR exp

�
f �BR
� 'f �BR

� �

�
'f �BR

�
s �

�fBR
� 'f �BR

��
�

� �A�
�
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wobei 'fBR � 
 � fBR und erfc�x� die komplement�are Fehlerfunktion ist� Dieser Ausdruck
wurde in Kap� 	�
 zur Bestimmung von fBR und damit zur Ermittlung von fhier herange�
zogen� In diesem Zusammenhang wurde auch die sog� U �Funktion verwendet� die lediglich
eine Transformation der cumulativen Statistik gem�a�

U�s� �
�

�
acos�

p

� P �s�� �A���

darstellt �

�� Die U �Funktion hat den Vorteil� da� die statistischen Schwankungen �uber den
gesamten Bereich der vorkommenden Abst�ande s konstant sind� was einen etwas stabileren
Fit erlaubt�

A�� Die Niveauzahlvarianz

Neben der Statistik n�achster Niveauabst�ande sind vor allem die aus der ��Punkt�Cluster�
funktion Y��x� abgeleiteten Gr�o�en von Interesse� die im Gegensatz zu den Verteilun�
gen p�n� s� exakte ��Punkt�Korrelationsfunktionen sind� Ein prominentes Beispiel daf�ur ist
die Niveauzahlvarianz )��L��

)��L� �
�
�n�L�� L��

�
� L� �

Z L

�

�x� L�Y��x� dx � �A���

wobei n�L� die Anzahl von Niveaus in einem Energieintervall der L�ange L angibt und h� � � i
f�ur eine Mittelung �uber viele Intervalle der L�ange L steht�

Eine alternative Beschreibung f�ur )��L� erh�alt man �uber die Formulierung der ��Punkt�
Korrelationsfunktion Y��s� als Summe �uber die Nachbarstatistiken p�n� s� ��
�

Y��s� � 
�
�X
n��

p�n� s� � �A���

die bei Einsetzung in Glg� �A���

)��L� � L�
� L� � �L
�X
n��

Z L

�

p�n� s� ds� �
�X
n��

Z L

�

sp�n� s� ds

� L�
� L� � �L
�X
n��

Pn�L�� �
�X
n��

LPn�L� � �
�X
n��

Z L

�

Pn�s� ds

� L�
� L� � �
�X
n��

Z L

�

Pn�s� ds � �A���

ergibt� Dabei ist Pn�s� die cumulative Verteilung zu p�n� s� gem�a� �A�	�� Von der ersten zur
zweiten Zeile wurde weiterhin eine partielle Integration des zweiten Terms durchgef�uhrt�
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so da� man die gesamte Niveauzahlvarianz als Summe der integrierten cumulativen Stati�
stiken Pn�s� ausdr�ucken kann�

Die analytischen Ausdr�ucke f�ur GOE und GUE sind ��
��

)GUE
� �L� �

ln���L� � �e � 
� cos���L�� Ci���L�

��
� L

�

� �

�
Si���L�

�
�A�
��

)GOE
� �L� � �)GUE

� �L� �

�
Si��L�

�

��

� Si��L�

�
� �A�

�

Hier bezeichnet Si�x�� Ci�x� den Integralsinus bzw� �cosinus und �e � ��
��� � � � die Eu�
lersche Konstante� Statistiken wie )��L� messen langreichweitige Korrelationen und somit
die Stei�gkeit des Spektrums� Im Falle eines �weichen� Spektrums von Zufallszahlen ergibt
sich im Gegensatz zu GOE%GUE

Y��L� � � � )��L� � L � �A�
��

Da die ��Punkt�Funktion )��L� f�ur superponierte Spektren einfach additiv ist� erh�alt man
f�ur die �Uberlagerung verschiedener Spektren mit relativen Anteilen fi ��
��

)mix
� �L� �

X
i

)
�i�
� �fiL� �

X
i

fi � 
 � �A�
	�

wobei )
�i�
� die Niveauzahlvarianz des i�ten Subspektrums beschreibt�
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B�� Numerik und Symmetrien in der Standardabbil	

dung

Wie in Kapitel ��
�
 gezeigt� kann der Zeitentwicklungsoperator U der Standardabbildung
f�ur ��� � M�N auf eine N�N �Matrix mit parametrischer Blochphase �p reduziert werden�
Im folgenden soll gezeigt werden� welche Symmetrieeigenschaften dieser Matrix numerisch
genutzt werden k�onnen� Dazu seien zun�achst einige allgemeine Betrachtungen vorange�
stellt� bevor eine detailierte Betrachtung der Standardabbildung erfolgt�

Lemma�

Die Eigenvektoren v einer symmetrischen unit�aren Matrix U sind reell�

Beweis�

Sei folgende Eigenwertgeichung gegeben�

Uv � �v � �B�
�

Durch Multiplikation von links mit U�� � U y erh�alt man

U yv � ���v � �U��T v � U�v � ��v � �B���

wobei die Symmetrie U � UT und die spezielle Form des Eigenwerts unit�arer
Matrizen � � exp�i�� genutzt wurde� Durch Addition bzw� Subtraktion von �B�
�
und �B��� erh�alt man

Re �U� v � Re���v bzw� Im �U� v � Im���v �B�	�

Aufgrund der Symmetrie von U sind Real� und Imagin�arteil der Matrix symme�
trische reelle Matrizen� die bekannterma�en �

�� reelle Eigenvektoren haben�
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Als Folge dieses Lemmas k�onnen Re �U� und Im �U� separat diagonalisiert werden und
die erhaltenen Eigenwerte mit der zu erf�ullenden Bedingung Re���� � Im���� � 
 zur Er�
mittlung des Spektrums ��� � � � � �N herangezogen werden� Zum einen kann man sich dabei
auf die e�ektiven und speichersparenden Diagonalisierungsroutinen f�ur reelle symmetrische
Matrizen zur�uckziehen �z�B� LAPACK�� zum anderen reicht es� die Eigenvektoren einer der
beiden Matrizen zu bestimmen�

Lemma�

Vertauscht eine Matrix U mit dem Parit�atsoperator P � d�h� ist die Matrix
symmetrisch bzgl� der Antidiagonalen� so zerf�allt das Spektrum in zwei nicht�
wechselwirkende Teile� die mit symmetrischen bzw� antisymmetrischen Eigen�
vektoren identi�ziert werden k�onnen�

Beweis�

Aus der Eigenwertgleichung Uv � �v folgt durch Multiplikation mit dem Pa�
rit�atsoperator PUv � �Pv und durch Ausnutzen der Vertauschbarkeit U�Pv� �
��Pv�� Daraus ergibt sich� da� die symmetrischen bzw� antisymmetrischen Ei�
genvektoren v � Pv des Parit�atsoperators� die der Eigenwertgleichung

P �v � Pv� � �v � Pv � �
�v � Pv� �B���

gen�ugen� ebenfalls Eigenvektoren von U sind� so da� die Behauptung bewiesen
ist�

Eine Konsequenz des Lemmas ist� da� bei Erf�ullung der Voraussetzungen� das Spektrum
einer solchen Matrix selbst im Fall von hartem Chaos keine RMT�Statistiken zeigt� da durch
die �Uberlagerung zweier nichtwechselwirkenden Subspektren der Poisson�Anteil e�ektiv
erh�oht wird# Weiterhin kann man das Eigenwertproblem einer N � N �Matrix auf zwei
Probleme der Gr�o�e � N���N�� reduzieren�

sym��antisym� Zust�ande �n�N�� vn � �vN���n

� �j�N�� U red
jk �

N��X
k��

Uj�k � Uj N���k � �B�
�

Durch Diagonalisieren der reduzierten Matrix kann man so das �anti�symmetrische Spek�
trum bestimmen�

Im folgenden sollen zwei spezielle Versionen der Standardabbildung bzgl� der Erf�ullung
dieser numerisch n�utzlichen Symmetrien untersucht werden �vgl� Abb� B�
��
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Abbildung B��� Poincar�e�Schnitt der Standardabbildung �K � ���	 �uber mehrere Einheits�

zellen� a� Symmetrisierung in der freien Entwicklung
 vgl� U ��� � b� Symmetrisierung im Kick


vgl� U ����


� U ��� � exp
�
� i

�

T �p�
�

	
exp

�� i
�
V �q�

�
exp

�
� i

�

T �p�
�

	
in Impulsdarstellung

�� U ��� � exp
�
� i

�

V �q�
�

	
exp

�� i
�
T �p�

�
exp

�
� i

�

V �q�
�

	
in Ortsdarstellung

In Bezug auf das eigentliche Hamilton�System der Standardabbildung� den gekickten Ro�
tator� entspricht U ��� einer Aufspaltung in der freien Entwicklung� wohingegen U ��� die
Symmetrisierung im Kick beschreibt�

ad U ���

Sei � � K������� und gjk � exp
n
�i���

h�
j � N��

�

��
�

�
k � N��

�

��io
� Dann gilt o�en�

sichtlich gjk � gkj und weiterhin

Ujk � gjk �
N��X
s��

exp

�
�i� cos

�
��s � �p

N

�
�

��is�k � j�

N

�

� gkj �
NX
s��

exp

�
�i� cos

�
���N � s� � �p

N

�
�

��i�N � s��k � j�

N

�
� �B���



�	� Anhang B�

nach der Substitution s
 N � s�

Mit cos
�

�� � ���s�	p
N

	
� cos

�
���s�	p

N

	
und exp���N�k � j��N� � 
 ergibt sich unter

Beachtung� da� die Summanden s � � und s � N identische Ergebnisse liefern�

Ujk � gkj �
N��X
s��

exp

�
�i� cos

����s � �p
N

�
�

��i�j � k�

N

�
� Ukj f�ur �p � ZZ� � �B���

d�h� die Matrix ist nur f�ur spezielle Wahlen der Blochphase �p symmetrisch�

Die Spiegelung der Matrixelemente an der Antidiagonalen ist durch die Vertauschung der
Indizes j� k 
 N � k � 
� N � j � 
 gegeben� O�ensichtlich �andert sich durch diese Trans�
formation nichts an der Fouriersumme� lediglich gjk ist davon betro�en�

gN���k N���j � exp

�
�i���

��
	N � 


�
� k

��

�

�
	N � 


�
� j

��
��

�
�B���

Wie man mit etwas Geduld nachrechnen kann� ist dieser Ausdruck identisch mit gjk im
Falle gerader M und ungerader N � d�h� in diesem Fall ist eine Vertauschung von U ��� mit
dem Parit�atsoperator sichergestellt�

ad U ���

F�ur diese Matrix gilt o�ensichtlich mit Vertauschung der Indizes und anschlie�ender Um�
benennung der Summe �uber s
 �s

Ujk � exp

�
�i�

�

�
cos

�
��j � �p

N

�
� cos

�
��k � �p

N

���

�
NX
s��

exp

�
�i���s� �

��is�k � j�

N

�
� Ukj �B���

f�ur alle Blochphasen �p� Eine analoge Rechnung wie in obigem Falle zeigt weiterhin� da�
die Vertauschbarkeit mit dem Parit�atsoperator wieder nur in Spezialf�allen gegeben ist�

Die Diagonalisierung und Reduktion des nicht�unit�aren Eigenwertproblems in Kap� 	�	
wurde in Version U ��� durchgef�uhrt� was eine Ranghalbierung der komplexen symme�
trischen Submatrix Vjk des unit�aren Zeitentwicklungsoperatorts erlaubte� Dabei wurde
nur der antisymmetrische Anteil ber�ucksichtigt� der zur Diagonalierung im Extremfall
�rgV 
 
��� bis zu � Wochen Rechenzeit �Compaq XP
���� brauchte und einen Speicher�
bedarf von ca� 
�� GB hatte� Die Ensemble�Diagonalisierungen zu verschiedenen �p in Ka�
pitel 	�
 wurden hingegen aufgrund der Symmetrie von Ujk in Version U ��� durchgef�uhrt�
Aus Konsistenzgr�unden sind in Kapitel 	 trotzdem alle Wellenfunktionen in Version U ���



B�� Bandmatrizen und die Cayley
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dargestellt� denn durch Anwendung eines halben Kicks und einer halben freien Entwicklung
berechnet man leicht aus den Eigenvektoren v von U ��� die Pendants f�ur U ����
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�B�
��

B�� Bandmatrizen und die Cayley	Form

Um die Zeitentwicklung eines Anfangszustandes gem�a� der tight�binding�Gleichung ���
	�
numerisch zu untersuchen� kann man auf ein einfaches Runge�Kutta�Verfahren �� Ord�
nung zur�uckgreifen oder die sehr viel elegantere Cayley�Form nutzen �

	� 

��� Obwohl
beide Verfahren im Mittel den gleichen Rechenaufwand aufweisen �� bN Schritte f�ur einen
Zeitschritt� bei einer Matrix vom Rang N und einer Bandbreite b�� hat die einfache und
vielseitige Runge�Kutta�Methode den Nachteil� da� man i�a� nur sehr kleine Zeitschritte
verwenden kann� da die Unitarit�at der Zeitentwicklung nicht explizit in den Algorithmus
ein�ie�t� Anders bei der Cayley�Form� die zwar in der Genauigkeit nur von �� Ordnung ist�
aber die Unitarit�at eben auch bis zur �� Ordnung erh�alt� Dieses Verfahren ist entsprechend
stabiler und man kann ohne Einbu�en in der Genauigkeit der Ergebnisse die Zeitinkre�
mente 
�� Gr�o�enordnungen gr�o�er als im Runge�Kutta�Verfahren w�ahlen� Man erh�alt die
Cayley�Form durch Entwicklung des Zeitenwicklungsoperators U f�ur kleine Zeiten unter
Beachtung der Unitarit�at�

U��t� � exp��iH�t� 
 �� iH�t��

�� iH�t��
� �B�

�

Dabei wurde � � 
 gesetzt bzw� inH oder �t absorbiert� Damit l�a�t sich die Zeitentwicklung
j��t � �t�i � U��t�j��t�i schreiben als�

��� iH�t���j��t � �t�i � ��� iH�t���j��t�i � �B�
��

d�h� in praxi erh�alt man aus dem Zustandsvektor zur Zeit t den Zustandsvektor zum Zeit�
punkt t��t durch L�osung obigen Gleichungssystems �H� � sind z�B� eine WBRM� bzw� die
Einheits�Matrix und j�i ist ein Spaltenvektor�� Die Cayley�Form ist somit nichts anderes
als eine Variante des Crank�Nicholson�Verfahrens� das allgemein f�ur Anfangswertprobleme
von partiellen Di�erentialgleichungen genutzt wird �

	��

In Ref� �

�� wurde f�ur Simulationen des WBRM�Ensembles mit Bandbreite b gezeigt� da�
das Zeitinkrement lediglich �t � 
�

p
b erf�ullen mu�� um numerisch exakte Ergebnisse zu er�

halten� Bleibt man mit der Wahl des Inkrements �deutlich� unterhalb dieser Grenze� so sind
die Ergebnisse mindestens ebenso pr�azise wie die aus der Runge�Kutta�Methode erhaltenen�



�	� Anhang B�

F�ur b 
 

 ist im Cayley�Verfahren z�B� �t � ��
 eine sehr konservative Wahl� die aber im�
mer noch um Gr�o�enordnungen schneller ist als das vergleichbare Runge�Kutta�Verfahren�
das mit �t 
 
��� mind� das Hundertfache an Rechenschritten%Zeit ben�otigt� Ein weiterer
Trick ist das selbstexpandierende Gitter� mit dessen Hilfe man �nite�size�E�ekte unter�
dr�ucken kann� Man startet zun�achst mit einem kleinen Gitter und einer Bandmatrix mit
entsprechend kleinem Rang� Sobald die Wahrscheinlichkeitsdichte des entwickelten Wel�
lenpakets am Rand des Gitters einen kritischen Wert �z�B� 
����� �uberschreitet� wird das
Gitter vergr�o�ert� indem neue Gitterpunkte am Rand zugef�ugt werden� So bleibt die Dy�
namik auf dem alten Teil des Gitters erhalten� es kommen lediglich neu zu erforschende
Bereiche hinzu�
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