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RESUMO: Neste trabalho apresenta-se o conceito de uma Equagéo Diferencial,
seguida da conceituacdo de uma Equacdo Diferencial Ordinaria Separavel (EDO
Separavel) e seus métodos de solugdo. Em seguida da-se um exemplo da modelagem
matematica de um fendmeno fisico para agregar a teoria a pratica, o conhecido
Circuito RC, que envolve a teoria das Equagdes Diferenciais. Encontra-se a Solugao
Geral Implicita e Explicita, seguida da resolu¢cdo um Problema do Valor Inicial (PVI)
para a deducao de uma férmula conhecida da fisica, apds isso, apresenta-se a Maplet
programada via software Maple 15, que direciona o usuéario durante as etapas da
resolucdo de uma EDO Separavel, e em especial, neste trabalho, na deducédo da

referida férmula fisica.
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1 INTRODUCAO

Uma das iniUmeras vantagens oferecidas pelo calculo de Newton e Leibnitz € a
incorporacdo das nocdes de derivada e integral, tais no¢cbes possibilitam a descricdo
matematica de varias propriedades dos fendbmenos fisicos. Grande parte das teorias
gue descrevem o0 mundo em que vivemos contém o que sdo conhecidas como
Equacdes Diferenciais, essas equacdes estdo presentes ndo apenas na Fisica, mas
também na Biologia, Sociologia e todas as disciplinas cientificas que se interessam em
entender o mundo que nos cerca. (ROBINSON, 2004)

O advento da computacéo na sociedade proporcionou inimeras vantagens que
foram desenvolvidas por sua versatilidade, hoje em dia o auxilio oferecido ao ensino-
aprendizagem pelas técnicas computacionais é de importancia fundamental. Temos a
possibilidade de manipular, armazenar e visualizar um conjunto de dados como jamais
foi possivel no passado. Tais dados passam a fazer parte de um contexto maior,
quebrando e/ou remodelando a ideia da formacdo particionada e necessariamente
isolada dos conteudos. Isto favorece o entendimento e assimilagdo do conhecimento
disponibilizado pelo professor em aula, pois foca o contexto do resultado, ndo o valor
isolado (TANEJA, 1997).
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O passar dos anos e consequente avanco da informatica, nos presenteou com
softwares muito mais especificos e aprimorados para célculos mateméticos, um dos
grandes representantes nesta area é o software Maple (atualmente em sua 152
edicdo), pois além de ter sua propria interface e ferramentas para resolucdo de
diversos problemas matematicos ja conhecidos, possui grande flexibilidade para
desenvolvimento computacional, um campo destacado pela constru¢éo de Maplets.

Maplets sdo interfaces produzidas para providenciar um acesso amistoso e
interativo as ferramentas do Maple, tal acesso € possivel devido ao uso de botbes,
areas de plotagem, caixas de texto entre outros. Ao desenvolver uma Maplet é
possivel para o programador, personalizar e contextualizar os comandos a fim de
torna-los intuitivos ao usuério final, além de ter em méos a possibilidade de moldar
representagdes graficas a fim de facilitar o entendimento de certos conteudos.

Desta forma, as ferramentas de célculo do software Maple, quando
encadeadas pelas facilidades e potencialidades das construcdes de Maplets, tornam-
se um meio interativo e de féacil visualizacdo dos resultados, tornando-os menos
abstratos e dando significado aos calculos desenvolvidos (EBERHART, 1998).

A estrutura desse artigo esta organizada em secfes brevemente descritas
abaixo:

Na secdo 2, “EDO DE PRIMEIRA ORDEM SEPARAVEL, EM TEORIA”, é
apresentada uma breve introdugdo a Teoria das Equacdes Diferenciais de Primeira
Ordem Separavel, seguido de seu método de solucdo. Na secdo 3, “EDO DE
PRIMEIRA ORDEM SEPARAVEL, NA PRATICA”, apresenta-se o conceito fisico de
um circuito conhecido como Circuito RC, e sua modelagem matematica que se
apropria da teoria das Equacgbes Diferenciais descritas na secdo 2. Na secao 4,
“RESOLU(;AO DE UMA EDO DE PRIMEIRA ORDEM SEPARAVEL, VIA MAPLET”,
apresenta-se a Maplet desenvolvida para a resolucdo do problema descrito na secao
3. E por fim, na secédo 5 “CONSIDERACOES FINAIS” o trabalho encerra-se com as
conclusdes obtidas pela andlise das secdes anteriores.

2 EQUACOES DIFERENCIAIS

As palavras equacles e diferenciais indicam algum tipo de equacdo que
envolve derivadas. Ao fazer um curso de calculo, aprende-se que, dada uma funcéo
¥ = f(x), sua derivada em relagéo a x é representada por

dy ,

——=fx) 1

i [ (D
a qual é, ela mesma, uma funcéo que depende de x (ZILL, 2003). Por exemplo, dada a
funcdo f: R — R definida por y = f(x) = e* temos
Y _ g2 2
- = aX"Yy,
dx i @)
onde R é o conjunto dos nameros reais.

A diferenca com relacdo aos problemas propostos num curso de Equacdes
Diferenciais é que neste, ndo se objetiva encontrar a derivada de determinada funcéo,
deseja-se sim, encontrar de alguma maneira, uma fungédo v = f(x) que satisfaca a

equacao diferencial, isto é, deseja-se resolver as “Equagdes Diferenciais”.
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Define-se como Equacédo Diferencial (ED), uma equacdo que contém as
derivadas ou diferenciais de uma ou mais variaveis dependentes, em relacdo a uma
ou mais variaveis independentes (ZILL, 2003).

Este trabalho serd direcionado para equacgbes que contém derivadas ou
diferenciais de uma ou mais variaveis dependentes em relagdo a uma unica variavel
independente, as quais sdo chamadas de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO).
Limitando ainda a atengdo, as Equacdes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem,
ou seja, as que contém a primeira derivada como a derivada de maior ordem da
equacdo. Uma equacgéo diferencial ordinaria de primeira ordem é frequentemente
representada pela funcao

F(ur.2) =0 ;
Y o) =0 3)
onde y é a variavel dependente e x é a variavel independente. Por exemplo, a

equacédo (2) pode ser expressa como (3), onde
F(x ay )= ay 4
Vi) T dx Y. )
Uma solucéo para tal equacédo é uma funcao f definida em algum intervalo I,

gue, quando substituida na EDO reduz a equacgéo a uma identidade. Por exemplo, se
f é solucédo de (3), entédo

2

3x

F(x,f(x),f'(x))=0. (5
Tal solugcdo, quando escrita na forma y = f(x), € chamada de Solucéo
Explicita. J& quando vista como uma relagdo G(x,y) = 0, é conhecida como Solucao

Implicita que define uma ou mais Solu¢des Explicitas. Além disso, é preciso
acostumar-se com o fato de que uma EDO possui geralmente um numero infinito de
solucdes, formando uma familia que, por sua vez é representada por uma Unica
solucdo conhecida como Solucdo Geral da EDO. Contudo, podem existir também,
solucdes que ndo provém desta familia, e sdo conhecidas como SolugBes Singulares.
As solugbes que provém da familia de solugbes sdo conhecidas como Solucdes
Particulares (ZILL, 2003).

3 EDO DE PRIMEIRA ORDEM SEPARAVEL, EM TEORIA

Neste trabalho, busca-se resolver uma equacéo diferencial de primeira ordem
que pode ser escrita sob a forma

dy ] ]
- = fgy(), (6)
onde f e g s&@o continuas em um intervalo I c R. A equacdo (6) € chamada de

Equacéo Diferencial Ordinaria Separavel (MURPHY, 1960).

3.1 METODO DE SOLUCAO
Para resolver a equacéo (6) pode-se dividir nos seguintes casos.
CASO 1: g(v) = a, onde a é constante. Se g(v) = a, onde a é constante a equacio

anterior reduz-se a
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—=f(x)-a (7)

dx
Neste caso, a equacdo € chamada de Quadratura e a solucéo € dada por
dy
J-a-dx=ff{x)-a-dx+ﬁ, (8)
ou melhor,
y=a:J-f{x)-dx+C, 9)

onde € é constante.
CASO 2: f(x)= b, onde b é constante. Se f(x) = b, onde b é constante, a equacéo
anterior reduz-se a

dy
R b-g(y). (10)

Este caso divide-se em outros dois:
)g(y)=0
Para g(v) = 0 tem-se de (10) que

1
gue também é uma Quadratura, logo sua solucdo é dada por
1

i)g(y)=0
Se g(y) = 0 tem-se que existe y, tal que, g(¥,) = 0. Neste caso, a
solucéo é y, = d onde d é constante. De fato,

dy,
—>=0=b-0=b"g(y). (13)
Temos que ¥, = d, onde d € constante, € conhecida como solugéo
singular.
CASO 3:f(x) = be g(y)# a. Sejaf(x)= b, e g(¥) # a, onde a e b sdo constantes,
entao
dy
E = f(x)g(y). (14)
gue também se divide em outros dois casos:
)g(y)+0
A equacdo acima pode ser escrita como
1 dy
———=f(x),
gmar ) (15)

cuja solucéo é
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g—dv = J-f(x)dx +cC. (16)

i) g(v) = 0 para algum y,.
Significa que existe um y, tal que, g{3,) =0
Neste caso, ¥, = d onde d é constante, é solucao pois

dy,

Fg() = F(0)-0=0= =2 (17)

4 EDO DE PRIMEIRA ORDEM SEPARAVEL, NA PRATICA

Considere um circuito contendo um resistor, com resisténcia R, e um capacitor
com capacitancia €, ligados em série. Este sistema é chamado de circuito RC e é
alimentado por uma fonte ideal de forga eletromotriz Vz (HALLIDAY, RESNICK e
WALKER, 2009). O capacitor inicialmente esta descarregado e quando o sistema é
ligado a fonte, a diferenca de potencial no capacitor € V. e no resistor é V5. V- é criada
pela circulacdo de cargas elétricas (elétrons) no circuito, e se acumula no capacitor. A
voltagem do sistema pode ser escrita como

ComoVy =RieV, = % temos
. q
Ve =Ri+ c’ (19)

sendo [ a corrente elétrica que passa pelo resistor. Neste sistema, Vz, € € R sdo
constantes enquanto que a carga no capacitor g € uma funcéo de tempo (q(t)) e a

corrente elétrica é dada por i = j—j. Entédo a equacao (19) fica

dqg ¢
Ve —R—-—==0, (20)
multiplicando a equacéo (20) por (— i) e organizando alguns termos temos
dq q  V
—=—-——+—
dt RC R (21)

Para resolver essa equacdao diferencial que esta na forma (6) e, portanto, de
primeira ordem separavel, devemos fazer a separacéo das variaveis dependentes das
independentes assim

—=——(q—CV), (22)

multiplicando (22) por -

e integrando ambos os membros da igualdade temos

d
Q—CVE




1 1
d =—f—dt,
J-q—CVE 1 RC (23)

que tem como solugao
[
In(g—CV,) = ——+k,
n(q =) 2C (24)

onde k é a constante de integracdo. A equacao (24) pode ainda ser escrita como
£
q — CV; = keRc, (25)

e finalmente
t

q = CVg + ke ®C. (26)

Para encontrar o valor de k, sabemos que em t = 0 a carga no capacitor é

q =0, entdo k = —CVg, assim
t
q =CVg — CVge RC, (27)

ou ainda

q=CVg (1 — 9_%). (28)

A equacdo (23) representa a carga do capacitor em funcdo do tempo em seu
carregamento

Figura 1. Grafico do carregamento do capacitor. Carga (q) pelo tempo (t), para € = 0.1F,
R=2Q V=10V,

5 RESOLUCAO DE UMA EDO DE PRIMEIRA ORDEM SEPARAVEL VIA MAPLET

Sugere-se agora, a utilizacdo da Maplet desenvolvida via linguagem de
programacdo do software Maple 15 para a resolucdo do problema aplicado visto na
secdo 4. Tal Maplet foi programada de forma a dar condi¢cbes suficientes para a
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resolucdo e entendimento dos métodos tedricos, bem como possibilitar a visualiza¢éo
da solucéo de problemas préticos, como visto na secao 4.

A Figura 2 mostra a tela de abertura inicial da Maplet, nela podem ser vistos 0s
campos: (1) Adiciona a Equacgéao Diferencial; (2) Classifica o tipo de Equacédo digitada;
(3) Proximo Passo; (4) Voltar ao passo anterior; (5) Plotar o gréfico da EDO; (6)
Reiniciar a Maplet; (7) Procedimentos Realizados; (8) Visualiza¢do dos Resultados; (9)

Area de plotagem.
(¥ Maplet

Visualizagdo . dos . Resultados VisualizagBo . Gréfica

8 9

Figura 2 - Tela inicial da Maplet

Digitando a equacgdo da secdo 2, com as seguintes adequacbes para a

resolucao ser possivel pela Maplet
iqr(t)+@—w—’?=|0 = —vy(x) + -—=0, (29)
dt RC R dx” RC, R

desta forma, o tempo t sera representado pela variavel x e a carga q(t) sera
representada pela variavel y(x). Além disso, a capacitancia ¢ sera representada pela

constante C,, para evitar futuras confucoes.

Com a equacdo digitada, clicando no botdo Classificar, pode-se ver a
classificacdo dada pelo software, neste caso, uma quadratura. Apos isso, clicando em
Préoximo Passo, visualiza-se a equacédo digitada na forma matematica bem como as
primeiras instrucdes para efetuar a resolucéo, observe a Figura 3.




¥ Maplet
Agdes
Opgdes
diff(y(x),X)+¥(x)/RIC[1-V/R = 0

Classificar

Préximo Passo

Voltar

Plotar

Reiniciar
Visualizagdo . dos . Resultados
4 . M) ¥
&t Be, i

Visudlizagdo . Grafica

Figura 3 - Equacéo classificada

Ao clicar em Proximo Passo uma ferramenta abrira, para auxiliar o usuario na
separacao das variaveis dependentes e indepentes, observe o resultado na Figura 4.

Equation Manipulator

EX|

¥(x) +VC; "R

d
¥(x)+VC RC

< I

V| Show steps stacked vertically

Group termson |left ¥ | side

Add |-y(X)/R/C[1]4 ¥| to equation
Power

Square both sides

Take square root of both sides
Raise both sides to power |3

(oo ]

Exponentiate both sides using base |2

History

ES := (E4) * (1/(-y(x)+V*C[1])); A
E6 := (E5) * (1/R):

[E7 := (E6) * (1/C[1]): &
Operations

Addition Multiplication

Clear denominators
Multiply equation by: 1/C[1] v

Miscellaneous Operations

Apply |exp ¥ | to both sides

Apply lexpand ¥/ to right side ¥

with no assumptions v

Complete the square on the left side [ Do

‘ Return Steps ‘ ‘ Cancel ‘

Return Result

4 [

realizados e o botdo para o retorno do resultado.

Figura 4 - Manipulador de Equacbes. Marcado em vermelho, o resultado obtido, os passos

Apos o retorno com o resultado, a Maplet apresenta as possiveis Solug¢des
Singulares da EDO, vide a Figura 5 abaixo.




¥8 Maplet
Agdes
Opgdes

diff(y(x),x)+y(x)/R/C[1]-V/R = 0

Classificar

Préximo Passo

(y(x) = V+C[1]

Voltar

Plotar

Passo.

Reiniciar
VisualizagBo . dos . Resultados

d
W
W)+ C

RC1

Visualizagdo . Grafica

Figura 5 - Solucdes Singulares da EDO.

Clicando em Préximo Passo, h& a aplicagcdo da integral de ambos os lados, ao

clicar novamente, surge a janela para auxiliar na resolucdo destas integrais.

¥ Calculus 1 - Integration Methods 5]
File Edit Rule Definition Apply Rule Understood Rules Help
Enter a function
Function 1/(-y+V*C[1]) Variable y from to Start
1
—
[-_\' +ve -~
V| Show Hints | Get Hint
Constant Identity
Constant Multiple Sum
Difference Power
Parts | Partial Fractions
Change Revert
Solve Rewrite
Exponential | Natural Logarithm
<trig> | <hyperbolic> -
<arctrig> v | <archyperbolic> v
|
‘ N _— . _ Flip Join Spit
Undo | | Nextstep | F Allsteps | | Close

(¥ Calculus 1 - Integration Methods
File Edit Rule Definition Apply Rule Understood Rules Help

Enter a function

-

|
Function 1/R/C[1] Variable 'x from to | start }
1 ‘
dx
RC, ‘
I _F%
R Cl | Show Hints Get Hint ‘
Constant Identity
Constant Multiple Sum
Difference Power
Parts Partial Fractions
Change Revert
Solve Rewrite
Exponential Natural Logarithm
<trig> v  <hyperbolic> -
<arctrig> | <archyperboiic> v
S B Flip Join Split
[ undo | [ wetstep | f Alsteps § | Close

Figura 6 - Métodos de Integracao. Clicando:rh All Steps, ha

apresentacao de todas as etapas

realizadas para a solucdo da integral, mas pode optar-se por resolver Passo-a-Passo.

O resultado obtido pelas duas integracdes € a chamada Solugéo Implicita, que
pode ser vista na Figura 7, onde C € a constante de integracao.
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| Acges

Opgdes Procedimentos . Realizados

diff{y(x),X)+y(X)/R/C[1I-V/R = 0

Classificar |

soLugko IMPLICITA.

Préximo Passo |

Voltar |

Plotar

Reiniciar

| VisualizagBo . dos . Resultados VisualizagBo . Gréfica

st B g i X
111(_1(A)+IC1) RCl +C

Figura 7 - Solucao Implicita da EDO.

Clicando-se em Préximo Passo, isola-se y(x) para obter a Solugéo Explicita

(28 Maplet é

Agdes

Opgdes Procedimentos . Realizados

diff{y(x),)+y(X)/R/CI1]-V/R = 0

SOLUGRO EXPLICITA.

Classificar |

Proximo Passo 1]

Voltar |

Plotar

Reiniciar

| Visualizaggio . dos . Resultados Visualizacdo . Gréfica

.\'+CRC1

RCI
Wx)=-e + VC1

Figura 8 - Solucéo Explicita da EDO.

Caso seja conveniente, pode-se efetuar a substituicdo de alguma expresséo no

resultado para simplificar. Neste caso optou-se pela seguinte substituicdo
_x+CRC'1 CRCy x x x

—e RCG = —¢g RG g RG = —¢~C¢ RG = ke RG, (30)

O resultado pode ser visto na Figura 9, abaixo.
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| Acges

Opgdes Procedimentos . Realizados

diff(y(x),x)+y(x)/R/C[1]-V/R = 0

Classficar ]

Préximo Passo |

Voltar

Plotar

Reiniciar

| Visualizagio . dos . Resultados Visualizago . Gréfica
X

RC
1

Wr)=ke + Ve

Figura 9 - Solugdo apds a substituicao feita pelo usuério.

Clicando em Préximo Passo, é possivel ainda resolver um PVI (Problema do
Valor Inicial), onde pode-se encontrar quem é a constante k, para isso, insere-se na

janela que surgird, uma condi¢&o inicial para x e y(x) (neste caso x = 0 e y(x) = 0),
além da constante que deseja-se encontrar (neste caso, a constante k). O resultado

obtido pode ser visto na Figura 10.

¥ Maplet (X

| Actes

Opgdes Procedimentos . Realizados

diff(y(x),x)+y(X)/R/C[1]-V/R = 0

Classificar | SoLUGRO DO PVI.

Préximo Passo | | ——

Voltar

Plotar

Reiniciar

| VisualizagBo . dos . Resultados VisualizagBo . Gréfica

. B
7))
"('\.):—VCI e ! -1

Figura 10 - Solug&o do PVI.

Se desejar, 0 usuario podera realizar quaisquer outras substituicdes
convenientes na equacao, bastando clicar em Proximo Passo. Para este caso, optou-
se pelas seguintes substituictes

€, = 01
R = 2

, 31
V, = 10 (D)

observe o resultado na Figura 11.
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| Acges

Opgdes Procedimentos . Realizados

diff(y(x),x)+y(x)/R/C[1]-V/R = 0

SOLUGRO DO BVI.
[ Classificar ]

Préximo Passo |

Voltar

Plotar

y(x) = -1.0%exp(-~5.000000000%x)+1.0
Reiniciar B

|  Visualizagdo . dos . Resultados VisualizagBo . Gréfica

+5:000000000.x)

Wx)=-1.0 + 1.0

Figura 11 — Solucdo com as substituicbes para € =0.1, R =2 V= 10.

Por fim, a Maplet possibilita ainda, a visualizacdo grafica da fungdo encontrada,
basta clicar em Plotar, uma janela surgira e nela seréo fornecidos os intervalos para x

e y(x) com valores separados por virgula (,) respectivamente (neste caso: 0,3,0,1), na

Figura 12 pode-se visualizar o gréafico plotado.

(3 Maplet &

| Agpes
Opges Procedimentos . Realizados

diff{y(x),)+y(x)/R/C11-V/R = 0

Classificar |

Préximo Passo |

Voltar

Plotar

Reiniciar

| visualizagio . dos . Resultados

-5.000000000 x)

Wx)=-1.0 e( + 1.0

Figura 12 - Gréfico da fung¢é@o encontrada.

6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho o software Maple 15 foi utilizado para desenvolver uma Maplet
capaz de solucionar Equacbes Diferenciais Ordinarias Separaveis. Utilizou-se como
exemplo um sistema fisico composto pelo circuito RC. Primeiramente obtemos a
solucdo da EDO de forma tradicional e resolve-se um PVI. Em seguida a Maplet é
usada para resolver passo-a-passo a EDO bem como realizar as deducbes
necessérias. Conclui-se que, a utilizacdo da Maplet torna o estudo das equagfes
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separaveis mais facil, atrativo e intuitivo, a contribuicdo deste trabalho consiste na
possibilidade de incentivar a utilizacdo de softwares matematicos como ferramenta de
ensino, e de atuar como complemento as aulas de equacbes diferenciais.
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