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Sazetak

U ovom radu pokazali smo jedan nacdin za racunanje entropije (2+1) stacionarne
crne rupe. Pri tome smo Koristili dimenzionalnu redukciju na dvije dimenzije Sto
je rezultiralo dilatonskim modelom te simetrije na horizontu crne rupe. Za genera-
tore tih simetrija je pokazano da zadovoljavaju Virasoro algebru $to nam je omogu-
¢ilo koristenje Cardyjeve formule za entropiju. Rezultat koji smo dobili slaze se s

Bekenstein-Hawkingovom formulom za entropiju.



Diploma thesis title

Abstract

In this paper we showed one way to compute the entropy of (2+1) stationary black
hole. We did so by using dimensional reduction on two dimensions, which resulted
in dilaton model, and symmetries on the black hole horizon. It has been shown
that generators of those symmetries satisfy Virasoro algebra which allowed us to
use Cardy formula for entropy. The result is consistent with Bekenstein-Hawking

formula.
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1 Uvod

Gravitacija, kao jedna od cetiri osnovne sile u prirodi, opisana je (unutar klasi¢ne
fizike) Einsteinovom opcom teorijom relativnosti (skraceno: OTR). Glavna razlika
gravitacijske sile, u odnosu na ostale je Sto sve Cestice (pod istim pocetnim uvjetima)
osjecaju potpuno identicne efekte gravitacijske sile. Drugim rije¢ima, efekti gravita-
cijske sile nisu ovisni o svojstvima same cCestice (kao Sto npr. elektromagnetska sila
ovisi o elektricnom naboju Cestice). Zbog toga je gravitacija opisana kao zakrivljenost
prostor-vremena. OTR nam kaZe da je prostor-vrijeme cetverodimenzionalna mno-
gostrukost M s metrikom g, signature 1 [1]. Tada Cestica koja ne osjeca nikakvu
drugu interakciju osim gravitacijske (koju ¢emo u nastavku nazivati slobodnom ces-
ticom) se u takvom okruzenju giba po nekom geodeziku od M. Jednadzba geodezika
glasi:

uVaub =0, (1.1)

gdje je u® tangentni vektor geodezika, a V kovarijantna derivacija pridruZena metrici.
Samu zakrivljenost od M opisujemo nekomutiranjem kovarijantnih derivacija preko

tzv. Riemannovog tenzora R, na sljedeci nacin:
d
(VoVie = ViVo)we = Ry wa (1.2)

gdje je w, proizvoljno dualno polje na M. Osim Riemannovog tenzora koristimo i
Riccijev tenzor:

R, =R," (1.3)

ach

te Riccijev skalar (koji se ponekad naziva i sklarnom zakrivljenosti):

R=R" (1.4)

Takoder, koristan je i Einsteinov tenzor:
1
Gab - Rab - éRgab . (15)

Naime, zakrivljenost prostor-vremena nastaje pod utjecajem materije koja se nalazi u

prostor-vremenu. Raspodjelu materije opisujemo tenzorom stresa, energije i impulsa



Tu (skraceno: tenzor impulsa). Jednadzba koja nam daje metriku od M iz poznatog

tenzora impulsa je Einsteinova jednadzba:
Gab = 87TTab , (16)

pri cemu ovdje, kao i u nastavku, koristimo sustav mjernih jedinica u kojem je ¢ =
h=G=1.

Jedan od rezultata OTR-a je pojava crnih rupa. Rije¢ je o dijelovima prostor-
vremena iz kojeg niti Cestice, niti svjetlost ne mogu izac¢i. Rub tog dijela prostor-
vremena nazivamo horizontom dogadaja crne rupe. One mogu nastati prilikom gra-
vitacijskog kolapsa dovoljno masivnog tijela, ako mu se sva masa nade unutar tzv. Sc-
hwarzschildovog radijusa koji je jednak dvostrukoj masi tijela. Najpoznatije rjeSenje
Einsteinove jednadzbe koje sadrzi crnu rupu je Schwarzschildovo rjesenje (staticno i

sfernosimetri¢no rjesenje):

T r

go =~ (1 - ﬂ) (dt)a(de)y + (1 - %) (el )

+72(d0),(db), 4+ 1 sin? 0( do)a( de)s ,

pri ¢emu koristimo koordinate (¢,r,6,¢) koje nam u limesu r — oo daju metriku
ravnog prostor-vremena. Parametar )M interpretiramo kao masu crne rupe. Ova
metrika sadrZi u sebi dvije singularnosti: » = 2M i r = 0. Singularitet r = 2M
je koordinatni singularitet (mogli bismo ga izbaciti drugacijim izborom koordinata)
te pretstavlja horizont dogadaja crne rupe. S druge strane, » = 0 je pravi fizikalni
singularitet prostor-vremena te se on nalazi u budu¢nosti svake Cestice koja upadne
u crnu rupu.

Sve stacionarne crne rupe mogu se opisati samo s tri veli¢ine: masom A/, nabojem
() i angularnim momentom .J $to je posljedica teorema o kosi crnih rupa [2]. Dakle,
za potpun opis stacionarne crne rupe nije potrebno znati kako je ona nastala. Sve
potrebne informacije su sadrzane u navedene tri velicine.

Zamislimo situaciju u kojoj neko tijelo upadne u crnu rupu. Nakon upada, en-
tropija okolnog prostor-vremena se smanjila. Stoga, da ne bi naru$ili drugi zakon

termodinamike, i crnoj rupi pridruZujemo odredenu entropiju, koja prilikom upada



tijela naraste. Entropija crne rupe dana je Bekenstein-Hawkingovom formulom:

S=-A, (1.8)

gdje je A povrsina horizonta crne rupe. U ovom radu dati ¢emo jedan nacin za

racunanje entropije stacionarne crne rupe.



2 Simetrije prostor-vremena

2.1 Izometrije

Difeomorfizme na prostornovremenskoj mnogostrukosti na koje je metrika invari-
jantna nazivamo izometrijama. Ako je £ vektorsko polje koje generira te transfor-

macije, onda uvjet da je ta transformacija izometrija ima oblik:
Legar = 0. (2.1)

Polje £* nazivamo Killingovim vektorskim poljem. NapiSemo li ovu jednadzbu preko

kovarijantnih derivacija, dobivamo tzv. Killingovu jednadzbu:
Vpy =0. (2.2)

Pogledajmo slucaj dvodimenzionalnog euklidskog prostora u polarnim koordina-

tama zadanog metrikom:

gap = (dr)a(dr)y +7%(de)a(do)s. (2.3)

Uvrstimo li ovu metriku u Killingovu jednadzbu, dobijemo sljedeci sistem parcijalnih

diferencijalnih jednadzbi:

06" =0 (2.4a)
704E% + € =0 (2.4b)
120,6% + 046" = 0. (2.4¢)
RjeSenje ovih jednadzbi glasi:
£"(¢) = Asing + Bcos ¢ (2.5a)
E(r, ¢) = 1(A cos¢p — Bsing) + C', (2.5b)
T

gdje su A, B i C proizvoljne (integracijske) konstante.



2.2 Priblizne simetrije

Ponekad se u fizikalnim sustavima dogada situacija da u sustavu postoji parametar
koji malo odstupa od vrijednosti za koju bi sustav posjedovao odredenu simetriju. U
tom slucaju kazemo da sustav posjeduje pribliznu simetriju. Ako su simetrije koje
promatramo izometrije prostor-vremena, onda nam priblizne simetrije obi¢no ozna-
cavaju situaciju u kojoj je metrika ocuvana samo u jednom dijelu prostor-vremena.
Takve priblizne izometrije matematicki mozemo opisati modificiranom Killingovom
jednadzbom koja se od jednadzbe (2.2) razlikuje samo u tome da na desnoj strani te
jednadzbi vise nemamo nulu.

Ovdje ¢emo pogledati primjer priblizne simetrije koja ¢uva svojstvo asimptotske
ravnoce, tzv. Bondi-Metzner-Sachs (BMS) simetrija u dvodimenzionalnom euklid-
skom prostoru [9]. Zahtijevamo da ta priblizna simetrija mijenja samo ¢%¢ ¢lan u
metrici (2.3) i to do na red r~ pri ¢emu je A\ > 2 (za A\ < 2 bila bi naru$ena asimp-
totska ravnoca prostora). Tada umjesto originalnih Killingovih jednadzbi imamo slje-

dece:

Leg" = Leg™® =0 (2.6a)

1
i@“z;. (2.6b)

U slucaju 2 < A < 3 kao rjesenja ovih jednadzbi dobijemo:

571{7”7 ¢> = f(¢) (273)
£(r,6) = +1'(0) + 9(0) . (2.7b)

gdje su f i g proizvoljne funkcije, a za A > 3 dobijemo ista rjeSenja kao i u slucaju

egzaktnih simetrija.



3 Formalizam kovarijantnog faznog prostora

3.1 Difeomorfna invarijantnost lagrangijana

Uzmimo m-mnogostrukost M. Promatramo akciju:

S:A[L(gab,vglgab,...,vial...v;k>gab,¢,v;1¢,...,v’(al...v;l)zp,y), (3.1)

gdje je L lagranzijan (definiran kao m-forma na M), g,, metrika definirana na M,
skup svih ostalih dinamickih polja, V'’ globalno definiran operator kovarijantne deri-
vacije te v skup svih nedinamickih polja. U nastavku ¢emo polja g, i > kolektivno oz-
nacavati s ¢. Nadalje, pretpostavit ¢emo da je lagranzijan difeomorfno-invarijantan,

tj. pretpostavljamo da za sve difeomorfizme f : M — M vrijedi:

L(f(¢)) = [ L(9). (3.2)

Kovarijantna derivacija V' koja se pojavljuje u lagranzijanu (3.1) je definirana
globalno, tj. na cijeloj mnogostrukosti M, ali oplenito to nije derivacija pridruzena
metrici g,,. Medutim, koriste¢i difeomorfnu invarijantnost, taj lagranzijan mozemo
drugacije napisati. Za pocetak, neka je 7>, , , proizvoljno tenzorsko polje i V

operator kovarijantne derivacije pridruzen metrici g,,. Tada je [1]:

k l
V;Tbl"'bk _ VaTbl...bk +Z C«biadTbL..d...bk - Z Cd . Tb1~--bk , (33)

c1... C1...cp a ci...d...c

gdje je C°,, tenzorsko polje za koje vrijedi:

1 / / /
Ccab = 590d (Vagbd + Vi9ad — Vdgab) : (3.4)
Definiramo li:
1c efg 1cd e sf 59 e sf <9 e sf 59
= S (5,0%,8% + 0°,09,0% — 8°407,0%, ) (3.5)
dobijemo:
Cep=C" "N ges . (3.6)



Takoder definiramo i:

k

efgbi...bg A 1b;  efg sb1 d by ) q
K, PP S el NP LV W L ST A
1
" (3.7)
1d  efg b b cc) c; <
D LT N L L NP LR LA
i=1
tako da je:
! by.. by o b1...by, defb...bg chooc bl b ’
vaT cr...cp VGT c1...cl + Ka by ..ber..o T c..q vdgef‘ (38)

Stoga lagranzijan (3.1) moZemo transformirati na sljede¢i nacin:

1.

2.

Sve V’-derivacije od v izrazimo preko V-derivacija od v i V’-derivacija od g.

V-derivacije od 1 izrazimo preko simetriziranih V-derivacija od ¢ te Rieman-

novog tenzora R (i njegovih derivacija) od V.

Riemannov tenzor R i njegove V-derivacije izrazimo preko V’-derivacija od g,

Riemannovog tenzora R’ od V' i njegovih derivacija.

V'-derivacije od g izrazimo preko simetriziranih V’-derivacija od ¢ te Rieman-

novog tenzora R’ i njegovih V'-derivacija.
V'’-derivacije od g izrazimo preko C i njegovih V’-derivacija.

V’-derivacije od C' izrazimo preko simetriziranih V’-derivacija od C' te Rieman-

novog tenzora R’ i njegovih V'-derivacija.

Simetrizirane V’-derivacije od C izrazimo preko V’-derivacija od C' simetrizira-

nih zajedno s C te Riemannovog tenzora R i njegovih V-derivacija.

Sada dobivamo sljede¢i oblik lagranzijana:

ai as—1

V(al ce vas_g)Rabcdy Q/J, Vali/), R ,V(al . Val)i/), ’7/) s

L:L(gab,CCa 7V,a1 Ca ,...,V’ V/ Cca ,Rabcd,VmRabcd,...,
br ¥ ( b) ( b) (3.9)

gdje je s = max{k, [}. Pri tome smo uzeli u obzir da je R’ nedinamicko polje. Iskoris-

timo li sad difeomorfnu invarijantnost lagranzijana u njenom diferencijlnom obliku:



OL

£eL(0) = 5

Leo, (3.10)
dobijemo da lagranzijan ne smije ovisiti o polju C' i njegovim derivacijama niti o

nedinamickim poljima. Stoga je konacan oblik lagranzijana:

L = L (gab, Raveds Vay Raveds - - -+ Viay - - - V) Raveds U, Var 00, .o, Viay .. Vapth) |
(3.11)
gdje je m = max{k — 2,1 — 2}.

Varijaciju ovog lagranzijana moguce je napisati u sljede¢em obliku [3-5]:
OL = € (A26gay + ER "6 Rapea + Epot)) + dO = € (EX6ga + Eydt) + dO,  (3.12)

gdje su A%, E¥“, E, i E tenzorska polja, a © (m — 1)-forma. Ovdje je bitno

napomenuti da ukoliko ¢’ oznacava viSe od jednog polja, oznaka E,d1) zapravo znaci:

Eyép =) Ey,00;. (3.13)

Drugim rije¢ima, moramo sumirati po svim poljima ¢, a E,, oznacava skup tenzor-

skih polja. Sve zajedno ovo ¢emo pisati kao:
0L =Edp+ dO. (3.14)

Diferencijalnu formu © nazivamo simplektickom potencijalnom formom i iz iz-
raza (3.12) moguce je odmah da ona nije jednoznac¢no odredena. Naime, dodamo li
formi © proizvoljnu zatvorenu (m—1)-formu, varijacija lagranzijana J L se ne mijenja.

Opcenito, na formi O je moguce napraviti sljede¢u transformaciju:
O = O+ du+ dY (¢, 60). (3.15)

Ovdje je Y (m — 2)-forma linearna u d¢, a p proizvoljna (m — 1)-forma. Pri tome,
dodavanje forme Y nece utjecati na varijaciju lagranzijana, a dodavanje forme p ¢e

dati sljede¢u transformarciju u lagranzijanu:

L— L+ du. (3.16)



U oba slucaja, ”jednadzbe gibanja“ se ne mijenjaju. Zbog ove neodredenosti u formi
O, moZze se pokazati da ju je uvijek moguce izabrati tako da ona bude kovarijantna,

u sljedecem obliku:

0 = 2E%'V 10 gy. + ©' (3.17)
gdje je:
(E?%Cd)lmbm - E;l%deeabZ--bm (3'18)

n—1 -1
0 = S™($)6gas + Y _ Ti(¢)™ ™ "6V 0, . Vay Ravea + »_ Ui(@)™ 6V q, ... Vayyib.
=0 =0

(3.19)

Pri tome su S, T; i U; tenzorska polja koja nakon svih gornjih kontrakcija daju (m—1)-
forme.
Neka su nam sada zadane dvije nezavisne varijacije d¢; i d¢, polja ¢. Definiramo

(m — 1)-formu koju nazivamo simplektickom strujom:

w(¢7 51¢7 52¢) = 52®(¢a 51¢) - 51®(¢a 52¢) . (320)

Ako je C proizvoljna Cauchyjeva ploha (ploha koju svaka neprostornolika krivulja

sijeCe to¢no jednom), tada definiramo simplekti¢ku formu:

A, 516, 526) = /C (6, 516, 528). (3.21)

Pri tome, ukoliko gornji integral nije konacan (Sto se dogada ako C' nije kompaktan),
potrebno je uvesti dodatna ogranicenja na dinamicka polja ¢ tako da bude konacan
(npr. metrika u odredenom limesu mora teziti ravnoj metrici). Nadalje, ti dodatni
uvjeti se biraju tako da (2 ne ovisi o izboru C.

Jos treba pogledati kako se (2 mijenja pod utjecajem transformacija (3.15). Ocito

forma i nece utjecati na 2, ali forma Y ¢e inducirati transformaciju:
0= [ (BV(6.6Y) - 0¥ (0.67)) (3.22)
c

Pri tome je svejedno Sto izaberemo kao Cauchyjevu plohu C. Zbog toga te uvjeta

koje smo postavili na polja ¢ da bi osigurali postojanje 2, slijedi da gornji integral



iSCezava. Stoga je () jedinstveno definiran unato¢ neodredenosti u formi ©.

3.2 Noetherin teorem

Neka je ¢ proizvoljno vektorsko polje definirano na mnogostrukosti //. Promatramo
varijaciju polja 6¢ = £¢¢. 1z difeomorfne invarijantnosti lagranzijana slijedi da je

varijacija lagranzijana jednaka:
0L=£L=4d( L), (3.23)

gdje u posljednjem izrazu podrazumijevamo kontrakciju vektorskog polja £ s prvim

indeksom lagranzijana. Definiramo li struju J na sljedeéi nacin (kao (m — 1)-formu):

J=0(0,Lep) — €L, (3.24)

dobivamo:

dJ = —E(¢) £e6. (3.25)

Ovdje vidimo da je struja J oCuvana kada god su zadovoljene jednadZzbe gibanja
(E = 0). Dakle, J je zatvorena forma za sva polja . Stoga postoji (m — 2)-forma
Q) takva da je J = d@ pod uvjetom da su zadovoljene jednadzbe gibanja. Formu @)
nazivamo Noetherinim naobojem, a formu J Noetherinom strujom. Odmah vidimo
da imamo slobodu izbora forme () do na aditivnu zatvorenu (m — 2)-formu. Nadalje,

naboj () je uvijek moguce izraziti na sljede¢i nacin:
Q = Wa(9)E® + X () Vi) + Y (¢, £e0) + dZ(4,€). (3.26)

Ovdje je Y (m — 2)-forma linearna u £¢¢, Z (m — 3)-forma linearna u &, a W, i X%
tenzorska polja takva da nakon gornjih kontrakcija dobijemo (m — 2)-forme. Da bi

ovo pokazali, prvo biramo © u obliku (3.17). To moZemo iskoristiti da bi dobili:
J =2E¥N (Ve + V&) + O'(¢, £e¢) — €+ L. (3.27)

Budu¢i da ©' ovisi linearno o veli¢inama d¢ap, d Raped; 0V Rapeds ---, slijedi da ©'(¢, £e¢)
ovisi linearno o £* i V,£. Stoga J ovisi o £° te prve dvije derivacije od £°. 1z toga

slijedi da @) ovisi 0 £* te o prvoj derivaciji od £°. To objasnjava prva dva ¢lana u izrazu

10



za () (druga dva ne postoje). To smo dobili za specijalan izbor ©. U opéenitom slu-
caju, © moze imati i drugaciji oblik koji dobivamo ve¢ navedenim transformacijama
iz specijalnog oblika koji smo bili odabrali u prvom slucaju. Te transformacije tada
generiraju druga dva Clana u izrazu za Q.

Neka je ¢ rjeSenje “jednadzbi gibanja”, §¢ varijacija tog polja te £* proizvoljno

vremenoliko vektorsko polje. Tada za varijaciju Noetherine struje dobivamo:
5.0 = 36(0, £0) — £:0(6,60) + (& - O(0,36)) = w(6, 06, £e6) + d(¢-©). (3.28)
Neka je H hamiltonijan sistema za dinamiku generiranu poljem £“. Tada imamo:

5H:Q(¢,5¢,£§¢):5/CJ—/Cd(§~@):5/cj—/oo§-@, (3.29)

gdje je podrudje integracije u posljednjem integralu prostorna beskonacnost. Stoga,

da bi hamiltonijan H postojao, mora postojati (m — 1)-forma B takva da je:

5/005-3:/005-@. (3.30)

Tada je trazeni hamiltonijan jednak:

H:/J—/f-B. (3.31)
C 00

Pretpostavimo sada da varijacija d¢ zadovoljava linearizirane jednadzbe gibanja te
da je ¢ simetrija svih dinamickih polja, tj. £¢¢ = 0. Tada je .J prava Noetherina struja

te postoji Noetherin naboj () takav da je J = d(@). Hamiltonijan sada poprima oblik:

H:/(Q—§~B). (3.32)

Dakle, hamiltonijan je zadan Cistim “povrSinskim ¢lanom”. Iz toga slijedi:

/ (6Q—¢-0)=0. (3.33)
oC

11



4 Cardyjeva formula

Konformalna teorija polja (skraceno: CFT) je teorija polja koja je invarijantna na
konformalne transformacije metrike g,, — ag., gdje je a opcenito skalarna funkcija
na prostornovremenskoj mnogostrukosti. MoZe se pokazati da su ovakve transfor-
macije generirane s beskonatno mnogo generatora L,, i L, gdje je n cijeli broj te da

zadovoljavaju tzv. Virasoro algebru (u kvantnoj teoriji) [8,10]:

(Lons L] = (m — 1) Lo + 1—62n(n2 — 1)0nsmao (4.1a)
Ly L] = (1m0 — 0) L + 1—62n(n2 — 1m0 (4.1b)
[Lon, L) = 0. (4.1¢0)

Konstantu ¢ nazivamo centralnim nabojem ili konformalnom anomalijom.

U CFT-u, kao i u bilo kojoj drugoj teoriji polja promatramo dinamiku odredenih
polja {A4;}. Sva ta polja moguce je generirati iz nekog podskupa {¢;} navedenog
skupa. Ta polja nazivamo kvaziprimarnim poljima i to su sva polja koja se na konfor-

malnu transformaciju z — w(z), z* — w*(z*) transformiraju kao:

—h £\ —h

gdje realne konstante / i h nazivamo konformalnim teZinama. Konformalne teZine
reprezentiraju kako se polja transformiraju na rotacije i skaliranja (h — h je zapravo
spin, a h + h dimenzija skaliranja).

Pretpostavimo da radimo na 2-mnogostrukosti s koordinatama 7 i 7 te da imamo
polje s centralnim nabojem c i konformalnom tezinom osnovnog stanja A. Particijska

funkcija naseg sistema glasi:
Z(r,7) ="Tr (eZWTLOe’ZﬂifE()) = Z p(A, A)e’zmﬁf , (4.3)
gdje je p funkcija gustoce stanja. Nadalje, neka je
Zo(7,7) = Tt <62m(L0—§)e—2m%(Lo—§)> ' (4.4)
Pri tome je 7, invarijantan na transformacije 7 — —1/7i7 — —1/7.
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Neka je ¢ = e*™" i ¢ = ¢*™7. Funkciju p mozemo izraziti preko Z koristeé¢i krivuljne

integrale u kompleksnoj ravnini tako da uz navedenu zamjenu koordinata imamo:

- 1 dg dq B

pri ¢emu integracijske krivulje obuhvacaju tocke ¢ = 01 ¢ = 0. Izrazimo li sada 7,
preko Z:
Zo(q,0) = Z(g,0)a"*'q ™, (4.6)

za gustocu stanja dobivamo:

3 1 dg  dq .24 /o
p(AA) = (QM')z/qAH qﬁﬂq q ' (4.7)

Sada provodimo transformacije 7 +— —1/7 i 7 +— —1/7. Pri tome se ¢ i § transfor-

miraju u g i ¢, respektivno, a gustoc¢a stanja postaje:

A 1 dg  dq = jo4~c/2a,/~ = c/24 —c/24
p(A,A)Z(Qm.)g/qAHqAHq/ G Z(q, Qq g (4.8)

Vratimo li natrag varijable 7 i 7, ovo postaje:

_ 1 . R 2mic 2mic 1 1
p(AA) = / dr dre 2miTAe 2T 0 BiF 7 <——, ——) . (4.9)

(27i)? T T

Izvrijednimo ovaj integral pomocu aproksimacije sedlene toc¢ke da bi dobili:

p(A,A) = exp (2%\/ %) exp (27T\/ %) , (4.10)
pa je entropija sistema:
5:27\/%+27V%- (4.11)
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5 Racun entropije crne rupe uz pomoc¢ simetrija

5.1 Prostorno-vremenska akcija s dilatonskim poljem

Promatramo stacionarnu crnu rupu s horizontom A. U okolini horizonta takve crne
rupe postoji preferirani nul-smjer odreden geodezicima koji generiraju horizont crne
rupe. Takoder u nekoj okolini horizonta postoji definirana vlastita udaljenost od
horizonta koja nam odreduje preferirani prostornoliki smjer u toj okolini. Ta dva
smjera definiraju plohu M unutar promatranog prostor-vremena koja je analogon
r — t ravnine ravnog prostor-vremena.

Nakon dimenzionalne redukcije Hilbert-Einsteinove akcije iz cijelog prostor-vremena

u M, dobijemo efektivnu akciju [6]:

(PR +V(0))e, (5.1)

167y

gdje je e volumna forma, R Riccijev skalar, a ¢ skalarno polje (tzv. dilatonsko polje)
koje pretstavlja ostatak geometrije cjelokupnog prostor-vremena [14,15]. Iskoristimo
li da Einsteinov tenzor u dvije dimenzije identicki iScezava [11], dobijemo konacne

jednadzbe gibanja:

1
Eab - §gabv<¢) + vavb¢ - gabvcvc¢ =0 (523)
dv
W 5.2b
R+ — ” 0 (5.2b)
Definiramo dva nul-vektorska polja [* i n* takva da je [n, = —1. Uvjet da je rijec

o nul-poljima izrazavamo u obliku /%[, = n®n, = 0. Tada svaki vektor u tangentom
prostoru proizvoljne tocke na M moZzemo izraziti kao lineranu kombinaciju ova dva
polja u toj tocki. Stoga svako vektorsko polje mozemo izraziti kao linearnu kombi-
naciju ova dva vektorska polja pri ¢emu su koeficijenti u tom razvoju funkcije na M.
Uredeni par ovakvih dvaju polja nazivamo nul-diadom.

Svako tenzorsko polje T, na M mozemo izraziti kao linearnu kombinaciju tenzor-
skih polja koja dobivamo iz [, i n,, a to su l,ly, l,ny, naly 1 neny. Izrazimo za pocetak
metriku g,, preko tih polja. Bududi je i*l, = 0, g,, ne smije u sebi sadrzavati ¢lan
l.ly. Analogno u metrici nemamo niti ¢lan n,n;,. Budud¢i je metrika simetri¢cna, ona

tada mora biti proporcionalna s I,n;, + n,l,. Koeficijent proporcionalnosti nalazimo iz
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uvjeta [“n, = —1 tako da dobijemo:

Gab = _(lann + nalb) . (53)

Istu stvar moZemo napraviti s Levi-Civita tenzorom ¢,,. On je antisimetrican pa stoga
ne moze sadrzavati clanove [,l, i n,n;, te mora biti proporcionalan sa l,n, — n,l.
Apsolutnu vrijednost koeficijenta proporcionalnosti nalazimo iz uvjeta €,e® = —2,

dok predznak proizvoljno biramo. Konac¢no dobijemo:

€ab — lanb — nalb . (54)

Uvjeti koje smo postavili na polja [ i n ne definiraju ta polja na jedinstveni nacin,
nego imamo neodredenost na lokalne Lorentzove transformacije:
1" eM*

(5.5)

n® e *n®,

Zbog te neodredenosti moZemo postaviti dodatni uvjet n®Vyn® = 0 (pa je n® tan-
gentni vektor nul-geodezika). Ovaj dodatni uvjet jo$ uvijek jedinstveno ne odreduje
polja [ i n, nego i dalje mozemo provoditi lokalne Lorentzove transformacije za koje

je n*V A\ = 0. Uz ovaj dodatni uvjet sada slijedi:

Valb = —/malb (563)
Vo, = kngny , (5.6b)

gdje je x neka skalarna funkcija na M. Ove jednakosti moraju vrijediti za sve moguce

izbore polja [ i n te su stoga ocuvane prilikom varijacije tih polja. Iz toga slijedi da je

varijacija funkcije « jednaka:

5k = D(1%01,) — D(n%6l,) + Kl*0n, , (5.7)

gdje smo uveli oznake D = [V, i D = n®V,. Takoder iz istog razloga mora vrijediti:

D(l%n,) = (D + k)(n%n,) . (5.8)
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Iskoristimo sada da Einsteinov tenzor u dvije dimenzije iS¢ezava te da Riemannov

tenzor ima samo jednu nezavisnu komponentu kako bi dobili:

1
Rabcd = §R(lanbncld + nalblcnd — lanblcnd — nalbncld) (593)
1
Rab = §Rgab (59b)
R =2Dk. (5.90)

5.2 Simplekticka struktura

Dilatonski model koji koristimo opisuje stacionarne crne rupe s neekspandiraju¢im
horizontom. Budu¢i da nam ¢ pretstavlja geometriju potpunog prostor-vremena u
odnosu na podmnogostrukost koju promatramo, specificno transverzalnu povrsinu,
slijedi da na horizontu mora biti D¢ = 0. Ovu jednadzbu u principu mozemo iskoris-

titi za odredivanje horizonta A. Sada na horizontu mozZemo postaviti rubne uvjete:

1. Promatramo stacionarnu crnu rupu $to znaci da je Riccijev skalar konstantan
v : A LA v . e

duz horizonta, tj. DR = 0 gdje = oznacava jednakost na horizontu (primijetimo

da je [ tangencijalan na horizont Sto je odredeno izborom predznaka u Levi-

Civita tenzoru).

2. Zahtjevamo da konformalna klasa metrike bude to¢no odredena na horizontu

iz cega dobivamo uvjete [%4l, 2 n*on, 20.

3. Zahtjevamo da n bude fiksiran na horizontu, $to uvijek mozemo posti¢i pravil-
.. . . . A

nom Lorentzovom transformacijom. To nam daje dodatni uvjet [“dn, = 0. U

nastavku Ce se pokazati da nam n sluzi kao integracijska mjera na horizontu pa

nam ovaj zahtjev samo olaksava racun.
Uvrstimo li akciju (5.1) u izraz (3.21) za simplekticku formu €2, dobijemo:

Q[(0.9),01(¢, 9),02(,9)] = 8% /C (81002(kn) + 61(D)dal — 62061 (kn) + 62(Dp)b1l) |

(5.10)

gdje n i [ promatramo kao 1-forme. Ovaj izraz mozemo malo pojednostaviti iskoris-

timo li uvjete koje smo si postavili:

1

Q[(¢,9),01(0,9),02(0,9)] = 3 /A (01002k — 61902K) Ng . (5.11)
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Zbog ovakvog izbora, moramo biti oprezni u slucajevima kada variramo polje ¢.
Naime, varijacija polja ¢ pomice horizont. To ne utjece na samu simplekticku formu
jer ona ne ovisi o plohi po kojoj integriramo. Ali, ta varijacija opcenito utjeCe na
ostale velic¢ine. Ako je (* = (n“ generator difeomorfizma, tada za difeomorfizam koji

vraca horizont na pocetno stanje mora vrijediti:

D06 (5.12)

a é a _ __
5(D¢)+C va(D¢)_O:>C - DD¢n .

Takoder imamo definiran i hamiltonijan prema (3.29):
0H[r] = Q[d¢, 0,4, (5.13)

pri cemu je §¢ proizvoljna varijacija polje, a 0, ¢ jednoparameterska familija transfor-

macija. Poissonove zagrade dva hamiltonijana tada glase:

{H[n], Hr]} = Q[0:,6,0-,9]. (5.14)

5.3 Simetrije

Akcija (5.1) je difeomorfno invarijantna, ali dodatni uvjeti koje smo postavili opce-
nito nisu. Pogledajmo tzv. supertranslacije na horizontu generirane poljem £* = &£1¢
[12]. Buduéi da zahtjevamo da je [“d¢n, = 0, moramo ovoj transformaciji dodati
jednu lokalnu Lorentzovu transformaciju (5.5) za koju je é¢A = D¢. 1z toga i (5.8)

tada slijedi da je D¢ 2 0, a da su varijacije polje [ i n:

del* =0
(5.15)
deng = (D + K)én®,
iz cega sada dobivamo varijacije metrike i dilatonskog polja:
0eGab = — (D + K)Egab
‘ (5.16)

oep = EDo.

Promatrana akcija takoder ima i pribliZzne simetrije u blizini horizonta na odre-
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dene transformacije dilatonskog polja [13]. Promotrimo varijaciju:
b6 = Va(nl*) = (D + &), (5.17)

oy .= A " . . T
pri cemu je Dn = 0. Akcija se pri tome transformira na sljede¢i nacin:

08 =

167y

d2v
n (DR + 37 D(b) c. (5.18)

Budu¢i da DR i D¢ iscezavaju na horizontu, ova varijacija u akciji moze biti pro-
izvoljno mala ako ju promatramo dovoljno blizu horizonta ili ako n naglo opada s
udaljavanjem od horizonta. Ali, ova transformacija pomice horizont $to znac¢i da DR
viSe ne mora iS¢ezavati na novom horizontu. Iz tog razloga ovu transformaciju kom-
penziramo s dodatnom Weylovom transformacijom (lokalno reskaliranje metrike)

Gap — €%7g,, koja vraéa uviet DR 2. Stoga je 5ngab = &ungab pri cemu je:

D¢
DD¢ (5.19)
nDDR+2D(D + £)X £0,

5(,077:X

gdje smo uveli novo polje X. Iz toga slijedi:

A 1AW
T T2 agr

X (5.20)

Buduci da sada radimo samo s pribliznom simetrijom, niti jednadzbe gibanja nisu
nuzno oCuvane pa moramo odrediti kako se one transformiraju. Buduc¢i da n naglo

pada s udaljenoscu od horizonta, dovoljno je promatrati varijacije na horizontu:

98, Ew 2 2(D + K)Déyop + i—‘;énqs (5.21a)
n®n’s, Eq, & D?0,¢ — Do Db, w, (5.21b)
1906, Eq 2 (D — £)D(D + k)n (5.21¢)
. av\ a - a2V .

5, (R + d—¢) = 0B+ 06 (5.21d)

U principu, svi gornji izrazi bi trebali iS¢ezavati na horizontu.
Za ove dvije transformacije (od kojih je jedna transformacija simetrija, a druga

transformacija priblizne simetrije) koje smo uveli sada trazimo algebru koju zadovo-
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ljavaju. Direktnim ra¢unom se provjeri da je:

[0, 06, f 2 Oernf 1061y = — (1D — £2DE)) (5.22a)
(601, Onal f 2 (5.22b)
[65175772]f : 57712f 5 57712 - _(§1D7]2 - 772D§1) . (5-22C)

Ovu algebru prepoznajemo kao BMS; algebru. Sada trazimo generatore L[{] i M[n]

ove algebre tako da vrijedi:

SL[E] = 817T/ (0pdek — 0epOK) Ny = —/ (0pD(D + k)é — ED@POK) g (5.23a)
| 1 1 D6 a2V

oMl = 5= [ (s6hyn = 8,000) ma = o= [ (G P isenDo = (D -+ ki) o

(5.23b)

iz Cega slijedi:

1
Lig = 5= [ €00 = xeDo) . (5.240)
Mn) = %/An (D/-f - %%2> Ng (5.24b)

Koristedi izraz (5.14) nalazimo Poissonove zagrade za ove generatore:

{L[&], L&)} = Ll&io) (5.25a)
{M[m), M[n]} £ 0 (5.25b)
{L[&:], M[na]} = Mlnis] + 1; / (D€1D*np — D D*E1) g (5.25¢)

5.4 Dekompogzicija na modove

Entropiju crne rupe nac¢i ¢emo pomocu Cardyjeve formule (4.11) za koju nam je

potrebna dekompozicija generatora L i M na modove koji zadovoljavaju Virasoro
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algebru:

i{Lm, Ln} = (m —n)Lpin (5.26a)
i{ My, My} =0 (5.26b)
i{ L, My} = Moy + cyrm(m® — 1m0 - (5.260)

Ovo nije standardni oblik Virasoro algebre (4.1). Ali, ako def. £,, i £,, tako da je:

Ly="Ly—L_p (5.27a)
My =¢€(Lp+ L), (5.27b)

uz uvjet e — 0, onda L,, i £,, zadovoljavaju jednadZbe (4.1).

Definiramo skalarnu funkciju ¢ tako da je Dy 2 ki Dy 20, tj.
(d))q = —Kng . (5.28)

Ta funkcija ¢e nam predstavljati fazu prilikom rastava na modove. Neka (,, oznacava
modove od ¢ ili . Tada je (,, proporcionalno s exp(ini). Faktor proporcionalnosti

biramo tako da u konacnici dobijemo Virasoro algebru te je stoga:

A

(o 2 Lainv (5.29)
KR
pa je:

{Gn G} = GnDG — G DG = —i(m — 1) G - (5.30)

Nadalje, za preostali ¢lan u (5.25c) imamo:

imn?

1 .
(D&wD*ny — DuD*6) ng = / etV dy) (5.31)
A

167 Ja

8T
Ako integral uzimamo preko jednog perioda, dobijemo:

1
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Trebat ¢e nam i 0-modovi od L i M. Za M ga jednostavno dobijemo:

1 1

= M = - a = — . .
har [770] Tom A/m 3 (5.33)

Kod traZenja nultog moda za L, odmah vidimo da nam se tu javlja samo povrSinski

¢lan:
1

hr = L&) = ——¢(D + k)&

S (5.34)

0A

Da bismo odredili rubne uvjete pogledajmo izraz (5.23a) za ¢ L. PovrSinski ¢lan koji
su u njemu javlja je:

) (5.35)
0A

o (€D06 — (D + m)E00)
™

te od njega zahtijevamo da bude fiksiran. Oc¢ito moramo zahtijevati da je Ddé¢ = 0
na 0A. Ali, ako uzmemo da je i §¢ tamo jednak nuli, tada bi fiksirali ¢ na cijelom
horizontu Sto bi nam izbacilo 1 simetrije. Umjesto toga moZzemo fiksirati ~ na 0f2.

Stoga konacno dobivamo:
_ O+

8

hr, (5.36)

gdje je ¢, vrijednost od ¢ u bifurkacijskoj tocki izmedu buduceg i proslog horizonta.

Sada moramo provesti proces kvantizacije. On se sastoji u tome da sva klasi¢na
polja zamijenimo operatorima te da Poissonove zagrade zamjenimo komutatorima
(do na multiplikativni faktor 7). Mi ovdje necemo eksplicitno pisati sve komutatore,

nego samo komutatore modova L,, i M,, jer ¢e nam samo oni trebati. Stoga imamo:

[Lpm, L) = (m —n)Lpin (5.37a)
[M,,, M,,] =0 (5.37b)
[Lon, My,)] = Moy + coym(m? — 1) 0 - (5.37¢)

Uvrstimo ovo u Cardyjevu formulu prilagodenu za nase potrebe:

[ ¢ 1

Budu¢i da dilatonsko polje predstavlja povrsinu horizonta, ovaj rezultat se slaze s

Bekenstein-Hawkingovom formulom.
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6 Zakljucak

U ovom radu pokazali smo jednu metodu ra¢unanja entropije stacionarne crne rupe.
Racun se temeljio na simetrijama prostor-vremena na horizontu crne rupe. Dobi-
veno je da te transformacije simetrije zadovoljavaju BMS; algebru, a generatori tih
simetrija Virasoro algebru koja nam je bila potrebna da bi mogli izracunati entropiju
pomocu Cardyjeve formule.

Postoji jo$ nacina na koje se moZze izvesti entropija crne rupe pomocu simetrija i
konformalne teorije polja [7]. Prednost ove metode je Sto koristi manji broj pretpos-
tavki od ostalih slicnih metoda. Jedine pretpostavke koje su nam potrebne je oblik
akcije i rubni uvjeti na horizontu.

Kakvu ulogu ovdje ima BMS; simetrija. To nije niti bazdarna simetrija niti stan-
dardna asimptotska simetrija. Ona je nastala kao rezultat samih svojstava crne rupe.
Drugim rije¢ima, svaka stacionarna crna rupa koja se moze opisati ovim modelom
nuzno posjeduje simetriju na horizontu koja je jednaka asimptotskoj simetriji ravnog

prostora.
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