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1 Johdanto

Ryhman voi tunnetusti esittdd muun muassa kertotaulun avulla. Kun ryh-
mén mahtavuus ei ole kovin suuri, kertotaulu on kenties suorin ja informa-
tiivisin tapa esittda ryhmaéa. Tassa tutkielmassa esitimme kuitenkin, miten
jopa darettomia ryhmia voidaan esittaa elegantisti ja kompaktisti virittédjien
ja relaatioiden avulla.

Lukijalta oletamme Algebra I -kurssin tuntemusta, mutta luvussa 2 ker-
taamme taman tutkielman nakékulmasta kurssin keskeisimpia tuloksia ja ké-
sitteita. Lisaksi otamme kdyttoon muutamia kasitteita ja lauseita, jotka ovat
kurssin Algebra I ulkopuolelta, mutta ovat ymmaérrettévissa ja todistettavis-
sa kyseisen kurssin taidoilla.

Ennen kuin voimme esittdd ryhmén esityksen maaritelmén, on téarkeaa
tutustua késitteisiin sana ja vapaa ryhmd. Luvussa 3 ensin késittelemme sa-
noja, minkéa jilkeen esitdmme vapaalle ryhmélle sekéd epaformaalin etté for-
maalin méaritelmén. Toivomme, etté epaformaali maéritelmé auttaa lukijaa
rakentamaan itselleen vahvan intuition vapaan ryhmaéan késitteestd. Formaali
madritelmé on sen sijaan abstrakti ja matemaattisesti tarkka. Vapaan ryh-
mén formaalin méaritelmén ymmartamista voi myos tukea erds analogia line-
aarialgebran piiristéd, jota késittelemme formaalin méaaritelmén yhteydessa.
On liséksi tarkedd pohtia kahden eri méaritelmén yhteytta toisiinsa.

Samassa luvussa osoitamme tuloksen, jonka mukaan jokainen vapaan ryh-
méan aliryhmé on my6s vapaa. Tamé tulos tunnetaan Nilsenin—Schreierin
lauseena. Nilsen on osoittanut lauseen alunperin vuonna 1921. Héanella oli
kuitenkin lisdoletuksena, ettd ryhmé on darellisesti viritetty. Schreier todis-
ti lauseen myohemmin eri metodein ilman Nilsenin lisdoletusta. Nykyisin
Nilsenin—Schreierin lauseelle tunnetaan eri todistuksia muiden muassa topo-
logian alalta, mutta me todistamme lauseen kunnioittaen Schreierin alkupe-
riista todistusta.

Luvussa 4 maéarittelemme, miten ryhmé voidaan esittaa virittdjien ja re-
laatioiden avulla. Teorian lisdksi kdymme ldpi my0Os useita esimerkkeja —
osoitamme esitykset muun muassa diedri- ja symmetriaryhmille, joita kasit-
telemme ensimmaisen kerran jo luvussa 2. Naytdmme, miten ryhmén esityk-
sestd voidaan johtaa sen kertotaulu ja toisaalta kertotaulusta sen esitys.

Yleisessd tapauksessa vapaa ryhmé ei ole Abelin ryhmé, mutta voimme
erikseen maéaritelld vapaan Abelin ryhmén késitteen. Késittelemme Abelin
ryhmid omassa alaluvussaan, jossa johdamme my6s muun muassa syklisen
ryhmén esityksen. Vaikka johdamme ryhmille esityksia, on kuitenkin muis-
tettava, ettd ryhmén esitys ei ole yksikésitteinen. Luvun 4 lopussa esitimme
viela Tietze-muunnokset, joiden avulla ryhmén esitys voidaan saattaa erilai-
seen muotoon.



Ryhmé voidaan esittdd myos graafisesti virittdjien ja relaatioiden avul-
la. Niin kutsuttuja Cayley-verkkoja késittelemme luvussa 5. Verkkojen avulla
voidaan 16ytéaa uusia relaatioita esitetyssa ryhméssa suoraviivaisesti ilman al-
gebrallista pyorittelya. Vaikka ryhmén esitys virittdjien ja relaatioiden avulla
on hyvin kompakti esitys, niin kaikkea sen siséltamaéé informaatiota voi olla
vaikeaa nahda. Viimeisessa luvussa 6 esitdmme lyhyesti Max Dehnin vuon-
na 1911 esittaméat kolme avointa paatésongelmaa: sanaongelman, konjugaat-
tiongelman ja isomorfiaongelman.

Tutkielmassa olemme kiyttaneet padlahteend D. L. Johnsonin teosta Pre-
sentation of Groups.



2 Taustaa

Oletamme lukijalta Algebra I -kurssin tuntemusta. Téssé luvussa kuitenkin
kertaamme muutamia magritelmia, lauseita ja esimerkkejé, joiden tuntemista
vaaditaan myohemmissa luvuissa. Lisdksi tassd luvussa otamme kayttoon
kyseisen kurssin ulkopuolelta muutamia maaritelmia, lauseita ja merkintoja,
joiden ymmaéartaminen onnistuu Algebra I -kurssin taidoilla.

2.1 Ryhman virittaminen

Olkoon G ryhmaé ja S sen jokin osajoukko. Tarkastellaan G:n aliryhmia H,
jotka sisdltavat joukon S. Aliryhmien H leikkaus on myos G:n aliryhmé —
tarkalleen ottaen se on suppein G:n aliryhma, joka sisaltda joukon S. Tata
ryhmééd merkitdén (5);

()= (] H

SCHLG

Maaritelma 2.1. Ryhma (S) on joukon S virittima G:n aliryhmd. Joukon
S alkioita kutsutaan ryhméan (S) wvirittajiksi. Jos joukko S on &dérellinen, eli
muotoa S = {ay,as,...,a}, niin sanotaan, ettd ryhméa (S) on ddrellisesti
viritetty. Talloin voidaan merkita

(S) = (ay, as,...,a).

Lause 2.2. Ryhmdin G osajoukon S virittamd aliryhmd (S) muodostuu kai-
kista tuloista, joiden tekijit ovat S:n alkioita tai niiden kdadnteisalkioita;

(S) ={may...a, | n>0,a; tai a;' € S kaikilla i}.

Todistus. Katso Metsénkyld & Nadtdnen: Algebra (Yliopistopaino, 2009),
lause I1I1.3.6. 0

Tulo, jossa on 0 tekijdd, on niin kutsuttu tyhji tulo. Se on ryhmén (S)
neutraalialkio, jota additiivisessa notaatiossa merkitaan 0, mutta muuten
tassd tutkielmassa kidytdmme merkintéda e.

Esimerkki 2.3. Kokonaislukujen additiivisen ryhmén (Z, +) virittaa alkio 1,
silld jokainen kokonaisluku on summa, jonka summattavat ovat luvut 1 tai
—1. Toisaalta Bezout’n identiteetin nojalla luku 1 voidaan esittdd lineaari-
kombinaationa sellaisista kokonaisluvuista a,b € Z, joiden suurin yhteinen
tekija on 1. Taten myos kaksio {a, b} virittda kokonaislukuryhmén,

Z = (1) = {(a,b), kun a,b € Z ja syt(a,b) = 1.



Ryhmaén virittajat eivat siis ole yksikasitteisia.

Maaritelma 2.4. Ryhméa G sanotaan sykliseksi, jos se on yhden alkion
virittdma. Toisin sanoen G on syklinen, jos on olemassa sellainen a € G, etté

G = (a).

Lause 2.5. Olkoon G alkion a virittamd syklinen ryhmd, G = {(a). Jos G on
adrellista kertalukua n € N, niin

G ={ea,a® . ..a" "}

ja n on pienin positivinen kokonaisuku r, jolla a” = e. Jos G on ddreton,
nimn

G={..,a%atead,. . .}
ja kaikki potenssit ovat erisuuria, o™ # a™ kaikilla erisuurilla m,n € Z.

Todistus. Katso Metsénkyld & Nadtanen: Algebra (Yliopistopaino, 2009),
lause II1.3.7. 0

Esimerkki 2.6. Additiivinen jaidnnosluokkaryhmé modulo m eli (Z,,,+) on
syklinen kaikilla m > 1;

Ly = (1) = {0, 1,2 10y ooy (m— 1) - 1} = {00, 1, 2 ..y (M — 1)}
ja m on pienin positiivinen kokonaisluku r, jolla r - 1,, = r,, = 0,,.

Maaritelma 2.7. Olkoon G ryhmé ja a € G. Alkion a virittdmén aliryhmén
(a) kertalukua sanotaan alkion a kertaluvuksi ja merkitaan ord(a);

ord(a) = #(a).

Seuraus 2.8. Olkoon G ryhma ja a € G. Alkion a kertaluku on luonnollinen
luku n jos ja vain jos n on pienin posititvinen eksponentti r, jolla a” = e.

2.2 Diedri- ja symmetriaryhmat

Tarkastellaan neliota tason pistejoukkona. Kun neliota kierretéddn keskipis-
teensd ympari vastapédivaan kulman 0, 5,7 tai 37” verran, niin nelié kuvau-
tuu itselleen, kuten nahdéin kuvassa 1. Identtinen kuvaus I vastaa kiertoa
kulman 0 verran. Kuvaukset Rgy, Ris0 ja Ra79 vastaavat puolestaan kiertoja
kulmien 7,7 ja 37” verran.

Liséksi neliotd voidaan peilata neljilld eri tavalla siten, ettd se kuvautuu
edelleen itselleen. Merkitaén néita eri peilauksia kuvan 2 esittamalla tavalla
D,V, D" ja H. Kuvaukset D ja D’ ovat peilaukset diagonaalien suhteen, V'
on peilaus pystyakselin ja H vaaka-akselin suhteen. Kierrot ja peilaukset
muodostavat ryhmén, jossa laskutoimituksena on kuvausten yhdistdminen.
Taulukkoon 1 on koottu ryhmén kertotaulu.
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Kuva 1: Neliotd kierretddn keskipisteensd ympéri vastapéivadn kulmien

0,3, ja 37” verran.
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Kuva 2: Neliota peilataan neljan symmetria-akselinsa ympaéri.

Maaritelma 2.9. Kiertojen ja peilausten I, Rgg, Rigo, Ra79, D', H, D,V mééa-
radméa ryhmaa kutsutaan diedriryhmdksi;

D, = ({1—739073180,3270717, H, D, V}, O)-

Yleisemmin voidaan méaritelld diedriryvhmé D,,, kun n > 3. Silloin tut-
kittava pistejoukko on sdannéllinen n-kulmio ja kierrot ovat kulman 27” mo-
nikertoja.

Tarkastellaan nyt n-alkioisen joukon permutaatioita. Olkoon joukko

S ={a: J, = J, | a bijektio},



9 I Rgo ngo R27O D’ H D Vv

I I Rgy Rigo Rorg D' H D V
R9O RQO R180 RQ?O I H D V D’
R180 R180 R27O I RQO D V D' H
Rog | Revo I Reg Rigy VD' H D
D | D V D H I Rorg Riso Ry

H H D V D Ry I Ry Ry
D D H D’ Vv Ris0 Ry I Rar
V Vv D H D" Romg Riso Roo I

Taulukko 1: Diedriryhméan D, kertotaulu.

missd J, = {1,2,...n}. Joukko S, on ryhmé, kun laskutoimituksena on
kuvausten yhdistaminen.

Maaritelma 2.10. Ryhmaa S, kutsutaan symmetriaryhmdksi ja sen aliryh-
miéd permutaatioryhmiksi.

Koska n:n symbolin joukolla on n! kappaletta eri permutaatiota, niin ryh-
mén S, kertaluku on n!.
Permutaatioita voidaan merkité esimerkiksi

o= 1 2 ... n
o\ ko ke o kn )
mutta lyhyempi merkintdtapa ovat syklit. Jos
ai — Qag, Qo > Az, ...,Ap_1 — Qp, A — ag, ja muuten a — a,

missa a;, a € J, ja kaikki a; ovat eri alkioita, niin sama voidaan esittda syklina

(aras ... a,),

jonka pituus on r.

Esimerkki 2.11.
(1 2 3456

416 25 3):(142)(36)'

On huomattava, ettd permutaation sykliesitys ei ole yksikésitteinen. Esi-
merkiksi

(142)(36) = (5)(36)(142) = (5)(63)(421).

Jos permutaatio koostuu useammasta kuin yhdestd syklistd, niin on syytéa
liséiksi kiinnittdd huomiota syklien jarjestykseen. Syklien yhdistdminen on
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vaihdannainen vain silloin, jos syklit ovat erilliset. Mikéli permutaatioiden
valilla ei ole merkkia, niin permutaatiot suoritetaan oikealta vasemmalle.
Esimerkiksi

ey=(, 5 1) #(513)=ea02)

Kuitenkin, jos permutaatioiden valilld on merkki -, niin permutaatiot suori-
tetaan vasemmalta oikealle. Siis jos « ja 8 ovat kaksi permutaatiota, niin

a- = pa.

Esimerkk: 2.12. Numeroidaan nelion kirjet myctapaivaan 1,2, 3 ja 4, kuten
kuvissa 1 ja 2. Talloin nelion kierrot Rgg, Rig, Ra7o ja peilaukset D', H, D,V
voidaan samastaa permutaatioiden kanssa:

Rg() - (1234), R180 - (13)(24), RQ?O - (1432),
D' = (24), H = (14)(23), D = (13), V = (12)(34).

Maaritelma 2.13. Permutaation sanotaan olevan tyyppid (r1,...,7m), jos
sen jonkin esityksen syklien pituudet ovat rq,...,rp,.

Esimerkki 2.14. Permutaatio (142)(36) = (5)(36)(142) on tyyppié (3,2) ja
(1,2,3).

Lause 2.15. Jos permutaatio o € S,, on tyyppid (ry,...,7y), niin

Ord(Oé) = py.] (Th s 7Tm)'

Todistus. Katso Metsdnkyld & Na#tanen: Algebra (Yliopistopaino, 2009),
Lause IV.4.8. O

Permutaatiota, joka on tyyppid (2), kutsutaan transpositioksi. Havain-
nollistamme esimerkkien avulla, ettd transpositiot (12),(23),...,((n — 1)n)
virittdvat symmetriaryhman S,,:

Esimerkki 2.16. Nahdéan, etta

1

(12345) — < Y. ?):(15)(14)(13)(12).

W DN

Yleisemmin pétee, ettd mikd tahansa r-sykli (ajas...a,) voidaan kirjoittaa
(r — 1):n transposition yhdisteena (1a,)...(las).



Esimerkki 2.17. Lisdksi huomataan, etté

1 2 345
(15) = ( E 903 4 1 ) = (12)(23)(34)(45)(34)(23)(12).
Yleisemmin miké tahansa transpositio, joka on muotoa (17), missd 2 < i < n,
voidaan kirjoittaa (12)(23)...((i — 1)i)((z — 2)(i — 1)) ... (23)(12).

Yhdistamaélla edellisten esimerkkien huomiot ndhdéén, ettd miké tahansa
symmetriaryhmén S,, permutaatio voidaan kirjoittaa transpositioiden (12), (23),
..., ((n — 1)n) yhdisteenA.

Seuraus 2.18. Transpositiot (12),(23), ..., ((n—1)n) virittdvdt ryhmdn S, .

Tarkka todistus sivuutetaan.

2.3 Swuora tulo, kommutaattorialiryhma ja normaali sul-
keuma

Lause 2.19. Olkoon Gy ja Gy ryhmid. Niiden karteesinen tulo G1 x G on
ryhmd seuraavan laskutoimituksen suhteen:

(&1,@2)(51752) = (a151>a2b2),
missd a;, b; € G;.

Todistus. Katso Metsdnkyld & Nadtanen: Algebra (Yliopistopaino, 2009),
Lause II1.2.5. O

Maaritelma 2.20. Ryhméa G x G5 kutsutaan ryhmien G ja G suoraksi
tulokss.

Maaritelma 2.21. Olkoon G ryhmaé. Alkioita

ey "y,
missd z,y € G, kutsutaan kommutaattoreiksi. Niiden virittdmaa ryhmaé
merkitddn [G, G| ja kutsutaan kommutaattorialiryhmdaksi.

Huomataan, ettd kommutaattorialiryhmé [G, G| on ryhmén G aliryhmé,
silld kommutaattorit ovat ryhmén G alkioita.
Tassa tutkielmassa kiytamme kommutaattorille jatkossa myos merkintaé

[z, y] =2~y lay.



Lause 2.22. Kommutaattorialiryhmd [G, G] on ryhmdin G normaali aliryh-
ma ja tekijaryhma G /|G, G] on Abelin ryhmd.

Todistus. Katso Almkvist: Algebra (Studentlitteratur, 1968), exempel A.1.7.
U

Lause 2.23. Olkoon G ryhmd ja N sen normaali aliryhmd. Tekijiryhmd
G/N on Abelin ryhmd, jos ja vain jos [G,G] < N.

Todistus. Katso Dummit & Foote: Abstract Algebra (Prentice-Hall Interna-
tional, 1991), Proposition 5.4.7.(4). O

Maaritelma 2.24. Olkoon G ryhmé ja S sen jokin osajoukko. Alkioiden

gsg~ ",

missi, g € G ja s € S, virittiméas ryhmii S kutsutaan joukon S normaaliksi
sulkeumaksi ryhmdssa G.

Voidaan osoittaa, ettd normaali sulkeuma S on suppein ryhmén G nor-
maali aliryhmad, joka sisdltaa joukon S.



3 Vapaa ryhma

Esitdmme alaluvussa 3.1 ensin vapaalle ryhmaélle sekéd epaformaalin etta for-
maalin madritelman, minka jialkeen tutkimme néiden kahden mé&aritelmén
yhteytté toisiinsa. Tamén jéilkeen alaluvussa 3.2 osoitamme Nilsenin—Schrei-
erin lauseen.

Téssa luvussa kaytamme joukoille ilmaisua kaksio tai kolmio, kun joukos-
sa on tasan kaksi tai kolme eri alkiota.

3.1 Maaritelma

Sana

Ennen kuin voimme puhua vapaista ryhmisté, on méaériteltava kasitteet sana
ja supistettu sana.

Olkoon S joukko. Joukko-opista tiedetdén, ettd voidaan aina valita sel-
lainen joukosta S erillinen joukko S*, ettd joukkojen S ja S* mahtavuudet
ovat yhta suuret. Joukkojen S ja S* vililla on olemassa bijektio, joka kuvaa
joukon S alkion a alkioksi a*. Merkitddn néiden joukkojen yhdistetta 7' eli
T=5SUS"

Joukon T n:nnen karteesisen tulon, 7" = T x ... x T, alkiot ovat n-

—_——
n kappaletta
mittaisia sanoja joukon T' yli. Sanan w pituus n voidaan merkitd ¢(w) = n
tai lyhyemmin w = w,. Jos n = 0, niin sana on niin kutsuttu tyhja sana,
jota merkitddn (). Sanoille kiiytamme yleisesti merkinnén (ay, ..., a,) sijaan
lyhyesti merkintaa a; ... a,.

Sana saattaa siséltdd niin kutsuttuja osasanoja aa® ja a*a, missa a € S.

Sana on supistettu, jos téllaisia osasanoja ei ole. Olkoon

W, = {kaikki n-mittaiset supistetut sanat}
={w,=a1...a, | a; €T,a; # a4 ja aiy1 # aj}.

Esimerkki 3.1. Joukko Wy on yksio {()}.

Esimerkk: 3.2. Muun muassa sanat abb*c, a*aac ja ac*bb*cc ’supistuvat”
2-mittaiseksi supistetuksi sanaksi ac € W,. Supistaminen voidaan ajatel-
la sanojen projisioimisena supistetuiksi sanoiksi. Jokaista supistettua sanaa
vastaa ddreton madrd (supistamattomia) sanoja.

Maaritelma 3.3. Olkoot w, = a; ...a, ja w, = by ...b,, supistettuja sano-
ja. Sana w, - w,, voidaan muodostaa yhdistamdlld:

Wy Wy =Q1 ... Qp-by .. by = a1 .. Qp_ybpyy .. by,
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missa r kappaletta osasanoja a,by, ..., a,_,+1b, ovat supistuneet pois, kun-
nes a,—, # by ja ay_. # boy1.

Yhdistdmalla saatu sana wy, -w,, on siis supistettu, (n+m—2r)-mittainen
sana.
Esimerkki 3.4. Olkoot kolmio S = {a, b, c} sekd supistetut sanat ws = ab*c €
W3 ja wy = c*bea* € Wy. Talloin ws - wy on 3-mittainen supistettu sana
ws - wy = ab*c - c¢*bea” = aca® € Wy
ja wy - wg on H5-mittainen supistettu sana

wy - wg = c*bea” - ab*c = c*beb*c € Wi,

Sanojen yhdistdminen ei siis ole vaihdannainen operaatio.

Esimerkki 3.5. Olkoot kolmio S = {a, b, c} seké supistetut sanat w = ab*ac
ja v = c*a*ba*. Tarkastellaan supistettuja sanoja w - v ja v - w:

w-v=ab*ac-c*a*ba* = ()

v-w = c'a*ba” - ab*ac = ()

Huomataan, etta yhdistamaélla supistetut sanat w ja v kummin tahansa péin
saadaan tyhji sana ().

Joukko S* konstruoitiin siten, ettd joukkojen S ja S* vililla on bijektio.
Talla bijektiolla on myos bijektiivinen ki&nteiskuvaus, joka kuvaa joukon S*
alkion a* alkioksi a** = a. Koska joukot S ja S* ovat erillisid, niin alkio a*
on yksikasitteisesti maaratty kaikilla a € T'.

Olkoon S joukko ja T'= S U S*. Joukkoa, joka koostuu kaikista supiste-
tuista sanoista joukon 7' yli, merkitaan

F=|]JW,.
n>0
Osoitetaan, ettd F' muodostaa ryhmén, jossa ryhméoperaationa on yhdisté-

minen (médritelma 3.3):

(G0) Kahden supistetun sanan yhdistdminen tuottaa aina supistetun sanan,
joten yhdistdminen on maéritelty joukossa F'.

(G1) Olkoot sellaiset sanat wy, wy,, w, € F,ettdwy = ay ... az Wy = by ... by
ja wy, = c1...c,. Osoitetaan, ettd yhdistdminen toteuttaa liitdntélain,
(g + W) - Wy, = Wy - (W, - Wy).
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Mikéli vahintdén yksi sanoista on tyhjé sana (), niin liitdntalaki toteu-
tuu selvésti. Oletetaan siis, ettd £, m ja n ovat positiivisia kokonaislu-
kuja. Oletetaan myos, ettd yhdistetty sana wy, - w,, on (£ + m — 2r)-
mittainen ja wy, - w, on (m + n — 2s)-mittainen. Jaetaan tarkastelu
kolmeen eri tapaukseen:

r+s<m:

r+s=m:

r+s>m:

Molemmissa tapauksissa saadaan sama supistettu sana,

(W wp) Wy =(ay...ap-by...by) c1...cp
=ay...ap_ybyq1... 01 cp

=ay...0_ybry1 . bp_sCsi1. .. Cp

=ay...a7- by ... by_sCsi1...Cp

=ay...ap - (by...by-c1...cp) = wp (W - wy).

Sana w,, supistuu kokonaan pois. Vastaavalla tavalla kuin ylla,
molemmissa tapauksissa saadaan sama supistettu sana,

(W W)~ Wy, = Q1 oo A Csy1 .. Cpp = Wy~ (W, - Wy,).

Sana w,, supistuu r termid yhdisteessi wy - w,, ja s termia yhdis-
teessd wy,-w,. Koska r+s > m, niin osasana b,,_¢y1 . . . b, supistuu
pois seké yhdisteessa wy - w,, ettd w,, - w,. Nain ollen

* *
g1 - Qs = by bf ) = Crpg1 - Cs.
Saadaan siis

(W W) Wy, =(ay...ap-by...by) c1...cp
=ay...ap_ybyq1... 01 cp

=a1...00_pCpyril---Cn

=1 ...00_myisCs-..Cp

=ay...ap-by...byp_sCsi1...Cp

=ay...ap-(by... by -c1...cn) =wp- (W - wy).

(G2) Joukkoon F kuuluu tyhjd sana (), joka yhdistettynd minké tahansa
supistetun sanan w € F' kanssa on sana itse,

Joukon F' neutraalialkio on siis tyhjé sana ().
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(G3) Jokaista supistettua sanaa w, = a; ...a, € F kohti on olemassa sellai-
nen sana w, ' = (a;...a,)"! =a’...a} € F, joka yhdistettyni sanan
w kanssa tuottaa tyhjéan sanan,

—1 *

W W~ =GA1...0y " G -1

ai=0=a;...al-a;...a, =w " - w.
Jokaista F:n alkiota kohti on siis olemassa kiddnteisalkio joukossa F'.

Joukon T alkiot voidaan samastaa l-mittaisten sanojen kanssa eli T =
Wi. Koska a-a™! = () kaikilla @ € W1, niin jokaista 1-mittaista sanaa a € W,
vastaan on olemassa kidnteissana a~—! € W,,. Joukon S alkio a samastuu
sanan a € W, kanssa ja joukon S* alkio a* sanan a~' € W; kanssa. Joukko
S siis siséltyy aina kaikkien supistettujen sanojen joukkoon F, S C F.

Sana ryhmatilanteessa

Mikéli 1dhtokohtana on ryhmé G ja sen osajoukko S, niin silloin joukko S*
koostuu joukon S alkioiden a kisinteisalkioista a~! ryhmaéssé G. Siis josa € S,
niin a~! € S*. Voidaan siis merkiti a* = o~ ! kaikilla a € T ja S* = S~!. Vas-
taavasti tyhja sana () samastuu neutraalialkion e kanssa, joten myo6s tyhjélle
sanalle voidaan alkaa kiyttdd merkintdd e. On muistettava, ettd joukkojen
S ja S™! kuuluu olla erilliset. Niin ollen ryhmén G neutraalialkio e ei saa
kuulua joukkoon S.

Tehd&én ero, milloin puhutaan ryhmén G alkioiden vélisestd tulosta ja
milloin sanasta joukon 7' = S U S~! yli. Merkinti a - b tarkoittaa ryhmén
G alkioiden a ja b tuloa ja ab on sana joukon 7' yli. Voidaan siis kirjoittaa
a-a ! = e, miki pitee kaikille @ € G, mutta 2-mittainen sana aa™! ei ole
tyhjé sana (), jonka pituus on 0.

Mika tahansa supistettu sana a;...a, voidaan samastaa tuloesityksen
ay - - - a, kanssa, mutta mikd tahansa tuloesitys a; - - -a, ei vilttaméatta vas-
taa supistettua sanaa a; ...a,. Sana on jirjestetty jono, joten sen alkioiden
("kirjaimien”) lukumé&éralld ja jarjestykselld on merkitys. Tulon arvo ei kui-
tenkaan muutu, vaikka tuloesityksen tekijoiden lukumaéraa kasvattaisi neut-
raalialkiolla e tai osatuloilla a-a~'. Abelin ryhmissi myoskidan tulontekijéiden
jarjestyksella ei ole valia.

Otetaan kiyttoon termi supistettu tuloesitys, jolla tarkoitetaan tuloesitys-
td a, - --a, ja jossa tekijdni ei ole neutraalialkiota e eiki tuloja a - a™!. Su-
pistetussa tuloesityksessa tulontekijat ja niiden jarjestys on kiinnitetty; kaksi
supistettua tuloesitystd ovat samat, jos ja vain jos niilla on sama lukumaéa-
rd samoja tekijoitd samassa jarjestyksessé. Siind tapauksessa, ettd tuloesitys
on yksikésitteinen, niin supistettu tuloesitys a; - - -a, samastuu supistetun
sanan aj . ..a, kanssa.
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Kun joukko S valitaan ryhmiéstd G pitden huolta, etté joukot S ja S—!
ovat erilliset, niin joukon 7" = S U S~ alkioiden vililli on aina vihintéin
relaatio a-a~! = eg, missid a € S tai a € S71. Sen lisiiksi joukon 7" alkioiden
valilla voi olla muitakin relaatioita ryhméssa G.

Maaritelma 3.6. Olkoon G ryhmaé. Valitaan sellainen osajoukko S, etté
neutraalialkio e ei sisilly siihen eiki se sisilli seki alkiota a ettd a~! millién
a € G. Kootaan joukko S™1!, johon sisiltyy kaikki joukon S kiinteisalkiot
ryhmissid G. Joukot S ja S™! ovat siis erilliset. Merkitiin niiden yhdistetti
T = S U S~ Kaikille joukon 7" alkioille a,a™! € T pétee ryhmissia G tri-
viaali relaatio a - a=' = eq. Mikili myds jokin muu joukon 7T alkioiden tulo
ai - - - a,, Missa a; - - - a, on supistettu tuloesitys ja n > 2, tuottaa neutraa-
lialkion ryhméssé G, niin sanotaan, ettd ryhméssa G on epdtriviaali relaatio
ai---a, = eqg joukon T suhteen.

Esimerkki 3.7. Olkoon kokonaislukujen additiivinen ryhmé (Z, +). Valitaan
kaksi osajoukkoa S} = {1} ja Sy = {2,3}. Talloin Ty = {1,—1} ja Ty =
{2,-2,3,—3}. Joukon T} alkioille pétee vain triviaali relaatio 1 — 1 = 0.
Sen sijaan kokonaislukujen ryhméssa on triviaalien relaatioiden 2 —2 =0 ja
3 — 3 = 0 lisdksi myo6s kaksi epétriviaalia relaatiota joukon 7, suhteen:

342-3-2=0ja3+3-2-2-2=0,

silla 3+2—-3—2jad+3—2—2—2 ovat supistettuja summaesityksia.

Esimerkin 2.3 nojalla osajoukot S ja S; virittavét kokonaislukujen ryh-
maéan. Jokainen kokonaisluku voidaan siis ilmaista seké alkioiden 1 ja —1 sum-
mana ettd alkioiden 2 ja 3 lineaarikombinaationa. Esimerkiksi positiivinen
kokonaisluku m voidaan esittda seuraavilla tavoilla

m=1+1+...+1=3-2+3-2+...+3-2.

vV Vv
m kappaletta m kappaletta

Kuitenkin, koska kokonaislukujen ryhméssé on epétriviaaleja relaatioita jou-
kon T3 suhteen, niin kokonaisluvun m supistettu summaesitys alkioiden 2 ja
3 lineaarikombinaationa ei ole yksikasitteinen. Taméa nahdaan siita, etta

1=3-2=34+3+3-2-2-2-2=....

Propositio 3.8. Olkoon G ryhmd ja S osajoukko, joka virittid ryhmdn G.
Jos ryhmissi G ei ole epdtriviaaleja relaatioita joukon T = S U S~ suhteen,
nun ryhman G jokaisen alkion supistettu tuloesitys on yksikdsitteinen.
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Todistus. Oletetaan, ettd ryhméssa GG ei ole epétriviaaleja relaatioita joukon
T suhteen, ja olkoot aq---a, ja by---b,, missa a;,b; € T kaikilla 7, kaksi
sellaista supistettua tuloesitysta alkiolle w, ettd n > m. Talloin

al...an:bl...bmeliarjl...al_l.bl...bmze'

Koska tuloesitykset a; ---a, ja by ---b, ovat supistettuja ja ryhmaéssa G ei
ole epitriviaaleja relaatioita, niin on oltava a; ' - b; = e kaikilla 1 < i < m
ja a; = e kaikilla m < j < n. Tama on kuitenkin ristiriita, silla supistetussa
tuloesityksessd ei ole tekijand neutraalialkiota. Saman tulon supistetuissa
tuloesityksisséd on siis oltava yhtd monta tekijaé.

Olkoon siis aq - - -a, ja by - - - b,, missa a;, b; € T kaikilla i, kaksi sellaista
supistettua tuloesitysta alkiolle w, joissa on yhtd monta tekijaa. Talloin

&1...an:b1...bnelia;l...ajfl.bl...bn:e.

Koska tuloesitykset a;---a, ja by ---b, ovat supistettuja ja ryhméssid G ei
ole epitriviaaleja relaatioita, niin on oltava a;' - b; = e eli a; = b; kaikilla
. Tulon w kahdessa tuloesityksessé, joissa on yhtd monta tekijéa, on oltava
samat tekijat samassa jarjestyksessa.

Jos ryhmaéssd G ei ole epétriviaaleja relaatioita joukon T suhteen, niin
ryhmén G jokaisen tulon supistettu tuloesitys on siis yksikésitteinen. O

Voidaan tarkastella neutraalialkion supistettuja tuloesityksia. Tall6in nah-
dédén, ettd myos kddnteinen tulos pétee. Saadaan siis seuraava tulos.

Seuraus 3.9. Ryhmdassd G, jonka virittid osajoukko S, et ole epdtriviaaleja
relaatioita joukon T' suhteen, jos ja vain jos jokaisella ryhman G alkiolla on
yksikdasitteinen supistettu tuloesitys.

Epéaformaali maaritelma

Maaritelma 3.10. Olkoon S joukko ja T'= SUS*. Joukko F', joka koostuu
kaikista supistetuista sanoista joukon 7" yli, on vapaa ryhmd joukon S suhteen,
kun laskutoimituksena on supistettujen sanojen yhdistaminen.

Mikéli on tarpeen korostaa, ettd ryhmé F' on vapaa juuri joukon S suh-
teen, voidaan kiyttdd myos merkintdd F'(S).

Huomataan, ettd minké tahansa joukon suhteen voidaan konstruoida va-
paa ryhmé samaan tyyliin kuin luvun alussa.

Olkoon G ryhmé ja S sen osajoukko. Oletetaan, etté jokaisella ryhmén
alkioilla on yksikésitteinen supistettu tuloesitys joukon 7" = SUS~! suhteen.
Lauseen 2.2 ja seurauksen 3.9 nojalla joukko S virittdd ryhmén G ja ryh-
massd G el ole epitriviaaleja relaatioita joukon 7' suhteen. Yksikédsitteisestéa
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tuloesityksesté seuraa, etté kaikki ryhmén G alkiot w = s; - - - s,, samastuvat
supistettujen sanojen s ...s, kanssa.

Lisdksi ryhmén G laskutoimitus - samastuu supistettujen sanojen yhdis-
tdmisen kanssa: Olkoot w; ja we ryhmén G alkioita, joilla on yksikésitteiset
supistetut tuloesitykset w; = a;---a, ja wy = by---b,,, missad a;,b; € T
kaikilla i. Jos a,,_; = b;rll kaikilla 0 < i < r, mutta a,_, # b;jl, niin

wl'w2:a/1"'a/n'bl"'bm:al"'a/nfr'br+l"'bm7

eli tulolla w; - we on supistettu tuloesitys ay---a,_ - by - - - by,. Toisaalta
alkioiden w; ja woy yksikasitteiset supistetut tuloesitykset a; - --a, ja by ---b,,
samastuvat supistettujen sanojen wy; = ay...a, ja wy = by...b, kanssa.
Talloin yhdistamalld saadaan supistettu sana

w1~w2:a1...an-b1...bm:al...an_rbrﬂ...bm.

Ryhma G, jonka virittda joukko S ja jossa ei ole epéatriviaaleja relaatioita
joukon T'= S U S~! suhteen, samastuu sellaisen ryhmén F' kanssa, joka on
vapaa joukon S suhteen epéformaalin méaritelmén mukaan.

Huomataan, ettd vapaa ryhmé on aina aareton ja yleisessd tapauksessa
vapaa ryhmaé ei ole vaihdannainen, silli Abelin ryhmaéssa on epétriviaali re-
laatio a - b-a~'-b~! = e. Kisittelemme vapaita Abelin ryhmii myShemmin
luvussa 4.3.

Formaali maaritelma

Maaritelma 3.11. Olkoon F ryhma ja S sen osajoukko. Sanotaan, etta ryh-
md F on vapaa joukon S suhteen, jos jokaista ryhméé G ja jokaista kuvausta
0 : S — G vastaa yksikésitteisesti sellainen homomorfismi 6, : FF — G, etta

kaikilla s € S.

Ryhmélla F on rangi r, missd r on joukon S mahtavuus. Ryhméan F
rangia merkitddn r(F'). Vaikka ryhmé voi olla vapaa usean eri joukon suh-
teen, niin voidaan osoittaa, ettd ryhmén rangi on yksikésitteinen. Itse asiassa
kaksi vapaata ryhméa ovat isomorfiset, jos ja vain jos niilld on sama rangi.
(Katso Johnson: Topics in the Theory of Group Presentations (Cambridge
University Press, 1980), Theorem 1.1.)

Vapaan ryhmén formaalille méaéritelmaélle 16ytyy analoginen esimerkki li-
neaarialgebran piirista:
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Kuva 3: Méaritelmén 3.11 kuvauskaavio.

Esimerkki 3.12. Olkoon V aéarellisulotteinen vektoriavaruus kunnan K yli ja
B sen kanta. Talloin mikd tahansa kuvaus 7 : B — W, missa W on toi-
nen vektoriavaruus saman kunnan K yli, voidaan laajentaa yksikésitteisesti
lineaarikuvauksesi 7 : V — W.

Olkoon nimittédin 7 jokin vektoriavaruuden V' vektori. Koska B on V:n
kanta, niin v voidaan esittaa yksikasitteisesti kantavektoreiden s,...,5s, € B
avulla:

T= a5 + -+ a,5n,

missd vakiokertoimet a; € K kaikilla ¢. Esityksen olemassaolon ja yksikasit-
teisyyden nojalla voidaan maaritella kuvaus

71(0) = 1(ai51 + -+ an5,) = ar7(51) + -+ - + a,7(3,).

Kuvaus 7, on hyvinméaéritelty, silla jokaista v € V vastaa yksikasittei-
nen jono (ay,...,a,) ja siten yksikésitteinen 7 (v) € W. Liséksi valitsemalla
esimerkiksi ¥ = s7 on helppo ndahda, etta lineaarikuvaus 7, laajentaa kuvauk-
sen 7. Laajennus on yksikasitteinen, silla 7 madrad, miten avaruuden kanta
kuvautuu.

Osoitetaan viela, ettd kuvaus 7 toteuttaa lineaarikuvauksen ehdon

71(aT + by) = an (T) + b1 (Y),
missd a,b € K ja 7,y € V. Vektoriavaruuden V' vektorit = ja y voidaan

kirjoittaa muodossa T = z157 + -+ + 2,5, ja Y = y151 + - - + Y, S,, Missa
kaikki skalaarit x; ja y; ovat kunnan K alkioita ja vektorit 5; kannan B
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vektorit. Néain ollen

71 (aT + by) = 71 (a(x157 + - - + 2,5,) + b(ya51 + - + Yu5n))
=1 (az157 + - - + ax, S, + by ST+ -+ -+ by,sy)
=7 ((axy + byr)s1 + - - - + (azy, + byn)Sy)
= (azy + byy)T (_) o+ (axy + byy)T(S,)
=ar17(57) + - -+ ax,7(5,) + by 7(57) + - - + by (50)
=a(@17(51) + -+ + 2u7(S)] + 0 [T (51) + -+ - + yaT(50))
=ar(x157 + -+ 2,5,) + b (yiS1 + - - + YnSn)
= a7 (T) + b1 (7).

Vektoriavaruuden kannan vektorit virittavat koko avaruuden ja ovat kes-
kenédén lineaarisesti riippumattomia. Myo6s virittajisto virittaa vektoriavaruu-
den, mutta se saattaa sisaltdéd vektoreita, jotka ovat keskenddn lineaarisesti
riippuvia. Mikali edellisessd esimerkissa B olisi ollut kannan sijasta pelkké
virittajisto, vektorin v esitys B:n vektoreiden avulla ei olisi ollut yksikésittei-
nen. Poistamalla virittajistosta sopivat vektorit, saadaan virittajisto supis-
tettua kannaksi. On kuitenkin huomattava, ettd mikéli virittajistossa on usei-
ta toisistaan lineaarisesti riippuvia vektoreita, poistettavat vektorit voidaan
valita usealla eri tavalla, joten virittdjistoa ei voi yksikésitteisesti muuttaa
kannaksi. Lisédksi, jos virittdjavektoreiden valilla on lahtoavaruudessa relaa-
tioita, niin lineaarikuvaus, joka laajentaisi alkuperaisen kuvauksen, kuuluisi
olla sellainen, ettd myos kuvapisteet toteuttaisivat samat relaatiot. Téllaista
laajennusta ei valttamatta ole olemassa.

Toisaalta mikd tahansa joukko keskenddn lineaarisesti riippumattomia
vektoreita ei valttamatta viritd avaruutta. Mikéli edellisessa esimerkissa B
olisi ollut puolestaan joukko lineaarisesti riippumattomia vektoreita, vektoria
v ei olisi valttamatta voinut esittidé ollenkaan B:n vektoreiden lineaarikombi-
naationa. Téllainen joukko voidaan puolestaan laajentaa kannaksi lisédmaél-
14 sopivia vektoreita. Sopivat vektorit eiviat kuitenkaan ole yksikésitteisesti
méaarattyja. Nain ollen myoskadn vapaata joukkoa ei voi yksikéasitteisesti laa-
jentaa kannaksi. Lisdaksi vektorit, joilla vapaiden vektoreiden joukko laajenne-
taan kannaksi, voidaan kuvata miten tahansa. Téalloin mielivaltainen kuvaus
voidaan kylld laajentaa lineaarikuvaukseksi, mutta ei yksikésitteisesti.

Taman analogian valossa on luontevaa tarkastella lisda vapaita ryhmié.

Propositio 3.13. Olkoon ryhmd F' vapaa joukon S suhteen formaalin mdd-
ritelman mukaan. Talldin joukko S wvirittdd ryhmdan F, (S) = F.

Todistus. Merkitddn inkluusiota 6 : S — (S), jolloin vapaan ryhmén for-
maalin méaaritelmén nojalla inkluusio 8 laajenee yksikésitteisesti homomor-
fismiksi 0; : F' — (S). Joukon S virittdmé ryhmé (S) sisdltyy ryhméén F.
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Merkitddn tétéd inkluusiota ¢ : (S) — F. Tilanteen kuvauskaavio on esitetty
kuvassa 4.

S—rt - F S———F

(S) F

Kuva 4: Kun ryhmé F' on vapaa joukon S suhteen, niin joukko S virittaé
ryhmén F'.

Yhdistetty kuvaus ¢ o 6; : F — F laajentaa inkluusion ¢ : § — F,
mutta niin tekee myos identiteettikuvaus id : F' — F'. Koska ryhma F' on
vapaa joukon S suhteen, niin laajennus on yksikésitteinen, joten on oltava
¢ o 0, = id. Kuvaus ¢ on siis surjektio, joten (S) = F, jolloin S virittda
vapaan ryhmén F'.

O

Huomattavaa on, ettd jos joukko S ei viritd ryhméaa F', niin F' ei ole
vapaa joukon S suhteen. Toisaalta se, ettd joukko S virittdd ryhméan F' ei
yksindan riitd takaamaan, ettd ryhmé F on vapaa joukon S suhteen formaalin
madritelmén nojalla, kuten ndhdaan esimerkissa 3.15.

Esimerkki 3.14. Olkoot kaksio S = {a,b}, ryhmé F' vapaa ryhmé joukon S
suhteen ja ryhmé GG mielivaltainen. N&in ollen joukot S ja S* ovat erilliset ja
jokainen supistettu sana s;...s, joukon 7' = S U S* yli samastuu sellaisen
yksikésitteisen supistetun tuloesityksen s; - - - s,, kanssa, missd s; € T = SUS*
kaikilla 2.

Olkoon miké tahansa kuvaus 6 : S — G. Maéritelladn sellainen kuvaus
0, : F — G, etta

01(er) = eq,
01(s) = 0(s),
01(s") = 0(s) 7",
O1(s1-5n) = 01(s1) - - 01(sn),

missd s € S ja s; € T. Kuvaus 6; siis laajentaa kuvauksen 6. Esimerkiksi
O1(a*-b-a*)=0(a)*-0(b)-0(a)™".
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Koska supistettu tuloesitys on yksikésitteinen ja kuvaus 6 on hyvinméaéri-
telty, niin my6s kuvaus 6; on hyvinméaéritelty. Liséksi se toteuttaa homomor-
fiaehdon: Olkoot sellaiset w,,, w,, € F, etté niilld on (yksikéisitteiset) supiste-
tut tuloesitykset w, = a;---a, ja w,, = by ---b,,, missi a;,b; € T kaikilla 1.
Oletetaan, etté tulolla w, - w,, on supistettu tuloesitys, jossa on n +m — 2r
tekijaa, eli wy, - wy,, = a1+ - ap_pbpy1 -+ - by,. TAllGIN

01 (1 - ) = By(aa -y bys -+~ by)
=0(a1) -+ 0(an—) - O(bry1) - - - 0(bm)
=0(a1) - 0(an—) - O(an—ry1) - 0(an) - O(br) - 0(b) - O(bry1) - - O(brm)
=0(a1)---0(an) - 6(by) - - 0(brn)
= 01(wy) - O(wp),

missé kolmas yhtdsuuruus seuraa kuvauksen 6; ominaisuuksista: 0(b;,1)~! =

61(b ) = 0(b;;)) = 0(an—;) kaikilla 0 <4 <7, kun a,_; = b;}};.
Osoitetaan vield kuvauksen 6; yksikésitteisyys: Jos #y on toinen homo-

morfismi, joka laajentaa kuvauksen €, niin on oltava
O5(s) = 0(s) = 01(s)

kaikilla s € S. Toisaalta, koska joukko S virittda ryhmén F, niin on oltava
Os(w) = 61 (w) kaikilla w € F.

Siis kun joukon T alkioiden vililla ei ole epétriviaaleja relaatioita ryh-
méssid F' = (a,b), niin F' on vapaa formaalin mééritelmén mielessi kaksion
S = {a,b} suhteen ja sen rangi on 2.

Edellisessé esimerkissa kuvaus 6; ei olisi hyvinmaéritelty, mikali ryhmés-
s F' olisi epéatriviaaleja relaatioita joukon 7' suhteen. Tama nahdédan myos
seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 3.15. Olkoot S = {a}, F alkion a virittdmé syklinen ryhmaé, jossa
pitee epitriviaali relaatio a* = e, ja ryhmé G = Z. Homomorfismi, joka
laajentaisi kuvauksen ¢ : S — G,a — 1, on potenssilain nojalla oltava
kuvaus 0 : F' — G, a" — n. Kuvaus 0 ei kuitenkaan ole kyseisessé tapauksessa
hyvinmaéritelty:

Epétriviaalin relaation a* = e nojalla ryhméssa F' pétee a® = a. Néin
ollen §(a) = 6(a®) = 5, vaikka toisaalta f(a) = 1, mikd on ristiriita. Vapaan
ryhmén formaalin mééritelman mukaan ryhmé F' ei siis ole vapaa joukon S
suhteen.

4 5

Vastaava tulos patee myos yleisesti:

Propositio 3.16. Olkoon ryhmd F' vapaa joukon S suhteen vapaan ryhmdn
formaalin mddaritelmdn mukaan. Talloin ryhmdssa F ei ole epdtriviaaleja
relaatioita joukon T suhteen.
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Todistus. Tehddan vastaoletus: Oletetaan, ettd neutraalialkiolle e on supis-
tettu tuloesitys a; - - - a,, missd n > 2, ryhméssé F' joukon T suhteen. Olkoon
G = 7Z ja 0 vakiokuvaus, joka kuvaa kaikki joukon S alkiot vakioksi 1. Né&in
ollen vapaan ryhmén formaalin mééritelméan nojalla on olemassa homomor-
fismi 6, : F — Z, joka laajentaa kuvauksen 6. Tall6in

bi(e) =bi(ar---ay) =0(a)+---+0(a,) =1+---+1=n#0,

miké on ristiriita. Néin ollen vastaoletus on epétosi ja alkuperdinen viite on
tosi. O

Epiformaalin ja formaalin maaritelmén yhteys

Kaksi edella esitettya méaaritelmaa vapaalle ryhmaélle ovat itse asiassa yhté-
pitavat.

Vapaan ryhmén epaformaalin maaritelman nojalla joukko S virittaa va-
paan ryhmén F(S) ja ryhméssi ei ole epétriviaaleja relaatioita. Esimerkissa
3.14 on esitetty idea, kuinka téllaisessa tapauksessa mielivaltainen kuvaus
0 .S — G, missd G on mikd tahansa ryhmaé, laajenee yksikésitteisesti ho-
momorfismiksi 6; : F' — G. Néin ollen epéformaalista maaritelmésta seuraa
formaali maaritelmaé.

Toisaalta, jos otamme lahtokohdaksi ryhmén F', joka on vapaa joukon
S suhteen vapaan ryhmén formaalin méaéritelméan mukaan, niin proposition
3.13 nojalla joukko S virittdd ryhméan F'. Lisdksi proposition 3.16 nojalla
ryhméssa F' ei ole epéatriviaaleja relaatioita joukon 7' suhteen. Néin ollen
my0s formaalista méaaritelmésté seuraa epaformaali maaritelma: F' samastuu
F(S):mn kanssa, kuten mééritelmén 3.10 jilkeen keskustelimme.

3.2 Nilsenin—Schreierin lause

Osoitamme ensin lemmat 3.17 — 3.22, minké jélkeen lemmoja hyodyntden
padsemme osoittamaan Nilsenin—Schreierin lauseen. Todistamme Nilsenin—
Schreierin lauseen vapaille ryhmille, joiden rangi on &dérellinen. Todistus kui-
tenkin laajenee yleiseen tapaukseen Valinta-aksioman nojalla — katso mai-
ninta Johnson: Presentation of Groups (Cambridge University Press, 1976,
1. painos), sivu 9.

Tassa alaluvussa F' on vapaa ryhmaé sellaisen joukon S suhteen, jonka
mahtavuus on r. Merkitaan

S={s1,...,8:},
T=SuUsS™™
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Ryhmin F' alkioiden jarjestys

Téassa yhteydessa kidytdmme merkintdd < kuvaamaan alkioiden jérjestysté.
Jérjestetdan ensin joukon 7' alkiot:

§1< 89 < < 8 <8< syt << s
Ryhmaéssd F' erimittaiset supistetut sanat jarjestetdan niiden pituuden
perusteella: Jos v ja w ovat kaksi erimittaista sanaa ryhméssa F', niin
v < w, jos £(v) < l(w).

Samanmittaiset sanat jirjestetddn leksikografisesti: Jos

V=T1...0p F Y10 Yp = W,

missa x;,y; € T ja m on ensimmaéinen indeksi, jolla x,, # y,,, niin

v < W, oS Ty < Y
w < v, jOS Ty > Y

Voidaan osoittaa, ettd vastaava < on jarjestysrelaatio.

Lemma 3.17. Olkoon ryhmdssd F supistettu sana w, jonka pituus on vihin-
tidn 1. Merkitdan w = x1...x,, missi x; €T jan > 1. Jos v on sellainen
sana ryhmdassda F, ettd v < xy...T,_1, niin

VX, < W.

Todistus. Koska v < xy...x, 1, niin joko ¢(v) < l(xy...x,_1) tai l(v) =
l(xy...25-1). Oletetaan ensin, ettd ((v) < l(zy...x,_1) = n — 1. Télléin
lv-x,) <Llv)+1<n—1+1=n="{w),joten v-x, < w.

Oletetaan nyt, ettd {(v) = (... 2,—1). Merkitdén v = y; ... y,_1, missi
y; € T kaikilla 7. Koska v < xy ... x,_1, niin on olemassa ensimmaéinen indeksi
m, jolla ¥, < Tp,. JOS Y1 = x,, ', niin £(v - x,) =n —2 < n = {(w), jolloin
siis v - @, < x. Jos v - x,, el supistu, niin {(v - z,) = ¢(w). Mutta koska m on
viimeinen indeksi, jolla y,, < z,,, niin tassdkin tapauksessa v -z, < w.

Viite v - x,, < w pétee siis kaikissa tapauksissa. O

Schreier-edustajisto

Olkoon H ryhmén F' aliryhma. Jos x € F', niin alkion x maaradma aliryhmaéan
H oikea sivuluokka! on osajoukko

Hx={hx|he H}.

'Huomaa, ettd Metsinkylin ja Naitisen tyylistd poiketen kilytdmme téissi tutkielmassa
vasemman sivuluokan sijaan oikeaa sivuluokkaa.
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Sivuluokkien ominaisuus on, etta kaikilla z,y € F
Hx = Hy tai HtNHy = 0.

Sivuluokat muodostavat siis ryhmén F' osituksen, joten Valinta-aksioman
nojalla on olemassa sellainen edustajisto U, etta jokaiselle z € F' on olemassa
vksikasitteinen alkio u € U, ettd x € Hu. Siis

F:UHu.

uelU

Maaritelma 3.18. Edustajisto U on Schreier-edustajisto, jos silld on omi-

naisuus:
jos x <y ja Hr = Hy, niin y ¢ U, (3.2.1)

missd x ja y ovat sanoja joukon 7' yli.

Tassé alaluvussa kiytdmme merkintdd U Schreier-edustajistolle.

Koska He = H C F ja kun ryhmén F' alkiot jarjestetdén, niin e on
0-mittaisena sanana ensimmainen. Néain ollen neutraalialkio e kuuluu aina
Schreier-edustajistoon. Itse asiassa e on ainut aliryhmén H alkio, joka kuuluu
Schreier-edustajistoon.

Esimerkki 3.19. Olkoon kokonaislukujen additiivinen ryhmé Z ja sen aliryh-
mé 5Z. Olkoon osajoukko S = {1}. Joukko 7" on téten kaksio {1, —1} Esi-
merkissd 3.7 nahtiin, ettd yksio S = {1} virittd4 kokonaislukujen ryhmén ja
kokonaislukujen ryhmaéssé ei ole epatriviaaleja relaatioita joukon 7' suhteen.
Néin ollen kokonaislukujen ryhmé on vapaa ryhmé yksion S = {1} suhteen.
Liséksi proposition 3.8 nojalla kokonaisluvuilla on yksikésitteinen supistettu
summaesitys. Néin ollen kokonaisluvut voidaan ajatella sanoiksi joukon T

yli.
Joukon T alkioiden jérjestys on:

1< —1.

Jéarjestetdan tdméan jidlkeen ryhmén 7Z alkiot kuten edelld: 0 on "tyhja sa-
na’ ja kokonaisluku n on supistettu sana 11...1 , kun n > 0, jan =

n kappaletta
—1—1...—1,kun n < 0. Koska 1 < —1, niin n < —n. Siis saadaan
—_———

|n| kappaletta

O0<l<c—-1<2<-2<3<3<4<-4<....

Kuten tiedetaén, edustajisto ei ole yksikésitteinen. Nahdaan, etta

7 = U u+ b7 = U u+ b7 = U u + 57.

u€{0,1,2,3,4} ue{5,6,7,8,9} ue{0,1,—1,2,—2}
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Néin ollen esimerkiksi joukot {0,1,2,3,4},{5,6,7,8,9} ja {0,1,—1,2, -2}
ovat edustajistoja kyseisessa tapauksessa. Kuitenkin on olemassa vain yk-
si edustajisto, joka toteuttaa Schreier-edustajiston ehdon (3.2.1), ja se on
kyseisessd tapauksessa joukko U = {0, 1, —1,2, —2}.

Edustajisto on positisvinen Schreier-edustajisto, jos silli on ominaisuus
(3.2.1) silld erotuksella, ettd = ja y ovatkin sanoja joukon S (eiké joukon T)

yli. Edellisessad esimerkissé positiivinen Schreier-edustajisto on joukko U =
{0,1,2,3,4}.

Lemma 3.20. Olkoon n > 1 ja x...x, supistettu n-mittainen sana ryh-
massa F'. Tdlloin

josxy...x, €U, minxy...x, 1 €U.

Todistus. Osoitetaan viite epésuorasti: tehdddn vastaoletus zy ...z, ¢ U
ja osoitetaan, ettd siitd seuraa alkuperdisen véitteen negaatio, z ...x, ¢ U.
Joukko U on edustajisto, joten on olemassa sellainen u € U, jolla

Hu=Hx...x,_1.

Oletuksesta x1...2,-1 ¢ U ja edustajiston Schreier-ominaisuudesta (3.2.1)
seuraa, ettd u < xy...x,_1. Lemman 3.17 nojalla talloin u -z, < z1...x,.
Liséksi on olemassa sellainen v € U, ettd Hv = Hu - x, ja v < u - x,. Néin
ollen Hv = Hu - x, = Hxy ...z, ja v < u-xz, < x1...x,. Jarjestysrelaa-
tion transitiivisuudesta seuraa, ettd v < x;...x,, joten x;...x, ¢ U. Siis
alkuperéinen véite on tosi. O

Aliryhmin H osajoukko A

Olkoot u € U jax € T. Koska u-x € F ja U on ryhmén F aliryhmén H
edustajisto, niin on olemassa yksikésitteinen v € U siten, ettd v -z € Hv.
Alkio v on alkioiden u ja x méardamaé, joten merkitdan sita

u-Tr="7.

Koska u-x = h-v jollakin h € H,niinu-z-u-2 *=u-z-v'=hecH
kaikilla v € U ja x € T. Maaritelladn H:n osajoukko

A={u-z-uw-z ' ueUzxzeT}. (3.2.2)

Lemma 3.21. Joukko A wvirittdd ryhmdn H.

24



Todistus. Olkoon x € H. Koska H on vapaan ryhméan F aliryhmé, niin x on
supistettu sana, joka voidaan kirjoittaa muodossa

T =T1...Tp,

missé z; € T. Koska neutraalialkio kuuluu aina Schreier-edustajistoon, niin
Schreier-edustajiston alkiot wuy,...,u, 1 € U voidaan maarittdd seuraavalla
tavalla induktiivisesti:

Uy = e€
Uipr = U; - T3, kun i > 1

Tarkastellaan tuloa

-1 1
Ap = Wi * Tj ~ Ujypq = Ui Ty - U " T

missd 1 < 7 < n. Jokainen u; € U ja x; € T, joten joukon A méaritelmén
(3.2.2) nojalla jokainen a; € A. Koska A on H:n osajoukko ja H on ryhmé,
niin ryhméaan H kuuluu alkio

-1 -1 -1 -1 -1
A1 Ay = Up-T1 Uy U T Uz U~ Uy Uy Ty Uy g = U T1T2 - Ty Uy -
Koska u; = e ja 125 ... 2, = x, niin saadaan
T Uy = a1 -0ap € H.

Onsiis olemassa h € H, jollaz-u,}, = h. Alkiolla h on olemassa kiiéinteisalkio
H':ssa, joten saadaan u,,; = h™' - x, joka on alkio H:ssa, koska x € H.
Toisaalta u,+1 € U. Néin ollen on oltava u,.; = e, silld neutraalialkio e on
ainoa alkio U:ssa, jolla He = H.

Olemme siis saaneet osoitettua, ettd mielivaltainen alkio x ryhméssa H
voidaan ilmaista joukon A alkioiden a; tulona

T=0aq- Q.

Talloin lauseen 2.2 nojalla joukko A virittdd ryhmén H. O

Joukon A ominaisuuksia

Tutustutaan tarkemmin joukon A ominaisuuksiin. Téssé alaluvussa merkinté
w-x € UT \ U tarkoittaa, etta u € U,z € T jau-z ¢ U.

Lemma 3.22. (i) Kaikillau € U ja x € T pitee, ettiu-x-u-T ' =e,
jos ja vain jos u-x € U.
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(ii) Kaikillaw € U ja x € T pitee u =u-x -z~ L.
(iii) Olkoot uw -z jav-y € UT \ U. Merkitiin tuloa w = z-w-x ' -v-y.
Tdlloin joko

1

(a) w=/), jolloinx =y ' v=u-z jau=1v-y, tai

(b) w on sellainen vihintadn 2-mittainen supistettu sana ryhmdassa F,

joka alkaa x:lld ja loppuu y:hyn.

(i) Alkiot u-x-uw-z 1, missi uw-x € UT \ U, ovat eri alkioita ja niiden
muodostama joukko on B U B™Y, missd
B={u-z-u-z '|uel ze€S}\{e} ja (3.2.3)
B'={w'|we B}

Todistus. (i) Olkoot u € U ja x € T. Talléin v -z -u-7 ' = e on ekviva-
lentti sen kanssa, ettd u - x = u-x. Koska w-7 € U kaikilla v € U ja
x € T, niin vaite patee.

(i) Mééritelmén nojalla kaikilla w € U ja x € T péitee Hu -x = Hu- .
Tasté seuraa, etta

Hu=Hu-z-x'=Hu-z-z7L.

Koska v € U jaw-x - x—! € U, niin Schreier-edustajiston mééritelman

nojalla on oltava u =w-x -z~ 1.

(iii) Olkoot u-z, v-y € UT'\U. Koska w-x, v € F, niin ne voidaan esittaa
supistettuina sanoina
U-T=7T1...Tm Jjav="=11...1,,
missé r;,t; € T kaikilla 1 < i <m ja 1 < j < n. Tarkastellaan sanaa
w=x-U-T wey=a(r...rp) .ty =t Y
yksityiskohtaisesti. Tutkitaan ensin, supistuuko alku:

r T =r_ =U-T-T =T{...Tm-1



misséd kolmas implikaatio seuraa lemmasta 3.20, neljas implikaatio koh-
dasta (ii) ja viimeinen implikaatio kohdasta (i). Lopputulos on ristirii-
dassa oletuksen u-x € UT \ U kanssa, joten implikaatioketjun etujésen
on epétosi. Niin ollen sanan alku ei supistu, ! # r 1.

Kun tarkastellaan sanan loppua, niin havaitaan vastaavasti, etta oletuk-
sesta t, = y~! ja lemmasta 3.20 seuraa ristiriita v-y = t1 ... t,_1thy =
t1...t,—1 € U, joten myoskddn sanan loppu ei supistu, t, # y L.

1 1

Otetaan vield tarkasteluun sana u-2 ‘- v =7_1...7 't ...t,. Ei voi-
da sanoa, supistuuko sana, ja jos supistuu, niin kuinka paljon. Téaten
merkitddn osasanaa, joka supistuu sanasta viimeisena, r, ', ja jaectaan

tarkastelu neljaan eri tapaukseen:

(1) Oletetaan, ettd i < m ja i < n. Talloin

—1 -1 —1
U T =Tt Ty,

1

joten w on supistettu sana w = xr,° .. .r;rlltiﬂ ... Tpy, joten patee

vaitteen (b)-tapaus.
(2) Oletetaan, ettd i = m < n. Télléin

u-a:_l-v:tm+1...tn,
joten w = xtyyq ..ty tal w =t 40 . .. t,y. Oletetaan, ettd sanan
alku xt,,, supistuu pois eli ettd 271 = t,,,1. Oletuksesta i = m <
n seuraa, ettd ty...t,, =ry...r, = u-x, jolloin jalleen lemman
3.20 ja kohtien (ii) ja (i) nojalla
uz-x ! =t ... ttma jolloinw-z-2 ' elU

jolloinu=nw-z-z'=u-z- 2"

jollomu-z=u-x

jolloin u -z € U,

miké on ristiriidassa oletuksen w -z € UT \ U kanssa, joten xt,, 1
ei supistu. Sana w on siis supistettu sana w = xt,, 1 ...t,y, joten
pétee viitteen (b)-tapaus.

(3) Oletetaan, ettd ¢ = n < m. Talléin

-1 . _ -1 -1
U-T  cU=T T,

1 1

joten w = xryt .. vty tai w = art .., Vastaavalla tavalla
kuten edelld oletetaan, ettd sanan loppu rgily supistuu pois eli
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ettd y = r,y1. Oletuksesta © = n < m seuraa, ettd ry...r, =
ty...t, = v. Nain ollen lemman 3.20 nojalla

V-yYy=7"1...TnTnt1 €U,

silld r1...r, =u-x € U. Tdméa on kuitenkin ristiriidassa oletuk-
sen v -y € UT \ U kanssa, joten w = xr,!...ry. Niin ollen
pétee véitteen (b)-tapaus.

(4) Oletetaan, ettd i = m = n. Télléin

jaw = xy tai w = e. Ensimmaisessad tapauksessa pétee viitteen
(b)-kohta. Jalkimmaéisesta seuraa, ettd x = y~! jav = u -z, jolloin
kohdan (ii) nojalla lisiksi v~y = u -7 - ! = u. Néin ollen pétee
véitteen (a)-tapaus.

Edelliset kohdat osoittavat, ettéd véitteen (b)-tapaus patee kaikissa ta-
pauksissa paitsi viimeisessi, joka johtaa véitteen (a)-tapaukseen, kun
x =y~ 1. Alkuperiinen viite on siis tosi.

Olkoon w-z-u- ' = v-y-v-y ', missi u-x jav-y € UT\U. Lisdamalla
yhtiloon oikealta puolelta 1! ja vasemmalta puolelta - 3-y~! saadaan

r-uz v gy tl=utvy vyt T gy t=ut 0.
Tutkitaan kohdan (iii) avulla sanaa = -uw-z ! -v-7 -y ! Kohdan (i)
nojalla v -y -v-y # e, joten v # vy - y . Toisaalta kohdasta (ii)
seuraa, etti v gy ' =v #v-y-y ', joten v-y -y~ ¢ U. Niin ollen
v-y-y ' € UT \ U, jolloin kohdasta (iii) seuraa, etté joko
a)ul-v=x-uwz '-vyg-y!=e jolloinz = (y')! =y ja

vy -yt = x---yL Téssd tapauksessa
v-y---xz71 =u € U, joten lemman 3.20 nojallau-x = v-y--- € U,

miké on ristiriidassa oletuksen kanssa.
Siispd josu-z-u-z ! =v-y-v-y !, niin valttimitti u = v jax = y.
Alkiot u -2 -u-z ', missi u-x € UT \ U, ovat eri.

Merkitaan

Bi={u-xz-u-z '|uelU veS'}\{e}.
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Osoitetaan, ettd B; = B~'. Olkoon u-z € US\ U. Télléin joukon B!
mielivaltaiselle alkiolle péatee

(u~x-u~x_1)_1:u-x-x_l-u_l:u-x-x_l-u-x~x*1_1, (3.2.5)

missé toinen yhtdsuuruus seuraa kohdasta (ii). Oletuksesta u -z ¢ U
seké kohdista (i) ja (ii) seuraa, ettd

w-x-u-x " FeeiuvzrlAu=u -z -2}

P b S T
eiw-ze 'u-z- 271 #e.

Koska lisiksiu-z € Ujaxzt € S ninw-z-27-u-z-271 1 € By.

Niin ollen yhtilosta (3.2.5) ndhdédén, ettd B~ C By ja By C B!,
joten By = B™'. Kun u-z € UT \ U, niin alkioiden u -z - -z !
muodostama joukko on joukko B U B~

U

Nilsenin—Schreierin lause

Nilsenin—Schreierin lauseen todistuksessa hyodynnamme edelld todistettuja
lemmoja ja kiytdmme samoja merkintoja. Ryhmé& F' on vapaa joukon S
suhteen ja sen rangi on r eli r(F) = r. Joukoilla A ja B tarkoitamme edelld
méariteltyja joukkoja

A={u-z-w-z ' |uelUuxeT}
B={u-z-uw-z '|uelUuzeS}\{e},
Bl'={u-z-uwz ' |uelUzxzeS'}\{e}

Muistetaan liséksi, ettd kahdelle permutaatiolle « ja [ péatee

a-f = Pa.

Lause 3.23. (Nilsenin-Schreierin lause) Olkoon F vapaa ryhmd ja H sen
jokin aliryhmd. Tdlloin myos H on vapaa. Lisdiksi, jos vapaan ryhmdn F
rangi on v ja [F : H| = g on ddrellinen, niin H:n rangi on (r — 1)g + 1.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd H on vapaa joukon B suhteen. Lemman 3.21
nojalla A virittdd ryhméan H. Lauseen 2.2 mukaan ryhmén H alkiot voidaan
siis esittii joukon A alkioiden ja kiidinteisalkioiden tulona. Koska T' = SUS™!
jae € A, niin A= BUB U {e}. Titen myés joukko B virittdd H:n.
Olkoon b € H ja by - - - b, sen supistettu tuloesitys, missd n > 2 ja jokainen
b; € BU B~ missi joukot B ja B~! ovat erilliset lemman 3.22 kohdan (iv)
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nojalla. Koska by ---b, on supistettu tuloesitys, niin b; - b1 # e ja b; # e
kaikilla 7. Lemman 3.22 kohdan (i) nojalla u; - x; - w; - 7; ' = e, jos ja vain

jos u; - x; € U. Voidaan siis merkita

e —1
bi=u;- i uim

missé u; - x; € UT \ U. Tarkastellaan tuloa
b bivr = (i @i W@ 1) (Wigr - Tigr  Uirt - Tig1 )

jollakin 1 < i < n—1. Lemman 3.22 kohdan (iii) nojalla tulo z;-u; - Z; w121
on joko tyhjd sana () ja pitee u; = U;;12;51 tai vihintddn 2-mittainen supis-
tettu sana x; ...x;;1 ryhmésséd F'. Ensimmaéisessa tapauksessa

bi - bigy = (i~ @ U@ 1) - (Uigd * Tigr - Uig1 - Tap1 )
= ;- (T W T Ui Tigr)  Uind - Tl
= ;- e U1 Tog1
= U; * UWit1 " Tit1

= (W1 Tim1) - (W1 Tig1) =,

miké on ristiriita, silld by - - - b, on supistettu tuloesitys, joten b; - b1 # e.
Tallsin tulo ;- ;- @; 'y - Tip1 on vihintddn 2-mittainen supistettu sana,
Zi...Tip1 ryhméassd F. Néin ollen

1 1 1
bl.-.bn:(ul.xl.ul-xl )-(u2.x2-u2.x2 ).-.(un-xn.un.xn )
1 —1 .
=y (T Uy - Ty Uy Te) - Up - T Uy Ty Uy - Ty
=U Ty Ty Up Ty LU Ty Ty Ty
1 .
:ul-xl...(xg Uy - Ty ‘Us-T3) Uz Ty * - Uy Ty Uy Tp

=U]X1...To...T3 U3 T3 -1 ~-un-xn-un-xn_1

=T T e Ty,

joten by - - - b, on vahintddn n-mittainen sana ryhmaéssa H. Néin ollen b - - - b,, #
e. Joukon B alkioiden vélilla ei siis ole epatriviaaleja relaatioita ryhméssa H.
Ryhma H on siis vapaa joukon B suhteen.

Osoitetaan lauseen loppuosa ensin siinéd tapauksessa, ettd H on ryhmén F
normaali aliryhméa N. Olkoon N:114 darellinen maéra k sivuluokkia ryhméssé
F eli [F: N]. Nédytetdén, ettd normaalille aliryhmille on mahdollista 16ytaa
positiivinen Schreier-edustajisto, siis edustajisto U, jonka jokainen alkio on
supistettu sana w1 ... x, joukon S (eikd joukon T'= S U S™1) yli.
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Adsrellisessé ryhméssi F /N, jonka mahtavuus on siis k, pitee Lagran-
gen teoreeman nojalla (Nz)¥ = N kaikilla z € F: Alkion Nz kertaluku
ord(Nz) = n jakaa ryhmén F'/N mahtavuuden k. Néin ollen k& = gn jollakin
kokonaisluvulla ¢q. Téillin (Nz)* = (Nx)™ = ((Nx)")? = N7 = N kaikilla
x € F. Tésti seuraa, ettd 2% € N kaikilla z € F.

Olkoon z7 ...z, mikd tahansa supistettu sana joukon 7' yli. T&ll6in kai-
killa i, joilla ;' € S, piitee

N.Z'l....fﬂn :xl...xi,l(in)le...xn

= T1... Ii_l(NZEZ-_kZEi)IZ‘+1 ... Tp

k+

—k+1
= N.Tl L1 Tigy1---Tn,

missd ensimméinen ja viimeinen yhtasuuruus patevét, silla N on normaali
aliryhmi, ja toinen yhtdsuuruus pétee, silli ;% = (z;!)* € N. Kirjoittamalla
z;7 " = (27h)*~! nihdidn, ettd se on supistettu sana joukon S yli. Kiymélli

lipi jokainen i, jolla z; ' € S, saadaan, etté
Nzi...x, = Nw,

missd w on supistettu sana joukon S yli. Merkitdan saatua positiivista edus-
tajistoa U:lla. Huomataan, ettd joukon U mahtavuus on k, silld [F' : N] = k.

Tarkastellaan joukon B alkioita, jotka ovat siis muotoa u-z-w -z ', missi
u € U jax € S. Koska joukon U mahtavuus on k ja kun joukon S mahtavuus
on r, niin alkioita w - x, missa u € U ja x € S, on olemassa kaiken kaikkiaan
kr kappaletta. Lemman 3.22 (iv) nojalla jokainen u -z -w-Z ' # e on eri,
joten néaytetddn, ettd tdsmélleen & — 1 kappaletta alkioista on e. Lemman
3.22 (i) nojalla riittdd osoittaa, ettd k — 1 kappaletta alkioista w - x, missé
u € U ja x € S, kuuluu edustajistoon U eli ettd joukon US N U mahtavuus
on k— 1.

Olkoon v = xy...2, € U\ {e}, missd n > 1, sana joukon S yli. Koska
U\{e} C F, niin lemman 3.20 nojalla tésta seuraa, ettd myos «; ...z, € U.
Néin ollen voidaan merkitd v = u - x,,, missd u € U ja z,, € S, joten v € US
jav € U. Saadaan siis U \ {e} CUSNU.

Olkoon nyt u -z € US N U. Halutaan osoittaa, ettd u - x # e. Tehdédan
vastaoletus: u -z = e eli #7! = u € U. Taméi on kuitenkin ristiriita, silld
U on positiivinen Schreier-edustajisto ja z=! € S™1. Siis myos US N U C
U\ {e}, jolloin USNU = U \ {e}. Koska neutraalialkio kuuluu aina Schreier-
edustajistoon, niin joukon U \ {e} mahtavuus on k — 1.

Yhdistamalla edelliset tulokset saadaan, ettd joukon B mahtavuus on
kaiken kaikkiaan kr — (k — 1) = (r — 1)k + 1. Néin ollen on osoitettu, etté
ryhmén F' normaalin aliryvhmén N rangille patee

r(N)=(r—1k+1, (3.2.6)
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missé r = r(F) ja k = [F: N]|.

Olkoon H nyt ryhmén F' mielivaltainen aliryhmaé, jonka indeksi ryh-
méssd F on g (< 00). Merkitdédn H:n oikeiden sivuluokkien joukkoa C' =
{H,Huvy,Hvsy,...,Hu, 1}, missd v; € F kaikilla i ja vy = e. Méaéritelladn
jokaiselle w € F' kuvaus

Tw : C = C,
Hv— Hv-w.

Jokainen 7, kuvaa siis sivuluokat toisikseen. Jos Hv; - w # Hv; - w joillakin
© # j, niin oltava Hv; # Hwv;. Kaksi eri sivuluokkaa kuvautuu siis aina eri
sivuluokiksi. Koska joukon C' mahtavuus on ¢, niin kukin 7, vastaa yhté
symmetriaryhmén S, permutaatiota. Saadaan kuvaus

T:F =S,

W Toy,
joka toteuttaa homomorfiachdon: Olkoon wy,wy € F ja Hv € C. Tall6in

Twyws (HV) = Hv - (wy - wy) = Hu - wy - we

= (Hv-wy) - wy = Ty, (Hv - wy)
Ty (Tw, (HV)) = (Twy © T, ) (HY)
= (Tw, * Twy ) (HV).

Huomataan, ettd ydin ker 7 siséltyy ryhméan H: Olkoon a € ker 7. Tél-
16in
7, = 7(a) = id,
silld identiteettikuvaus id on symmetriaryhmén S, neutraalialkio. Tasta saa-

daan, etté
H=r1,H) = Ha,

joten on oltava a € H. Nain ollen ker7 C H.

Koska ydin ker 7 siséltyy ryhméaan H ja se on ryhméan F' normaali aliryh-
mé, niin ker 7 on my6s ryhméan H normaali aliryhméa. Merkitadn ker 7 = V.
Koska [F': H]| on &érellinen, niin myo6s [H : N| on &érellinen — oikeastaan
N:n indeksi H:ssa on enintdén g!:

Huomataan ensin, etta

neN & 7(n)=id & Vie{0,...,g—1}: Hv; - n = Hu;.

Koska alkion v; ei tarvitse kuulua mihinkdan tiettyyn edustajistoon, niin
oikeastaan: n € N, jos ja vain jos Hv -n = Hwv kaikilla v € F. Tutkitaan
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taman nojalla, milloin kaksi aliryhméan N sivuluokkaa ovat samat ryhmaéssa
H. Olkoot h,k € H.

Nh=Nk < h-k'e N &« VveF:Hv-h-k'=Hv
&S VveF:Hv-h=Hv-k
& Th = Tk-

Koska symmetriaryhméssé S, on kaiken kaikkiaan g! kappaletta eri permu-
taatioita, niin aliryhmélld N on enintédén ¢! sivuluokkaa ryhméssid H. Siis
[H: N] <gl

Voidaan siis merkitd [H : N] = h (< o0). Tall6in [/ : N| = [F': H|[H : N| =
gh, jolloin yhtélon (3.2.6) nojalla saadaan kaksi yhtéloa:

NQF, [F:N)=gh joten 7(N)=(r—1)gh+1;
N<H,[H:NJ=h joten r(N)=(r(H)—1)h+1.

Yhdistamaélla namaé saadaan
(r—1)gh+1=(r(H)—1)h+1,

josta ratkaisemalla saadaan haluttu tulos r(H) = (r — 1)g + 1. 0O
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4 Ryhman esitys

Téasséd luvussa naytdmme, miten ryhmé voidaan esittdd kompaktisti virit-
tdjien ja relaatioiden avulla. Alaluvussa 4.3 késittelemme erityisesti Abelin
ryhmié ja alaluvussa 4.4 ndytdmme, miten ryhmalle voi annetun esityksen
lisaksi muodostaa myos muita esityksia niin kutsuttujen Tietze-muunnosten
avulla.

Edellisessé luvussa, kun sanan késite oli viela uusi, halusimme tehdé eron
sanan ja tulon vélille. Sanan ja tuloesityksen vilisen yhteyden tarkastelun
jalkeen emme enéa tasséd luvussa tee eroa sanan ja tulon valille.

4.1 Maaritelma

Lahdemme liikkeelle ryhmén esityksen tarkasta, mutta epaintuitiivisesta méa-
ritelmésta. Téamaéan jalkeen teemme maéritelméan sisallostd enemméan kaytto-
kelpoisen.

Maaritelma 4.1. Olkoon S joukko ja F' vapaa ryhmé sen suhteen. Olkoon
ryhméan F' osajoukko R, joka koostuu joistakin supistetuista sanoista w jou-
kon T'= SUS~! yli. Muodostetaan joukon R normaali sulkeuma R ryhmés-
si I, jolloin on olemassa tekijaryhmé F/R. Merkitdin tité tekijiryhmis G.
Talloin voidaan merkita

G = (S|R),

missd yhtalon oikea puoli on ryhmén G esitys. Joukkoa S kutsutaan ryhmén
G wirittdjajoukoksi ja joukkoa R relaattorijoukoksi.

Ryhm# G koostuu siis sivuluokista Rw ja sen laskutoimitus seuraa vapaan
ryhméan F' laskutoimituksesta eli supistettujen sanojen yhdistamisesté:

Rw, Rw,, = Rwjws,

missa w; ja we ovat supistettuja sanoja.
Maaritellaan relaatio

w1 ~ Wy <= Ewl = E’LUQ. (411)

Relaatio ~ on ekvivalenssi, miké seuraa siitéd, ettd sivuluokkien samuus on
tunnetusti refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen relaatio. Jokaiselle
ryhmén F' sanalle w on néin ollen olemassa ekvivalenssiluokka [w], joka koos-
tuu kaikista supistetuista sanoista w;, jotka ovat relaatiossa ~ sanan w kans-
sa. Ekvivalenssirelaatio ~ méaraa siis ryhméan F' osituksen, jossa kaikki sanat
w;, jotka kuuluvat samaan sivuluokkaan Rw, on niputettu yhteen. Tutkitaan
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seuraavaksi, minkélaisia sanoja kuuluu ekvivalenssiluokkaan [wjws], missd
wy,wy € F. Kirjoitetaan ensin relaatio 4.1.1 muodossa

[w1] = [ws] & w1 € Rw,.

Koska normaali sulkeuma R on ryhmi, joka sisdltdd joukon R, niin se
sisiltas myos kaikki kidnteisalkiot r—!, missd r € R ja kaikki tulot 71 ...7,,
missé 7; € R U R™!. Muistetaan, ettd normaalin sulkeuman méiiritelmén

nojalla lisdksi kaikki alkiot

wrw’l,

missé w € F jar € R, seké niiden kdanteisalkiot ja tulot siséltyvét normaaliin
sulkeumaan R.

(i) Olkoot wy,wy € F jar € R. Talloin
WTWe = wlrwflwlwg S ﬁwlwg,
silld, wyrw; b € R. Néin ollen [wyrw,] = [wyw,] kaikilla r € R.
(ii) Olkoot wy,ws € F jar € R, Talléin
wyrwy = wirw; fwiwy = (wir w ) T wiws € Rwyws,

silli r~! € Rja (wyr—tw;h) ™! € R. Niin ollen [wirw,] = [wiws)] kaikilla
re R

(iii) Olkoot wy,wy € F ja ry,ry € R. Talloin
W1Tr1roWy = wlrlwflwlrgwflwlwg € Rwjw,,

silli, wyrwy fwirewyt € R. Néin ollen [wyrirows] = [wiws] kaikilla
r1,Te € R.

(iv) Olkoot wy,wy € F ja wrw™! € R. T&llsin
1, 1, -1 _ ~1 -
WIWTrwW T Wy = Wwrw wy wijwy = wiwr(ww) wiwy € Rwiws,

silli, wiwr(wyw)™t € R. Niin ollen [wywrw™lws] = [wiw,] kaikilla

wrw! € R.
Jatkamalla tarkastelua edelld esitettyyn tapaan voidaan todeta, ettd

[wiw,ws] = [wiws)] kaikilla w, € R.
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Merkitaan jatkossa o
w = [w] = Rw.

Néin ollen tekijaryhméakonstruktion lisdksi ryhméan G alla oleva joukko voi-
daan johtaa myés toisella tavalla:

Jokaisen supistetun sanan w ekvivalenssiluokasta 1oytyy supistettu sana,
josta on "typistetty” pois kaikki osasanat w,, jotka kuuluvat normaaliin sul-
keumaan R. Valitsemalla ekvivalenssiluokan edustajaksi aina téllainen typis-
tetty sana voidaan ajatella, ettd ryhmé G koostuu kaikista supistetuista ja
typistetyistd sanoista. Edellisen luvun teorian valossa voidaan myds sanoa,
ettd normaalin sulkeuman R sanoja w, vastaavat tulot antavat epétriviaaleja
relaatioita ryhméssé G joukon T suhteen.

Tarkastellaan vield ryhmén esitysta (S|R).

Maaritelma 4.2. Sanotaan, ettd ryhméa G on ddrellisesti esitetty, jos sen
jonkin esityksen virittdjajoukon S ja relaattorijoukon R mahtavuudet ovat
aarelliset.

Kasittelemme esimerkeissamme vain aarellisesti esitettyja ryhmia. Jos
S=A{a,...,ar} ja R={w,...,wy,}, niin ryhmén esitys voidaan kirjoittaa

G={(a1,...,a | wi,..., Wy).

Alkioita a; kutsutaan virittdjiksi ja sanoja w; relaattoreiksi.
Jos virittaja- ja relaattorijoukot ovat dérellisid, niin ryhmén esitys voi-
daan kirjoittaa myos

G={(a1,...,a, | w3 =" =w, =e), (4.1.2)
jolloin yhtéaloita w; = e kutsutaan relaatiotkst.

Lause 4.3. Jokaisella ryhmdlld on esitys ja jokainen ddrellinen ryhmd on
adarellisesti esitetty.

Todistus. Olkoon G miké tahansa ryhmé, G ryhmén G alla oleva joukko ja
F vapaa ryhmé joukon G suhteen. Identiteettikuvaus id : G — G laajenee
vapaan ryhmén méaéritelman nojalla homomorfismiksi 6 : ' — G. Talléin
ryhmé G on isomorfinen ryhmén F/ ker 6 kanssa ja silla on esitys

(G| ker 6).

Koska F' on vapaa ryhmaé ja kerf on ryhmén F' aliryhmé, niin ryhméa
ker 6 on my6s Nilsenin—Schreierin lauseen (lause 3.23) nojalla vapaa. Olkoon
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R sellainen joukko, ettd ker # on vapaa sen suhteen. Néin ollen &arellisella
ryhmalld G on esitys B
(G|R),

missd virittdja- ja relaattorijoukot ovat ddrelliset. Nilsenin—Schreierin lauseen
nojalla saadaan laskettua niiden kertaluvut: jos #G = g, niin #G = g ja
#R=r(ker)=(g—1)g+1=¢g>—g+1. O

Edellisessé lauseessa johdimme mielivaltaiselle ryhmaélle erdéan esityksen.
Ryhman esitys ei kuitenkaan ole yksikésitteinen, kuten mychemmin nahdééan.
Yleensa halutaan, ettd ryhmén esitys on mahdollisimman lyhyt. Emme siis
késittele tédssé tutkielmassa tapauksia, joissa virittdjajoukolla S ja relaatto-
rijoukolla R on yhteisié alkioita. Mikali S N R # ), niin alaluvun 4.4 teorian
nojalla ryhmélle G = (S|R) saadaan toinen esitys (S’|R’), missd S'N R = ().

4.2 Eraiden ryhmien esityksia

Esimerkki 4.4. Olkoon ryhmé F vapaa joukon S suhteen. Koska jokaisella
ryhmaélld on esitys, niin ryhmaélld F' on esitys

F={510),

silla ryhméssé I ei ole epétriviaaleja relaatioita joukon T'= SUS™! suhteen.

Esimerkki 4.5. Jos ryhméan G relaattorijoukko R on epatyhjé, niin ryhman
G alkioilla ei ole yksikésitteisté esitystd. Olkoon ryhmé

G = {a,b|aba b7, a’b?).

Niin ollen ryhméssé G on epétriviaalit relaatiot aba™'b~! = e (tdmé relaatio

itse asiassa tekee ryhmén vaihdannaiseksi) ja a?b~3 = e, jolloin esimerkiksi

ab™' =ab te =ab 'a?h 3 = a®b 7.

Huomataan, ettd olemme saaneet vastaavanlaisen relaation aiemmin esi-
merkissa 3.7, kun késittelimme ryhméé (Z, +) virittdjajoukon {2, 3} suhteen.
Silloin

3—2=3+3+3—-2—-2—-2-2.

Esimerkki 4.6. Olkoon joukko S = {a, b}, missi on tasan kaksi eri alkiota.
Tarkastellaan lisda edellisen esimerkin ryhmé&a ja verrataan sitd joukon S
virittdméaan vapaaseen ryhméan. Olkoot

F={(a,b|0) ja G={a,b|aba b~ a®b?).
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Ryhmaissi I sana ab~'a?b~2a~! on supistettu, silld alkiota ei seuraa sen kiin-

teisalkio. Ryhmaéssé G sana kuitenkin typistyy ja supistuu, silld ryhméssa G

on relaattori a?b~3:

ab~'a*b*at = ab ' (a®b?)ba”t = ab 'ba ! = e.

Toisaalta toteamalla, etta
ab~'a*b*at = (ba ') Ha*b ) (ba ) € R

voidaan sana typistaa pois suoraan.

Esimerkki 4.7. Olkoon ryhmé
{a,b|a* b? (ab)?). (4.2.1)

Koska virittdjan a kertaluku on 4, niin silld on nelja erisuurta potenssia,
e,a,a’ ja a®. Vastaavalla tavalla virittdjilla b on kaksi erisuurta potenssia e
ja b (misséd molemmat e ovat ryhmén neutraalialkiona samat). Liséksi ryhmén

méaaradvien relaatioiden nojalla
abab = e eli aba = b eli ba = a’b.

Néiden avulla huomataan, ettd ryhmééan (4.2.1) kuuluu tésmélleen 8 alkio-
ta e, a,a? a3 b, ab,a®b, a®b ja voidaan perustella ryhmén kertotaulu, joka on

esitetty taulukossa 2.

2@ b ab a*b a’b

e a a

el e a a* a b ab a’b a’b
a a a®> a® e ab a* a*b b
a’> | a®> a® e a a*b a*b b ab

a® | a® e a a® a*b b ab a®b
b | b a*b a’b ab e @ a® a
ab|ab b @b a*b a e a® a*

a’bla’b ab b b a® o« e a
a*b|a*b a*b ab b a® a® a e

Taulukko 2: Ryhmén 4.2.1 kertotaulu.

Jos virittaja a vastaa kulman 5 kiertoa vastapéividn ja virittaja b pei-
lausta diagonaalin suhteen, siis maaritelman 2.9 merkintoja kiyttaen a = Ry
ja b = D', niin a® = Rigy, a® = Rarg, ab = H, a’b = D ja a®b = V. Ver-
taamalla taulukoita 1 ja 2 keskenddn ndhdddn, ettd ryhméa (4.2.1) esittda
dledrlryhmaa D4 = ({I, Rgo, ngo, R270, D/, H, D, V}, O).
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Myo6hemmin késittelemme yleisemmin diedriryhmén D,, esitystd. Osoi-
tamme ensin kaksi hyodyllista lemmaa.

Lemma 4.8. Olkoot X,Y ja Z ryhmid, o : X — Y epimorfismi ja B : X —
Z homomorfismi siten, ettd ker o C ker 8. Tdlloin on olemassa homomorfis-
miy Y — Z, jolle pitee v o = f3.

Todistus. Kuvassa 5 on esitetty tilanteen kuvauskaavio. Merkitseméttomat
nuolet tarkoittavat inkluusiokuvauksia.

T~ /
ker 0(/ \

Kuva 5: Lemman 4.8 kuvauskaavio.

Kuvaus a on surjektio, joten jokaista y € Y kohti on olemassa sellainen
r € X, ettd a(r) = y. Madritellddn kuvaus v: Y — 7 :

Y(y) = v(a(z)) = (v o a)(x) = B(x). (4.2.2)

Osoitetaan ensin, ettd kuvaus v on hyvinmééritelty, eli ettd sen arvo on riip-
pumaton alkukuvapisteen x valinnasta. Olkoon 2’ € X toinen alkukuvapiste
y:lle, eli a(2’) = y = a(x). Kuvaus o on homomorfismi, joten

a(@) = a(z) & e=a(@)a(z) ™ = a(@)alz™) = ala’z™1).

Niin ollen 2’z ! € kera C ker 3, joten S(2’z~!) = e. Télléin vastaavasti
kuin ylld saadaan

Ba') = Bx) =(y).
Osoitetaan vield, ettd v toteuttaa homomorfiachdon. Olkoot y;,y2 € Y
ja x1, 9 € X niiden alkukuvapisteet. Talloin, koska o on homomorfismi, niin

a(r172) = a(z1)a(r2) = Y1y

Alkio x1x9 € X on siis alkion 1y € Y alkukuvapiste. Kuvaus S on homo-
morfismi, joten kuvauksen v mééritelmén (4.2.2) nojalla

V(W1y2) = v(a(z122)) = Blarwz) = B(x1)B(22) = ¥(Y2)7(y2),

joten v on homomorfismi. O
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Lemma 4.9. Olkoon G ryhmd, jolla on ddrellinen esitys (X |R). Olkoon myds
H ryhmd ja kuvaus 0 : X — H. Jokaiselle ryhmdn G sanalle w = xy ... x,,
missa x; € X kaikilla i, merkitiin w' = 0(z1) ...0(x,). Oletetaan, ettir' on
ryhmdn H neutraalialkio, kun r € R. Tdlloin kuvaus

¢:G— H, w—u

on hyvinmadritelty homomorfismi. Jos alkiot 0(x;) lisiksi virittavat H :n, niin
kuvaus ¢ on surjektio ja H on ryhmdn G homomorfinen kuva, eli |H| < |G|.

Todistus. Kuvassa 6 on esitetty tilanteen kuvauskaavio. Kuvaukset o ja f3
ovat inkluusiokuvauksia.

Kuva 6: Lemman 4.9 kuvauskaavio.

Olkoon F' on vapaa ryhmé joukon X suhteen. Vapaan joukon formaalin
méaéritelmén nojalla kuvaus 6 : X — H laajenee (yksikésitteisesti) homo-
morfismiksi 6; : F — H. Olkoon r =ry...7, € R, jolloin ' = ep. Koska

r'=0(r1)...00r,) =01(r1)...01(r,) = 01(r1...1n) = 01(r),

niin oletuksesta seuraa, ettd r € ker ¢, kun r € R. Oletus voidaan siis kir-
joittaa R C ker 6;. Normaali sulkeuma R on suppein F:n normaali aliryhmi,
joka sisdltéid joukon R, joten R C R C ker ¢.

Olkoon v luonnollinen kuvaus F — G = F/R. T#lléin ker v = R. Yhdis-
tetdadn edelliset tulokset, jolloin saadaan ker v = R C ker 6.

Koska F, G ja H ovat ryhmia, v : F' — G on epimorfismi, 6, : ' — H on
homomorfismi ja ker v C ker #;, niin lemman 4.8 nojalla on olemassa sellainen
homomorfismi ¢; : G — H, ettd ¢, ov = 6. Tutkitaan vield, onko ¢; kuvaus
0.

Olkoon w = x7...x,, missd x; € X. Ndhdaan, etta
(91 0v)(w) = d1(v(w)) = ¢1(Rw) = 1 (w).
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Toisaalta esimerkin 3.14 mukaisesti homomorfismille #, joka laajentaa ku-
vauksen 6, pétee

01 (w) = 01(x1) ... 01(x,) = 0(z1)...0(x,) =,

silld z; € X. Koska (¢1 o v)(w) = 0;(w), niin ¢1(w) = w' = ¢(w) kaikilla
w e G.

Jos alkiot 6(z;) virittéviat ryhmén H, niin kuvaus 6; on surjektiivinen.
Talloin my6s kuvaus ¢ on surjektiivinen, joten im(G) = H. On siis oltava

|H| < |G O
Lemma 4.10. Diedriryhmdn D,, mahtavuus on 2n.

Todistus. Diedriryhmén D,, alkiot ovat sdédnnollisen n-kulmion kiertoja ja
peilauksia. On olemassa symmetria, joka kuvaa kulmion kérjen 1 kérjeksi
1. Koska kirki 2 on kérjen 1 vieressd, niin kirki 2 kuvautuu téalléin joko
kérjeksi ¢ — 1 tai ¢+ 1 (missd 1 —1 =n jan+1 = 1). Néin ollen on olemassa
n -2 mahdollisuutta valita kirkien 1 ja 2 kuvapisteiden sijainti. Symmetriassa
riittad madrittaa kdrkien 1 ja 2 kuvapisteiden sijainti, silla muiden kérkien
kuvapisteiden sijainti méardytyy ndiden mukaan. Sdannollisten n-kulmioiden
symmetrioita on siis olemassa korkeintaan 2n kappaletta.

Toisaalta saannolliselld n-kulmiolla on kiertoja ja peilauksia vahintaén 2n
kappaletta. Néin ollen diedriryhméan D,, mahtavuus on 2n. O

Edellisten lemmojen avulla voimme osoittaa diedriryvhmén D,, ja sym-
metriaryhmén 5, esitykset.

Lause 4.11. Diedriryhmdlld D,, on esitys

(@,y | 2", y" (xy)?). (4.2.3)
Todistus. Tutkitaan sdannollista n-kulmiota, jonka kérjet on numeroitu myo-
tapaivdan 1,2, ..., n, kuten neli6é alaluvun 2.2 kuvissa 1 ja 2. Olkoon kuvaus
0 : {[E, y} _> Dnu
x— (12...n),

y— (2n)(3(n—1))...,

missd y:n kuvan viimeinen transpositio riippuu n:n parillisuudesta. Alkio x
kuvautuu siis kulman 27” kierroksi (kierto vastapéivéén) ja alkio y peilauksek-
si sellaisen suoran suhteen, joka kulkee monikulmion keskipisteen ja kérjen 1
kautta.
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Nahdaén, etta
O(z)-0(y) =0(y)d(z) = (2n)(3(n—1))...(12...n) = (In)(2(n —1))...,
joten lauseesta 2.15 seuraa, etta
ord(f(z)) = n, ord(A(y)) = 2, ord(8(z) - 0(y)) = 2. (4.2.4)

Merkitédén ryhméé (4.2.3) G:lla. Ryhmaélla G on #édrellinen esitys ja sen
virittdjdjoukolta {x,y} on kuvaus @ toiselle ryhmélle D,,. Lisdksi yhtaloiden
4.2.4 ja seurauksen 2.8 mukaan

(@) =0()" =e, () =0)=e ((2y)") = (0(x) 0(y)*=e.

Kuva-alkiot (™)', (y*)" ja ((xy)?)" ovat siis D,:n neutraalialkioita. T#lloin
lemman 4.9 mukaan on olemassa homomorfismi

¢:G— D,.

Saannollisen n-kulmion kaikki symmetriat saadaan kahden symmetrian
avulla: kulman 27” kierto vastapaivadn ja peilaus sellaisen suoran suhteen,
joka kulkee monikulmion keskipisteen ja kérjen 1 kautta. Lisdksi siis 0(x) ja
O(y) virittavat ryhmén D,,. Lemman 4.9 nojalla siis pétee lisiksi, ettd ¢ on
surjektio ja |D,| < |G]|.

Toisaalta G:n relaattoreista seuraa, etté

zyry = e eli zyr = y eli yz = 2" y.

1 1

Koska lisiksi 27! = 2" ja ¢y~
siis kirjoittaa muodossa

= y, niin jokainen ryhmén G alkio voidaan

'y,
missd i =0,1,...,n—1jaj=0,1. Néin ollen |G| < 2n = |D,|.
Koska ryhmien G ja D, vililld on epimorfismi ja niiden mahtavuudet ovat

yhté suuret, niin ne ovat keskendén isomorfiset. Yhtalo 4.2.3 on siis ryhmén
D,, esitys. O

Lause 4.12. Symmetriaryhmdlld S, on esitys
<.T1,...,[L’n,1 ‘RUSUT>, (425)
missa

R={a}|1<i<n-1}
T={lesa) [2<i+1<j<n—1}.
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Todistus. Merkitdan ryhméé (4.2.5) G,,. On osoitettava, ettd ryhmét S, ja
G,, ovat isomorfiset.
Osoitetaan ensin, ettd on olemassa homomorfismi G,, — S,,. Mééritellaan
kuvaus
O:{xy,...,xn_1} = Sn, i (i(i + 1)),

missa 1 <i<n-—1.
Lauseen 2.15 ja seurauksen 2.8 nojalla

(23) = (0(x))* = (i(i +1))* =e, missi 1 <i<n—1, ja

2

(@izi1)®) = (0(21) - 0(2i41))° = (0(2342)0(2:))" = (0 + 1)(E +2)(i(i + 1)))°
= (i(i+2)(i+1))°=e, missi 1 <i<n-—2.

Permutaatiot (i(i + 1)) ja (j(j + 1)), missd 2 <i+1 < j <n—1, ovat
erillisid, joten ne kommutoivat. Talloin

(24, 25]" = [0(2), ()] = (i(i + 1)), (§ (7 +1))] = e.

Relaatiot R, S ja T péatevét siis myos ryhmaéssa S,,. Lisdksi seurauksen 2.18
mukaan transpositiot 6(z),0(xs) ... ja 6(z,—1) eli (12),(23),... ja ((n —
1)n) virittavit ryhmén S, joten lemman 4.9 nojalla on olemassa epimorfismi
Gn — Sy ja |S,] < |Gyl

Osoitetaan vield induktion avulla, ettéd |G, | < n! = |S,|. Kun n = 1, niin
G, on triviaali ryhmé {e}, joten |G;| = 1 < 1! ja, kun n = 2, niin G,, on
syklinen ryhmé (x; | %) = {e, 2}, joten |Gy| = 2 < 2.

Tehddén nyt induktio-oletus: G,,_1 < (n—1)! jan > 3. Olkoon H alkioi-
den zq, ..., 7, o virittdméa G,:n aliryhméa ja maaritelldan

Yo =6€, Yi = Tp—1---Tp—i,
missd 1 < i <n — 1. Olkoon joukko
A=HyoU---UHy, 1 ={hy; |h € H, 1 <i<n-—1},

joka on G,:n osajoukko. Halutaan osoittaa, ettd A = G,,. Koska A C G,,
niin riittda osoittaa, ettd G,, C A.

Tutkitaan tuloa hy,x; € Az;, misss h € H,0<i<n—-1ja0<j<n-1.
Jaetaan tarkastelu kuuteen erilliseen tapaukseen. Relaattorijoukot R ja S
koskevat kaikkia x;, missd 1 < ¢ < n — 1, mutta relaattorijoukossa 7' on
huolehdittava, ettd alkioiden z; ja x; indekseille patee i + 1 < j:
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(i) Oletetaan, ettd i =0 ja j < n — 1. Télléin

(i)

hy;x; = hex; = hx; € H.
Koska yy = e, niin H = Hyy C A, joten hy;xz; € A.
Oletetaan, ettd i« = 0 ja j = n — 1. Talloin
hy,x; = hex,_1 = hy, € Hy, C A,
joten hy;z; € A.
Oletetaan, ettd 1 <7 <n—1jan—i<j <n—1. Talloin
hyil’j = h(.fEnfl R E i R .CEn,i)[L'j

= hxn_l e L 1T G A XL G- o Tn—y

= h.fEn,l e L TG Tj—2 . . Tp—y

= hxj_lxn_l o Tp—g

= hxj—lyz‘,
missé toinen ja neljas yhtalo seuraa relaattorijoukosta 1" z,x,, = T,,T,,

kun n+1 < m. Kolmas yhtélo seuraa puolestaan relaattorijoukoista R

B = aamerear el 27! mists :
ja S: R nojalla (z;_12;)° = Tj1TTi 1T, ;% mistd seuraa S:n

nojalla z;x;,_1x; = xj_12;x;_1.
Koska alkiot xy,...,x,_o virittavit ryhmén H, niin oletuksen n — i <
J < n —1nojalla ;1 € H. Nyt ndhdaan, ettd hy,z; = hx;j_1y; €
Hy; C A, joten hy;x; € A.
Oletetaan, ettd 1 <i <n —1jaj=mn— i Téalloin
hyiﬂfj =NTp 1. Tpoit1Tn—iTn_;

= h.fEn,l c. $n7i+1$i,i

= hxn_l oo Tp—ijti

= hyi*la

missd kolmas yhtalo seuraa relaattorijoukosta R ja neljas yhtalo nah-
daan helposti, silla Yi-1=Tp-1-+-Tpn—(i-1) = Tp-1---Tp—it1-

Koska hy;,—1 € Hy;—1 C A, niin hy;z; € A.
Oletetaan, ettd 1 <i<mn—1jaj=mn—1i— 1. Talloin
hyixj = hxn—l v Tp—ilp—i—1
=hxp_1... Tp—iTp—(i41)
= hyiy1 € Hyip1 C A,
joten hy;z,; € A.
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(vi) Oletetaan, ettd 1 <i<n-—1jaj<n—i— 1. Télléin
hyixj = hxn—l ce e Ui y.

Oletuksesta 7 < n — i — 1 seuraa, ettd j + 1 < n — i. Koska liséksi
1<i<n—1,niin j+1<n—1i<n—1. Néin ollen relaattorijoukon
T nojalla

hin'j = hxjyz

Koska z; € H, kun j <n —7—1 <n — 1, niin hx;y; € Hy; C A, joten
hyil’j c A.

Olemme osoittaneet, ettd hy,x; € A kaikilla h € H,0 < i < n—1 ja
0 <j<n-—1,joten Az; C A kaikilla j. Toisaalta, koska R siséltyy G,:n
relaattorijoukkoon, niin my6s jokaiselle kdanteisalkiolle x;l pétee

Aa:j_l = Ax; C A,

missd 1 < j < n — 1. Télléin mille tahansa ryhmén G,, sanalle w pétee
Aw C A, misté seuraa, ettd AG,, C A.

H on aliryhmé, joten e € H, jolloin ndhdéén, ettd joukko A sisdltda
alkion eyy = e. Néin ollen

Gn = eGn - AGn - A,

joten A = G,.
Aliryhmélla H on samat virittdjaalktiot kuin ryhmalla G,,_; ja niissa
patevit relaatiot, jolloin jélleen lemman 4.9 ja induktio-oletuksen nojalla

|H| <|Gp-1] < (n—1)
Toisaalta

joten |G,| < |S,|. Yhdistamaélla edelliset tulokset saadaan |G, | = |S,]|.

On todistettu, ettd on olemassa epimorfismi # ryhmaélta G,, ryhmélle S,,.
Toisaalta ollaan osoitettu, ettd ryhmilla G, ja S,, on sama mahtavuus, joten
ryhmét ovat isomorfiset. Symmetriaryhmalla S, on siis esitys 4.2.5. U

Maaritelma 4.13. Ryhmi4, joilla on esitys

D(l,m,n) = (z,y | 2", y™, (zy)"),

kutsutaan von Dyck -ryhmiksi.
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Esimerkki 4.14. Edellisten lauseiden nojalla huomataan, ettd diedriryhma
D,, ja symmetriaryhmé S35 ovat von Dyck -ryhmia,

D, = <$’y ’ xn’y2> ($y)2> = D(n,2,2),
Ss = (x,y | 2%, 9% (xy)*) = D(2,2,3).

Lause 4.15. Jos G = (X|R) ja H = (Y'|S) ovat kaksi esitystd, niin ryhmien
G ja H suoralla tulolla G x H on esitys

(XUY | RUSU[X,Y]), (4.2.6)

missa [X,Y] esittad kommutaattorijoukkoa {[z,y] | v € X,y € Y}.

Todistus. Merkitdan ryhmaa (4.2.6) D:1l4. Virittdjajoukot X ja Y sisdltyvit
ryhmééan D ja relaattorijoukot R ja S siséltyvit ryhmén D relaattorijouk-
koon. Néin ollen inkluusiokuvaukset X — D ja Y — D indusoivat lemman
4.9 nojalla sellaiset homomorfismit 6 : G — D ja ¢ : H — D, ettd 0(r) = ep
kaikilla 7 € R ja ¢(s) = ep kaikilla s € S. Niiden homomorfismien avulla
voidaan maaritelld kuvaus

a:Gx H— D, (g.h) — 0(q)b(h).

Kuvauksen o homomorfisuus seuraa kuvauksien 6 ja ¢ homomorfisuudesta:
Olkoon a,c € G ja b,d € H. Niin ollen

a((a,b)(c, d)) =alac, bd) = f(ac)é(bd) = 8(a)8(c)(5)é(d)
~0(a)p(1)9(c)é(d) = ala, balc, d),

misséd neljds yhtdsuuruus pétee, silld kommutaattorijoukko [X,Y] sisdltyy
D:n relaattorijoukkoon.

Kommutaattorijoukon [ X, Y] ominaisuuksien nojalla pitee myos, etta jo-
kainen ryhmén D sana w voidaan kirjoittaa muodossa w = gh, missa g € G
ja h € H. Lemmasta 4.9 seuraa, ettd inkluusio X UY — G x H laajenee
homomorfismiksi

f:D—GxH, w—(g,h),

misséd w = gh € GH. Homomorfismilla « on siis kidnteiskuvaus (3, joiden
yvhdisteet o o 8 ja 3 o a ovat molemmat identiteettikuvauksia. Kuvaus a on

siis isomorfismi ja 4.2.6 on suoran tulon G' x H esitys.
O

Aiemmin esimerkissa 4.7 pystyimme paéttelemaan ryhmén esityksen avul-
la sen kertotaulun. Enté voiko ryhmén kertotaulusta johtaa ryhmén esityk-
sen?
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Lause 4.16. Olkoon G ryhmd, jonka kertolasku on
m:GxG— G,
Tdlloin ryhmalla G on esitys (X|R), missd

X = ryhmdn G alla oleva joukko, ja
R = {zym(z,y)"! | z,y € G}.

Todistus. Olkoon M ryhmé, jolla on esitys (X|R). Relaattorijoukko R koos-
tuu relaatioista, jotka péatevit ryhméssa G, joten ryhmissa M ja G on samat
neutraalialkiot. Talloin lemman 4.9 nojalla identiteettikuvaus X — G laaje-
nee homomorfismiksi o : M — G. Toisaalta homomorfismilla o on kdanteis-
kuvaus

6:G— M, x+— z,

sillai G C M. Koska yhdisteet oo 8 ja 8 o a ovat molemmat selvésti identi-
teettikuvauksia, niin a on isomorfismi ja ryhmalld G on esitys (X|R). O

4.3 Abelin ryhmat

On syytéa tutkia vield erikseen Abelin ryhmia.

Lause 4.17. Adrellisti kertalukua n olevan syklisen ryhmdn esitys on
(x]z").

Todistus. Tarkastellaan vapaan ryhmén F' = (z|()) normaalia aliryhmii R =
{z"}. Alkiot

2 —1
e,r,x*, ..., "

muodostavat aliryhmén R positiivisen Schreier-edustajiston U ryhmin F
suhteen.
Muistellaan, ettd B on lemman 3.22 kohdassa (iv) mééritelty joukko

B={uruz ' |ueU, ze€S}\{e}.

Téssé tapauksessa S = {z}. Kootaan taulukkon 3 ensimméiseen sarakkeeseen
joukon U alkiot, ensimmaiseen riviin joukon S alkio ja lasketaan toiseen
sarakkeeseen seuraaville riveille tulo wauz !, missi u € U jaz € S.
Lemman 3.22 kohdan (i) nojalla uzuz ! = e, jos ja vain jos uzr € U.
Niin ollen saadaan taytettya taulukon toinen sarake viimeistéd rivia lukuu-

nottamatta, silli 2" ‘x € U kaikilla 2 < i < n. Viimeiselld rivilld vz =
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Taulukko 3: Taulukko joukon B maarittdmiseksi.

2" 'z = 2" Koska 2™ € {a"}, niin {z"}2" = {2"}, jolloin uz = e. Niin

ollen uxuzr = x"e = x".
Taulukosta 3 néhddén, ettd B = {z"}. Lemman 3.21 ja lemman 3.22
kohdan (iv) nojalla joukko B virittdd aliryhmén R, joten
(") = {a"}.

Niin ollen F//R on yhden alkion virittim# ryhmé ja sen mahtavuus on n:

F/R = (2)/(z") = {{2"), (2")x, ..., (z")a" "'},
ja silla on esitys
O

Esimerkk: 4.18. Jaannosluokkaryhméa modulo n on kertalukua n oleva sykli-
nen ryhmaé. Edellisestéa lauseesta seuraa, etté

Ly, = (x|2").
Esimerkki 4.19. Lauseen 4.15 nojalla
Ty X Ty = {a,b | a® b, [a,b]).

Virittdja a on kertalukua 2, joten silla on kaksi erisuurta potenssia e ja a.
Vastaavasti virittdajialla b on kolme erisuurta potenssia e, b ja b* (missd mo-
lemmat e on ryhmén Z, x Z3 neurtaalialkiona samat). Koska liséksi [a, b] = e,
niin ryhmaé on vaihdannainen. N&in ollen ndhdéén, ettd ryhméadan kuuluu tés-
miélleen kuusi alkiota: e, a, b, b, ab, ab®.

Additiiviset ryhmét Zs x Zs ja Zg ovat isomorfiset, silla kun alkio b ku-
vataan alkioksi a?, niin saadaan ryhmé

{e;a,a% ()%, a0’ a(a®)*} = {e,a, ..., a"} = (ala’) = Zs.
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Lemma 4.20. Olkoot F vapaa ryhmd joukon X suhteen sekd R ja S ryhmdn
F osajoukkoja. Jos R C S, niin on olemassa epimorfismi

0: (X|R) = (X]9).
Todistus. Olkoot a ja [ kuvaukset:

a:F— F/R, w— Ruw
B:F — F/S, ws Sw.

F,F/R ja F/S ovat ryhmii ja kuvaukset o ja j3 ovat surjektiivisia homo-
morfismeja. Oletuksen nojalla R C S, jolloin myos R C S. Téstd seuraa,
etta

kera = R C S = ker 8.

Néin ollen lemman 4.8 nojalla on olemassa sellainen homomorfismi
0:F/R— F/S

ettd # o « = (. Nain ollen kuvauksen 6 surjektiivisuus seuraa kuvauksen /3
surjektiivisuudesta. Kuvaus 6 on siis epimorfismi.

Tekijiryhmiin F/R esitys on (X|R) ja vastaavasti ryhm#i F/S vastaa
esitys (X|.S). On siis osoitettu, ettd on olemassa epimorfismi

0:(X|R) = (X|S).
U
Tutustumme lopuksi kommutaattorialiryhmén tekijaryhméan G/[G, G].

Lause 4.21. Olkoon ryhmdlld G esitys (x1,...,x, | R). Tdlloin ryhmdén
G/|G, G| esitys on
(x1,...,2, | RUS), (4.3.1)

missd S = {[x;, x4]|1 <i<j<n}.

Todistus. Merkitdan ryhméa (4.3.1) H:lla. On osoitettava, ettd ryhmét H ja
G/|G, G] ovat isomorfiset.

Ryhmilld G ja H on sama virittdjajoukko ja G:n relaattorijoukko sisél-
tyy H:n relaattorijoukkoon. Néin ollen lemmasta 4.20 seuraa, ettd on ole-
massa epimorfismi 6 : G — H. Lisdksi on olemassa epimorfismi nat : G —
G/|G,G], z — [G, G]z. Tilanteen kuvauskaavio on kuvassa 7.
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ero~__ /G/[G Gl

[G,G]

Kuva 7: Lauseen 4.21 kuvauskaavio.

Néytetadn, ettd [G, G] C ker(#): Olkoon ¢ € [G, G]. Alkio g voidaan siis

kirjoittaa muodossa g = [a1, b1] . .. [an, by, missi jokainen a;, b; € G. Koska 6
on homomorfismi ja H on Abelin ryhmé, niin
e(g) = 0([@1, bl] : [anu bn])
= 0(ay )O(br)0(a1)0(b1) ... 0(a,)0(b,")0(an )0 (by)
=0(a1) 1 0(by) " 10(ar)0(by) ... 0(a,) '0(b,) *0(ay,)0(by,)
=0(a1)"'0(a1)0(b1)"'0(by) . .. 0(a,) 10(a,)0(b,) 0(by)
=e

joten g € ker 6. Mielivaltainen ryhmén [G, G] alkio kuuluu siis ytimeen ker 6,
jolloin [G, G] C ker 0. Koska ker(nat) = [G, G], niin ker(nat) C ker(). Néin
ollen kaikki lemman 4.8 oletukset péatevit, joten on olemassa homomorfismi
v:G/|G,G] — H.

Toisaalta lemman 4.9 nojalla kuvauksella v on my6s kddnteiskuvaus 7’
Maéritellddn ensin kuvaus

¢ : {xlu s wrn} — G/[Gu G]7 Tit— [G7 G]xz
Néhdédén, ettd jos r =ry...r, € R, missa r; € {x1,...,x,} kaikilla ¢, niin

r'=¢(r)...o(rm) =[G, Gry ... [G,G]rm,
=[G, G|(r1...mm) = [G,G]r =[G, G| = eqjie,a,

silld r = e ryhmassa G.
Liséksi, jos s = [z;,x;] € S, niin

= ¢(x;) " o(2;) " d(2:)¢(x;) = |G, Gla; ' [G, Gl (G, Glai[G, Gla
= [G G] [.IZ,IB]] - [G’ G] = €@/1G,G)»

silla [[L’Z',IL']'] S [G, G]
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Tasta ndhdadn, ettd ryhméan H maardavit relaatiot patevat myos ryh-
méssi (G, G, jolloin lemman 4.9 nojalla on olemassa homomorfismi v/ : H —
G/G,q].

Ryhméat G/[G, G] ja H ovat siis isomorfiset, eli (4.3.1) on kommutaatto-
rialiryhmén tekijaryhméan G/[G, G] esitys. O

Vapaat Abelin ryhméat

Aiemmin olemme todenneet, etté yleisessé tapauksessa vapaa ryhmé F' ei ole
vaihdannainen. Seuraavaksi tutustumme vield vapaisiin Abelin ryhmiin.

Maaritelma 4.22. Olkoon F' ryhma ja S sen osajoukko. Sanotaan, ettd F'
on vapaa Abelin ryhmd joukon S suhteen, jos jokaista Abelin ryhméa G ja
jokaista kuvausta 6 : S — G vastaa yksikasitteisesti sellainen homomorfismi
0,: F— G, etta

kaikilla s € S.

Vapaan Abelin ryhmén maaritelma poikkeaa siis vapaan ryhmén formaa-
lista médritelméstd (mééritelmd 3.11) ainoastaan siten, ettd mielivaltaisen
ryhmén G sijaan vaaditaan mielivaltainen Abelin ryhma.

Lause 4.23. Olkoon F wvapaa ryhmd joukon X = {x1,...,x,} suhteen ja
olkoon joukko
R={[zi,z;] |1 <i<j<n}.
Tdlloin
(U R= [Fv F],
(i) F/[F, F] = (X|R),
(ii) F/[F, F] on vapaa Abelin ryhmd, jonka rangi on n,

(iv) F/[F, F| on isomorfinen n:n ddrettomdn syklisen ryhmdn suoran tulon
kanssa.

Todistus. (1) Ryhmin F/R = (X|R) virittijit kommutoivat keskeniiin,
joten se on selvisti Abelin ryhméa. T&lloin lauseen 2.23 nojalla [F, F] <
R, joten [F, F] C R.
Toisaalta joukon R mééaritelmén nojalla R C [F, F, jolloin lauseesta
2.22 seuraa, ettd [F, F] on ryhmén F normaali aliryhmi. Koska R on
suppein ryhméan F' normaali aliryhma, joka sisaltdéd joukon R, niin on
oltava R C [F, F].

Niistd seuraa, ettdi, R = [F, F], joten alkuperiinen viite on siis tosi.

51



(ii) Viite seuraa suoraan kohdasta (i): F/[F, F] = F/R = (X|R).
(iii) Maaritellaan kuvaus
kK:X — A, XTi— [F,F].CEZ,

missda A = {[F,Fl|x; | 1 < i < n}. Kuvauksen kaksi kuva-alkiota
[F, Fla; ja [F, Flz; ovat samat, jos ja vain jos z;2;' € [F,F] = R.
Kuitenkin joukon R alkioiden tekijéiden x; eksponenttien summa on
aina nolla. Nain ollen xix;1 € R, vain jos i = j. Joukon A mahtavuus
on siis my6s n. Osoitetaan, ettd F'/[F, '] on vapaa Abelin ryhmé joukon

A suhteen.

Kuvassa 8 on kyseisen tilanteen kuvauskaavio. Merkitseméattomat nuo-
let tarkoittavat inkluusiota, v on luonnollinen kuvaus F' — F/[F, F|, B
on Abelin ryhmé ja 6 : A — B on mika tahansa kuvaus. Koska ryhmé
F on vapaa joukon X suhteen, niin vapaan ryhméan formaalin maéri-
telmén nojalla on olemassa homomorfismi #;, joka laajentaa kuvauk-
sen 6 o k. Osoitetaan, ettd on olemassa yksikésitteinen homomorfismi
¢ : F/|F, F] — B, joka laajentaa kuvauksen 6.

X > F

A—>FI[FF]

0 A

Kuva 8: Lauseen 4.23 kohdan (iii) kuvauskaavio.

Olkoon w € [F, F]. Néin ollen voidaan kirjoittaa
w=a; b raiby ... a, b a,by,,

missé a;, b; € F kaikilla ¢. Koska ryhméd B on Abelin ryhmaé ja kuvaus
#; on homomorfismi, niin

01(w) = 01(a; by ab. . .a, b,  ayb,)
= (a7 )01(b71)0(a1)61(D1) - - - 01 (ay, )61 (D, )01 (a0 )0 (Dn)
= 9(@1)_16’(a1)«91(bl)_lel(bl) e «91(an)_101(an)é’l(bn)_lﬁ(bn) = €p,
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joten [F, F] C ker6,. Toisaalta kerv = [F, F|, joten kerv = [F, F] C
ker #,. Koska liséksi v on epimorfismi, niin lemman 4.8 nojalla on ole-
massa sellainen homomorfismi ¢ : F/[F, F| — B, etti ¢por = ;. Muis-
tetaan, ettd lisiksi §; = 6 o k, joten ¢(v(z)) = O(k(x)), kun z € X.
Myos kuvaus k on surjektio, joten toisaalta ¢(a) = 0(a) kaikilla a € A.
Néin ollen homomorfismi ¢ laajentaa kuvauksen 6.

Homomorfismin ¢ yksikésitteisyys puolestaan seuraa siité, ettd joukko
A virittad ryhmén F/[F, F|. Ryhmé F/[F, F] on siis vapaa ja sen rangi
on n. Liséksi lauseen 2.22 nojalla F'/[F, F)| on Abelin ryhmaé.

(iv) Muodostetaan n kappaletta dérettomia syklisid ryhmia,
missd 1 < m < n. Lauseen 4.15 nojalla

Fy x Fy :<IB1>$2 ’ [551,1’2])

(F1 X Fy) X Fy =(x1, 29,73 | [21, 22|, [71, T3], [12, 73])

Fyx X F,=(x,...,x, | [x1,22], ..., [Tn-1,2,]) = (X|R).

Néin ollen kohdasta (ii) seuraa, etté viite on tosi.
U

Seuraus 4.24. Jokainen vapaa Abelin ryhmd, jonka rangi on n, on isomor-
finen n:on ddarettomdn syklisen ryhmdan suoran tulon kanssa.

4.4 Tietze-muunnokset

Ryhman esitys ei ole yksikésitteinen. Yleensd tavoitellaan mahdollisimman
lyhyttéa esitysté, jolloin halutaan eroon kaikista turhista virittajista ja relaat-
toreista. Niin kutsuttujen Tietze-muunnosten avulla ryhmaén esitys voidaan
johtaa toiseen muoton ilman, ettd ryhmén isomorfialuokka muuttuu.

Maaritelma 4.25. Olkoon GG ryhmé ja silla esitys

G = (X|R). (4.4.1)

Kukin Tietze-muunnos, joita merkitadan 71, 72,73 ja T4, muuttaa esi-
tyksen (4.4.1) uuteen muotoon (X'|R').

93



(T1) Jos r on sana joukon X yli ja relaatio r = e pétee ryhméssé G, niin

X' =X
R' = RU{r}.

(T2) Jos relaattorijoukossa R on sana r, jolle patee r = e myds ryhméssi
(X | R\ {r}), niin
X' =X
R' =R\ {r}.

(T3) Jos w on sana joukon X yli ja y on symboli, joka ei kuulu joukkoon X,

niin
X'=Xu{y}
R =RU{y 'w}.

(T4) Jos y on symboli joukossa X ja w on sana joukon X \ {y} yli, jolle
pitee y~'w € R, niin muodostetaan sellainen relaattorijoukko R, etté
alkuperéisen relaattorijoukon R sanoissa w on korvattu symbolilla y.

Talloin
X' =X \{y}
R = R.

Lause 4.26. Jokainen Tietze-muunnos T1 — T4 sdilyttia esitetyn ryhman
isomorfismiluokan.

Todistus. Olkoon G = (X|R) ja r € R\ R. Niin ollen ryhmissi G alkio r
ei ole relaattori, mutta pétee r = e. Inkluusio X — (X | RU {r}) laajenee
lemman 4.9 nojalla homomorfismiksi

ar  (X|R) = (X | RU{r}).

Koska R = RU {r}, niin huomataan, ettii a; on itse asiassa isomorfismi.
Néin ollen ryhmét (X|R) ja (X | RU {r}) ovat isomorfiset, joten Tietze-
muunnokset T'1 ja T2 séilyttavat isomorfismiluokan.

Olkoon w mielivaltainen sana joukon X yli ja y symboli, joka ei kuulu
joukkoon X. Inkluusio X — (X U{y} | RU{y 'w}) laajenee jilleen lemman
4.9 nojalla homomorfismiksi

ay : (X|R) = (X U{y} | RU{y 'w}),

joka kuvaa bijektiivisesti joukon X alkiot itselleen ja sanan w symboliksi y.
Kuvaus as on siis isomorfismi, miké osoittaa, ettd myos Tietze-muunnokset
T3 ja T4 sailyttavit isomorfismiluokan. O
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Esimerkki 4.27. Von Dyck -ryhmén isomorfialuokka ei ole riippuvainen para-
metrien jarjestyksestd. Naytetadn Tietze-muunnosten avulla, ettd D(I,m,n) ~
D(n,m,l).

(zy |2 y™, (zy)")
(T3) z=xy: (r,9,2 | xlaymu (xy)n7xyz—1> =
(T1) 2wy, z [l Y™ (wy)t wye T ) =
(T2) (zy)" = (z,y,2 |2l y™, ayz _172"> =
(T1) zytz=t: (x,y,z |2 y™ oyt 2" 2yt ) =
(T2) vyzt s (vyy, 2 |2l y™ 2 2yl =
(T4) z=zy™' . (y,z |(ey ) y™2") =
(T3) t=y ' (yot |(y )y 2y 't =
(T1) () (g2t [ (zy= ) y™ 2y i (at)) =
(T2)  (zy™)': (y.2t |ym 2y it (zt)>
(T1) 7yt (yoat [y 2ty () Ty =
(T2)  y 't (yoat ym 2t () Ty =
(T4) y=t"': (z,t |t 2", (2t)Y) =
(T1) tm (z,t | t7™ 2", (2t) ) =
(T2) e (z,t | 2" t™ (2t))

Koska Tietze-muunnokset eivit vaikuta esitetyn ryhmén isomorfismiluok-
kaan, niin

D(l,m,n) = (z.y | «',y™, (xy)") = (z,y [ 2", y™, (2y)') = D(n,m,1).
Lause 4.28. Olkoon ryhmdlle G annettu kaksi ddrellistd esitystd
(XIR) ja (Y]S).

Esitykset voidaan johtaa toisikseen ddrellisen monen Tietze-transformaation
avulla.

Todistus. Kasitelladn relaatiojoukkoja relaattorijoukkojen sijaan. Merkinté
R = e tarkoittaa yhtédloiden r = e, missd r € R, muodostamaa joukkoa.
Koska X ja Y ovat molemmat ryhmén G virittdjajoukkoja, niin joukon X
alkiot voidaan esittdéd joukon Y sanoina. Merkitddn tatd X (Y'). Vastaavasti
voidaan kirjoittaa Y (X). Merkinnét

X=XY)jaY =Y(X)
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tarkoittavat yhtaldiden x =y, ...y, jay = z1...x,, joukkoja, missa z € X
jay; € Y kaikilla 7 sekd y € Y ja x; € X kaikilla i.

Tietze-muunnosten 7'1 — T4 avulla voidaan muokata esitys (X|R) esityk-
seksi (Y]5):

(X |R(X) =)

(T3) Y=Y(X): (XUY |RX)=e Y=Y(X))

(T1) SY)=e: (XUY |RX)=¢e, SY)=e¢ Y =Y(X))

(T1)  X=X(Y): (XUY |R(X)=e, S(Y)=e¢, Y =Y (X), X =
(T4) X=X(Y): Y |RX(Y))=e SY)=e, Y =Y(X(Y))
T2) RX(Y)=c: (¥ |S(¥)=e¢ ¥V =Y(X(X))

T2) Y=Y(X(Y): (Y |S(¥)=e)

missé toinen askel pétee, silld jokainen joukon Y alkio toteuttaa S(Y) = e
ryhméssé G ja viimeinen askel pétee, silld S(Y) = e itse asiassa méadrittelee
ryhmén G.
Koska esitykset (X|R) ja (Y|S) ovat &érellisid, niin edelld kiytettiin
Tietze-muunnoksia aérellisen monta kertaa.
O
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5 Cayley-verkot

Téassé luvussa esitdimme tavan esittda ryhma virittédjien ja relaatioiden avulla
graafisesti. Cayley-verkot ovat yksinkertainen tapa loytda uusia relaatioita,
jos ryhman virittaja- ja relaattorijoukko ovat pienia.

Olkoon G ryhmé ja S sen virittdjdjoukko. Cayley-verkossa kukin piste
vastaa yhtd ryhméan G alkiota. Jos a; kuuluu virittadjajoukkoon S ja P ja Py
ovat ryhmén alkioita, niin verkkoon piirretdan suunnattu viiva (nuoli) P;:sté
P; :een aina, jos

P2 = CLZ‘.Pl.

Kustakin pisteestéa lahtee siis kutakin virittajéaa kohden kaksi viivaa — toinen
on suunnattu pisteestd poispéin ja toinen pistettd kohti. Neutraalialkiota e
vastaava piste yhdistaa virittdjat ja niiden kddnteisalkiot. Jos virittdja a; on
kertalukua kaksi, eli a? = e, niin kahden suunnatun viivan sijaan voidaan
piirtaa yksi suuntaamaton viiva.

Kukin polku P Cayley-verkon viivoja pitkin vastaa tiettyd sanaa. Esimer-
kiksi polkua P, joka kulkee ensin viivan a; suuntaan, sitten viivan a, suuntaa
vastaan ja lopuksi viivan as suuntaan, on sana P = asa; "a;. Polku P johtaa
pisteesta P pisteeseen PP;.

a
ab a’b
b b
a a (I,2
a a a a
e ¢ a’
b b
b a’b

a

Kuva 9: Diedriryhméan D4 Cayley-verkko.

Jos ryhmassa patee epatriviaali relaatio w = e, niin polku w on suljettu.
Vastaavasti jos jokin polku on suljettu, niin sitd vastaava sana on ryhméan
relaattori. Taman nojalla virittdja a; on kertalukua n, jos ja vain jos sen
polku on syklisesti suunnattu n-kulmio, P = a.
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Esimerkk: 5.1. Verrataan kuvaa 9 diedriryhmén D, esitykseen
Dy = {a,b|a* b*, (ab)?),

missd a on kulman 7 kierto vastapéivadn ja b peilaus diagonaalin suhteen.
Huomataan, etta kuva esittdd diedriryhman D4 Cayley-verkkoa: polku P =
a* on syklisesti suunnattu nelio, eli virittdji a on kertalukua 4. Virittdjaa
b on merkitty suuntaamattomalla viivalla, joten b on kertalukua 2. Lisdksi
kuvasta on helppo nihdé, etti (ab)? = e.

Cayley-verkon avulla on yksinkertaista todeta myos muita ryhméassa péa-
tevid relaatioita. Huomataan esimerkiksi, ettd polku ba?ba johtaa samaan

pisteeseen kuin polku a®. Ryhmissid D, pitee siis relaatio ba*ba = a®.

Esimerkki 5.2. Lauseen 4.12 nojalla symmetriaryhmén Sj esitys on
{a,b|a® b? (ab)?),

missa virittdjit a ja b ovat seurauksen 2.18 nojalla transpositiot (12) ja (23).

Kuvassa 10 on esitetty symmetriaryhmén S3 Cayley-verkko. Koska trans-
positiot ovat lauseen 2.15 nojalla kertalukua 2, niin virittdjid a ja b merki-
tddn suuntaamattomilla viivoilla. Neutraalialkio on permutaatio (1)(2)(3).
Cayley-verkon avulla on helppo todeta, ettd myos relaatio (ab)® = e pitee
ryhméssa S3.

(132) > (13)

(23) (123)

LH@E) T (12)

Kuva 10: Symmetriaryhmén S3 Cayley-verkko. Ryhmén virittajit ovat a =
(12) ja b = (23) seké neutraalialkio on (1)(2)(3).
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Esimerkk: 5.3. Vapaassa ryhmaéssa ei ole alkioiden vililla epéatriviaaleja re-
laatioita. Vapaan ryhmén Cayley-verkossa ei siis muodostu suljettuja polku-
ja, vaan sen Cayley-verkko on loputon puu. Kuvassa 11 on esitetty kahden
alkion a ja b virittdma vapaan ryhman Cayley-verkko.

. o,

T3 T3
“i;;;;. b *:;;b

c a

%
£
_I..
¥

ey

o |

Kuva 11: Kahden alkion a ja b virittdmén vapaan ryhmén Cayley-verkko.|[11]
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6 Avoimia kysymyksia

Ryhman esittdmiseen virittdjien ja relaatioiden avulla liittyy vield téarkeitéa
avoimia kysymyksid. Max Dehn esitti vuonna 1911 kolme péitdosongelmaa 2:
sanaongelman (word problem), konjugaattiongelman (conjugacy problem) ja
isomorfismiongelman (isomorphism problem). Geometrian keinoin Dehn it-
se kehitti sana- ja konjugaattiongelman algoritmin suljettujen suunnistuvien
kaksiulotteisten monistojen perusryhmille, joille on yhteistd niin kutsuttu
pienten kumoutumisten ominaisuus. Mitdan yleistd algoritmia naille ongel-
mille ei kuitenkaan vield ole olemassa. Naiden ongelmien tunteminen kui-
tenkin auttaisi, kun ryhmén esityksestd halutaan saada informaatiota, onko
ryhmaé esimerkiksi Abelin ryhmaé tai dérellinen.

Ongelmat liittyvat ryhmén esitykseen, ei itse ryhmédn. On mahdollis-
ta, ettd samalla ryhmalla on kaksi eri esitysté, joista toisessa sanaongelma
ratkeaa, mutta toisessa ei. Joskus kuitenkin saatetaan puhua ryhmén ongel-
masta. Talléin voidaan viitata ryhmén niin kutsuttuun standardiesitykseen
liittyvasta ongelmasta. Esimerkiksi kahden alkion a ja b virittdmén vapaan
ryhmén standardiesitys on (a, b).

Ensimmaéisend Dehn esitti sanaongelman. Oletetaan tunnetuksi ryhmén
G esitys ja olkoot w; ja wy € G. Sanaongelma kysyy, voidaanko sanoa, ovat-
ko ndmé mielivaltaiset ryhmén alkiot samat, eli péateeko w; = wy? Sanaon-
gelma voidaan esittii myds toisessa muodossa: Esittdikd sana w = w; ‘ws
neutraalialkiota, eli piteekd w € R?

Oletetaan jélleen tunnetuksi ryhmén G esitys ja alkiot w; ja ws € G. Kon-
jugaattiongelmassa on kyse siité, onko mahdollista selvittaé, ovatko alkiot w;
ja wy toistensa konjugaatteja eli onko olemassa sellaista alkiota a € G, ettéa
wy = a~'wia. Abelin ryhmille konjugaattiongelma on siis sama kuin sanaon-
gelma. Yleisesti ottaen sanaongelma sisaltyy konjugaattiongelmaan, joten on
olemassa sellaisia esitysten luokkia, joiden sanaongelma on ratkennut, mutta
konjugaattiongelma ei ole.

Sana- ja konjugaattiongelmat ratkeavat esimerkiksi vapaille ryhmille, joi-
den relaattorijoukko on tyhji joukko. Sanaongelman ratkaisu on triviaali:
Sana w on ykkosalkio, jos ja vain jos se on supistettuna 1.

Luvussa 4.4 osoitimme, ettd saman ryhmén kaksi darellisté esitystéd voi-
daan johtaa toisikseen Tietze-muunnoksien avulla. Ei ole kuitenkaan ole-
massa yleistd algoritmia arvioida, esittaviatko mitkda tahansa kaksi darellistéa
esitystd (X|R) ja (Y|9) samaa ryhméd. Tétd ongelmaa kutsutaan isomorfis-
miongelmaksi ja se on vaikein kolmesta Dehnin esittdmésta ongelmasta.

2Pasatosongelmassa algoritmilla on kullekin syGtteelle kaksi mahdollista tulostetta: kylla
(1) tai ei (0).
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