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Luku 1

Johdanto

Téassé tutkelmassa esitelladn algebrallisen ryhmén késite sekd hieman tavallisesta poikkea-
va tapa ymmaéirtid permutaatioita. Tyon tirkeimpiné kohtina voi pitdd Caleyn lausetta,
joka yhdistdd permutaation ja ryhmén kiisitteet, sekii p-ryhmén késitettd. Tyossa késitel-
laan myos pintapuolisesti suoraan tuloon liittyvid ryhmié.

Varsinaisia esitietovaatimuksia tyon ymméartamiseksi ei ole, mutta tietynlainen mate-
maattinen yleissivisistys on toivottavaa. Kenen tahansa kandidaattitasoisen matematiikan
opiskelijan kuitenkin pitéisi pystyd ymmartdmian tdmén tutkielman oleellinen sisalto.

Esitelméni perustuu Joseph J. Rotmanin kirjaan An Introduction to the Theory of
Groups [2]. Tukena olen kiiyttanyt Tauno Metsédnkylian ja Marjatta Nddtdsen teosta Al-
gebra I [1]. Permutaatioita késitteleviissi luvussa olen tukeutunut Pekka Tuomisen To-
dennékoisyyslaskenta I- kirjaan [3].

Permutaatioita oli tutkittu jo aikaisemminkin, mutta ryhmien teorian tutkimuksen
aloitti varsinaisesti Galois (1811-1832). 1800-luvun lopussa ryhméteoriaa tutkittiin 1dhin-
nd kahdessa pdadhaarassa. Namé péddhaarat olivat algebralliset ryhmét, erityisesti Lien
ryhmat, sekd ddrelliset ryhmét. 1900-luvulla ilmaantui kuitenkin kolmas pdahaara, 4a-
rettomat ryhmaéat. Nykyaddn ryhmét esiintyvit monilla matematiikan aloilla, esimerkiksi
geometriassa, topologiassa ja logiikassa.



Luku 2

Esitiedot

Maéaritelma 2.1. Joukon G laskutoimitus « liittda jokaiseen jérjestettyyn pariin (g1, g2)
joukon G alkioita yksikasitteisen joukon G alkion gs. Joukon laskutoimitus on siis kuvaus
GxG—=G.

Miaritelmi 2.2. Olkoon G epétyhja joukko. Paria (G,x*) sanotaan ryhmdksi, jos se
tayttad seuraavat ehdot:

GO * on joukossa G maidritelty laskutoimitus.

G1 Jos a,b ja c ovat joukon G alkioita, niille péatee a * (b* c) = (a x b) x c. Kutsumme
tatd ehtoa vastaisuudessa liitantdlaiksi.

G2 On olemassa sellainen neutraalialkioks: kutsuttu joukon G alkio e, ettd kaikille
joukon G alkioille pétee

(2.3) exa=a=axe.

G3 Jokaista joukon G alkiota a vastaa joukon G alkio a™!'. T#té alkiota kutsutaan
alkion a kadnteisalkioksi. Kéanteisalkiolla on seuraava ominaisuus:

(2.4) axa'=atxa=e.

Mééritelmd 2.5. Ryhmin G alkioiden lukumiirdd merkitdén |G|. Tétd lukumadraa
kutsutaan ryhman kertaluvuksi.

Maaritelma 2.6. Jos ryhmén G laskutoimitus on vaihdannainen, eli kaikille a,b € G
patee

(2.7) axb=>bxa,

ryhméé kutsutaan Abelin ryhmdks:.



Vastaisuudessa ryhmén laskutoimituksesta kiytetddn niinsanottua multiplikatiivista
merkintdtapaa, eli kahden ryhmén G alkion a ja b vilista laskutoimitusta merkitdén ab.

Lause 2.8. Ryhmdin G neutraalialkio e on yksikdsitteinen.

Todistus. Jos myos €' on joukon GG neutraalialkio, niin mééiritelmédn mukaan ¢ = ee¢’ =
e. O]

1

Lause 2.9. Ryhmdin G kunkin alkion a kdadnteisalkio a= on yksikdsitteinen.

Todistus. Jos alkiolla a on myos kddnteisalkio @', niin operoimalla yht&l6a aa’ = e vasem-
malta alkiolla a™! saadaan (¢ 'a)a’ = a~'e. Ryhmén mééritelmin kohtien G3 ja G2 timi
on ekvivalenttia sen kanssa, etti a’ = a=!. O

Esimerkki 2.10. Mainio esimerkki Abelin ryhmésté ovat reaalilukujen joukko R. Lasku-
toimituksena on normaali lukujen yhteenlasku. Yhteenlasku on joukon R suhteen suljettu,
silld laskemalla kaksi reaalilukua yhteen saadaan aina reaaliluku. Liitdntalaki on voimassa,
silla yhteenlaskussa pétee kaikille a, b, c € R:

(2.11) a+(b+c)=(a+b)+c.
Neutraalialkio on luku 0 ja alkion a € R vasta-alkio on sen vastaluku —a.

Esimerkki 2.12. Hieman monimutkaisempi esimerkki ryhmésta on sellaiset kompleksi-
luvat {z + yi | =,y € R}, joille pétee: x*> + y?> = 1. Laskutoimituksena ryhmissi on
kompleksilukujen kertolasku. Kutsutaan titi joukkoa S':ksi.

Jos (x+yi) ja (z+wi) € S*, niin (z+yi)(z+wi) € S'. Kerrotaan kaksi joukon alkiota
toisillaan:
(x 4+ yi)(z + wi) = (xz — yw) + (2y + zw)i.

Nyt tulolle patee

(72 — yw)* + (zy + z2w)? = 222% — 2z2yw + y*w? + 22y* + 2wzyw + r*w?
= 2°(2> + w?) + y?(w® + 2%
Joukon S! neutraalialkio on selvisti reaaliluku 1, silli jos (x + yi) € S*, niin (x + yi)l =
1(z +yi) = (r+yi)ja 1 =1+ 0i, missd 12 + 0% =1

Koska jokaisen joukon S alkion moduli on 1, ja koska jokainen kompleksiluku voidaan
kirjoittaa muodossa z = r(cos(p) +isin(p)), missi ¢ € [0, 27[, voimme kirjoittaa jokaisen
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ryhmin S alkion muodossa (cos(p) + isin(p)). Téstd johtuen kiertokulma méérittelee
ryhmén alkion yksikéisitteisesti. Oletetaan, etti a,b,c € S*. Nyt

(ab)e = ((cos(p) + isin(p))((cos(¢’) +isin(¢)))((cos(¢”) + isin(¢"))
= (cos(ip) cos(’) + i cos(p) sin(¢")
+ isin(p) cos(¢’) — sin(p) sin(¢"))((cos(¢") + isin(p”))
= (cos(p + ¢') +isin(p + ¢')((cos(¢") + isin(¢"))
=cos(p + ¢ + ") +isin(p + ¢ + ")
= a(be).

Liitantalaki on siis voimassa. Jokaiselle alkiolle 16ytyy kddnteisalkio askeisten laskujen
perusteella. Alkion z = cos(p) + i sin(y) kiidnteisalkio on 27 = cos(—¢) +isin(—¢). Nyt
2zl =1.

Maaritelmi 2.13. Olkoon G ryhma. Jos H C G ja H on ryhméa ryhmén G laskutoimi-
tuksen suhteen, H on ryhmén G aliryhmd. Aliryhmai merkitdan seuraavasti:

(2.14) H<G.

Jos H on ryhmén G aito osajoukko, aliryhmid H kutsutaan aidokst aliryhmdksi. Sité
merkitdan seuraavasti:

(2.15) H<G.

Esimerkki 2.16. Edellimainitun ryhméan R erds aliryhméa on kokonaislukujen joukko Z.
Selvisti patee R D Z. Osoitetaan, ettd Z itse on ryhmaé. Laskutoimitus on suljettu jou-
kossa, silld kokonaislukujen yhteenlaskun summa on aina kokonaisluku. Myos liitdntélaki
on voimassa, silla kokonaislukujen joukossa pétee kaikille a, b, c € Z

(2.17) a+(b+c)=(a+b)+ec

Neutraalialkio on luku 0 ja alkion a € Z kidnteisalkio on sen vastaluku —a. Z on myos
Abelin ryhma, silld kaikille a,b € Z pitee a +b = b+ a.

Lause 2.18. Aliryhmien leikkaus on aliryhmd.

Todistus. Olkoon G ryhméi ja Si,S55...5, sen aliryhmii. Nyt es on jokaisen aliryhmén
Siyi € {1,2,3..n} alkio. Jos a,b € NY;, niin a,b € S; jokaisella i. Koska jokainen S; on
ryhmé, my6s ab € S; jokaisella i € {1,2,3...n}. Nyt ab € () S;, joten laskutoimitus on sul-
jettu joukon suhteen. Samalla ajatuksella jokaiselle alkiolle a € N.S; 16ytyy yksikésitteinen
kiiinteisalkio ¢~ € NS;. Liitdnndisyys on voimassa, koska kaikki alkiot ovat ryhméin G
alkioita. [



Maaritelma 2.19. Jos G on ryhmad ja a € G, alkion a kaikkien potenssien joukkoa kut-
sutaan alkion a synnyttamaksi aliryhmdksi. Tatd merkitdén (a). Aliryvhmén (a) alkioiden
lukumaiérad kutsutaan alkion a kertaluvuksi. Sitd merkitddn |(a)].

Maaritelmi 2.20. Ryhméi G sanotaan sykliseksi ryhmdksi, jos on olemassa a € G siten,
ettd G = (a).

Lause 2.21. Jos G on ryhmd ja alkiolla a € G on ddrellinen kertaluku m, niin m on
pienin mahdollinen positivinen vakio, jolla a™ = eq.

Todistus. Jos a = eg, niin m = 1. Jos a # eg, on olemassa vakio k > 1 siten, ettid
e,a,a’...a* ! ovat ryhmin G eri alkioita ja a* = @', kun 0 < i < k — 1. Viitetédin, et-
ti a* = eq = a°. Jos a* = a’ jollakin i > 1, silloin k —i < k — 1 ja a* ¥ = eg, miki
on ristiriita, silli listassa e, a,a®...a*! ei ollut kahta samaa alkiota. Téstd seuraa, ettd
k on pienin mahdollinen vakio, jolla a* = eq. Nyt pitdid en#dd todistaa, ettd k = m, eli
ettd (a) = e,a,a’...a* 1. Syklisen ryhmén méiritelmén perusteella (a) D {e,a,a®...a* 1}
Todistaaksemme, etté (a) C {e, a,a’...a* 1} oletetaan, ettd a! on alkion a potenssi. Kiyt-
tamalla jakoyhtdlod [1, s.12] saadaan [ = gk + r, missd 0 < r < k. Nyt

(222) al — aqk+r — aqk ro_ (ak)qar —a".

Koska a' = a" € {e,a,a®...a" '}, (a) C {e,a,a’...a* '} ja lause on todistettu. O



Luku 3
Tekijaryhma

Maaritelma 3.1. Olkoon H < G. Ryhmin G kuhunkin alkioon a liittyvia osajoukkoa
(3.2) aH ={ah | he H}

sanotaan aliryhmén H wvasemmaksi siwuluokaksi ryhméassda (. Vastaavasti méadritellaidn
oikeat sivuluokat Ha.

Lause 3.3. Olkoon S < G. Silloin Sa = Sb jos ja vain jos ab™' € S ja aS = bS jos ja
vain jos b~ la € S.

Todistus. Jos Sa = Sb, silloin a = ea € Sa = Sb ja siksi on olemassa s € S siten etti
a = sb. Siispd ab™! = s € S. Oletetaan, etti ab~' = ¢ € S. Silloin a = cb. Nyt haluamme
todistaa, ettd Sa = Sb. Tdmé onnistuu siten, ettd ndytdmme, ettd jokainen x € Sa kuuluu
joukkoon Sb ja toisinpéin. Jos x € Sa, silloin x = sa jollakin s € S ja dskeisen perusteella
x = sbc € Sb. Toisaalta, jos y € Sb, y = s'b jollakin s’ € S ja y = s'c"'a € Sa. Siispi
Sa = Sb. Todistus vasempien sivuluokkien tapauksessa on samanlainen. O

Lause 3.4. Jos S < G, niin missd tahansa kahdessa vasemmassa tai otkeassa sivuluokassa
on joko samat alkiol tai er yhtddn samaa alkiota.

Todistus. Osoitetaan, ettd jos on olemassa alkio x € Sa N Sb, niin Sa = Sb. Jos téllainen
2 on olemassa, sen tiytyy olla muotoa sb = x = ta, missi s,t € S. Siispd ab™ ! =t"ls € S
ja lauseen 3.3 perusteella Sa = Sb. ]

Lause 3.5. Jos S < G, niin aliryhmdn S vasempien sivuluokkien mddard ryhmdassd G on
sama, kuin sen otkeiden sivuluokkien mddrd ryhmdssd G.

Todistus. Merkitdin oikeiden sivuluokkien joukkoa R ja vasempien sivuluokkien joukkoa
L. Nyt pitéisi osoittaa, ettd ndiden kahden joukon vélilld on bijektio.

7



Kuvaus f: L — R, f(aH) = Ha™! toteuttaa timén ehdon. Se on hyvin miiritelty, silli
lauseen 3.3 mukaan jos al = bH, niin b~'a € H. Kun b~'a € H, mydskin ab~! € H, silli
H on ryhmé. Koska niin on, lauseen 3.3 mukaan Ha™! = Hb~!. Kuvaus on bijektio, koska
kisnteisalkiot ovat yksikéisitteisii. Kun a kiy ldpi ryhmin G, myos a~! kiy lipi ryhmén
G. ]

Maaritelma 3.6. Ryhmin G sivuluokkien méirda aliryhmén S suhteen merkitdan
|G : S]. Koska vasempia ja oikeita sivuluokkia on lauseen 3.5 mukaan yhtd monta, voidaan
niiden méaarad merkitd yhdelld merkintatavalla.

Lauseen 3.4 perusteella mikd tahansa ryhméa G voidaan jakaa erillisiin osiin sen ali-
ryhmén S sivuluokkien avulla. Jos [G : S| = n, voidaan valita sellaiset g1, g2, g5...9n € G,
joille patee:

(3.7) G =S¢ USg,Ugs... USg,.

Lause 3.8. Jos G on ddrellinen ryhmd ja S < G, niin luku |S| jakaa luvun |G| ja
(G : S]=[G/]S].

Todistus. Askeisen perusteella ryhmi G voidaan jakaa seuraavasti osiin valitsemalla so-
pivat g1, g2, 93...9n € G, joille pétee

(3.9) G =S¢ USgUgs... USg,.

Siispd |G| = >_1S¢;|. Koska f; : S — Sg;, fi(s) = sg; on bijektio, |Sg;| = |S]| jokaisella i.
Siispd |G| = n|S|, missd n = [G : S]. O

Lause 3.10. Jos G on ddrellinen ryhmd ja a € G, niin alkion a kertaluku jokaa luvun

G-

Todistus. Alkion a kertaluku on mééritelmén 2.19 perusteella |(a)| ja se jakaa luvun |G|
lauseen 3.8 perusteella. O

Lause 3.11. Jos p on alkuluku, G ryhmd ja |G| = p, niin G on syklinen ryhmd.

Todistus. Olkoon a € G ja a # e. Silloin syklisessi aliryhmésséd (a) on enemmén kuin yksi
alkio, silla se sisdltdd ainakin alkiot e ja a. Nyt lauseen 3.10 mukaan alkion a kertaluku
jakaa luvun p. Koska p on alkuluku, |[(a)| =p = |G| ja (a) = G. O

Maaritelma 3.12. Ryhmén G aliryvhmda N sanotaan normaaliksi, jos sen vasemmat ja
oikeat sivuluokat yhtyvéit. Toisin sanoen jokaiselle a € G pitee

(3.13) aN = Na.

Normaalia aliryhm&d merkitdin N < G.



Lause 3.14. Olkoon G > N. Silloin N <G jos ja vain jos
(3.15) ana™' € N Va € G,n € N.

Todistus. Oletetaan, ettd N < G. Koska Na = alN, kun a € G, jokaiselle n € N 16ytyy
ny € N siten ettii an = nja. Téstd seuraa, etti ana™! = ny € N. Sitten kiisitelldifin toinen
suunta. Olkoon a € G. Nyt on osoitettava, ettd alN = Na. Olkoon n € N. Merkitdin

ana~! = n;. Oletuksen mukaan n; € N. Saadaan siis, ettd an = nja € Na. Téten aN C
Na. Sovelletaan nyt oletusta alkioihin a=! ja n. Silloin saadaan, ettd a 'na = ny € N,
siis na = any € aN. Tadm4 osoittaa, ettd Na D aN. O

Maaritelma 3.16. Jos N < G, niin aliryhmén N sivuluokkien joukkoa ryhméssd G
merkitddn G/N. Toisin sanoen

(3.17) G/N = {aN | a € G}.

Askeiselld idealla voidaan toteuttaa myos monimutkaisempiakin joukkoja. Oletetaan,
ettd G on joukko ja N ja H sen aliryhmié. Joukkoa, joka sisdltdd aliryvhmien N ja H
alkioiden vélisten laskutoimitusten tulot merkitidn seuravasti:

(3.18) NH.
Toisin sanoen
(3.19) NH ={nh|ne N,he H}.

Kyseisia merkintdji voi usein sieventid, silla esimerkiksi joukko NN on téssd tapauksessa
sama kuin joukko N, sillda N on ryhméi ja laskutoimitus ryhmén sisilla on suljettu.

Lause 3.20. Oletetaan, etta N QG. Joukko G/N on ryhmd seuraavasti mdadritellyn las-
kutoimituksen suhteen:

(3.21) aN - bN = abN.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd laskutoimitus on hyvin maéaritelty. Oletetaan, ettd alN =
a’'N ja bN = b'N. Silloin a € a’N ja b € V' N, joten

(3.22) a=any,b="bny, (n,ny € N).

Nyt ab = a = a'nib'ny. Koska aliryhmé N on normaali, niin Nb' = V'N ja alkio nit/
voidaan kirjoittaa muotoon b'n3, missi ny € N. Tuloksena on

(3.23) ab = a'b'ngny € a''N.

Tamé osoittaa, ettd abN = a'b' N, toisin sanoen aNbN = o' NV N. Liitdntalain voimas-

saolo seuraa ryhmén G liitdntdlaista. Neutraalialkiona on N ja alkion a/V kddnteisalkiona
-1

ona "N. O



Miaritelmd 3.24. Ryhméai (G/N,-) sanotaan tekijaryhmdaksi ryhmén N suhteen.

Miééritelma 3.25. Olkoon G ryhmi ja G > N. Kuvausta f : G — G/N, f(a) = Na
kutsutaan luonnolliseksi kuvaukseksi.
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Luku 4

Permutaatiot

Miaéaritelma 4.1. Kutsumme n-alkioisen joukon E = {a1, as, as..., a, } eri alkioista muo-
dostettua n-jonoa

(42) (ail,ah,aig...ain)
joukon E permutaatiokst.
Lause 4.3. n-alkioisella joukolla on n! permutaatiota.

Todistus. Merkitsemme n-permutaatioiden maarad p,. Jakamalla (n 4 1)-permutaation
muodostamisen 1. koordinaatin valintaan ja sen jidlkeen n:n alkion jarjestdmiseen jonoon
naemme, etta

Koska p; = 1, padttelemme induktiivisesti, ettd p, = n! kaikilla n € N.[3, s.23] ]

Edella esitetty tapa kisitelld permutaatioita on perinteinen, mutta téssi tyossi otam-
me kdyttoon hieman toisenlaisen tavan ymmaéartaa permutaatio.

Miaritelmi 4.5. Joukon J,, = {j1, J2, j3...Jn } permutaatioksi sanotaan bijektiivistd ku-
vausta « : J, — J,.

Esimerkki 4.6. Edella mainitut kaksi eri maéritelmaa permutaatiolle saattavat vaikuttaa
ensin kovin erilaisilta. Asian ymmértdmiseksi tarkastellaan joukkoa A = {a, b, c}. Joukossa
on kolme alkiota, joten silld on 3! = 6 eri permutaatiota. Ne ovat (a, b, ¢), (a, ¢, b),

(b,a,c),(b,c,a),(c,a,b)ja(c,b,a). Kun tarkastellaan toista méaéritelmaé, huomataan, etta
bijektioita A — A on tasan yhtd monta kuin on jirjestettyja jonoja. Jéarjestettyja jonoja
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vastaavat bijektiot ovat f; :a +— a,b— b,c—c, fo:a— a,b—c,c— b, f3:a+— b b—
a,crc, fr:a—bb—ccr—a,fs:a—c,b—a,c—b fg:a—c,b—bc— a.

Ei ole sattumaa, ettd bijektioita ja jarjestettyjd jonoja on yhtd monta. Jokainen jirjes-
tetty jono vastaa bijektiota, silld jokaisella alkiolla on vastineensa alkuperiisessd joukossa,
eikd jarjestetyssd jonossa esiinny mitddn alkiota kahta kertaa.

Maéaritelma 4.7. Jokainen bijektio a : X — X voidaan esittdd kahden rivin avulla
seuraavasti:
( il T Iy )
o =
ary QTy ... X,
Ensimmaisellé rivilld ovat joukon X alkiot ja toisella rivilld on niiden kuvat, jotka ovat
samat joukon X alkiot eri jirjestyksess.

Esimerkki 4.8. Kahden rivin representaation etuna on se, ettd nyt permutaatioita on
helpompi yhdistdi. Kahden permutaation yhdiste on permutaatio, silld ne ovat molemmat
bijektioita. Esimerkiksi jos
ae (@ b ¢
~\b ¢ a

a b c
BI(acb)’

a b c
aﬁ:(cab)'

Permutaatioiden yhdistdminen tapahtuu silld tavalla, etté ensin suoritetaan S ja sitten
suoritetaan «. Alkiot a,b ja ¢ kuvautuvat siis seuraavasti:

ja

niin

(4.9) af(a) = a(B(a)) = ala) = ¢,
(4.10) aB(b) = a(B()) = ala) = a.
(4.11) af(e) = a(B(c) = ala) = b.
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Luku 5
r-sykli

Miééaritelm 5.1. Jos x € X ja o € Sy, niin « pitdd paikallaan alkion z, jos a(x) = x
ja siirtada alkion z, jos a(z) # .

Maéaritelmi 5.2. Olkoon iy, i, i3...7, tiettyja alkioita valilla 1 —n. Jos « pitdé paikallaan
loput vakiot n —r ja jos

(53) Oé(’il) == ’ig, Oé(ig) - ig, tee ,Oé(iT_l) = iT, Oé(l}-) = il,

niin « on r-sykli. r-syklid kutsutaan monesti myos r:n pituiseksi sykliksi. Yhden alkion
pituinen sykli vastaa identiteettikuvausta.

Maaritelmi 5.4. Kahden alkion pituista syklié kutsutaan transpositioksi. Se siis vaihtaa
kahden alkion paikkaa ja pitda paikallaan loput alkiot.

Esimerkki 5.5. r-sykleja voidaan kuvata merkintdjen selventdmiseksi seuraavasti:
e (0 ) =
ﬁ—(z ZC) o i 2>—(abcde)
(3
Esimerkki 5.6. Askeisen syklinotaation avulla voidaan kisitelld permutaatioiden yhdis-

tamista. Jos a = (ab) ja B = (acdbe), niin af(a) = ao f(a) = a(f(a)) = alc) = ¢
Seuraavaksi a3(c) = a o (c) = a(f(c)) = a(d) = d. Nyt af(d) = a(f(d)) = a(b) = a.

. ) — (abe)(d)(e) = (abo).

ISE e
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Nyt olemme palanneet alkioon a, joten testataan, mitd tapahtuu alkiolla 0. Talla alkiol-
la aB(b) = a(B(b)) = ale) = e. Jatketaan samaa rataa ja testataan alkio e. af(e) =
a(fB(e)) = a(a) = b. Olemme jélleen palanneet siihen alkioon, josta aloitettiin, joten sykli
on valmis. Lopputulokseksi saatiin siis:

(5.7) (ab)(acdbe) = (acd)(be).

Maaritelma 5.8. Kaksi permutaatiota a, 8 € Sx ovat erilliset, jos toinen permutaatio
siirtdé jokaisen toisen permutaation paikallaan pitdmén alkion. Toisin sanoen, jos a(z) #
x, niin B(z) = . Toisaalta my6s jos 5(z) # x, niin a(z) = x. Tietysti on mahdollista,
ettd on olemassa z € X siten, ettd a(z) = z = f(2).

Esimerkki 5.9. Muunnetaan permutaatio
(a b c de f g h i
“= fdabech ig
erillisten syklien yhdisteeksi. Aloitetaan taas alkiosta a. Nyt a(a) = f ja edelleen a(f) = c.
Koska a(c) = a, olemme saaneet ensimmaéisen syklin selville. Seuraava sykli aloitetaan
alkiosta b. Lasketaan «(b) = d ja a(d) = b. Toinen sykli on siis (bd). Alkio e kuvautuu

itselleen, joten se muodostaa oman syklinsé (e). Sitten tarkastetaan mitd tapahtuu alkiolle
g. Nyt a(g) = h, a(h) =i ja a(i) = g. Kokonaisuudeksi siis saadaan

(5.10) o = (afc)(bd)(e) (ghi)

Lause 5.11. Kun |X| = n, niin jokainen permutaatio o« € Sx on joko sykli tai yhdistelmda
erillisistd sykleistd.

Todistus. Tehdadn todistus induktiolla permutaation « siirtdmien alkioiden méaérin k
suhteen. Lause on selvisti tosi, kun k£ = 0, silld identiteettikuvaus on 1-sykli. Jos k > 0,
niin olkoon 4, alkio, jonka « siirtdd. Madritellddn io = «(iy),i3 = a(ia) - -+ , 441 = (i)
Vakio r on téssé pienin sellainen vakio, jolla 4,41 € {iy, 2,43 - , i, }. Lista {iy, 9,43 ,4,}
ei voi jatkua loputtomiin, silld on vain n kappaletta eri vaihtoehtoja. Viitdmme, ettd
a(i,) = 1. Muulloin «(i,) = ¢, jollakin j > 2. Toisaalta a(i;_;) = ¢;, mikd on ristiriita,
silld « on injektio. Olkoon S r-sykli (iy,is--- ,4,). Jos r = n, niin sykli o on sama kuin
sykli 5. Jos r < n ja Y koostuu lopuista n — r kappaleesta alkioita, niin a(Y) =Y ja 8
pitad paikallaan joukon Y pisteet. Nyt

(5'12) ﬁ({ilv in i3 e air}) = Ol({ihig, i3 e air})-

Jos o/ on permutaatio, jolla o/ (Y) = a(Y") ja joka pitdé paikallaan alkiot {iq,is,43- - i},
niin 3 ja o/ ovat erilliset ja

(5.13) a = fBd.
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Koska o siirtdd, vihemméan pisteitd kuin «, induktiohypoteesi osoittaa, ettd o' ja siksi

my6s « ovat erillisten syklien yhdisteita.
O

Lause 5.14. Kaksi erillistd syklid permutoivat. Toisin sanoen, jos « ja [ ovat erilliset,
nimn

(5.15) af = Pa.

Todistus. Olkoon a alkio, jonka « siirtdé ja [ pitdd paikallaan. Nyt a(5(a)) = a(a) =
Bla(a)). Taméa siksi, ettd o on sykli ja a kuvautuu joksikin muuksi syklin jéseneksi.
Kuvaus [ ei siirrd néitéd alkioita, joten yhtalo patee. Pdinvastainen tilanne, jossa a pitaé
paikallaan ja g siirtdé alkion a todistetaan samalla tavalla. [

Maaritelma 5.16. Permutaation « tdydellinen jako on permutaation « sellainen repre-
sentaatio erillisten syklien avulla, joka sisdltdd yhden 1-syklin (i) jokaista permutaation
« paikallaan pitdmé&a alkiota ¢ kohden.

Lause 5.17. Jokainen permutaatio o € Sx on yhdiste transpositioista.

Todistus. Lauseen 5.11 mukaan jokainen permutaatio on joko sykli tai yhdiste erillisista
sykleista. Siispa

(5.18) (abc---r)= (1r)(lr —1)---(12).
UJ

Lause 5.19. Kaikki joukon J, permutaatiot muodostavat ryhman kuvaustulon suhteen,
jota kutsutaan n:n alkion symmetriseksi ryhmdksi.

Todistus.
(5.20) Sp={a:J, = J,|a on bijektio.}

Joukossa on voimassa laskutoimitus, silld jokainen « on bijektio, siispd niiden yh-
disteetkin ovat bijektioita. Liitdntalaki péitee, silld ei ole merkitystd missé jarjestyksessé
permutaatioita suoritetaan, kunhan niiden paikkaa ei vaihdeta. Ykkosalkiona on joukon
J,, identiteettikuvaus ja permutaation o kiifinteisalkiona kifinteiskuvaus o~ ]

Vastaisuudessa positiivisten kokonaislukujen muodostaman joukon N,, = {1,2,3...n}
permutaatioiden ryhmaésta kdytetddn merkintaéd S, missa n kertoo kokonaislukujen jou-
kon N, alkioiden lukumé&irén. Yleisen joukon G permutaatioiden ryhméisti kidytetdin
merkintda Sg.
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Lause 5.21. Olkoon o € Sx ja olkoon o = [1Ps--- B, kuvauksen o tdydellinen jako
erillisiin sykleihin. Tdmd jako on yksikdsitteinen lukuunottamatta syklien jdrjestystd.

Todistus. Todistus on pitkd ja se sivuutetaan. |2, s.7| O

Lause 5.22. Olkoot k,1 > 0. Silloin pditee

(5.23) (@ b)a c1---cp b dy---dpg)=1(a c1---cp)(b dy---dy)
ja
(5.24) (@ b)(a c1---cp)b dy---dp)=(a cr-- e, b dy---dy).

Todistus. Ensimmaéisen yhtialon vasen puoli kuvaa alkioita seuraavasti: a — ¢ — c1;¢; —
Cit1 +> Ciy1. Jos ¢ < k, niin ¢, — b — a. Edelleen b +— d; > dy;d; — dj1q — djyq. Kun
j < k, kuvaus etenee ndin: d; — a — b. Samankaltainen tutkimus ensimmaéisen yhtalon
toiselle puolelle osoittaa yhtélon oikeaksi. Alempi yhtélo on vain ylempi yhtélo kerrottuna
vasemmalta puolelta puolittain syklilld (a b). O

Maaritelmi 5.25. Olkoon a € S, ja o = 31 - - - B; on taydellinen jako erillisiin sykleihin.
Kuvauksen o merkki on talldin

(5.26) sgn(a) = (=1)"".
Lause 5.27. Olkoon B € S, ja T transpositio. Silloin
(5.28) sqn(78) = —sqn(B).

Todistus. Olkoon 7 = (a b) ja olkoon § = 7 ---7 kuvauksen [ tdydellinen jako eril-
lisiin sykleihin. Jos a ja b esiintyvat samassa syklissd, vaikkapa syklissd ~y, niin vy =
(@ c1---cx b dy---dg). Syklin indeksilld ei ole viilid, koska erilliset syklit kommutoi-
vat. Lauseen 5.22 mukaan

(5.29) T =(a ¢ )b dy---dg).

Téstéd seuraa, ettd 74 = (7791)72 - - on tdydellinen jako, jossa on yksi sykli enemmén
kuin taydellisessd jaossa [ = 7 - - - ;. Siispéa

(5.30) sgn(r8) = (—1)"" " = —sgn(B).

Toinen mahdollisuus on se, ettd a ja b ovat eri sykleissd. Merkitddn naita sykleja v, =
(@ c1---cp)jay=(b dy---dg). Oletuksena on, ettd k, > 0. Nyt 76 = (T9172)73 -+ 1
ja lauseen 5.22 mukaan

(5.31) Ty =(a ¢ b dy---dg).
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Siispd kuvauksen 70 tiydellisessi jaossa on yksi sykli vihemmaén, kuin kuvauksen g téy-
dellisessi jaossa. Siksi

(5.32) sgn(r8) = (—1)"" "D = —sgn(B).
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Luku 6

Kuvauksista

Maiéaritelma 6.1. Olkoot (G, *) ja (H,©) ryhmid. Kuvausta f : G — H sanotaan homo-
morfismikst, jos se toteuttaa homomorfiachdon

(6.2) flaxb) = f(a)o f(b)
kaikillaa € G jah € H.

Esimerkki 6.3. Esimerkiksi funktio f : R — R,z + 2? on homomorfismi, silli R on
kertolaskun suhteen ryhmai ja

(6.4) flzy) =2y = f(2) f(y).

Maaritelmi 6.5. Olkoot G ja H ryhmid ja f kuvaus G — H. Kuvauksen f kuvan
muodostavat ryhmén H alkiot b, joille pétee f(a) = bla € G. Toisin sanoen

(6.6) Im(f) ={f(a)]aeG}.
Esimerkki 6.7. Olkoon f kuvaus R — R siten, ettd x — % Nyt kuvauksen f kuva on
{R\ 0}.

Maaritelmi 6.8. Olkoot G ja H ryhmii ja f kuvaus G — H. Kuvauksen f ytimen
muodostavat ryhmén G alkiot a, joille pétee f(a) = ey. Homomorfismin ydinta merkitdan

Ker(f).

Esimerkki 6.9. Olkoon f kuvaus R — R siten, etti x ~— z?. Laskutoimituksena on
reaalilukujen kertolasku. Nyt kuvauksen f ytimen muodostavat alkiot —1 ja 1, silld ne
ovat ainoat alkiot, jotka kuvautuvat neutraalialkioksi 1.
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Maaritelma 6.10. Homomorfismia f : G — H sanotaan isomorfismiksi, jos f on bijek-
tiivinen. Ryhmda G sanotaan isomorfiseksi ryhméan H kanssa, jos on olemassa joku iso-
morfismi f : G — H. Isomorfisia ryhmid merkitiin G ~ H. Jos homomorfismi f : G — H
on injektio, niin kuvaus f : G — Im(f) on bijektiivinen homomorfismi eli isomorfismi.

Lause 6.11. Homomorfismi f : G — H sailyttid neutraalialkion ja kddanteisalkiot.

Todistus. Osoitetaan ensin neutraalialkion siilyvyys. Kerrotaan yhtdlo f(eq)f(eq) =
f(eceq) puolittain alkiolla f(eg)™!. Téstd saadaan f(eq) = ey. Kainteisalkioiden sii-
lyvyys osoitetaan seuraavasti: f(a)f(a™') = f(aa™') = f(eq) = exg = f(a)f(a) . O

Lause 6.12. Homomorfismi f : G — H on injektio jos ja vain jos Ker(f) = eg.

Todistus. Olkoon f injektio. Koska f(eg) = ep, on tdlldin Ker(f) = eqg. Nyt pitdi
todistaa vield toinen suunta. Olkoot z,y € G ja f(z) = f(y). Silloin

(6.13) en = f(@)f(y)" = f@)fy™) = flay) ™,
joten zy~! € Ker(f). Oletuksesta Ker(f) = eg seuraanyt x = y. Téten f on injektio. [
Lause 6.14. Luonnollinen kuvaus f : G — G/N, f(a) = Na on homomorfismi.

Todistus. Oletetaan, ettd a,b € G. Nyt
(6.15) f(a)f(b) = aNbN = abN = f(ab).
]

Lause 6.16. Oletetaan, ettdi G on ryhmd ja G > H. Luonnollisen kuvauksen f : G —
G/H, f(a) = aH ydin on H.

Todistus. Neutraalialkio e g on H, kuten lauseen 3.20 todistuksessa todetaan. Nyt aH =
H ainoastaan silloin, kun @ € H ryhmén laskutoimituksen méaéritelméin perusteella. Siispé
ainoastaan joukkoon H kuuluvat alkiot kuvautuvat alkioksi eg/y ja muodostavat luon-
nollisen kuvauksen ytimen. O]

Lause 6.17. Jos f : G — H on homomorfismi, niin Ker(f) on ryhmdin G normaali
aliryhmd.

Todistus. Josa € Ker(f),niin f(a) = ey. Siispikun g € G, f(gag™) = f(g9)f(a)f(g)~! =
f(9)f(g)™' = eq. Tama osoittaa, ettd Ker(f) on ryhmén G normaali aliryhma.
[
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Lause 6.18. Olkoon f : G — H homomorfismi, jonka ydin on K. Silloin K on ryhmdn
G normaali aliryhmd ja G/K ~ Im(f).

Todistus. K on lauseen 6.17 perusteella ryhméan G normaali aliryhmé. Madritellaan
(6.19) ¢:G/K — H,¢(Ka) = f(a).

Oletetaan, ettdi Ka = Kb, toisin sanoen Kab™' = K, eli ab™' € K. Téstd seuraa, etti
ey = f(ab™') = f(a)f(b 1), silli f on homomorfismi. Siispd f(b) = f(a). Nyt ¢(Ka) =
¢(KD), joten ¢ on hyvin méiritelty. ¢ on homomorfismi, koska

(6.20) P(KaKb) = ¢(Kab) = f(ab) = f(a)f(b) = (K a)p(KD).

Kuvauksen ¢ maéritelmén perusteella I'm¢ = Imf. Lopuksi osoitetaan vield, ettd ¢ on
injektio. Jos ¢(Ka) = ¢(Kb), niin f(a) = f(b). Siispa f(a)f(b)™! = eg ja f(ab™!) = eg.
Nyt ab~! € K ja Ka = Kb. Koska ¢ on homomorfismi ja injektio, se on isomorfismi. [J

Lause 6.21. Olkoot N ja T ryhmdn G aliryhmid, joista N on normaali. Sillosn N N'T
on normaali aliryhmd aliryhmdén T suhteen jo T /(N NT) ~ NT/N.

Todistus. Olkoon v : G — G/N luonnollinen kuvaus ja olkoon v = v | T" kuvauksen v
rajoittuma joukossa T'. Koska v’ on homomorfismi, jonka ydin on N N T, lauseen 6.18
mukaan (NNT)<T ja (T'/N)NT ~ Im(v'). Joukko Im(v") on niiden aliryhméin N
sivuluokkien joukko, joissa on alkio, joka kuuluu aliryhmé&én 7'. Toisin sanoen puhutaan
joukosta NT/N. Tami osoittaa, ettd T/N NT ~ NT/N. O

Lause 6.22. Olkoon K < H < G, missd K ja H ovat normaaleja ryhmdin G aliryhmid.
Silloin H/K on ryhmdn G /K normaali aliryhmd ja

(6.23) (G/K)/(H/K) ~ G/H.

Todistus. Olkoon f : G/K — G/H, f(Ka) = Ha. f on hyvin méiritelty, sillda H ~ K.
f on myos surjektio, silld kun a kiy lapi koko ryhmin G, kiydadn ldpi myds jokainen
sivuluokka, joka kuuluu joukkoon G/H. kuvauksen f ydin on H/K, silld vain sellaiset
sivuluokat a K kuvautuvat neutraalialkioksi H, joissa a € H. Nyt lause tosi lauseen 6.18
mukaan. O]
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Luku 7
p-ryhma

Maaritelma 7.1. Jos X on joukko, kutsumme ekvivalenssirelaatiokst sellaista X x X:n
osajoukkoa R, jolle patee kaikilla z,y, z € X:

(1) (z,x) € R

(2) (z,y) e R= (y,x) € R

(3) (z,y) € RA(y,2) € R= (z,2) € R

Esimerkki 7.2. Tarkastellaan kaikkien tason suorien joukkoa ja relaatiota "suora [; on
yhdensuuntainen suoran [, kanssa’. Taméi relaatio on ekvivalenssirelaatio, silld selvis-
ti jokainen suora on yhdensuuntainen itsensid kanssa. Samanlaiselta itsestddnselvyydelta
tuntuu kohta (2). Kohta kolme on myos tosi, silld jos [; on yhdensuuntainen suoran [y
kanssa, joka on yhdensuuntainen suoran [3 kanssa, ovat my6s [; ja [3 yhdensuuntaiset.

Miéritelmé 7.3. Jos G on ryhmi ja « € G, niin alkiota aza™!, missi a € G, kutsutaan
alkion x konjugaatiksi. Toisin sanoen y on alkion x konjugaatti, jos on olemassa a € G

siten etti y = axa~!.

Lause 7.4. Jos G on ryhmd, relaatio "y on alkion x konjugaatti” muodostaa ekvivalens-
sirelaation ryhmdssa G.

Todistus. Kaydaan kohta kohdalta lapi ekvivalenssirelaation maaritelma.

(1) Jokainen = € G on itsensé konjugaatti, silld eqreq = .

(2) Jos y on alkion z konjugaatti, niin y = axa™! jollain a € G. Nyt ya = ax, misti seuraa
a"'ya = z, joten x on alkion y konjugaatti.

(3) Jos y on alkion x konjugaatti ja x on alkion z konjugaatti, niin y on alkion z kon-
jugaatti. Tamé siksi, ettd y = axa™' = abzb~la™' = (ab)z(ab)™' = czc™?!, joillakin
a,b,c € G. ]

Maéaritelma 7.5. Jos G on ryhmé ja a € G, niin alkion a ekvivalenssiluokkaa, jonka

relaatio 7y on alkion z konjugaatti” muodostaa, kutsutaan alkion a konjugaattiluokaksi.

Sitd merkitain aC.
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Maaritelmd 7.6. Ryhmén G keskukseksi kutsutaan niiden alkioiden a € G joukkoa,
joille kaikilla g € G pétee

(7.7) ag = ga.
Ryhmén G keskusta merkitdén Z(G).
Lause 7.8. Jos G on ryhmd, niin Z(G) on ryhmdin G normaali Abelin aliryhmd.

Todistus. Kaydédéan ensin lapi, miksi Z(G) on ryhmé. Laskutoimitus on suljettu joukossa,
silld jos a,b € Z(G) ja g € G, niin abg = agb = gab. Liitdnnaisyys seuraa ryhmén G
ominaisuuksista. Alkion a € Z(G) kiidinteisalkio on a™!'. Tdméa alkio kuuluu joukkoon
Z(G), silla jos g € G ja ag = ga, niin aga™' = g ja ga=' = a~'g. Neutraalialkio on
eqg. Ryhmaé on Abelin ryhmé, silld keskuksen méaritelman mukaan kaikille alkioille a,b €
Z(@G) pitee ab = ba. Ryhmd Z(G) on normaali, silld jos a € Z(G) ja g €