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　　摘　要　分析了受大气湍流扰动的光波波前在系统接收孔径上的 Zern ike 多项式展开系

数的时间相关性, 在此基础上进一步分析了从不同方向到达系统接收孔径的光波波前整体倾

斜之间的相关性, 并给出了光波在水平均匀大气中传播时的结果。

　　关键词　Zern ike 多项式　时间相关性　整体倾斜　自适应光学

　　光波在大气中传输时其波前会受到大气湍流的随机扰动, 从而使其成像受到严重影响。为

了克服这种影响, 需要采用自适应光学系统对光波波前所受的大气扰动进行补偿[1 ]。

　　自适应光学系统所探测到的光波波前可以用一系列的 Zern ike 多项式展开[2 ]。由于自适

应光学系统存在时间延迟 ∃ t, 在时刻 t 测量到的光波波前只能补偿 t+ ∃ t 时刻到达系统的光

波。然而到达自适应光学系统的光波波前不断发生变化, 用 t 时刻的光波波前补偿 t+ ∃ t 时刻

的光波波前会引起误差[3 ] , 因此有必要弄清各阶多项式的时间相关性, 对在 ∃ t 时间间隔内其

展开系数时间相关性很好的 Zern ike 多项式所对应的波前扰动进行补偿, 而放弃对相关性变

得很差的 Zern ike 多项式所对应的波前扰动进行补偿。这样做可以消除对在 ∃ t 时间间隔内已

经改变了波前扰动进行补偿所带来的负面影响。这种因外界环境的变化而采取的对光波波前

所受扰动进行有选择的部分补偿具有很重要的现实意义。Jean- Pauk Gaffard 在研究本征模

式法的应用时对这个观念有所涉及[4 ] , 但运用本征模式却很难对此进行深入的研究。

　　本文给出了各阶 Zern ike 多项式展开系数的时间相关性与大气湍流强度, 光波传输路径

上的横向风速、目标运动速度及系统接收孔径之间关系的解析表达式。在此基础上, 进一步分

析了各阶 Zern ike 多项式展开系数的角度相关性。这对于理解大气湍流对光波波前的扰动, 以

及最终实现自适应光学系统对光波波前扰动进行有选择的部分补偿都很有意义。

1　理论推导
　　设系统接收孔径的半径为R , 则L 处的点光源发出的光波在接收孔径上的相位分布为

5 (R rο, t) = k∫
L

0
d hn1 [ς (h )R rο, t ] (1)

其中 k 为光波波数; n1为大气湍流的折射率起伏; rο 在单位圆上取值。对于球面波, ς (h ) = 1-

höL ; 对于平面波, ς (h ) = 1。相应的 Zern ike 多项式展开系数为

a i ( t) =∫∫d 2 rοW (rο) Z i (rο) 5 (R rο, t) (2)

其中W (rο)为接收系统的孔径函数

W (rο) =
1öΠ　　　　　û rοû ≤ 1

0　　　　　　û rοû > 1
(3)
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各阶 Zern ike 多项式展开系数在时间域上互相关函数为

< a i ( t) a i ( t + Σ) > =∫∫∫∫d 2 rο1d 2 rο2Z i (rο1) Z i (r2) < 5 (R rο1, t) 5 (R rο2, t + Σ) > (4)

　　相位扰动相关函数< 5 (R rο1, t) 5 (R rο2, t+ Σ) > 和大气湍流折射率起伏的相关函数 # (0)
n 之

间的关系已由文献[ 7 ]给出

< 5 (R rο1, t) 5 (R rο2, t + Σ) > = 0100969k 2∫
L

0
d hC 2

n (h ) # (0)
n (ς (h )R rο, Σ, h ) (5)

其中 rο= rο2- rο1。而

# (0)
n [ς (h )R rο, Σ, h ] =∫∫d 2Θο5 (0)

n Θe- 2ΠτΘοΤ(h) Σe2ΠτΘος (h)R rο (6)

其中 5 (0)
n (Θ)为大气湍流折射率的起伏谱。注意到

W (rο1) Z i (rο1) =∫∫d 2Θο1Q i (- Θο1) e2ΠΘο1rο1 (7)

W (rο2) Z i (rο2) =∫∫d 2Θο2Q
3
i (- Θο2) e- 2ΠΘο2rο2 (8)

将 (5～ 8)式代入 (4) , 可得

< a i ( t) a i ( t + Σ) > = 0100969k 2∫
L

0
d hC 2

n (h )∫∫d 2Θο5 (0)
n Θe- 2ΠΘοΤϕ(h) Σ

Q i [ - ς (h )R Θο]Q 3
i [ - ς (h )R Θο] (9)

由于

Q i (Θ, Η) =

(n + 1) 1ö2 J n+ 1 (2ΠΘ)
ΠΘ (- 1) (n2m ) ö2 lm 2 (1- ∆m 0) ö2co sm Η　　　l = 1

(n + 1) 1ö2 J n+ 1 (2ΠΘ)
ΠΘ (- 1) (n2m ) ö2 lm 21ö2 sinm Η　　　　　l = - 1

(10)

其中 n、m、l 为各阶 Zern ike 多项式的参数 (n、m 为不小于0的整数, 并满足m ≤n , n - m 为偶

数)。Zern ike 多项式的定义可参见文献[ 6 ]。所以

Q i [ - ς (h )R Θο]Q 3
i [ - ς (h )R Θο] =

21- ∆m 0 (n + 1)
J 2

n+ 1 [ 2Πς (h )R Θ]
[Πς (h )R Θ]2 co s2m Η　l = 1

2 (n + 1)
J 2

n+ 1 [ 2Πς (h )R Θ]
[Πς (h )R Θ]2 sin2m Η　l = - 1

(11)

将 (11)式代入 (9)式, 用 Ko lmogo rov 谱 5 (0)
n = Θ- 11ö3描述大气湍流, 并利用积分恒等式

1
2Π∫

2Π

0
d Ηe- inΗ+ iz sinΗ = J n (z ) (12)

可得

< a i ( t) a i ( t + Σ) > = 0100969k 22 (n + 1) (2Π) 8ö3R 5ö3∫
L

0
d hC 2

n (h ) ς 5ö3 (h )G (h ) (13)

其中

G (h ) =
21- ∆m 0 [G (n+ 1) 20 (-

14
3

,
v (h ) Σ
ς (h )R

) + (21)m G (n+ 1) 22m (-
14
3

,
v (h ) Σ
ς (h )R

) co s2m Υ], l = 1

2[G (n+ 1) 20 (-
14
3

,
v (h ) Σ
ς (h )R

) - (- 1)m G (n+ 1) 22m (-
14
3

,
v (h ) Σ
ς (h )R

) co s2m Υ], l = - 1

(14)

Υ为横向风速的方向角; G lm n (Α, Β) = ∫∞
0 ΣΑ

d ΣJ l (Σ) J m (Σ) J n (ΒΣ) , 它的解析解已由 G. A. T yler 给
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出[5 ]。

　　定义规一化互相关函数为

Χi (Σ) =
< a i ( t) a i ( t + Σ) >

< a2
i ( t) >

(15)

其中< a
2
i ( t) > 实际上是 Zern ike 多项式展开系数的方差, 其值已由R. J. N o ll 给出[2 ]

< a2
i ( t) > = 0. 092 (2Π) 8ö3 (n + 1) # (14ö3) # (n - 5ö6)

214ö3# 2 (17ö6) # (n + 23ö6)
(R ör0) 5ö3 (16)

图1给出了< a
2
i ( t) > 与 n 的关系。

F ig. 1 R elat ionsh ip betw een variance of coefficien ts

of Zern ike po lynom ials and param eter n

图1　Zern ike 多项式展开系数方差与 n 的关系

F ig. 2 R elat ionsh ip betw een nom alized co rrela t ion

unction of coefficien ts of Zern ike po lynom ials and vΣöR

图2　Zern ike 多项式展开系数的规一化相关函数

与 vΣöR 的关系

　　将 (13)和 (16)式代入 (15)式, 得到

Χi (Σ) =
(2Π) 11ö3∫

L

0
d hC 2

n (h ) ς5ö3 (h )G (h )

2∫
L

0
d hC 2

n (h ) ς 5ö3 (h )∫Θ- 14ö3d ΘJ 2
n+ 1 (2ΠΘ)

(17)

2　光波在水平均匀大气中传播时的一些结果
　　考虑光波在水平均匀大气中传播时的情况, 可以使分析变得简洁, 也不影响对问题的理

解, 而且还可以对影响 Zern ike 多项式时间相关性的一些因素有更深入的认识。下面分析光波

传播路径上的湍流介质变化分别由横向风引起和目标横向运动引起两种情况。

〗2. 1　光波传播路径上的横向风引起湍流介质发生变化

　　假定这时的横向风速为 v , 则

G (h ) =
21- ∆m 0 [G (n+ 1) 20 (-

14
3

,
v Σ

ς (h )R
) + (21)m G (n+ 1) 22m (-

14
3

,
vΣ

ς (h )R
) co s2m Υ], l = 1

2[G (n+ 1) 20 (-
14
3

,
v Σ

ς (h )R
) - (- 1)m G (n+ 1) 22m (-

14
3

,
vΣ

ς (h )R
) co s2m Υ], l = - 1

(18)
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Χi (Σ) =
(2Π) 11ö3∫

L

0
d hς5ö3 (h )G (h )

2∫
L

0
d hς5ö3 (h )∫Θ- 14ö3d ΘJ 2

n+ 1 (2ΠΘ)
(19)

可见这时 Χi (Σ) 与大气湍流的强度、光波波长以及光波传播距离L 无关, 而只与接收孔径的尺

寸、系统时间延迟、横向风速以及横向风速的风向 Υ有关。

　　图2给出了在 Υ= 0, 即 v 沿 x 方向时, Χi (Σ)与 vΣöR 之间的关系曲线。从上到下的前两条曲

线对应的 Zern ike 多项式的参数分别为 (1, 1, - 1) , (1, 1, 1)。第三条看上去比较粗的曲线实际

上由三条曲线组成, 所对应的参数分别为 (2, 2, - 1) , (2, 0, 1) , (2, 2, 1)。第四条曲线对应的参

数为 (3, 1, - 1)。第五条曲线实际上由两条曲线组成, 所对应的参数分别为 (3, 3, - 1) , (3, 3,

1)。第六条曲线所对应的参数为 (3, 1, 1)。

2. 2　目标横向运动时的情况

　　设目标横向运动时相对于系统的旋转角速度为 Ηο, 则 v (h ) = Ηοh , v (h ) Σ= ΗοΣh。ΗοΣ实际上是

时间延迟 Σ内目标旋转过的角度 Η, 因此这时的规一化相干函数反映了各阶 Zern ike 多项式的

等晕情况。鉴于此, 将 Χi (Σ)改为 Χi (Η) , ΗοΣ改为 Η。平面波时各阶 Zern ike 多项式的等晕情况已

由 P. H. H u 等人给出[6 ]。在这里我们的推导实际上还给出了球面波时的情况

G (h ) =
21- ∆m 0

[G (n+ 1) 20 (-
14
3

,
Ηh

ς (h )R
) + (21)m G (n+ 1) 22m (-

14
3

,
Ηh

ς (h )R
) co s2m Υ], l = 1

2[G (n+ 1) 20 (-
14
3

,
Ηh

ς (h )R
) - (- 1)m G (n+ 1) 22m (-

14
3

,
Ηh

ς (h )R
) co s2m Υ], l = - 1

(20)

Χi (Η) =
(2Π) 11ö3∫

L

0
d hς5ö3 (h )G (h )

2∫
L

0
d hς5ö3 (h )∫Θ- 14ö3d ΘJ 2

n+ 1 (2ΠΘ)
(21)

F ig. 3 R elat ionsh ip betw een nom alized co rrela t ion function of coefficien ts of

Zern ike po lynom ials and Η. T he so lid lines and the dashed lines are co rresponding

to R = 0125m and R = 0. 05m , respectively. (a)L = 3km , (b)L = 1km

图3　Zern ike 多项式展开系数的规一化相关函数与Η的关系

　　可以看出, 这时Χi (Η)与 Η、光波传播距离L、系统接收孔径半径R 有关, 仍然与大气湍流强
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度、光波波长无关。

　　我们对第2阶和第3阶 Zern ike 多项式, 即整体倾斜的角度相关性进行了考察。仍然假设 vο

沿 x 方向。这两阶 Zern ike 多项式对应的参数 n , m , l 分别为 (1, 1, 1) 和 (1, 1, - 1)。图3给出了

系统接收半径分别为R = 0. 25m 和R = 0. 05m , 光波传播距离 (a)L = 3km 和 (b)L = 1km 时的

规一化相关函数 Χi (Η)与目标旋过角度 Η之间的关系, Η的单位为微弧度。每种情况下从上到下

的两条曲线分别对应第三阶和第二阶 &ern ike 多项式。

3　结果分析
　　可以看出, 当光波在水平均匀大气中传播, 并且路径上的横向风速相等时, Χi (Σ) 与大气湍

流的强度, 光波波长以及光波传播距离无关。这是因为在上述条件下大气湍流的折射率起伏、

光波波长和光波传播距离对波前扰动的影响都是线性的, 并且在整个路径上的横向风的影响

相同, 因此根据 Χi (Σ)的定义 (15)不难看出, 以上因素不会影响到 Χi (Σ)的值。

　　从图2可以看出, Χi (Σ)随 vΣöR 的增加而减小, 也即当R 一定时, Χi (Σ)随 vΣ的增大而减小,

而当 vΣ一定时, Χi (Σ)随R 的减小而减小。这是因为 vΣ代表了时间上相距为 Σ的两光波波前所

经历的湍流之间的间距, vΣ越大, 两光波波前所经历的湍流之间的相关性越差, Χi (Σ) 也因此越

小。而当 vΣ一定的情况下, 系统接收孔径的半径R 减小时, 孔径上的各阶 Zern ike 多项式所对

应的湍流结构的尺度越小。而湍流结构的尺度越小, 其空间相关性也越差。因此这时 Χi (Σ) 也随

之减小。

　　从图2还可以看出, n 越大, 对应的 Χi (Σ) 随 vΣöR 增大而减小得越快。而 n 相同时, Χi (Σ) 减

小的情况与m 有关。这是因为 n 主要反映了该类 Zern ike 多项式所对应的湍流结构尺度, n 越

大, 对应的湍流尺寸越小, 因此对应的 Χi (Σ)随 n 增大减小得越快。而当 n 相同时, 由于m 反映

了湍流结构沿角向的破碎情况, l 反映了湍流结构主要沿 x 方向还是沿 y 方向分布。当m = 0

时, 对应的 Zern ike 多项式对方向和角度都是不敏感的, 因此对应的Χi (Σ)只表现出由 n 所确定

的随 vΣöR 的增加而减小的情况。对于m = 1, l= 1和 l= - 1所对应的 Zern ike 多项式分别反映

沿 x 方向和沿 y 方向分布的湍流结构成份。当光波传播路径上的横向风沿 x 方向时, 所有的

湍流结构都在 x 方向被吹动, 所以沿 x 方向分布的湍流结构在 x 方向所受的影响要大一些,

因此 l= 1所对应的 Χi (Σ) 随 vΣöR 的增大减小得快一些。当m > 1时, 所反映的湍流结构沿角向

的破碎加剧, l= 1和 l= - 1所对应的湍流结构在 x 方向和 y 方向的差别减小, 因此它们所分别

对应的 Χi (Σ)随 vΣöR 增大而减小的差别也很快减小。从图2可以看出当m = 3时, l= 1和 l= - 1

各自所对应的 Χi (Σ)随 vΣöR 增大而减小的差别已几乎看不出来。

　　图3给出了从不同方向到达系统接收孔径的光波波前沿 x 方向和沿 y 方向的整体倾斜之

间的相关性。可以看出当系统接收孔径变小时, 夹角为 Η的两光波波前的整体倾斜的相关性减

小。这是因为到达系统的光波波前的整体倾斜由尺度大于系统接收孔径的湍流结构确定, 当系

统接收孔径变小时, 确定整体倾斜的湍流成份增多, 而新增的尺寸较小的湍流成份的相关性减

小, 因此整体倾斜的相关性也减小。

　　将图3 (a)和3 (b)进行比较可以看出, 当光波的传播距离减小时, 从不同方向到达系统的光

波波前整体倾斜的相关性增大。这是因为两光波在任一处的间距与该处到系统接收孔径的距

离有关, 距离越小, 该处两光波的间距也越小, 两光波传播路径上的湍流的相关性就越大。因此

光波传播距离越小, 从不同方向到达系统的光波波前整体倾斜的相关性越大。
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　　根据以上分析, 对于光波在水平均匀大气中传播时的情况, 我们得到如下结论:

　　 (1) 光波波前的 Zern ike 多项式展开系数的规一化相关函数 Χi (Σ) 与大气湍流强度、光波

波长、光波传播距离没有关系, 随 vΣöR 的增大而减小。

　　 (2) Χi (Σ)随 vΣöR 的增大而减小的情况与对应的 Zern ike 多项式的参数m , n , l 有关。

　　 (3)光波在水平均匀大气中传播时, 从不同方向到达系统的光波波前的整体倾斜的规一化

相关函数随光波传播距离的减小而增大, 随系统接收孔径的减小而减小, 与大气湍流强度、光

波波长没有关系。
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TEM PORAL CORRELATION OF COEFF IC IENTS

OF ZERN IKE POLY NOM IAL S
Zhang D eliang and J iang W enhan

Institu te of Op tics and E lectron ics, Ch inese A cad em y of S ciences, Cheng d u , 610209

Yan H aix ing

Institu te of M echan ics, Ch inese A cad em y of S ciences, 100080

　　ABSTRACT　T empo ral co rrela t ion of coefficien ts of Zern ike po lynom ials of w avefron t, w h ich is per2
tu rbed by the atmo spheric tu rbu lence, has been analyzed. T he tip2t ilt co rrela t ion of w avefron ts com e from dif2
feren t direct ions has also been analyzed, too. R esu lts w h ile ligh t p ropagates in the ho rizon tal a tmo sphere are

p resen ted.

　　KEY WORD S　Zern ike po lynom ials, tempo ral co rrela t ion, assem ble tilt, adap tive op tics.
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