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1. JOHDANTO

Vakuutusyhtiolld on tavallisesti ldhes jatkuva-aikaista kassavirtaa. Negatiivista kassavirtaa
syntyy mm. maksettavista vahingonkorvauksista, liiketoiminnan yleisistd kuluista kuten
henkiloston palkkakuluista ja toimitilojen hoitokuluista sekd maksettavista veroista ja
osingoista. Positiivista kassavirtaa syntyy vakuutusmaksuista ja joskus my0s yhtioon
sijoitettavasta uudesta pddomasta. Lisdksi yhtion hallussa oleva pddoma tuottaa kassavirtaa,
esimerkiksi vakuutusyhtié saa vuokratuloja omistamistaan vuokrakiinteistdistd ja osinkoa
omistamistaan  osakkeista.  Sijoitustoiminnan tuottamaa kassavirtaa voi kutsua
sijoitustuotoksi, joka saattaa joissain tapauksissa olla negatiivista, esimerkiksi jos
vuokrakiinteistdjen  remonttikustannukset  ylittdvdt  tarkasteluvélilli ~ vuokratuoton.
Riskiteorian  perinteinen  tutkimuskohde on  yrityksen kassavirran,  erityisesti

vahingonkorvausten, mallintaminen erilailla jakautuneita satunnaismuuttujia kayttéen.

Klassisen riskiteorian vararikko-ongelman l4dhtokohtana on malli, jossa yhtiolld on
alkuhetkelld pddoma Uy > 0 ja jossa yhtion tulevan kassavirran oletetaan koostuvan jonosta
satunnaismuuttujia Q;, jotka ovat kaikilla i samoin jakautuneita ja riippumattomia seka
toisistaan ettd Uy:sta. Ajanjaksot i tulkitaan yleensd vuosiksi. Positiivinen Q; tulkitaan
tarkoittamaan negatiivista kassavirtaa, siis tappiota. Sijoitustoiminnan tuottaman kassavirran
voi jossain mielessd ajatella siséltyvdn satunnaismuuttujien Q; jakaumaan, mutta timi
tulkinta on ongelmallinen, silld esitettyjen oletusten puitteissa yhtion pddoman suuruus
kullakin ajanjaksolla ei vaikuta kyseisen Q;:n jakaumaan. Todellisuudessa esimerkiksi
yhtion omistamien vuokrakiinteistdjen méérd ja sitd kautta vuokratulojen muodostaman
kassavirran suuruus riippuu jollain tapaa yhtion pddoman maéréstd. Oletus, ettd kassavirtaa
vastaavat Q;:t ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita kaikilla i, on joka tapauksessa
suuri yksinkertaistus todellisen vakuutusyhtion tilanteesta. Yhtion tulkitaan mallin mukaan
tekevén vararikon jos Q;:den summa on jonain hetkend suurempi kuin alkupddoma. Naiilld
oletuksin, kun tarkasteluvili ulotetaan nykyhetkesti ikuisuuteen ja kun yhtion alkupddoma
Uy lahestyy dédretontd, klassinen vararikkoteoria antaa yhtion vararikon todennidkdisyydelle
ehdottomaksi yldrajaksi Ce Y0, jossa C on vakio ja p > 0 on niin sanottu Lundbergin
eksponentti.

Todellisen vakuutusyhtion pddoma ei kuitenkaan ole rahakirstu, jonka arvon voi maérittaa
suoraan alkupddoman sekd kirstuun sisddn ja kirstusta ulos virranneen kassavirran
perusteella. Vakuutusyhtid nimittdin aktiivisesti sijoittaa hallussaan olevaa pddomaa ja

sijoitustoiminnasta saatavat voitot muodostavat merkittdvdn osan vakuutusyhtion, kuten



muidenkin finanssialan toimijoiden, liiketoiminnasta. Vakuutusyhtion sijoitustoiminta
tasapainoilee tuottavuuden, turvallisuuden ja likviditeetin vélilli ja vakuutusyhtion
riskinottoa rajoitetaan myds lakisédéteisesti. Huomattava osa vakuutusyhtididen pddomasta on
kuitenkin sijoitettu osakkeisiin ja muihin riskillisiin sijoitusinstrumentteihin, silli ne ovat
yleensd odotusarvollisesti tuottavampia kuin riskittomat sijoituskohteet. Talloin myos

sijoitustappiot ovat mahdollisia.

Teen terminologisen eron kassavirraksi muodostuvan sijoitustuoton, joka voi sisdltyd tai olla
sisdltymadttd klassisen vararikko-ongelman muuttujien Q; jakaumaan, sekd sijoitusvoittojen
ja —tappioiden vilille. Sijoitusvoitoilla ja —tappioilla tarkoitan esimerkiksi yhtion omistamien
osakkeiden tai kiinteistdjen myyntiarvon muutosta. Myyntiarvon muutos ei todellisuudessa
ole aivan yksikésitteinen ennen kuin kauppa tapahtuu, mutta esim. osakkeille ja vastaaville
sijoitusinstrumenteille voi kunakin hetkend helposti kohdistaa tarkan myyntiarvon olettaen,
ettd yhtion omistamien osakkeiden madrd ei ole kovin merkittdvd verrattuna kyseiselld
osakkeella tehtdvdn kaupan médrddan. Myds pankkitalletusten tuottama korko on
sijoitusvoittoa. Vuokratuloistakin olisi kdtevd ajatella, ettd niilld ostetaan uusia asuntoja tai
vaikka osakkeita, jolloin nekin kasvavat korkoa korolle periaatteella. Oleellista
terminologiassa on se, ettd sijoitusvoittoja tai tappioita kuvaan korkotekijilld K; tai
yhtédpitavasti diskonttaustekijilla M; = 1/K;, jonka vaikutus on lineaarisesti riippuvainen
pddoman madrdstd. Toisin sanoen mikili yhtion pddoma on vuoden i alussa U ja jos kyseisen
vuoden kassavirtaa kuvaava Q; saa arvon nolla, niin yhtion pddoma on kyseisen vuoden
lopussa K;U. Sijoitustappiot yksindédn eivét voi saattaa yhtiotd vararikkoon, mutta ne voivat
pienentdd merkittdvisti pddomaa, jolloin yhtid tulee paljon haavoittuvaisemmaksi

negatiiviselle kassavirralle.

Tamén tutkielman pédédldhde on Charles Goldien artikkeli "Implicit renewal theory and tails
of solutions of random equation" vuodelta 1991. Téhin artikkeliin viittaan toistuvasti vain
mainiten Goldien nimen. Goldien implisiittisen uusiutumisteorian soveltaminen antaa
mahdollisuuden muodostaa tietyin oletuksin sijoitusvoitot ja —tappiot huomioivan
asymptoottisen esityksen yhtion vararikkotodennédkoisyydelle tilanteessa, jossa seké
tarkastelujakson pituus ettd yhtion alkupdédoma ldhestyvat ddretonta.

Vaikka Goldien teoria edellyttda ddretontd ajanjaksoa, esitettdvin mallin konstruktio on ehka
luontevinta aloittaa &dérellisestd ajanjaksosta. Olkoot Up ja satunnaismuuttujat Q; kuten
klassisessa vararikkoteoriassa, siis Uy on yhtion alkupddoma ja Q; kuvaa yhtion kassavirtaa
vuoden i aikana. Tulkitaan positiivinen Q;:n arvo tarkoittamaan negatiivista kassavirtaa, siis

tappiota. Kassavirran Q; oletetaan yksinkertaistaen syntyvdn vuoden i alussa. Olkoon



satunnaismuuttuja K; korkotekijé, joka kuvaa sijoitustuottoa vuonna i. Merkitdin M, = 1/K;,
jolloin M; on diskonttaustekiji. Koska nollatuottoinen riskiton sijoitus on aina mahdollinen
ja kdytdnnossd aina on my0s mahdollista saada positiivista korkoa, on luontevaa olettaa
E(K) > 1. Oletetaan myos P(K < 1) > 0, siis ettd sijoitustappioiden riski on todellinen.
Tama tarkoittaa, ettd pddoma on sijoitettu niin, ettd riskillisissd sijoituksissa on mahdollista
hivitd enemmain kuin mité riskittomét sijoitukset tuottavat.

Edellamainitut korkotekijdia K koskevat oletukset tarkoittavat E(M) € (0,1) ja
P(M > 1) > 0. Kuten klassisessa mallissa, satunnaismuuttujat ; oletetaan samoin
jakautuneiksi ja riippumattomiksi kaikilla i. Oletetaan, ettd myos satunnaismuuttujat M; ovat
samoin jakautuneita ja riippumattomia kaikilla i. Néilld oletuksin yhtion pddoman kunkin

vuoden alussa voi kirjoittaa seuraavasti:

Ui = K1Uy - K101,

Uy = KxhK1Up — K2K 101 — K20,

Us = K3KK U — K3K>K 101 — K3K200 — K303,

Up = Ky oo K Uo = Ky o K1 Q1 = K oo K202 = .~K + Knot Ont — KO-

Jaetaan viimeinen rivi tekijalld K, -... K;:

Un _ _ _&_ _ Qn—l _ Qn
K, .. K = U= K, Kn_z-...-KIQ”_l Ko+ K-

Sijoittamalla M; = 1/K; voidaan kirjoittaa

My «.. MU, = Uy — Q1 = M\Q2 —...=M +...-M, Oy,

eli
Ug— M, .. MU, = Q1 +M1Q2 +...+M, °...°M,,Qn.

Yhtilon oikea puoli kuvaa nyt tulevan kokonaistappion, siis tulevan negatiivisen kassavirran
ja sijoitustappioiden yhteisvaikutuksen, nykyarvoa. Huomataan, ettd mikéli yhtdlon oikean
puolen satunnaismuuttujasarja saa arvon, joka on suurempi kuin Up, niin silloin yhtién
pddomaa vuoden n lopussa kuvaava satunnaismuuttuja U, saa negatiivisen arvon, eli yhtio

on vararikossa.

Adrettdomin ajan tilannetta varten on parempi korvata yhtién vasen puoli summaa



tarkoittavalla satunnaismuuttujalla S,. Yhtdlon oikean puolen voi kirjoittaa yhtépitavésti

seuraavassa muodossa:
(1.0) Sy =D My «...-M;10..
i=1

Yhtilon (1.0) oikean puolen suppenemista kun n - oo on kasitelty ldhteissd Vervaat(1979) ja
Toivanen(2008). Tulos on, ettdi satunnaismuuttujasumma suppenee jos ja vain jos
ElogM < 0. Jensenin epdyhtdlon ja logaritmifunktion konkaaviuden johdosta

EM) <1 = ElogM <0,

joten tdmdn tutkielman oletusten puitteissa suppeneminen tapahtuu. Tdlloin on olemassa
satunnaismuuttuja S, jonka jakauma on sama kuin yhtédlon (1.0) oikeasta puolesta syntyvin

adretontermisen satunnaismuuttujasumman. Voidaan siis kirjoittaa
(1.1) S = DM -...-M;10;.
i=1

Kun satunnaismuuttujaparit (M;,Q;) oletaan samoin jakautuneiksi ja keskenddn
riippumattomiksi, mutta parien sisdinen riippuvuus sallitaan, niin kyseistd yhtéloa kutsutaan
satunnaisdifferenssiyhtiloksi. Merkinnédlli R = S, yhtdlon (1.1) voi tdlloin kirjoittaa
yhtédpitdvésti muodossa

(1.2) R =1 Q + MR, R riippumaton parista (M, Q).

Esityksestd (1.2) ndkyy suoraan, ettd kyseessd on uusiutumisyhtdld. Sanallinen tulkinta
tilanteesta voisi olla, ettd R:n jakauma ei muutu kun se "vield kerran" kerrotaan M:1la ja
sithen lisdtddn Q. Esitetyin tulkinnoin R kuvaa vakuutusyhtion tulevan kokonaistappion
nykyarvoa, kun tarkasteluvili ulotetaan nykyhetkestd ikuisuuteen. Néin ollen P(R > Uj) on
yhtion vararikkotodennikdisyys. Satunnaismuuttujan R jakauma on tuntematon, joten
kyseiselle todennédkoisyydelle ei voi laskea suoraan ylirajaa. Osoittautuu kuitenkin, ettd kun
Goldien oletukset ovat voimassa, niin hinen tulostensa perusteella on mahdollista muodostaa
vararikkotodenniikdisyydelle asymptoottinen esitys P(R > Uy) ~ CU," kun Uy — oo. Toisen
Goldien paituloksen perusteella saadaan esitys nopeudelle, jolla P(R > Up) ldhestyy
asymptoottiaan kun Uy — oco. Ndma tulokset on nimetty tissa tutkielmassa péélauseiksi 1 ja
2.

On paikallaan todeta, etté esitettdvd malli ei vastaa reaalimaailman vakuutusyhtion tilannetta



kovinkaan hyvin. Todellisella vakuutusyhti6lld ei ensinndkdin ole déretontd alkupddomaa
eikd sen toiminta tule myoskddn jatkumaan ikuisesti. Kaytettivd malli sallii kunkin
satunnaismuuttujaparin (M;, Q;) sisdisen riippuvuuden, siis riippuvuuden kunkin vuoden
sijoitustuoton ja liiketoiminnan tuloksen vilille. Tami on positiivista, silld esimerkiksi jos
yhtio reaalisoi sijoitusomaisuuttaan vuoden i aikana, timé vaikuttaa sekd kyseiseen M;:hin
ettd Q;:hin. Toisaalta téllainen tarkastelu korostaa entisestiin mallin kdytdnnon tulkinnan
suurinta ongelmaa, joka on oletus siitd, ettd M;:t ovat toisistaan riippumattomia ja samoin
jakautuneita kaikilla i ja Q;:t samoin. Todellisen vakuutusyhtion liiketoiminnassa esiintyy
ajan kuluessa muutoksia, jotka vaikuttavat tulevaan kassavirtaan eli tulevien Q;:den
jakaumaan. Toisaalta esimerkiksi nousu- ja laskukaudet wvaikuttavat kunkin M;:iin
jakaumaan. On my0s todennédkoistd, ettd useita vuosia jatkuva negatiivinen liiketoiminnan
tulos tai negatiivinen sijoitustuotto vaikuttaisi yhtion liiketoiminta- tai sijoitusstrategiaan ja
kenties padtoksid tekevit ihmisetkin vaihtuisivat. Liiketoiminnan jatkuessa ddrettoman
kauan henkilostd vaihtuu joka tapauksessa, vieldpd ddrettomadn monta kertaa. Kéytdnnon
kannalta olisi siis luontevaa lieventdd Q;:ta ja M;:ta koskevia oletuksia, mutta timé ei ole
Goldien teoriaan nojautuvan mallin puitteissa mahdollista. Léhteessd Toivanen(2008) on
esim. osoitettu, ettd mikdli M;:t oletetettaisiin  Markovin ketjuksi niin saatava
vararikkotodenndkdisyys poikkeaisi huomattavasti Goldien mallin oletusten puitteissa
saatavista tuloksista.

Téssé tutkielmassa esitettdvd Goldien teoriaan perustuva malli vararikkotodennédkdisyydelle
kuvaa kuitenkin todellisen vakuutusyhtion tilannetta huomattavasti paremmin kuin klassinen
riskiteorian vararikkomalli, jossa siindkin Q;:t on oletettu toisistaan riippumattomiksi ja
samoin jakautuneiksi kaikilla 7 ja josta sijoitusvoittoja tai —tappioita kuvaavat
diskonttaustekijdt M; puuttuvat kokonaan, jolloin rahan arvokin on pakko tulkita vakioksi.

Satunnaisdifferenssiyhtdld (1.2) esiintyy lukuisissa yhteyksissd, taloudellisten sovellusten
lisadksi mm. fysiikassa, biologiassa ja sosiologiassa. Lisdksi on huomattavaa, etti Goldien
implisiittisen uusiutumisteorian tulokset eivét rajoitu yhtdloon (1.2) vaan kyseessd on
yleisempi laajennus uusiutusmisteorialle. Perinteisen uusiutumisteorian l&dhtokohtana on
tilanne, jossa g on tunnettu funktio ja U on kertyméafunktio F:n uusiutumismitta eli

Ukx) = iF(”) (x).

n=0
Téssd tilanteessa funktio r = U x g ratkaisee uusiutumisyhtdlon » = g+ F xr ja yksi
uusiutumisteorian tuloksista on, ettd (¢):n raja-arvo kun ¢ —» oo on funktion g integraalin

sisdltdvi ¢:std riippumaton vakio. Goldie osoittaa, ettd vastaava asymptoottinen tulos pitee



tietyin ehdoin myos sellaisille uusiutumisyhtiloille, joissa myds g on tuntematon, vieldpa
integraali joka puolestaan sisdltdd funktion . Goldien mallin uusiutumisyhtdlot ovat muotoa
R =1 W(R), jossa ¥ ja R ovat keskenddn riippumattomia satunnaismuuttujia ja ¥ on
sellainen, ettd itseisarvoiltaan suurilla argumenteilla ¢ on voimassa W(¢) = Mt, jossa M on
luvussa 2.2 esitettdvét ehdot toteuttava satunnaismuuttuja. Goldien antaa yhtélon (1.2) lisdksi
esimerkeiksi  implisiittisen =~ uusiutumisteorian  sovelluskohteista ~ mm.  yhtdlot
R =, max(Q,MR) ja R =, Q+ max(L,R), joissa R on riippumaton satunnaismuuttujaparista
(M,Q) ja —kolmikosta (M,Q,L). Goldie todistaa tuloksensa olettaen ainoastaan M:n
jakaumaa koskevat ehdot sekd tietyt funktiota g koskevat integroituvuusehdot. Tdmén
jalkeen  Goldie todistaa integroituvuusehtojen voimassaolon erikseen kullekin
esimerkkiyhtilolleen.  Esimerkkiyhtdloistd — ainoastaan  (1.2) on  vakuutusyhtion
sijoitusriskeihin liittyvén tulkinnan kannalta mielenkiintoinen ja ndin ollen se on ainoa,
jonka osalta integroituvuusehdon voimassaolo todistetaan tissd tutkielmassa. Tarkoitus on
kuitenkin seurata Goldien yleisempéé esitystd siltd osin kun se ei merkittavésti raskauta tata
tutkielmaa sekd esittdd selvdsti, mitkd oletukset ovat riittdvid Goldien yleisen teorian

kannalta.

2. MERKINTOJA JA OLETUKSIA

2.1 Merkintoji ja méiaritelmii

Tutkielmassa kdytetyt merkintdtavat ja madritelmét ovat hyvin pitkilti samat kuin Goldien

artikkelissa.

Kahden integroituvan, reaaliarvoisen funktion fja g vilinen konvoluutio on

fxg= Iﬂx— u)g(u)du, x € R.
R

Funktion fja mitan u vélinen konvoluutio on

[ u(s) = [for = wu(du).
R



Mittojen u ja Avélinen konvoluutio Borel-joukot sisdltdvissd sigma-algebrassa ¢ on

pxiB) =[ [ dux2.Bep.

{(xy):x+yeB}
x* = max(x,0), x € R.

Merkinti f € L!'(R) tarkoittaa ettd funktio f'on integroituva, siis

_[Jf(u) |du < oo.

R

Satunnaismuuttujan X jakaumaa sanotaan aritmeettiseksi jos ja vain jos on olemassa
reaaliluku a, jolla on voimassa P(M € {kalk € Z} =1

Funktiota /' : R — [0,) sanotaan oleellisesti Riemann-integroituvaksi, jos

o0 o0
lingmk(s) = limszmk(s) < o0,
0 =z R

missa

m,(¢) = inf  flx),

x€[ne,(n+1)e]

mi(e) =  sup  flx).

x€[neg,(n+1)e]

—0o0

fs) = J‘q e~ f(u)du. Sama asia ilmaistaan vililli myds kirjoittamalla f(s) = K * £(s),

jossa K(s) = e 19.
fz) = LR e®f(s)ds, z € C.

i(z) = I{R e®u(ds), ze C. Kun z€ R timd on sama kuin Kkarakteristinen funktio

parametrilla z sille satunnaismuuttujalle, jonka jakauman mitta y maarittaa.

i(z) = LR e*u(ds), ze C. Kun z € R tdmid on sama kuin momentit generoiva funktio

parametrilla z sille satunnaismuuttujalle, jonka jakauman mitta p maarittaa.

Merkinté f{s) = O(g(s)) kun s — oo tarkoittaa, ettd on olemassa 0 < M < o ja s, niin ettd



kaikilla s > s on voimassa

[fis)] = Mig(s)|-

Merkintd f{(s) = o(g(s)) kun s - o puolestaan tarkoittaa

- fls)
b}g g(s) = 0.

On hyvi todeta, ettd mielivaltaisella x on voimassa O(x) = —O(x), o(x) = —o(x).

Merkintd u® tarkoittaa mitan u konvoluutiota n kertaa itsensid kanssa. u® on origoon
sijoittuva yksikkomassa, jota merkitddn myos do:lla. 694/} =1 jos 0 € I, 0o{I} = 0 jos
0¢l

Funktiot » ja g sekd mitat n ja v maédritellddn seuraavasti ja niitd kdytetddn toistuvasti

padlauseiden 1 ja 2 todistuksessa:

r(s) = e”P(R > e°).

g(s) = e”(P(R > e*) — (MR > ¢&*)).

n(ds) = e”P(logM € ds).

v(ds) = > ,n®(ds) = er Y " P(Vi € ds)

Pédlauseen 1 todistuksessa kéytetddn lisidksi seuraavia méaéritelmia:
[Ty = My « My «...sMy, 1y = 1.

Vi = loglly = logM; + logM; +...+logM,.

Sa(s) = e”P(I1,R > e°) = e”P(e’"R > e°).

va(ds) = 227 nW(ds) = e D P(Vy € ds),



2.2 Oletuksia

Goldie asettaa implisiittisessd uusiutumisteoriassaan satunnaismuuttujalle M kolme ehtoa:

On olemassa p > 0, jolla on voimassa
(2.1) E(M|”) = 1,
(2.2) EQMI? logiM)) < =,
ja liséksi
(2.3) Satunnaismuuttujan log|M| jakauma ei ole aritmeettinen.

Téssa tutkielmassa oletetaan, ettd ehdot (2.1), (2.2) ja (2.3) ovat voimassa. Lisédksi oletetaan,

ettd ettd M:114 on kahdesti derivoituva tiheysfunktio ja

EM) <1,
PM>1) >0,
P(M > 0) = 1.

Oletuksista viimeinen yksinkertaistaa tilannetta verrattuna Goldien yleisempédan tapaukseen,
jossa M voi saada my0s negatiivisia arvoja. Kyseisen oletuksen vuoksi tdssé tutkielmassa ei

jatkossa kaytetd itseisarvomerkintdd M:n kanssa.

Goldie todistaa, ettd ehdoista (2.1)—(2.3) seuraa seuraavat tulokset:
(2.4) —0 < ElogM < 0 ja

(2.5) m = E(M*logM) € (0,).

Todistus: Olkoon h(u) = E(M*). Talléin &' (1) = E(M*logM) ja h'" (1) = E(M"log*M). kun
u € (0,p) niin 4"(u) > 0, eli & on aidosti konveksi ja niin ollen aidosti kasvava vililld
[0,p]. Konveksiudesta seuraa, ettdi #'(0) = ElogM < 0, joten (2.4) on voimassa.
h(0) = h(p) = 1, joten A'(u) = 0 jollakin u € (0, p). Téstd voidaan paitelld, ettd 4'(p) > 0.
Merkitéan A'(p) = E(M?logM) > 0. Oletuksen (2.2) nojalla E(M”logM) < oo, joten (2.5)

on voimassa.

Tulokset (2.1)—(2.5) ovat siis voimassa. Koska nyt oletetaan P(M > 0) = 1 niin tuloksen
(2.4) voisi kirjoittaa muodossa —o < ElogM < 0.



Luvussa 4.1 todistetaan, ettd Pddlauseen 1 tulos on voimassa yhtdlon (1.2) tapauksessa.
T&lloin tarvitaan liséksi seuraava oletus:

(2.6) E|QJF < .
Pédlauseen 2 yhteydessa tarvittavia lisdoletuksia ovat
(2.7) EMPlog*M < oo,
(2.8) E|Q""" < o,
(2.9) EMP*P < oo,

joissa kahdessa jalkimmadisesséd 8 € (0, 1).

Kaikki tdssd luvussa esitetyt oletukset sopivat luontevasti yhteen tdmin tutkielman
lahtokohdan kanssa, jonka mukaan M on diskonttaustekijd ja Q kuvaa vakuutusyhtion

vuotuista kassavirtaa.

3. APULAUSEITA

Todistettavat tulokset ovat hyvin teknisid ja tulemme tarvitsemaan useita apulauseita.
Apulauseet 3.1-3.6 ovat tarpeen pdilauseen 1 todistuksessa. Pddlauseen 2 todistuksessa
kiytetddn lisdksi apulauseita 3.7-3.9.

Apulause 3.1

Olkoon > 0, fe L'(R). Funktio f on oleellisesti Riemann-integroituva jos kaikilla ¢ € R ja
kaikilla &€ > 0 on voimassa

(3.1.1) fit+¢) > 0()0),

jossaf(e) t 1kune | O.

Todistus: 0(g) 11 kun € |0, joten 0(¢) >60(¢) kun & <e. Nidin ollen kaikilla
x € [ng,(n+ 1)¢] jakaikillay € [(n — 1)g,ne] on voimassa
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fx) = 0(e)ftne) = 0*()fy).

lintegraalilaskennan véliarvolauseen nojalla on olemassa y € [(n— 1)g,ng], jolle on

voimassa

S0 =1 [ fwau.

(n-1)e

Niin ollen voidaan kirjoittaa

dom,(e) =e>. inf flx) > e0(e) D flne)

ne? nez X€[ne,(n+1)e] ne?
> 0%(e) Y j fuw)du = 0%(e) j Au)du.
nez (n-1)e

Kaikilla x € [ne,(n+ 1)eg],y € [(n+ 1)&,(n + 2)e] puolestaan on voimassa

fx) < e )f((n+ De) < 02 ( )f(y)
Néin ollen voidaan kirjoittaa
ngzlmn(g) B SHXEZ:xE[ng (n+1)g] - 0( ) ,,ZEZ:f((n " 1)8)
(n+2)e
< 92( ) é(i)gﬂu)d -7 )if(u)du.

On siis voimassa
lim > m, (&) = lim > (&) = [ fw)du < o,
€l0 =0 €l0 =0 R

mikd madritelmén mukaan tarkoittaa, ettd funktio f'on oleellisesti Riemann integroituva.

11



Apulause 3.2
Jos fe L'(R), niinfon oleellisesti Riemann-integroituva.

Todistus: Jos funktio f€ L'(R), niin seki f* ettd /= ovat integroituvia ja niitd on mahdollista
tarkastella erikseen. Niin ollen yleisen tapauksen todistamiseksi riittdd todistaa lause
tilanteessa f > 0. T&lloin kaikilla ¢ € R ja kaikilla € > 0 on voimassa

flt+e) = J.t:j e = u)du > et J.t_w e~ fw)du = e=f1).
Merkitsemélld 0(e) = e~¢ voidaan kirjoittaa
]”(t+ €)= Q(S)ﬂt), O0(e) 1 1kune | 0.
Naéin ollen apulauseen 3.1 pemsteella}‘on oleellisesti Riemann-integroituva.
Apulause 3.3

Jos on voimassa

t
J.uPP(R > u)du ~ Ctkun t — oo,
0

niin
P(R>1t) ~CtrPkunt — oo.

Todistus: Oletetaan

t
j uPP(R > u)du ~ Ctkunt — oo
0

Talloin jos & > 0 niin
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bt
[uPP(R > u)du ~ Chtkunt — oo,
0

Olkoon ensin b > 1.

bt bt
[uP(R > wydu < [urP(R > t)du = WP(R > 1)
t t
_ bP -1
BTy t""'P(R > t).
Kun ¢ - oo niin oletuksen nojalla
bt
[uPP(R > wydu ~ C(b - 1),
t
Edellisen kahden yhtdlon perusteella
limPR > 1> LC=De+1)
t—00 bp+1 — 1
L’Hospitalin sdéntod kdyttdmalld voimme todeta
Cb-D(p+1) _ Clp+1) _
M= 1 - (p+1) =C
Naéin ollen
lim inf #PR >t) > C.
b|l, t—o
Olkoon sitten 0 < b < 1. Télloin
t t
C(L=b)t ~ [ uPP(R > u)du > [ uPP(R > t)du
bt bt
_ P+l pp+lyp+l _ 1 — pr+l il N
o1 (p+1)t PR > t) kunt o0,

13



joten on voimassa

Clp+ 1A -b)
bt

ltirgol tPP(R > 1) <

L’Hospitalin sddannolla

i o+ DA =) _

btl 1 — pPH! G

joten on voimasssa

lim sup PR >t) < C.

b1, t—c0
Limes inferioria ja limes superioria koskevat tulokset yhdistdmalla ndhdéén
}LrgtPP(R >1) =C,
toisin sanoen on voimassa
PR>1t) ~CitPkunt — oo. L]

Apulause 3.4

Olkoot X ja Y mielivaltaisia satunnaismuuttujia ja p € R. Tall6in jos
LB - (1)),

niin

[IPCX > u) = P(Y > u)udu.
0

Todistus: Kaikilla u € R ja mielivaltaisilla satunnaismuuttujilla X ja ¥ on voimassa
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PX>u)=PX>uY>u)+PX>uY<u)
=PY>u)-PX<uY>u+PX>uY<u),

joten
PX>u)-PY>u)=PY<u<X)-PX=<u<py).

Vastaavasti

PY>u)-PX>u)=PX<u<Y)-PY<u<X).
Niéin ollen kolmioepiyhtdlon nojalla voidaan todeta
PX>u)—-P(Y>u)|<PX<Zu<Y)+P(Y<u<X.

X" = max(X,0), joten kun # > 0 niin P(X* > u) = P(X > u). Voidaan siis kirjoittaa
I|P(X> u) = P(Y > u)juP'du < IP(X* <u < Yur'du+ J.P(YJ“ <u < XHurdu.
0 0 0

Epéyhtdlon oikean puolen ensimmaisté integraalia voi muokata seuraavasti:

J‘P(XJr <u< Yur'du
0

Y+ Y+
= [ POX" <u < Yur'du = Elyoy [ ur-'du = %E1X+<y+((Y+)” — (XH)P).
be be

Jalkimmadisen integraalin voi vastaavasti lausua muodossa
[P <u < Xx*)ur-tdu = %E1y+<x+((X+)p —(YH)").
0

Néma voidaan yhdisté:
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FELear (1) = (0)) + Elpae (X)) = (1)) = FEX) - (1))
Naéin ollen
]OP(X< u < Yurdu < %EKX*)” —(Y")”|.
0
Epéyhtédlon oikean puolen ddrellisyys implikoi vasemman puolen ddrellisyyden, joten lause
on todistettu.

Apulause 3.5

Olkoot x,y € R,r > 0. Télldin
e+ " < e+ ),

missi ¢, = max(2"7",0).
Apulause 3.6

Olkoot x,y € R,r > 0. Talloin

. . k—y"kun0 < r < 1,
" = =

rpx — y|max(fx|, [y)" ! kun 1 < r < oo.

Apulauseiden 3.5 ja 3.6 todistus on esitetty lahteessd Toivanen(2008: 10-11).
Apulause 3.7 eli Riemann-Lebesquen lemma
Olkoon f{¢) € L'(R). Tallsin
If(t)e"x’dt - 0 kunx - oo,
R
kun x — oo

Todistus: Esitetty ldhteessd Kawata(1972).
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Apulause 3.8

Olkoot y ja u todenndkdisyysmittoja R:ssd. Oletetaan ettd y:114 on kahdesti derivoituva
tiheysfunktio g. Oletetaan, ettd u:11d on absoluuttisesti jatkuva komponentti ja lisdksi

m = Ix,u(dx) > 0,
R

my = Ixz,u(dx) < o0,
R

Talloin mitta

o0

Do *u”

n=0

on absoluuttisesti jatkuva tiheysfunktionaan p, jolle pitee

B8 pl) - LaCend = 51 [ e 1 _1[1(2) - =)

Todistus: y:n tiheysfunktio g oletetaan kahdesti derivoituvaksi, jolloin ldhteen Feller(1966)
lauseen XV.4 perusteella reaalisella z on voimassa |7(z)| = o(|z72|) kun z — +oo. Lisiksi
|7(2)| <1 kaikilla z € R, joten 7 € L'(R). Saman ldhteen lauseen XV.3 perusteella kun
7 € L'(R), niin y:n tiheysfunktio g(x) voidaan lausua kéinteistdi Fourier-muunnosta
kiyttden seuraavasti:

g(x) = # I ey (z)dz.

Néin ollen yhtilon (3.8.1) voi kirjoittaa yhtdpitdvassd muodossa

1 _ l—l.l’l’lZ)dZ‘

1 1 T —ixz 5,
p(x) = 57 x(—0,x] — q(x) = pr _I ey (@) - az) —imz

Olkoon z € R. Talloin fi(z) on jonkin satunnaismuuttujan karakteristinen funktio, jonka voi
Taylorin polynomia hyddyntéen kirjoittaa muodossa
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[(z) = 1+ imz + A(z)z?,
jossa A(z) = 5+ + o(z). On oletettu my < oo joten A(z) = O(1) kunz - 0.

Olkoon = < r < 1. Osoitetaan ensin

&) = KO (o ay ~ To ) < L' ()

Valitaan zq siten, ettd |zImA(z)| < %m, kun z € (—zo,z0). Téll6in seuraava epdyhtdlé on

voimassa kaikilla z € [—z¢,zo]:

‘ 1 l-—ime
l-ra(z) 1-r—imz

1 —r—rimz—rz?A(z) 1—-r—imz
lz|?|r(m? — izmA(z) + A(z))|
rz2A(z) + imrz + r — 1|jr + imz — 1|
rz2|(m? — imzA(z) + A(2))|
J( =1+ 722 Red(2))? + (rmz + 22 ImA(2))” + [(r = 1)* + (mz)?
rz(m? — imzA(z) + A(2))|
Jomz +r22ImA(2))” - [(mz)?

- rz(m? — imzA(z) + A(2))|

- %rmzz2

2|(m? — imzA(z) + A(2))| < o

m2

:‘ 1 1 —imz

IA

Toisaalta kaikilla z, joilla |z| > z, on voimassa
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1 1 —imz
l—ra(z) 1-r—imz
| 1=ri(z) l—r—imz
< 1 l—r—imz | n | r
| 1= supppz, f(z) 1 —r—imz 1 —r—imz
1 1
A 1 - . -
T 1 = supppz|i(z)| T iz |
1 1
=< = +1+ < ®
1 = Supzpsz | 1(2) | Mzo

L

> 1] on olemassa M < oo, jolla on voimassa

Toisin sanoen kaikilla z € R ja kaikilla r € [

1 1 —imz
‘1—1*/1(2) l —r—imz <M.
Tasta seuraa
~ 1 1 —imz ~
YOG~ T D) | < Mi),

ja My(z) € L'(R) koska y(z) € L'(R). Nyt voidaan kiyttdid dominoidun konvergenssin
lausetta kuten ldhteessd Holopainen (2004) ja piitelld f{z) € L'(R), ja lisdksi vaihtaa

raja-arvon oton ja integroinnin jarjestystd seuraavassa esityksessi:

—0o0

. i —ixz 5, 1 — 1 — imZ
(3.8.2) 1}%?(] e x(@)( 1-rii(z) 1—-r—imz dZ)

—ixz 7, : 1 _ 1 —imz
¢ %(Z)(lrgrll( l1—ri(z) 1-r—imz ))dz

T —ixz 7, 1 _ 1 —imz
J e G - S

Madritelldan mitta £,,(dy) seuraavasti:

En(dy) = 1,s05-e 7 dy.
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Kyseessi on eksponentiaalijakauman tiheysfunktio parametrilla -=-. N&in ollen

1 n

F(n)

Ep(dy) = Z—x"lewdy,

eli kyseessd on Gamma-jakauman tiheysfunktio. Tdémén karakteristinen funktio on

st ()’

Madiritelldan

o8]

pr) = [ qlx- y)Z (U (dy) - EP(dy)), x € R.

—00

Koska seuraavan yhtdlon ylin rivi on integroituva, voidaan kéyttdd Fubinin lausetta
vaihtuvamerkkisille funktioille kuten ldhteessd Holopainen (2004) Sen lisdksi kiytetddan
geometrisen summan kaavaa seki sijoitustax = y + s:

~ 1 __1-imz
Z(Z)(l—rﬁ(z) 1—r—imz>

_ 3 1 _ 1
= %(Z)( 1 — I"[’:l(Z) 1 (n)(z)

= 7@ D (" (@) - ES(2))

n=0

- ;c(Z)j ’zyzr"(w)(dy) ES(dy))

—00

= [0 [ e 3w @)~ £ s

n=0

—00 —00

o0

= [ et j 4 2P dy) — B (d))ds
—o n=0

—00

o0 o0

= [ ™ [ qlx—y) 2 r(u®(dy) - ES(dy))dx
—o 0 n=0

= lar(x)a
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Néin ollen aiemmin esitetyn ldhteen [Feller] lauseen XV.3 perusteella on voimassa seuraava
yhteneviisyys:

i) = 5= [ ep,(x)dz

Téstd puolestaan seuraa yhtédlon (3.8.2) perusteella

. _Lw —ixz 4 1 1 —imz
(3.8.3) limp.(x) = 5 j R OIG e i ra L2

Kun 7 1 1 niin

o0

[ =)D rmu@dy) 1 [ qlc—y) D u®(dy) = 3 1 * 1@ @) = p).
n=0 —w n=0 n=0

—00

Kuten todettua

£ %"

X" le— o dy
Kun 7 on kokonaisluku, niin I'(n) = (n — 1)!, joten on voimassa

™ ED (dy) = Soldy) + ) oo
ZOL (dy) = So(dv) + 5% y

n—1
= do(dy) + —e‘WZ Gr )1),y” ldy

n=1

~ buldy) + ey L) (_y)"

n=0
_ 1ty

= Soldy) + -
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Néinollenkunr 1 1,

P 1Y [ gl =) (dy) - ES (dy))
n=0

—0o0

o0 o0

=3 xxuP@) - [ gte-)So(dy) — [ g - )3 Lmody
n=0

—0 —00

0

= p() - q(x) - = [ac—y)dy

0

= p(x) — q(x) + A 1 (~0,x].

Toisaalta esityksen (3.8.3) perusteella

o0

pr(x) 1 i I e‘ixzi(z)( I —lﬁ(z) - 1__1.}1"1”;2 )dzkuan 1.

—00

Tulokset yhdistdmalld ndhddén

P = g x(ex] =q@) = 3 [ ROy — = — D=

On voimassa

— 1 T —ixz 4,
—q() = —5— [ e}z,

joten edellisen yhtélon voi sieventdd muotoon

1, :Lw iz A 1 1 —imz
PO~ o) = e [ 70 1hy - A e O

Apulause 3.9

Olkoon K € L'(R) sellainen, etti IA<(§) #+ 0 kaikilla £ € R. Olkoon olemassa vakiot p > 1/2,
a >0 ja C, sekd funktio w joka on holomorfinen alueessa —a < Imz < 0, niin ettd on
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voimassa

W' (z)] < C(1 + z))P!, —a <Imz <0,

limw(& —in) = feR

1
k&)’

Olkoon B vakio, 0 < B < a ja olkoon f: R — R rajoitettu funktio, joka toteuttaa joillain
vakioilla 4, xo ehdon

(3.9.1) flx) —flix—y) < AeP/0D 0 <y < e PP x > x.

Talloin jos on voimassa
K x f{x) = O(e™P) kunx - oo,

niin on voimassa

fx) = O(e™P®*D) kun x - oo.

Todistus: Esitetty ldhteessd Ganelius(1962).

4. PAALAUSE 1

Oletetaan Goldien tapaan ainoastaan, etti satunnaismuuttujat R,M,M; M, Ms,... ovat
madriteltyjd samassa todenndkoisyysavaruudessa ja ettd ne kaikki ovat keskendédn
riippumattomia, ja etti kaikilla i on voimassa M; =; M ja ettd M toteuttaa ehdot (2.1), (2.2)
ja (2.3). Vield ei ole tarpeellista olettaa, ettd R on (1.2):n tai minkddn muunkaan
uusiutumisyhtilon ratkaisu.

Pailause 1: Jos

(4.1) [IP(R > 1) = POMR > t)|dr < o,
0
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niin
(4.2) PR>1t) ~CtrPkunt - oo.

Liséaksi

(4.3) C= tP"Y(P(R > t) — P(MR > t)dt,

1
m

S = 8

jossam = E(M?logM).

Pddlauseen 1 todistus: Goldie esittdd todistuksen erikseen tilanteissa P(M > 0) =1 ja
P(M < 0) > 0. Tassa tutkielmassa rajoitutaan tapaukseen P(M > 0) = 1.

Todetaan ensin, etti g(s) = e (P(R > e°) — (MR > ¢*)) € L'(R) on yhtépitivd ehdon (4.1)
kanssa. Ehto (4.1) tulee nimittéin sijoituksella ¢t = e*, df = e*ds muotoon

[IP(R > ) = P(MR > &%) jer*ds < o,
ja
j|P(R > e*) — P(MR > e°)le”ds = I|g(s) |ds.
R

—00

Muodostetaan esitys todennédkoisyydelle P(R > e®) kéyttden luvussa 2.1 esitettyja
madritelmid sekd hyodyntiden ensin teleskooppisummaa:

e Pr(s) = P(R > ¢e*) = P(II)R > ¢&*)

= Y (P(IT41R > e¥) — P(II4R > %)) + P(IL,R > ¢*)
k=1

=Y (P(e"'R > e*) —P(e"'MR > ¢*)) +P(e'"R > ¢*)
k=1
n—1

=Y (PR > ") = P(MR > %)) +e75,(s)
k=0

n—1
-3 ((P(R > ) = P(MR > e*))P(Vi € du) + €75, (s).
=0
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Nyt on mahdollista kirjoittaa

r(s) = g * vu1(ds) + 0,(s),

silld

g* Vv, i(ds) = J.[R ePCIP(R > e57) — (MR > e)v,_1(du)

n—1
= J.[R ePC (PR > &™) — (MR > e*™"))er" ZP( Vi € du)
=0
n—1

M| (PR > &) = P(MR > e )PV € du).
k=0

Vi =logM, +...logMy, ja koska oletusten mukaan satunnaismuuttujat logM; ovat
riippumattomia ja samoin jakautuneita ja E(logM) < 0, niin suurten lukujen lain perusteella
P(limjo Vs = —o0) = 1. Adrettdmyyspiste ei kuulu ylliolevan Riemann-integraalin

integroimisvaliin, joten kdytetdin tasoitusoperaattoria K(s) = e¢™*1,0.

Yleisesti pitee lihteen Kawata(1972 :76) perusteella, etti funktioiden f,4,k € L'(R)
konvoluutiot ovat vaihdannaisia, liitdnnéisid sekd distributiivisid. Tasoitusoperaattori K on
eksponenttijakauman tiheysfunktio, joten K(s) € L'(R). Oletuksen (4.1) nojalla myds
g(s) € L'(R). Niin ollen voimme hyddyntdd konvoluution liitinniisyyttd sekd
distributiivisuutta ja kirjoittaa

#(8) = (g % Vi1 (ds) + 84(8)) = K * (g % V1 (ds) + 5,(s))
=K*xg*x v, 1(ds) + K * 5,(s)

= (K * g) * Va1 (ds) + K * 5,(s)
= g% V1 (s) + 8,(5).

Luvussa 2.1 mddritetty mitta n on logM:n jakauman médrittdvin todenndkdisyysmitan

Esscher-muunnos parametrilla p, joten n on todenndkdisyysmitta, minkd voi myds

laskennallisesti osoittaa:
[ _ndu) = [ L e"P(logM, € du) = | L ePRMP(M € dm) = E(ersM) = E(MP) = 1.
Huomataan lisdksi, ettd satunnaismuuttujan logM odotusarvo todennédkoisyysmitalla n on
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tuloksessa (2.5) médritetty m:

E,(logM) = IR u +n(du) = IR ueP*P(logM € du) = IR logMeP'2MP(M € dm)
= E(MPlogM) = m € (0,00).

Madritellddan uusiutumismitta v(ds) kuten luvussa 2.1 on esitetty:

v(ds) = Zn(k)(ds) = ZePSP(long +...+logMj € ds) = ePSZP(Vk € ds).

k=0 k=0 k=0
Lahteen Feller (1966) lauseen VI.4 perusteella v on transientti eli v{/} < oo, koska

E,(logM) + 0. Téstd seuraa, ettd kaikilla oleellisesti Riemann integroituvilla funktioilla f'ja

kaikilla s € R on voimassa
[f] % v(s) < oo.
Apulauseen 3.2 ja ehdon (4.1) nojalla g on oleellisesti integroituva, joten
8] % v(s) = [_1&(s = w)|v(du)
— [ G- u)|eﬂ“/:20P<Vk € du)
-1, ge%g(s ~w|P(V € du)

= £ eM3(s = V)| < o,
k=0

Itseisesti suppeneva sarja suppenee, joten on voimassa

gxv(s) = EZePng(s — Vi) < oo.
=0

Niéin ollen on mahdollista kiyttdd Fubinin lausetta vaihtuvamerkkisilld funktioille ja vaihtaa

odotusarvon ja summauksen jirjestysta:
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gxv(s) = ED etVig(s = Vi)
50

= ZE(ePV’fg(s - ).
k=0
Lasketaan vield seuraava tulos:
F(s) = & % Vot (8) + 8u(s)

= [ (s = u)va1 (du) + 5,(s)

R

—_

n—

N

jg(s —wer"P(Vy € du) + S,(s)
R

T
—_— O

3

; E(S(s — Vi)eP"t) + 84(s)

—_— 0

n—

= 3" E(eP"tg(s — Vi) +8a(s).

k=

o

Mairitelmien mukaan

Su(s) = e J. ePup(e’ R > e*)du.

Kuten todettua, oletusten ja suurten lukujen lain perusteella
P(lim Vy = —0) = 1.
Niéin ollen kaikilla # > —oo on voimassa
%%P(eV"R >e') =P >e") =0.

Siis P(e""R > e") = 0 kun u > —oo ja toisaalta " - 0 kun u — —oo, joten integrandin

arvo 5n(s):n esityksessd on nolla kaikilla #. Ndin ollen kaikilla s on voimassa

lim 8, (s) = 0.
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Voidaan siis kirjoittaa

n—-1

#(s) = im Q- E(e"*3(s = Vi) +6.(s))
k=0
= ED (e"g(s = Vi)
k=0
= Ey)_8(s = Vi)
=0
= g * v(s).
Tama tarkoittaa, ettd /*(s) toteuttaa uusiutumisyhtilon 7#(s) = g(s) + 7 * n(s) kaikilla s.

Lause 4.2 ldhteessd Athreya, McDonald, Ney (1978) kuuluu seuraavasti: Olkoon S,
ei-aritmeettinen satunnaiskulku jolla on positiivinen, déirellinen odotusarvo. Olkoon
K : R - R olennaisesti integroituva funktio. Talloin

N
M(2) —E;K(t S,) i {O K(u)du.

Satunnaiskulku ¥y ei ole aritmeettinen, £,(V1) = m € (0,) ja g on osoitettu oleellisesti
integroituvaksi. Johtopditds on

Hs) = By 2 8(s = Vi) — 5 [ &(s)ds.
k=0

—00

Fubinin lausetta kiyttden voidaan lisdksi todeta
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o0

j g(s)ds = I(I e g(u)du)ds

—00 —00 —00

1 «e"Sg(u)du
J.(—oo,oo)x(—oo,oo) (uss) g( )

]O (]? e“?ds> e'g(u)du

o0

I g(u)du.

—00

Kirjoittamalla 7(s) auki saadaan esitys

J' e seP"P(R > e")du — % I e”(P(R > e") — P(MR > e"))dukun s — oo.

—00 —00

Sijoitetaan tdhdn a = e*. Télloin du = dala, a(—») = 0, a(o) = o, a(s) = e*.Esitys tulee

muotoon
es

e j a?P(R > a)da — % jap‘l(P(R >a)—P(R > a))dakuns — co.
0 0

Oikea puoli on nyt (4.3):ssa médritelty vakio C. Sijoitetaan vasemmalle puolelle ¢ = e*,
ds = dt/t:

t
% IapP(R > a)da — Ckunt - oo.
0

Kertomalla puolittain #:114 saman voi kirjoittaa muotoon

t
IaPP(R > a)da ~ tCkunt - oo,
0

josta suoraan apulauseen 3.3 nojalla seuraa esitys (4.2):

29



PR>1t)~CrPkunt — oo. [

Pddlause 1 on siis todistettu tapauksessa P(M > 0) = 1.Goldien esittdma todistus
tapauksessa P(M < 0) > 0 on pitka ja raskas ja tdiméan tutkielman kannalta merkitykseton.

4.1 Integroituvuusehdon voimassaolon osoitus

Padlause 1:n oletuksina oli ehtojen (2.1), (2.2) ja (2.3) lisdksi R:n riippumattomuus M:sta
sekd g:n integroituvuusehdon (4.1) voimassaolo. Pitdd siis osoittaa, ettd (4.1) on voimassa
yhtdlon (1.2) tapauksessa.

Kun R=;, Q+MR niin PR >u)=PU(Q+MR)>u) Kkaikilla wu. Sijoittamalla
O+ MR = X, MR =Y apulauseeseen 3.4 on mahdollista todeta, ettd (4.1) on yhtépitdvi

seuraavan ehdon kanssa
@4)  LE(Q+MR)*)? — (MR)")?| < =

Aiemmin emme ole olettaneet mitddn satunnaismuuttujan Q jakaumasta. Nyt oletamme, etti

(2.6) on voimassa, toisin sanoen E|Q|” < oo.

Kun Q <0, (Q+ MR) < 0, niin
E|(Q +MR)*)" — (MR)*)"| = 0.

Kun MR < 0,(Q + MR) > 0, niin
E[(Q+MR)*)? = (MR)*)?| = E(Q + MR)".

Kun (Q + MR) < 0, MR > 0, niin
E|(Q +MR)")" — (MR)*)"| = E(MR)".

Kun (Q + MR) > MR > 0, niin
E|(Q+MR)")? — (MR)*)?| = E((Q + MR)*)? — (MR)?).

Kun MR > (Q + MR) > 0, niin
E|(Q +MR)")" — (MR)")"| = E((MR)” — (Q + MR))".

30



Voimme siis kirjoittaa etti (4.4):n vasen puoli on vakiota 1/p vaille E| + E» + E3 + E4, jossa
Ey = El_gaur<0(Q + MR)”,
Ey = Eloaur<—o(MR)",

E3 = Elygr-0,0-0((Q + MR)? — (MR)?),
E4 = Elocpamr((MR)? — (O + MR)P).

Ehto (4.4) on voimassa jos ja vain jos kukin E; on dérellinen.

E\ < E|Q|f < .
E; < E(-Q)? < E|Q) < .

E3mja E4:n "alueissa" sekd (Q + MR) ettd MR ovat positiviisia, joten

|0 + MR|P*? — |MR|P*?| = ((Q + MR)"*F — (MR)**F).

Néin ollen apulauseiden 3.5 ja 3.6 kdyttd on mahdollista, eikd itseisarvomerkkejd tarvi
kirjoittaa paitsi Q:n kohdalla E4:ssi.

Jos p < 1, niin apulauseen 3.6 nojalla
E; < E((Q+ MR) — MR)P < EQP < oo,
Jos p > 1, niin apulauseen 3.6 nojalla

Es < pEQ(Q + MR)?".

Apulauseen 3.5 nojalla
(Q+MR)P™ < cp1 Q7 + cpr(Q+ MR)",

joten jos p > 1 niin

Es < pcp 1 EQP + pcp \ EQEMP-ERP!.

EQPF < o joten EQ < .

ERP™':n direllisyyden osoittamisessa tarvitaan ER:n #drellisyyttd. Tdmid sisdltyy jo
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lahtokohtana olevaan yhtdloon (1.2), mutta osoitetaan dérellisyys tdssd erikseen kayttden
oletuksia satunnaismuuttujien riippumattomuudesta ja samoin jakautuneisuudesta:

ER =EQ_ M ~..-Mi1Q;) = EQD_E(M +...-M;_)
i=1

i=1
= EQY E(M)™ = EQ ) JE(M)’
i=1 i=0

__EO
C1-EM

< 0.

Oletuksen mukaan P(M > 0) = 1. Nidin ollen Iyr.0 = lrs0, joten Ez:n ja E4n
adrellisyystarkastelussa voidaan olettaa R > 0. Jos l<p<?2 niin
E1R>1R‘D_1 < Elp1R < o0, Selvisti E1 0<R<1Rp_1 < OO,jOtCIl E1R>0Rp_1 < 00,

Jos p > 2 niin voimme hyddyntdd Minkowskin epdyhtdlod samaan tapaan kuin ldhteessd
Toivanen(2008:10):

L L\ Pl
ER* = EQ+MR)* < ((EQr)» + E(MR)» )7 )",
Jitetddn E(Q + MR)*~! yhtildsti pois ja otetaan puolittain (p — 1):s juuri.
(ERP) 7T < (EQP') 7T + (EMP') 7T (ERP) 7T,
Epéyhtdlon voi nyt kirjoittaa muodossa
1 L L
(1 - (EMP )77 ) (ERF)FT < (EQP) 7T,

Koska nyt oletetaan p > 1, niin logEMP™' < logEM? = 0 eli EM?™' < 1. Niin ollen

epéyhtilon merkki siilyy kun jaetaan puolittain termilld 1 — (EMP!) G

Rty < o EQDIT
(1- EmrysT)

Haluttu tulos saadaan korottamalla puolittain potenssiin (p — 1) :
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ER"' < £0") =
(1 - (EMP-I)ﬁ)p

Adrellisyyden perusteena on EQP~' < o0 ja EMP™' < 1.
Voidaan siis yhteenvetona todeta, ettd kaikilla p > 0 on voimassa E3 < o.
Viimeiseksi osoitetaan E4:n ddrellisyys.
Jos 0 < p < 1 niin apulauseen 3.6 nojalla
E4 = Elocgar((MR)? = (Q+ MR)?) < E(-Q)? = E|Q)" < .
Jos p > 1 niin apulauseen 3.6 nojalla
E4 < pElocgaurp(-Q)(MR)P™" < pE|QIEM"" E1p0R"".
E|Q|, EM”" ja E1z0R" " on osoitettu dérellisiksi, joten £4 < oo kaikilla p > 0. Siis
Eil+E),+Es+E4 < oo,

joten (4.4) on voimassa. Néin ollen pddlauseen 1 tulos on voimassa. Sijoittamalla Uy = ¢ se

voidaan kirjoittaa muotoon
P(R > Uo) ~ CUEP kun Uy — .
Vakion C voi liséksi esittdd apulauseen 3.4 nojalla muodossa

EI((Q+MR)*)" — (MR)")"|
pE(MPlog M) '
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5. PAALAUSE 2

Toinen Goldien ja tdmén tutkielman pddlauseista tarjoaa esityksen sille, kuinka nopeasti
P(R > t) ldhestyy asymptoottiaan Ct? kun ¢ — o. Olkoot aiemmat oletukset muuttujista M,

0 ja R voimassa, ja olkoon lisdksi olemassa sellainen 0 < 8 < 1,ettd ehdot
2.8) EM|PP < wja
J

(2.9) E|IQ)* <

ovat voimassa. Olkoon taas n(ds) = e”P(logM € ds) ja
g(s) = e”(P(R > e°) — (MR > ¢%)).

Pailause 2: Jos

(5.1) j IP(R > 1) — P(MR > 0)|tP*P-dt < o,
R

niin

p _c__1 . &(2) -B2 5
(5.2) tPP(R > 1) = C 2nRe<£t l_ﬁ(z)dz + 0P kun t > o,

Pédlauseen 2 esityksessd ¢ on jokin suljettu, itsedédn leikkaamaton polku avoimessa alueessa
D = {—p < Imz < 0}, joka sulkee sisdansé kaikki 1 — 7}(z):n nollakohdat alueessa D.
On huomionarvoista, ettd Goldien artikkelissa on virhe timén lauseen esityksessd. Kyseessd

on Goldien artikkelin lause 3.2 ja sen esityksessd lukee

p _c__1 i 8(2) -B2 N
t’P(R>1) =C 5 Re({e 1_ﬁ(z)afz + Ot P*)kun t - oo.

Integrandina kuuluu kuitenkin olla e7:n sijaan e~#1°2’ eli .

Pddlauseen 2 todistus: Apulausetta 3.7 eli Riemann-Lebesquen lemmaa tullaan kdyttdméain
toistuvasti. Osoitetaan ensin sen perusteella, etti alueessa D on voimassa fi(z) - 0 kun

Rez - oo:
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Koska M:1lda on tiheysfunktio, on olemassa f(u) € L'(R), jolla on voimassa
n(du) = eP(logM € du) = flu)du. Reaalisella z voimme suoraan todeta

n(z) = If(u)eiuzdu - 0 kunz - oo,
R

Olkoon sitten z € D = {-B < Imz < 0}. Voimme kirjoittaa z = x + iy, - < y < 0. Ehdon
(2.8) voi kirjoittaa yhtipitdvasti muodossa

A(B) = [ ePm(dr) < .

R

Tilldin ~ #j(—y) < oo kaikilla ze D eli on mahdollista madrittid funktio
fr(@®dt = e?'n(df) € L'(R). Néin ollen

i(z) = [ e n(dr)

R

= J. e™en(dt)
R

= jei’xj‘y(t)dt — 0, kun x — oo,
R

Osoitetaan seuraavaksi, ettd 1 — 7)(z):1la on enintdédn ddrellinen maéra nollakohtia alueessa D
ja ettd origo on ainoa nollakohta O0D:ssd. Mitta n ei ole aritmeettinen, joten origo on
1 —f)(z):n ainoa nollakohta reaaliakselilla. Léhteen [Palka] lauseen VIII.1.5 seurauksen
nojalla diskreetin funktion f nollakohtien joukko alueessa U, jossa f ei ole vakio, koostuu
erakkopisteistd. Funktio 1-7(z) on analyyttinen ja ei-vakio alueessa D, joten sen
nollakohtien joukko alueessa D koostuu erakkopisteistdi. On myods mahdollista valita
sellainen B, ettd 7j(z) + 1 kaikilla z, joilla Imz = B. Talldin origo on ainoa 1—7(z):n
nollakohta OD:ssd. Alueessa D on voimassa 7)(z) - 0 kun Rez —» Foo, joten 1 —7j(z):n
mahdolliset nollakohdat sijaitsevat jossain D:n rajoitetussa, siis kompaktissa osajoukossa.
Kompaktin joukon &ddrettomilld osajoukolla on vidhintddn yksi kasautumispiste, joten
erakkopisteistd koostuva nollakohtien joukko on ddrellinen. Yksi seurauksista on, ettd on
mahdollista valita polku ¢, joka kiertda kaikki 1 — #)(z):n nollakohdat alueessa D.

Goldie esittdd artikkelissaan pédédlauseen 2 todistuksen yleisemmaissd tapauksessa, jossa
riittdd, ettd mitalla n on absoluuttisesti jatkuva komponentti, siis ettd 7 on absoluuttisen
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jatkuva jollakin n € N. Tadmé abstraktilta tuntuva ehto tuo todistukseen huomattavasti liséa
pituutta ja teknisyyttd verrattuna tdssd tutkielmassa oletettuun tilanteeseen, jossa 7 on
absoluuttisesti jatkuva. Goldien yleisempéé tapausta ei néin ollen todisteta apulausetta 3.8
pitemmélle, vaan kyseistd apulausetta kdytetdén asettamalla y = pu = n. Timé edellyttés, ettd
n:n toinen momentti on ddrellinen ja ettid n:n tiheysfunktio on kahdesti derivoituva. Tehtyjen
oletusten puitteissa ndin on asian laita, silld (2.7):n ollessa voimassa

my; = J.uzn(du) = EMPlog*M < o,
R

ja n(du) = eP"P(logM € du) on kahdesti derivoituva, kun M:n tiheysfunktio oletetaan
kahdesti derivoituvaksi. Ndin ollen apulauseen 3.8 nojalla

n=0 n=1

on jatkuva tiheysfunktionaan p, jolle kaikilla x € R on voimassa

R B 11\, 1
p(x) m + 271_ _j € n(z)( 1 _ ﬁ(Z) _l'mZ )dZ m n(xﬁoo)'

Péélauseen I todistuksessa esitelty uusiutumismitta v voidaan nyt kirjoittaa muodossa

(5.2.1) v(x) = D u®(x) = do(x) + p(x).

n=0

Yleisesti on voimassa

0

J ePmt) = e [ n(dn) = ePente,e0),

X

Ehdosta (2.8) seuraa

o0

[ePmdr) = o(1) kun x — o,

X
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Niin ollen
n(x,0) = o(e™™) kunx - oo,

ja voidaan kirjoittaa

— 8

— L L —ixz 2 1 _ 1 —Bx N
(5.3) px) =57 + o - e n(z)( —hG)  —imz )dz+0(e ) kun x - oo.

8

Integroimispolku kulkee origon yli, joten osoitetaan seuraavaksi, ettd origo on poistuva

erikoispiste. Riittdd osoittaa, etti

: —iXz 2 1 _ 1
12151016 n(z)( 1-7(z) —imz )

on olemassa ja #irellinen. Termi e ™*f)(z) on rajoitettu ja analyyttinen koko alueessa D ,

joten sen voi jattda pois tarkastelusta. Voidaan kirjoittaa

ma

A(z) = 1+imz+A(z)z> kunz - 0, A(z) = >

+0(2),

ja

: 11
1213)1( 1-f(z) —imz )

. 1 1
= l —_ - =
2%1( 1 - —imz—-A(z)z?) —imz )

—imz — (—imz — A(z)z?)

=0 (—imz — A(2)z?) — imz
: A(z)
= l D ——
20 2 — zimA (2)
1P E(M? log®M)

= = < 0.

2m?  2E(MPlogM)?

Funktiosta

_ 1 1
fl2) = 1-7(z) —imz
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voisi siis tehdd analyyttisen origossa asettamalla

E(MPlog*M)

N0 = 2E(MP logM)? "

Néin ollen origo on poistuva erikoispiste esityksessa (5.3).

Tutkitaan seuraavaksi funktion f epdjatkuvuuskohtia alueessa D. Termilld 1/(—imz) ei ole
muita nollakohtia kuin origo. Termilld 1 —7(z) on nollakohtia enintdén dérellinen maara
alueessa D. Oletetaan ensin, ettd nollakohtia on vain yksi ja merkitddn sitd zo:lla. Olkoon
kyseisen nollakohdan kertaluku m. Tdlloin f voidaan esittdd zo:n punkteeratussa ympéristossi
{U(z0,7)\z0} yksikdsitteisend Laurent-sarjana

A—_m+1 a- _a-1
zZ) = + +.. +ao+ai(z—2zp)+...
e e A

Kertomalla kyseinen yhtiilo puolittain (z — z¢)”':1la voidaan kirjoittaa

(z—z0)"fz) =

+aome T a—m+2(Z ZO) +..

(Z =)

ja saadun yhtdlon oikea puoli on termid
A—m
(z—2z0)

lukuunottamatta jonkin analyyttisen funktion Taylor-sarjaesitys. Nédin ollen kun y on

Jordan-polku, on voimassa

j(z 20)" 'A2)dz = I G- = 2Tia_p.

y
Toisin sanoen a_, on funktion (z—z¢)" 'f(z) residy pisteessd zo. Vastaavasti piitellen

voimme todeta, ettd a_,; on funktion (z —z¢)"?f(z) residy pisteessi z¢ ja niin edelleen.

Nain ollen vaihtaen indeksointia a_; — a; on mahdollista kirjoittaa

fAz) - Z =ag+ai(z—z0) +ax(z—z0)* +...,

(Z Z0 )’
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ja saadun yhtélon oikea puoli on nyt analyyttisen funktion Taylor-sarjaesitys. Mééritelldén
yhtdlon vasen puoli o(z):ksi:

Jm
1 1 4
o(z) = —— - —— — E —
2 1-7(z) —imz T (@-z0)

Niin méiriteltyni o(z) on analyyttinen alueessa D ja jatkuva sekd rajoitettu alueessa D.

Luvut a; ovat kullakinj = 1,...,m funktion
(z—zo)!
1-1i(z)

residyja kohdassa z = z.

Jos 1 —1(z):1la on useampia nollakohtia alueessa D, yhteensd m kpl, niin summan voi

kirjoittaa muotoon

1 j=m

>yl

k=1 j=1 (z—z01)

missd m; on k:nnen nollakohdan kertaluku. Yksinkertaisuuden vuoksi esitys jitetdédn jatkossa
yhtd nollakohtaa vastaavaan muotoon. Residyitdi on enintdén &érellinen maard, joten
summalausekkeen arvo on joka tapauksessa rajoitettu ja ongelmaa esim. integroituvuuden
kannalta ei ole. Todistuksen lopussa osoitettava apulauseen 3.8 soveltuvuus esitetddn
kuitenkin tilanteessa, jossa nollakohtia voi olla useita.

Yhtilon (5.3) voi nyt kirjoittaa muodossa

0

(5.4) plx) — % = i J' i) o(z)dz + # I iR (Z)Z

—00

(—Z)’

+o(e™™) kun x - oo.

Koska funktiot f(z), e ja w(z) ovat kaikki analyyttisiii alueessa D ja jatkuvia D :ssi, niin
e ™f(z)w(z) on analyyttinen D:ssi ja jatkuva D:ssi.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd esityksen (5.4) ensimmadinen integraali sisdltyy virhetermiin
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o(eFx).

Cauchyn integraalilauseen tavallisen muodon perusteella jos funktio f on analyyttinen

avoimessa alueessa U ja jos y € U on Jordan-polku, niin on voimassa

If(z)dz =0.

14

Lihteessd Palka (1995) on Cauchyn lauseen ehtoja lieventdavd lause 5.7, joka on esitetty
ilman todistusta ja nimelld Goursat’n lause. Se alkaa seuraavasti: "Olkoon y Jordan-polku
kompleksitasossa ja olkoon U sen sisus, ja olkoon f: U - C jatkuva funktio, joka on
analyyttinen alueessa U. Téll6in

If(z)dz =0."
¥

Niin ollen kun y on Jordan-polku alueessa D, on voimassa

[e™i@o)dz = 0.
Y

Valitaan Jordan-poluksi y suorakulmio, joka yhdistdd D:n pisteet (—b,b,b—iB,~b—ip),
b € R. Aiemmin on osoitettu Riemann-Lebesquen lemmaan perustuen, etti alueessa D pitee
fi(z) - 0 kun Re(z) - too. Niin ollen e ™#(z)w(z) > 0 kun Re(z) —» oo, joten kun b:n
annetaan ldhestya déretontd, integrandi 1dhestyy nollaa. Niin ollen

~b-ip b
})im I e ™ h(z)w(z)dz = 0 = j e ™ h(2)w(z)dz.
-b b-iB

Goursat’n lemman perusteella integraalin arvo yli 0D:n on nolla, joten edellisestd yhtdlosta

seuraa
—b-ip

[ e™h@a()dz = 0.

b
lim [ e™i@o)dz +

Vastapolulle pitee yleisesti
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[ fidz = - | faz,
¥ -r
joten voidaan kirjoittaa

[ e*h@a()dz

—00

= [ e Piz - if)az - ip)dz

=e P I e f(z — if)w(z — if)dz.

—00

Nyt [fi(z — iB)| = 7i(B) kun z € R, joten ehdosta (2.8) seuraa 7j(z — i) € L'(R). Niin ollen
viimeisen rivin integraali on Riemann-Lebesquen lemman nojalla o(1) kun x - o ja
viimeinen rivi on tilldin o(e ). Yhtildn (5.4) voi siis kirjoittaa yhtipitidviin muotoon

1 —_ 1 i —ixz X
(5.5) p(x)—w_%[oe n(z)z (Z oy —Y—dz + o(e) kun x > o,

Muodostamalla vastaavan Jordan-polun kuin aiemmin ja antamalla taas b:n ldhestyd

adretontd, voidaan kirjoittaa

o—if§
JRa M =i
_ —ix(z—ip) _
I i(z lﬁ)z - zo—lﬁ)’
_ ,xB —ixz _
=e j iz - lﬁ)z - zo—zﬁ)’

= o(e‘xﬁ) kun x - oo.
Viimeinen rivi perustuu taas Riemann-Lebesquen lemmaan, jota voi kayttdd koska

residysummalauseke on rajoitettu ja f(z —iB) € L'(R). Ylldesitetty integraali siis sisiltyy
yhtilon (5.5) virhetermiin o(e™#¥), joten sen voi siis lisitd yhtdloon (5.5) ja kirjoittaa
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0

PE) - 57 = —5=( j ‘”‘Zn(Z)Z e~ I ”‘Zn(z)Z Ty

—oo—if 0

kun x - oo.

Téssé esityksessd integraalien summa on sama kuin integraalin yli minké tahansa alueessa D
olevan suljetun ja kaikki 1 — 7j(z):n nollakohdat kiertivdn polun {. Huomataan myds, ettd
1 — f)(z):n nollakohdissa 7j(z) = 1, joten #j(z):n voi poistaa integraalista. Voidaan siis
kirjoittaa

(5.6) px) — — = L _[e ’xz dz+ o(e)kunx —» oo
¢ j=1 (Z ZO

Yleisesti pdtee, ettd kun suljettu polku { kiertdd pisteen zo kertaalleen vastapdivddn, niin

integraalin
I dz__
; (Z-20 )4
arvoon 2zi kunj = 1,0 kunj # 1. Yhtdlon (5.6) voi siis kirjoittaa yhtapitdvasti muodossa

— L = _L —ixz Px N
px) — 5 > _!.e o ZO) ———dz+o(e ™) kunx - oo,

Aiemmin tehtyjen maéérittelyiden nojalla termi a; on sama kuin termi a_; meromorfisen
funktion

_ 1
I T
Laurent-sarjaesityksessa
A-m A-m+1 a-1
+ +..+——"—+ao+ —2z0) +...
flz) = (z—zo)" (z—zo)’”‘l G —20) ao+ai(z—zo)

Toisin sanoen a; on ainoa termi joka ei hdvid kun funktiota f{z) integroidaan yli pisteen zg

kiertdvan Jordan-polun. Yhtdlon (5.6) voi siis kirjoittaa yhtépitdvésti muodossa
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—_ L —_ _L —ixz dZ —[)’x N
(5.7) P(xX) — 3 27 !:e T-hG) +o(e) kunx — oo,

joka vihdoin on jatkoa ajatellen sopiva muoto.

Seuraavaksi todetaan, ettd pédédlauseen 2 ehto (5.1) voidaan esittdd muodossa
ePsg(s) e L'(R):

[lePg(s)ds| = [P35 (P(R > %) — P(MR > ¢*))|ds

—00 —00

= [\ (PR > 1) - P(MR > t))|%
0

= [IPR > 1) - P(MR > |7+
0

Néin ollen on sallittua kédyttdd Fubinin lausetta samankaltaisella tavalla kuin pédélauseen 1

todistuksessa:

0

Iemgwwm=wl—ﬁ)j(hﬁ*hﬁ)ﬂgwwm

Y -0 \\u

=({-p j ew—l”(j e“|g(u)|du>ds

—00

=(-p j em(j e |g(u) |du>ds

—00

= (1-P) | ePK * |g(s)\ds.

—00

Johtopiitds on e K x g(s) € L'(R). Nyt voidaan kiiyttid apulausetta 3.1. Olkoon & > 0:
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ePEIK x g(s + €)
s+e
= eBGs+o) J‘ e~ (-0 (1) dy
s+&
= e(ﬂ_l)geﬁs J. e_(s_u)g(u)du
s

e (B-D)e oBs J' e—(s—u)g(u)du

—00

= 0(g)eP K * g(s).

v

Viimeiselld rivilli on valittu 0(¢) = e#D¢ ja tilldin 6(g) 1 1 kun ¢ | 0. Apulauseen 3.1
nojalla e”K x g(s) on oleellisesti Riemann-integroituva. Tistdi seuraa mydhemmin
kiytettivi tulos: e#K * g(s) - 0 kun s — oo,

Pailauseen 1 todistuksessa osoitettiin, ettd kun » — oo niin tuloksesta
r(s) = g *x vy (ds) + 0n(s)
seuraa
K xr(s) = K x g * v(s).
Esityksen (5.2.1) perusteella sama tulos voidaan kirjoittaa muotoon
Kxr(s) = K*xgx0o(s)+Kx*gx*p(s).

Lasketaan

g* () = = [g(s)ds
R

% IePS(P(R > e*) — P(MR > ¢*))ds
R

A j tP'(P(R > t) - P(MR > £))dt = C.
R
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Néin ollen voimme kirjoittaa
(5.8) K* (r=C)(s) = K* g+ 80(s) + K+ g* (0~ 5)(s).

Mairitellddn esityksen (5.7) integraalitermi funktioksi c:

_ 1 [ -z dz
)= 5q !e 1-7@)

Merkitddn z = x + iy. Koska 1 — 7)(z):114 on enintdén dérellinen méard nollakohtia alueessa
D, on mahdollista valita niin pieni & > 0, ettd kaikki 1 — 7j(z) nollakohdat alueessa D ovat

vililldie < -y < B—¢.
Nyt jos s > 0, niin on voimassa

|e—izs| = % < e,

Puolestaan jos s < 0, niin on voimassa

|e—izs| = eV < e—(ﬁ—s)s_

Termid e lukuunottamatta funktion c(s) arvo on summa 1 — 7)(z):n nollakohtien residyjen
arvoista. Kyseiset arvot ovat dérellisid ja niitd on dérellinen méadra, joten c(s) on O(e™**) kun
s — oo ja O(e"45) kun s - —oo. Huomataan, etti O(e™*) on itseisarvoltaan pienempi kuin
o(e”) kun s - o ja O(e™P4») puolestaan on itseisarvoltaan pienempi kuin o(e®*) kun
s - —oo. Kuten todettua, e®g(s) € L'(R), joten konvoluutio g * ¢ on hyvin médritelty ja

adrellinen. Néin ollen voimme hyddyntdd Fubinin lausetta konvoluution g * ¢ laskemisessa:
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g% c(s) = [ g(s —u)c(u)du
R

_ L —izu dZ
ig(s u) > {e T-h0) du

— L —iz(u+s) dz
ig(u) 3 !:e Toi0a) ) du

1 —izs izu d
{ ﬁe (qu: e g(u)du)l——?y(z)

_ L —izs g (Z ) dZ
‘2n£e 1-7G)

Mairitellddn pseuraavasti:
pi(s) = p(s) —m™" +c(s).
Esityksen (5.7) ja c(s):n médritelmén nojalla on voimassa
ePpi(s) = o(1) kun s - oo.

Voimme lisddmalld yhtdlon (5.8) molemmille puolille termin K * g * c(s) kirjoittaa
(5.9) Kx(r—C+gxc)(s) =K*xgx0o(s)+Kx*gx*pi(s).

Tutkitaan seuraavaksi yhtdlon (5.9) oikean puolen konvoluutioiden kéyttdytymistd kun
s » . Kertomalla ensimmiisen konvoluution sopivasti termeilli e, e, e P ja eP"

voidaan kirjoittaa

Kxgxdo(s) = e‘ﬁsjeﬁ(s‘”)K * g(s — u)eP'5o(du)
R

= e PePK x g(s).
Aiemmin osoitettiin, ettd ef*K * g(s) = o(1) kun s — co. Niin ollen
Kx gx*60(s) = o(e™)kuns - oo,

Vastaavasti jdlkimmaisen konvoluution voi kirjoittaa muotoon
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Kxgx*pi(s) = e‘ﬁsjeﬁ(s‘”)K * g(s —u)eP'py (du).
R

Kun u < M ja s - oo, niin (s —u) - o ja tillsin e’ ™K x g(s —u) - 0. Toisaalta kun

u - ooniin ePpi(u) - 0. Niin ollen

Ieﬁ(s‘“)K * g(s —u)ePp1(du) = o(1) kun s — oo,
R

joten myos jalkimmadiselle konvoluutiolle on voimassa
Kxg*xpi(s) =o(e?)kuns —» oo.

Yhtilo (5.9) voidaan siis kirjoittaa muotoon
(5.10) Kx (C—r—gx*c)(s) = o(e?™) kuns — .

Merkitaan vield

ri(s) = C—r(s) — 10g * c(s).

Toisin sanoen
r(s) = C— 1g0g * c(s) — ri(s).
Yhtélon (5.10) vasemman puolen ja konvoluution K * r(s) erotus on

Kx(C—r—gxc)(s) —Kxri(s)
=K * gxc(s)] 5«0

0
= J. e g x c(u)du

0
=e I e'g x c(u)du

O(e™®) kun s — oo.

O(e™) on itseisarvoltaan pienempi kuin o(e ) kun s — oo, joten esityksesti (5.10) seuraa
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(5.11) K x ri1(s) = o(e?) kuns - oo.

Lopullisen tuloksen esittdmiseen tarvitaan apulausetta 3.9. Osoitetaan seuraavaksi, etti

apulauseen 3.9 ehdot ovat voimassa.

K& = [eetdr = [ et

R R

-1 1
-1 1 iéthVge[R%.
Asetetaan

w(z) = 1-iz

Télloin |w'(z)| = 1, joten valitsemalla @ = o0, p =1 ja C > 1 apulauseen ensimméinen

oletus on voimassa:
W (z)] < C(1 +z))P!, —a <Imz <0,

1

lgf(r)lw(g“—in) =1%g11—i§—n: 1-i = Ff)

Vield pitdd osoittaa, ettd Rer;(s) = Re(—r— g * ¢)(s) toteuttaa ehdon (3.9.1). Osoitetaan

ehdon voimassaolo ensin —7(s):1le ja sitten —Re g * c(s):1le.

Valitaan xo niin suureksi, ettd y < e#2 < Llog4. Tillin (e” —1) < py ja voidaan

kirjoittaa

—r(x) = (-r(x+y) = r(x +y) —r(x)
= e’"IP(R > ) — e”P(R > e*)
< (e” —1)e™P(R > €¥)
<3py-2C.

Toiseksi viimeisen rivin perustelu on, ettd e”*P(R > e*) on (paljon) pienempi kuin 2C, kun
C on yhtél6ssé (4.3) madritelty vakio.
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1 —izs A( )d
Reg * c(s) = Re<ﬁ£e lg—Z—f](j)>

Kyseessd on dérellinen summa &érellisid termejé, jotka ovat funktion

. —izs g(Z)dZ
S =T 550

residyjd 1 — 7j(z):n nollakohdissa z1,z,...,z;. Residyt ovat muotoa

1 : dj_l N\ (o128 g(Z)dZ
L [(Z_Zl)’(e 1—7(2) )}

jossa z; on k:s nollakohta ja j; on sitd vastaava kertaluku. Kunkin residyn arvo riippuu
parametristd s ainoastaan e®:n (j — 1):n Kkertaluvun derivaatan kautta kun z - z;. Kukin
residy on siis muotoa c;(—i)/'s/"le ™ jossa ¢yt ovat s:std riippumattomia lukuja. Olkoon
j suurin kaikista ji. Koska y < 1 niin »” < n kaikilla » > 1. Voidaan siis arvioida ylospéin

mm. seuraavalla tavalla

(x +y)/_1 — x]_l — —x/_l_”y” — x]_l

Kaikilla z € D on voimassa Imz < 0. Néin ollen kaikilla y > 0 on voimassa 0 < e’ < 1
ja toisaalta kun xo:n asetetaan tarpeeksi suureksi niin kaikilla z; ja kaikilla x > xo on
voimassa e*'™?#x/ < 1. Niin ollen voidaan kunkin residyn kohdalla muodostaa seuraava

epiayhtélo:
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Re(e—izk(x+y) (x +y)jk—l _ e—ikaxik—l)
< exImzk(eyImzk(x +y)j—1 _x/—l)
eX M ((x + yy -t — ¥

< exImzkj!xjy

IA

IA

Jy
Mydskin on olemassa B, jolle on voimassa
cry < Bkaikillak e 1,...,L
Voimme siis kirjoittaa
Re(—g x c(x) — (g *x c(x +y)) = Re(g* c(x+y) —g * c(x))
_ Re<# j ~iz(ety) 18527)7‘(1; _ # ! o 1g£27276(1§) >
< IBjly

Asettamalla 4 = IBj! + 6Cp ja asettamalla x¢ niin suureksi, ettd x > xo niin on voimsssa
sekd e P72 < —-log2 ettd zze*™=x/ < 1 kaikilla aina z;, voimme kirjoittaa

Reri(x) —Reri(x +y) < de™ P2, 0 <y < e P2 x> xo.

Tama tarkoittaa, ettd Rer;(s) toteuttaa ehdon (3.9.1), joten apulauseen 3.9 perusteella
yhtélosta (5.11) seuraa
(5.12) Reri(s) = O(eP?) kuns - oo.
Yhtiloiden (5.10) ja (5.12) perusteella on nyt mahdollista kirjoittaa
r(s) = e”®P(R > &)

= C—-ri(s) — Ls0g * c(s)

— _ L —izs g (Z) —Ps/2 N
C > Re_!:e —l—ﬁ(z)dz+0(e ) kun s — oo.
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Sijoittamalla tdhédn ¢ = e* esitys tulee muotoon

o _~__1 . 8(2) —B2 IR
t"P(R > 1) = C 2ﬂRe£t Tos@ @O kunt > O

5.1 Integroituvuusehdon voimassaolon osoitus

Piilause II:n ehtona on (5.1), siis ettd e g(s) on integroituva. Tdmin voimassaolo tulee
vield todistaa tapauksessa, jossa R toteuttaa satunnaisdifferenssiyhtilon R =; O + MR.
Todistus on tdysin analoginen sen kanssa, kuinka Iuvussa 4.1 todistetaan g(s):n
integroituvuus, termi p korvataan nyt vain termilld (p + ). Aiempaan ndhden nyt pitda
tehdé lisdksi oletukset (2.7)-(2.9), eli

EQ|"" < o,
EM|PP < oo,
EMPlog*M < oo.

Apulauseen (3.4) nojalla integroituvuusehto (5.1) on yhtépitdvi seuraavan ehdon kanssa

1 +\o+B _ (y+\p+B 0
(5.13) erﬁE|()() (YH)PP| < oo

Yhtdlon (5.13) vasen puoli on vakiota 1/(p + ) vaille £, + E» + E3 + E4, jossa

E| = El_Q<MR§0(Q + MR)p+ﬂ,

Ey = Eloaur<—o(MR)"*P,

E3 = Elyr-0,0-0((Q + MR)?*F — (MR)**F),
E4 = Elocoamr((MR)?*P — (O + MR)**F).

E| < EQI"f <
E; < E(-Q)"F < E|QI"F < 0,

E3:n ja E4n tapauksessa kdytetdén apulauseita 3.5 ja 3.6 samaan tapaan ja samoin perustein

kuin luvussa 4.1.

Jos p + B < 1,niin apulauseen 3.6 nojalla
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E3 < E[(Q + MR) - MR < E|QI"" < oo,
Kun (p + ) € (1,), on voimassa
E3 < (p+ B)cpip1EQP + (p + B)Cpupt EQEMP P ERPH-,

Luvussa 4.1 osoitettiin ER < oo. Jos p + < 2 niin R?*#! < R aina kun R > 1, joten tissi
tapauksessa ERP-1 < oo,

Jos p+ f = 2, niin voimme hyodyntdd Minkowskin epdyhtéldd kuten luvussa 4.1. Tulos on

1
ERPHF1 < EQP) < oo,

= ((1 - EMP+/3_1) L >p+ﬁ—1

Adrellisyyden perusteena EQP*#~! < oo ja EMP*P-! < 1, joista jilkimmaiinen pitee koska on
asetettu B < 1, jolloin EMP*F-! < EMP = 1.

Nain ollen kaikilla p > 0 ja kaikilla € (0, 1) on voimassa
E; < E|Q+ MR — MR|”*? = E|Q|"*F < .

JosO<p+p <1,
E4 = Eloc—oaur((MR)?*F — (Q + MR)**P)
< Elge—gaur(-Q)P*P = E|Q|p+ﬁ < o0,

Josp+p>1,

E4 < (p + B)Eo<—ourp(—0) (MR) F+F-!
< (p+ PEIQIEM"" ER™"" < co,

Ehto (5.13) on siis voimassa, joten pddlauseen 2 tulos on voimassa. Merkitsemilld Uy = ¢

tuloksen voi esittdd muodossa

UbP(R > Uo) = C- ﬁRe IUaizlg(—;%Z)dH O(U,"*) kun Uy - .
3
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