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Luku 1

Johdanto

Tassa tietokonegrafiikkaa késitteleviissd soveltavan matematiikan tutkielmassa esi-
telladn menetelmé valokuvamaisten kuvien muodostamiseen tietokoneella. Menetel-
ma perustuu valonsidteiden matemaattiseen seurantaan maailmassa, joka on méaari-
telty sopivalla tietokoneohjelmalla. Téllaista laskennallista kuvanmuodostusta kiy-
tetddn esimerkiksi peleissd ja elokuvissa, mutta tarkeitd kidyttokohteita ovat myos
esimerkiksi arkkitehtuuri ja tuotesuunnittelu.

Kaytettavd menetelma perustuu valon simulointiin radiometrian keinoin. Malli on
yleisempi kuin pelkkddn sddeoptiikkaan perustuvat mallit mutta liian karkea selit-
tdmadn joitakin kvanttimekaanisia ilmi6itéd, kuten kaksoisrakokoetta ja valon pola-
risaatiota. Radiometriaan perustuva malli on kuitenkin huomattavasti kvanttime-
kaanisia menetelmié soveltuvampi numeeriseen laskentaan.

Radiometrian periaatteista johdettua valaistuksen maarittavia integraaliyhtaloa tut-
kitaan ratkaisemalla se analyyttisesti operaattorisarjana. Ratkaisu auttaa ymmaérta-
méain ongelman luonnetta ja kannustaa numeeriseen ratkaisuun stokastisella Monte
Carlo -integroinnilla. Ty6ssd esitellddn todenndkoisyyslaskentaa alkeista monitér-
keysotantaan ja johdetaan néihin tietoihin perustuva ohjelmallinen ratkaisija.

Ratkaisu perustuu stokastisen séteenseurannan laajennokseen, polunseurantaan. Sii-
nd missd klassinen sidteenseuranta mallintaa lahinna teravit heijastukset ja piste-
méiset valonléhteet (kuvat 1.1 —1.2), sirontajakaumia kiyttéva polunseuranta mal-
lintaa myos valoa taittavien pintojen polttopintavalaistuksen ( caustic), epdsuoran
valaistuksen, valon hajoamisen prismassa sekd pehmeét varjot ja heijastukset (ku-
vat 1.3 — 1.4).

Vaikka malli ei sellaisenaan riitdkian tdysin realistisen valaistuksen laskemiseen kai-
kissa olosuhteissa, se toimii erinomaisesti johdatuksena alan perusperiaatteiden ym-
méartimiseen. Lisdksi tdrkeimmét puuttuvat ilmiot, kuten valon kiyttaytyminen su-
mussa, savussa sekd ihon ja lumen kaltaisissa materiaaleissa, voidaan helposti liittaa
malliin.
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Kuva 1.1: Klassisella sateenseurannalla laskettu kuva kuvitteellisesta hoyrypanssa-
rivaunusta. Heijastukset ja varjot ovat terdvid. (Malli: Jussi Kekéldinen)

Kuva 1.2: Klassinen siteenseuranta ei kykene tuottamaan kovinkaan realistisia kuvia
mutta toimii pohjana kehittyneemmille algoritmeille.



Kuva 1.3: Polunseuranta mahdollistaa laajat valonldhteet ja epadsuoran valaistuksen.
(Vertaa kuvaan 1.1.)

Kuva 1.4: Pehmeét varjot ja sumeat heijastukset seuraavat tyossa johdetusta mal-
lista luonnollisesti.
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Luku 2

Fysikaaliset prosessit

2.1 Valo ja viri

Sahkomagneettisen siteilyn, siten myos valon, valittdjihiukkanen on fotoni. Valo
on hiukkasvirtaa ja sen aallonpituuksien jakaumaa kutsutaan spektriksi. Klassinen
valonsddemalli on ndhtdvi suuren mittakaavan approksimaationa.

[hmisen nikoaisti on biokemiallinen jirjestelmai, jonka ytimessd ovat silmén verk-
kokalvon sauva- ja tappisolut. Sauvasolut eivit havaitse lainkaan vireji, mutta ne
mahdollistavat pimednddn. Niitd on ihmiselld normaalisti noin 92 miljoonaa ja ne
sijaitsevat pédasiassa verkkokalvon ulommissa osissa (Curcio et al. 1990).

Varinako perustuu silmén tappisoluihin. Niitd on kolmea eri tyyppiéd, joista kukin
reagoi eri suhteissa eri aallonpituuksiin. Tappisoluja on noin 4,6 miljoonaa ja ne ovat
keskittyneet pafasiassa verkkokalvon keskiosaan, tarkan naon alueelle (Curcio et al.
1990). Yhdessi silmén tappisolut kykenevit havaitsemaan likimain aallonpituudet
390 nm — 750 nm, jota kutsutaan ndkyvin valon alueeksi (kuva 2.1).

Usein valosta puhuttaessa jaetaan viri kolmeen komponenttiin: punaiseen, vihredin

kroaallot | Radioaallot | Pitkat radioaallot

Gammasateily Roéntgen Uv " Infrapupa | M

10 1072 1010 102 104102 10° 102 10 106 m

380 450 495 570 590 620 750 nm

Kuva 2.1: Sdhkomagneettisen siteilyn luokittelu aallonpituuden funktiona ja néky-
van valon alue ihmissilmin nidkeminé vareiné.
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Kuva 2.2: Punainen, vihred ja sininen sRGB-vériavaruudessa. Kolmion sisalld nii-

den avulla muodostettavat vérit ja keskelld valkoinen piste. (Kuva: Wikimedia Com-
mons)

ja siniseen. Jos kullekin néista vireistd kiinnitetdén jokin spektri, voidaan néita vi-
reja yhdistamélld stimuloida silmén tappisoluja tavalla, joka mahdollistaa suuren
varijoukon ndkemisen. Nédin muodostettavien virien joukkoa kutsutaan viriavaruu-
deksi (kuva 2.2). Vaikka menetelmé on tehokas ja kiytossd lihes kaikkialla, ei kol-
mella tai millidn muullakaan maaralla paavireja voida muodostaa kaikkia silmén
nikemid vireja.

Koska tietokoneiden ndytot ndyttavit kuvan kolmella paavirilld, usein myds numee-
risessa laskennassa kiytetadn valonsiteiden spektriné téllaista kolmen komponentin
jakoa. Tama johtaa kuitenkin viaaradn lopputulokseen, silld materiaalin viri perus-
tuu eri aallonpituuksien absorbointiin eri voimakkuuksilla. My6s valon dispersio
prismassa sateenkaaren vireiksi jad mallintamatta.

Yksinkertaisuutensa ja laskennallisen keveytensad vuoksi téllaista kolmen padkom-
ponentin jakoa kiytetddn kuitenkin yleisesti esimerkiksi reaaliaikaisessa kolmiulot-
teisessa grafiikassa, jossa realismia on usein huomattavasti kustannustehokkaampaa
lisdtd muilla menetelmilld kuin spektrin komponenttijakoa tihentamallé.
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" A A A

Kuva 2.3: Valonsiteen heijastuminen rajapinnasta. Ideaaliselle materiaalille 6, = 6.

2.2 Sadeoptiikka

Heijastuminen

Klassisesti valonsidteen tormétessia pintaan oletetaan monesti yksinkertaisissa las-
kuissa valonséiteen symmetrinen heijastuminen pinnan normaalin suhteen (kuva 2.3).
Laadukkaille peileille timé pitdd hyvin paikkansa, mutta yleisesti heijastus noudat-
taa jotakin jakaumaa tarkan heijastuksen sijaan. Témaé jakauma on usein, joskaan
ei aina, keskittynyt ideaalin heijastuksen ympdérille ja aikaansaa my6s epdsuoran
valaistuksen.

Joskus yksinkertaiset tai reaaliaikaiset valaistuksen ratkaisijat olettavat kaikkien
heijastusten olevan symmetrisid heijastuksia normaalin suhteen ja approksimoivat
epidsuoraa valoa jollakin muulla keinolla. Tama on toisinaan kohtuullinen kompro-
missiratkaisu, silld vaikka tulos onkin useimmiten virheellinen, symmetrisen heijas-
tuksen suunta on monille materiaaleille kaikkein tarkein yksittdinen suunta.

Taittuminen

Valonséiteen kohdatessa ldpikuultavan pinnan osa valosta taittuu Snellin lain mu-
kaisesti. Normaaliin ndhden luetun tulokulman ollessa #; saadaan taittumiskulma
0y yhtalosta

sinf; v my

sin 92 (%) nq
kuvan 2.4 mukaisesti. Valiaineen ¢ taitekerroin n; maarittda valon keskiméaraisen

nopeuden kyseisessé viliaineessa: v; = ¢/n;.

Mikéli tallaista kulmaa 65 ei yhtdlon mukaan ole olemassa, tapahtuu taittumisen
sijaan kokonaisheijastus.
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k4

Kuva 2.4: Valonsiteen taittuminen rajapinnassa. Ideaaliselle materiaalille 6, saa-
daan Snellin laista.

1.5 T T

T
Sellmeier (Si0y)

1.49 - .
1.48 - -
n 147 - .

1.46 - .

1.45 - \

Nakyva valo

1.44 1 1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

A (pm)

Kuva 2.5: Valon aallonpituuden vaikutus kvartsilasin taitekertoimeen.
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Valon matalampi keskimdérdinen nopeus véliaineessa selittyy fotonien toistuvalla
absorboitumisella ja emittoitumisella viliaineen hiukkasista. Téstd seurauksena on
dispersio eli valon nopeuden ja siten taitekertoimen riippuminen valon taajuudesta
(kuva 2.5). Téstd seuraa valon hajoaminen spektriksi rajapinnassa eli kromaatti-
nen aberraatio, joka on monesti ongelma esimerkiksi valokuvauksessa vihemmén
kehittyneilla linsseilla.

Taitekertoimet voidaan selvittdd kokeellisesti, mutta dispersion mallintamiseen tar-
vitaan tapa laskea taitekerroin erikseen kullekin aallonpituudelle. Tdhén erinomai-
sen apuneuvon tarjoaa Sellmeierin kaava,

AN
n*(\) =1+ 5 j_ ik
j

j=1

jossa k = 3 on useimmiten riittévi (Tatian 1984).

Aine n (589 nm) Aq B1 Ao Bo As B3 Ay By

Tyhjio 1

Ilma 1,0003

Kvartsilasi (5i0,) * 1,4584 0,66347 | 0,06652 | 0,44065 | 0,11502 | 0,89901 9,9032

Pii (Si) ! 3,9314 10,6684 | 0,30152 | 0,00304 | 1,13475 | 1,54133 | 1104,00

Safiiri (A1203) 1 1,7682 0,53148 0,02179 1,55060 0,10335 5,28958 17,9393

Vesi (H,0) 2 1,3332 0,5689 0,07149 | 0,17197 | 0,13510 | 0,02063 | 0,16199 | 0,11240 | 3,26727
Taulukko 2.1: Taitekertoimia ja Sellmeierin kaavan kertoimia. Lukujen B; yksikko

on pm.

Monesti riittaé kiyttaa epatarkempaa Cauchyn yhtaloa

B
n()\) = A+ﬁ’

joka nakyvin valon alueelle sovitettuna antaa usein jo varsin hyvin approksimaation
(kuva 2.6).

Valon kulkiessa tasaisen eri taitekertoimisen levyn ldpi valo taittuu mennessién si-
sdan viliaineeseen. Poistuessaan viliaineesta saman suuntaisen rajapinnan lipi, valo
taittuu takaisin alkuperdiseen suuntaan. Viliaineessa kuljettu matka aiheuttaa va-
lonséteiden siirtymisen sivusuunnassa eli yhdensuuntaissiirtyman. Koska taiteker-
roin riippuu valon taajuudesta, eri aallonpituudet siirtyvét eri verran (kuva 2.7).
Talla voi olla merkitysta joidenkin sovellusten kannalta.

Myos valon taittumista rajapinnassa voidaan mallintaa taittumisjakaumalla. N&in
saadaan paremmin huomioitua materiaalin hienorakenteen ja epétiydellisyyden ai-
heuttamat poikkeamat taittumiseen esimerkiksi sumean lasin tapauksessa.

!Tatian (1984)
2Daimon and Masumura, (2007)
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0.0004 . .

T T
(Calichy - Sellmeier) / Sellmeier

0.0003 |- .
0.0002 - .

0.0001 | .

-0.0001 .
-0.0002 - .

-0.0003

Nakyva valo

-0.0004 1 1 1 |
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

A (pm)

Kuva 2.6: Cauchy-approksimaation n = 1,4481 + 0,00354(“/\L2)2 suhteellinen virhe
kvartsilasille.

ny

Kuva 2.7: Havainnekuva eri aallonpituuksien yhdensuuntaissiirtymésta ja kromaat-
tisesta aberraatiosta.
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Fresnel-yhtalot

Todellisuudessa myos lapikuultavissa pinnoissa tapahtuu sekd heijastumista etti
taittumista. Naiden vilinen suhde kuvataan usein heijastuskertoirmella F., joka saa-
daan Fresnel-yhtaloista.

Polarisoimattoman valon tapauksessa heijastuvan valon osuudelle koko sironnasta
saadaan arvio (Pharr and Humphreys 2004)

2 2
_r”—l—rL

FT_ Y
2

jossa heijastuskertoimet rﬁ ja r? riippuvat viiliaineen johtavuudesta. Eristeissi hei-
jastuskertoimille voidaan kayttad arvioita

2
2 Ny cos By — ny cos by
I ng cos B + nq cos Oy
2
2 nq cos 01 — ny cos Oy
ri =
ny cos 01 + ng cos Oy

jolloin taittuvan valon osuus sironnasta on 1 — F,.

Johteet eivit lapéise valoa mutta absorboivat sitd. Heijastuvan valon osuuden F.
laskemiseksi voidaan kayttad kaavoja

2 (n? + k?)cos 6, — 2nycos by + 1
I (n3 + k2)cos 61 + 2ng cos 0y + 1

2 (n? + k?) — 2ny cos 6, + cos 6>
+ (n3 + k2) 4 2ny cos ) + cos 6,

jossa k on johteen absorptiokerroin (Pharr and Humphreys 2004).

Polarisaation huomiotta jattdminen voi joissakin tilanteissa johtaa virheelliseen lop-
putulokseen mutta yksinkertaistaa laskuja huomattavasti.

2.3 Radiometria

Yleistetddn teoria sddeoptiikan yksittaisistd valonsiteistd sdteilyenergian yleisem-
paan kasittelyyn maarittelemalld aluksi radiometrian peruskéisitteet.
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2.3.1 Sateilyvuo

Sateilyvuolla @ tarkoitetaan jonkin pinnan lipi kulkevaa séteilyenergiaa aikayk-
sikkod kohti. Sateilyvuo on siten siteilyn pinnalle aiheuttama kokonaisteho ja sen
yksikk6 on watti.

2.3.2 Irradianssi

Irradianssilla E tarkoitetaan sihkovuon pinta-alatiheyttd, F = d®/dA. Pinnan si-
teilyvuo saadaan siten vaihtoehtoisesti integroimalla irradianssia pinnan yli. Irra-
dianssin yksikkd on W/m?

Jos pinta ei osoita kohti valonldhdettd, kerdd pinta siteilyd valonldhteeseen néh-
den kohtisuoralta pinta-alalta A+ = Acosf. Tilloin irradianssi [ = d®/dA =
(d®/dAL) cosf. Tatéd yhtilod kutsutaan Lambertin laiksi.

2.3.3 Intensiteetti

Intensiteetilld I tarkoitetaan sdéhkévuon avaruuskulmatiheyttd, I = d®/dw. Kappa-
leen séteilyvuon voi siten laskea yhtépitiavasti integroimalla siteilyldhteen intensi-
teettid kappaleen peittdmén avaruuskulman Q yli,

= /Q I(w) dw.

2.3.4 Radianssi

Radianssilla L tarkoitetaan pienestd avaruuskulmasta pienelle kohtisuoralle pinnal-
le saapuvaa tai lahtevdd irradianssia yksikkoavaruuskulmaa kohti, L = dE/dQ) =
d® /(dwdAt). Muut radiometriset suureet ovat johdettavissa radianssista.

Ellei toisin mainita, kasitellidn jatkossa aallonpituutta kiinnitettynad vakiona. Lo-
pullinen tulos saadaan yhdistamalla eri aallonpituuksien tulokset.

2.4 Sirontajakaumafunktiot

Valonséteiden sirontaa epéideaaleista pinnoista on hyvd kuvailla sirontajakaumil-
la. Johdetaan seuraavaksi sirontajakaumia kdyttden sirontayhtalot suurelle joukolle
materiaaleja.
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Merkitédn avaruuden pisteeseen p suunnasta w; saapuvaa radianssia L;(p, w;). Tama
radianssi aiheuttaa pistessi p sijaitsevaan kohtisuoraan pintaan yksikkéavaruuskul-
maa kohti irradianssin dE/d)(p,w;) = L;(p,w;). Lambertin lain mukaan kappalee-
seen kohdistuva irradianssi yksikkoavaruuskulmaa kohti on siten L;(p,w;) cos#.

Pintaan kohdistuva irradianssi voidaan nyt laskea integroimalla ndmé differentiaa-
liset irradianssit kaikkien suuntien yli, jolloin

E(p):/ Li(p,w;) |cos8| dw;,
5’2

jossa ¢ on pinnan normaalin ja w;m vilinen kulma ja cos = N, - w;.

2.4.1 Sirontajakauma

Pisteeseen p suunnasta w; saapuva differentiaalinen irradianssi jakautuu eri suun-
tiin jonkin jakauman f(p,w,,w;) mukaisesti aiheuttaen kuhunkin suuntaan diffe-
rentiaalisen radianssin. Tdma suuntaan w, ldhteva radianssi saadaan integroimalla
differentiaalista radianssia kaikkien tulosuuntien yli

Lo(p7w0) = f(pv woawi)Li<pa wz)| COSQ| dwi' (21)
g2

Tatd avaruuden pintojen pisteissd médriteltyd jakaumafunktiota f kutsutaan ni-
melld kaksisuuntainen sirontajokaumafunktio.

Miaritelmd 1. Kaksisuuntainen sirontajakaumafunktio (Bidirectional Scattering
Distribution Function, BSDF) on funktio P x S% x S? — R, jolle

1) f(pawovwi) = f(p7 Wi,u}())

i) sup,,, [¢ f(p,w,w;)|cosf| dw; < 1.
Ensimmaéinen ehto tarkoittaa valonsiteiden kiyttdytymisen suuntainvarianssia eli

kaksisuuntaisuutta. Jilkimmainen ehto on energian séilymislaki epdideaaleille pin-
noille.

2.4.2 Heijastus

Jos pinta on valoa ldpdiseméton, on L;(p,w;) = 0, kun 6 > 90°. T&lloin kaa-
vassa (2.1) riittdd kirjoittaa integraali pinnan puoleisen puolipallon % = {w €
S%|w- N, > 0} yli:

Lo(p, Wo) = f(p, mei)Li(p?Wi) cos 6 dw;.
5:_,2
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Talloin funktiota f kutsutaan kaksisuuntaiseksi heijastusjakaumafunktioksi (Bidi-
rectional Reflectance Distribution Function, BRDF).

2.4.3 Taittuminen ja lapinikyvyys

Monet pinnat ovat lapikuultavia. Téllaisille pinnoille edellinen lapikuultamaton hei-
jastusehto ei kdy. Lapikuultavuutta kuvataan samankaltaisella konstruktiolla, jossa
jakaumafunktiona on kaksisuuntainen lipdisyjokaumafunktio (Bidirectional Trans-
mittance Distribution Function, BTDF'). Kaksisuuntainen lipéisyjakaumafunktio
kertoo, kuinka suuren differentiaalisen radianssin suuntaan w, aiheuttaa pintaan
suunnasta w; saapuva differentiaalinen irradianssi. Toisin sanoen integroiden nor-
maalia vasten olevan puolipallon yli

Lo(p’ wO) = f(pa woawi)Li(pawi)|Cose| dwz
_5:)2
Monet pinnat ovat kuitenkin vain osittain lapindkyvid. Téalloin taittumisen ja hei-
jastumisen voi yhdistdé sirontajakaumaksi.

2.4.4 FEmissio

Jotkin pinnat eivit ainoastaan sirota valoa vaan myos lahettévit eli emittoivat sita.
Tallaisille pinnoille ldhtevin radianssin yhtdloon lisdtddn emissiotermi emissioja-
kauman L. (p,w,) mukaisesti, jolloin saadaan sirontayhtdilo (scattering equation),

Lo(p,wo) = Le(p, wo) + g f(p, wo, w;) L;i(p, w;)| cos O] dw.
Taméa yhtalé mallintaa niin emittoivat, lapindkymaéattomét kuin myos osittain la-
pikuultavat materiaalit. Kuitenkin monet tirkedt materiaalit, kuten lumi tai iho,
tarvitsisivat monimutkaisempaa késittelyd (Pharr and Humphreys 2004). Néissi
materiaaleissa valonside siroaa materiaalin sisidn, kimpoilee hetken ympériinsa ja
lopuksi siroaa jostakin muusta kohdasta ulos.

Tallaiset materiaalit voidaan mallintaa kiyttdmalla kaksisuuntaista pintasironta-
jakaumafunktiota (bidirectional surface scattering reflectance distribution function,
BSSRDF). Talloin integroitaisiin pisteen ympéristossa radianssia pintasirontaja-
kaumaa vasten,

Lo(p, wo) = Le(p, wo) + / / S(p, wi, D, wo) | Ny - wy| duw,dA.
A JS?

Tassa tyossa jatetddn kuitenkin téllaiset materiaalit vaille erityishuomiota. Lisétie-
toja pintasirontajakaumafunktioista l6ytyy esimerkiksi viitteestd Pharr and Humph-
reys (2004).



Luku 3

Valaistusyhtalo

Valonséateiden mallintaminen kvanttitason ulkopuolella on periaatteessa yksinker-
taista: tyhjiossa valonsidde kulkee suoraan, kunnes kohtaa esteen. Este absorboi osan
valosta ja loppu siroaa mitattujen tai laskettujen jakaumien mukaan eri suuntiin.
Kaytannon rajoitus dérellisestd fotoniméarista voidaan unohtaa, silla tarkoituksena
on tutkia ideaalista, odotusarvoista tilannetta.

3.1 Maarittely

Johdetaan edelld esitettyjen tietojen perusteella yhtalé radianssille avaruuden eri
pisteissa. Tata valaistuksen maéarittelevaid ratkaisufunktiota L kutsutaan plenopti-
seksi funktioksi.

Miésritelmé 2. Plenoptinen funktio (plenoptic function) on funktio L : R? x S? —
R, jolle L(p,w) on pisteeseen p suunnasta w saapuva radianssi.

Maailman muodostaa mallinnettavien kappaleiden pisteistd ja ddrettomaéssa sijait-
sevasta pisteesti (2, koostuva pistejoukko P ¢ R3 = R3 U {Q}. Jokaiselle joukon
P pisteelle oletetaan liséksi mééritellyksi pinnan normaali N,,, sirontajakaumafunk-
tio f(p,ws,w;) ja emissiojakauma L.(p,w). Afrettomissi olevalle pisteelle sironta-
jakauma oletetaan nollaksi, mutta emissiojakaumalla voidaan mallintaa esimerkiksi
kaukaisen ympériston, kuten taivaan, valaistusta. A#rettomin pisteen normaalilla
ei ole merkitysté.

Méaritelma 3. Maailma (scene) on nelikko (P, N, L, f), jossa P C R3 ja Q4 € P,
N on kuvaus P — S?, L, on kuvaus P x S? — R, ja f on joukon P kaksisuuntainen
sirontajakaumafunktio.

Valonsiateet etenevat maailmassa suoraan, kunnes torméaévat johonkin. Tormayspis-
teen selvittdmistd varten tarvitaan seurantafunktio.

15
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Kuva 3.1: Valon suora eteneminen avaruudessa seurantafunktion 7 avulla.

Mééritelmé 4. Seurantafunktio (raycasting function) on funktio 7 : R3 x S? — R3,
jolle 7(p,w) = p + wt, jossa t on pienin positiivinen luku, jolla p + wt € P. Mikéli
téllaista lukua ¢ ei ole, médritellddn 7(p,w) = Q. Mééritelldén lisdksi lyhennys-
merkintd p, = 7(p,w).

Seurantafunktion avulla voimme esittidi matemaattisesti sdteiden suoran etenemisen
avaruudessa pintojen vélilld (kuva 3.1):

Li(p,w) = Lo(7(p, w), —w).
Tama yhtdlo yhdistettynd pintojen sirontayht&loon
Lo(p,w,) = Le(p, w,) + . f(p, wo,w;) Li(p, w;)| cos 0] dw;
muodostaa ratkaistavan yhtalosysteemin. Plenoptinen funktio on L;.

Valaistuksen madarittelevd integraaliyhtdlo on siten viliaineettomassa ja pintasiron-
nattomassa maailmassa

Li(P, OJ) = Le(pwa —W) + /52 f(pwa _wawi)Li(pwawi>’ pr ’wi| dw;.

Tarkkaan ottaen tdma yhtalo ei vield sellaisenaan maérittele koko valaistusta vaan
ainoastaan siteilyenergian jakautumisen maailmassa. Valaistus saadaan téstd rat-
kaisemalla yht&lo jokaiselle aallonpituudelle \; erikseen — néin saadaan huomioitua
my6s valon aallonpituuden vaikutus valon jakautumiseen maailmassa, kunhan jokai-
selle aallonpituudelle kiytetain kyseisen aallonpituuden sirontajakaumafunktiota.
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3.2 Analyyttinen ratkaisu

Madritelladn lineaarinen operaattori A, jolle
(AL;)(p,w) = S (Do, —w, wi)| Ny, - Wi Li (o, wi) dw;.
52

Madritelldén lisdksi g(p,w) = Le(po,, —w). Télloin yhtdlo voidaan kirjoittaa muo-
dossa L;(p,w) = g(p,w) + AL;(p,w), tai yksinkertaisemmin

Tutkitaan seuraavaksi yhtalon ratkaisua analysoimalla operaattorin A normia. Lausek-
keen AL;(p,w) integraalimuoto on positiivisten funktioiden tulon L;-normi, joten
Holderin epayhtilostd saadaan arvio

ALZ(p7w> < /2 f(po.n _wawi)’ pr 'wi’ dwi ’ ’Lz(pw”oo < S‘Ll<pw)’007
S

jossa

s=sup [ flg,w,w;)| Ny w;| dw; < 1.
qw JS?

Koska edella oleva epéyhtilo patee kaikille p ja w, patee myos |AL;|w < $|Li|so ja
siten operaattorin A normi |A| <s < 1.

Kirjoitetaan sitten yhtdlo L; = g + AL; muodossa (I — A)L; = g, jossa I on
identiteettioperaattori. Koska |A| < 1, tiedetéén integraaliyhtéloiden teoriasta, et-
td operaattorin I — A kiiinteisoperaattori (I — A)~! saadaan Neumannin sarjalla
I+ A+ A%+ A% + ... Niin saadaan yhtélon ratkaisu:

Li=(I+A+ A+ )g=g+Ag+ A’g+ APg+---.

Ratkaisun tulkinta on varsin intuitiivinen: valaistus saadaan laskemalla yhteen suora
valaistus ja sen kaikkien kertalukujen heijastukset.
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Luku 4

Plenoptisen funktion mittaaminen

Valaistuksen laskemisessa on kaksi jonkin verran toisistaan poikkeavaa paitavoitet-
ta. Ensimméinen on plenoptisen funktion selvittdminen avaruuden kaikissa pisteissa.
Toinen on pyrkimys kykyyn muodostaa laskennallisesti mahdollisimman realistisia
valokuvamaisia kuvia.

Vaikka tavoitteet eivit ole tdysin samat, ne eroavat vain vihén, silli plenoptisen
funktion tunteminen mahdollistaa valokuvatyylisten kuvien muodostamisen. Toi-
saalta valokuva toimii plenoptisen funktion approksimaationa.

Mitatessa plenoptista funktiota L; fyysisestd maailmasta, joudutaan valon hiukkas-
luonteen takia tyytyméain approksimaatioon jonkinlaisella valonkerdimelld, kame-
ralla. Yksinkertaisin tillainen kamera on neulansilméikamera.

4.1 Neulansilmakamera

Neulansilmikamerassa maailmasta saapuva valo kulkee kameran paadyssi olevan
pienen reidn lapi vastaanottavalle pinnalle kameran sisilla. Pinnalle muodostuu ylos-
alainen projektio maailmasta (kuva 4.1).

Ideaalisessa neulansilmiakamerassa kameran kuvapinnalle tai filmille kuhunkin pis-
teeseen pédsisi valoa vain yhdestd suunnasta. Tall6in plenoptisen funktion voisi kon-
struoida projisoimalla kuvapinnalle kerdtyn valon takaisin neulansilmépisteeseen.

Ideaalinen neulansilmikamera on kuitenkin puhtaasti teoreettinen konstruktio ja
kovin pienen reidn tapauksessa kvantti-ilmiét ja reiin lapi kulkevan valon pieni
madré sotkisivat kuvauksen. Kéytinnossa reién tuleekin olla suurempi, jolloin myo6s
kuvasta tulee epéterdva, silla jokaisen kuvan pisteen maarittda saapuvan radianssin
integraali jonkin avaruuskulman yli.
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Kuva 4.1: Neulansilmikamera. Kuva muodostuu kameran takaosaan ylosalaisin.
(Kuva: Wikimedia Commons)

Neulansilmikamera on hyva malli plenoptisen funktion teoreettiseen selvittdmiseen
mutta kiytdnnon mittaamiseen ldhes kiyttokelvoton. Mallia kiytetddn kuvan muo-
dostukseen plenoptisen funktion selvittdmisen lisdksi sellaisissa numeerisissa rat-
kaisijoissa, joissa realismi ei ole laskennan tavoitteena tai joissa ratkaisu tarvitaan
nopeasti ja suhteellisen vahalla laskennalla. Téarkea tallainen sovellus on esimerkiksi
pelien ja ohjelmien reaaliajassa laskettava kolmiulotteinen grafiikka.

4.2 Linssisysteemit ja syvateravyys

Kaytannollisempi tapa muodostaa kuva on kerdtd valonsiteitd suuremmalta pinta-
alalta ja kohdistaa ne linssilld tai kokoelmalla linsseja kuvapinnalle. Tdm&a mene-
telmé on nopea ja tehokas, silld suuri linssi kerdad paljon valoa. Menetelméssia on
kuitenkin kaksi enemmén tai vihemman suurta heikkoutta plenoptisen funktion
méadrittdmisen kannalta.

Ensimméinen, paljon pienempi haitta, on se, ettd lahelld olevan kappaleen jostakin
pisteestd eri kohtiin linssid, saapuvat valonsiteet ovat sironneet eri kulmiin, joten
ne ovat sironneet sirontajakauman eri kertoimilla. Kun linssi kokoaa ndma séiteet
takaisin yhteen pisteeseen, mitataankin keskiarvoistettua radianssia. Nain ollen ple-
noptisen funktion konstruoinnissa aiheutuu vahintdin pientd epatarkkuutta. Taméa
ongelma ei yleenséd ole kovin merkittéva, silli kappaleiden etiisyys kamerasta on
tavanomaisesti suuri suhteessa linssin halkaisijaan. Téll6in kulmaero on pieni.

Suurempi heikkous projektion muodostamisessa linssikameralla on se, ettd linssi ei
kykene tarkentamaan suurelta pinta-alalta kerattyja sateitéd pienelle alueelle kaikilta
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Kuva 4.2: Syviterdvyysalueen ulkopuoliset alueet nikyvit sumentuneina.

etiisyyksiltd samanaikaisesti (kuva 4.2). Tata ilmiota kutsutaan syvéterdvyydeksi
(depth of field) ja se esiintyy my6s ihmisen nékojirjestelméssi. Vaikka teknisesti
kyse on projektion muodostamisen suhteen heikkoudesta, sen mallintaminen nu-
meerisessa kuvanmuodostuksessa on tirkedd realistisen ja hyviltd nayttivin kuvan
muodostamiseksi.

Kumpaankin ongelmaan auttaa kameran aukon pienentdminen, jolloin valoa paisee
sisddn pienemmasta kulmasta. Haittapuolena on valon méaran viheneminen ja siten
valotusajan kasvu.
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Luku 5

Numeerinen ratkaisu

Yksinkertaistetunkin valaistusyhtalén numeerinen ratkaisu on haastavaa. Haasteena
ei ole niinkdén ratkaisun numeerinen epéstabiilius, vaan vuorovaikutusten suuresta
méadrastid johtuva laskennan hitaus: lihtokohtaisesti jokainen maailman piste voi
vaikuttaa jokaiseen muuhun maailman pisteeseen.

Valaistusyhtdlon muotoisen integraaliyhtalon ratkaisu perustuu usein joko takaisin-
sijoitukseen tai operaattorisarjaratkaisuun. Takaisinsijoituksessa pinnasta ldhteviin
valoon lisitédédn jokaisella kierroksella seuraavan kertaluvun heijastukset. Sarjarat-
kaisussa lasketaan kerralla suora valaistus ja sen kaikkien kertalukujen heijastukset.
Ensimméinen johtaa radiosityn kaltaisiin menetelmiin, jalkimméiinen sdteenseuran-
taan.

Tavanomaisissa maailmoissa ndmé menetelmét suppenevat vaaditusta laadusta riip-
puen kohtuullisen nopeasti, silli useimmat pinnat absorboivat suuren osan niihin
saapuvasta valosta. Kuitenkin maailmat, jotka koostuvat esimerkiksi erittdin hei-
jastavista peili- tai lasipinnoista, vaativat suuren méirin iteraatioita: valonséteet
kimpoilevat ympériinsd pitkidn aikaa ennen kuin niiden energia pienenee merkityk-
settomaksi.

Myo0s integroitavan funktion approksimointi tehokkaammilla integrointimenetelmil-
14 on haasteellista, silld seurantafunktio 7 tekee integrandista vahvasti epédjatkuvan.
Varsinkin sarjaratkaisussa plenoptisen funktion moniparametrisuus ja korkeamman
kertaluvun sirontaintegraalien korkeat ulottuvuudet aiheuttavat perinteisesti tehok-
kaampien integrointimenetelmien jidmisen Monte Carlo -menetelmien jalkoihin.

5.1 Maailman approksimointi

Adrettomin pistejoukon tallentaminen tietokoneen muistiin ei tietenkéisin ole mah-
dollista. Jéljelle jaavit padasiassa seuraavat kaksi vaihtoehtoa: koko maailman dis-
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kretointi ja tallennus muistinkéyton kannalta tehokkaaseen puurakenteeseen (esim.
octree tai kd-puu), tai pintojen approksimointi paloittain parametrisilla pinnoilla tai
kolmioilla. Keskitytddn néistd yleisimpéédn ratkaisuun eli kolmiointiin (kuva 5.1).

Pintojen pistejoukon P lisiksi tarvitsee jokaiselle pisteelle madrittda normaali N,.
Kolmioiden tapauksessa normaalit méiritelldén tavanomaisesti kolmioiden karjissa
ja interpoloidaan pinnan pisteisiin.

Kuva 5.1: Hoyrypanssarivaunun matalapolygoniversion kolmioverkkoa. Malli: Jussi
Kekildinen.

5.1.1 Barysentriset koordinaatit

Interpolointi kolmion kirkipisteista sisépisteisiin tapahtuu usein kiyttien barysent-
risia koordinaatteja. Mikéli kolmion piste p on kolmion (p, pa, p3) pinnalla, on help-
poa loytda aq, as ja ag, joille

P = q1p1 + Qiapo + a3ps.

Lisdksi on helppoa nidhda, etté talloin oy, as, ag > 0 ja ag +as +ag = 1. Kertoimet
(o, g, cvg) ovat pisteen p barysentriset koordinaatit.

Barysentristen koordinaattien avulla mikd tahansa kolmion kérkien ominaisuus gq
voidaan interpoloida lineaarisesti kolmion pisteisiin seuraavasti (kuva 5.2):

q(p) = a1q(p1) + a2q(p2) + asq(ps).

Varsinkin normaalien tapauksessa tulee huolehtia, ettd pinnan kolmioverkko on riit-
tavin tihed, jotta kunkin kolmion kirkipisteissd madaritellyt normaalit osoittavat
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Ps3
g;=0,9
P2
qz;=1,2
P+ p=0,3p;+0,45p, + 0,25 p,
q:=0,7 q=0,3q,+0,45q,+0,25q3=0,975

Kuva 5.2: Kolmion pisteen p barysentriset koordinaatit ja kirkien ominaisuus gq
interpoloituna pisteeseen p.

suunnilleen samaan suuntaan. Téall6in lineaarisestakin approksimaatiosta tulee tark-
ka, eiviatkd normaalit voi summautua nollaksi. Lopuksi interpoloidut normaalit nor-
mitetaan.

5.1.2 UV-kartat

Periaatteessa kolmiojakoa tihentdmélld saadaan mielivaltaisen tarkkoja tuloksia.
Usein on kuitenkin laskennallisesti merkittavisti tehokkaampaa ja datan antamisen
kannalta helpompaa liittdd ominaisuuksia suoraan kolmion pisteisiin ulkoisella kar-
talla. Periaatteessa olisi mahdollista mafrittii ominaisuudet suoraan avaruuden R3
pisteisiin, mutta on kiytannollisempaé ja muistinkdytollisesti merkittavisti halvem-
paa ensin kuvata kolmioiden pisteet tasolle ja liittda ominaisuus naihin kuvapistei-
siin.

Kuvataan ensin kukin avaruuden kolmio affiinisti johonkin tason R? osajoukkoon.
Tamén kuvauksen madrittavat tdydellisesti pisteiden py, pe ja ps kuvat (ug,v),
(ug,v7) ja (us,vs). Niitad pisteitd on tapana ajatella kolmion kérkipisteen ominai-
suuksina, jolloin kuhunkin kiirkeen on témén jilkeen liitetty pisteen p = (z,vy, 2)
lisiksi normaali N, = (n,,n,,n,) ja pisteen kuva tasokartalla, uv(p) = (u,v). Néin
saadaan jokaiselle pisteelle p uv-koordinaatit:

uv(p) = aguv(pr) + as uv(ps) + aguv(ps).

Taméa kuvaus mahdollistaa yhdessé barysentristen koordinaattien kanssa mielival-
taisien ominaisuuksien liittdmisen kolmioiden pisteisiin: Olkoon f mielivaltainen
kartta jostakin tason R? osajoukosta haluttuun ominaisuusjoukkoon. T:lloin pis-
teen p ominaisuus voidaan lukea kartasta f kohdasta uv(p).
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Kuva 5.3: Hoyrypanssarivaunun pintavarit tekstuurikarttoina.

Kaytannossa kartat annetaan useimmiten taulukoina tai esimerkiksi kuvatiedostoi-
na, joista pisteiden p ominaisuudet f(uv(p)) luetaan sopivasti interpoloituna tai
suodatettuna.

5.1.3 Sirontajakaumat ja teksturointi

Useimmiten kappaleiden kolmioihin liitetddn tekstuurikartta, joka méarittad kap-
paleen virin kolmella paavarilla (kuva 5.3). Todellisuudessa valo koostuu suuresta
madristd aallonpituuksia, joiden jakauma riippuu valonlidhteestd ja siitd, mitd va-
lolle on matkalla tapahtunut. Kolmen aallonpituuden approksimaatio vastaa koko
ndkyvan spektrin jakamista kolmeen osaan ja johtaa tissa vaiheessa laskentaa jois-
sakin tapauksissa merkittavasti vadraan lopputulokseen.

Kolmen péavirin etuna on kuitenkin datan kerddmisen helppous, silld pinnan va-
ritys on mahdollista taltioida esimerkiksi kameralla tai tehd& tietokoneella kuvan-
kasittelyohjelmalla. Naissd tarkoituksissa kolmen virikanavan approksimaatio on
erinomainen, silld datan kdyttotarkoitus on katselu ihmissilmélla. Valaistuksen las-
kemiseen sen sijaan tarvitaan koko spektri, ja jako kolmeen paédvéiriin on mahdol-
lista tehdé vasta monimutkaisten spektrilaskujen jilkeen. Koko kappaleen spektrin
mittaus joka pisteessd kuitenkin vaatii kehittyneempié tyokaluja, joita ei useinkaan
ole saatavilla. Tédmaén lisdksi kappaleen heijastama spektri riippuu sekd valon tulo-
ettd lahtosuunnista; tehtdviksi jid joko mitata tai arvioida koko sirontajakauma
jokaisessa pisteessi kaikille aallonpituuksille.

Koska sirontajakauman sisaltdmén informaation mééaré on valtava, kiiytdnnossa jou-
dutaan useimmiten tyytymaén karkeisiinkin approksimaatioihin. Usein kiytetty kei-
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no on sirontajakaumien approksimointi muutamilla parametrisoiduilla sirontajakau-
maperheillé, joiden parametrit valitaan vastaamaan mahdollisimman tarkasti todel-
lisuutta.

Usein maailman kolmiot jaetaan aluksi eri materiaaleista koostuviin osiin, joista
kullekin tallennetaan materiaalin kiyttdma sirontajakaumaperhe ja sen parametrit.
Néita sirontajakaumia voidaan moduloida esimerkiksi kertomalla ne tekstuuri- tai
spektrikartasta saadulla kertoimella. On my6s mahdollista varioida kappaleen ma-
teriaalin sirontaominaisuuksia kuvaamalla sirontajakauman parametrit kappaleelle
esimerkiksi UV-kartoituksen avulla.

Lapikuultavien pintojen tapauksessa huomioidaan sirontajakaumassa lisiksi valon
taittuminen. Jos materiaali on tunnettu, voidaan taitekerroin kullekin aallonpituu-
delle laskea Sellmeierin tai Cauchyn kaavalla. Ndin saadaan mallinnettua dispersio.

5.1.4 Normaalikartta

Normaalien antaminen kolmioiden karkipisteissa riittdd periaatteessa taysin kuvaa-
maan kappaleen muodon, mikili kolmioverkko on riittdvin tihed. Monesti on kui-
tenkin kiytannollisempad kidyttdd harvempaa kolmioverkkoa ja antaa tarkemmat
normaalit kappaleiden pintoihin UV-kartoituksen avulla.

Tangenttiavaruus

Normaalikartoituksessa kullekin pinnan pisteelle p mééaritelliin pinnan normaali
suoraan UV-kartassa. UV-kartan kantavektorit ¢, ja é, vastaavat standardikantaan
kuvattuna joitakin pinnan pisteen p tangenttivektoreita t, ja t,. M#dritellizin niiden
vektoreiden jatkoksi kolmas kantavektori é,,, joka vastaa standardikannassa pinnan
normaalia t,, = 7. Muodostetaan koordinaatisto, jonka origo standardikannassa il-
maistuna sijaitsee pisteessid p ja jonka kantavektorit standardikannassa ovat t,, t,
ja t,. Tité koordinaatistoa kutsutaan tangenttiavaruudeksi ja UV-kartan normaa-
livektorit annetaan téssd avaruudessa.

Seuraavaksi tulisi normaalikartasta luettu normaalivektori 7, = €,y + €Ty + €Ty
kuvata standardikantaan. Mikili tiedetdén edelliset tangenttivektorit, ongelma on
jo ratkaistu:

7= tyfty + tyfty + twlie.

Tamén jilkeen vektori 77 on vield syytd normittaa, silld barysentristen koordinaat-
tien avulla kolmion kirjista interpoloidut kantavektorit eivit valttamatta ole tdysin
ortonormaaleja.
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Normaalikartat

Normaalikarttoja voi tehda esimerkiksi kuvankisittelyohjelmissa korkeuskarttojen
gradientteina. Toinen vaihtoehto on tehda tarkempi malli 3D-mallinnusohjelmassa ja
pyytaa ohjelmaa tekeméin karkeamman mallin pintaan liimattava normaalikartta,
joka takaa ldhes yhta hyvén tuloksen huomattavasti vihemmaélla laskennalla. Tamé&
menetelmé on kiytossé erityisesti reaaliaikaisessa 3D-grafiikassa.

Normaalikartat tallennetaan usein hyvin pakkautuviin kuvaformaatteihin. Tall6in
punainen kanava tulkitaan useimmiten x-komponenttina, vihred y-komponenttina
ja sininen z-komponenttina. Koska kuvien vériarvot ovat useimmiten véliltd [0, 1],
kuvataan virikomponentit vélille [—1, 1] affiinisti. Koska suoraan ulospéin osoittavan
normaalin komponenttiesitys on (0,0, 1), ovat tangenttiavaruuden normaalikartat
useimmiten enimmékseen vaaleansinisia (kuva 5.4).

Kuva 5.4: Hoyrypanssarivaunun normaalikartat kuvina. Punainen komponentti ker-
too normaalin x-komponentin, vihred y-komponentin ja sininen z-komponentin.

Tangenttien laskeminen

Mikili kolmioiden kdrkien tangenttivektoreita ei ole annettu valmiiksi, ne voidaan
my0s laskea kolmioverkon perusteella. Talloin etsitddn tangenttiavaruuden kanta-
matriisi 7', joka kuvaa kolmion kylkivektorien pis ja pi3 kuvat uvqs ja uiiz UV-
kartasta takaisin 3D-avaruuteen ja UV-kartan vektorin (0,0, 1) kolmion normaali-
vektoriksi pio X p13. Normittamalla matriisin 7' pystyvektorit saadaan tangenttiava-
ruuden kantavektorit kolmiolle.

Lopuksi kolmioiden normaalit ja tangentit tulisi siirtdd kolmioiden karjille inter-
polointia varten. Usein kiytetty tapa on laskea jokaiselle kirkipisteelle keskiarvo



5.1. MAAILMAN APPROKSIMOINTI 29

kirked koskevien kolmioiden normaaleista ja tangenteista lopuksi normittaen. Toi-
nen tapa on painottaa arvoja kolmioiden pinta-aloilla ennen yhteenlaskua. Tall6in
suurempien kolmioiden merkitys korostuu.

5.1.5 Ymparistokartta

Useimmiten kasiteltdva maailma on kooltaan pieni suhteessa ympéristoon. Y mpéris-
toné voi olla esimerkiksi tahtitaivas, korkealla olevia pilvid tai kaukaista vuoristoa.
Téllaisia ei useinkaan ole syytd lihted mallintamaan erikseen, vaan niiden vaiku-
tuksen voi huomioida ympéristokartalla (environment map). Ympéristokartan voi
luoda esimerkiksi valokuvien pohjalta tai ohjelmallisesti.

Mikali seurattavalle siteelle ei mallinnetun maailman alueella 16ydetd osumakohtaa,
voidaan katsoa sidteen karanneen darettomyyteen. Téstd suunnasta valoa tulee ai-
noastaan kaukaisesta ymparistostd. Koska ympéristo on kaukana, ainoastaan siteen
suunta w; on merkitseva. Télloin kappaleeseen siteen suunnasta saapuva radianssi
voidaan lukea suoraan ympéristokartasta.

Eréds tapa toteuttaa ympéristokartta on kuutiokartta (cube map). Kuutiokartassa
ympéristokartta (kuvat 5.5 — 5.6) levitetddn kuutioksi tarkasteltavan pisteen ym-
parille ja luetaan saapuva radianssi suuntaan w; ammutun sidteen osumapisteesté.
Muita tapoja ympéristokartan toteuttamiseen ovat esimerkiksi pallokartta ( sphere
map) ja paraboliset ympéristokartat (parabolic environment map).

by Hipshot @ www .zfight.com

INTERSTELLAR
ENVIRONMENT MAP

1024/2x6

Kuva 5.5: Ympéristokartta kuutiokarttana. (Kuva: Hipshot / zfight.com)



30 LUKU 5. NUMEERINEN RATKAISU

Kuva 5.6: Ympéristokartta reaaliaikaisessa kolmiorasteroinnissa. (Malli: Jussi Ke-
kéldinen)

5.2 Todennikoisyyslaskentaa

Koska valaistusyhtdlon numeerisessa ratkaisussa tullaan kdyttdmé&dn runsaasti to-
dennikoisyyslaskentaa, kerrataan lyhyesti todennikoisyyslaskennan perusperiaat-
teita intuitiotasolla.

5.2.1 Satunnaismuuttujat

Todennéakoisyyslaskennan ydin ovat satunnaismuuttujat. Intuitiivisesti satunnais-
muuttuja tarkoittaa nimensd mukaisesti muuttujaa, jonka arvo arvotaan kullakin
kerralla satunnaisesti jonkin jakauman mukaan. Térkein jakauma lienee vélin [0, 1]
tasajakauma, josta kukin vélin [0, 1] luku arvotaan yhtd todennékoisesti.

5.2.2 Todennikoisyysjakaumat

Arvotaan satunnaismuuttujalle X toistuvasti /N arvoa peridkkiin ja annetaan jo-
kaiselle ilmentymaélle sama pinta-ala 1/N. Jaetaan avaruus palkkeihin kuvan 5.7
mukaisesti ja kerdtddn kullekin palkille sen sisidltdmien satunnaismuuttujan X il-
mentymien pinta-alat.

Lukumairidn N kasvaessa rajatta ja palkkien leveyden pienetesséd kohti nollaa paés-
tdan raja-arvona Riemannin integraalin kaltaiseen pinta-alakonstruktioon. Toden-
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nakoisyysmassan kertyméafunktio on
Flz)=P(X <z) = / f(t) at,

ja kertyméfunktion derivaattana saadaan jakauman tiheysfunktio f(x), joka on piir-
retty kuvaan 5.7 punaisella katkoviivalla.

0.5

dF/dx
dF/dx

-2 0 -2 0 2
X X

(a) N = 150 (b) N = 800000

Kuva 5.7: Satunnaismuuttujan ndytteiden jakauma ldhestyy satunnaismuuttujan
jakaumaa néytteiden lukumaéérin kasvaessa.

5.2.3 Odotusarvo ja varianssi

Useille kiytdnnossad esiintyville todennikoisyysjakaumille satunnaismuuttujan X
niytteiden keskiarvo ldhestyy jotakin lukua niytteiden méardn N kasvaessa. Ta-
td raja-arvoa kutsutaan satunnaismuuttujan X odotusarvoksi ja merkitdin F(X).

Jatkuvalle jakaumalle, jonka tiheysfunktio on f, odotusarvo maaritelldsn kaavalla
B(X) = / v f(x) do

ja se toteuttaa yht&lon

E(aX +bY) =aE(X)+ bE(y).

Satunnaismuuttujan X néaytteiden keskittymistd odotusarvon ympaérille kuvaa sa-
tunnaismuuttujan X arvojen keskineliopoikkeama odotusarvosta,

var(X) = /Oo (z — B(X))? f(x) dx.

—00
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Varianssin lausekkeen voi kirjoittaa muotoon var(X) = F(X?) — F(X)? ja se to-
teuttaa riippumattomien satunnaismuuttujien tapauksessa yhtalon

var(aX + bY) = a* var(X) + b? var(Y).
Toinen usein kéytetty tunnusluku on keskiméérdisen neliopoikkeaman neliojuuri,
keskihajonta o(X) = (/var(X).

Mikéli satunnaismuuttujan X jakaumaa ei tunneta, mutta siitd kyetdin laskemaan
néytteita, voidaan varianssia var(X) arvioida ndytteiden xi, zo, - - -, )y otosvarians-
silla

N o 2
var(X) ~ Zl:}\gx_l 0 ") ,

jossa p on otoksen keskiarvo.

5.2.4 Monte Carlo -menetelmat

Olkoon tavoitteena laskea numeerisesti likiarvo lausekkeelle [, h(x) dz jonkin |A]-
pinta-alaisen joukon A yli. Lihestytdéin integrointia arpomalla joukosta A pisteet
T1,To, ..., Ty tasaisella jakaumalla. Tall6in kukin vaihtoehto on yhta todennikoinen
ja satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x) = 1/]A|.

Edellisen perusteella keskiarvo

Zij\il h(z;)
N

suppenee todennikoisyydella 1 arvoon

1 1
E(h(X :/hx —d:r::—-/h:c dzx.
(X)) = [ @) e = - [ h)
Téastd voidaan paitelld lausekkeen
N
|A| . Zz:l (LU)
N

suppenevan haluttuun integraaliin [ () dx.

Teoreettisen suppenemisen lisdksi tulee kyetd arvioimaan menetelmén suppenemis-
nopeutta. Olkoot satunnaismuuttujat X; riippumattomia ja samoin jakautuneita
kuin X. Tutkitaan keskiarvosatunnaismuuttujan
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poikkeamaa tarkasta arvosta E(Y) = [, h(z) da:

var(Y) = var (% : Z h(Xi)>

AP
N > var (h(X;))
=1
B , varh(X)

T4lloin keskiarvon virhe puolittuu niytteiden lukuméirin nelinkertaistuessa:

o(Y)=/var(Y) = |A] - %.

5.2.5 Tarkeysotanta

Edelld esitelty Monte Carlo -integrointi on tehokas menetelmi useampiulotteisia
integraaleja laskettaessa. Koska kuitenkin virheen puolittaminen vaatii ndytemaa-
rian nelinkertaistamisen, tulisi virhettd yrittdd pienentdd myos muilla keinoin mikali
mahdollista.

Ensiapua téhidn ongelmaan tuo tarkeysotanta (importance sampling), joka hyédyn-
taa tietoa integroitavan lausekkeen h(x) muodosta siirtdmalld laskentapisteitd vé-
hamerkityksisiltd alueilta alueille, joilla funktion A arvo on suuri. Vaikka funktion
h muotoa ei tunnettaisi tdydellisesti, jo suuntaa-antavasta jakaumasta on paljon
hyotya.

Oletetaan tunnetuksi ei-negatiivinen funktio g, joka approksimoi integroitavaa funk-
tiota h jossakin mielessd. Muodostetaan funktiosta ¢ tiheysfunktio f normittamalla:

o= o 6.0

Talloin arvioitavalle integraalille saadaan yhtalo

/Ah@)dx:/A% @)@:E[%},

jossa satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on f.

Arvotaan lopuksi tdmén jakauman X mukaisesti pisteet x1,zo, ..., xn ja approksi-
moidaan odotusarvoa otoskeskiarvolla. Talloin saadaan approksimaatio alkuperai-
selle integraalille:

. {hm] JXLE
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Perustellaan seuraavaksi tdsméllisemmin, miksi tarkeysotanta tuo parannusta sup-
penemiseen. Oletetaan aluksi, ettd A tunnettaisiin tdysin'!. Tilldin voitaisiin muo-
dostaa jakauma tiheysfunktiolla

__ h(=)
f(x) N fA h(y) dy.

Talloin olisi

var(X) = E(X?) — E(X)?
h(z)? h(x 2
- [ o[ 0]

_ Mh(x) dx} - [/Ah(x) dx}

= 0.

Jo yksikin néyte integroisi funktion tdysin oikein:

h(xi)— ) dx
f(l"z) _/Ah( ) dr.

Aivan ndin hyvaan lopputulokseen ei tietenkdin kiytidnnossd péadsta.

Jos merkitddn h(x)/g(z) = e(x), nihdain, ettd varianssin lauseke voidaan kirjoittaa
muotoon

var(X) = _f(x) do — { /A % (@) dxr

)
_ /A% dx/Ah(x)e(:z:) da:—/Ah(a:) da:/Ah(a:) dr,

silld yhtélon (5.1) ja funktion e(z) médritelmén mukaan

f(z) g(x) f(x) e(z)

Tastd voidaan padtelld, ettd mitd lahempéna funktioiden h ja g suhde on vakiota,
sitd pienempi on naytteistyksen kohina.

Konkretisoidaan tata vield seuraavasti: Olkoon

elw)—cl _,
&

!Tam4 on tietenkin teoreettinen oletus, silli mikéli / 4 h(y) dy kyetddn laskemaan, ei Monte
Carlo -integrointia enéi tarvita.



5.2. TODENNAKOISYYSLASKENTAA 35

Talloin

var(X) < /A f% da /A hz)(1+ k) do /A h(z) da /A h(z) da

_ % [/Ah(x) dxr,

ja ndhd&an varianssin pienenevin nopeasti kohti nollaa jakauman painottuessa kohti
parempia otantapisteita.

5.2.6 Sirontajakaumaesimerkkeja

Kuvantamisessa tiarkeysotantaa kiytetdan sirontayhtilossé

LO(p>W0) = LE(p>W0) + f(p7wm wi)Li(pv Wz)l COSQ| dw;
52

esiintyvin integraalin laskemiseen Monte Carlo -integroinnilla.

Sovellettaessa tirkeysotantaa olisi periaatteessa hyvé tuntea integrandi

f(p7 Wo, W’L)Lz(pu w’b)| NP w’5|

mahdollisimman tarkasti. Koska tekijaa L;(p,w;) ei kiiytdnnossd tunneta etukéteen,
joudutaan tyytyméan karkeampaan painotukseen. Huomattavasti tyhjaa parempaan
arvioon padstaidn pudottamalla tuntematon tekiji lausekkeesta pois ja painottamal-
la otantaa funktion f(p,w,,w;)| N, -w;| mukaan.

Nyt kun tiheysjakauma osataan selvittdd, on jiljella kysymys tiheysjakauman mu-
kaisesta vektorien arpomisesta. Havainnollistetaan tdtd muutamien esimerkkien kaut-
ta.

Diffuusi jakauma

Diffuusi, kaikkiin suuntiin tasaisesti sirottava pinta on yleinen approksimaatio ro-
soisille pinnoille. Olkoon koordinaatisto sellainen, jossa normaali N, on vektorin &
suuntainen. T&lloin sirontajakauma on f(p,w,,w;) = kg normaalin puoleisella puo-
lipallolla ja nolla toisella puolella.

Huomioidaan lisidksi tekijd | N, -w;| = cos@ ja etsitddn jakauman tiheysfunktio pal-
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lokoordinaateissa:

27 5
1 = / / C - kgcosfsinf df do
o Jo

™

= C-Q’ﬂ'k‘d/QCOSQSiHQ df
0

C - 7ky [Sin2 9}
= (- 7T]{7d.

O wly

Pallokoordinaatiston tiheysfunktio on siten

f(0,0) = lcostim@.

™

Téasta saadaan laskettua f(#) marginalisoimalla:

2m 1
f(é’):/ —cos@sinf d¢ = 2cosfsin .
0 7T

Integroimalla tiheysfunktiota saadaan kertyméfunktio:

0
F(0) :/ 2costsint dt = sin® 6.
0

Kertyméfunktion kiddnteisfunktiona saadaan kuvaus vélin [0, 1] tasajakaumalta mar-
ginalisoidulle tiheysfunktiolle: § = arcsin+/z, z € [0, 1].

Koska jakauma on kulman ¢ suunnassa kiertosymmetrinen, kulma ¢ saadaan hel-
posti tasajakaumasta: ¢ = 2wy, y € [0, 1].

Tastd saadaan algoritmi diffuusin jakauman otosvektoreille: Olkoon s; tasaisesti ja-
kautunut satunnaisluku véliltd [0, 1] ja s, tasaisesti jakautunut satunnaisluku vélilta

[0, 27r]. Talloin vektori
(\/ﬁcos S, 4/S18In 89, 4/1 — s%)

noudattaa puolipallon pinnalla kulman kosinilla painotettua tasajakaumaa.

Kosinieksponenttijakauma

Phong-sirontajakaumassa ja sen varianteissa esiintyy usein termi (w; - w,)", jossa
w, on vektorin —w, ideaalin heijastuksen suunta. Muodostetaan tdméan jakauman
mukainen satunnaisvektrori koordinaatistossa, jossa vektori k£ osoittaa suuntaan w,.
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Tiheysfunktio johdetaan vastaavasti kuin edelld ja tulokseksi saadaan

cos™ 0.

flw) =

27

Satunnaisvektori muodostetaan seuraavasti: olkoon s; tasaisesti jakautunut satun-
naisluku valilta [0, 1] ja s, tasaisesti jakautunut satunnaisluku vélilta [0, 1]. Talloin

o
0 = arccos (31“’”) ja

¢ = 2mss.
Haluttu satunnaisvektori on

(sin(@) cos(¢), sin(#) sin(¢), cos(h)) .

Mikali edellinen vektori muunnettuna alkuperiiseen koordinaatistoon osoittaa vai-
réille puolelle pintaa, ei sitd voida pitdéd fysikaalisesti mahdollisena ja se hylataéan.
Téta ongelmaa ei olisi, jos edellinen kaava olisi huomioinut tekijan N, -w;. Valitet-
tavasti tekijan huomioiminen monimutkaistaa laskuja merkittavasti.

Tekijan puuttumisella on my6s muita seurauksia. Mikéli tarkeysotannalla valittu
otosvektori osuu epitodennikoiseen suuntaan, jossa integrandin arvo on suuri, on
néytteistyksen arvo h(x;)/f(x;) erittdin suuri. Téll6in kuvaan ilmestyy pieni kirkas
piste. Tatd harmillista ilmi6ta voidaan torjua sekoittamalla tirkeysotannan tiheys-
funktioon esimerkiksi tasajakaumaa. T&ll6in nimittdja ei koskaan péaase liian lahelle
nollaa ja pahimmilta artifakteilta viltytaén.

5.2.7 Monitarkeysotanta

Téarkeysotantaa parantamaan kiytetddn monesti monitirkeysotantaa (multiple im-
portance sampling), joka yhdistdd tunnetuista painotusjakaumista jakaumia, joiden
tiheysfunktiot ovat annettujen tiheysfunktioiden lineaarikombinaatioita. Menetel-
mad kiytetddn myos monen jakauman summana maédriteltyjen sirontajakaumien
integroimiseen.

Olkoot funktiot p; tunnettujen satunnaismuuttujien X; tiheysfunktioita ja ¢; > 0
annettuja ykkoseksi summautuvia kertoimia. Tarkoituksena on loytda menetelmi
tiheysfunktion

p(r) = Z cipi(T)

madrddmain jakauman vektoreiden arpomiseksi.
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Menetelmé on varsin yksinkertainen. Asetetaan annetuille jakaumille todennakoi-
syydet ¢; ja arvotaan naistd jokin jakauma. Néin valitusta jakaumasta arvotaan
tarkeysotannalla vektori z ja palautetaan se.

Koska kukin jakauma olisi voinut tulla valituksi todennakdéisyydelld c¢; ja koska kul-
lekin jakaumalle todenn#koisyystiheys vektorin = palauttamiselle on p;(x), on sa-
tunnaisvektorin « tiheysfunktio haluttu p(z) =), ¢;pi(z).

Erinomainen kuvaus monitirkeysotannasta laajemmassa kontekstissa 16ytyy ldh-
teestd Veach (1998).

5.3 Tormaystarkistukset

Kun muut osat valaistusyhtilosté osataan ratkaista, jaa jéaljelle vield seurantafunk-
tion 7 toteutus. Tarvitsisi selvittdd annetun siteen 1dhin osumapiste maailman muo-
dostavien kolmioiden joukosta. Naiivi toteutus tarkistaisi jokaiselle sdteelle maail-
man kolmiot yksitellen.

5.3.1 Kolmion leikkaustarkistus

Kolmion (p1,pe, p3) ja siteen s+ vt leikkauspiste lasketaan usein projisoimalla séde
kolmion pisteiden muodostamalle tasolle. Mikéli ¢ > 0, lasketaan tdméan jélkeen
leikkauspisteelle

—s)n
(p1 ) v

ven

Ph =S5+

barysentriset koordinaatit (o, ag, a3) ja hylatdén piste mikéli > «; > 1 tai a; < 0
jollekin .

5.3.2 Kd-puu

Kolmioiden méaran kasvaessa edellinen menetelma jaa nopeasti kiyttokelvottomak-
si, silld osumat kaukanakin oleviin kolmioihin tarkistetaan samoilla raskailla laskuil-
la. Tarvitaan tietorakenne, jolla saadaan nopeasti pudotettua pois mahdollisimman
suuri osa sateen kanssa leikkaamattomista kolmioista.

Erids tehokkaimmista téllaisista kiihdytysrakenteista on kd-puu. Kyseessi on binda-
ripuu, jonka solmut ovat rekursiivisesti akselien suuntaisilla tasoilla kahtia jaettuja
tilavuusalkioita. Jako tapahtuu tyon maiardd minimoivalla heuristiikalla, ja lopulli-
sessa puussa maailman kolmiot on jaettu lehtisolmujen kesken (kuva 5.8).
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Kuva 5.8: Hoyrypanssarivaunulle muodostetun kd-puun solmut visualisoituna.

Kd-puun lapikdynti on nopeaa, silld tilavuusalkiot, joiden kautta sidde ei kulje, voi-
daan kaikkine lapsisolmuineen sulkea heti pois. Jéljelle jai pieni joukko lehtisolmuja,
joiden kolmiot voidaan kiyda lapi likimédardisessa etéisyysjirjestyksessa.

Pinta-alaheuristiikka ja rakennus

Kd-puun useimpia muita puutyyppejid parempi tehokkuus perustuu pitkalti si-
teenseurantaan hyvin soveltuvaan pinta-alaheuristiikkaan ( Surface Area Heuristic,

SAH).
Lasketaan ensin arvio jakamattoman solmun késittelyn hinnalle kaavalla
W(s) = nawa,

jossa W (s) on solmun tarkistuksen hinta, na on kolmioiden lukumé&éra solmussa ja
wa on yhden kolmion tarkistuksen hinta.

Tamaén jilkeen etsitddn koordinaattiakselien suuntaisilla tasoilla kolmioiden kéarki-
pisteistd jakamalla se taso, joka minimoi lausekkeen

W(s) = w, + P(B1|B1 U Bs)(na,wa) + P(Bs| By U By)(na,wa),
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jossa W(s) on jaon yhteishinta, w, on kd-puussa yhden laskeutumisaskeleen hin-
ta, By ja B, ovat tasolla jakamisen seurauksena muodostuneet suorakulmaiset sir-
miot ja By U By on alkuperdinen suorakulmainen sirmio. Lauseke P(B;|B; U Bs)
on satunnaisen siteen ehdollinen todennékoisyys leikata laatikkoa B;, mikili side
leikkaa myos laatikkoa By U By. Termi na, on laatikon B; leikkaamien kolmioiden
lukuméara.

Koska joukot Bj, B ja By U By ovat suorakulmaisina sarmioiné konvekseja, voidaan
edelliset todennikoisyydet laskea pinta-alojen suhteina (Santalo 1976):

A(B;)

Mikili jollakin tasoista jakaminen pienentdéd hinta-arviota jakamattomaan ndhden,
jaetaan solmu kyseisen tason kohdalta kahteen lapsisolmuun. Pelkéstéddan laatikkoa
B; leikkaavat kolmiot siirretdéin solmuun B; ja molempia laatikoita leikkaavat kol-
miot lisatddn molempiin lapsisolmuihin.

Erinomainen kuvaus kd-puun tehokkaasta rakentamisesta 16ytyy lahteestd Wald and
Havran (2006). Pharr and Humphreys (2004) suosittelee kokemukseen perustuen ar-
voja w, = 1 ja wa = 80, jotka toimivat erinomaisesti myos myohempéné esitellysséa
kokeellisessa toteutuksessa.

Kd-puun lapikaynti

Kd-puun ldpikdynti on periaatteessa yksinkertaista. Tarkistetaan aluksi, ettd side
s+uot leikkaa koko maailman ympaérille asetettua laatikkoa. Mikéli ndin on, lasketaan
osumapisteiden t-arvot t_ ja t;, t_ < t,.

Koska mahdolliset osumat alkavat kuitenkin vasta sidteen alkupisteen s positiivisel-
ta puolelta, asetetaan ¢ = max(t_,€), jossa € on liukulukuepétarkkuuden vuoksi
jonkin verran nollaa suurempi vakio.

Rekursiovaiheessa lasketaan ensin sdteen sijainti sen edettyd nykyisen solmun reu-
nalle: p = s+ vt_. Mikéli sidteen leikkauspiste solmua jakavan tason kanssa, s+ vi;,
on solmun sisélla, eli t_ < ¢; <t, (kuva 5.9), asetetaan vastakkainen lapsisolmu pi-
noon odottamaan késittelya t-rajoilla (¢;,t,) ja jatketaan ldhemmésté lapsisolmusta
t-rajoilla (¢_,¢;). Muussa tapauksessa jatketaan lihemmaista lapsisolmusta t-rajoilla
(t_,t,), tai mikéli lapsisolmua ei ole, otetaan pinosta seuraava solmu kasittelyyn.

Solmujen kolmiot kisitellidn solmujen loytédmisjirjestyksessi. Lapikdynti voidaan
lopettaa, kun kd-puun £_ on suurempi kuin [dhimmén 16ydetyn leikkauspisteen etéi-
syys t, silld talloin 1dhin leikkauspiste on jo loydetty.
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/ !
Kuva 5.9: Kd-puun lapikayntia. Mikili maalatussa solmussa ¢; on arvojen t_ ja ¢,

valisséd, edetddn myoOs oikeanpuoleiseen solmuun. Tarkistettavat kolmiot on nume-
roitu.

d

S

5.4 Klassinen sateenseuranta

Klassisessa siteenseurannassa tarkoitus ei ole varsinaisesti selvittaa plenoptista funk-
tiota vaan laskea ideaalin neulansilmikameran kuva. Kaikkien heijastusten ja tait-
tumisten ajatellaan olevan ideaaleja, valonldhteiden olevan pistemaéisid ja varjojen
terdvireunaisia (kuva 5.10).

Laskentaa ei useinkaan tehdi spektreilld vaan kolmella virikanavalla. Maailma ei
edes pyri olemaan realistinen. Laskut tehd&déin suoraan vélin [0, 1] luvuilla eikd suin-
kaan watteina tai lumeneina. Néin ollen kuvan esittdmisessa ei kiyteta sivykartoi-
tusta, joten jarkevian kuvan muodostamiseksi pisteméisen valonldhteen intensiteetin
1/r2-riippuvuus on tapana jittéi pois tai muuttaa esimerkiksi 1/r-riippuvuudeksi,
kuten ehdotetaan ldhteessd Whitted (1980).

Klassinen sdteenseuranta ratkaisee valaistusyhtdlon ainoastaan singulaaristen 6-
jakaumien tapauksessa. Valaistusyhtdlon tdyteen ratkaisemiseen tarvitaan Monte
Carlo -integrointia, jolloin saadaan stokastinen siteenseuranta.
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Kuva 5.10: Tyypillinen klassisen séteenseurannan esittelykuva, palloja ja peilipin-
toja.

5.5 Stokastinen sateenseuranta

Stokastisessa siteenseurannassa (stochastic ray tracing, distribution ray tracing) va-
laistusyhtilon ratkaisu

Li=g+Ag+ A%g+ Ag+ -

kirjoitetaan muotoon L; = g + AL;, joka voidaan kirjoittaa rekursioyhtaloné
Ln(p,w) = LE(pwa _w) + , f (P, _w7wi)Ln+1 (pwa wz)' Np., 'wi| dw, (5.2)
S

kun merkitdén p, = 7(p, w).

Téastd saadaan stokastinen sdteenseuranta, kun integraalit korvataan Monte Carlo
-integroinnilla ja rekursio katkaistaan joltakin syvyydelta m:

L, = 0,
N,
n s —w, X;) Lo, s Xi)| Ny, - X
L.(p,w) = Le(pw,—w)—l——zf(p W, Xi) Lny1(Pu, Xi)| Ny, - Xi]

P p(Xi)
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jossa luvut N,, ovat haarautumisten lukuméarat eri syvyyksilla, p on tarkeysotan-
nan tiheysfunktio ja yksikkopallon pinnan satunnaisvektorit X; arvotaan jokaiselle
funktion evaluointikerralle erikseen.

Nain lasketun arvion Lg odotusarvo on

E(Lo(p,w)) = (p,w),

> A

k=0

joten néin katkaisemalla ei saada keskiméérin oikeaa tulosta. Sen sijaan valitsemalla
riittdvan suuri heijastussyvyys m saadaan virhe mielivaltaisen pieneksi, silla

dm, >, Ay =0

Jélleen kerran yhtélot on muotoiltu ilman aallonpituuksia. Edellinen yhtild pétee
jokaiselle aallonpituudelle erikseen, ja eri aallonpituuksien radianssit voidaan las-
kea joko approksimoimalla ratkaisua jokaiselle aallonpituudelle erikseen tai laskien
komponenteittain spektrivektoreilla.

5.6 Polunseuranta

Edelld esitetyn rekursiivisen sdteenseuranta-algoritmin heikkoutena on laskennan
méadran eksponentiaalinen kasvu rekursion myoti. Heikkoudeksi timén tekee se, et-
ta laskennasta suurin osa tapahtuu syvalla rekursiossa, jossa poikkeamien merkitys
lopputulokseen on vihéisin. Menetelmia voidaan parantaa, jos 16ydetdin tapa koh-
distaa laskutoimituksia merkittdvampiin termeihin, matalampiin rekursion asteisiin.

Luonnollinen parannusaskel menetelméén onkin polunseuranta (path tracing). Po-
lunseurannassa lasketaan eksponentiaalisesti haarautuvien siteiden sijaan suuri maa-
rd yksittaisten valonsiteiden reitteja.

5.6.1 Venalainen ruletti

Oleellinen parannus aiempaan on odotusarvon virheellisyyden korjaaminen ns. vend-
laiselld ruletilla (Russian roulette). Talloin luovutaan kokonaan maksimisyvyyden
kisitteestd ja tehddén rekursion pysdhtymisestd stokastista. Jos jatkamistodenné-
koisyydeksi asetetaan ¢ ja alkuperdisen lausekkeen odotusarvo on E(Y'), on vené-
laiselld ruletilla katkaistun lausekkeen odotusarvo

E(q-Y +(1-q)-0)=qE(Y).
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Tama voidaan korjata jakamalla lauseke Y arvolla g, silld télloin saadaan odotusar-
voksi

E(q-Y/q) = E(Y).

Arvon ¢ valinnalla voidaan siirtda laskennan painopistettd. Mikali jatkamistodenné-
koisyys ¢ on kovin suuri, iteraatio suppenee hitaammin, silla korkeiden kertalukujen
k termejé
APq(pr, wy)
7
lasketaan usein, vaikka niiden vaikutus on pieni.

Toisaalta, jos jatkamistodennédkoisyys on kovin pieni, saadaan aikaan héiritsevai
kohinaa, silld silloin harvoin, kun korkeiden kertalukujen k termejé lasketaan, ovat
termit
APq(pr, wy)
¢
valtavan suuria ja voivat niakya kuvassa kirkkaina pisteind. Kumpaakin ongelmaa
voi kompensoida myo6s sadtamalld laskettavien ndytteiden lukumaaraa.

5.6.2 Menetelma

Polunseurannassa rekursio (5.2) kirjoitetaan néin ollen muotoon

lf(pwu —w, X) Lypi1(puw, X)| Ny, -X|
q p(X) ’

Lo(p,w) = Le(py,—w)+[Q]

jossa [@)] saa todennékoisyydelld ¢ arvon 1 ja todennékéisyydelld 1 — ¢ arvon 0, p on
tarkeysotannan tiheysfunktio ja X on yksikkopallon pinnan satunnaisvektori, joka
arvotaan jokaiselle funktion evaluointikerralle uudestaan.

Néytteiden Lo(p,w) lukuméairad kasvattamalla voidaan parantaa laskennan tark-
kuutta. Télloin lopullinen arvio on

_ S i Lo(p, )k
N 7

L(p,w)

jossa termit Lo(p,w)r ovat edelld esitellylld kaavalla laskettuja naytteitd. Koska
keskiarvo suppenee odotusarvoon ja yksittdisen termin odotusarvo on oikea, on
my6s keskiarvo harhaton.
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5.6.3 Muotoilu polkuina

Palataan edelld esiteltyyn rekursiokaavaan 5.2,
Ln(p7w> = Le<pw7 —W) + ) f(pwa _w?wi)Ln+1(pwa wz)’ pr 'wi‘ dwi-
s

Téssé kaavassa tekija f(py,, —w,w;)| Ny, -w;| kertoo, kuinka suuri osuus pisteeseen p,,
suunnasta w; saapuvasta differentiaalisesta radianssista siroaa pisteen p suuntaan.

Yritetddn kirjoittaa yhtdlo intuitiivisempaan muotoon médaritteleméalld tata osuutta
kuvaava funktio:

Gr—q—p) = f(‘qu%pa wqﬁr‘)l Ny 'wq%T|'

Téssd wy_,, tarkoittaa pisteestd p pisteeseen ¢ osoittavaa yksikkovektoria. Nailla
merkinnoilld rekursiokaava saa muodon

Ln(pa W) = Le(pwa _w) + / G<pw,wi — P — p)Ln-l—l(pwaWi) dwi-
g2

Maaritelldan seuraavaksi

G(pnt2 = Pns1 = -+ = p1) = G(Pni2 = Py = Pu) - GOns1 = po — -+ — P1).

Maédritelmidn motivaation voi ymmaéartda seuraavalla ajatusmallilla: Jos piste p,iq
sirottaa pisteestd p, o saapuvasta valosta pisteeseen p, osuuden « ja piste p, sirot-
taa pisteestd p,.1 saapuvasta valosta pisteeseen p; osuuden (3, on osuus pisteesti
Pnio Disteeseen p; siroavasta valosta af3.

Edelliselld méaritelmalla rekursio Ly voidaan kirjoittaa auki muodossa
LO(p7w) = Z/ . G<pw~--wk — = Py 7 p)Le(pwuwk? _wk) dwk Tt dwl;
k=0 (5%)

jos ymmaérretdén tapauksen k = 0 tarkoittavan lauseketta L.(p., —w).

Téasta juontaa polunseurannan perusajatus: integroidaan kaikkien mahdollisten pis-
teeseen p suunnasta w saapuvien valonsiteiden reittien yli. Tamé voidaan kirjoittaa
my0s kompaktimmassa muodossa,

Lo(p,w) = / Lo(pesoy) du(r).
R(p,w)

Téssd R(p,w) on pisteeseen p suunnasta w paattyvien valonsiteiden joukko, r on
valonséde, p, on valonsiiteen alkupiste, w, on valonséiteen alkusuunta ja du(r) on
valonsiteen energiasta pisteeseen p saapuva osuus.
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Luku 6

Toteutus

Havainnollistetaan mallia toteuttamalla ratkaisija tarkeimmilld edelld mainituista
ominaisuuksista. Ajatellaan aluksi kameran olevan ideaalinen aineeton neulansilmé-
kamera, jossa kuva muodostuu viirinpain kameran sisdin ja valonsiteita saapuu ku-
vapinnalle ainoastaan pisteméaisen aukon lidpi. Muokataan konstruktiota siirtamalla
kuvapinta symmetrisesti aukon toiselle puolelle, jolloin kuva muodostuu oikeinpéin.

Muotoillaan tdmén jalkeen pseudokoodina naiivi sidteenseuraaja:

Jokaiselle kuvapisteelle:
sdde = sdde kameran aukosta kuvapisteen sijaintiin avaruudessa
kuvapisteen suunnasta siroava valo = seuraa(side)

Funktio seuraa(side):

alusta tulosuuntaan siroava valo
jokaiselle pistemdiselle valolle:

jos valo ndkyvissé,

lisdd valon vaikutus tulosuuntaan siroavaan valoon

jos syvyys < maksimisyvyys:

sdde ulos = sdteen ideaali heijastus

saapuva valo = seuraa(side ulos)

lisda saapuvan valon vaikutus takaisin siroavaan valoon
palauta tulosuuntaan siroava valo

Osumapiste selvitetddn etsimélla 1dhin sidteen s+ vt, t > 0 ja maailman kolmioiden
leikkauspisteistd. Numeerisesta epatarkkuudesta johtuva vaard tormays lahtopistee-
seen eliminoidaan vaatimalla ¢ > € jollekin ennalta méaratylle turvarajalle.

47
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Kuva 6.1: Yksinkertaisella siteenseuraajalla renderdity kuva ennen teksturointia ja
antialiasointia.

6.1 Kd-puu

Tehokas tietorakenne on helposti sidteenseuraajan tarkein yksittdinen komponentti.
Naiivi kaikkien kolmioiden lapikdynti sdteen leikkauspisteitd laskiessa on hitauten-
sa vuoksi lidhes kiiyttokelvoton ja suoriutui testikokoonpanolla ! 16000-kolmioisen
hoyrypanssarivaunun laskennasta noin 23 minuutissa.

Kd-puun rakennus hoyrypanssarivaunulle valmistuu noin kahdessa sekunnissa. Té-
mén jalkeinen renderdinti kestdd noin kolme sekuntia, josta suurin kuluu 72 miljoo-
nan kd-puun solmun ldpikdymiseen ja 14 miljoonaan sdade-kolmio-tarkistukseen.

6.2 Teksturointi

Annetaan kappaleille tarkemmat véarit lilmaamalla kappaleen pintaan tekstuurikart-
ta, joka kertoo kullekin spektrin aallonpituudelle osuuden, joka siroaa materiaalista.
Annetaan liséksi sdteen osumalle kolmioon lisdehto, jonka mukaan osuma kolmioon
hyvaksytdan vain, jos pisteen tekstuurikartan ldpindkyvyysarvo on annettua rajaa
korkeampi. Ehdon myo6ta panssarivaunun kyljen sininen laatta muuttuu rattaaksi
(kuva 6.2).

ITntel Core 2 Duo P8700, renderdintiresoluutio 960 x 960
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Kuva 6.2: Siteenseuraaja tekstuurikartalla. Laskenta-aika n. 5,4 sekuntia.

Kuva 6.3: Sidteenseuraaja lisdttynd heijastuksilla, heijastussyvyys 8. Laskenta-aika,
noin 11 sekuntia.

6.3 Heijastukset

Koska kd-puu mahdollistaa nopean renderdinnin, voidaan algoritmin heijastusten
maksimisyvyyttd nostaa (kuva 6.3). Kuvassa on kuitenkin edelleen rumia artifakte-
ja, joista voidaan huolehtia myohemmin.
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6.4 Antialiasointi

Edellisen kaltaiset artifaktit johtuvat siitd, ettd laskenta suoritetaan liian harvois-
sa pisteissd. Asetetaan ohjelma laskemaan jokaisen kuvapisteen tulos useampaan
kertaan satunnaisesti eri kohdista kuvapistettd. Pahimmat virheet ja sahalaidat ka-
toavat (kuva 6.4). Parannus ei kuitenkaan tule ilmaiseksi, silla 2,8 miljardin kd-puun
solmun ja 700 miljoonan sidde-kolmio-leikkauksen tarkistuksessa kestad jo yli kaksi
minuuttia.

Kuva 6.4: Vasemmalla séiteenseuraaja ilman antialiasointia. Oikealla antialiasoinnil-
la, 16 naytetta kuvapistettd kohti. Laskenta-aika noin 2 minuuttia ja 13 sekuntia.

6.5 Normaalikartta

Aiemmin esitellylld normaalikartalla malliin saa huomattavasti lisda yksityiskohtai-
suutta lisidméatta ainoatakaan kolmiota (kuva 6.5).

6.6 Emissiokartta

Emissiokartalla voidaan kappaleiden emissiospektrit esittda kitevésti. Tasséd on kiy-
tetty diffuusia emissiota, joka on kaikkiin suuntiin yhté voimakasta (kuva 6.6).
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Kuva 6.5: Sdteenseuraaja normaalikartalla. Laskenta-aika noin 2 minuuttia ja 28
sekuntia.

Kuva 6.6: Siteenseuraaja emissiokartalla. Laskenta-aika 2 minuuttia ja 31 sekuntia.
6.7 Sirontajakauma

Kun tirkeimmét perusominaisuudet on ohjelmoitu, voidaan ideaalit heijastukset
vaihtaa satunnaisiksi painottaen tuloksia sirontajakaumalla. Samalla otetaan kayt-
toon venéldinen ruletti ja levitetddn valonléhteet suuremmiksi (kuva 6.7(a)).

Kun siteet valitaan tiarkeysotannalla painottaen tarkeimpiéd suuntia ja valonldhtei-
td, saadaan huomattavasti parempia tuloksia (kuva 6.7(b)). Modifioidulle Phong-
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jakaumalle erinomaiseksi painotusjakaumaksi osoittautui diffuusin valaistuksen cos-
painotuksen, spekulaarin valaistuksen cos™-painotuksen ja tasajakauman yhdistel-
ma.

(a) Tasajakauma painottaa liikaa vihdmerki-  (b) Sopivasti painotettu térkeysotanta on
tyksisid suuntia ja vaatii runsaasti naytteitd.  huomattavasti tehokkaampi. Laskenta-aika
Laskenta-aika noin 2 minuuttia ja 43 sekuntia.  noin 2 minuuttia ja 43 sekuntia.

Kuva 6.7: Polunseurantaa sirontajakaumilla, 16 naytetta kuvapistettd kohti. Tehok-
kaampi menetelmé pienentdéd naytteistyksen varianssia eli vihentdd kohinaa.

6.8 Adaptio

Toimivaksi menetelméksi kohinan pienentdmiseen osoittautui adaptio, jossa alun
néytteistyksen jalkeen ndytteistetddn lisda niitd kuvapisteitd, joille suhteellinen otos-
hajonta o[S]/E[S] on suurin. Toteutus tapahtui prioriteettijonoa kiyttéen laskemal-
la kullekin kuvapisteelle niytteiden summat ja neliGsummat, silla talloin

olS] _ ¢ N2 N[ S

ElS] | N-1(Ts) N-1"\ (Ts)

Prioriteettifunktioksi voidaan niin ollen valita N - >_(s?)/(> s;)2.

Pahin kohina poistuu muutamassa minuutissa ja adaptiota voi jatkaa pidempédankin
(kuva 6.8).
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Kuva 6.8: Adaptiolla parannetut renderdinnit. Laskenta-ajat 10 minuuttia (vasem-
malla) ja kolme tuntia (oikealla ja alla).
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Kuva 6.9: Polunseuraaja 16 nédytteelld ja voimakkaasti emittoivia pintoja. Laskenta-
aika 2 minuuttia ja 45 sekuntia.

6.9 Heikkouksia

Polunseuranta ratkaisee esitetyn valaistusmallin tdydellisesti, mutta menetelméssa
on silti runsaasti parantamisen varaa. Vaikka menetelmé on yleensd suhteellisen
nopea, joissakin tilanteissa esiintyy kohinaa, josta on vaikea padsta eroon.

Esimerkki hankalasta tilanteesta on runsaasti valoa emittoivat pinnat, joita on han-
kalampi huomioida térkeysotannan painojakaumassa. Seurauksena on runsasta ko-
hinaa, joka vaatii erittdin suuren madran naytteitd varianssin pienentdmiseksi sie-
dettéville tasolle (kuvat 6.9 — 6.10).

6.10 HDR-kuvaus ja bloom

Koska nayttopaitteen kirkkausdynamiikka on rajattu, ei kirkkaimpia vériarvoja voi
ndyttad sellaisenaan. Viriarvot kuvataan ndyton kiyttdmélle dynamiikka-alueelle
savytyskuvauksella (tone map). Edelld lasketuissa kuvissa on sévytyskuvauksena
kiytetty luonnollista logaritmia.

Koska dynamiikkaa joudutaan rajoittamaan, parhaallakaan sdvytyskuvauksella ku-
va ei voi nédyttid silmélle tiysin samanlaiselta kuin sen olisi tarkoitus. Osittain ta-
td puutetta voi korvata jalkikasittelylla. Erds yleisimmista jalkikésittelyefekteista
on bloom, joka levittad kirkkaita alueita ja luo illuusion kirkkaudesta. Tyypillinen
bloom-toteutus lisdd kuvan vériarvoihin gaussisesti pehmennetyn kopion kuvasta
ennen savytyskuvausta (kuva 6.11).



6.10. HDR-KUVAUS JA BLOOM %)

Kuva 6.10: Sama maailma 1024 niytteelld ja adaptiolla. Laskenta-aika nelji tuntia,
jonka aikana késiteltiin 273 miljardia kd-puun solmua ja 67 miljardia kolmiotarkis-
tusta.
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Kuva 6.11: Jalkikdsittelylld lisdtty bloom-efekti luo illuusion kirkkaudesta.



Luku 7

Y hteenveto

Edelld on johdettu todellisuuteen perustuva radiometrinen malli maailman valais-
tuksen laskemiseksi. Malli on kompromissi suorituskyvyn ja realismin vililta. Jotkin
fysikaaliset ilmitt jadvat selittdméttad, mutta toisaalta erinomaisia tuloksia saadaan
jo minuuteissa. Malli on kolmiulotteisessa grafiikassa de facto -standardimalli, jota
pyritdin approksimoimaan erilaisin keinoin myos realismiin pyrkivissia reaaliaika-
grafiikassa.

Ratkaisun maarittavin integraaliyhtdlon analyyttinen ratkaisu vahvistaa sen intui-
tiivisen tosiasian, ettd valaistus mairdytyy suoraan valonldhteisti ja valon kaikkien
kertalukujen heijastuksista. Téméa mahdollistaa erilaisia menetelmid valaistuksen
laskemiseen, joista on kuvattu tarkimmin stokastinen siteenseuranta ja polunseu-
ranta.

Valaistuksen maarittavian yhtalon ratkaisu on ohjelmoitu ldhtien yksinkertaisesta
sdteenseuraajasta kohti kehittynyttid polunseuraajaa. Ratkaisuun tarvittavat mene-
telmét on esitelty seké teoreettisesti ettd esimerkein. Tarkeimmét optimointimene-
telmét, kuten kd-puu ja monitarkeysotanta, on myos kuvattu yksityiskohtaisesti.

Vaikka malli on kattava, se ei kuitenkaan ole tdydellinen. Suurimmat mallin puutteet
ovat luultavasti pintasirontajakaumien (BSSRDF) ja véliaineen mallinnuksen puut-
tuminen. Néiistd kiinnostuneen kannattanee turvata lihteeseen Pharr and Humph-
reys (2004).

Myds ratkaisussa olisi paljon kehittdmisen varaa. Suurin puute liittyynee monitér-
keysotantaan, jossa tulisi huomioida tarkemmin voimakkaasti emittoivat pinnat.
Toinen térked parannus olisi ldhteessd Veach (1998) esitelty Metropolis Light Trans-
port, jonka tulisi merkittavisti nopeuttaa menetelmin suppenemista.
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