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1. MERKINNOISTA JA MAARITELMISTA

Tissi tutkielmassa noudatetaan algebran alalla yleistd kdytintod kirjoittaa kuvaukset oi-
kealta. Jos f : X — Y on kuvaus, niin alkion x € X kuvaa merkitddn x f. Oletusarvoisesti
sisin kuvaus sitoo vahvimmin, siis xfg = (xf)g.

Toisaalta monet ryhmien luokan operaatiot, kuten Z(G) ja N(G) kirjoitetaan vasemmal-
ta. Kun H ja G ovat ryhmii ja ¢ : H — Aut(G) on kuvaus, merkitdin ryhmén H alkion &
kuvaa useimmiten fj,. Ryhmé H siis indeksoi ryhmén G isomorfismeja. Homomorfismi ¢
on tavallisesti selvid asiayhteydesta.

Koska permutaatiot ovat kuvauksia, kerrotaan permutaatioita tdssi tutkielmassa va-
semmalta. Esimerkiksi on (1 2 3)(2 3) = (1 3) (jos permutaatioita kerrottaisiin oikealta se
olisi (1 2)).

Usein n-kulmaisen monikulmion diedriryhméé merkitién D,,, mutta tdssd tutkielmassa
sitd merkitddn D,,,.

>iG; Ryhmien G; suora summa.

S, Joukon {1, 2, ..., n} symmetrinen ryhma.

Sx Joukon X symmetrinen ryhma.

Ker;  Homomorfismin f ydin.

C(x)  Alkion x € G keskittdja ryhmissi G.

N(x)  Alkion x € G normalisoija ryhméssad G.

Hé, h¢ g 'Hg, g 'hg, kun H on aliryhmi ja & jokin alkio, jossain ryhméssé.

C, Kertaluvun n € N syklinen ryhma.
Dy, Diedriryhmi, jossa on 2n alkiota.
H Kvaternioiden kunnan yksikoiden ryhma.

W,  Verkon W solmun x naapurusto.
‘WS Ryhmin G vaihdannaisuusverkko.



2. JOHDANTO

Ryhmién G vaihdannaisuusrelaatiolla tarkoitetaan joukon G relaatiota R, missd xRy joss
x ja 'y ovat vaihdannaisia ryhméssd G. Tama tutkielma keskittyy ryhmien vaihdannaisuus-
relaation, jota havainnollistetaan ns. vaihdannaisuusverkkojen avulla.

Binédriset relaatiot ja verkot ovat tietenkin ldhestulkoon sama asia. Verkoilla on kui-
tenkin abstrakteihin relaatioihin verrattuna se etu, ettd niistd voi toisinaan piirtdd kuvan —
muutenkin ne tuovat perin abstraktiin vaihdannaisuusrelaation késitteeseen konkretiaa.

Jo kaksikymmenalkioisten ryhmien vaihdannaisuusverkot ovat ikdva kylld piirrettyind
varsin sotkuisia, koska vaihdannaisuusverkoissa on aina paljon kaaria. Isommissa ryh-
missd avuksi voidaan siksi ottaa keskuksen sivuluokkien vaihdannaisuusverkko. Tamén
maidritelmé perustuu sille havainnolle, ettd ryhmén G alkioiden x ja y kuuluminen sa-
maan keskuksen Z(G) sivuluokkaan takaa, etti x ja y ovat keskeniin vaihdannaisia.

Pro gradu -tutkielman varsinainen sisalto liittyy ryhmien maksimaalisiin Abelin aliryh-
miin ja ehtoihin sille, ettd kahdella ryhmilld on isomorfiset vaihdannaisuusverkot. Ky-
symyksid on tarkasteltu neljinnessid luvussa aiemmissa luvuissa kisiteltyjen esitietojen
pohjalta.

Ryhmien maksimaalisten Abelin aliryhmien késittely nojaa vahvasti W. Burnsiden
1900-luvun vuosisadan alkupuoliskolla saamiin tuloksiin p-ryhmien isomorfismeista. Néi-
td késitelldin kolmannen luvun alaluvussa 3.8. Burnsiden tuloksen avulla voidaan 16ytidi
yldraja sellaisen p-ryhmin koolle, jonka jokainen Abelin aliryhmi on kertaluvultaan pie-
nempi kuin p” jollain n € N. Tistd saadaan helposti johtopéitds, ettd suurissa ryhmissi
on aina suuria Abelin aliryhmid. Siis jos k € N, niin voidaan 16ytdd sellainen luku M; € N
ettd jokaisessa ryhmdssd, jonka kertaluku on suurempi kuin M, on vihintdin kertalukua
k oleva Abelin aliryhma.

Vaihdannaisuusverkkojen isomorfiaa tarkastellaan neljannessa luvussa. Padamidridna on
loytdd kaksi ryhmad, joilla on samanlainen konjugaattirakenne mutta epdisomorfiset vaih-
dannaisuusverkot. Ryhmilld on samanlainen konjugaattirakenne, mikéli niilld on samat
mairit konjugaattiluokkia, joissa on samat miérét alkioita. Téllainen esimerkki 10ytyy-
kin kertalukua 128 olevista ryhmista.

Kysymysté késiteltiin ohjelmallisesti GAP (Groups, Algorithms and Programming)
ohjelmointiympéristossid ja saadut tulokset tarkistettiin NAUTY (No Automorphisms,
Yes?) verkkojen kisittelyohjelmalla. Koska isomorfiakysymysté ei ratkaistu tdydellisesti,
voi olla ettei 16ydetty esimerkki ole pienintd mahdollista kertalukua (minusta se tuntuu
periti todennékoiseltd).

Keskeisten tulosten lisdksi tutkielmassa kdydiin tietenkin ldpi paljon ddrellisten ryh-
mien teoriaa (ja hiukan verkkojen teoriaa). Tutkielman ensimmadisessd sisiltoluvussa eli
kolmannessa luvussa késitellddn melkoinen miird mielenkiintoista ryhméteoriaa. Tarkas-
telu ldhtee litkkeelle alkeista, mutta tahti on sangen kova. Niille, jotka eivit ole aiemmin
ryhmiteoriaan tutustuneet, voin miti limpimimmin suositella J. Rosen oppikirjaa [8], jo-
ka soveltunee mainiosti ensimmadiseksi kosketukseksi aiheeseen.



Rosen oppikirja tiayttdd timin tutkielman esitietovaatimukset erityisen hyvin, koska
siind painotetaan ryhmén toiminnan késitettd (mikéd lienee koko ryhméteorian tirkein
idea). Toiminnat muodostavat nimittdin keskeisen juonteen tédssikin tutkielmassa.

Tanskalainen matemaatikko, runoilija ja keksijd Piet Hein kirjoitti mielenkiintoisista
kysymyksisti:

Problems worthy
of attack
prove their worth
by hitting back.

Tissd tutkielmassa késiteltdvat ddrellisten ryhmien vaihdannaisuusrelaatiot ovat osoit-
tautuneet sangen iskukykyisiksi ainakin itsedni kohtaan. Tutkielman kirjoittajana olen
viettdnyt huomattavasti aikaa yrittden todistaa jarjettomiksi osoittautuneita otaksumia.
Vaivan palkkana tutkielmaan sisiltyy kuitenkin muutamia yksinkertaisia, mutta mielesta-
ni kiinnostavia, tuloksia vaihdannaisuudesta ryhmissa.

Haluaisin kiittda tutkielman ohjaajaa Kerkko Luostoa seki hienosta aiheesta ettd mie-
lenkiintoisista ryhmiteoriaa koskevista keskusteluista sekd ideoista ja avusta materiaalin
etsimisessi. Tutkielman toista tarkastajaa Markku Niemenmaata haluan my06s lampimaésti
kiittdd. Kiitoksia haluaisin osoittaa my9dskin Onni Talaan sditidlle, jonka myOntima sti-
pendi ei aivan ehtinyt hyodyttdd tamin tutkielman kirjoittamista, mutta helpottaa suuresti
kirjoittamisen taloudellista jalkipyykkid. Luova tyo kun edellyttidi joutilaisuutta, misti ei
makseta palkkaa. Tami pro gradu olisi huomattavasti koyhempi ilman GAP- ja Nauty-
ohjelmia, joiden kehittéjille kuuluu suuri kiitos.

Panu Kalliokoskea haluaisin kiittdd paitsi vertaistuesta pro gradu -kirjoitusprosessin
aikana, myos mentoroinnista viimeisen kuuden vuoden aikana. Lopuksi haluaisin kiit-
tdd Roosaa ja Ilyaa, jotka ystivillisesti tarjosivat tyoskentelypaikan, loistavaa seuraa ja
aterian useana koyhéna pdivéni.



3. RYHMATEORIAA

Téssid luvussa kisitellddn sen verran ddrellisten ryhmien teoriaa kuin vaihdannaisuusverk-
kojen ymmartdmiseksi on hallittava. Vaikka késittely alkaa perusteista, on se alkeiden
osalta kursorista, joten lukijalta edellytetidéin melko paljon esitietoja (esim. Helsingin yli-
opiston Matematiikan laitoksen kurssit Algebra I ja II).

Kisiteltdvit aiheet ja niiden jédrjestys noudattavat melko pitkélti Scottin [9] ja Rosen [8]
esitystd. Varsinkin Rosen erinomaista oppikirjaa voi lammolld suositella kaikille ryhma-
teoriasta kiinnostuneille. Alaluku 3.7. perustuu Burnsiden artikkeliin [4], jota on hieman
modernisoitu, 1ihinnd merkintdjen osalta.

Kirjoittajaan omaa tyotd on esimerkin 3.22 muokkaaminen paremmin tutkielmaan so-
pivaksi ja pddosa luvusta 3.5.

3.1. RYHMAT JA TOIMINNAT

Ryhmdi on pari (G, og), missd G on joukko ja ryhmdoperaatio o : G X G — G toteuttaa
seuraavat ryhmdaksioomat

(1) Operaatio og on liitdnndinen. Ellei ole sekaannuksen vaaraa, merkitiin o; = o.

(2) On yksi sellainen alkio 15 € Gettd 10 g = g o 15 = g, kaikilla g € G. Alkio 15
on ryhmén G neutraalialkio. Ellei ole sekaannuksen vaaraa, merkitdédn lyhyesti
lG = 1

(3) Jokaiselle g € G on sellainen g™! e Gettiigog! =g log=1.

Jos ryhmad (G, o) lisiksi toteuttaa aksiooman
(4) Kaikillax,ye Gonxoy=youx.

sanotaan ryhmdd Abelin ryhmdiksi.

Ryhmii (G, o) merkitddn lyhyemmin G, koska ryhméoperaatio on useimmiten selvd
asiayhteydestd. Jos g,h € G, niin alkiota g o h merkitidin lyhyesti gh. Kun joukko G on
ddrellinen, sanotaan, ettd ryhmai (G, o) on dérellinen.

Olkoon loppuluvun ajan G éérellinen ryhma.

Ryhmin (G, o) osajoukkoa H sanotaan aliryhmdiksi, jos (H, o|y) on ryhma (tdssd o|yxy
on operaation o rajoittuma joukkoon H x H). Taméa merkitdin H < G. Jos H on joukon
G aito osajoukko, sitd sanotaan aidoksi aliryhmdksi ja merkitddn H < G.

3.1. Lemma. Olkoon (G, o) ddrellinen ryhmd ja H C G. Tidlloin H < G, joss x,y € H =
xoye H. Jos H<G,niinly =1g 0O

3.2. Miiritelmi. Olkoot (G, o) ja (H, oy) ryhmid. Ryhmédn G homomorfismi ryhméédn
H on kuvaus f : G — H, joka toteuttaa ehdon

(8o &)f =(gf)on (g'f) kaikilla g, g’ € G.

Ryhmiin G osajoukko Ker; = {g € G | gf = 1y} on homomorfismin f ydin.



Jos f on injektio, kutsutaan sitd upotukseksi ja mikili se on lisdksi surjektio, sanotaan
sitd isomorfismiksi. Mikili ryhmien G ja H vililld on olemassa isomorfismi sanotaan, etti
ryhmiit ovat isomorfisia.

3.3. Lause. Olkoot G ja H ryhmid. Surjektiivinen homomorfismi f : G — H on isomor-
fismi, joss Kery = {15}. O

Ryhmiteorian keskeisimpiin kisitteisiin kuuluu ryhmiin toiminta jossain toisessa mate-
maattisessa rakenteessa, esimerkiksi joukossa, verkossa tai toisessa ryhmaissi. Historial-
lisesti toiminnan kisite on ryhméteoriassa erityisen tirked, koska koko oppialan voidaan
katso saaneen alkunsa pyrkimyksistd rakentaa yleinen yhtédldiden ratkaisemisen teoria,
mikd johti kuntien automorfismien ryhmien tarkastelemiseen ([3] sivu 687).

3.4. Mairitelmé. Olkoon X jokin joukko. Merkinnélld Sy tarkoitetaan joukon X permu-
taatioiden joukkoa. Pari (Sy, o), missd o on funktioiden yhdiste, muodostaa ryhmén, jota
kutsutaan joukon X symmetriseksi ryhmdksi. Merkinndlld S,,, missd n € N tarkoitetaan
joukon {1, ..., n} symmetristd ryhmii. Jos G on &dérellinen ryhmd, ja ¢ on homomorfismi
ryhmistid G ryhméén Sy, sanotaan, ettd G foimii joukossa X. Kuvaus ¢ on ryhmin G toi-
minta joukossa X. Kun sekaannuksesta ei ole vaaraa, merkitdin alkiota x(g¢) lyhyesti xg.
Jos Y c X jag e G, merkitiddn Yg = {yg |y € Y}.
JosYcX,onY; ={yg|lg e Gjaye Y} osajoukon Y rata. Kun Y on pistejoukko {y},
merkitdén lyhyesti yg.
JosY Cc X,on
Gy =1{g € G|yg =yjokaiselley € Y}
osajoukon Y pistekiinnittdjd ja
Giyy={g€G|ygeYjokaisellay € Y}

osajoukon Y joukkokiinnittdjd. Kun Y on pistejoukko {y}, ovat piste- ja joukkokiinnittdja
samat ja merkitddn G,. Pistekiinnittdjad G x, kutsutaan ryhmin G foiminnan ytimeksi.
Sellainen osajoukko A C X, ettd 1 < |A| < |X] ja jokaisella g € G on

Ag=AtaiAgNA =0,

on ryhmén G toiminnan lohko.
Toiminta ¢ on

(1) uskollinen, jos Gx), = {1}.

(2) transitiivinen, jos kaikille s1,s, € S on s;¢ = s, jollain g € G. Toiminta on
intransitiivinen ellei néin ole.

(3) primitiivinen, ellei silld ole lohkoja. Toiminta, jolla on lohkoja on imprimitiivinen.

Jos ryhmén G toiminta joukossa X on transitiivinen, mutta imprimitiivinen ja A C X on
toiminnan lohko, on {Ag | g € G} joukon X ositus. Koska jokainen g on bijektio, on aina
|A| = |Agl, joten lohkon A alkioiden lukumiiri on aina joukon X alkioiden lukuméirin
tekija.

Ositusta {Ag | g € G} kutsutaan ryhmin G toiminnan lohkorakenteeksi.
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Jokaisella ryhmilld G on aliryhmini {1} ja G. Toimintojen kielelld ilmaistuna on ole-
massa yleinen ehto sille, ettd ryhmidn G osajoukko on sen aliryhmé. Tdméi antaa tietoa
ddrellisen ryhmiin aliryhmien kertaluvuista.

3.5. Lemma. (Lagrangen lause) Olkoon G ryhmd. Mddritellidin funktio ¢ : G — Sg,
missd h(gp) = hg, kaikilla h € G. Kuvaus ¢ on toiminta ja sellainen osajoukko H C G
ettd 1 < |H| < |G| ja 1 € H on timdn toiminnan lohko, joss H < G. Siispd |H| | |G|. O

3.6. Mairitelmi. Jos H < G, niin ryhmédn G osajoukkoja Hg sanotaan aliryhmidn H
oikeiksi sivuluokiksi (vasemmat sivuluokat médritelldan vastaavasti). Luku [G : H] =
|G|/|H| on aliryhmén H indeksi. Mikili lohkorakenne

{Hg | g € G}

on sellainen, ettd (hg)(h'g’) € H(gg’) kaikilla h,h’ € H ja g,g € G, sanotaan, etti
aliryhméd H on normaali ja merkitddn H < G. Normaalin aliryhmén H lohkorakenne on
itsessddn ryhmd, kun méiritellddn (Hg)(Hg') = H(gg’). Tamé ryhmi on aliryhmén H
tekijaryhmad, jota merkitidin G/H.

3.7. Lemma. Aliryhmi H < G on normaali, joss g7 'Hg = H kaikilla g € G. O

Mydhemmin merkitiin g7'Hg = H®, kun H on jonkin ryhmin aliryhmi ja g jokin
tdmén ryhman alkio.

3.8. Lemma. Olkoot G ja H ryhmidi ja olkoon f : G — H isomorfismi. Téilloin Ker; < G.
Mikdli f on surjektiivinen, on G/ Kery ~ H. O

Jos joukolla X on jonkinlainen sisdinen rakenne, ts. siihen liittyy erilaisia relaatioita
Ry, ..., R, voidaan toiminnan ehtoja tiukentaa. Saatetaan vaikkapa vaatia, ettd

(D XR;y & xgR;yg kaikillaR;, g € Gjax,y € X.

Télld tavoin voidaan melkeinpd mihin vaan matemaattiseen rakenteeseen X liittdd sen
symmetrioiden ryhmd. On helppoa osoittaa, ettd sellaiset kuvaukset, jotka sdilyttivit re-
laatiot R; yhtdlon (1) mielessd, muodostavat ryhmén Sy aliryhmén. Tétda ryhméaa kutsutaan
rakenteen X symmetrioiden ryhméksi.

3.9. Lause. Olkoon G didrellinen ryhmd, X ddrellinen joukko, ¢ ryhmdén G toiminta jou-
kossa X, x € X jaY C X. Tdlloin

(1) |xgl - G« = |G

(2) G(X) aG.

3) Gy £ Gy <G
O

3.10. Méaritelma. Olkoon G ryhmi ja H < G. Aliryhmd H on maksimaalinen, ellei
ole olemassa sellaista aliryhmidd K < G, ettda H < K. Aliryhmid H on maksimaalinen
normaali aliryhmd, jos se on ryhmin G normaali aliryhmi, eikéd ole toista ryhméin G
aitoa normaalia aliryhmii K, jonka aito aliryhmé H olisi. Késitteet maksimaalinen Abelin
aliryhmd ja maksimaalinen normaali Abelin aliryhmd miiritellddn vastaavasti paitsi, ettid
aliryhmén K on lisiksi oltava Abelin aliryhma.
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3.11. Lemma. Jokainen aliryhmd, jonka indeksi on alkuluku, on maksimaalinen.
Todistus. Tami seuraa suoraan Lagrangen lauseesta. mi

3.12. Lause. (Sylowin lause) Olkoon G ryhmd, |G| = p™r, missd p ei jaa lukua r.

(1) Jokaiselle p*, missci k < m, on ryhmdillii G aliryhmidi, joiden kertaluku on p*.
(2) Niden kertalukua p* olevien aliryhmien lukumdiciri n, = 1 mod p.
(3) Kaikki aliryhmdit kertalukua p™ ovat konjugaatteja, joten ne ovat isomorfisia.

Todistus. Katso [8] sivut 91-93 ja 108. |

3.13. Mairitelmid. Olkoon ryhmé G kertalukua p”'r, missi m € N ja p ei jaa lukua r.
Sylowin lauseen mukaan ryhmilld G on kp + 1 kappaletta kertalukua p™ olevaa aliryhmii

Py, ..., Py

jollain k£ € N. Kaikki ndmé aliryhmét ovat konjugaatteja ryhméssd G. Niitd kutsutaan
ryhmin G Sylowin p-aliryhmiksi.

3.14. Lemma. Jos G on ryhmd ja M < G on maksimaalinen aliryhmd, niin |G /M| on
alkuluku.

Todistus. Oletetaan, ettd |G/M| = n € N ei ole alkuluku, jolloin silld on alkulukutekiji
p # n. Nyt ryhmilld G/M on Sylowin lauseen nojalla kertalukua p oleva epitriviaali
aliryhmda H/M, joten ryhmilld G on kertalukua |M|p oleva epitriviaali aliryhmd, joka
siséltdd aliryhmén M aidosti, miki on ristiriita. O

3.15. Maéritelmi. Olkoon H ryhmén G maksimaalisten aliryhmien joukko. Ryhmin G
Frattinin aliryhmd on

Frat(G) = (| H.
HeH
Alkio x € G on merkitykseton, jos jokaisella osajoukolla S € G jolla (§) # G on (S U
{xh) #G.

3.16. Lause. Olkoon G ddrellinen ryhmd. Tdlloin

Frat(G) = {x € G | x on ryhmdn G merkitykseton alkio.}.
Todistus. Jos H < G, niin induktiolla saadaan

(H U {x € G | x on ryhmén G merkitykseton alkio.}) < G,

joten merkityksettomien alkioiden joukko on jokaisen maksimaalisen aliryhmén osajouk-
ko. Jos taas x ei ole merkitykseton, on olemassa sellainen S C G ettd (S) # G, mutta
(§ U {x}) = G. Koska § sisiltyy johonkin maksimaaliseen aliryhmiin H, x ¢ H, joten
x ¢ Frat(G). a

3.17. Lemma. Olkoon G ryhmda. Tdlloin Frat(G) < G. Itse asiassa jokainen ryhmdn G
automorfismi kiinnittdd aliryhmdn Frat(G).

Todistus. Olkoon f € Aut(G). Aliryhmd H < G on maksimaalinen, joss Hf on maksi-
maalinen, joten Frat(G) c Frat(G) f. Koska f on bijektio, viite seuraa. O
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3.18. Lemma. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja X = {x, Frat(G),, ..., x, Frat(G)} jokin ryh-
mdn G/ Frat(G) virittdjisto. Tdlloin Y = {x, ..., x,} on ryhmdn G virittdjisto.

Todistus. Jokainen ryhmén G/ Frat(G) alkio on muotoa
K" ... X Frat(G), missi k; € N kaikilla i,

koska X on ryhmin G/ Frat(G) virittdjistd. Koska jokainen ryhmén G alkio siséltyy jo-
honkin ryhmin Frat(G) sivuluokkaan on jokainen ryhmin G alkio muotoa

XL Xy, missi k; € N kaikilla i ja y € Frat(G).

Niin ollen joukko Y UFrat(G) virittdd ryhmén G. Lauseesta 3.16 seuraa nyt, ettd Y virittdd
ryhmin G, koska G on &érellinen. O

3.2. TULOKONSTRUKTIOT

(Luvussa noudatetaan kirjan [9] esitystd.)

Jos direlliselld ryhmilld G on sellaiset normaalit aliryhmiit Ny, ..., N,, etti G = N|N, ... N,
jaN;N(Ny ... Ni{Niyq ... N,,) = {1} kaikilla i, sanotaan ettd ryhmé G on aliryhmienséd Ny,
..., N, suora summa.

3.19. Lemma. Olkoon G normaalien aliryhmiensd Ny, ..., N,, suora summa. Tdlloin
(1) Jos k € N;jal € Nj, missii i # j, niin kl = Ik.
(2) Jokainen ryhmdn G alkio voidaan esittdd yksikdsitteisesti muodossa n ... n,,, mis-
sd n; € N; kaikilla i.
(3) Olkoot k;,l; € N; kaikilla i. Alkiot k; ... k., 1y ... I, € G ovat konjugaatteja ryh-
mdssd G, joss k; ja l; ovat konjugaatteja ryhmdssd N; jokaisella i. Siispd jokainen
ryhmdn G konjugaattiluokka on muotoa

{ki ... km | ki € K;, kaikilla i},

missd jokaisella i on K; ryhmdn N; konjugaattiluokka.
(4) Ryhmdin G keskus on joukko

{21 ... Zm | 7i € Z(N;) kaikilla i}.
O

Suoran summan kisitteen motivoimana voidaan esittdd suoran tulon késite. Olkoot Gy,
..., G, ryhmiid. Ndiden ryhmien suora tulo on joukko G; X ... X G, varustettuna kertolas-
kulla

(815 s 8n)(8)5 s &) = (819G, &1 -+ 8n G, &n)-
Varustettuna tilld kertolaskulla suora tulo on ryhma. Jokainen G; voidaan upottaa suoraan
tuloon aliryhmiksi {1¢,} X ... X{lg,_,} XG; X {lg,,} X ... X{1g,}Jjaon helppoa osoittaa,
ettd suora tulo on niiden aliryhmien suora summa, joten tissd mielessi suora tulo ja suora
summa ovat sama asia.

Suoraa summa hiukan monimutkaisempi kisite on jakolaajennus. Jos G on ryhmi,
jolla on sellainen normaali aliryhmé N ja sellainen aliryhmd H etti G = HNjaNN H =
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{1}, sanotaan ettd ryhmé G on aliryhménsé N jakolaajennus aliryhmilld H (engl. G is the
split extension of N by H). Jokainen ryhmin G alkio on ilmaistavissa muodossa sn, missa
he Hjane N, koskaG = HN. Jos hyny, h,n, € G, missd hy, h, € H jany,n, € N, niin

(hiny)(hany) = hiha(hy ' niha)ny = (hiha)(nny).

Tissd n’fz € N, koska N on normaali aliryhmé. Helposti voi tarkistaa, etti H toimii ryh-
missd N sdilyttdaen ryhmin N laskuoperaation, joten ryhméddn H liittyy homomorfismi
¢ : H— Aut(N). Tulo (hlhz)(n/l’znz) voidaan siis kirjoittaa uudestaan (h,hy)(n¢p,ns).
Jakolaajennuksen motivoimana voidaan madritelld puolisuoran tulon Kkisite. Jos N ja
H ovat ryhmid ja ¢ : H — Aut(N) on homomorfismi, niin ryhmén N puolisuora tulo
ryhmilla H (engl. the semidirect product of N by H) on joukko H X N varustettuna tulolla

(h1,n1)(hy, ny) = (hy oy hy, nydy,n,), kaikilla hy, h, € H jan;,ny € N.

Tétd ryhméd merkitdidn N =, H. Selvistikin {1} X N on tdimédn ryhmén normaali aliryhmi
ja alkion (x,y) € N =, H kiinteisalkio on (x™!, (y ™" )¢,—1)

Puolisuoran tulon rakenne riippuu olennaisella tavalla homomorfismista ¢, kuten seu-
raava esimerkki osoittaa.

3.20. Esimerkki. Olkoon 7 : C, — Aut(Cs) médritelty kaavalla x7, = x kaikilla x €
C; jay € C,. Tarkastellaan ryhmééd C; >, C,. Huomattiin, ettd ({0} X C3) < (C5 >, Cy).
Osoitetaan, nyt, ettd myoskin (C, X{0}) < (C3 >, C,). Olkoot (x,y),(z,1) € (C;x,Cy),
jolloin

(x,y)(z, 1) = (xz,y7,t) = (xZ, yt), koska 7, on identiteettikuvaus jokaisella z € C, .

Téstd ndhdéddn heti, ettd C; >, C; on ryhmien {0} X C; ja C, X{0} suora summa, koska se-
ki {0} x C; ettd C, X{0} ovat normaaleja aliryhmii, C; >, C, on niiden tulo ja niiden leik-
kaus on triviaali. Koska kumpikin néistd ryhmisti on vaihdannainen, on myoskin C; =, C,
vaihdannainen lemman 3.19 nojalla.

Olkoon nyt o : C, — Aut(C3) homomorfismi xoy = x ja xo-; = x~! kaikilla x € Cs.
Helposti ndhdiin, ettdi o : C, — Aut(C;) on homomorfismi. Tarkastellaan alkioiden
(0,1),(1,0) € C;3 »x, C, tuloja

(1,0)(0, 1) = (1, 1), mutta (0, 1)(1,0) = (1, 1oy) = (1,2) # (1, 1),
joten Cj3 >, C; ei ole vaihdannainen ryhmi, eiki siis myoskéddn isomorfinen ryhmien C,

ja C; suoran tulon kanssa (tdlloin se olisi vaihdannainen, koska ryhmit C, ja C; ovat
vaihdannaisia).

3.3. KOMMUTAATTORIT JA KOMMUTAATTORIALIRYHMA

Jos x,y € G, niin ei vilttdmittd ole xy = yx, ellei G ole Abelin ryhmd. Sellaista alkiota
[x,y] € G, jolla on ominaisuus

xy = yx[x, yl,
kutsutaan alkioiden x ja y kommutaattoriksi. Helppo laskutoimitus osoittaa, etti alkioiden
x ja y kommutaattori on aina yksikisitteisesti médritelty ja pitee, ettd [x,y] = x 'y~ lxy.
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Ryhmién G kommutaattorialiryhmd G’ on {{[x, y] | x,y € G}). Kuten seuraavasta lemmas-
ta ndhdddn, kommutaattorialiryhmi on normaali ryhméssd G ja se on pienin aliryhmi,
jonka tekijaryhmi on Abelin ryhma.

3.21. Lemma. Olkoon H < G. Piitee, ettd
H < G ja G/H on Abelin ryhmd, joss G' < H.
Todistus. Olkoon H < G ja G/H vaihdannainen. Olkoon x, g € G, jolloin
H=(x"x)(g'"¢e)H=x"HxHg 'HgH = x 'Hg '"HxHgH = [x, g|H,
misti seuraa, etti G’ < H.
Olkoon nyt G’ < H, g € Gjah € H, jolloin
W =g 'hg(h™'h) = [g,h"'1h € H,
siispd H < G. Koska xy = yx[x, y], niin
xy € (xy)G' N (yx)G’ C (xy)H N (yx)H,
joten G/H on vaihdannainen (koska eri sivuluokat ovat pistevieraita). O

Kommutaattorialiryhmé méériteltiin kommutaattoreiden joukon virittdiméksi aliryhmik-
si. Tdma on valttdméatontd, kuten seuraava esimerkki osoittaa, silli kommutaattoreiden
tulo ei aina ole kommutaattori.

3.22. Esimerkki. (Muokattu artikkelista [5]) Olkoon FF, kertaluvun kaksi Galois’n kunta.
Olkoon G matriisien
L f(x) h(x,y) ]

M(f,g,h)=[0 I g
0 0 1

joukko, missd f € F,[x], g € Fx[y] ja h € F,[x,y]. Tavallisella matriisien kertolaskulla
saadaan

(1) M(fi,81,h)M(f2,82,h) = M(fi + 5,81 + &, 71 + hy + f182) € G,
(2) M(f,g. W) =M(f,g,h+ fg) €Gja
(3) neutraalialkio M(0,0,0) € G

eli G on matriisien kertolaskun suhteen ddreton ryhma. Alkioiden M(fi, g1, k) ja
M(f>, g2, h;) kommutaattori on

[M(f1,81, 1), M(f2, 82, h2)] M(f1, 81, h) " M(f2, 82, o)™ M(fi, g1, h)M(f>, 82, 1)
= M(f1,81, + fig)M(f2, 82, ha + 282) -
M(f1, 81, M)M(f2, 82, h2)
= M(fi + fo. 81+ &2, (1 + ) + (fig1 + /282) + f182) -
M(fi + f2, 81 + &2, (M1 + h2) + f182)
= MQ(H+ f2),2(81 + 82), 2(h + ho) + 2f181 +
(fi + (81 + g2) + (f181 + /282))
= M(0,0,2f181 + 21282 + f182 + 281)
= M(0,0, f1g2 + f281) € ({M(0,0,n) | h € Fa[x, y]}).
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Olkoon N = ({M(0,0, h) | h € F,[x, y]}). Yll4 osoitettiin, ettd G" < N. Koska
M(0,0,h;)M(0,0, hy) = M(0,0, hy + hy),
niin N on alkioiden M(0, 0, x'y/) virittim, missi i, j € N ja koska
[M(x',0,0), M(0,y’,0)] = M(0,0, x'y') € G,

niin G’ = N. Tarkastellaan kommutaattorialiryhmiin alkiota M(0, 0, 1 + xy + x*y* + x*y?).
Oletetaan, ettd se on kommutaattori, siis ettd on sellaiset polynomit fi, f, € F,[x] ja
g1,& € Fz[y], etta

1+ xy+ x5 + %y = A(080) + H(0)g1 ().

Olkoot fi(x) = ag + a1 x + a)x* + ... + a,,x" ja fr(x) = by + b1 x + byx* + ... + b,x", jolloin
kertomalla ja kerddmalld termit yhteen saadaan

xiyi = xi(al-gz(y) +big1(y) = yi =a;g2(y) + big1(y)

jokaisella i € {0, 1,2, 3}. Koska kertoimet «; ja b; ovat kunnan F, alkioita ei kuitenkaan
ole kuin 3 erilaista vaihtoehtoa lausekkeen a;g,(y) + b;g1(y) # 0 arvolle, miké on ristirii-
ta, koska kaikki alkiot 1, y, y* ja y* ovat eri alkioita ja eroavat nollasta. Titen jokainen
kommutaattorialiryhmén alkio ei ole itse kommutaattori.

3.23. Lemma. Olkoon G ryhmd. Jos jokaisen x € G \ Z(G) kertaluku on 2, on G Abelin
ryhmd.

Todistus. Olkoot g,h € G \ Z(G). Jos gh € Z(G), niin

[¢,h] = ¢ 'h'gh = gh(gh) = g(ghh = 1.
Muuten o(gh) = 2, joten

lg.h] = g 'h™"(gh) = (gh)(gh) = 1.

Jos H, K C G, voidaan méiritelld osajoukkojen H ja K kommutaattorialiryhmé
[H,K] = {{[h,k] | h € H jak € K}).

Josh € Hjak € K, niin [h,k]™" = (h"'k 'hk)™ = k™'h~'kh = [k~', h~'], mistd nihdiin
ettd [H, K] = [K, H]. Koko ryhmén G kommutaattorialiryhmé on G’ = [G, G].

Normaaliuden kisite liittyy kiintedsti vaihdannaisuuden késitteeseen, kuten seuraava
lause osoittaa

3.24. Lemma. Piitee, ettd N < G, joss [G,N] < N (tai [N,G] < N).
Todistus. Olkoon g € G,ne€ Nja[g,n] =n" € N. Nyt

[g.nl=n o g'ngn=n"o ") =nn"siispi [G,N]<N & N <G.
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Téstd seuraa, ettd jos M, N < G, niin [M,N] < M N N.
Olkoot x € G, h € H sekd k € K, jolloin
[h k1" = x "Wk hkx = AT )T R ) (T ) (k) =[RS, k] € [H, K]

eli [H, K] < G. Voidaan osoittaa (samalla tavalla kuin lemmassa 3.21), ettid [H, K] on pie-
nin normaali aliryhmi, jonka tekijiryhméssa jokaisella h € H ja k € K pitee hk[H, K] =
kh[H, K].

3.25. Lemma. Pidtee, ettidi G' < Frat(G), joss ryhmdn G jokainen maksimaalinen aliryh-
md on normaali.

Todistus. Jos G’ < Frat(G), niin G’ < M jokaisella ryhmédn G maksimaalisella aliryhmil-
la M. Lauseesta 3.21 seuraa nyt, ettid jokainen maksimaalinen aliryhmid M < G.

Olkoon M ryhmén G maksimaalinen aliryhmd, joka on normaali. Tilloin ryhmin G/M
kertaluku on alkuluku lauseen 3.14 nojalla. Siispd G/M on Abelin ryhmi, joten lemman
3.21 nojalla G < M. Selvistikin G’ < Frat(G), mikili jokainen ryhmédn G maksimaalinen
aliryhmé on normaali. O

3.26. Lemma. Jos G’ C Z(G), niin jokainen ryhmdn G alkio on vaihdannainen jokaisen
konjugaattinsa kanssa.

Todistus. Olkoon G’ C Z(G) ja olkoon g € G. Nyt g”'(y"'gy) = g7'g® € Z(G) kaikilla
g,y € G eli g ja g kuuluvat samaan keskuksen sivuluokkaan, joten ne ovat keskendéin
vaihdannaisia. O

3.4. NILPOTENTIT RYHMAT

3.27. Mairitelmi. Ryhmin G alempi keskeinen sarja on aliryhmien I';(G) sarja, missd
I'o(G) = G jaT1(G) = [I'(G), G].
Jos I',(G) = {1} jollain n € N, niin sanotaan, ettd ryhmi G on nilpotentti.

Maiiritelmédstd ndhdéén, etti I'1(G) = G'. Jos G’ = {1}, on ryhmd G nilpotentti, joten jo-
kainen Abelin ryhma on nilpotentti. Pienintd n € N, jollaI',(G) = {1} sanotaan nilpotentin
ryhmin nilpotenttisuusasteeksi. Selvistikin epitriviaalin ryhmén nilpotenttisuusaste on 1,
joss ryhmaé on epitriviaali Abelin ryhma.

3.28. Lemma. Jokainen tekiji I';/(G) < G, missd 0 < i < oo.

Todistus. Selvistikin I'y(G) = G < G. Olkoon k € N ja I't(G) < G. Aliryhmién I’y
virittdavit alkiot muotoa [y, g], missd y € I'; ja g € G. Olkoon x € G, jolloin

[7.8]" = [v", 8"] € ['.1(G) = [I'(G), G], koska I't < G.
o

Olkoon ryhmén G nilpotenttisuusaste n, jolloin [I',_1(G),G] = {1}, eli [',-; C Z(G).
Tistd seuraa helposti, ettd nilpotentin ryhmén keskus on epétriviaali.

3.29. Lemma. Jos G # {1} ja Z(G) = {1}, ei G ole nilpotentti.
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Todistus. Oletetaan, ettd G on nilpotentti. Koska G ei ole triviaali ryhmi, on sen nilpo-
tenttisuusaste n > 0 eli I',,_1(G) on méiiritelty. Kuten yll4 néhtiin, on

[[-1(G), Gl =T'(G) = {1} = I,-y € Z(G) = {1}
Téstid seuraa, ettd ryhmin G nilpotenttisuusaste on < n, miké on ristiriita. ]
Itse asiassa saadaan hieman parempikin tulos.
3.30. Lemma. Jos G on nilpotentti ryhmd, N # {1} ja N < G, niin N N Z(G) + {1}.

Todistus. Olkoon i+1 € N pienin luku, jolla NNI';,1(G) = {1}, jolloin NNT';(G) # {1}. Nyt
[NNTi(G),G] c I'i11(G). Koska N < G, niin on lemman 3.24 nojalla on [N NT;(G), G] C
N. Niinpd

[NNT«(G),G] = {1},
mutta [N N [';(G), G] on vilttamittd epitriviaali, ellei N N [';(G) € Z(G). |

3.31. Lemma. Nilpotentin ryhmdn G aliryhmdit ja tekijdryhmdit ovat nilpotentteja ja nii-
den nilpotenttisuusaste on korkeintaan ryhmdn G nilpotenttisuusaste.

Todistus. Jos G on nilpotentti ja H < G, niin I'y(H) < T'y(G). Jos oletetaan, ettd I';(H) <
I'i(G), niin 'y (H) = [IW(H),H] < [I'W(G),G] = T;41(G), joten jokaisella k € N on
I''(H) < T't(G). Jollain n € N on I',,(G) = {1}, joten I',,(H) = {1}. Siispd H on nilpotentti
ja sen nilpotenttisuusaste on korkeintaan n.

Olkoon nyt G/N jokin ryhmin G tekijaryhmi. Olkoon f : G — G/N kanoninen sur-
jektio. Osoitetaan, ettid tekijaryhmén G /N alempi keskeinen sarja on I'y(G)f, ['1(G)f, ....

Selvistikin ['((G/N) = G/N = Gf = T'y(G)f. Oletetaan, etti viite patee jollain i € N.
Nyt

I'i1(G/N) = [I'(G/N),G/N] = [T(G) £, G f] = [I'(G), Gl f = Tin(G)f,

joten viitteen ensimmadinen osa seuraa. Toinen osa seuraa siitd, ettd [,(G) = {1} =
I'(G/N) = {N}. O

3.32. Lemma. Ryhmd G on nilpotentti, joss G| Z(G) on nilpotentti.

Todistus. Jos G on nilpotentti, on lemman 3.31 nojalla G/ Z(G) nilpotentti.
Olkoon jokaisen I';,(G/ Z(G)) alkukuva ryhméssd G aliryhmai I, siis

I/ Z(G) = TG/ Z(G)).
Huomataan heti, ettd I'o(G) = I'y. Oletetaan, ettd I';(G) c I';. Olkoon vy € I';(G) ja x € G,
jolloin
[y Z(G), x Z(G)] = [y, X] Z(G) € I'1,1(G/ Z(G)) joten ', 1(G) C Ty

Oletetaan nyt, ettd G/ Z(G) on nilpotentti, jolloin on sellainen n € N ettd I',(G/ Z(G) =
{Z(G)}, siis I', = Z(G). Tistd seuraa, ettd I',(G) C Z(G), mistd seuraa, ettd I',,1(G) =
{1}. O

3.33. Lause. Jos G on nilpotentti ryhmd ja H < G, niin H < N(H).
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Todistus. Olkoon i € N pienin sellainen luku, etti I';,1(G) < H, jolloin on joko H = I';(G)
tai on alkio x € I';,(G)\ H. Jos H = I';(G), niin H < G eli viite pitee. Jos taas x € I';,(G)\ H
jah! € H, niin

(h™") = (' )bk =[x, hlh ™ € Ty (G)H = H,
joten x € N(H), eli H < N(H). O

3.34. Korollaari. Jos G on ddrellinen nilpotentti ryvhmd ja H < G, niin on olemassa
sellainen jono aliryhmid Hy, ..., H, ettd

H=Hy< .. <H,=G.

Todistus. Olkoon Hy = H ja H;;y = N(H;). Lauseen 3.33 nojalla on jokaisella i joko
H; = G tai H; < H;;,. Koska ryhmé G on dédrellinen ja

Hy < ... < Hjjokaisella k, jolla H; on aito aliryhmi,
on vilttdmittd H; = G jollain i. O

3.35. Lause. Nilpotentin ryhmdn maksimaalinen normaali Abelin aliryhmd on maksi-
maalinen Abelin aliryhma.

Todistus. Olkoon G nilpotentti ryhmad. ja A sen maksimaalinen normaali Abelin aliryhma.
Aliryhmd A < C(A). Koska A < G, niin C(A) < G, joten C(A)/A < G/A. Tésti seuraa, etti
C(A)/ANZ(G/A) # {A}, mikdli A < C(A). Koska aliryhmin Z(G/A) N C(A)/A alkukuva
ryhméssid G on normaali Abelin ryhmd, niin C(A) = A, silld A on maksimaalinen normaali
Abelin aliryhmd. Niin siis A on maksimaalinen Abelin ryhma. O

3.36. Lemma. Jos G on nilpotentti ryhmd, niin G’ < Frat(G).

Todistus. Lauseen 3.33 nojalla jokainen ryhmén G maksimaalinen aliryhmé on normaali,
joten lauseen 3.25 nojalla G” < Frat(G). O

3.5. RYHMIEN MAKSIMAALISET ABELIN ALIRYHMAT

Adrellisen ryhmin G jokainen normaali Abelin aliryhmi sisiltyy johonkin maksimaali-
seen normaaliin Abelin aliryhméén. Jos A on normaali Abelin aliryhmd ja x € G, niin x
madrittelee konjugaatiolla ryhmén A isomorfismin. Alkiot x € G ja y € G médrittelevit
saman isomorfismin, mikéli ne kuuluvat samaan aliryhmin A sivuluokkaan. Tamén takia
voidaan maddritelld ryhmén G/A toiminta ryhméssd A, misséd jokainen sivuluokka (Ag)
médrittelee saman permutaation kuin g € G.

3.37. Méiritelmé. Olkoon ryhmilld G ominaisuus: Jos A < G on maksimaalinen nor-
maali Abelin aliryhm4, niin A on maksimaalinen Abelin aliryhmi. Téllaista ryhméa G,
joka ei ole Abelin ryhmd, kutsutaan O-ryhmdksi.

Edellisestd miidritelméstd ja lauseessa 3.35 seuraa, ettd jokainen nilpotentti ryhmd, joka
ei ole Abelin ryhmi on O-ryhma.
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3.38. Lause. Olkoon G O-ryhmd. Tdlloin sen normaali Abelin aliryhmd A on maksimaa-
linen normaali Abelin aliryhmd, joss ryhmd G /A toimii uskollisesti ryhmdissd A.

Todistus. Jos A on maksimaalinen normaali Abelin aliryhmd, on A maksimaalinen Abelin
aliryhma. Tastd seuraa, ettd ryhmidn G/A toiminta aliryhmissd A on uskollinen (koska
CA) =A).

Jos taas G/A toimii uskollisesti ryhméssd A, on jokaisella x € G \ A a* # a jollain
a € A, joten C(A) = A. O

Jos G on O-ryhmi ja A sen maksimaalinen normaali Abelin aliryhmi kertalukua n,
on |G/A| < n!, koska tdtd suuremmalla joukolla ei ole uskollisia toimintoja joukossa A.
Koska jokainen aliryhmédn A automorfismi kiinnittdd alkion 1, on itse asiassa |G/A| <
(n—1)!, siispd |G| < n!.

3.39. Esimerkki. Osajoukko
A={1,12)34),13)24),04Q23)}

muodostaa ryhmén S, aliryhmén. Kuten esim. laskemalla on helppo huomata, on tdmi
aliryhmi Abelin aliryhmi. Koska ryhmin S, alkiot ovat konjugaatteja, joss niilld on sama
syklirakenne, on aliryhmid myoskin normaali. Se nimittdin sisdltdd jokaisen ryhmin Sy
permutaation, joka on kahden erillisen transposition tulo, eiki ndiden lisédksi sisdlld muuta
kuin neutraalialkion. Olkoon (a b) transpositio ja c,d ¢ {a, b}. Nyt

a(a b)) = g = (a b) ¢ C(A).
Olkoon (a b c) kolmisykli jad ¢ {a, b, c}. Nyt
a(ab c)P“D = d = (abc) ¢ CA).
Olkoon (a b ¢ d) nelisykli. Nyt
a(abcd)*P) = d = (abcd) ¢ CA).

Koska ryhmén S, alkiot (# 1) ovat tdsmélleen sen transpositiot, kahden transposition
tulot, kolmi- ja nelisyklit, on A maksimaalinen Abelin aliryhmad.

Kahden erillisen transposition tulot muodostavat ryhmén S, ainoan epitriviaalin kon-
jugaattiluokan, jonka kaikki alkiot ovat keskendédn vaihdannaisia. Jos B on ryhmin Sy
normaali aliryhm, joka sisdltdd jonkin alkion g ¢ A, se sisdltdd koko alkion g konjugaat-
tiluokan eli se ei voi olla Abelin aliryhmé. Koska A on ryhmin S, ainoa maksimaalinen
normaali Abelin aliryhmi ja A on maksimaalinen Abelin aliryhmi, on S; O-ryhma. Ali-
ryhmién A indeksi on |G/A| = 4!/4 = 3!.

Edellinen esimerkki osoittaa, ettd O-ryhmissa ylld esitetty tulos on erdédssd mielessé pa-
ras mahdollinen. Kuitenkin tuntuu selvilti, ettd useimmille kertaluvuille voidaan saada
paljonkin parempia tuloksia. Harvan Abelin ryhmin H automorfismien ryhmén kertaluku
on nimittdin (|H| — 1)!. Esimerkin aliryhmi A on isomorfinen Kleinin neliryhmén kans-
sa. Kleinin neliryhmélld timé ominaisuus on. Sen lisidksi on vain kaksi muuta dérellistd
ryhméd, joiden automorfismien joukko on yhtd iso. Ndmi ovat kaksi- ja kolmialkioinen
syklinen ryhma.
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Tamai todetaan seuraavasti. Olkoon H, sellainen ryhmi, ettd | Aut(H)| = (|H| — 1)!. Nyt
jokainen ryhmin Aut(H) kuvaus on samalla yksikésitteinen joukon H \ {1} permutaatio.
Koska | Aut(H)| = | Sg\1y |, siséltdd Aut(H) jokaisen joukon H \ {1} permutaation. Olkoon
f € Aut(H) ja x € H \ {1}. Nyt pitee ettid x>f = (xf)?, joten f kiinnittii alkion x?, mikéli
se kiinnittdd alkion x. Tdstd seuraa

(1) jokainen permutaatio, joka kiinnittdd alkion x on identiteettikuvaus, siis joukossa
H \ {1} on yksi tai kaksi alkiota eli ryhmissd H on kaksi tai kolme alkiota, tai
(2) jokaisella x € H on x> = 1 eli |H| = 2", jollain n € N,

Oletetaan jalkimmaisessd tapauksessa, ettd x,y € H\ {l}jax # y. Nytjos xf = xjayf =
y, niin (xy)f = xy,. Kuten ylld voidaan, saadaan siksi, ettd joukossa H \ {1} on kolme
alkiota, tai xy = 1. Jalkimméinen johtaa ristiriitaa, koska oletettiin, ettd o(x) = o(y) = 2 ja
x # y.Siispd n = 2 tai n = 1. Siispd H on isomorfinen kaksi- tai kolmialkioisen syklisen
ryhmin kanssa tai Kleinin neliryhmin kanssa.

YII4 oleva tulos sopii hyvin yhteen sen kanssa, ettd on olemassa ryhmi S;, joka on
kertalukua 6, mutta sen suurin Abelin aliryhmi on ainoastaan kertalukua 3.

Olkoon A ryhmén G maksimaalinen normaali Abelin aliryhmé, jonka kertaluku on n.
Kuten nihtiin on |G/A| < (n —1)!. Koska G on nilpotentti ryhmi ja [A] > 1 on Z(G) N A #
{1} lemman 3.30 nojalla. Jokainen ryhmén G/A alkio kiinnittdd keskuksen pisteittdin,
joten |G/A| £ (n—2)!eli |G| £ n-(n—2)!. Vaikka on olemassa p-ryhmid, kuten Ds,
missi timd raja saavutetaan, voidaan isommille nilpotenteille ryhmille téiti rajaa parantaa
kayttimalld hyvéksi p-ryhmille saatavia tuloksia.

3.40. Lause. Olkoon n € N. Olkoon G nilpotentti ryhmd ja |G| > n-(n—2)!. Jos A < G on
maksimaalinen normaali Abelin aliryhmd, on |A| > n. Erityisesti jokaisessa nilpotentissa
ryhmdissd, joka on suurempaa kertalukua kuin n-(n—2)! on véahintddn kertalukua n olevia
Abelin aliryhmid.

3.6. p-RYHMAT

Sylowin lauseen nojalla on jokaiselle alkulukupotenssille p”, joka jakaa ryhmén G kerta-
luvun, olemassa ryhmin G aliryhmid, jotka ovat kertalukua p". Koska jokaisen ryhmén
rakenne on vahvasti yhteydessi sen aliryhmiin, on téllaisten kertalukua p” olevien ryh-
mien rakenteen tunteminen tirkedd. Nailld p-ryhmiksi kutsutuilla ryhmilld on my®os eri-
tyisominaisuuksia, joita yleisilld ryhmilli ei ole. Tami tekee niiden tutkimisesta jossain
maiirin helpompaa. Niiden seikkojen takia on p-ryhmié ja niiden yleistyksid nilpotentteja
ryhmii tutkittu varsin paljon ryhméteorian piirissi.

Kirjoittajien Besche & al. [2] mukaan on korkeintaan kertalukua 2000 olevia ryhmid
49.910.529.484, joista 49.487.365.422 eli yli 99%, on 2-ryhmié joiden kertaluku on 210,
On hyvin intuitiivinen ajatus, ettid kertalukua n olevien ryhmien lukuméiri on sitid suu-
rempi, miti jaollisempi luku 7z on ja luvut 2" < n ovat kaikkein jaollisimpia kaikista lukua
n pienemmistd luvuista. Siten tulos ei ehké ole niin omituinen kuin milté se ensi silméyk-
selld nayttdd. Tami kuitenkin antaa hyvin perusteen p-ryhmien tutkimiselle. Suurin osa
lukua n pienempien kertalukujen ryhmistid on p-ryhmii.
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Olkoon p loppuluvun ajan alkuluku.

3.41. Méaritelma. Ryhméa G on p-ryhmi, joss sen jokaisen alkion kertaluku on p” jollain
neN.

3.42. Lemma. Olkoon G ryhmii.

(1) Ryhmd G on p-ryhmd, joss sen jokainen aliryhmd ja tekijdryhmd ovat p-ryhmid.
(2) Jos G on ddrellinen, niin se on p-ryhmd, joss sen kertaluku on p".

Todistus.

(1) Jos G on p-ryhmd ja H < G, niin jokaiselle » € Hon h € G eli H on p-ryhmad. Jos
N < G jax € G, niin o(x) = p" jollain n € N. Koska (xN)”" = N on Lagrangen
lauseen mukaan sivuluokan xN kertaluku luvun p” tekija eli alkuluvun p potenssi.

Jos ryhmin G jokainen aliryhm# on p-ryhmi on G omana aliryhméndidn p-
ryhmi. Koska G on isomorfinen ryhmén G/{1} kanssa, pitee sama myos tekiji-
ryhmille.

(2) Jos G on édirellinen ja jokin alkuluku ¢ # p on ryhmin G kertaluvun tekijéd, on
Sylowin lauseen nojalla ryhmilld G kertalukua g oleva alkio, miké on ristiriita.
Siispd ryhmin G kertaluku on p” jollain n € N.

Jos ryhmin G kertaluku on p”, on sen jokaisen alkion kertaluku Lagrangen
lauseen mukaan alkuluvun p potenssi eli G on p-ryhma.

O

p-ryhmilld on monia ominaisuuksia, joita yleisilld ryhmillé ei ole. Monet niisté tulevat
parhaiten esiin, kun annetaan p-ryhmien toimia toisissa p-ryhmissi.

3.43. Mairitelmé. Jos G toimii rakenteessa X ja x € X on sellainen alkio, ettd xg = x
jokaiselle g € G, niin x on ryhmén G toiminnan kiintopiste. Toiminnan kiintopisteiden
Jjoukko on

Fixg(X) = {x € X | x on ryhmén G toiminnan kiintopiste}.

3.44. Lemma. Olkoon G ddrellinen p-ryhmd ja X ddrellinen joukko. Jos G toimii jou-
kossa X, niin | Fixg(X)| = |X] mod p.

Todistus. Jos y € X \ Fixg(X), niin [yG]| | |G|, lauseen 3.9 nojalla, eli [yG| = p* jollain
k € N ja k # 0. Valitaan jokaisesta joukon X \ Fixs(X) radasta edustajat. Olkoon saatu

edustajisto yy, ..., y,,. Talloin

X \ Fix(X)| = X| - | Fixg(X)| = Y viG| = kp, jollain k € N.

Siispd | Fixg(X)| = |X| mod p. O

3.45. Lemma. Jokaisen ddrellisen epdtriviaalin p-ryhmdn keskus on epdtriviaali.
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Todistus. Olkoon G #irellinen epitriviaali p-ryhmi, jonka kertaluku on p* jollain k €
N\ {0}. Jos G toimii itselldédn konjugaatiolla, niin Fixg(G) = Z(G). Tiedetddn, ettd 1 €
Fixs(G), mistd seuraa, ettd Fixg(G) # (0. Lemmasta 3.44 Seuraa, ettd

|Fixg(G)| =1G|=0 mod p,
misti seuraa, ettd | Fixg(G)| > 1. O

3.46. Lemma. Jos G on p-ryhmd ja H < G, niin H < N(H).

Todistus. Olkoon X aliryhmén H oikeanpuoleisten sivuluokkien joukko. Ryhmi H toimii
tdssd joukossa oikealta kertoen. Jos h € H ja Hx € X, niin

(Hx)h = H(xhx ")x = Hx, joss h* € H,

siispd Hx € Fixy(X), joss x € N(H). Koska H € Fixg(X) ja H on p-ryhmd, niin
|Fixg(X)| = IN(H)|/|H| > 1,eli H < N(H). O

Lemmalla 3.46 on erittdin hyodyllisid korollaareja.

3.47. Korollaari. Olkoon G p-ryhmd. Aliryhmd H < G on maksimaalinen, joss [G :
H] = p.

Todistus. Lemman 3.11 nojalla H on maksimaalinen, jos sen indeksi on p. Olkoon nyt
[G : H] = p" jollain n > 1. Jos H ei ole normaali, on G < N(H) < H, eli H ei ole
maksimaalinen. Jos taas H on normaali, sisdltdd G/H Sylowin lauseen mukaan kertalukua
p olevan alkion gH. Koskan > 1 on (gH) < G/H, joten H < (H U {g}) < G. O

3.48. Korollaari. Jos G on ddrellinen p-ryhmd, niin aliryhmd, jonka indeksi on p, on
normaali. Erityisesti korollaarin 3.47 nojalla on jokainen p-ryhmdn maksimaalinen ali-
ryhmd sen maksimaalinen normaali aliryhmdi.

Edelliset ominaisuudet ovat p-ryhmille ja nilpotenteille ryhmille yhteisid ja itse asiassa
jokainen p-ryhmi onkin nilpotentti ryhmé, kuten seuraava lause osoittaa

3.49. Lause. Jokainen p-ryhmd G on nilpotentti.

Todistus. Kertalukua 1 oleva ryhmi on Abelin ryhmd, siis nilpotentti. Olkoon n € N \
{0}. Oletetaan, ettd jokainen p-ryhmi, jonka kertaluku on < p”" on nilpotentti. Olkoon
ryhmin G kertaluku p". Lemman 3.45 nojalla |G/ Z(G)| < |G|, joten G/ Z(G) on induktio-
oletuksen nojalla nilpotentti. Nyt lemman 3.32 nojalla on G nilpotentti. O

Tarkastelemme nyt p-ryhmén Frattinin aliryhmii ja kdytdmme siitd saamaamme tietoa
p-ryhmén automorfismien ryhmén koon arvioimiseen. Késittely on péépiirteissdén sama
kuin Scotilla ([9] sivut 160-162).

3.50. Miéiritelmi. Ryhmi A on elementaarinen Abelin ryhmi, jos se on muotoa C, X ... X
C, jollain alkuluvulla p. Sanotaan, ettd ryhmén A eksponentti on p. Abelin ryhmi A on
siis elementaarinen Abelin ryhmi, jonka eksponentti on p, joss sen jokainen alkio paitsi
neutraalialkio on kertalukua p.
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Jos G on elementaarinen Abelin ryhmd, niin voidaan mééritelld kunnan F, skalaari-
kertolasku ryhméssda G. Olkoon x € G ja f € F,. Alkio f on jonkin luonnollisen luvun
k jaollisuusluokka jaettaessa luvulla p. Miiritelldsin fx = x*. Tdméa operaatio on hyvin
madritelty ja toteuttaa kaikki skalaarikertolaskun aksioomat. Koska G on Abelin ryhmi,
on se F,-avaruus varustettuna dskeiselld skalaarikertolaskulla. Jos ryhmin G kertaluku
on p", on se n kunnan F, n-ulotteinen vektoriavaruus. On helppoa osoittaa, ettd jokai-
nen FF,-avaruuden G virittdjistd on ryhmén G virittdjistd ja pdinvastoin. On myds helppoa
osoittaa, ettd ryhmidn G homomorfismi itseensd on automorfismi, joss se on avaruuden G
automorfismi. Erityisesti ryhméd Aut(G) toimii transitiivisesti joukossa G \ {1}.

3.51. Lemma. Elementaarisen Abelin ryhmdn G Frattinin aliryhmd on {1}.

Todistus. Jokainen ryhmén G automorfismi kiinnittdd aliryhmén Frat(G) lauseen 3.17 no-
jalla ja Frat(G) on vilttdmattd aito aliryhmé. Niin ollen Frat(G) ei voi sisédltdd muita al-
kioita kuin neutraalialkion, koska Aut(G) toimii transitiivisesti joukossa G \ {1}. Viite on
todistettu. O

3.52. Lemma. Jos G on p-ryhmdi ja H < G, niin Frat(G) < H, joss H < G ja G/H on
elementaarinen Abelin ryhmdi.

Todistus. Olkoon H < G ja G/H elementaarinen Abelin ryhmi. Olkoon
K ={K <G| H < K ja K on maksimaalinen aliryhmi.}

Nyt Frat(G) < NK. Koska G/H on elementaarinen Abelin ryhmé, on lauseen 3.51 nojalla
Frat(G/H) = {1}, joten NK = H.

Olkoon nyt Frat(G) < H. Koska G on nilpotentti ryhmi, on lauseen 3.36 nojalla
G’ < Frat(G), joten H < G ja G/H on Abelin ryhmi. Jokaisen ryhmén G maksimaalisen
aliryhmédn M indeksi on p, joten x” € M jokaisella x € G. Siispd G” C H, eli jokaisen

ryhmén G/H alkion kertaluku on p, joten G/H on elementaarinen Abelin ryhma. O

Edellinen lemma mahdollistaa Abelin p-ryhmén G Frattinin aliryhmén kuvailemisen.
Jos x € G, niin x? € Frat(G), koska G/ Frat(G) on elementaarinen Abelin ryhma. Siispd
G? < Frat(G), missda G” = {x” | x € G}, joka on aliryhmd, koska G on Abelin ryhma.
Toisaalta G/G” on elementaarinen Abelin ryhmi, joten Frat(G) < G”. Nyt siis Frat(G) =
G?.

3.53. Lemma. (Burnsiden kantalause) Jos G on p-ryhmd, niin jokainen ryhmdn G virit-
tdjisto xy, ..., x, sisdltdd alivirittdjiston x;,, ..., x;, missd n on ryhmdn G/ Frat(G) mini-
maalisen virittdjiston alkioiden lukumdidrd.

Todistus. Jono x; Frat(G), ..., x, Frat(G) virittdd ryhmin G/ Frat(G). Ryhmi G/ Frat(G)
on elementaarinen Abelin aliryhmd, siis IF, avaruus, jonka jokaisella virittéjistolld on va-
paa alivirittdjisto, jossa on n alkiota. Siispd saadaan alkuperdisen jonon alijono

x;, Frat(G), ..., x;, Frat(G), joka virittdd ryhmén G/ Frat(G). Lemman 3.18 nojalla x; , ..., x;,
virittdd ryhmin G. O

Frattinin aliryhmé antaa mahdollisuuden arvioida p-ryhmien automorfismiryhmien ko-
koa.
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3.54. Lause. Jos G on p-ryhmd kertalukua p", jonka Frattinin aliryhmdn kertaluku on
p"', niin

r—1
| Aut@G)l | (" | |0 = o).
i=0
Todistus. Olkoon f € Aut(G). Lemman 3.17 nojalla Frat(G) f = Frat(G), joten f permu-
toi ryhmén G/ Frat(G) alkioita. Siispd saadaan homomorfismi Aut(G) — Aut(G/ Frat).
Koska G/ Frat(G) on elementaarinen Abelin ryhmi, joka on F,-avaruus, on

r—1
| Aut(G/ FrauG))l = | [0~ p.
i=0

Tarkastellaan nyt homomorfismin ydintd K, joka on niiden ryhmén G automorfis-
mien joukko, jotka kiinnittdavit ryhmén G/ Frat(G) pisteittdin. Olkoon x, ..., x, jokin ryh-
min G virittdjistd (tdllainen on olemassa, koska G/ Frat(G) on kertalukua p”). Olkoon
S ={(1, ..., y») | yi € x;Frat(G)}, jolloin jokainen f € K vastaa jotakin joukon S permu-
taatiota. Vain identiteettikuvaus kiinnittdd ryhmin G virittdjiston pisteittdin. Siispd yksi-
kddn f € K \ {1} ei kiinnitd yhtikdin virittdjistod s € S. Lisdksi jokainen f on erillisten
saman pituisten syklien tulo, silli muuten olisi sellainen i € N, ettd £ kiinnittiisi jonkin,
muttei kaikkia virittijistdjd, miké on ristiriita. Koska |S| = p"®" ndhdién suoraan, et-
td jokaisen f kertaluku on jokin luvun p potenssi. Saadaan, ettd |K| = p* jollain k € N,
koska K on p-ryhmi.

Toisaalta, koska jokainen f € K on yksikésitteisesti mééritty, kun tiedetdédn virittdjis-
tn X1, ..., X, kuva, on |K| < |S|. Siisp |K] | S| = p"™™, joten | Aut(G)| | (p""" 1, p" —
p), missi 0 <i<r. O

3.55. Korollaari. Olkoon G p-ryhmd kertalukua p". Ryhmdn Aut(G) Sylowin p-ryhmien
kertaluku on luvun p™®""=Y/2 tekiji, missi ryhmén G Frattinin aliryhmdin indeksi on p".

Todistus. Lauseen 3.54 nojalla | Aut(G)| | (p"™ 1, p" = p). Luvun p suurin potenssi,
joka jakaa luvun (p"" " []; p” — p’) on

prn 1—[ pl,missi 0 <i<reli pp2,

1

Siispd Sylowin p-ryhmien kertaluku on luvun p"®"~"=D/2 tekiji. O

3.7. AARELLISTEN ABELIN RYHMIEN RAKENNE

(Noudattaen esitysti [9], sivut 89-94.) Olkoon G direllinen Abelin ryhmaé. Jokaiselle al-
kuluvulle p, joka on ryhmén G kertaluvun tekijd, on Sylowin lauseen mukaan olemassa
alkioita, joiden kertaluku on p” jollain n € N. Olkoon jokaiselle tillaiselle p joukko

G, =1{g€Glo(g) = p" jollain n € N}.

Jos g,h € G, niin o(g) = p™ jao(h) = p™, joten (gh)?""™ =1, siispd o(gh)|p™*"™ eli G,
on suljettu ryhméoperaation suhteen. Koska G on &érellinen ryhmi, on G, sen aliryhmi.
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3.56. Méadritelma. Jos G on adrellinen Abelin ryhmi, niin jokaisella p, joka jakaa ryh-
mién kertaluvun on G, ryhmén p-rekiji.

Ratkaistaan nyt dérellisten Abelin ryhmien rakenne. Seuraavien lauseiden korollaarina
saadaan tiettyd kertalukua olevien Abelin ryhmien lukumééri.

3.57. Lemma. Jos G on ddrellinen Abelin ryhmd, niin G on p-tekijoidensd suora tulo.

Todistus. Olkoon ryhmin G kertaluku p}' - ... - p;*. Tulo
G, X ... XGp,
on vilttimiittid suora, koska jos p ja qi, ..., g, ovat eri alkulukuja, niin p* = q]]‘l C qﬁ”,
jossk =k = ... =k, =0.Siispd aliryhmien G, ja G,, X ... X G,, leikkaus on triviaali.
Jos x € G, niin o(x) = pZ“ . -p?;j, missé iy, ..., i; on jonon 1, ..., k osajono. Olkoon
Py, =pl" o ptt e pitte pzl’ Tilloin on jokaiselle p;,

o(xFn) = p;" eli xPn e Gp, -
Selvistikin
i P € Gy s Gy a (P XY = T 0l ) Py,
h

Helposti nidhdién, ettei luvuilla o(x) ja Y, P;, ole yhteisii tekijoitd, joten o(x)|l eli x"n ... xF

on ryhmin (x) virittdjd. Siispd x € (G,,, ..., G,). Nyt G = G, X, ..., X G,,. m|

Abelin ryhmin p-tekijd voidaan edelleen jakaa syklisten aliryhmien suoraksi tulok-

nihdédn lauseesta 3.59. Namai tulokset mahdollistavat kaikkien tiettyd kertalukua olevien
Abelin ryhmien laskemisen.

3.58. Lemma. Jos G on Abelin ryhmd, jonka kertaluku on p" jollain n € N, niin G =
(Cpu X oo X Cppn), missd jokainen C i on syklinen kertalukua phi, ki >0ja Y, ki = n.

Todistus. Edetidan induktiolla. Jos n = 0, tulos on triviaalisti tosi.

Oletetaan, ettd n > 0 ja viite pétee jokaisella k < n. Sylowin lauseen mukaan ryhmissi
on kertalukua p oleva alkio x. Koska G on Abelin ryhmé on funktio f : G — G, g — g7
homomorfismi. Kuvaus f ei ole injektio, koska x + 1. Se ei siis myoskéén ole surjektio,
koska G on dérellinen. Aliryhméd G f < G, joten induktio-oletuksen mukaan on

Gf = Cpkl X ... X Cpk, .

Valitaan tekijoille C  virittdjét y;. Jokaiselle y; voidaan valita x; € y; f ~1 Ellei (xy, ..., x;)
ole tekijoiden (x;) suora tulo, on joillain x;,, ..., x; relaatio

. P . nj
2) x;! ... x;” = 1 missi jokainen x;’ # 1.
r J

Jos p|n; kaikilla j, niin yhtdlostd (2) saadaan

y;’ll/ L y:’r’/ P =1, misti seuraa y?jj/p = Xz.j = 1 kaikilla j.



23

Voidaan siis olettaa, ettei p jaa lukua n; jollain j. Nyt saadaan korottamalla yhtdld (2)
potenssiin p ja jérjestelemdlld termit

i j

Vi, Y

ny

i Vi = 1,
jolloin vilttimaittad y?j’ = 1. Koska p ei jaa lukua n; on y;, = 1, miké on ristiriita. On siis
osoitettu, etti
(X175 ooy X)) = {X7) X oo X)),
Olkoon nyt T kaikkien niiden ryhmin G kertalukua p olevien alirymien C, joukko,
joilla
C, N x1) X ... x{xp) = {1}

jaolkoon K = {C,,, ..., C,,} C T sellainen maksimaalinen kokoelma nditd aliryhmié
ettd

M= (| JKU@ayx o xan)=[ [Kx ) x .. x ().
Josge G\ M,niingf e Gfeli
gf =y .y =] XM = uP, missiu e M.

Nyt on vilttimiitti gu~' € G \ M (muuten g € M). Pitee, etti (gu™')? = uPu" = 1, joten
suora tulo

(u "y [ [ K x ¢y x oo x ()
on olemassa. Tdma on ristiriidassa kokoelman K maksimaalisuuden kanssa. O
3.59. Lemma. Olkoon p alkuluku. Jos
G = (Cix.. XCpi)X ... X(CprgX... xCpj)
= (Coix.. XCpj)X .o X(CpnyX... XCpnj),
missd C ; on kertaluvun p* syklinen ryhmd, niinm = nja iy = jy jokaisellak (0 < k < m).
Todistus. Todistetaan vdite induktiolla. Jos
G=C, 1 X..xXC,;, =(C, 1 x... XCp; )X ... X(Cpm1X... XCpnj),
niin jokainen g € G on korkeintaan kertalukua p eli m = 1. Nyt |G| = p"' = p/!, misti
seuraa, ettd j; = ij.
Oletetaan, ettdi n > 1, i, > 1 ja vdite pitee kaikilla / < n. Nyt
G=(C,i1X.. XCp;i)X ... X(CpiX...XCp).
Oletetaan liséksi, ettid
G=(C,ix.. XCp;)X ... X(CpniX..XCpnj).
Koska G on Abelin p-ryhmi (miki seuraa siitd, ettd se on syklisten aliryhmien suora
tulo), niin
3) o(gh) < max{o(g),o(h)} kaikilla g, h € G.
Téamin takia ei voi olla sellaista g € G ettd o(g) > p™ tai o(g) > p”", joten m = n. Olkoot

M;=(CpiX ... xCpi)X ... X(CpriyX .o XCpr; NjaN;=Cpyx... XC

i1 P"in
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sekd

M;=(Cp1X... XCp,;)X ... X(Cp11X ... XCppij VjaN;=CpiX... XCpij .

Olkoon kuvaus 7 : G — G madiritelty gr = g”("_”. Selvistikin 7 on homomorfismi ryh-
miltd G itseensd ja selvistikin M;, M; C Ker(r). Olkoon y € N;, jolloin alkiolla y on
yksikdsitteinen esitys tulona z; ... z,, missid z; € C,»;. Nyt on y7 = (217) ... (z;,7) # 1, joss
joku z; on kertalukua p".

Mikili z ja z’ ovat kertalukua p” ja 27" = ()", on z = Z/. Niinpi pitee, etti
aliryhmén N; alkioiden y = z; ... z;, jay = z] ... z; Kuvat y7 ja y'7 ovat samat ryhméssd
G, joss o(z;) < p" jao(z)) < p" tai z; = z; jokaisella /. Koska jokaisessa aliryhmésséd C,
on p" — n alkiota, joiden kertaluku on p", on ryhméssi Gt alkioita (p" —n + 1), Vastaava
pitee aliryhmissd N;, joten (p" —n + 1) = (p" —n + 1) elii, = j,.

Siirtymaélld tekijaryhmiin, huomataan, ettéd

M; ~ G/N; ~ G/N; = M,
joten induktio-oletuksen nojalla i; = j;, kun 1 < [ < n. Nyt viite on todistettu. O
Olkoot Hy, ..., H, syklisid p-ryhmid, missi |H;| = ph". Jos
G=H X .. XH,,

sanotaan, ettd G on isomorfiatyyppid (hy, ..., h,) tai G = (hy, ..., h,). Kun p tunnetaan,
tama madrittelee ryhmin G isomorfiatyypin yksikisitteisesti.
Keritddn edelliset tulokset yhteen Abelin ryhmien peruslauseeksi.

3.60. Lause. Olkoon P* kaikkien alkulukujen positiivisten potenssien joukko. Jos G on
Abelin ryhmd, niin G voidaan esittdd muodossa

G = H| X ... X H,, missd jokainen H; on syklinen ja o(H;) € P* kaikilla i.
Jos G voidaan myds esittdd muodossa

G = K| X ... XK, missd jokainen K; on syklinen ja o(K;) € P kaikilla i,
niin m = n ja on olemassa sellainen o € S, ettdi H; = K;, jokaisella i.

Todistus. Seuraa suoraan lauseista 3.57, 3.58 ja 3.59. ]

3.61. Médritelmi. Jos k € N\ {0}, niin luvun & ositus on jono (ii, ..., i), missd i; € N\ {0},
i <in = 1l<mja},;i; =k Merkinndlld i(k) tarkoitetaan luvun k ositusten lukuméarda.

my

3.62. Korollaari. Olkoon n = p{' - ... - p,", missd p; < p;, joss i < j. Kertalukua n
olevien Abelin ryhmien lukumdidird on
| Jiomp.

J
Todistus. Lauseesta 3.60 seuraa, ettd jokainen Abelin ryhma kertalukua n on isomorfinen
jonkin ryhmén

G= Cp;;hm X ... X Cpprl X ... Cpil,pn X .. X Cpf“;’pn

1
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kanssa, missé (ky p,, ..., K, p,) luvun m; ositus jokaisella i, missd 0 < i < n. Siitd seuraa

myds, ettd ryhmi
H=C,, xX..xXCu,x..Cy, x.xCy,,
Py Py Pn P

Vi.Pn
n

misséd (/1 p,, ..., ly,;;) on luvun m; ositus jokaisella i, missd 0 < i < n, on isomorfinen
ryhmin G kanssa joss, ositukset ovat jokaisella m; samat.
Niin siis on [];i(m;) kappaletta Abelin ryhmié kertalukua n. O

3.8. P-RYHMIEN MAKSIMAALISET ABELIN ALIRYHMAT

Olkoot G ddrellinen p-ryhmé, g € G ja A ryhmédn G maksimaalinen normaali Abelin
aliryhmi. Sivuluokkaa gA vastaa ryhmin G/A konjugointitoiminnassa jokin ryhmén A
automorfismi, jonka kertaluku on alkuluvun p potenssi. Tami johtuu tietenkin siité, ettid
ryhméd G/A on p-ryhmé lemman 3.42 nojalla. Ryhmin A kertalukua p”, jollain n € N,
olevia automorfismeja kutsutaan p-automorfismeiksi.

Esimerkki 3.39 osoitti, ettd on olemassa kertalukua n! olevia ryhmii, joissa ei ole ker-
talukua n suurempia Abelin aliryhmid. p-ryhmien tapauksessa tilanne ei ole ihan ndin
huono. Tdma johtuu siiti, ettei luku (p" — 1)! ole luvun p potenssi (ellei n = 0), joten
Sy # G/A. Tissi esitellddn W. Burnsiden keksimi tapa hyddyntdd tité rajoitetta. Hén
arvioi p-ryhmén maksimaalisen normaalin Abelin aliryhméin kertalukua alhaalta [4].

Olkoon G iirellinen p-ryhmad, joka ei ole Abelin ryhmé, ja A sen maksimaalinen nor-
maali Abelin aliryhmé. Koska mydskin Z(G)A on ryhmédn G maksimaalinen normaali
Abelin aliryhmi, on Z(G) C A.

Lemman 3.38 nojalla vastaa jokaista ryhmén G /A alkiota eri ryhmén Aut(A) alkio, kos-
ka p-ryhmiit ovat nilpotentteja ryhmia. Lisédksi jokaista sivuluokkaa gA vastaava ryhmén
A automorfismi kiinnittdd joukon Z(G) pisteittdin, silld z8 = zainakun z € Z(G) jag € G.

Selvitetdén ensin yldraja sille, kuinka suuria ryhmén Aut(A) p-aliryhmié voi olla, jotka
kiinnittdvét pisteittdin aliryhmén Z(G). Tétd varten tarvitaan seuraava lause.

3.63. Lause. (Hilton) Olkoon G Abelin p-ryhmd kertalukua p". Ryhmdin Aut(G) Sylowin
p-aliryhmien kertaluku on luvun p""=V/? tekiji.

Todistus. Tami seuraa suoraan lauseesta 3.55, kun huomataan, etti Frattinin ryhmén in-
deksi on korkeintaan p”. O

Olkoot nyt | Z(G)| = p¢ ja |A| = p*. Koska A on Abelin aliryhmi, on my6skin A/ Z(G)
kertalukua p*=¢ Abelin ryhmi. Olkoon K sellainen ryhmiin A p-automorfismien ryhmi,
ettd K kiinnittdd aliryhmén Z(G) pisteittdin.

Jos f € K sekd x,y € G, niin xf = yf, mikili x ja y kuuluvat samaan keskuksen Z(G)
sivuluokkaan. Niinpd ryhmé K toimii ryhméssd A/ Z(G). Olkoon K; timin toiminnan
ydin. Koska jokainen ryhmén K/K; alkio vastaa yksikisitteistd Abelin ryhmin A/ Z(G)
automorfismia, jakaa lemman 3.63 nojalla |K/K;| luvun p*-ck=c=D/2,

Jokainen ryhmén K alkioista méiérdytyy yksikasitteisesti, kun tiedetddn ryhmén A jon-
kin virittdjiston alkioiden kuvat. Ryhmén A/ Z(G) pienintd mahdollista kertalukua ole-
vassa virittdjistossd on korkeintaan k — ¢ alkiota, kuten voidaan nihdda Abelin ryhmien
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rakennelauseesta. Olkoon
X ={x12(G), ..., xk-c Z(G) }

jokin ryhmin A/ Z(G) virittdjistd. Talloin on {xy, ..., X, } U Z(G) ryhmén A virittdjisto.

Jokainen ryhmén K; kuvaus kiinnittdd jokaisen aliryhmin Z(G) sivuluokan, joten vi-
rittdjin mahdollisia kuvia on korkeintaan |Z(G)| = p°. Jokainen ryhmin K; kuvaus
kiinnittdd jokaisen keskuksen Z(G) alkion, joten ryhmén K; kuvaus miérdytyy yksi-
kisitteisesti, kun tiedetisn alkioiden xi, ..., x;_. kuvat, siispd |K;| < p*9¢. Niin siis
|K| < p(k—c)(k+c—1)/2‘

Saadaan siis, ettd |G/A| < p*~9®+e=D/2 'missi p¢ on ryhmin G keskuksen kertaluku ja
p* on ryhmiin A kertaluku. Olkoon |G| = p", jolloin

prE < pE e D2 k< (k- o)k +c - 1)/2.
Ratkaisemalla syntynyt toisen asteen epdyhtélo luvun k suhteen, saadaan etti

k>Q\2n+c2—c+1/4-1)/2.

3.9. NILPOTENTTIEN RYHMIEN MAKSIMAALISET ABELIN ALIRYHMAT

Nilpotenttien ryhmien maksimaaliset Abelin aliryhmét ovat niiden Sylowin aliryhmien
maksimaalisten Abelin aliryhmien suoria tuloja, kuten alla osoitetaan.

3.64. Lemma. Olkoon G = H; X ... X H,. Olkoot ryhmillid H,, ..., H, maksimaaliset
Abelin aliryhmdit Ay, ..., A,. Tdlloin on ryhmdlld G maksimaalinen Abelin aliryhmd A, X
. XA,

Todistus. Aliryhmd A; X ... X A, on selvidstikin ryhmédn G Abelin aliryhmi. Jos x =
(hy, ..., hy) € G,ja(ay, ...,a,) € Ay X ... XA, niin

(@1, s @)° = (@, ..., d™) = (ay, ..., @),
joss h; € C(a;) jokaisella i. Siispd x € C(A; X ... X A,),joss x € A} X ... XA, eli
A; X ... XA, onryhmin G maksimaalinen Abelin aliryhmi. a

3.65. Lemma. Olkoon G nilpotentti ryhmdi ja olkoon P sen Sylowin p-aliryhmd. Tdilloin
P <G.

Todistus. Selvistikin P < N(P) < N(N(P)). Lemman 3.33 nojalla yhtdsuuruus N(P) =
N(N(P)) pitee, joss P < G. Koska P < G ja Sylowin lauseen nojalla kaikki ryhmén N(P)
Sylowin p-aliryhmit ovat konjugaatteja, on P ryhmén N(P) ainoa Sylowin p-aliryhma.
Téstd seuraa, ettd jokainen ryhmidn N(P) automorfismi kiinnittdd aliryhmin P, joten jo-
kaisella x € N(N(P)) on P* = Peli P < N(N(P)), siispd N(P) = N(N(P))jaP < G. ]

3.66. Lause. Nilpotentti ryhmd G on Sylowin aliryhmiensd suora tulo.

Todistus. Lemman 3.65 nojalla on jokainen ryhmé G Sylowin aliryhmé normaali. Selvis-
tikin kahden eri alkuluvun Sylowin aliryhmaén leikkaus on triviaali.

Olkoon |G| = p!' ... p;* ja olkoon jokaista p; vastaava ryhmin G Sylowin aliryhma P;.
Olkoon x € G ja olkoon M; = |G|/p’ jokaisella i. Koska x'“! = 1, on o(x™/)|p". Koska
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P; on normaali ja ryhmin G/P; kertaluku ei selvistikdédn voi olla jaollinen luvulla p; on
xMi € P;. Nyt siis alkio

y=xMttMee pix X Py
Nihdién helposti, ettd p;lh - (M ... My), joss pilh eli o(x) = o(y), joten x = y/ jollain
jeN,siispix e Py X ... XPy. O

Lauseella 3.66 yhdistettynd lauseeseen 3.64 on monia helppoja korollaareja, joista
muutamia luetellaan tédssi:

e Nilpotentti ryhmé G, jonka kertaluku ei ole jaollinen yhdenkéén alkuluvun kuu-
tiolla on Abelin ryhmi. (Jos |G| e1 ole jaollinen yhdenkiidn alkuluvun kuutiolla,
on jokainen sen Sylowin p-aliryhmistd Abelin aliryhmad.)

e Diedriryhmi D,, on nilpotentti, joss n on luvun 2 potenssi. (Jos n on luvun 2 po-
tenssi on D,, 2-ryhmi, siis nilpotentti. Jos taas n on jaollinen jollain p > 2 ja ole-
tetaan, ettd D,, on nilpotentti, on ryhmin D,, Sylowin p-ryhmi sen keskuksessa,
mikd on mahdotonta, koska | Z(D,,)| on joko 1 tai 2.)

e Jokainen nilpotentin ryhméin maksimaalinen Abelin aliryhmi on sen Sylowin p-
aliryhmien maksimaalisten Abelin aliryhmien suora tulo. (Tdmi seuraa suoraan
ylld olevista lauseista.)

Kolmas korollaari on parantaa monissa tapauksissa huomattavasti aiemmin saatua arviota
nilpotentin ryhmén maksimaalisille Abelin aliryhmille.

3.67. Esimerkki. Olkoon G nilpotentti ryhmi, jonka kertaluku on 6! = 5 - 32 - 2%, Lause
3.40 takaa, ettd ryhmissd G on Abelin aliryhmd, jonka kertaluku on véhintdan 7. Edel-
lisen luvun nojalla ryhmédn G Sylowin 2-aliryhmélld on Abelin aliryhmd, jonka koko on
vihintdin 2@ V8 174-D/2 5 22 Sen Sylowin 5- ja 3-aliryhmiit ovat Abelin ryhmii, joten
ryhmilld G on Abelin aliryhmé, jonka kertaluku on vihintin 22 - 32 - 5 = 180, miki on
melko huomattava parannus edelliseen arvioon nidhden.
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4. VAIHDANNAISUUSVERKON MAARITELMA SEKA SEN
OMINAISUUKSIA

4.1. VERKOISTA

Kasitteelld verkko tarkoitetaan tédssd tutkielmassa paria ‘W = (V, E), jossa V on joukko
ja E on tdmin joukon symmetrinen ja refleksiivinen relaatio. Téssd poiketaan yleises-
td kdytdnnostd madritelld verkot irrefleksiivisiksi. Joukon V' alkioita nimitetdén verkon
solmuiksi ja relaation E alkioita verkon kaariksi.

Kaksi verkkoa W = (V, E) ja M’ = (V’, E’) ovat isomorfiset, joss on olemassa sellai-
nen bijektio f : V — V’ ettd kaikille v, w € V pitee

fOWE' f(w) © vEw.

Verkko ‘W = (V, E) voidaan upottaa verkkoon ‘W’ = (V’, E’), joss on olemassa sellainen
injektioi : V — V’ etti kaikille v, w € V piitee.

VIE'Wi & vEw.
Funktiota i sanotaan upotukseksi.

4.1. Lemma. Jos verkko ‘W = (V, E) voidaan upottaa verkkoon ‘W' = (V',E’) ja W’
voidaan upottaa verkkoon W' = (V" ,E"), niin ‘W voidaan upottaa verkkoon ‘W

Todistus. On olemassa upotukseti; : V — V' jai, : V' — V”. Kompositio i1ip : V — V”
on injektio ja koska

xEy & )Cl'lE/)Cl'l & ()Cil)izE,’(yil)ig < X(iliz)E,’y(iliz),
on se upotus. |

Verkon W = (V, E) solmujen joukon osajoukkoa W, jossa kaikille x,y € W pitee xEYy
kutsutaan klikiksi. Klikki W on maksimaalinen klikki, joss

jokaiselle v e V' \ W on sellainen x € W ettd ~(vEXx).

Verkon suurimmilla klikeilld tarkoitetaan maksimaalisia klikkejd, joiden alkioiden luku-
mééré on suurin mahdollinen.
Verkon W = (V, E) solmun x naapurustolla tarkoitetaan joukkoa

W.={yeVI]xEy}.

4.2. Propositio. Verkon W = (V, E) maksimaalinen klikki on solmujensa naapurustojen
leikkaus.

Todistus. Olkoon W verkon (V, E) maksimaalinen klikki. Koska kaikille x,y € W pitee,
ettd xEy, niin jokaisella x € W on W c “W,. Siispi

W cC ﬂ‘Wx.

xeW
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Toisaalta jokaiselle v € V' \ W on sellainen x € W ettd ~(vEx) eli v ¢ W,. Tamén takia

ﬂ‘chW

xeW
joten viite seuraa. O

Olkoon ‘W = (V, E) sellainen verkko, ettd sen solmujen joukko voidaan osittaa osiin
Fy, ..., F, siten, ettd kaikilla F; ja F; pétee

Jos on sellaiset x € F; jay € F, ettd xEy, niin kaikilla s € F; jat € F; on sEt.
Till6in voidaan muodostaa rekijciverkko ‘W’ = (V’, E’), missi
V' ={F, .., F,}jaE" ={(F;, F)) | onsellaiset x € F; jay € F; ettid xEy}.

4.2. VAIHDANNAISUUSVERKOT

Ryhmiin (G, o) vaihdannaisuusverkko on verkko WY = (G, Cg), missi
Cg = {(x,y) € G* | [x,y] = 1}.

Kun puhutaan ryhmin G vaihdannaisuusverkkosta, tarkoitetaan ylld olevaa verkkoa, mis-
sd solmujen joukko on ryhmin G alkioiden joukko. Ryhmén vaihdannaisuusosamdicird
on luku | Cs |/|GI.

4.3. Esimerkki. Jokaisen n-alkioisen Abelin ryhmin vaihdannaisuusverkko on n-klikki,
koska kaikki alkiot ovat pareittain vaihdannaisia. Kun z ei ole neliéton (eli n» on jaollinen
jonkin alkuluvun neli6lld), on Abelin ryhmien rakennelauseen nojalla olemassa useampi
kuin yksi Abelin ryhmi kertalukua n. Tdmai on yksinkertaisin esimerkki siitd, ettd ryhmil-
14 voi olla isomorfiset vaihdannaisuusverkot, vaikka ryhmit eivit olisikaan isomorfisia.

4.4. Esimerkki. Ryhmin S; alkiot ovat 1, transpositiot (1 2), (1 3) sekd (2 3) ja kolmi-
syklit (1 2 3) sekd (1 3 2).

Neutraalialkio 1 on vaihdannainen ryhmén kaikkien alkioiden kanssa.

Kolmisyklit ovat keskenéédn vaihdannaisia, koska ne kuuluvat samaan kolmialkioiseen
sykliseen aliryhmain ((1 2 3)). Koska

(123)(12)=23)#13)=(12)(1223),

niin aliryhmi ((1 2 3)) on Lagrangen lauseen nojalla oma keskittdjinsé eli kumpikaan
kolmisykleisti ei ole yhdenkdin ryhmén S; transposition kanssa vaihdannainen.

Lopuksi eri transpositiot ovat vaihdannaisia, joss ne ovat erillisid. Kolmialkioisen jou-
kon transpositiot eivit koskaan ole erillisid, joten ne eivit ole keskendéin vaihdannaisia.
Saadaan alla oleva vaihdannaisuusverkko. Siihen ei ole piirretty muotoa xEx olevia kaa-
ria.
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4.5. Esimerkki. Olkoon G ryhmi, jonka keskuksen indeksi on p? jollakin alkuluvulla p.
Ryhmin alkiot voidaan jakaa keskuksen alkioihin, joita on |Z(G)| kappaletta ja muihin
alkioihin, joita on |G| — | Z(G)| = (p? — 1)| Z(G)| kappaletta. Jos z € Z(G), niin C(z) = G,
jos taas x € G \ Z(G), niin {x} U Z(G) C C(x). Koska Z(G) on keskittdjin C(x) # G
aito aliryhmi, on [G : C(x)] = p lemman 3.11 ja Lagrangen lauseen nojalla. Liséksi
C(x) = (x, Z(G)), koska [(x, Z(G))| = [C(x)I.

Olkoot x,y € G \ Z(G) ja [x,y] = 1, jolloin (x, Z(G)) = C(x) c C(y). Koska | C(x)| =
| C()I, niin C(x) = C(y).

Olkoot x,y € G\ Z(G) ja [x,y] # 1, jolloin C(x) # C(y). Koska Z(G) c C(x), Z(G) C
C(y)ja [C(x) : Z(G)] = [C(y) : Z(G)] = p, niin lemman 3.11 nojalla on C(x) N C(y) =
2(G).

Vaihdannaisuusverkon rakenne tunnetaan nyt tidysin. Esimerkkind on alla oleva ryh-
mien Dg ja H vaihdannaisuusverkko (tyyppid xEx olevat kaaret on taaskin jétetty pois).
Samaa kertalukua olevilla ryhmillé voi siis olla isomorfiset vaihdannaisuusverkot, vaikka
ryhmiit eivit olisikaan Abelin ryhmiaé.

Alkion x € G naapurusto verkossa ‘W on kaikkien niiden alkioiden y € G joukko
joilla
[x,y]=1eliyeC,.

Tistd seuraa, ettd jokaisella alkiolla x € G on ‘Wf = C(x). Erityisesti jokaisella x € G
pitee I(Wf | | |G| Lagrangen lauseen nojalla.

4.6. Lemma. Indeksi |G : Z(G)] ei koskaan ole alkuluku.

Todistus. Olkoon x ¢ Z(G) ja [G : Z(G)] alkuluku, jolloin {x} U Z(G) c C(x) eli [G :
C(G)] | (G : Z(x)] ja [G : C(x)] # [G : Z(G)], jolloin [G : C(x)] = 1 eli x € Z(G), mika
on ristiriita. o

Koska C(x¥”) = C(x)’, niin konjugaattien naapurustot vaihdannaisuusverkoissa ovat
saman kokoiset.

4.7. Lause. Ryhmdn vaihdannaisuusverkon maksimaaliset klikit ovat ryhmdn maksimaa-
lisia Abelin aliryhmid.

Todistus. Ryhmin maksimaaliset Abelin aliryhmét ovat alkioidensa keskittédjien leikkauk-
sia, joten viite seuraa suoraan lemmasta 4.2. O

Olkoon G ryhméd, x,y € G ja z € Z(G), jolloin

[x,y] =x7'y 'y =27y Ty = 'y (xg)y =[xz y] =[x, yz]
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eli x ja y ovat vaihdannaisia, joss x Z(G) ja y Z(G) ovat pisteittdin vaihdannaisia eli voi-
daan muodostaa vaihdannaisuusverkon tekijaverkko, jonka solmut ovat ryhmén keskuk-
sen sivuluokat, siis keskuksen sivuluokkien vaihdannaisuusverkko eli ‘W (612} Esimerk-
kind tdstd ryhmén Dg keskuksen sivuluokkien vaihdannaisuusverkko. Tdhén liittyy kano-
ninen surjektio ryhmin vaihdannaisuusverkolta sen keskuksen sivuluokkien vaihdannai-
suusverkolle x — xZ(G).

On térkeidi olla sekoittamatta titd verkkoa ryhmédn G/ Z(G) vaihdannaisuusverkkoon
WE4C) koska nimi eiviit tyypillisesti ole isomorfisia. Esimerkiksi ryhmiin Dg / Z(Ds)
vaihdannaisuusverkko on neliklikki.

Verkossa ‘W'/% on kaari solmujen vililld, mikéli solmut, siis keskuksen sivuluokat,
ovat pisteittidin vaihdannaisia. Timéi voidaan ilmaista toisin, nimittiin jos x Z(G) ja y Z(G)
ovat keskuksen sivuluokkia, on niiden véilld kaari, mikili yZ(G) c C(x) eli [x,y] = 1.
Verkossa W “9 taas riittid etti [x, y] € Z(G). Tisti tietenkin seuraa, ettd jos solmujen
vililld on kaari verkossa “W'“’% on niiden vililli kaari my®s verkossa W #9.

Olkoon G direllinen ryhmi ja A < G maksimaalinen Abelin aliryhmad. Jos x € G ja
[x,a] = 1 kaikilla a € A, niin x € A, koska A on maksimaalinen klikki. Siispé jokai-
sen verkon “W'%/?' maksimaalisen klikin kuva keskuksen sivuluokkien vaihdannaisuus-
verkossa on maksimaalinen klikki. Niin ei kuitenkaan aina ole verkossa W% %9 misti
taaskin esimerkkind Dg.

Jos x ¢ Z(G), niin on sellainen y € G ettd [x,y] # 1 eli xZ(G) ja yZ(G) eivit ole
pisteittdin vaihdannaiset, siis jokaiselle keskuksen sivuluokalle on jokin sellainen y Z(G)
ettd sivuluokkien vililld ei ole kaarta keskuksen sivuluokkien vaihdannaisuusverkossa.

4.8. Lemma. Olkoon G ryhmd, joka ei ole vaihdannainen. Tdlloin (G : Z(G)] > 4.

Todistus. Tama seuraa lemmasta 4.6, koska pienin luonnollinen luku, joka ei ole 1 tai
alkuluku on 4. O
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Etsitddn nyt yldraja ryhmén vaihdannaisuusosamaiirille, kun ryhma ei ole Abelin ryh-
mi. Olkoon G ryhmi, joka ei ole Abelin ryhmi ja w = 3, | C(x)|/|G|* ryhmiin G vaih-
dannaisuusosamaéiri [7]. Nyt

{(x,y) € G? | [x,y] = WI/IGP
({(x,y) € G* | x € Z(G))| + |{(x,y) € G* | x € Z(G), [x,y] = 1})/IGF

(1Z(G)I - 1G] + Z | C(x)D/IGP
x¢Z(G)

w

IA

1
(1Z(G)] - 1G] + (6] = IZ(G)I)(EIGI)/IGI2

1
(1Z@G) + (Gl =1 ZGD)/IG].

Olkoon t = |Z(G)|/|G| > 0. Lemmasta 4.8 seuraa, ettd t < }r Koska t — ¢+ % - %t) on

kasvava funktio on
1 1 3 5

— 4 == = —,
4 2 4 8

Kuten tarkastelemalla ryhman Dg vaihdannaisuusverkkoa on helppo huomata, timi raja
myOs saavutetaan.

1
<t+-=(1-9<
w < 2( ) <

4.9. Propositio. Jokaisen n-solmuisen verkon voi upottaa ryhmdin Ss, vaihdannaisuus-
verkkoon.

Todistus. Olkoon W = ({xi, ..., x,}, E) verkko. Olkoon N = {1, ..., n}. Médritelldin jo-
kaisella i € N transpositiot
si=(BE-D+1D) Bi-D+2)jat;=(BG-1D+1) Bi—1)+3)).
Jos i # j, niin
[si, s;1 = [, 8] = [si, 8] = 1,
koska ndmad transpositiot ovat erillisii. Huomataan, etti
4) st = (BG-D+1) Gi-1)+2) Gi-1)+3))
# (BGE-D+1) GGi-1D+3) Bli-1D+2)=1s
Midritellddn sitten jokaiselle verkon W solmulle permutaatio
Ti=S n Vi j,
JEN\{}

missd
I I, jOS XZ'EXJ'
i,j —
/ t;, ~muuten.

Huomataan, ettéd 7; on tillé tavalla esitetty erillisten transpositioiden tulona.
Oletetaan, ettd x; ja x; ovat verkon ‘W solmuja.
Olkoon x;Ex;, jolloin

T = S8ifig o Vijatijv1 - VipJaT; = SiFjp o Vi1l jivl o Vjpe
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Kuten ei-vastaavuudesta 4 ja permutaatioiden r, médritelméstd nihdédén on [7;, 7,] = 1.
Olkoon —x;Ex;, jolloin

Ti = Si1 oo Fj o 1 JAT) = 1) o By oo Ty
Koska transpositiot tissi esityksessd ovat erillisid, niin voidaan helposti laskea
BGE-D+1rr; = [BGE-1)+1]sit; =[3( = 1) +2]
# [BE-1)+3]1=0B8G-1)+1]ts; =[3G-1) + 1]rj7;

= [, 7] # 1. Siispd on osoitettu, ettd x;Ex;, joss [1;,7;] = 1. Koska x; — 7; on selviisti-
kin injektio, on se upotus. O

4.3. VAIHDANNAISUUSVERKON MAKSIMAALISET KLIKIT

Alaluvuissa 3.8 ja 3.9 tutkittiin p-ryhmien ja nilpotenttien ryhmien maksimaalisia Abe-
lin aliryhmid. Saatiin selville, ettd nididen koon alaraja on ryhmién kertaluvun kasvava
funktio. Tdmén luvun tarkoituksena on osoittaa, ettd jokaisessa tarpeeksi suuren ryhmén
vaihdannaisuusverkossa on tarpeeksi suuria klikkejd. Tasmillisemmin tdma tarkoittaa, et-
td jokaiselle n € N on olemassa sellainen M,, € N ettd jokaisen kertalukua M,, suuremman
ryhmin G vaihdannaisuusverkossa on klikkejd, joiden koko on suurempi kuin 7.

Olkoon jokaisella n € N joukko X, niiden ryhmien joukko, joiden jokainen maksimaa-
linen Abelin aliryhmi on korkeintaan kertalukua n — 1. Jos jollekin n voidaan osoittaa,
ettd X, on didrellinen, on olemassa yléraja joukon X, ryhmien kertaluvuille, siis sellainen
luku M,, ettd jokaisessa kertalukua M, suuremmassa ryhmissi on n-klikki. Mikéli tdmé
voidaan osoittaa jokaiselle n € N, on luvun viite todistettu.

4.10. Médéritelma. Olkoon w, ,, missd p on alkuluku ja n € N, niiden ryhmien kertalu-
kujen joukko, jotka

(1) eivit ole jaollisia yhdelldkéédn lukua p suuremmalla alkuluvulla.

(2) eivit ole jaollisia yhdenk&én alkuluvun g potenssilla ¢” (m € N), missd m > n.

Joukko w,,, on ddrellinen jokaisella alkuluvulla p ja luonnollisella luvulla n. Témé seuraa
siitd, ettd jokainen u € w,, jakaa luvun (q; - ... - gx - p)", missé {qi, ..., i} on alkulukua
p pienempien alkulukujen joukko. Siispi se on ylhiiltd rajoitettu joukon N osajoukko eli
adrellinen.

Luvun 3.8 nojalla tiedetiiin, etti p-ryhmiissi, jonka kertaluku on p* (k € N) on maksi-
maalisten Abelin aliryhmien koolla alaraja. TAmi on luku p”, missi

h_2\/2k+1/4—1
= 5 i

4.11. Lemma. Funktio f : N — R, missd

2V2k+1/4 -1
k— 5

Jjokaisella k € N

ei ole ylhddltd rajoitettu.
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Todistus. Olkoon R € R ja R > 0. Valitaan sellainen N € N, ettd N > (R + 1)?, jolloin

22N +1/4-1 >2\/2(R+1)2+1/4—1 J2R+D-1 >2R_R
2 2 2 2

eli viite seuraa. O

4.12. Lause. Olkoon n € N. On olemassa sellainen M,, € N ettd ryhmdssd G on Abelin
aliryhmd, jonka kertaluku on vdhintddn n, kunhan |G| > M,

Todistus. Olkoon ¢ alkuluku, joka on suurempi kuin n. Mikéli ryhmin kertaluku on jaolli-
nen alkuluvulla ¢, on siind Sylowin lauseen mukaan kertalukua g oleva syklinen aliryhmd,
joten siind on véhintiin kertalukua n oleva Abelin aliryhma.

Voidaan 16ytédd sellainen k € N, ettd

_2\2k+1/4-1
B 2

Ji > log,(n),

miki seuraa lemmasta 4.11. Nyt p/ > 2/k > n jokaisella alkuluvulla p. Niin ollen jokai-
nen ryhmd, jonka kertaluku on jaollinen jonkin alkuluvun potenssilla, jonka eksponentti
on suurempi kuin f;, sisdltdd luvun 3.8 nojalla Abelin aliryhmin, jonka kertaluku on vi-
hintédén n.

Olkoon f € N pienin luonnollinen luku, joka on suurempi kuin f,. Jokainen ryhmi,
jossa ei ole kertalukua n olevaa Abelin aliryhméé on joukon w, ; jasen. Kuten médritel-
missid 4.10 todetaan, on w,, ; ddrellinen joukko, joten voidaan 16ytédd pienin sellainen luku
M, € N ettei yksikéddn ryhmd, jonka kertaluku on > M,,, kuulu joukkoon w, ;. O

4.4. KONJUGAATTILUOKAT JA VATHDANNAISUUSVERKOT

Kun halutaan testata kahden verkon isomorfisuutta, lasketaan melko usein ensimmaiseksi
verkkojen solmujen asteluvut. Jos nimittdin verkoissa on eri médrit solmuja, joilla on
samat asteluvut, eivit verkot voi olla isomorfiset. Ei kuitenkaan ole mitdin takeita siiti,
ettd verkot olisivat isomorfiset, vaikka niissé olisikin samat madrit samanasteisia solmuja.

Vastaesimerkki 10ytyy kuusialkioisista verkoista. Alla olevissa verkoissa jokainen sol-
mu on yhteydessid kolmeen solmuun, itseensd ja kahteen muuhun solmuun (kaaret sol-
musta itseensd on jitetty kuvasta pois), mutta verkot eivit ole isomorfiset (kuten helposti
nikee, silld ensimmaiinen verkko on epdyhtendinen, mutta toinen on yhtenéinen).

AN
N
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Jonkin ryhmén G vaihdannaisuusverkossa voidaan solmun x € G naapurusto samastaa
sen keskittdjien aliryhmén C(x) kanssa. Niinpi alkion x asteluku on sen keskittdjdn ker-
taluku. Jos siis ryhmilld H; ja H, on isomorfiset vaihdannaisuusverkot, on niilli samat
lukumaarit alkioita, joilla on samaa kertalukua olevat keskittdjidt. Koska alkion x € G
konjugaattiluokan kertaluku on |G|/| C(x)|, on ryhmilld H; ja H, samat méérit samanko-
koisia konjugaattiluokkia.

4.13. Mairitelmi. Ryhmilld H; ja H, on samanlaiset konjugaattirakenteet, mikili niilld
on samat lukumadrit samankokoisia konjugaattiluokkia.

Herdd kysymys, onko mahdollista 10ytdéd kaksi ryhméd, joilla on samanlaiset konju-
gaattirakenteet, mutta epdisomorfiset vaihdannaisuusverkot. Kysymys on mielenkiintoi-
nen, koska kielteinen vastaus tarkoittaisi, ettd vaihdannaisuusverkot ovat yleisid verkkoja
yksinkertaisempia (kuten ylld néhtiin).

Tutkielmassa ongelmaan otettiin kokeellinen 1dhestymistapa, koska sen ratkaiseminen
muulla tavoin ei kirjoittajalta onnistunut. Vaihdannaisuusverkkoja kdytiin ldpi tietoko-
neella n.s. GAP -ympiristossd (Groups Programming and Algebra [6]) toteutetulla ohjel-
malla, joka on tdmén tutkielman liitteend (LIITE A).

Ensimmdinen ratkaisuyritys perustui sille, ettd pyrittiin kdyméén kertalukuja lédpi ja
etsiméén ryhmid, joilla on samanlainen konjugaattirakenne. Kun téllainen pari H, ja H,
loytyi, kéytiin ldpi kaikki bijektiot, jotka kuvaavat jokaisen m € N alkiota siséltdvin
ryhmién H, konjugaattiluokan jollekin ryhmén H, konjugaattiluokalle, jossa on m alkiota
(kaikilla m € N). Jos ryhmien H; ja H, vaihdannaisuusverkot eivit olleet isomorfiset ei
yksikddn bijektioista ollut vaihdannaisuusverkkojen isomorfismi.

Tillaisen ldhestymistavan ongelma on se, ettd bijektioiden lukuméaéra on jo melko pie-
nissd ryhmissé valtava. Esimerkiksi kahdeksanalkioisessa diedriryhmissd Dg ja kvater-
nioiden yksikoiden ryhméssd H on molemmissa viisi konjugaattiluokkaa, joista kolmessa
on kaksi ja kahdessa yksi alkio. Bijektioita, jotka sdilyttidvit konjugaattirakenteen, on nédin
ollen 3!-23-2 = 96.

Jos f: HH — H,jag : H — H, ovat bijektioita, xf = xg ja yf = yg joillekin
X,y € Hy, niin on luonnollisesti

([xg,ygl =1 o [xyl=1) o (xfiyfl=1o [x,y] = D).
Niinpi se, ettd osoitetaan ettei jokin ryhmien H, ja H, vilinen bijektio f ole isomorfismi
(loytamalla sellaiset x,y € Hy ettd [x,y] = 1 @ [xf,yf] = 1) osoittaa ettd moni muukaan
bijektio ei titd ole. Taméa helpottaa laskentaa jonkin verran, muttei tarpeeksi. Lisédksi se
vaikeuttaa ohjelmointitehtidvii, joten tulokset kiyvit epdvarmemmiksi.

Laskennallisten ongelmien takia paatettiin kdyttdd ns. verkkojen virittamiseen perus-
tuvaa Babai-Erdos-Selkow isomorfia-algoritmia ([1]). Se on parannus ylli esitettyyn sol-
mujen astelukuja vertailevaan menetelméén.

Virittdmisen tarkoituksena on tuottaa molempiin verkkoihin lineaarisesti jarjestetyt
ekvivalenssirelaatiot. Ndmi vdritykset ovat siis sellaisia ekvivalenssirelaatioita, joiden
ekvivalenssiluokilla on jirjestysluvut. Menetelmé on rekursiivinen siind mielessd, ettd
viritystd hienonnetaan asteittain. Tétd hienontamista jatketaan, kunnes ekvivalenssirelaa-
tion luokat eivit endid muutu.
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Kun vertaillaan ryhmien H, ja H, vaihdannaisuusverkkoja, ositetaan ryhmien alkioiden
joukko ensin luokkiin

K, K>, .. CH ja Ly, Ly, .. C Hy,

yksi jokaista luonnollista lukua kohti. Jokainen alkio kuuluu siithen luokkaan, jonka in-
deksi on sen keskittdjdn kertaluku. Vaihdannaisuusverkko siis ositetaan solmujen astelu-
kujen mukaan.

Muodostunut ekvivalenssiluokkien joukko perii lineaarisen jérjestysrelaation luonnol-
lisilta luvuilta. Ndin on esimerkiksi

K <K,ol<m.

Mikaili verkot ovat isomorfiset, pitee jokaisella luvulla n € N, etti |K,,| = |L,|. Olkoon
nimittdin n € N sellainen luonnollinen luku, ettd |K,| # |L,|. Voidaan olettaa, etti |K,,| >
|L,,|, koska tilanne on symmetrinen. Miki tahansa bijektio f : H; — H, kuvaa nyt jonkin
alkion x € K,, alkiolle y € L, # L,,. Niinpd on mahdollista 10ytda joko sellainen x’ € H,
etti [x,x’] = 1, mutta [y, X' f] # 1 (jos h < m), tai sellainen y’ € H, etti [x,y f~'] # 1,
mutta [y,y’] = 1 (jos h > m). Téll6in vaihdannaisuusverkot eivit ole isomorfiset.

Tami verkkojen osittaminen solmujen astelukujen mukaan on viritysalgoritmin en-
simmdinen askel.

Tarkastellaan nyt ekvivalenssiluokkaa K; € H;. Jokainen tdmin luokan alkioista on
yhteydessd samaan miirdin m € N alkioita vaihdannaisuusverkossa ‘W', Luokan K,
alkiot voidaan jarjestdi jdrjestysrelaatiolla <; sen mukaan kuinka suuria niiden naapu-
reiden ekvivalenssiluokkien jdrjestysnumerot ovat. Olkoot x,y € K ja alkion x naapurit
Sx.1s - Sxm S€kd alkion y naapurit s, y, ..., sy,,. Olkoot naapurustot jérjestettyini laskevaan
jarjestykseen ekvivalenssiluokkansa jirjestysluvun mukaan. Nyt x <; y, joss on sellainen
I, ettd 1 < i < m jokaisella luonnollisella luvulla j < i kuuluvat s, ; ja s, ; samaan ekviva-
lenssiluokkaan, mutta s,; kuuluu matalampaa jirjestyslukua olevaan luokkaan kuin s, ;.

Jokainen ekvivalenssiluokka K; voidaan nyt osittaa esijirjestyksensi <; mukaan uusiin
ekvivalenssiluokkiin ja niin saadaan vanhan jérjestetyn ekvivalenssirelaation hienonnus.
Olkoot R; ja R, ryhmien H, ja H, tillaiset jarjestetyt ekvivalenssirelaatiot ja S, sekd
S, ndiden hienonnukset. Olkoot ryhmien H,; sekd H, vaihdannaisuusverkot isomorfiset
ja olkoot relaatiot R; ja R, sellaiset, ettid jokainen verkkoisomorfismi sdilyttdd jokaisen
alkion x € H; ekvivalenssiluokan jdrjestysluvun. Jos siis f : H; — H, on isomorfismi,
on jokaisen x € H; ekvivalenssiluokan jérjestysluku relaatiossa R; sama kuin sen kuvan
xf ekvivalenssiluokan jirjestysluku relaatiossa R,. Tdstd seuraa, ettd relaatioiden R, ja
R, samaa jirjestyslukua olevissa ekvivalenssiluokissa on samat méairit alkioita.

Muodostetaan nyt uudet, relaatioita R; ja R, hienommat, jéarjestetyt ekvivalenssirelaa-
tiot S sekd S, ylld kuvatulla tavalla. Jokainen ryhmien H,; ja H, vaihdannaisuusverk-
kojen isomorfismi sdilyttdd relaation R, ekvivalenssiluokkien jérjestysluvut siirryttdessi
relaatioon R,. Siksi sdilyy my0s jokaisen alkion x € H; naapuruston ekvivalenssiluokkien
jarjestyslukujen jono (relaatiossa R;), joten alkion x kuvan ekvivalenssiluokan jirjestys-
luku on relaatiossa S ;| sama kuin alkion x ekvivalenssiluokan jéirjestysluku relaatiossa S ,.
Téstd seuraa, ettd samaa jarjestyslukua vastaavissa ekvivalenssiluokissa on samat maarit
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alkioita relaatiossa S| sekd S,. Induktiolla ndihdédén helposti, ettd timé pétee jokaisessa
hienonnuksessa.

Y1la olevaa menetelmid voidaan soveltaa niin kauan, kunnes ekvivalenssirelaatio ei
endd hienone. Jos voidaan 10ytdd sellaiset ryhmét H, ja H, ettd niilld on samanlaiset
konjugaattirakenteet, mutta ylld oleva prosessi antaa niille erilaiset ekvivalenssiluokkiin
jaot, on 1oydetty kaivattu vastaesimerkki.

Etsinnissid kiytettiin hyviksi GAP -ohjelman kirjastoa SmallGroups. Kertaluku 128
oli pienin kertaluku, josta kédytetylld menetelmilld 16ydettiin vastaesimerkkipari. Loydet-
tyihin ryhmiin piaisee GAP -ympéristossi kédsiksi komennolla SmallGroup (128, 134) ja
SmallGroup(128,931). Kiyttimilla GA P -ympdériston funktiota StructureDescrption(
Group ) saadaan ryhmiélle SmallGroup (128, 134) esitys

((C4xCg) < Cy) = Cy
jaryhmille SmallGroup(128,931) esitys
((CgxCy) x Cp) < Cp) < Cy.

Kummassakin ryhmissi on

e kolme konjugaattiluokkaa, joissa on 16 alkiota.

e kahdeksan konjugaattiluokkaa, joissa on kahdeksan alkiota.
e kolme konjugaattiluokkaa, joissa on neljd alkiota.

o yksi konjugaattiluokka, jossa on kaksi alkiota.

e kaksi konjugaattiluokka, joissa on yksi alkio.

Ryhmén SmallGroup(128,134) vaihdannaisuusverkko hajoaa kuitenkin kymmeneen
epityhjddn ekvivalenssiluokkaan, kun taas ryhmén SmallGroup(128,931) vaihdannai-
suusverkko hajoaa ainoastaan seitseméin epdtyhjiin ekvivalenssiluokkaan, joten verkot
eivit voi olla isomorfiset. Alla olevassa taulukossa on kuvattuna ryhmien jirjestysrelaa-
tioiden ekvivalenssiluokkien alkioiden lukuméérit. Taulukon sarakkeet vastaavat tietyn
kokoiseen konjugaattiuokkaan kuuluvien alkioiden joukkoja, joiden vililld on bijektiivi-
nen vastaavuus, kuten ylld on todettu. Sarakejako siis kuvaa ryhmien konjugaattiraken-
netta.

Alkioiden lukumaéira ekvivalenssiluokissa
(niiden konjugaattien lukuméirin mukaan)

16 8 4 12 1
SmallGroup(128,931) | 48 24,16,24 | 12 |2 2
SmallGroup(128,134) | 32,16 |8,16,8,32 4,8 |2 2

Kaiken kaikkiaan kéytetylld menetelmailld 16ytyi 120 vastaesimerkkii kertalukua 128 ole-
vien ryhmien joukosta. Ensimmadisen vastaesimerkin 10ytdmiseksi jouduttiin kiyméin la-
pi 36825 samanlaiset konjugaattirakenteet omaavien ryhmien paria. Néistd 30155 eli noin
81% oli kertalukua 128. Kaiken kaikkiaan késiteltiin 498513 ryhmien paria (niistd aina-
kaan toinen ei ole Abelin ryhmd), joista 430324 eli noin 86% oli kertaluvun 128 ryhmia.
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Laskennassa kiinnitettiin huomiota siihenkin, kuinka hyvin kéytetty Babai-Erdos-Selkow-
algoritmi soveltuu ryhmien vaihdannaisuusverkkojen isomorfisuuden selvittimiseen. Tér-
kein kriteeri lienee se, kuinka hienoksi lopullinen jérjestetty ekvivalenssirelaatio ryhmissi
muodostuu. Mikéli jokaisessa ekvivalenssiluokassa on ainoastaan yksi alkio, ei tarvitse
kokeilla kuin yhtd kuvausta vaithdannaisuusverkkojen vililld, jotta saadaan tietdd ovatko
ne isomorfisia.

Ekvivalenssiluokkien kokoja ei suoraan laskettu, mutta se selvitettiin, mitd kertalukua
on ensimmdiinen ryhmi, jonka jirjestetty ekvivalenssirelaatio hienonee useammin kuin
kerran. Tamékin ryhmaé on kertalukua 128, nimittdin ryhmé SmallGroup(128,1997).

Ryhmén SmallGroup(128,1997) konjugaattirakenne siséltdd neljd luokkaa, mutta
se hajoaa yhdeksiin luokkaan Babai-Erdos-Selkow-algoritmin avulla. Tamékiin ei ole
kovin hieno ositus, koska luokassa on keskiméirin 14 alkiota.

Ryhmien vaihdannaisuusverkoissa Babai-Erdos-Selkow algoritmi ei siis luultavasti ole
kovinkaan tehokas. Tdmi on hieman ylldttdvdd, koska Babai-Erdos-Selkow algoritmi
tuottaa lineaarisen jirjestyksen melkein kaikkiin verkkoihin (siis muodostuvan ekviva-
lenssirelaation jokainen luokka on yksio). Tdmén ovat osoittaneet Babai Erdos ja Selkow
artikkelissaan [1]. On kuitenkin huomattava, ettei algoritmi pysty erottelemaan sellaisia
alkioita, jotka voivat kuvautua toisikseen jossain verkkojen isomorfismissa (tdmi seuraa
suoraan siitd, ettd isomorfismin on siilytettidvi jokaisen alkion jérjestysluku). Néin ollen,
se el pysty erottamaan toisistaan konjugaattialkioita, koska jokainen ryhmén konjugointi,
jollain alkiolla voidaan tulkita sen vaihdannaisuusverkon isomorfismiksi (kuten tietenkin
mikd vaan muukin ryhmédautomorfismi). Tdssd mielessd vaihdannaisuusverkot siis ovat
melko vaikeita erityistapauksia verkoista.
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5. JOHTOPAATOKSIA

Ryhmien vaihdannaisuusrelaatioita ei liene aikaisemmin tarkasteltu ihan tdssé tutkielmas-
sa esitetylld tavalla. Aiemmin on kiytetty numeerisia mittoja vaihdannaisuudelle kuten
vaihdannaisuusosamiirii ([7]). Vaihdannaisuusverkkojen kaltainen rakenteellinen vaih-
dannaisuuden mitta tietenkin mutkistaa vaihdannaisuuden tarkastelua, mutta tuo esiin
kaikenlaisia uusia mielenkiintoisia kysymyksid. Voidaan esimerkiksi kysyéd voiko epi-
isomorfisilla ryhmilld olla samanlaiset vaihdannaisuusrelaatio, kuten tehtiin luvussa 4 ja
saatiin myonteinen vastaus.

Luvuissa 3 ja 4 kisitelty kysymys ryhmien maksimaalisista Abelin aliryhmista liittyy
olennaisella tavalla siithen, mitki verkot voivat olla jonkin ryhmén vaihdannaisuusverkko-
ja. Kéytetylld p-ryhmien maksimaalisiin Abelin aliryhmiin nojautuvalla tarkastelutavalla
ei voi saada kovinkaan hyvid numeerisia tuloksia. Periaate kuitenkin on selvi. Tarpeeksi
suurissa ryhmissd on isoja Abelin aliryhmii. Riittdvédn suurissa vaihdannaisuusverkois-
sa on siis isoja klikkejd. Tétd kysymystid olisi mielenkiintoista selvittda edelleen. Olisi
esimerkiksi hauska tietdd, kuinka isoja Abelin aliryhmié on yksinkertaisissa ryhmissa.

Luvussa 4 saatua tulosta, ettd konjugaattirakenne ei madrdd ryhmén vaihdannaisuus-
verkkoa, voi pitdd tutkielman péédtuloksena. Kdytetty menetelmi ei takaa, ettd 10ydet-
ty vastaesimerkkipari on pienintd mahdollista kertalukua, mikéd on vihédn ongelmallista.
Loydetyt vastaesimerkit ovat kertalukua 128 eli niin isoja, ettei niiden alkeellinen tar-
kastelu ole kovinkaan helppoa. Tdmin takia olisi syytd pohtia toisenlaisia isomorfismi-
algoritmeja.

Babai-Erdos-Selkow algoritmin tuottama véritys on alla oleville verkoille sama.

Namaid ovat kuitenkin selvéstikin epdisomorfisia. Ensimmaiisen verkon automorfismien
ryhmi on ainoastaan yksi-, mutta toisen periti nelitransitiivinen. Babai-Erdos-Selkow
algoritmi ei kuitenkaan pysty néihin verkkoihin.

Eris ratkaisu edelliseen ongelmaan voisi olla tuloverkkojen muodostaminen niisté ver-
koista. Jos G = (V, R) on verkko, voidaan siitd muodostaa uusi verkko G’ = (V’, R’), jonka
solmuiksi otetaan kaikki verkon G eri noodien parit, siispd

Vi={(x,y) | x,y € Vjax#y}

Verkon G’ solmujen (x,y) ja (z,t) vililld on kaari, joss ensimmadisilld ja toisilla jasenilld
on yhteydet toisiinsa eli

R ={((x,y), (z,1) | xRz ja yRt}.

Niéhdién helposti, ettd edellisen esimerkin toisesta verkosta muodostuu tilld menetel-
malld 12-klikki, koska minké tahansa noodiparin vélilld on kaaret. Siispd Babai-Erdos-
Selkow-algoritmin tuottama ositus on yksi iso ekvivalenssiluokka. Esimerkin toisessa
verkossa taas on kahdenlaisia noodipareja. Niitd joiden vélilld on kaari ja niitd joiden
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vililld ei ole kaarta. Ensimmdinen tyyppi on uudessa verkossa yhteydessd neljddan noo-
diin, kun taas toinen on yhteydessi ainoastaan kahteen noodiin. Alla olevaan verkkoon
on selkeyden vuoksi piirretty vain kahdesta solmusta ldhtevit kaaret.

[ J [ J
Babai-Erdos-Selkow algoritmi antaa siis osituksen ainakin kahteen luokaan.

Téllainen menetelmd on riittdvdn hyvé erottamaan yksi- ja useampitransitiivisen au-
tomorfismien ryhmén omaavat verkot toisistaan. Vaikka direllisten ryhmien vaihdannai-
suusverkkojen automorfismien ryhmit eivit olekaan transitiivisia (paitsi Abelin ryhmien
tapauksessa) uskoisin ylld olevan kaltaisesta tarkastelusta olevan hyotyi. Olisikin hauska
selvittdd 10ytyyko tdmin tapaisella menetelmailld pienempéd kertalukua kuin 128 olevaa
vastaesimerkkiparia.

Kysymys siitd, millaiset verkot voivat olla vaihdannaisuusverkkoja jdd vastaamatta tés-
sd tutkielmassa. Se kuitenkin on ilmeisti, ettd vaihdannaisuusverkot ovat poikkeukselli-
sia. Tamd nidkyy mm. siitd, ettei Babai-Erdos-Selkow algoritmi toimi niille kovinkaan
hyvin, toisin kuin tyypillisille verkoille. Ehki tima ei kuitenkaan ole niin omituista. Mie-
lenkiintoiset verkot kun yleensd eiviit taida olla tyypillisia.
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LIITE A OHJELMALISTAUS

Tédssd on luvussa 4 kiytetty GAP-ohjelma, jolla etsittiin ryhmien paria, joilla on saman-
laiset konjugaattirakenteet, mutta epdisomorfiset vaihdannaisuusverkot. Ohjelmassa on
kiinnitetty huomiota selkeyteen pikemminkin kuin optimointiin, jota olisi voinut harjoit-
taa melko paljon. Kommenteissa on pyritty siihen, ettd funktioiden kéyttotarkoitus kiy
ilmi mahdollisimman hyvin. Itse ohjelmaa ei ole kommentoitu, mutta muuttujien nimis-
sd on pyritty selkeyteen. Lisdksi GAP-ohjelman erinomaisen kuvaavat operaatioiden ja
funktioiden nimet auttavat ohjelman lukemisessa.

makeList ( elem, order )

param: elem type
An element of some type.

order int
Order of the list produced.

return 1 [ type, ... ]
The list 1 has length order. Every one of its element is a copy of elem.

description:

notice: ShallowCopy is used, so this might not work, if the structure of elem is
intricate.

F o O OH W OFH W M W W OHE WK KK KK

makeList := function( elem, order )
local i, 1;

1:=1[1;
for i in [ 1 .. order ] do
Add( 1, ShallowCopy( elem ) );
od;
return 1;
end;
comm ( group )

Let G be an indexed group. Let g_i, g_j and g_k in G.

param: group Group
An indexed group G.

returns: commTable [ [ int, ... ], ... ]
The commutativity table of the group G. The list commTable[i] corresponds
to g_i in G. The elements of commTable[i] = [ j, k, ... ] correspond to the
elements of the centralizer of g_i namely g_j, g_k,

description: Return the commutativity graph of G represented as a table.

FHOH O OH KW W W W W HE WK KK

:

:= function( group )
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end;
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classes

local i, j, length, commTable, table;

table := MultiplicationTable( group );
length := Length( table );

commTable := makelList( [], length );

for i in [ 1 .. length ] do
Add( commTable[i], i );
for jin [ (i + 1) .. length ] do
if table[i][j] = table[j][i] then
Add( commTable[i], j );
Add( commTable[j], i );
fi;
od;
od;
return commTable;

classes ( commTable )
Let G be an indexed group. Let g_i, g_j and g_k in G.

param: commTable [ [ int, ... ], ... ]

The commutativity table of the group G. The list commTable[i] corresponds
to g_i in G. The elements of commTable[i] = [ j, k, ... ] correspond to the
elements of the centralizer of g_i namely g_j, g_k,

returns: centralizerOrders [ int, ... ]

The element centralizerOrders[i] corresponds to the order of C(g_i).

:= function( commTable )
local elem,centralizerOrders;

centralizerOrders := [];

for elem in commTable do
Add( centralizerOrders, Size( elem ) );

od;
return centralizerOrders;
end;
#
# neighbourHoodOrders ( commTable, classList )
#
# Let G be an indexed group. Let g_i in G.
#
# param: commTable [ [ int, ... 1, ... ]
# The list commTable[i] = [ j, k, ... ] corresponds to an element g_i in the indexed
# group G. The elements j, k, ... in commTable[i] correspond to the elements, in G
# g_j, 9_k, ... that commute with g_i.
#
# classList [ int, ... ]
# The list classList describes an equivalence relation on the indexed group G. The
# equivalence-classes of the relation are linearly ordered. The element classList[i]
# corresponds to the ordinal of the equivalence-class of the element g_i in G.
#
# returns: neighbourOrders [ [ int, ... ], ... ]
# The element neighbourOrders[i] = [ m, n, ...] corresponds to the element g_i



# in the indexed group G. The elements m, n, ... correspond to the ordinals of
# the equivalence classes of the elements g_m, g_n, ... in the centralizer of g_i.
# The list neighbourOrders[i] is sorted in ascending order.
#
# description: Given the indexed group G, and an ordered equivalence-relation on G,
# return a list representing the order-structure of the neighbourhood of every
# element in G.
#
neighbourHoodOrders := function( commTable, classList )
local neighbourOrders, element, centralizerElement, 1;
neighbourOrders := [];
for element in commTable do
1 :=1[1;
for centralizerElement in element do
Add( 1, classList[ centralizerElement ] );
od;
Sort( 1 );
Add( neighbourOrders, 1);
od;
return neighbourOrders;
end;
#
# formPartition ( classList )
#
# Let G be an indexed group, Let R be an ordered equivalence-relation. Let g_i, g_j and g_k in G.
#
# param: classList [ int, ... ]
# The element classList[i] corresponds to the order of the equivalence-class of g_i in
# the relation R.
#
# returns: classes [ [ int, ... 1, ... ]
# The list classes[i] = [ j, k, ... ] corresponds to the set of elements g_j, g_k,
# that form the equivalence-class of R, whcih has order i.
#
# description: Return the ordered partition of G, correpsonding to the equivalence-relation R.
#

formPartition := function( classList )
local partition, i, class, classes;

partition := makeList( [], Size( classList ) );

for i in [ 1 .. Size( classList ) ] do

Add( partition[ classList[i] 1, i );
od;
classes := [];

for class in partition do
if not class = [] then
Add(classes,class);
fi;
od;
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ret
end;
preOrderi
Let G be
param: col

gr
g9-

cl

urn classes;

ng ( commTable, classList )
an indexed group. Let g_i in G.

mmTable [ [ int, ... 1, ... ]

The list commTable[i] = [ j, k, ... ] corresponds to an element g_i in the indexed

oup G. The elements j, k, ... in commTable[i] correspond to the elements, in G
j, 9-k, ... that commute with g_i.

assList [ int, ... ]

The list classList describes an equivalence relation R on the indexed group G. The

#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
# equivalence-classes of the relation are linearly ordered. The element classList[i]
# corresponds to the ordinal of the equivalence-class of the element g_i in G.
#
# returns: newClassList [ int, ... ]
# A refinement of classList.
#
# description: Given the indexed group G and an ordered equivalence-relation R on G, a new relation
# can be built. The relation is as follows: An element g_i in G belongs to
# an equivalence-class of lower order, than g_j in G, iff
#
# 1. g_i belonged to a lower equivalence-class than g_j in the relation R or
# 2. g_i and g_j belonged to the same equivalence relation in R, but there exists
# such an order n, that g_i and g_j have the same number of neighbours belonging to
# equvialence-classes of R of orders higher than n, but g_i has less elements of
# belonging to the equivalence-class of order n than g_j.
#
# The new relation is clearly a refinement of the old relation R, and is an equivalence-
# relation. Return this relation.
#
preOrdering := function( commTable, classList )
local class, i, j, classSize, partition, oldPartition, partitions, neighbourOrders ,
newClassList, foundClass;
partitions := [];
oldPartition := formPartition( classList );
neighbourOrders := neighbourHoodOrders( commTable, classList );
for class in oldPartition do

classSize := Size( class );
if classSize < 2 then Add( partitions, class ); continue; fi;
partition := [ [ class[1] ] 1;
for i in [ 2 .. classSize ] do
foundClass := false;
for j in [1 .. Size( partition ) ] do

if neighbourOrders[ class[i] ] < neighbourOrders[ partition[j][1] ] then



Add( partition,
foundClass
break;

fi;

if neighbourOrders[ class[i] ] =
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[ class[i]l 1, j )3

1= true;

neighbourOrders[ partition[j][1] ] then

Add( partition[j], class[i] );

foundClass
break;
fi;
od;

if not foundClass then Add( partition,

1= true;

[ class[i] 1 ); fi;

od;
Append( partitions, partition );
od;
newClassList := makeList( ®, Size( classList ) );

for i in [ 1 .. Size(partitions) ] do
for jin [ 1 ..

od;
od;

return newClassList;
end;
refiningPreOrdering ( commTable, classList )
Let G be an indexed group. Let g_i, g_j and g_k in G.
param: commTable [ [ int, ... ], ... ]
The list commTable[i] = [ j, k,
group G. The elements j, Kk,

g_j, 9_k, . that commute with g_i.

classList [ int, ... ]

returns: order [ int, ... ]

refined further.
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refiningPreOrdering := function( commTable, classList )
local order, old_order;

old_order
order := preOrdering( commTable, old_order );

while not old_order = order do

Size( partitions[i] ) ] do
newClassList[ partitions[i][j] ]

= 1i;

... ] corresponds to an element g_i in the indexed
. in commTable[i] correspond to the elements, in G

The list classList describes an equivalence relation R on the indexed group G. The
equivalence-classes of the relation are linearly ordered. The element classList[i]
corresponds to the ordinal of the equivalence-class of the element g_i in G.

A list, that describes the ordered equivalence-relation, that is achieved by
iteratively refining the equivalence-relation classList.

description: This function applies the method preOrder (above) iteratively on a group G and
an equivalence-relation of thet group R, until the equivalence-relation can’t be

:= preOrdering( commTable, classList );
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Print("Hey found an order, that was refined!\n");
old_order := order;
order := preOrdering( commTable, order );

od;

return order;

end;

#

# isom ( order )

#

# param: order int

# An order to be investigated.

#

# returns: void

#

# description: Check, if there are two such groups of size order G_1 and G_2, that

#

# 1. They have the same amounts of equivalence-classes with the same amount

# of elements.

# 2. The colorings of their commutativity-classes, given by the Babai-Erdos-Selkow
# algorithm, are different.

#

# If such pairs of groups can be found, display their indices in the SmallGroups
# library.

#

isom := function( order )

local commTable, conjList, orderList, ordering, number, i, j, k, gp, 1, class;

number := NumberSmallGroups( order );
conjlist := [];
orderList := [];

Print("Order: ",order,"\n");

for i in [ 1 .. number ] do
gp := SmallGroup( order, i );
if IsAbelian( gp ) then

Add( conjList, [] );
Add( orderList, [] );
else

1 :=[1;

for class in ConjugacyClasses( gp ) do
Add( 1, Size( class ) );

od;

Sort( 1 );

Add( conjList, 1 );

commTable := comm( gp );

ordering := refiningPreOrdering( commTable, classes( commTable ) );
Sort( ordering );

Add( orderList, ordering );

for jin [ 1 .. (i - 1) ] do



end;

od;

fi;

od;

if conjList[j] = 1 then
if not orderList[i] = orderList[j] then

Print(i, ", ", j,".\n");
fi;

fi;
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