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Abstract—In this paper the authors apply the Method of Mo-
ments (MoM) to the analysis of the scattering of a multilayered
periodic strip grating by a plane wave with oblique incidence and
arbitrary polarization. The problem is initially solved by means
of the MoM in the spectral domain. However, since this approach
leads to the computation of slowly convergent series, the problem
is also solved by using a mixed potential integral equation
(MPIE) formulation of the MoM in the spatial domain. Thanks
to the efficient computation of the periodic potentials Green’s
functions and thanks to the closed-form integration of part of
the integrals involved in the MoM matrix entries, important CPU
time savings are attained when applying the MoM in the spatial
domain. In fact, the implemented spatial domain version of the
MoM turns out to be one order of magnitude faster than the
spectral domain version when basis functions that account for
edge singularities are used in the modeling of the current density
on the metallizations.

I. INTRODUCCION

Las rejillas periddicas de tiras metdlicas (RPTM) han sido
utilizadas como superficies selectivas en frecuencia y en pola-
rizacién [1]. En particular, las RPTM impresas sobre una capa
dieléctrica con plano de masa han sido utilizadas en antenas
reflectoras para producir un giro en la polarizacion de las ondas
incidentes después de la reflexién [2]. Ademads, las RPTM
sobre capa dieléctrica con plano de masa se comportan apro-
ximadamente como superficies artificiales “blandas” o “duras”.
Estas supeficies se emplean en las antenas de bocina para
bajar la polarizacién cruzada y el nivel de 16bulos laterales, y
también para aumentar la eficiencia de la apertura [3].

A causa de sus aplicaciones en el campo de las antenas, el
andlisis del scattering de ondas electromagnéticas planas por
RPTM ha sido estudiado en detalle por muchos investigadores
[1], [4]. El método numérico mds utilizado en la resolucién
de este tipo de problemas es el Método de los Momentos
(MdM) en el dominio espectral [1], [4]. En este trabajo
se aplica el MdM en el dominio espectral al andlisis del
scattering de ondas planas por una RPTM embutida en un
medio multicapa. Desgraciadamente, la aplicacion directa del
MdM en el dominio espectral conduce al cédlculo de series
infinitas que son lentamente convergentes. Por este motivo,
el problema de la RPTM en medio multicapa vuelve a ser
resuelto mediante el MdM en el dominio espacial en su
formulacién de ecuaciones integrales de potenciales mixtos

(EIPM) [5]. En principio, el MdM en el dominio espacial
plantea mds problemas numéricos que el MdM en el dominio
espectral a la hora de analizar estructuras periddicas multicapa.
No obstante, en este trabajo se presentan soluciones para
muchos de estos problemas, lo cual posibilita que la version
resultante del MdM en el dominio espacial sea mas eficiente
que el tradicional MdM en el dominio espectral. En el caso
en que se utilizan funciones base que dan cuenta de la
singularidad de borde en la aproximacién de la densidad de
corriente sobre las tiras metalicas [6], los resultados numéricos
obtenidos indican que las mejoras introducidas en la aplicacion
del MdM en el dominio espacial dan lugar a que este método
sea al menos un orden de magnitud mds rapido que el MdM
en el dominio espectral.

II. APLICACION DEL MDM AL PROBLEMA MULTICAPA
PERIODICO 2-D: VERSIONES ESPECTRAL Y ESPACIAL

Las Figs. 1(a) y 1(b) muestran una RPTM embutida en
un medio multicapa sobre la que incide una onda plana en
direccién oblicua y con polarizacién arbitraria. El estado de
polarizacién de la onda viene caracterizado por el dngulo vy
definido en [1]. Suponiendo que las tiras metélicas son conduc-
tores eléctricos perfectos (CEP) y suponiendo una dependencia
con el tiempo del tipo e/“! que serd suprimida de ahora en
adelante, la densidad de corriente en las tiras metélicas J(z, y)
puede ser obtenida resolviendo la siguiente ecuacion integral
de campo eléctrico (EIEC):

b1 +ma+w
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donde E(x,y,2) es el campo eléctrico que crearia la onda
incidente en todo el espacio en ausencia de las tiras metélicas,
y donde G” es Ia funcion de Green diddica no periddica para
el campo eléctrico del medio multicapa [7]. Dado que las tiras
metdlicas de las Figs. 1(a) y 1(b) son infinitas en la direccién
x, la funcién J(x,y) puede ser aproximada en términos de
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Fig. 1. Vista lateral (a) y vista desde arriba (b) de una RPTM embutida en
un medio multicapa. Una onda plana incide sobre la RPTM en una direccién
dada por los angulos 6; and ¢; del sistema de coordenadas esféricas.

funciones base conocidas como se indica a continuacion:
N
_ jko sin 6; cos p;x
I(a,y) =Y a; (I;(y)eltosmbicosvir) )
j=1

donde J;(y) son funciones Floquet—periédicas de la variable
y, y donde a; son coeficientes desconocidos. Si se aplica
la versién Galerkin del MdM a la ec. (1), se obtiene un
sistema lineal de ecuaciones para los coeficientes a;. Se puede
demostrar que los elementos de la matriz de coeficientes del
sistema de ecuaciones pueden ser obtenidos en el dominio
espectral como se indica a continuacién:
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donde ky,, = kosiné,;cosyp; + 2wm/a, donde j?(kym)

es la transformada de Fourier discreta de J;(y), y donde
lE.C

G (kg ky, z|2’) es la transformada de Fourier bidimensional
: ~F / / ! :
continua de G (z — 2/, y — ¢/, z|z’), que puede ser obtenida
de una manera relativamente sencilla para el medio multicapa
de la Fig. 1(a) mediante el algoritmo recurrente descrito en [7].

El célculo numérico de I';; constituye el cuello de botella en
la aplicacién del MdM en el dominio espectral a la resolucion
del problema de scattering planteado en las Figs. 1(a) y 1(b)
ya que las series infinitas de la la Ec. (3) son lentamente
convergentes, lo cual le resta eficiencia al MdM en el dominio
espectral.

Se puede demostrar que los elementos I';; de la matriz
de coeficientes del MdM pueden también ser obtenidos en
el dominio espacial mediante la ecuacion:

1
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donde S{; y S?;- vienen dadas por las integrales:
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En las ecs. (5) and (6) GAP(y,z|2") y GPP(y,z|2') re-
presentan funciones de Green periédicas multicapa para la
componente x del potencial vector y para el potencial escalar
respectivamente, que son funciones de Green que se definen
en el contexto de la formulaciéon EIPM del MdM [5]. En prin-
cipio GAP(y, z|2") y GPP(y, z|2") sélo pueden ser obtenidas
mediante el cilculo de series infinitas lentamente convergentes.
No obstante, en este trabajo se ha acelerado considerablemente
la convergencia de dichas series al aplicar el método de
las imdgenes complejas, la transformacion de Kummer y el
método de Ewald como se propone en [8] para el caso perio-
dico 3-D. Para hacer atin més eficiente el célculo de GA;P y
G®P_ se ha llevado a cabo la interpolacién de dichas funciones
de Green periddicas. No obstante, dado que estas funciones de
Green bidimensionales contienen singularidades logaritmicas,
se ha llevado a cabo la extraccién de dichas singularidades y
de sus derivadas como paso previo a la interpolacién ya que la
presencia de esas singularidades introduce errores numéricos
importantes en el proceso de interpolacién, tal y como ocurre
al interpolar funciones de Green multicapa periddicas 3-D
[9]. Concretamente, si llamamos GS a cualquiera de las dos
funciones Gfip y GP de las ecs. (5) and (6), las funciones G}
han sido interpoladas mediante polinomios de Chebyshev en el
intervalo —a < y < 0 (previa extraccién de las singularidades
y de sus derivadas) como se indica a continuacion:

a
GY(y,z = —hplz' = —hp) = 7;){ Inwo(y —y')

_27\12 . .
« (1_ [wo(y4 y)] >+ eﬁ]kgsmeicosgaqyalnwia(y_y/)x

i=1

donde wo(y) = koy/1—sin?0;cos?gilyl, w_o(y) =
koy/1 — sin? 6; cos? ilyl, Ti—1(+) (¢ =1,...,N.) son poli-
nomios de Chebyshev de primera especie, y donde los coefi-
cientes ¢; (i = 1,...,N.) se obtienen imponiendo que los




dos miembros de la ec. (7) coincidan exactamente en los
2(y—y’ L
ceros de T, (% + 1) con el fin de minimizar errores

de interpolacién [10]. Para calcular GS fuera del intervalo
—a < y < 0, basta tener en cuenta que G} es una funcién
Floquet-periddica de la variable y.

Las funciones i‘?(y) de la ec. (5) representan correlaciones
cruzadas entre las funciones base para la densidad de corriente,
y las funciones f;’;(y) de la ec. (6) representan correlaciones
cruzadas entre las funciones base para la densidad de carga
sobre las tiras (que pueden ser obtenidas en términos de
las funciones base para la densidad de corriente si se hace
uso de la ecuacién de continuidad [5]). Estas correlaciones
cruzadas pueden ser ficilmente obtenidas para las funciones
base mds sencillas utilizadas tradicionalmente al aplicar el
MdM en el dominio espacial —pulsos rectangulares, pulsos
triangulares, funciones sinusoidales, etc.— [5]. En el contexto
de este trabajo los autores han obtenido analiticamente estas
correlaciones cruzadas para polinomios de Chebyshev pesados
por una funcién que da cuenta de la singularidad de borde
[6]. Este hecho es importante ya que estas funciones base
permiten una convergencia muy rapida del MdM con respecto
al numero de funciones base [6]. Las correlaciones de las
funciones con singularidad de borde pueden ser expresadas
en términos de integrales elipticas completas de primera y
segunda especie. Tanto las integrales elipticas como las fun-
ciones GA:P(y, z|2') y G#P(y, z|2') contienen singularidades
logaritmicas que plantean problemas al calcular numérica-
mente las integrales S;‘j‘- y S;@ de (5) and (6). Para evitar
estos problemas, las singularidades han sido extraidas de los
integrandos e integradas analiticamente.

III. RESULTADOS NUMERICOS

En las Figs. 2(a) y 2(b) se muestran los médulos de Gﬁf
y G®P para un medio de cuatro capas, junto con los errores
relativos cometidos al interpolar dichas funciones mediante la
ec. (7) para diferentes valores del nimero de polinomios de
Chebyshev utilizados en la interpolacion. Pueden observarse
muy bien las singularidades logaritmicas de G2P y G*P en
y = —a e y = 0, singularidades que han sido extraidas
antes de llevar a cabo la interpolacién mediante polinomios
de Chebyshev, tal y como muestra la ec. (7). Mientras que
la Fig. 2(a) muestra que 10 polinomios de Chebyshev son
suficientes para interpolar G2 en todo el intervalo —a < y <
0 con una precisién de cuatro cifras significativas, la Fig. 2(b)
indica que hacen falta unos 20 polinomios para obtener la
misma precisién en el caso de G?P. El que se necesiten
mas polinomios interpolantes en el caso de G%P que en el
caso de GZ:P tiene que ver con el hecho de que mientras
que G*P depende fuertemente de las permitividades de las
capas, G2-P depende fuertemente de las permeabilidades de
las capas, y hay que tener en cuenta que en el medio multicapa
que se ha estudiado en las Figs. 2(a) y 2(b), mientras que las
permitividades de las capas cambian bruscamente de una capa
a la capa adyacente, las permeabilidades de las capas son todas
iguales.
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Fig. 2. Las lineas negras representan las magnitudes de |Gfg;p |[/po (@) y
€0|G®P| (b) para un medio de cuatro capas limitado por aire inferiormente.
Las lineas de colores (verde, roja y azul) representan el valor absoluto del error
relativo cometido en la interpolacién de (7) para un niimero variable N. de
polinomios de Chebyshev. Pardmetros: f = 10GHz, z = 2’ = 0, 6; = 45°,
i = 45°, a =0.5M\0, N; =4, d4 = 0.7mm, d3 = 0.3mm, d2 = 0.5 mm,
d1 = 0.3mm, Er,4a = 2.1 s Ep,3 = 12.5, Er,2 = 9.8, Er,1 = 8.6.

Con vistas a validar las dos herramientas numéricas descri-
tas en la Seccién II —-MdM en el dominio espectral y MdM
en el dominio espacial- los resultados obtenidos con esas
dos herramientas se comparan en la Fig. 3 con resultados
previamente publicados. En particular, se presentan resultados
para la razén de supresiéon de una RPTM de giro de pola-
rizacién por reflexién que fue disefiada en [2]. La razén de
supresion representada viene dada por el cociente |Ej/E}|
de acuerdo con la definicién dada en [4]. La Fig. 3 muestra
que los resultados obtenidos mediante el MdM en el dominio
espectral y con el MdM en el dominio espacial coinciden entre
si, y coinciden con los resultados numéricos publicados en [4].
Ademds, estos tres conjuntos de resultados muestran una buena
concordancia con los resultados experimentales publicados en
[2].

En las Figs.4(a) y4(b) estudiamos la convergencia del MdM
en el dominio espacial con respecto al nimero de funciones
base IV utilizado para aproximar la densidad de corriente en
las tiras metélicas de la Fig. 1. En particular, se representan los
errores relativos entre los valores del coeficiente de reflexion
obtenidos para una RPTM multicapa con N funciones base
(N = 1,3,...) y los valores virtualmente exactos que se
obtienen con un nimero muy elevado de funciones base. Se
observa que conforme aumenta la razén w/a (razén entre la
anchura de las tiras y el periodo), aumenta el nimero de
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Fig. 3. Andlisis de una RPTM sobre capa dieléctrica con plano de masa.
Razén de supresién de la polarizacién en funcién del dngulo de incidencia 6;.
Nuestros resultados (linea azul y linea roja) se comparan con los obtenidos
en [2] (x) and [4] (+). Pardmetros: a/X\o = 0.228, w/a = 0.5, e, = 2.57,
di = 0.164Xg, p; = 66°, v = 90°.

funciones base que se requiere para que converja el MdM.
Concretamente, mientras que la Fig. 4(a) muestra que sélo
se necesitan 5 funciones base para obtener una precision de
cuatro cifras significativas cuando w/a = 0.2, la Fig. 4(b)
muestra que se necesitan 15 funciones base para conseguir
esa misma precisién cuando w/a = 0.99. Asimismo, en las
Figs.4(a) y4(b) también se representa la razén entre el tiempo
de CPU requerido por el MdM en el dominio espectral (ec.
(3)) para obtener el coeficiente de reflexion de la RPTM con
cuatro cifras significativas, y el que requiere el MdM en el
dominio espacial (ecs. (4) a (6)) para obtener el coeficiente
de reflexién con esa misma precisién. La razén de tiempos de
CPU oscila entre 10 y 15, y es practicamente independiente
del nimero de funciones base N y de la razén w/a.

IV. CONCLUSIONES

Se ha llevado a cabo una comparacién entre la eficiencia
del MdM en el dominio espectral y la eficiencia del MdM en
el dominio espacial a la hora de analizar RPTM embutidas en
medios multicapa. Los resultados obtenidos demuestran que si
se calculan eficientemente las funciones de Green periddicas
en el dominio espacial, y si se calculan en forma cerrada parte
de las integrales que intervienen en los elementos de la matriz
de coeficientes del MdM en el dominio espacial, se puede
conseguir que el MdM en el dominio espacial sea un orden
de magnitud mds rdpido que el MdM en el dominio espectral.
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