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2. Resumen

El proyecto trata sobre el estudio tedrico y la resoluciéon numérica de una serie de
ecuaciones derivadas de las ecuaciones fundamentales de Mecanica de Fluidos. Dichas
ecuaciones aplican al estudio del comportamiento o respuesta de burbujas gaseosas que se
encuentran en el seno de un liquido. A lo largo del proyecto las propiedades seleccionadas
para los calculos corresponden a burbujas de CO2 sumergidas en agua, y el tamano de
las burbujas estudiado se encuentra en torno a las 100 micras.

En el cuarto capitulo, se realiza una explicacion tedrica a modo de introduccion de las
ecuaciones generales de partida, a las cuales se les imponen una serie de condiciones de
contorno para que se adapten al problema a tratar. En primera instancia se explica el desa-
rrollo seguido para deducir la Ecuaciéon de Rayleigh-Plesset, la cual modela la dindmica
de una sola burbuja en respuesta a un campo acustico incidente, obteniendo la respuesta
del radio de la burbuja a tal perturbacion.

A continuacién se estudia el comportamiento de una burbuja cuando el liquido que la
rodea contiene gas disuelto (el mismo gas que forma la burbuja). El gradiente de con-
centraciones gaseosas provocara un proceso de difusion masica produciendo un aumento
o disminucién del tamano de la burbuja segtiin corresponda. El citado comportamiento
es descrito por la Ecuacién de Epstein-Plesset, la cual se deduce a partir de ecuaciones
generales, y se realiza un sencillo cdlculo y representacion de un ejemplo.

Una vez expuestos los comportamientos individuales de las burbujas sometidas a dos
perturbaciones distintas (actstica y un fenémeno de difusién), en el quinto capitulo se
procede a analizar el comportamiento colectivo de las nubes de burbujas, formadas por
miles de ellas. En primer lugar se tratan los modos de oscilacion acoplados, generados por
la excitacién que resulta de la respuesta de burbujas vecinas.

Ademas, se explica y propone un sistema algebraico para el cdlculo de la presién total
que dispersa una nube de burbujas excitada.

Por 1ltimo, se expone el concepto de seccion eficaz de dispersion de la nube y se procede
a su calculo numérico y representacion para una nube determinada.

En el sexto capitulo del proyecto se pone fin al circulo, modelando el comportamiento
de las nubes de burbujas, cuando son sometidas a la acciéon conjunta de un campo de
presiones acusticas y un gradiente de concentraciones gaseosas. Al igual que en el tercer
capitulo, la seccion eficaz de dispersion es el principal objeto de estudio. El proceso de
difusion masica ya explicado en el capitulo 4 se introduce como agente perturbador ya
que alterard el tamano de las burbujas con el paso del tiempo (siguiendo la Ecuacién
de Rayleigh-Plesset). Ademas, se disena una pequena correccién a dicha ecuacién, inicial-
mente calculada para una sola burbuja, plasmando de manera maés cercana a la realidad el
fenomeno cuando sucede en una nube de burbujas. Esta correccion consiste en la adicion
de un factor a la ecuacién, que establece una relacion entre la posicion de una burbuja en
la nube y el grado en el que se ve afectada por la diferencia de concentraciones gaseosas.



3. Objetivo y metodologia

El objetivo del presente proyecto se basa en el estudio del comportamiento y la eficien-

cia acustica de una nube formada por burbujas presente en un liquido. En un escenario
realista para las aplicaciones de interés, estas nubes experimentan una variacion en su
contenido gaseoso debido al efecto de la transferencia de masa. Se pretende que uno de
los resultados de este proyecto esté relacionado con la medida mediante ultrasonidos de
las propiedades de los flujos bifasicos presentes tanto en aplicaciones industriales como
médicas.
En la industria naval, alimentaria e incluso en la petroquimica, la presencia de nubes de
burbujas en los liquidos de interés es de gran importancia para el estudio de diferentes
efectos dindmicos. Se hace de especial relevancia cuantificar la composicion gaseosa de
estas nubes mediante métodos no invasivos como los ultrasonidos, que tienen un coste
relativamente bajo. La variacién temporal del contenido gaseoso debido a fenémenos de
disolucion o crecimiento estan por tanto fuertemente conectados con las propiedades de
presion y composicién del liquido donde esté presente la nube. En el caso de la industria
alimentaria y petroquimica, el control y la monitorizacién de la transferencia de masa que
ocurre entre el gas y el liquido se hace critico para optimizar los procesos relacionados,
como el de carbonatacion.

Por otro lado, el uso de ultrasonidos para diagnosis médica se apoya en la presencia
de microburbujas con un alto poder ecogénico introducidas de manera artificial en el
cuerpo del paciente. Esta interaccién ultrasonido-burbujas permite una precisién lo sufi-
cientemente alta para llevar a cabo estudios o diagnoésticos médicos de gran calidad.

Para desarrollar el proyecto y encontrar la relacion existente entre la eficiencia ecogénica
de una nube de burbujas y su composicién gaseosa (la cual puede variar en el tiempo), se
ha seguido una metodologia que parte de formulaciones tedricas basadas en la dindmica
de burbujas aisladas. Estas formulaciones se han ampliado con el fin de tener en cuenta
el acoplamiento dindmico naturalmente presente en las nubes de burbujas.

Los modelos y correcciones planteados convierten al problema objetivo en una tarea muy
compleja de abordar de forma analitica, por lo que se han disenado distintos algoritmos
de resolucion numérica de las ecuaciones completas.

Este Trabajo de Fin de Grado queda enmarcado en los campos de Ultrasonidos y Mecénica
de Fluidos, cuyos codigos UNESCO son 220109 y 220404 respectivamente.



4. Introduccidon tedrica

Para comprender bien los propdsitos de este proyecto, es necesario introducir una
serie de ecuaciones que describen la dinamica de las burbujas al verse perturbadas por un
campo de presién acustica o por un gradiente de concentraciones.

4.1. Dinamica de una burbuja frente a una excitacion acustica:
Ecuacién de Rayleigh-Plesset

En primer lugar, para analizar la respuesta de una burbuja ante una onda acustica,
se considera una burbuja aislada de radio inicial de equilibrio Ry, que se encuentra en el
seno de un liquido de volumen infinitamente grande en comparacién con el tamano de la
burbuja. En el interior de la misma, se encuentra un gas a una presién F,. El liquido, a
una distancia lo suficientemente grande en comparaciéon con la burbuja, se encuentra a
una presion hidrostéatica P.., v se le aplica exteriormente una presion actstica conocida
a priori, P,.(t), dependiente del tiempo (una senoidal por ejemplo), como se muestra en
la Figura 1.

Ro
LIQUIDO

Poo+PaC

Figura 1: Burbuja en un liquido sometida a excitacion acustica

Como el objetivo es hallar la respuesta de la burbuja, R (t) antes una perturbacion
acustica, se procede a hallar caracteristicas del liquido, tales como velocidad, presion y
densidad, en un punto situado a una distancia r del centro de la burbuja, ya que estas
estan directamente relacionados con la variacién de su radio.

%—i—v-(pﬁ)—o (1)

Partiendo de ecuaciones de la Mecanica de Fluidos aplicadas al volumen del liquido
para hallarlas:

Ec. continuidad % + V- (pt) =0 (4.1)

Suponiendo la densidad constante, ya que el liquido se considera incompresible, los térmi-
nos % y V - ¥ se anulan, quedando la ecuacién en coordenadas esféricas:

r2v
7%28(87’ ) = 0(172)

Integrando la ecuacién (4.2),e imponiendo la condicién de contorno v(r = R) = R :

RR =CTE



Sustituyendo el valor de dicha constante y despejando v, se obtiene :

o(r) = BR (4.3)

Ec. cantidad de movimiento Q4§ = —%Vp + %V T | (4.4)

El término de esfuerzos viscosos %V -7 = 0, por ser considerado el flujo radial, que-
dando la ecuacién:

ov(r ov(r
8(75) +u(r) a(r) = _%% (4.5)

Derivando la ecuacién 4.3, respecto de t y de r, e introduciéndolo en la ecuacién 4.5
se obtiene:

2RR24R2R _ R2R2R?R _ _19P
r? r2 3 T por

Integrando mediante separacién de variables, entre Pgr y P, + P, la presion, y entre
R e infinito el radio, se alcanza la ecuacion de Rayleigh:

Ec. Rayleigh 882 | RR = 1[Pg — (P + Pac)] | (4.6)

1
p

Esta ecuacion revela como responde la burbuja ante una perturbacion en la presion circun-
dante. Fue formulada por Rayleigh para explicar la violencia en los fenémenos de colapso
de burbujas (cavitacién).

Con todo este desarrollo, se pretende hallar R(t), es decir, como se comporta R al variar
P,. con el tiempo. Para ello, es necesario calcular el valor de Pg, e introducirlo en (4.6).
La presion F; en el interior de la burbuja, debe ser igual a la presién P, mas el término
de presion debido a la presién de Laplace %’, donde o es la tension superficial, mas un
término de pérdida de carga debido a la viscosidad del liquido, 4u%, quedando:

Py = Pp+ 3§ +4pf (4.7)

En estado de equilibrio, esta ecuacion pasa a ser:

Py = Po + 37 (4.8)

Para obtener Pg, se puede asumir que el proceso de crecimiento o decrecimiento del radio,
es isotermo, por transcurrir lentamente. Entonces se puede escribir ngﬂ'RS = Pg()%T('RO?’ =
CTE; y despejando:

P, = Pgo(%)S. Introduciendo (2.8), P, = (P + %)(%0)_3, y se despeja Pg en (4.7)

Ahora, sustituyendo en la Ecuacién de Rayleigh (4.6), se obtiene:

Ec. Rayleigh-Plesset



U+ RR=1(Pu+ ) (£) " - % —d4pk — P — P] |(49)

Para resolverla, al tratarse de una ecuacién diferencial no lineal, hay que proceder a
linealizarla. Por ser la presion actstica |P,.| << P, si se expresa el radio como R(t) =
Ro(14 X(t)) con | X(t)| << 1.
Realizando el siguiente cambio:

R:RoX

R:R()X

De esta manera, el término cuadratico R2?, puede despreciarse, llegando a la ecuacién
diferencial linealizada en torno al radio de equilibrio Ry:

X +2dX + w2 X = L@ | (4.10)

PR3

_ 2u 2 _ P 20
Con d = o Y Wn = o (3 PgOR0>

20
PyoRo

sea elevado (R >> 10um). De esta manera, w? =

El término

se puede despreciar para casos en los que el radio inicial Ry de la burbuja

3Py0
pRS’

que se conoce como frecuencia de
Minnaert.

Si la onda acustica es del tipo P,. = pa.€™°t, las variaciones radiales de la burbuja seran
)

ondulatorias, de amplitud X del tipo: X = Xe®ot X = juyXeot X = —w2XeMot
P,. = Petwot A
Sustituyendo en (4.10), y despejando la amplitud X:
;P
Ko m

(w2 —w?d)+2diwg

Conviene remarcar que si no fuera por el amortiguamiento o término disipativo 2diw,
para el caso resonante (wy = w,,), el radio de la burbuja se dispararfa al infinito.

Por otro lado, la burbuja se comportarda como una fuente de emisién acustica tras re-
cibir el estimulo externo. La presion actstica radiada o dispersada se relaciona con la
dinamica de las oscilaciénes y se puede expresar como:

R3X
P, = 0=

A partir de esta expresion, y asumiendo unas oscilaciones armoénicas, se puede obtener la
conocida funcion de dispersion f la cual viene dada por:

_ R,
fs o (wn/wo)QfolfQid/wo (411)

Esta funcion estd ligada a la llamada seccion eficaz de dispersion de la burbuja o, definida
por:

o5 = 4| f,|?



la cual representa la eficiencia ecogénica de la misma.

Este fenémeno se analizara con mayor profundidad en el siguiente capitulo, en el cual se
analiza la respuesta total e interaccién entre burbujas en una nube de burbujas, en lugar
de una sola aislada.

4.2. Dinamica de una burbuja transferencia de masa: Ecuacién
de Epstein-Plesset

Una vez estudiada la respuesta de la burbuja frente a una onda acustica externa co-
nocida, en este apartado se analiza la evolucién de la burbuja debido a gradientes de
concentracion gaseosa que existe entre la burbuja y el liquido. Como consecuencia de ello,
mediante el fenémeno de difusién masica, habra un flujo de moles n que tenderd a igualar
las concentraciones. Suponemos igual que en el primer caso, una burbuja de radio inicial
Ry, inmersa en un fluido compuesto por un liquido y un gas, igual al del interior de la
burbuja, infinito en comparacién con ella. En el interior de la misma, se encuentra un gas
a una presién F,. En este caso, consideramos una concentracion gaseosa en la superficie
de la burbuja ¢, igual a la concentracion de saturacion. El liquido, a una distancia grande,
se encuentra a una presion hidrostéatica P, y la concentracién gaseosa es Cqo.

Ro

LIQUIDO+GAS
Coo
Cs Poo

Figura 2: Burbuja en un liquido con gas disuelto, y gradiente de concentraciones.

Como en el apartado anterior, se procede a estudiar las propiedades del problema a una
distancia r del centro de la burbuja, ya que estaran ligadas al comportamiento de su radio.

Ley Fick: i = 4 R*(t) D3| p(4.12)
Donde D es la difusividad masica del gas en el liquido.
Por las condiciones del caso supuesto, el gas se puede considerar un gas ideal:

Py %TI'RS
RyToo

Ley Gases Ideales: n = (4.13)

Derivando (4.13): n = Pﬁ:ﬁ:R

Igualando a (4.12) se obtiene:

R="g=Do|, | (4.14)

Ec. difusién de masa: % + - Ve = DV’c



El término v - Ve es despreciable debido a que la disolucion se espera que sea lo sufi-
cientemente lenta. Expresando esta ecuacion en coordenadas esféricas :

0 0 (120

5= D%E(T26_7C«> (4.15)

Para conseguir condiciones de contorno homogéneas, se hace el cambio de variable: C' =
=== De esta manera, C' € [0, 1], ya que C(o0,t) =0y C(Ry,t) = 1.

La ecuacién (4.15) queda:

oC el aC'y.
G = Drge(r50);

Para resolver esta ecuacion diferencial de manera mas comoda, se puede hacer el cambio
C = %qﬁ(r, t).Las condiciones de contorno pasan a ser: ¢(R,t) = Ry ¢(oo,t) < oc.

Sustituyendo:

% = D%2 | (4.16)

La expresién (4.16), conviene resolverla haciendo uso de la transformada de Laplace,
ya que el radio es un dominio semiacotado. Transformando, ¢(r,t) — ¢(r, s). Usando las
propiedades de la transformada, se obtiene:

¢ — ¢ = 0] (4.17)

Fijando las condiciones de contorno: qB(R, s) = % y é(oo, s) < 00.
La solucion sera del tipo: (ﬁ(r, s) = AeVB + Be V5",

Por la segunda condicién de contorno, A = 0. Aplicando la primera, B = %e R,

Antitransformando, para volver al dominio temporal:

oC _ 1 1
Solr=—(5+ ﬂDt)

Deshaciendo el cambio de variable:

%] = —(e0 — c) (§ + 2)| (4.19)

Sustituyendo la ecuacion (4.19) en (4.14):

Ec. Epstein-Plesset

B= ~BD(e, — ) (h + y25) = = Dles — ) (h + o57) | (420




Esta ecuacion se resuelve numéricamente dada su complejidad. A continuacion se mues-
tra un grafico que simula el comportamiento de una burbuja de CO2 en agua. Para estos
analisis se ha supuesto que ¢, es la concentracién de saturaciéon del CO2 en agua, dada
por la ley de Henry, y que ¢, = 0, es decir, lejos de la superficie de la burbuja el liquido es
agua pura sin CO2 disuelto. D, es el coeficiente de difusion de CO2 en agua a temperatura
y presion ambiental.

—R,=300pm
—R,=200um
R0=1 00pm

0.8 —

0.6 —

R/R,

04—

0 | | | | |

Tiem?ao (s)

Figura 3: Se muestra la disolucién de 3 burbujas de radios iniciales 100um, 200um y
300pm.

Como cabria esperar, cuanto mayor es el tamano inicial de la burbuja, mas tarda en
disolverse en el liquido.

También se puede calcular el caso del crecimiento de la burbuja por enriquecimiento
gaseoso en el caso de un liquido sobresaturado, siendo el valor de ¢4, el doble que ¢,, como
se muestra en la figura:

0 0.2 0.4 0.6 08 1 1.2 1.4 1.6
Tiempo (s)

Figura 4: Crecimiento de tres burbujas de radios iniciales 100um, 200um y 300um.
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5. Dinamica colectiva: Nube de burbujas frente a una
excitacién acustica

En la introduccion tedrica se analiza y se alcanza el resultado de la respuesta de una
burbuja aislada en un liquido infinito, como respuesta al estimulo de una presion acistica
impuesta. En este capitulo se pretende ir un paso mas alla, analizando el comportamien-
to colectivo de una nube de burbujas, la cual serd sometida a una excitacion acustica
externa, y como consecuencia, analogamente al capitulo anterior, los radios de las burbu-
jas experimentaran una variacién oscilatoria en el tiempo, y se producird una una onda
dispersada.

5.1. Dinamica acoplada

A la hora de analizar una nube de burbujas, clasicamente, se ha despreciado la in-
teraccion entre ellas. Sin embargo, esta hipotesis se aleja mucho de la realidad segin va
aumentando el llamado coeficiente de fraccién de vacio de la nube 3. Dicho coeficiente
mide la relacién entre el volumen total de burbujas y el volumen de la nube: g = NA—fg.
Siendo N la poblacién de burbujas, y A el radio de la nube, la cual se considera esférica.

Para dar paso a un resultado numérico a esta cuestion, es necesario un analisis teori-
co previo.

La ecuacién de Rayligh-Plesset (4.9), puede corregirse, anadiendo un factor que contemple
las ondas dispersadas por las burbujas vecinas en el interior de una nube. De esta manera,
se tiene en cuenta el comportamiento global, anadiendo los factores de interaccién entre
burbujas. El comportamiento de una burbuja i, en el seno de una nube con N burbujas,
puede modelarse con la siguiente ecuacion:

Rilty + SRE = —1(Paci + Poo) + 2[Ppoi( ) = 5 — dngi] — 2 300 LR (my) Ry (15) +
+ 2R;(7i;) Rj (7)) (5.1)

Siendo r;; la distancia entre los centros de las burbujas i y j, situadas en el espacio
por su vector de posicién 7; = [z;,y;, 2] ¥ Ti; =t — =L el tiempo retardado.

Coo

Y

Figura 5: Onda acustica plana se propaga en la direccién z, excitando a la nube de
burbujas. Cada burbuja se posiciona segiin su correspondiente vector 7.
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Linealizando la expresién (5.1) en torno al radio de equilibrio Ry, como se hizo con
la ecuacién de Rayleigh-Plesset (4.9), asumiendo que R; = Ro;(1 + X;), con |X;| << 1
obtenemos la siguiente ecuacion:

X T;
Xi +2d; Xy + w2 X = = [Paci + Y pRG 2] [ (5.2)
_ 2y 2 _ Py 20
Con d; = pRZ, Y Wni = Pfgi%i( o PgOz‘ROi)'

Siendo la excitacién acustica incidente una onda plana del tipo P,. = pse e’ la

reacciéon de las burbujas serd ondulatoria del tipo X; = X;e“0’e***. De esta manera,
la respuesta de la nube de burbujas se puede expresar mediante un sistema lineal de N
ecuaciones de la forma:

—1 ’LkT,L‘j

R = e o = S e R X ™ eon i = 1,28 (5.3)
wo

Como se puede observar, la dindmica de oscilaciones en una nube de burbujas es simi-
lar a la de una burbuja aislada analizada en apartados anteriores, anadiendo un término
asociado a las oscilaciones de las burbujas vecinas. Este término, se comporta como otra
fuente de excitacién acustica, variando las oscilaciones de las burbujas en fase y amplitud.
Se puede comprobar facilmente que cuanto mayor sea la distancia entre burbujas r;;, me-
nor influencia tendra, quedando la solucién reducida al término de la dinamica aislada
cuando 7;; — 00, como cabia esperar. El sistema de ecuaciones (5.3) se puede expresar en
notacion matricial de la siguiente forma:

(K —wM)X =TI | (5.4)

Con X = [Xng...X ~] un vector cuyos elementos son las oscilaciones de cada burbu-
ja, Il = %[RSER&Q...R&%] el vector de excitaciéon. K es la matriz de rigidez, la cual es una
matriz diagonal cuyos elementos son las frecuencias naturales de cada burbuja K;; = w?,,;.
Por tltimo, la matriz de inercia M se define como:

1+2d;/wy st 1=
M. /o

v RO] k(zj—z) e W i S ;
-2 € e St 1
R, Tij 7

Se puede comprobar que los términos de las diagonales de ambas matrices correspon-
den a las dinamicas de las burbujas aisladas, conteniendo propiedades individuales tales
como su frecuencia natural y amortiguamiento. Los términos relativos a la dindmica co-
lectiva y acoplamiento se encuentran fuera de la diagonal, y contienen informacion propia
de la nube, como las distancias entre pares de burbujas, relacién entre tamanos, etc.
Como ya se ha comentado, si cuando el término r;; — 0o, ambas matrices serdn diagona-
les, v el sistema quedara reducido a ecuaciones desacopladas que modelizan la dindmica
individual y aislada de cada burbuja.

5.2. Dispersion maultiple

Todo el andlisis sobre las oscilaciones de las burbujas de una nube realizado en el
anterior apartado, permite analizar la presion dispersada o emitida por una nube de N
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burbujas al ser excitada por una presion acustica P,..

Como es légico, el hecho de que una burbuja, no solo reciba la excitacién externa, sino
estimulo por parte de las ondas dispersadas por burbujas vecinas, modificara en ultima
instancia la onda que dispersara esta.

Es por ello, que en el contexto de la dindmica colectiva de burbujas se introduce el término
de Multiple Scattering, o dispersion multiple.

La onda total emitida por la nube se puede expresar como la suma de las presiones dis-
persadas por cada burbuja P, = 21111 P,;.

st

Figura 6: Representacion esquematica del fenémeno de Multiple Scattering. P; es la pre-
sion total dispersada por la nube de burbujas, r; es el vector que posiciona las burbujas
con respecto a los ejes de referencia

Siendo la excitacién actstica P,. = p,e *"te*** la presién de la onda emitida por la
burbuja i serd P,; = pge ™0%e®? de igual manera que en el caso de una sola burbuja,
salvo que en el término de amplitud, para cuantificar la influencia tanto de la excitacion
externa, como de las ondas emitidas por las burbujas vecinas, resultando:

erk|T—75]

psi(m = fsie_Zkzi (paemzi + 61) [7—73

(5.5)

El término &; representa el efecto de las ondas dispersadas por las burbujas vecinas,
de tal forma que:

N ezkrij

&= Z#i psj (7)™ que se puede reescribir como: & = Zj\;z fsi(Pa€™ + &) - (5.6).

Este término constituye un sistema lineal de N ecuaciones para las N burbujas de la
nube. Reescribiendolo en forma matricial se tiene que:

§=All+¢) [(5.7)

siendo & = [£1,&...€x], el vector de presién emitida, y I = p,[e* y 22 eF*N] el
vector de presion incidente. A es la matriz de acoplamiento, y se define como:

0 si i=j
Aij . etk .. .
fsJ st 1F ]

7”71]
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A sera simétrica en caso de que las burbujas de la nube tengan el mismo radio, es decir,
que sean monodispersas.

Si se reescribe la ecuacién matricial (5.7) como (I — A)¢ = All, siendo I la matriz iden-
tidad, podremos hallar el vector de presién dispersada & invirtiendo matrices. Con los
valores de &; conocidos, entrando en la ecuacién (5.5) se podra obtener la onda dispersada
por cada burbuja, y en consecuencia, la onda de dispersiéon total para cualquier punto, ya
sea interior o exterior, de la nube:

. ks ezk:\v?f'rﬂ”
po(7) = L paPet = L, fulpace™ + &) e (5.8)

Con la onda dispersada, y el campo de presién acustica incidente, podemos obtener la
presién total en un punto cualquiera (interior o exterior de la burbuja), por superposicion:

erk| =77

P(7) = Pace™ + 30, foipace™ + &) S | (5.9)

5.3. Seccién eficaz de dispersion

Para concluir el anélisis de la respuesta conjunta de la nube P;, frente a la excitacion
Py, se define el pardmetro X, = [, 7*(£)d(, siendo r la distancia al dentro de la nube,

. 2 . . . . 2
Q un angulo sélido. I, = 25 es 1a intensidad de la onda total emitida v I,, = 2= la

. . . 2pc . . - 2pc
intensidad de la onda actustica. Para distancias mucho mayores que el tamano de nube
Y
se puede aproximar |7 — 73| por r — 77 - u;., con u, vector de direccién de 7, quedando la
presion dispersada como p, = p,Fy—~. F es el término de dispersién analogo a f, (4.11)

utilizado en el andlisis para una sola burbuja, y para el caso de la nube se formula como:

Fy =305, fale®= + S | (5.10)

Como se puede observar, la onda dispersada es una onda esférica. Si la nube de bur-
bujas es esférica, y teniendo en cuenta la simetria de la onda de excitacién, se puede
considerar que el término de dispersion colectiva F depende exclusivamente del angulo
polar 6, que fija el vector i, = [sinf, 0, cosf]. Asi, la seccién eficaz se puede expresar como:

S = Jo [F(0)12dQ = 2m [T 200, fule™ + e 2singd6 | (5.11)

Una vez obtenido este resultado, se procede a calcular valores de la seccién eficaz de
dispersiéon en diferentes nubes de burbujas.

El algoritmo usado para el calculo y representacion genera una nube de burbujas dis-
tribuidas de manera homogénea, asignando a cada burbuja unas coordenadas esféricas
aleatorias. Las posiciones individuales de cada burbuja se representan en un vector 773,
y a continuacién se calcula el vector de presiones ; para cada frecuencia de excitacién.
Por ultimo, se procede a calcular la funcion F, para cada frecuencia, y se integra para
obtener Y. Para la resolucién y representacion, se ha adimensionalizado la seccion eficaz
mediante X, /N7R2 y la frecuencia de excitacién wg/wy,.

En primera instancia, se trabaja con una nube de burbujas sin polidispersién,es decir,
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todas de igual radio inicial Ry. Ademas se calculan los resultados para diferentes valores
de fraccién de vacio .

VNN

2\
X
/

|
|

=

T
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o
&)
|

)
o
it
ol

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18

wo / Wn

o

Figura 7: Espectro de secciones eficaces X,/N7R2 para una nube de N=1000 burbujas
con el mismo radio inicial Ry = 100um.

Resalta de forma evidente un cambio de comportamiento al ir aumentando la fraccién
de vacio 5. Como se puede observar, el pico de maxima seccién eficaz se da para frecuencias
de excitacion wq iguales a la frecuencia natural w,, cuando la fraccién de vacio es demasiado
pequefia. Sin embargo, para la curva de fraccién de vacio 107 ya se observa un cambio de
tendencia, en la cual el pico comienza a desplazarse hacia la izquierda, obteniéndose para
valores de frecuencia menores que la frecuencia natural. Este comportamiento concuerda
con lo expuesto en este capitulo, ya que para valores en los que las burbujas se encuen-
tran separadas entre si, los fendmenos de acoplamiento actstico y dispersion multiple son
débiles, y necesitamos una mayor excitaciéon para obtener una buena respuesta actstica.
Sin embargo, al ir aumentando 3, la proximidad entre burbujas aumenta y las dinamicas
acopladas empiezan a ser considerables, se obtiene la maxima energia dispersada para
valores de excitacién méas bajos. Esto caracteriza el conocido fenémeno de resonancia co-
lectiva.

A continuacion, cabe preguntarse si habria diferencias significativas en el cdlculo de una
nube con indice de polidispersién distinto de 0, es decir, partiendo de una nube con bur-
bujas de radios iniciales aleatorios, siguiendo una distribucién de probabilidad normal,
centrada en R, y con desviacién estandar igual al indice de polidispersién I :

_ (Rg—Rq)
f(Ro) = e 22 |(5.12)
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Figura 8: Efecto de la polidispersiéon
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N=1000 burbujas con radio medio Ry = 100um.

Como se puede observar, para fracciones de vacio pequenas, es decir, nubes muy di-
luidas, el efecto de la polidispersién hace disminuir el pico de seccién eficaz producida,
lo ensancha y se produce antes (para una frecuencia de excitacién menor que en el caso
monodisperso). Esto es debido al espectro mas amplio de tamanos de burbuja, lo que pro-
picia que la nube presente una zona mas ancha de resonancias. Sin embargo, a medida que
la fraccién de vacio aumenta, la seccion eficaz de la nube se ve cada vez menos afectada

por la polidispersién.
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6. Dinamica colectiva con transferencia de masa

Como se explica y desarrolla en el segundo apartado del cuarto capitulo, el hecho de
que una burbuja de un gas se encuentre en un liquido con ese mismo gas disuelto influye
de manera notable en la variacién del tamano de dicha burbuja. La ecuaciéon de Epstein-
Plesset (4.20) modela la dindmica de las burbujas presentes en un medio con gradientes
de concentracion, con la consecuente caida o aumento del radio con el tiempo, debido al
enriquecimiento o empobrecimiento de la burbuja.

En este capitulo el objetivo es el estudio de la dindmica de burbujas sometidas a la
accion conjunta de una excitacién acustica, y de un gradiente de concentraciones de gas
disuelto en el liquido. Para comenzar a calcular los valores de seccion eficaz se utiliza un
algoritmo similar al del capitulo anterior, con la salvedad de que en este caso, el radio y
por lo tanto la fraccién de vacio va a tener una dependencia temporal debido a la diso-
lucion o al crecimiento de las burbujas. Para conseguirlo, el algoritmo ha sido modificado
introduciendo el cédigo usado en el primer capitulo para el calculo numérico de la ecua-
cién de Epstein-Plesset (4.20):

R= —R“}_,%D(Cs — Coo)(§ + ﬁ) = —LD(¢s — Coo) (5 + =)

6.1. Evolucion temporal de la seccion eficaz

En este apartado, se va a obtener la variacion en el tiempo de la seccién eficaz de
dispersién de una nube monodispersa, considerando que todas las burbujas estan some-
tidas a un mismo gradiente de concentracién. En otras palabras, las burbujas estéan lo
suficientemente separadas entre si, como para no notar la influencia de la disolucién de
las burbujas vecinas en cuanto al fenémeno de transferencia de masa.

| | | | | | | J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Tiempo (s)

Figura 9: Célculo de la variacion de la fraccién de vacio 8 con la disolucién de las burbujas
en una nube monodispersa.

Por conveniencia, cada curva calculada representa un valor de frecuencia w = wy/w, =
Cte, y la fraccion de vacio decae con el tiempo, como se ve en la Figura 9, al contrario
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que en la Figura 7 en la cual las curvas correspondian a § = C'te e ibamos variando w.

En todas las simulaciones se ha utilizado una nube inicialmente monodispersa de N=
1000 burbujas con un tamano inicial Ry = 100um.

Se observa en la Figura 9, que la fraccién de vacio de la nube decae lentamente du-
rante la disolucién de las burbujas. Solamente cuando las burbujas estan proximas a su
disolucion completa, se observa una importante variacién temporal en ella.

A continuacion, se procede a representar la evoluciéon temporal de la seccion eficaz de
dispersion de la nube para ciertas frecuencias de interés.

—w=0.2

—w=04

¥, /NnR2
ol

L AN

I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Tiempo (s)

Figura 10: Calculo de las curvas ¥, /N7 R2-Tiempo para frecuencias de excitacién subre-
sonantes (wy < wy,).

1000 1.6

52
0

¥,/N=
Tiempo (s)

100 | | | | | | | 0
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 11: Representacién de los picos de seccién eficaz (Izquierda) y tiempo en el que se
alcanzan (Derecha) correspondientes a frecuencias de excitaciéon wy subresonantes.

Como cabia esperar, a frecuencia w = C'te, la respuesta de la nube es coherente con
el estudiado en el capitulo anterior, ya que el efecto de la disolucién en realidad afecta
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directamente a la fraccién de vacio haciéndola disminuir como se muestra en la Figura 10.
En la Figura 11 se observa claramente la tendencia que experimenta la nube de burbujas.
Los picos de seccién eficaz maxima van aumentando al aumentar la frecuencia de excita-
cion, y se alcanzan mas tarde.

Este comportamiento solo se obtiene cuando la excitacién que recibe la nube es subreso-
nante, es decir, wg < w,. Al resolver el caso con wy > w, la respuesta es completamente
diferente como se muestra a continuacion:

—w=1.0[ T
—w=1.1
w=1.2
w=1.3
102 w=1.4
w=1.5

—w=1.6

0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6

)
EN
o

0.8
Tiempo (s)

Figura 12: Célculo de las curvas X,/NmR2-Tiempo para frecuencias de excitacién super-
resonantes (wop > wy,).
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Figura 13: Representacién de los picos de seccion eficaz (Izquierda) y tiempo en el que se
alcanzan (Derecha) correspondientes a frecuencias de excitacién wy superresonantes .

La Figura 12 muestra el nuevo comportamiento para el caso superresonante, en el cual,
al contrario de lo que sucedia para w < 1, los picos de seccion eficaz se alcanzan antes en
el tiempo al ir aumentando la frecuencia de excitacién, y su valor es menor.

6.2. Influencia de la posicién de las burbujas en la nube

Durante todos los calculos numéricos realizados y expuestos anteriormente, se ha con-
siderado que todas las burbujas de la nube tienen la misma tendencia a disolverse o
aumentar por efecto de la pérdida o enriquecimiento gaseoso, es decir, que todas las bur-
bujas ven el mismo gradiente de concentracion a su alrededor.

Esta suposicién estd alejada de la realidad, sobre todo, en el caso de nubes densas (con
una alta fraccién de vacio), ya que, como resulta evidente, las burbujas situadas en zonas
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cercanas al centro de la nube estardn sometidas a un gradiente de concentraciéon muy
diferente de las burbujas cercanas a la superficie de la misma (Ref 8). Esto se explica por
la distinta disponibilidad gaseosa en el contorno de la nube y el interior de la misma, ya
que la disolucion o crecimiento de las burbujas vecinas afectan a la concentracion local de
gas.

Para los calculos realizados en este apartado, se propone una correccién a la ecuacion
de Epstein-Plesset (4.20).

R=—LD(c—cep) ( + 725) | (6)

El coeficiente ¢, corrige la ecuacion original, introduciendo una dependencia entre la posi-
cién de la burbuja en la nube y su comportamiento frente a un gradiente de concentracion.
En primera instancia, se ha impuesto una dependencia lineal, siendo c.; = (Coo —€s) % +Cs.
De esta manera, si una burbuja situada en el contorno de la nube, es decir r, = A, el
coeficiente c.; tomara el valor de c.,, mientras que para una burbuja situada en el centro
de la nube, 7, =0, c.y = c;.

El comportamiento queda asi mas ajustado a la realidad, ya que el entorno de las burbujas
del interior de la nube, inicialmente, vera una concentracion cs y no comenzara a disol-
verse hasta que el contenido gaseoso de las burbujas mas exteriores comience a difundirse
hacia el exterior de la nube.

Como se observa en la Figura 14, al aplicar una correccién lineal, casi la mitad de las
burbujas no logran disolverse completamente en el tiempo de la simulacién. Esto hace
que la dinamica de la disolucion de la nube sea muy rigida y sus propiedades ecogénicas
varien poco en el tiempo.

Para solucionar esto, se propone corregir el modelo de disolucién de Epstein-Plesset con
una concentraciéon efectiva que dependa exponencialmente de la distancia al centro de la
nube. En este caso ¢y = ¢; — (1 — exp(—7ry,/A))(cs — ¢o0) /(1 — exp(—)).

x107

—~ 0.6

R (m

Tiempo (s)

Figura 14: Dindmica de disolucién de N= 20 burbujas para: a) Modelo desacoplado (cur-
va negra), b) Modelo con correccién lineal (curvas azules) y ¢) Modelo con correccién
exponencial (curvas rojas).

En la Figura 15 se muestra cémo la fraccion de vacio de la nube disminuye en el tiempo
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a medida que las burbujas se disuelven siguiendo los modelos propuestos.

Mientras que en el caso del modelo desacoplado, la nube alcanza su total disolucién, en
los casos més realistas propuestos, se ve que parte de las burbujas (sobre todo las cercanas
al centro de la nube) se disuelven de una forma maés lenta y por tanto la fraccién de vacio
decae mucho més suavemente en el tiempo.

I
—— Desacoplada
Correccién lineal
—— Correccién exponenciall

1 1 1 1 1
0.5 1

108
0 15
Tiempo (s)

Figura 15: Variaciéon temporal de la fraccién de vacio para los 3 modelos de disolucién de
la nube.

A continuacién se va a comparar la evolucion de la seccién eficaz de la nube cuando
es excitada a una frecuencia w fija.
Se observa que la seccién eficaz para los casos de disolucion que siguen modelos corregidos
se mantiene en valores elevados durante més tiempo.

w=02
10° T

f

\/_/f

—— Desacoplado

= Correccion lineal

Correccién exponencial|

-1 | | | I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Tiempo (s)

Figura 16: Evolucion temporal de la seccion eficaz de la nube a frecuencia 0.2 para los
distintos modelos de disolucion.
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Figura 17: Evoluciéon temporal de la seccién eficaz de la nube a frecuencia 0.4 para los
distintos modelos de disolucién.
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Figura 18: Evolucién temporal de la seccion eficaz de la nube a frecuencia 0.6 para los
distintos modelos de disolucién.
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Figura 19: Evolucién temporal de la seccion eficaz de la nube a frecuencia 0.8 para los
distintos modelos de disolucién.
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Figura 20: Evolucién temporal de la seccién eficaz de la nube a frecuencia 1 para los
distintos modelos de disolucién.
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7. Conclusiones y lineas futuras

En primer lugar se ha planteado una formulacion matematica rigurosa de la dinamica
de burbujas ante una excitacion acustica externa y ante una variacién de la concentra-
cién gaseosa del liquido circundante. Esta formulaciéon ha permitido analizar con una base
cientifica los resultados obtenidos en las simulaciones.

Por otro lado, se ha desarrollado un modelo complejo basado en el Scattering Multiple
con el objetivo de caracterizar la respuesta actstica colectiva de una nube de burbujas.
Esto resulta de gran interés para multitud de aplicaciones tanto en la industria (naval,
alimentaria) como en la medicina: el efecto colectivo de las burbujas oscilando sobre su-
perficies o creciendo en un liquido supersaturado dan lugar a fenémenos muy interesantes
para el estudio de la cavitaciéon en las hélices de buques y en la produccién de bebidas
carbonatadas, asi como el desarrollo de herramientas para diagnosis clinica mediante el
uso de ultrasonidos.

Las simulaciones realizadas siguiendo el modelo de Scattering Multiple permiten cuantifi-
car la eficiencia ecogénica de las nubes de burbujas segin su contenido gaseoso o fraccion
de vacio. Se ha comprobado que cuanto mayor es esta, estas nubes dispersan el sonido a
frecuencias de excitacién relativamente bajas. Por el contrario, cuanto mas diluidas estan
las nubes el sonido es dispersado con mas eficiencia cuando las burbujas son excitadas a
su frecuencia de resonancia.

Se ha mostrado la influencia de la polidispersién en tamanos sobre la seccion eficaz de un
nube. Asi pues, se observa que un incremento de la polidispersiéon en nubes diluidas hace
que el espectro de la seccion eficaz disminuya, se ensanche y se desplace hacia frecuencias
inferiores, lo que supone una pérdida neta de eficiencia ecogénica.

Por el contrario, a medida que la nube se vuelve mas densa, las resonancias colectivas a
bajas frecuencias comienzan a dominar. En estos casos, la polidispersién practicamente
no afecta a la eficiencia ecogénica de la nube.

A continuacién, se ha introducido el fenémeno de transferencia de masa en la nube de
burbujas, permitiendo que la fraccion de vacio varie en el tiempo. Para ello, en primer
lugar, se ha impuesto una dindmica de disolucién desacoplada donde cada burbuja se
disuelve de forma independiente siguiendo la ecuacién de Epstein-Plesset.

Con el fin de desarrollar una herramienta técnica que nos permita cuantificar el contenido
gaseoso de una nube en funcion del tiempo, se han construido las curvas que caracterizan
los méximos de eficiencia ecogénica que alcanza la nube a medida que se disuelve.

Por dltimo, para tener en cuenta el acoplamiento existente en la realidad entre la trans-
ferencia de masa existente en cada burbuja y sus vecinas, se han formulado dos modelos
de disolucién de nubes que corrigen al modelo desacoplado expuesto anteriormente.

La caracterizacion de la seccién eficaz en estos casos, a parte de revelar el contenido ga-
seoso de la nube, permite la estimacion de la estructura interna en cuanto a los tamanos
de burbujas. Se ha comprobado que esta seccion eficaz es robusta para frecuencias re-
lativamente altas (w > 0,4), ya que no se observa influencia alguna sobre su variacién
temporal.
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Como lineas de desarrollo futuras se plantea el montaje experimental con el fin de ca-
racterizar acusticamente la composicién y estructura de una nube de burbujas. Estos
resultados permitiran desarrollar nuevos modelos para la disolucion de nubes que contem-
ple de una forma mas realista los efectos colectivos.
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8. Planificacion temporal

Para detallar la planificaciéon temporal se hace uso de un diagrama de Gantt.
En él se descompone el proyecto en sus diferentes partes y se expone la duracién de las
mismas.

Actividad 1: Asignacion de TFG y recomendacion de bibliografia.

Actividad 2: Lectura de bibliografia recomendada.

Actividad 3: Leccién magistral en pizarra a modo de introduccién tedrica.
Actividad 4: Elaboracién del capitulo introductorio (Capitulo 4).

Actividad 5: Tutorfa y aclaraciones del siguiente capitulo.

Actividad 6: Elaboracién del capitulo 5 . Tutorfa y aclaraciones del capitulo 6.
Actividad 7: Elaboracion del capitulo 6 .

Actividad 8: Correcciones del contenido del TFG .

Actividad 9: Correcciones del formato del TFG con el tutor .

25/07/2016  12/08/2016 30/08/2016 17/09/2016 05102016 23/10/2016 10/11/2016 28/11/2016 1&/12/2016 ©05/00/2017 21/01/2017

E -

g 8 7 6 5 4 3 2 1
NICIO 04/02/2017 | 15/01/2017 | 15/12/2016 | 15/10/2016 & 13/10/2016 & 02/09/2016 | O01/09/2016 @ O01/08/2016 | 25/07/2016
m DURACION bl 0 30 60 1 4D 1 31 1
= DURACION

Figura 21: Diagrama de Gantt

El tiempo dedicado estimado a lo largo de los 6 meses es de 270 horas(180 dias a una
media de hora y media por dia).
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