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l .• - LOS ME TODOS DE CONTORNO 

1.1.- Planteamiento matemático de la 
flexión de placas 

El problema de la flexión de placas delgadas re 
side, desde el punto de vista matemático, en la reso� 
lución de una ecuación diferencial en derivadas par-
ciales de caracter lineal definida en la superficie A 
de la placa. Su expresión es: 

o4w o4w D -4- + (Dl+Dz+D +D ) 
2 2 xdx xy yx Ox dy 

d4w 
+ D --

4
- = P(x,y} y�y 

( 1) 

El enunciado del problema se completa con las -
dos condiciones impuestas en el contorno A que depen
den de las coacciones existentes en los bordes de la 
placa. 

¡ 
fig. 1. 

Estas condiciones de contorno pueden ser de dos 
tipos: 

a}Condiciones esenciales de contorno (movimientos) 
b)Condiciones naturales de contorno (fuerzas) 

Adoptando una notación· más compacta para lo expuesto, 
puede decirse que la cuestión planteada consiste en -
la resolución de la ecuación (1) definida en el domi
nio A y que puede escribirse como 

A (w}=L(w}+b (2) 

1 - 73 
brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by Servicio de Coordinación de Bibliotecas de la...

https://core.ac.uk/display/148686476?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1


1. 74 
donde L es un operador diferencial y b una función -
de las variables x,y. 

Esta ecuación está sujeta a dos condiciones de l 
contorno a lo largo de A, que_podrán ser, en . ge�eral,, 
esenciales en un subconjunto A

1 
y naturales en A

2
• Po

drán expresarse, de forma conjunta, por medio de un -
vector columna _!!(w) de dimensiones 2 x 1 que tendrán -
la forma 

_!!(w)=!:!(w)+! (3) 

se entiende que·!:! es un vector 2 x 1 que contiene los -
operadores diferenciales y t otro vector de las mismas 
dimensiones en 'el' q� se encuentran los valores espec� 
ficados en cada subcontorno. 

La resolución directa, o analítica, de la ecua
ción (2) sometida a (3) consiste, como se sabe, en re� 
!izar las cuadraturas necesarias hasta obtener la fun-· 
ci6n incógnita w(x,y). No obstante,esta obtención so
lo es posible en casos de geometría muy simple y cond� 

.ciones de carga y enlac.es muy concretos. Este hecho -
exige buscar otros caminos de caracter esencialmente -
numérico, que posean más generalidad y complementen el 
procedimiento anterior. 

La mayoría de los métodos se basan en asimilar -
w a la expresión siguiente: 

w =N.a. 
l.. l.. 

i = l ,n ( 4) 
donde N. son un conjunto de funciones especificadas 
de antem¡no y a. son otro conjunto de coeficientes -
indeterminados. 1 

1.2.- Métodos de contorno 
Se denominan de esta forma los métodos que par-

ten de una función ;(x,y) que es solución de la ecua 
ción diferencial asociada al problema. En la literatu: 
ra técnica reciben también los nombres de "Boundary 
Methods" o "Método de Trefftz". Puede extenderse su -

aplicación a aquellos casos de contornos que posean 
singularidades, para ello se recurre a funciones que -
sean, también, singulares en esos puntos llamados po
los, auxiliándose as!mismo con ecuaciones integrales.
En este caso reciben e 1 nombre de "Boundary Integral -
Methods" o "Boundary Integral Ecuations Methods". 

Los métodos de contorno se hallan poco propaga-
dos en la literatura técnica, su resolución puede enfo 
carse tanto desde la utilización de los residuos pondel 
rados en sus distintas variantes, como por la creació� 
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de funcionales para hacer uso de las técnicas de los -
métodos variacionales.Asímismo,,el·caracter. de vector que 
puede asignarse a las dos condiciones de contorno exis 
tentes (3) abre, nuevamente, diversos planteamientos.

-

En ( I) se ha elaborado una teoría del conjunto -
de modalidades que aparecen en el Cuadro 1 y se han 
particularizado las expresiones resultantes para el -
problema estructural de la flexión de placas. 

2.- LA FLEXION DE LOSAS ORTOTROPAS 

2.1.- Geometría en planta considerada 
Con estos métodos se ha analizado la flexi6n de 

placas delgadas. La idealización de este tipo estruc-
tural se ha realizado mediante el modelo de la losa o� 
t6tropa, definiendo para ella un comportamiento en teo 
ría lineal y régimen elástico sin deformaci6n a esfue� 
zo cortante. 

fig. 2. 

La geometría estudiada corresponde a una los? 
con dos lados apoyados paralelos de longitud cuales- -
quiera y otros dos lados de geometría arbitraria y con 
diciones de contorno tanto homogéneas, en cualquiera : 
de sus variantes, como viga de borde. El estudio reali 
za do supone, por tanto, una extensión del modelo de la 
losa ort6tropa, con el que, únicamente, se había anali 
zado la losa rectangular o la losa circular (II). 

-

Dado el caracter genérico de la geometría estu-
diada, se ha definido el elemento elemental de losa en 
una direcci6n a , junto con el convenio de esfuerzos -
interiores que se indican en las figuras adjuntas. 



fig. J. 

2 .2 . - 'E xpresiones asociadas al problema 
Utilizando la terminología de (III) la ecuación 

diferencial en derivadas parciales asociada al proble
ma (1) puede escribirse como 

( 5) 
t:as condiciones de contorno tienen la siguiente expre
sión. 
- Condiciones de borde homogéneas 

a) Borde empotrado b) Borde apoyado 
'W 

o 
w,n 

w 
M o 

nn 
( 6. a) ( 6 .b) 

c) Borde libre d) Borde deslizante 

�:n o ( 6 .c) R 
o ( 6 .d) M n 

nn 

- Viga de rigidez en bordes rectos 
Las condiciones de contorno quedan de la forma: 

M 
Rnn 

n losa 

i+l t -(-1) T.R.T. -1-1-1 o ( 6.e) 
losa 

donde T. es la matriz de transporte que relaciona -

los eje;1particulares de la �iga con los generales d� la losa y R. es la matriz que contiene las rigidece� 
a flexión y-torsión de la viga • 

. 2.J.- Resolución de la ecuación diferencial 
La solución general de la ecuación diferencial -

( 5) con las condiciones de borde apoyado en x1 = O y -
x1 = 11 se ha obtenido de la manera usual,como suma -
de la solución w de la ecuación complementaria y de 
una solución partlcular w del tipo Levy-Nadai. Esta 
solución particular se calgula para cada estado indiv� 
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dual de solicitaciones considerado,que proporciona la 
correspondiente w . •  En consecuencia se c;umple que 

Ol.. 
w = w + w · w =�w . 

C O ' O Ol.. 
Es conocido que la relación 

entre los parámetros resistentes 
a tres casos de cálculo. 

2.3.1.- Solución complementaria 

( 7) 

Es la soluci6n de (5) con el segundo miembro nu
lo; es decir: 

K . .  w • • . .  = O  i,j = 1,2 (8) 1J 11JJ • 

La solución complementaria puede ponerse de la -
forma: 

( 9) 

El tipo de resolución adoptado es el presentado 
en (III). Para facilitar su posterior tratamiento por 
computador se define un vector de resultados �· 

t R = ( w;w,t;w, ;Mtt;Mt ;M ;M t;Qt;Q ;Rt;R) (10) - n n nn n n n 
. que debe cumplir 

R = R + R -c -o 
La solución complementaria adopta la forma 

�c = G (� � (x2), � � (lm - x2)) A 
la matriz G es 

( 11) 

( 12) 

Q = Qs • sen A.x1 + � cos A. x1 ( 13) 

siendo G y G las matrices que se adjunta y �, �, � -

las mat;lces-�ue se definieron en (III) para cada uno 
de los casos de cálculo. 

2.3.3.- Solución particular 
La solución particular se ha calculado para tres 

casos particulares de carga: carga puntual, cuchillo -
de carga paralelo al eje ox1 y carga uniforme a todo -
lo ancho de la losa. En los tres casos de cálculo de -
la losa el vector de resultados presenta la forma 

R = G B • A ( 14) -o - -o -o 
donde G es la matriz ( 13) y B y A fueron· igualmente 
definidos en (III). 

-o -o 

2.3.4.- Condiciones de contorno 
Para las condic;i.ones de contorno, la expresión -
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genérica (3) deja paso a 

donde 

ce . F. A +H. 
-i -1n-n -in ( 15) 

el subíndice i expresa el número de borde i = 1,2. 
- el subíndice n indica el término del desarrollo de 

serie. 
- la matriz F es de dimensiones 2 x 4 y se obtiene del 

producto �C<�� (x2), � � (lm - x )) 
- el vector A contiene las constantes de integración -

de la ecua�ión diferencial homogénea, para cada tér
mino del desarrollo en serie, 

- el vector ª se obtiene a partir de la solución part� 
cular R • -o - el vector CC . de dimensiones 2 X 1, contiene las Con-
diciones d�tontorno de cada borde. 

• La obtención de !_ y ª depende del tipo de condi-
ciones de contorno consideradas. 

3 . - APLICACION DE LOS METODOS DE CONTORNO A LA FLEXION 
DE PLACAS ORTOTROPAS 

E 1 vector CC . ( 2 x 1) representa, como se ha di-
cho, las condicion�s de contorno a que está sujeto el 
operador diferencial asociado a la flexión de placas.
En consecuencia, de acuerdo con el objetivo del traba
jo, se han aplicado a CC. cada una de las técnicas de 
contorno que se han desc�i to en el Cuadro 1, obtenien

·dose así las expresiones analíticas correspondientes,-
que quedan en función de las ecuaciones de los boi:-des 
de la placa. Cabe resaltar, que para el caso de bordes 
rectos todas las funciones que aparecen en el análisis 
presentan función primitiva conocida, por lo que el -
problema posee solución analítica. Sin embargo, para -
dar generalidad al trabajo realizado, el estudio de -
sensibilidad de parámetros se ha llevado a cabo median 
te integración numérica por computador. 

3 . 1 . - Estudio de sensibilidad de parámetros 
Para comprobar la validez de los método·s de con

torno en el estudio de la flexión de placas, se ha de
sarrollado un proceso de investigación numérica que ha 
atendido tanto a variables relacionadas con el modelo 
teórico como a las que correspondían a las losas oPtó
tropas consideradas. 

Por ello se ha contemplado lo siguiente: 



a) Aspectos relacionados con el modelo _teórico 
a .l) E ficacia relativa a los métodos de contorno. 
a.2) Características de la integraci6n ·numérica. 
a.3) Identificación de las funciones de peso . 
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b) Aspectos relacionados con la losa ortótropa consid� 
rada 
b.l) Adecuación a distintos órdenes de esviaje. 
b.2) Comportamiento frente a diferentes tipos de so-

licitaciones. 
b.3) Aplicación a condiciones de contorno diversas. 

3.1.1.- Aspectos relacionados con el modelo teórico 
Todos los métodos de contorno considerados han -

demostrado ser válidos para resolver con gran aproxima 
ci6n el caso de losa rectangular, pudiendo señalarse : 
una ligera ventaja para los métodos de Galerkin y míni 
mos cuadrados. Este último método ha seguido mantenie� 
do su eficacia para el caso de losas esviadas,por .lo � 
que el estudio se ha particularizado para el método de 
los mínimos cuadrados en su formulación variacional. 

En este método, el problema se reduce a encon- -
trar la función ; con la que se obtiene el valor es
tacionario dell funcional 

II -2 -2 = A (B1(w) + s2(w) ) d s  (16) 

donde 

( 17) ce e w) = j: 1 
�: � 

Sin embargo es posib e
2

mejorar el rendimiento del pro
ceso introduciendo funciones definidas y positivas de
nominadas de peso, con lo que (16) se tran5forma en: 

rr r -2 -2 
= )¡ (K1B1(w) + K2B2(w) )d s ( 18) 

Para estas funciones K1, K2, resulta conveniente que 
estén relacionadas con el proceso de deformación de la 
estructura, en nuestro caso concreto los mejores resul 
tados se han obtenido al utilizar como K1 y K2 el cua
drado de la condición de contorno asociada a B1 y B2,con 
lo que el integrando de (18) quedaba transformado en -
el cuadrado el trabajo de las condicione� de contorno ¡ 
en un punto del mismo. Este hecho ha permitido conocer' 
el criterio general para identificar funciones de peso, 
en cualquier caso de condiciones de contorno homogé- -
neas. 

Dado el caracter numérico de las funciones de p� 
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so, éstas se convierten en pesos puntuales en los no-
dos en que se apoya la integración. Esto qa lugar a -
que la resoluci6n de un caso se realice de forma itera 
tiva de la manera siguiente. El cálculo comienza util� 
zándose funciones de peso unitarias, lo que permite re 
solver el caso en primera aproximación y obtener unos
valores iniciales de los pesos; haciéndo uso de ellos 
se procesa nuevamente el caso, generando así un méto-
do iterativo que finaliza al obtener.entre dos itera-
ciones sucesivas la convergencia conveniente. Para geo 
metrías rectas esta convergencia se ha producido en l� 
primera iteraci6n,aumentando hasta la segunda para el 
caso de otras geometrías como se verá mas adelante. 

La integración numérica se ha realizado mediante 
la regla de Simpson. Para el caso de bordes rectos,los 
resultados convergen con un corto número de puntos de 
i�tegraci6n, que resulta dependiente de la longitud 
del desarrollo en serie considerado, como se indica en 
el cuadro adjuntG. 

cuadro 2 

Términos del desarrollo 

3.1.2.- Geometría, cargas y condiciones de enlace estu 
diadas 

Se han considerado losas romboidales con áng�los 
de esviaje de 302 y 452. E 1 estudio de solicitaciones 
se ha diseñado de forma que permitiese comprobar la -
eficacia del método en diferentes modos de flexi6n de 
la placa, por ello se han tratado los siguientes casos 
de 
1) 
2) 
3) 
4) 

solicitaciones. 
Carga uniforme constante. 
Carga puntual en el centro de la losa. 
Cuchillo de carga perpendicular a los apoyos. 
Cuchillo esviado de cargas. 

5) Cuchillo de cargas en el centro del vano. 
Los distintos casos de carga se observan en la -

figura adjunta ( fig. 4). 
La condición de contorno de borde apoyado en dos 

lados opuestos se ha conjugado con coacci6n de bordes 
libres o bordes apoyados en los lados oblicuos. Por lo 
que respecta a las dimensiones de las losas, si 
ma L a la longitud de los apoyos prefijados y 
a la iistancia existente entre ellos, los casos 

se lla 
Ll 

de la 
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lib 

angulo a * 
3(>• 1,5 1 0,5 

45° 1,5 1 

op 

1- .¡ 

L2 ..... 
angulo a 

� 
30° 0,66 

45° 1 



losa que se presentan se describen en la figura 5. 

3.2.- Descripci6n del equipo de cálculo 
Como puede observarse, el conjunto de geometrías 

analizadas corresponde a los casos que aparece·n con -
más frecuencia en el ejercicio profesional, por ello -
el soporte informático utilizado ha sido el computador 
Hewlett-Packard 9835 A con intérprete de lenguaje BASIC 
y 50 K - Bytes de memoria libre de usuario. De esta fo_!: 
ma, aunque la capacidad de memoria central presentaba 
limitaciones para el número de términos del desarrollo 
en serie a considerar, se podía conocer el comporta- -
miento del método con los medios de cálculo de un gab� 
nete técnico. 

3.3.- Descripci6n de los resultados obtenidos 

3. 3 .1. - Losas i.s6tropas con dos bordes apoyados y ·dos 
· bordes libres · 

En c.ada uno de los casos procesados se indica -
el porcentaje total del momento flector en la direc- -
ci6n paralela a los apoyos M11 a lo largo de la sec- -
ci6n central, respecto al que resulta de establecer el 
equilibrio estático pertinente. 

Se ha realizado la misma tarea para la reacción 
de Kirchoff en los apoyos. Se ha constatado las difi-
cultades que presenta esta fuerza vertical en las es-
quinas agudas, y que ya se indicaban en (IV), apare- -
ciendo valores elevados en las proximidades de estas -
esquinas; por ello se ha definido en esta zona de irr� 
gularidad otros valores, mediante interpolación parabó 
lica, dando lurar a lo que se ha denominado reacci6n -
modificada y se acompañan los porcentajes correspon- -
dientes a cada uno de ellos. 
- Losa isótropa con ángulo de esviaje 30º y L2 = 1, 5 L1 

Tabla 2 

lt•r•<f'lbne� •t•r Solleit...:16" -·-.. - ( , ) _•_1_·_ l'> :· -odlf (�·; 
M\I e•e (° t.O •1 •llM'�O l ellM.:'W 

.. 100 .1 9 S . S 
9J ., .. 

.t C uc hl Uo • e •r•• ••""�• &'> 97 101 '" · ' 

9&.S t4.8 • •. o 
99 91.6 
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- Losa isótropa con ángulo de esviaje 302 y L2 = L 1 
Tabla 3 

• C•rs• vnitorwe 

Sollclt..cildn -·-· -·-($) 
"11 •••e'-<> 

86 
92.S 
9S 
.. 
.s . s 

__ ._, _· - ($) 
•1 ••..C:t.o 

.. 
117.J 

., .. 
•••• 
11.s 

ª•,-oc11f (SI 
ltl • • •C l O 

• s . s 

- Losa isótropa con ángulo de esviaje 302 y L2 =O, 5 L1 Tabla 4 

1 \e rae-Lo ne• Sul h·h•c''" --"'-'- u• 
Ji1 11 • • - t o 

•, 
ª• e•arto 

( � I ª1,-odll �1 
., ..... . ,. 

• C •r1• P"ftl�I c- • 11 t rada ,, S2 ;. 
• C\KhUlo dll c:•rc • • " e l c•nt r o dotl vano ... " tll 
• C\l!:Mllo de <• "1• e .u • i•dO .. >.1 . . 
. e •f'&• w. nJ.fo rw. • u J.) 7 J . O o ) .� 

- Losa isótropa con ángulo de esviaje 452 y L2 = 1, 5 L1 
Tabla 5 

SoUeit.acldn __ 
.

_ .. __ (ll) "• ,.ódlt (ll) 
"a 1 •••et.o •, axact.o 

u.s 9J . 8 
8' 78 

cucMllo • c ara• ••,,.l ado IS u . • 
86.6 8 1 . 6 

C •rs• liAnito,... 92.7 7S.6 

3.2.2.- Losas isótropas con los cuatro lados apoyados 
Para este tipo de losas, solicitadas por carga 

uniforme, se han comparado los. resultados del método -
de los mínimos cuadrados con los valores proporciona-
dos por Jensen (V) para la flecha y el momento flector 
máximo en el centro del vano. 
- Losa con esviaje 302 y L2 = o,66 L1 

Flecha en el Momento flector 
Iteraciones Nter centro max 

1 6 100, 5% 92% 



- Losa con esviaje 452 y L2 L1 

Iteraciones Nter F1echa en 
centro 

1 7 98, 3% 

4 .- EJEMPLO DE APLICACION 

e1 Momento f1ector 
max 
95% 

Con e1 fin de visua1izar 1a geometría de p1acas 
biapoyadas que pretende abarcar el método y para com
probar la eficacia de 1a extensa información que se -
logra proporcionar sobre el estado de tensiones y de
formaciones en cada punto de la estructura, se ha 
planteado el cálculo de una placa cuyo trazado en 
planta puede corresponder al de una obra de fábrica -
de cinturón arterial urbano o enlace de autopista. 

Como se observa en la figura 6, está formada -

por dos apoyos para1elos de distinta longitud, y dos 
bordes libres, uno de ellos es recto con un ángulo de 
esviaje de 30º y el otro está constituído por una cur 
va de acuerdo definida por las coordenadas de nueve : 
de sus puntos. Las longitudes de cada uno de los la-
dos aparece indicada en 1a misma figura • 

fig. 6. 

. . 

. :����� . . . . . . . . . . . . 

fig. 7. 

Las restantes caracterísitcas de la 1osa son: 
6 E =  2x 10 t/m2 u= 0.15 Espesor: h= 1 m. 

Como solicitaciones de cálculo se ha adoptado -
el tren de cargas de 1a vigente Instrucción española 
de puentes, disponiendo las cargas puntuales en 1a -
forma reflejada en la figura 6. 

Se ha procesado el caso en el computador, consi 
derando cuatro términos del desarrollo en serie Y 11� 
vando a cabo dos iteraciones. Una vez realizado el -

cálculo se han obtenido los va.lores del conjunto de -
esfuerzos interiores y deformaciones que proporciona 
el programa desarrollado para 1a malla de puntos que 
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aparece en la figura 7. 
Esto ha permitido elaborar los datqs que se 

acompañan, que consisten en: 
l.- Trayectorias de momentos flectores principales 
2. - Líneas de ni ve 1 de la superficie deformada de la 

losa. 

S.- CONCLUSIONES 
E 1 conjunto de conclusiones establecidas puede 

separarse en los siguientes apartados 

5.a) Relativas a los métodos de contorno 
- Estos métodos, poco propagados en la literatura 

técnica presentan ventajas computacionales importa� 
tes. 

- Para identificar las funciones de peso asociadas a 
• algunos de estos métodos, resulta conveniente ensa

yar aquéllas que posean cierta relaci6n con el pro
ceso de deformación de la estructura. Para la 
flexión de placas las consideraciones energéticas -
han sido las que han proporcionado mejores resulta
dos. 

·S. b) Relativas a su aplicación a la flexión de plcas 
- Se comprueba que el proceso de integración, asocia

do a estos métodos, es posible realizarlo de forma 
analítica para el caso de contorn�s rectos. As!mis
mo, debido al tipo de funciones f( x1) que inter-
vienen en el método de mínimos cuadrados, el número 
de puntos necesario para efectuar la integración n� 
mérica de forma eficiente es bastante reducido. 

- Todos los métodos de contorno considerados resuel-
ven la losa rectangular. Para las losas esviadas -

puede utilizarse el método de los mínimos cuadrados 
que logra buenas aproximaciones con muy pocos térm� 
nos del desarrollo en serie. 

- Al contemplar geometrías curvas en los bordes, debe 
aumentarse el número de puntos de integración. Esto 
exige únicamente incrementos del tiempo de proceso 
pero no de memoria central. Esta circunstancia tie
ne importancia desde el punto de vista de las posi
bilidades de computaci6n de un gabinete P!ofesional 

- La convergencia de los resultados se produce en la 
primera iteración en el caso de bordes paralelos. -
En situaciones más complejas puede requerirse otra 
iterac.ión._a.qicional. 

1. 89 



1. 90 

5.c) Relativas a los resultados 
En general, los resultados en momentos flectores -

pueden calificarse de muy adecuados, atinque sufren 
cierta merma en el caso de carga puntual. A título 
indicativo, en losas biapoyadas con dos bordes li-J 
bres y esviaje de 302 bastan cuatro términos del de' 
sarrollo en serie para lograr una aproximaci6n me-: 
dia del 95%. En caso de losas totalmente apoyadas -
es necesario incrementar la longitud.del desarrollo 
en serie para lograr aproximaciones similares. 

- La exactitud de los resultados parece depender en -
mayor medida de la relación longitud de apoyos/luz 
libre de la losa, que del ángulo de esviaje. 
Estas conclusiones permiten establecer que los méto 
dos semianal!ticos, co�o es el caso de los present� 
dos, poseen gran idoneidad para abordar problemas -
estructurales reales, obteniendo los niveles de pre1 
cisión necesarios con esfuerzos de ordenador meno-: 
res que los métodos exclusivamente numéricos. 
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