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REDES BAYESIANAS Y DECODIFICACION

JOSE IGNACIO RONDA, SSR-ETSIT-UPM, JIR@GTILSSR.UPM.ES

1. INTRODUCCION

Los cédigos turbo [Berroux| se consideran la primera solucién computacionalmente
factible para alcanzar la capacidad de canal. Poco después de su publicacién [Wiberg]
se descubrié que el algoritmo de decodificacién propuesto se podia ver como un caso
particular de un algoritmo para calcular las probabilidades marginales de una varia-
ble aleatoria discreta multidimensional. Este algoritmo, conocido como suma-producto
[Bishop], se basa en la representacién de una funcién de probabilidad factorizada como
un grafo bipartito en el que unos nodos representan variables y otros nodos representan
factores.

El algoritmo suma-producto proporciona las probabilidades marginales exactas cuan-
do este grafo no presenta bucles, pero en la practica se puede utilizar también, en una
version iterativa, cuando existen bucles pero son largos, como en el caso de las funciones
de probabilidad que representan las probabilidades a posteriori de los bits de los c6digos
turbo o los cédigos LDPC.

En este documento proporcionamos el detalle de cémo el algoritmo suma producto
da lugar a distintos algoritmos de decodificacién propuestos anteriormente. Para ello
vemos en primer lugar que su aplicacién a la decodificacién de un c6digo convolucional
corresponde al algoritmo BCJR, que es el bloque fundamental del algoritmo de decodi-
ficacién de turbocdédigos. A continuacién comprobamos que la aplicacion del algoritmo
suma-producto a la decodificaciéon de un turbocédigo con encadenamiento en paralelo
corresponde al algoritmo de decodificacién de turbocédigos

Finalmente consideramos la transmisiéon en un canal con interferencia entre simbolos
y aplicamos el algoritmo suma-producto a la deteccién de una senal sin codificar para
luego integrar el resultado en un esquema de turboecualizacién.

2. CODICGOS SIN BUCLES

2.1. Un ejemplo sencillo. En esta seccién obtenemos el algoritmo suma-producto
para la obtencién de las probabilidades a posteriori de los bits de un cédigo [Wiberg,
3.1]. Todas las palabras del cédigo tienen la misma probabilidad

_ XC(XI N ,X7)

C|
donde C' es el conjunto de palabras codigo, xc es una funcién que vale 1 uno si la
palabra pertenece al c6digo y cero en caso contrario y |C| es el nimero de elementos de
C, es decir, el nimero de palabras cédigo.

P(Xl7"'7X7>
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Como el cdodigo esta definido por las ecuaciones
X1 0 Xo® Xy =0,
X3® X140 X6 =0,
X1 X5 X7 =0,

donde® representa suma mddulo dos, tenemos

xo (X1, X7) ~ g1(X1, Xa, X4)g2(X3, X4, X6)g3 (X4, X5, X7),
91(X1, X0, Xu) = Z(X1 & X2 & Xu),
92(X3, X4, X¢) = Z(X3 ® X4 & X),

93(X4, X5, X7) = Z( X4 & X5 ® X7),

donde la funciéon Z toma el valor 1 si su argumento vale cero y cero en caso contrario.
Una observacion elemental de gran importancia para simplificar las operaciones es
que una funcién de probabilidad

P(Xla"'va)

contiene la misma informacién que una funcién proporcional a ella

P(X1,...,XN)=cP(X1,...,XN),

puesto que, como

> P(Xy,....Xy)=1

X1, XN

podemos recuperar P a partir de P mediante
P(le"'7XN)

1 -~
= ~P(X1,... Xn) = e
2ox. . xy P(X1, o XN)

basta dividir entre la suma de todos sus valores para recuperar la funcién de probabi-
lidad. Por ello trabajaremos con la funcién

P(X1,...,XN)

)

P(Xb e 7X7) = gl(Xh X27 X4)92(X3a X4a X6)93(X4a X57 X7) ~ P(Xla e 3X7)
mas adelante aplicaremos el mismo prinicipio a otras funciones de probabilidad para evi-
tar calculos inutiles y con frecuencia costosos. Los valores observados en el decodificador
son
donde « es un valor que suponemos conocido y las n; son variables aleatorias gaussianas
independientes de media nula y varianza 2. Las probabilidades a posteriori (es decir,
teniendo en cuenta las observaciones) de las palabras cédigo se calculan por la férmula
de Bayes:

P(Xl,. .. ,X7‘IE1, . ,l’7) = f(ll?l, . ,$7|X1,. . .,X7)P(X1,.. . ,X7)/f($1, . 7$7)
(@1, 27| X1, X7)P(X1, ..o, X7)

(1|Xq) ... far| X7)P(Xy, ..., X7)

~

= =
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donde
(5 — a(=)X)?
f(zi] Xi) ~ exp *W

Esta funcién estd representada en el grfo de la figura 2.1, en la que los circulos repre-
sentan variables y los cuadrados factores. Para obtener las probabilidades a posteriori
marginales de cada bit p(z;) tenemos que sumar respecto de las demds variables. Por
ejemplo, para X; tenemos

p(z1) = P(Xilzy,...,27) = Y P(X1,...,Xz|n1,...,27)
7

y si en lugar de disponer de P tenemos tnicamente una funcién proporcional a ella,
lo que obtenemos serd una funcién p(x;) proporcional a p(z1), que en este caso nos
podremos permitir el lujo de calcular como

p(z1)
#0) +p(1)’
Para aligerar la notacién, en adelante dejaremos de distinguir entre funciones de pro-
babilidad y funciones proporcionales a éstas, pero casi siempre estaremos en el segundo
caso.

Vamos a realizar la suma correspondiente a la marginalizacién de z; intentando mi-
nimizar las operaciones a base de sacar factor comin siempre que podamos. Obtenemos

p(l‘l): Z P(Xl,...,X7|$1,...,LL'7)
Xo--- X7

= f@1lX1) Y [91(X1, Xo, Xa) f (22| X2) [f (24| Xa)C(4) D(4)]],

X2,X4

Clza) = Y [flxs|Xa)f(w6|Xo)g2(ws, x4, w6),

X3,X6

D(ws) = Y [(x5]X5)f (w7 X7)gs(wa, w5, 7).
Xs5,X7

p(z1) =

Para interpretar esta expresién consideremos la figura 2.1. Conviene visualizar el
grafo como un arbol con raiz en el nodo correspondiente a la variable X;. El algoritmo,
conocido como suma-producto se puede describir como un paso sucesivo de mensajes
entre nodos adyacentes. Los mensajes de un nodo variable x a un nodo factor F' son fun-
ciones i, (x) y los mensajes de un nodo factor F' a un nodo variable x son funciones
HF—x (-73)

En nuestro caso:

= Las hojas del arbol, que son todas nodos factor, y, como son hojas, son factores
de una sola variable, envian su funcién al nodo al que estan conectados.

= Cada nodo variable, cuando ha recibido los mensajes de todos los nodos factor a
los que esta conectados menos de uno, envia a éste un mensaje correspondiente
al producto de las funciones que han recibido.
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O

N

Xe X7

Ficgura 2.1. Esquema de paso de mensajes

= Cada nodo factor, cuando ha recibido los mensajes de todos los nodos variable
a los que estd conectado menos de uno envia a éste un mensaje correspondiente
a la contraccién de su funcién con las funciones recibidas.

Se puede demostrar [Wiberg] que este algoritmo estd bien definido, termina en un
numero finito de pasos y proporciona las probabilidades marginales a posteriori de las
variables como producto de los mensajes que le llegan.

2.2. Grafo con forma de cadena. Consideramos una funcién de probabilidad de

la forma
N-1

P(s1,...,sn) = Hi(s1) (H Ey, Sk,8k+1)> Hy(sn).
k=1
Vamos a obtener directamente las probabilidades marginales de los estados., compro-
bando que el resultado equivale a la aplicacién del algoritmo suma-producto. Tenemos,
para 1l <k < N,
P(s1,...,s5) = Hi(s1)F1(s1,82) - Fr—1(sk—1, 8k) Fr(Sk, Sk41) - FN—1(sn—1,58)HNn(5N)

My (51,5---,5%) Ni(Sk41,50-55N)

P(Sk) = Z P(So,...,SN+1)

SjFSk

Z Mk(sl,...,sk) Z Nk(8k+1,...,81\[)

(3_7)1j<k (S_i)7j>k
Notamos
HFy— sy (Sk) E My (81, .., 5k),
(%)7]<k
KFyy1— sy, (Sk) E Ni(8k+15---5,5N),

(s5):9>k
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de forma que
(2'1) P(Sk) = HFp—sp (Sk):U’FkJrl—*Sk (sk)
Por otra parte,

Mpi(s1,... 88) = Mp_1(s1,. .., Sp—1)Fr—1(5k—1, Sk

/'[/Fk—>sk(8k) = Z Mk(817"'78k)

(s5),0<k
(2.2)
= Z Z Mi_1(s1,...,86—1) | Fr—1(sk—1, 5¢)
Sk—1 (85),3<k—1
= Z r 1 —sp 1 (Sk—1)Fr—1(Sk—1,5k)
Sk—1

y, andlogamente,

HFyy1—sg (Sk) = Z HFyyo—rski1 (Sk+1)Fk+1(3k; 3k+1)~
Sk41

Efectivamente, el proceso es exactamente el correspondiente al algoritmo suma-producto,
con la particularidad de que, al estar cada variable conectada tinicamente a dos nodos,
el mensaje que recibe de un nodo pasa directamente al otro sin multiplicarse por otros
mensajes.

Las probabilidades de las transiciones P(sg, sk+1) se pueden obtener de la forma
siguiente:
(2.3)
P(Sl, ey SN) = HI(SI)FI(Sh 82) s kal(sk,h Sk) Fk(sk, Sk+1)

My (51,..-,5k)

Fro1(sk41, Skt2) - Fnv—1(sn—1,s8)Hn(sn)

Ni41(8k425055N)

P(sk,ser1) = Y Pl(so,...5541)

S FSk,Sk41

= Z Mk(sl,...,sk) Fk(sk,skH) Z Nk+1(5k+2,~~-,5N)
(Sj),j<k (Sj),j>k+1

=5y, (k) Fr(Sky Sk 1) Fy 0 sppr (Sk41)-
2.3. Grafo con forma de cadena con ramificaciones . Consideramos ahora una
funcién de probabilidad de la forma

N-1

P = Hy(s1)Hn(sny1) [] pr(en)Grlar, se, skt yr)an(yn).
k=1

Se trata de una modificacién de la estructura de cadena en la que hemos anadido a cada
factor dos variables conectadas a él y a factores en los que figuna ellas solas. Hemos
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anadido dos variables de este tipo a cada factor, pero podiamos haberlas agrupado en
una de forma equivalente. Lo hacemos asi para que el esquema guarde més similitud
con los que aparecen en aplicaciones posteriores.

Para obtener las probabilidades marginales de los estados podemos primero margi-
nalizar conjuntamente respecto de todas las sg, es decir, sumar respecto de las g, y,
y aplicar los resultados del apartado anterior. Los factores correspondientes resultan

Fi(skysir1) = Y pr(@n) Grl@r, sk, sk1, U g ()-
LTk Yk

Para calcular las probabilidades marginales de los x, y; partimos de la funciéon de
probabilidad

P(xk, Yr, 515+, 5N) = Mp(s1,- -, 58) e (k) Gr(Th, Sy Sk41, Uk )Gk (Uk) Net1(Sk42, - -5 SN)

donde hemos sumado respecto de las x;,y;,j # k y utilizado la notacién del apartado
anterior. Sumando respecto de todas las s; obtenemos
(2.4)

P(zr, yx) = pre(or)ar(yr) Z (E s, (58) Gr(Th, Sky Sk 1s Yk ) Ky a—sspss (Sk41)) -

SkySk+1

3. CODICOS CONVOLUCIONALES

3.1. Cddigo sistematico recursivo. En esta seccién comprobamos que el algorit-
mo BCJR para la decodificacién de cddigos convolucionales, tal como se detalla en
[Madhow], corresponde a la aplicacién del algoritmo suma-producto tal como se ha
explicado en la seccién anterior, que corresponde a la descripcién de [Wiberg] y de
[Bishop].

Consideramos la decodificacién suave del codigo convolucional sistematico recursivo
de tasa 1/2 dado por

YVi®Ye 10 Yy 2 =X ® Xgo.

Las palabras c6digo corresponden al diagrama de la figura 3.1, que representa un grafo de
factorizacién en el que los circulos representan variables y los cuadrados factores. Cada
factor vale uno si la suma médulo dos de las variables asociadas es cero. El producto de
los factores es proporcional a la funcién de probabilidad de las palabras cédigo. Como
este grafo presenta bucles, no se le puede aplicar el algoritmo suma-producto.

Para obtener un grafo del cédigo sin bucles introducimos las variables de estado s{, s},
correspondientes al contenido del registro de desplazamiento de la implementacién usual
del codificador. Las ecuaciones del codificador como méaquina de estados son

Y =X @ Sg
Spi1 =X, ® Sp @ Sp
S/i-u :Sg

El resultado es el esquema de la figura 3.2. Obsérvese que si consideramos los factores
por separado también tenemos bucles, porque las variables z, y s? aparecen en las dos
primeras ecuaciones de arriba. Para solventar este problema basta agrupar estos dos
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FicuraA 3.1. Diagrama de cédigo convolucional. No se puede utilizar
este modelo porque presenta bucles.

factores en uno, pero para simplificar la estructura general agrupamos los tres factores
en uno, que queda

h(SR, St Xk, Yie, Spi1.Sh41) = Z(Yi @ X ® S Z(Sp1 & X1 @ Sp @ S1) Z(Shyr © S9).

Ademas de esta forma obtenemos una estructura valida para cualquier modulacién
con memoria.

Vamos a aplicar a este codigo el algoritmo suma-producto. Para ello consideramos la
figura 3.3. Para que el resultado sea aplicable al turbocddigo paralelo vamos a considerar
también que los bits de entrada xj tienen ciertas probabilidades a priori pi. Notando
Sk = (SY,51), S = (Sk), X = (Xk), Y = (Y2), la funcién de probabilidad conjunta a
posteriori es

N
P(S,X,Y) = [ £unlYi) f @kl Xk (Sk, St X, Vi) o (Xi).
k=1

En los bloques del diagrama en los que faltan variables por efecto de la inicializacion y
la terminacién en el estado cero basta sustituir estas variables por ceros.

Como en este codificador cada transicién entre estados (Sg, Sk41) corresponde a un
tnico par de bits X, Ys, podemos considerar los estados como tnicas variables del
modelo y trabajar con la funcién de probabilidad

N

P(S) = H%(Slmskﬂ)
k=1
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F1aurA 3.2. Diagrama de cédigo convolucional con variables de estado.

donde
Vi (Sk, Sk+1) =f (YelY (Sk, Sk+1)) f (2] X (Sk, Skt1))
hi (Sks Sk+1, X (Sk, Sk+1), Y (Sk, Sk+1)) pr(Xk)-

Aplicamos el algoritmo suma-producto a este modelo, que corresponde a los bloques
ampliados representados en linea de puntos. De esta forma obtendremos el algoritmo
BCIJR.

Notamos por ay(S) los mensajes que envian los factores hacia abajo y por Si(S) los
mensajes que envian hacia arriba. El mensaje del médulo superior al inferior es

a1(S1) = 71(0,Sy).

Este mensaje lo transfiere a la salida tal cual el nodo-variable S;. Un nodo genérico
recibe el mensaje ay(Sy) y genera el mensaje

@r1(Sk41) = D (ks Ske1)n(Sk)
Sk
que corresponde a (2.2). Anédlogamente, el nodo-factor N genera el mensaje
BN(Sn) =vn(Sw,0)

y un nodo-factor genérico k que reciba del nodo-variable el mensaje 41 (Sk+1) generard
hacia el nodo-variable Sy el mensaje

Br(Sk) = D W(Sks Skt1)Brs1(Skr1)-

Sk
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FigurA 3.3. Aplicacion del algoritmo suma-producto al cédigo convolucional.

Este calculo proporciona las probabilidades marginales a posteriori de los estados como

Ps, (Sk) = ax(Sk)Br(Sk)

como en (2.1). Para calcular las de los bits de informacién, Xy, bajamos al nivel de
mayor detalle. El nodo-factor hj recibe por su izquierda el mensaje

T (yr|Ye)

y genera hacia X}, el mensaje

my(Xk) = Z e (Sks Stet15 Xy Yio) f (| Yie )k (S ) Be (Sk+1)
X(Sk,sk+1)=Xk,Yk

Z i (Sk, Sk+1, Xy Yie(Sks St 1)) f (Y Vi (Skes Sk1)) vk (Sk) Bre (Sre1)
X (Sk,Sk+1)=Xx

La probabilidad marginal a posteriori de X}, sera el producto de los mensajes que recibe
de los tres nodos-factores vecinos, con lo que obtenemos

Px, (Xx) = f(or] X )pe(X)mp(Xk)

= > Vi (St Sk+1) ok (Sk) B (Sk+1)
X(S;‘HSk_H):Xk

que corresponde a (2.4).
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3.2. Calculo en forma logaritmica. Desde el punto de vista numérico resulta més
conveniente representar los mensajes mediante sus logaritmos m(z) = log u(x). Defini-
mos

ar(Sk) = log ax(Sk),
br(Sk) = log Bk (Sk),
9 (Sk, Sk+1) = 1og V& (Sk, Sky1)-

Definimos también la funcién
m*(z1,...,2,) = log(e®™ + ...+ €"").

De esta forma

= El mensaje de salida de cada nodo-variable pasa a ser la suma de los mensajes
de entrada.
= El mensaje de salida de un nodo-factor de orden dos se calcula como

ak+1(Sk+1) = log ag1(Sk+1)
=10g > (S, Skr1)ax(Sk)
Sk
= log Z 9k (Sk:Sk41) gar(Sk)
Sk

=log ) _ 9 (SrSkr)Far(Si)
Sk

=mg, (9x(Sk,Sk+1) + ax(Sk)) .

Para las variables binarias resulta mds practico representar los mensajes p(z), z = 0,1
mediante

L =log Z;?g =m(0) — m(1).

Entonces los productos realizados en los nodos-variable corresponden a la suma de los
valores recibidos:

111(0)p2(0) #1(0) p12(0)
log = log + log .
pa(1)p2(1) pa(1) p2(1)
La operacién inversa esta dada por
_ p(0) p(0) _ _ 1 L/2 _—LJ2
Lilogp(l) 710g1_p(0) ép*[p(o)ﬂp(l)]i eL/2+€_L/2 |:6 76 i|

v los mensajes generados por los nodos factor correspondientes a las observaciones son

[z X; =0) A

L=log i = 7 o2 4.
8 f(xz‘Xz = ].) sz

y andlogamente para los y;.
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3.3. Cddigo no sistematico no recursivo. Ahora consideramos el cédigo no sis-
temédtico no recursivo dado por
0_ y. ) )
(3.1) AR
’ 1 — . .
Uj =X; 0 X;2.

0, con variables de estado,

Ui = Xk ® 5) @ S},

Ul = X @ S},
(32) )
Sk+1 = Xk,
Sli+1 = Sga

Notamos S = (S7,5:), S = (Sk), X = (Xi), U = (UQ,U}). Al ser X, = S,
prescindimos en adelante de las variables Xj. Como en el caso del otro codificador, la
transicion entre variables de estado determina los valores de los bits de salida,

Uy = UR(Sk,Sk+1) = Sp41 © S} ® Sy,
Uli = Uli(slﬁsk-‘rl) = Slg—i-l D Slia
y podemos escribir la funcién de probabilidad conjunta como

N
P(S,U) = [ [ m(Sk,Sk+1,Us)

k=1

Mk (Sk, Skr1, Ur) =f (u|UY) f (uzlUy)
(3.3) ZUla S 1@0ShaS)Z(Us®Sp®Sh).

W (Sk,Sk+1,Uk)

Notamos por a(S) los mensajes que envian los factores hacia abajo y por 8x(S) los
mensajes que envian hacia arriba. El mensaje del médulo superior al inferior es

al(Sl) = ’}/1(0, Sl)

Este mensaje lo transfiere a la salida tal cual el nodo-variable S;. Un nodo genérico
recibe el mensaje ay(Sy) y genera el mensaje

@k 1(Sk11) = Y Mk (Sk,Skr1, Uk (Sk, Skp1)) ak(Sk)
Sk

= Zf (u|UR (ks Sk+1)) f (ur|Ui (Sk.Sk+1)) k(Sk).
Sk

Anélogamente, el nodo-factor N genera el mensaje

BNn(Sn) =n(Sn,0)
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y un nodo-factor genérico k que reciba del nodo-variable el mensaje Sg11(Sk+1) generard
hacia el nodo-variable Sj, el mensaje

Bi(Sk) =Y mk(Sk, Skt1, Ur)Brs1(Sky1)
Sk

= f(u[Up (Sk,Sk11)) Brs1(Skr1)

Sk

donde
f (i |Ux) = £ (u|UR) f (uilUR) -

Este calculo proporciona las probabilidades marginales a posteriori de los estados como

Ps, (Sk) = ax(Sk)Bk(Sk)-

Las probabilidades del bit de informacién Xy = S 41 se obtienen sumando respecto

de Si, en Ps,, (Sky1) -

En algunas aplicaciones (ver seccién 6) es necesario generar mensajes desde cada
factor W (Sg, Sg+1, Ug) hacia el nodo Uy, correspondiente. Estos mensajes serdn

re(Ur) = Y ar(Sk)Bri1 (Ski1) W (Sk, Skr1, Ug)
Sk:Sk+1

o Z ak(sk)ﬂk+1(sk+1),

Uk (Sk,Sk+1)=Uk

(3.4)

3.4. Calculo en forma logaritmica. Definimos
ak(Sk) = log o (Sk),
bi(Sk) = log B (Sk),
F (u@|UR) = log f (u)|UR) ,
F (ui|Ug) = log f (up|U;) ,
F (u;,|Uy) = log f(ug[Uy) = F (u@|UY) + F (uiUy) ,
ok (Ug) =logrg (Ug).
Tenemos
@k+1(Sk+1) =108 k41 (Sk41)
=1log ) f (ug[Ug (Sk, Sk41)) a(Sk)
Sk

= log Z eF(uk\Uk(sk,sk+1))eak(sk)
Sk
= log Z eF (U [Uk (Sk,Skt1))+ak(Sk)
Sk
=mg, (F (ug|Ug (Sk,Sk+1)) + ax(Sk)),

y, andlogamente,

bi(Sk) = mg, ., (F (ur|Ug (Sk, Sk+1)) + bet1(Sk+1)) -
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Por otra parte, definiendo U = (1),

luego
iyTi QT A
F(uy|Uy) = log fi.(ui,|Uy,) = ;ukUk'
El mensaje de cada factor W al nodo Uy, correspondiente (3.4), en forma logarftmica,

sera,

pr (Ug) = logri(Uy) = log Z ok (Sk) Br+1(Sk+1)
Uk (Sk:Sk+1)=Us

=My, (84,80:1)=Uy (@k(Sk) + bey1(Sk+1)) -

(3.5)

Nota de implementacién: La rutina que implementa los cédlculos de esta sub-
seccién debe recibir como datos de entrada los valores F (u;|Uy). De esta forma serd
més facil integrarla como parte del turboecualizador, donde mediante este parametro
se pasard el mensaje recibido del médulo de deteccién con IES.

4. TURBOCODIGOS

La figura 4.1 representa el diagrama de un cédigo turbo con concatenacién en para-
lelo. La figura 4.2 incluye los factores correspondientes a las observaciones de los bits.
El diagrama presenta bucles, por lo que no se puede aplicar el algoritmo suma-producto
para obtener las probabilidades marginales a posteriori de los bits. Sin embargo la expe-
riencia ha demostrado que aplicando el paso de mensajes en un cierto orden se obtiene
un algoritmo iterativo que produce buenos resultados.

El algoritmo es el siguiente:

1. Consideramos el subgrafo a la izquierda de la linea de puntos 1 de la figura 4.2
(corte 1). Aplicamos a este subgrafo el algoritmo suma-producto.

2. Consideramos el subgrafo a la derecha de la linea de puntos 2 (corte 2). Aplicamos
a este subgrafo el algoritmo suma-producto, pero incluyendo en €l los mensajes
generados en el apartado anterior propagados de izquierda a derecha sobre los
arcos del corte 2.

3. Aplicamos de nuevo al subgrafo del apartado 1 el algoritmo suma producto, pero
incluyendo en él los mensajes generados en el apartado anterior propagados de
derecha a izquierda sobre los arcos del corte 1.

4. Tteramos cierto nimero de veces los apartados 2 y 3.

5. Para terminar calculamos las probabilidades marginales a posteriori de los bits de
informacion multiplicando los mensajes recibidos por los nodos correspondientes
por los tres arcos incidentes.
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F1GURA 4.1. Diagrama de cédigo turbo.

La figura 4.3 ilustra una interpretacion de este algoritmo como iteracién del algoritmo
para la decodificacién del algoritmo BCJR con probabilidades a priori de los bits de
informacién. La operacién descrita en el apartado 1 corresponde a la aplicacién del
algoritmo BCJR al grafo de la izquierda con equiprobabilidad a priori. El apartado 2
corresponde a la aplicacién de este mismo algoritmo al grafo de la derecha con pro-
babilidades a priori correspondientes a los mensajes generados en el apartado 1. Y el
apartado 3 corresponde a la aplicacion del algoritmo BCJR al grafo de la izquierda con
probabilidades a priori correspondientes a los mensajes generados en el apartado 2.

5. DETECCION coN IES

5.1. Esquema general. Consideramos la deteccién de una modulacién 2-PAM sin
codificar recibida por un canal con IES. donde f es la fdp de las muestras de ruido ng,

1 ni
ng) = exp ——-—=.
f( ) /271_0_ 20,2
Suponemos el mismo el canal de [Berroux|. El diagrama de nuestro sistema esta
representado en la figura 6.1. Su formulacién original es

(5.1) zr = aoq (Vi) + a1 (q (Yi-1) +q (Y1) + a2 (¢ (Ye—2) + g (Yiy2)) + 1k
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F1GurA 4.2. Diagrama de cédigo turbo incluyendo observaciones de bits.

Nosotros desplazamos los indices de los Yj para expresarlo de forma causal:

(5.2) 2k = aoq (Ye—2) + a1 (¢ (Ye—3) + ¢ (Ye—1)) + a2 (¢ (Yi—a) + q(Yi)) + ni

y necesitamos variables de estado Ty = (T,&T,i,TkQ,T,f) = (Yi-1,Yi—2, Yi—3, Yi_4),
con las que el sistema queda de la forma

2z = L (Y, T) + ng,
LYy, Tx) = aog (T;) + a1 (¢ (T7) +a (T)))
+ a2 (¢ (T2) +q(Y2)),

(5.3) Ty = Y,
TI§+1 = TI??
Tk2+1 = Tklv

3 _ 72
Tk:+1 - Tk:
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F1GURA 4.3. Algoritmo de decodificaciéon de turbocddigos.

y los factores son de la forma
91 (Th, Thy1, Vi) = Z (T © V) Z (Thy @ TY) Z (TR @ Ty) Z (Tiy © TF)
(54) W(Tg,Trt1,Y%)
f (2 — LYy, T%))-
Tenemos ademds unos nodos factores hoja conectados a las variables Yy, de la forma
Pr(Ye)-

Al tratarse de una red en forma de cadena el algoritmo es esencialmente el mismo
que hemos visto para los decodificadores convolucionales. Ademés T determina Y,
pues Yk = Yk (Tk+1) = T,?+1.

El paso de mensajes de arriba a abajo, por ejemplo, quedaria

k1 (Tha) = Y gk (Th, Thgr, Vi) pre(Yi) o (Ti)
Tr,Y

= 95 (Thy Tiy, i (Thpn)) pi (Vi) o (T,)

Tk
= f (2 = L(Y0 (Thp1) , Th)) W (T, Thpr, Y (Thpr)) pr (Vi) or (Ti).
T
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Obsérvese que para cada Ty los valores de Ty, para los que W (T, Trt1, Yi (Tki1))
vale uno son sélo dos, puesto que Ty determina T}, i = 0, 1, 2. Tenemos una ecuacién
similar para el paso de mensajes i (T) de abajo hacia arriba.

Ademaés ahora hay que generar al final mensajes de los nodos factor g hacia las
variables Y, de la forma

p(Ve) = > an(Tk) Bryr (Tesr) gu(Th, Tapa, Vi)
Ty, Tryr

Esta férmula parece que coincide con la de L¢(x;;) en (11.22) de [Berroux], como debe
ser, porque su ;1 incluye el término de probabilidades a priori pg(Y%) en la expresién
Pr(s|s’) de (11.14).

5.2. Implementacién logaritmica. Definimos

Qg (Tk = log (677 (Tk),

)
bi(Tx) = log Bk (Tk),
F(Ly) =log f (2x — Lg) ,
m(Yy) = log pu(Y%)
Tenemos
1 (Zk — Lk)2
—L.) = _
f (2 k) N exp 902
o~ ex _Z% — 2Lz, + L%
P 202
e _Li — 2Lkzk
*P 202
luego
Li(22, — L
F(L) =log f (5 — Ly) = 222 210,
o
Tenemos

ak1(Trt1) = log g1 (The1)
—log > f(zk = L (Y (Thyr), Th)) W (Th, Thp, Yie (Thrr)) pr(Yie) o (Th)
T

=mry, (1) (LY (Trt1), Ti)) + logpe(Ye) + ax (Tk))

donde T (Tg41) representa el conjunto de valores de Ty compatibles con el valor de
T+1 (dos valores como hemos indicado anteriormente).

Para la generacién de los mensajes b (Ty) el procedimiento es andlogo.

En cuanto a los mensajes hacia los nodos Y,
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m(Yy) = log u(Yy)

=log | Y (Tk)Brsr (Trp1) gr(Th; Thpr, Vi)

Ty, Trta

=log | D> @ (Tk)Brsr (Trs) f (2 = L (Yi (Trga) , To)) W (T, Trogr, Ve (Trpn))

Ty, Try1
=M, 1) (vi) (@ (Tr) + b1 (Tis1) + F (L (Yi (Trt1) , T)))

donde (T, T41) (Yx) representa el conjunto de los ocho posibles valores distintos del
par (Tg, Txy1) compatible con un cierto valor de Y.

Nota de implementacion: La rutina que implementa los calculos de esta seccion
debe recibir como datos de entrada los valores log pi(Y%). De esta forma serd mas facil
integrarla como parte del turboecualizador, donde mediante este pardametro se pasara
el mensaje recibido del médulo de decodificacion del turbocédigo.

6. TURBOECUALIZACION

6.1. Esquema general. Consideramos un sistema de transmisién constituido por el
encadenamiento de un codificador convolucional (CC) NS-NR, operando por bloques,
una permutacién y un sistema 2-PAM que transmite bits equiprobables. El objetivo es
realizar la decodificacién 6ptima aproximada en el receptor mediante un modelo de red
bayesiana.

Notamos por X; los bits de informacién, por Ujl- los bits de salida del CC, por Yj
sus versiones multiplexadas y permutadas y por Zj las amplitudes recibidas. Tenemos
para el codificador la relacién (3.1) y para el conjunto modulador-canal-demodulador
la indicada en la ecuacién (5.2). Introduciendo variables de estado tenemos para el
codificador las ecuaciones (3.2) y para el segundo las indicadas en (5.3).

La funcién de probabilidad es el producto de factores correspondientes a cada uno de
estos grupos de ecuaciones mas la correspondencia entre los U ; y los Y% dada por la per-
mutacién.Los factores asociados al cédigo convolucional son los indicados en (3.3).Los
factores correspondiente a las ecuaciones de la observacién estdn especificados en la
ecuacién (5.4). Las figuras 6.1 y 6.2 representan los grafos factoriales correspondientes.

La figura 6.3 muestra la red global y su descomposicién en dos subredes sin bucles
para la aplicacién del algoritmo suma-producto. El algoritmo es equivalente a iterar las
operaciones sobre grafos en forma de cadena

s Deteccién con IES (seccién 5)
» Decodificacién convolucional (seccién 3.4)

En este esquema equivalente la informacién que pasa del primer médulo al segundo se
transmite en forma de observaciones en el segundo , y la informacion del segundo al
primero en forma de probabilidades a priori de los bits.

Recordamos que la secuencia formada por las variables Yj y la formada por las
variables U, = (UJ,U}!) estdn relacionadas por una permutacion.



REDES BAYESIANAS Y DECODIFICACION 19

73 10

Y,

1 0
T Ty

FI1Gura 6.1. Grafo factorial de la deteccion con IES.

6.2. Evaluacién de prestaciones. Para evaluar la probabilidad de error en funcién
de la energia por bit normalizada hay que tener en cuenta que la senal recibida es

q[n] = z[n] * h[n]
donde z[n| es una senal de muestras independientes de valor 1. Por tanto, R,[m]| =
8[nl,
R,[m] = Ry[m] % him] x h[—m] = h[m] x h[—m],
y
E [q[n]g] = R,[0] = Z h[m)?.
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F1GURrA 6.2. Grafo factorial del codificador convolucional utilizado en
el esquema de turboecualizacién.
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F1cura 6.3. Grafo factorial del turboecualizador y su descomposicion

en dos subgrafos.
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