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Resumen

lo largo del presente trabajo se investiga la viabilidad de la descomposicién
automdtica de espectros de radiacién gamma por medio de algoritmos de
resolucién de sistemas de ecuaciones algebraicas lineales basados en técnicas
de pseudoinversién. La determinacién de dichos algoritmos ha sido realizada teniendo en
cuenta su posible implementacién sobre procesadores de propdsito especifico de baja

complejidad.

En el primer capftulo se resumen las técnicas para la deteccién y medida de la
radiacién gamma que han servido de base para la confeccién de los espectros tratados en
el trabajo. Se reexaminan los conceptos asociados con la naturaleza de la radiacién
electromagnética, asf como los procesos ffsicos y el tratamiento electrénico que se hallan
involucrados en su deteccién, poniendo de relieve la naturaleza intrinsecamente estadistica
del proceso de formacidén del espectro asociado como una clasificacién del niimero de
detecciones realizadas en funcién de la energfa supuestamente continua asociada a las
mismas. Para ello se aporta una breve descripcién de los principales fenémenos de
interaccién de la radiacién con la materia, que condicionan el proceso de deteccién y
formacidn del espectro. El detector de radiacion es considerado el elemento critico del

sistema de medida, puesto que condiciona fuertemente el proceso de deteccién. Por ello se




Resumen

examinan los principales tipos de detectores, con especial hincapié en los detectores de tipo
semiconductor, ya que son los m4s utilizados en la actualidad. Finalmente, se describen los
subsistemas electrénicos fundamentales para el acondicionamiento y pretratamiento de la
sefal procedente del detector, a la que se le denomina con el término tradicionalmente
utilizado de Electrénica Nuclear. En lo que concierne a la espectroscopfa, el principal‘
subsistema de interés para el presente trabajo es el analizador multicanal, el cual lleva a
cabo el tratamiento cualitativo de la seiial, y construye un histograma de intensidad de
radiacién en el margen de energfas al que el detector es sensible. Este vector N-dimensional
es lo que generalmente se conoce con el nombre de espectro de radiacién. Los distintos
radionticlidos que participan en una fuente de radiacién no pura dejan su impronta en dicho

espectro.

En el capftulo segundo se realiza una revisién exhaustiva de los métodos
matemadticos en uso hasta el momento ideados para la identificacién de los radioniclidos
presentes en un espectro compuesto, asf como para determinar sus actividades relativas.
Uno de ellos es el denominado de regresion lineal miltiple, que se propone como la
aproximacién mds apropiada a los condicionamientos y restricciones del problema:
capacidad para tratar con espectros de baja resolucién, ausencia del concurso de un
operador humano (no supervisién), y posibilidad de ser soportado por algoritmos de baja
complejidad capaces de ser instrumentados sobre procesadores dedicados de alta escala de

integracion.

El problema del anilisis se plantea formalmente en el tercer capftulo siguiendo las
pautas arriba mencionadas y se demuestra que el citado problema admite una solucién en
la reorfa de memorias asociativas lineales. Un operador basado en este tipo de estructuras
puede proporcionar la solucién al problema de la descomposicién espectral deseada. En el
mismo contexto, se proponen un par de algoritmos adaptativos complementarios para la
construccion del operador, que gozan de unas caracterfsticas aritméticas especialmente
apropiadas para su instrumentacién sobre procesadores de alta escala de integracién. La
caracterfstica de adaptatividad dota a la memoria asociativa de una gran flexibilidad en lo

que se refiere a la incorporacién de nueva informacién en forma progresiva.
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Resumen

En el capftulo cuarto se trata con un nuevo problema anadido, de fndole altamente
é:ompleja. Es el del tratamiento de las deformaciones que introducen en el espectro las
derivas instrumentales presentes en el dispositivo detector y en la electrénica de preacondi-
cionamiento. Estas deformaciones invalidan el modelo de regresién lineal utilizado para
describir el espectro problema. Se deriva entonces un modelo que incluya las citadas
deformaciones como una ampliacién de contribuciones en el espectro compuesto, el cual
conlleva una ampliacién sencilla de la memoria asociativa capaz de tolerar las derivas en
la mezcla problema y de llevar a cabo un anélisis robusto de contribuciones. El método de

ampliacién utilizado se basa en la suposicién de pequefias perturbaciones.

La prictica en el laboratorio demuestra que, en ocasiones, las derivas instrumen-
tales pueden provocar distorsiones severas en el espectro que no pueden ser tratadas por el
modelo anterior. Por ello, en el capftulo quinto se plantea el problema de medidas afectadas
por fuertes derivas desde el punto de vista de la teorfa de optimizacion no lineal. Esta
reformulacién lleva a la introduccién de un algoritmo de tipo recursivo inspirado en el de
Gauss-Newton que permite introducir el concepto de memoria lineal realimentada. Este
operador ofrece una capacidad sensiblemente mejorada para la descomposicién de mezclas
con fuerte deriva sin la excesiva carga computacional que presentan los algoritmos cldsicos

de optimizacién no lineal.

El trabajo finaliza con una discusién de los resultados obtenidos en los tres
principales niveles de estudio abordados, que se ofrecen en los capftulos tercero, cuarto y
quinto, asf como con la elevacién a definitivas de las principales conclusiones derivadas del

estudio y con el desglose de las posibles lineas de continuacién del presente trabajo.
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Abstract

hrough the present research, the feasibility of Automatic Gamma-Radiation

Spectral Decomposition by Linear Algebraic Equation-Solving Algorithms

using Pseudo-Inverse Techniques is explored. The design of the before
mentioned algorithms has been done having into account their possible implementation on
Specific-Purpose Processors of Low Complexity. In the first chapter, the techniques for the
detection and measurement of gamma radiation employed to construct the spectra being
used throughout the research are reviewed. Similarly, the basic concepts related with the
nature and properties of the hard electromagnetic radiation are also re-examined, together
with the physic and electronic processes involved in the detection of such kind of radiation,
with special emphasis in the intrinsic statistical nature of the spectrum build-up process,
which is considered as a classification of the number of individual photon-detections as a
function of the energy associated to each individual photon. For such, a brief description
of the most important matter-energy interaction phenomena conditioning the detection and
spectrum formation processes is given. The radiation detector is considered as the most
critical element in the measurement system, as this device strongly conditions the detection
process. For this reason, the characteristics of the most frequent detectors are re-examined,
with special emphasis on those of semiconductor nature, as these are the most frequently

employed ones nowadays. Finally, the fundamental electronic subsystems for pre-
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Abstract

aconditioning and treating of the signal delivered by the detector, classically addresed as
Nuclear Electronics, is described. As far as Spectroscopy is concerned, the subsystem most
interesting for the scope covered by the present research is the so-called Multichannel
Analyzer, which is devoted to the cualitative treatment of the signal, building-up a
hystogram of radiation intensity in the range of energies in which the detector is sensitive.
The resulting N-dimensional vector is generally known with the name of Radiation
Spectrum. The different radio-nuclides contributing to the spectrum of a composite source
will leave their fingerprint in the resulting spectrum. Through the second chapter, an
exhaustive review of the mathematical methods devised to the present moment to identify
the radio-nuclides present in the composite spectrum and to quantify their relative
contributions, is reviewed. One of the more popular ones is the so-known Multiple Linear
Regression, which is proposed as the best suited approach according to the constraints and
restrictions present in the formulation of the problem, i.e., the need to treat low-resolution
spectra, the absence of control by a human operator (un-supervision), and the possibility
of being implemented as low-complexity algorithms amenable of being supported by VLSI
Specific Processors. The analysis problem is formally stated through the third chapter,
following the hints established in this context, and it is shown that the addressed problem
may be satisfactorily solved under the point of view of Linear Associative Memories. An
operator based on this kind of structures may provide the solution to the spectral
decomposition problem posed. In the same context, a pair of complementary adaptive
algorithms useful for the construction of the solving operator are proposed, which share
certain special arithmetic characteristics that render them specially suitable for their
implementation on VLSI Processors. The adaptive nature of the associative memory
provides a high flexibility to this operator, in what refers to the progressive inclusion of
new information to the knowledge base. Through the fourth chapter, this fact is treated
together with a new problem to be considered, of a high interest but quite complex nature,
as is the treatment of the deformations appearing in the spectrum when instrumental drifts
in both the detecting device and the pre-acconditioning electronics are to be taken into
account. These deformations render the Linear Regression Model proposed almost unuseful
to describe the resulting spectrum. A new model including the drifts is derived as an
extension of the individual contributions to the composite spectrum, which implies a simple

extension of the Associative Memory, which renders this suitable to accept the drifts in the




Abstract

composite spectrum, thus producing a robust analysis of contributions. The extension
rﬁethod is based on the Low-Amplitude Perturbation Hypothesis. Experimental practice
shows that in certain cases the instrumental drifts may provoke severe distortions in the
resulting spectrum, which can not be treated with the before-mentioned hypothesis. To
cover also these less-frequent cases, through the fifth chapter, the problem involving strong
drifts is treated under the point of view of Non-Linear Optimization Techniques. This
reformulation carries the study to the consideration of recursive algorithms based on the
Gauss-Newton methods, which allow the introduction of Feed-Back Memories, computing
elements with a sensibly improved capability to decompose spectra affected by strong drifts.
The research concludes with a discussion of the results obtained in the three main levels of
study considered, which are presented in chapters third, fourth and fifth, toghether with the
review of the main conclusions derived from the study and the outline of the main research

lines opened by the present work.
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Motivaciones

os factores condicionantes de la eleccién de este tipo de lfnea de trabajo por

el doctorando para la realizacién de la presente Tesis derivan de una serie de

circunstancias, de entre las que cabe citar su incorporacién como colaborador
al Laboratorio de Tecnologfa de Computadores del Departamento de Arquitectura y
Tecnologfa de Sistemas Informdticos de la U.P.M. para realizar su Trabajo Fin de Carrera
en un tema de control robético. Durante el perfodo de realizacién de dicho trabajo, el
doctorando se fue familiarizando con conceptos relacionados con la teorfa de control y el
tratamiento digital de la sefial, asf como con el aparato matemético subyacente a estas
lfneas. A finales de 1988, el citado Departamento firmé un convenio con el Centro de
Investigaciones Energéticas, Medioambientales y Tecnolégicas (CIEMAT), para el
desarrollo de algoritmos de tratamiento de sefial y reconocimiento de patrones que,
utilizando técnicas adaptativas afines a las redes neurales, permitiesen'al CIEMAT, en
dltimo extremo, desarrollar una cdmara ligera de visién de radiacién gamma. El doctorando
fue propuesto por el Departamento de Arquitectura y Tecnologfa de Sistemas Informdticos
como becario para el desarrollo de dicho convenio, y el CIEMAT lo adscribié al mismo.
A partir de dicho momento, y hasta la finalizacién del convenio, el doctorando participé en
el desarrollo de los algoritmos de descomposicién y cuantificacién de espectros de forma

casi exclusiva. Fruto de los citados trabajos es la Tesis que se presenta a continuacién.
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Motivaciones

Una cdmara de radiacién gamma se diferencia de una cdmara convencional de
video en que opera en la regién del espectro electromagnético correspondiente a la radiacién
gamma. El elemento sensible de esta cdmara consiste en una matriz de MxM detectores de
radiacién. Cada uno de estos detectores mide la intensidad de radiacién incidente en el
mismo, Si identificamos cada detector por su posicién (i, j) en la matriz, se obtiene lo que |
puede llamarse una imagen de intensidad de la radiacién. Cabe la posibilidad de incorporar
un analizador multicanal a cada detector de la matriz. En consecuencia, a cada pixel de la
imagen se le asocia un vector N-dimensional de escalares, denominado espectro de
radiacién. E) andlisis de cada uno de estos espectros identifica los radio-miclidos que lo
generan y determina, asimismo, la actividad correspondiente a cada uno de ellos. Este
proceso desdobla la imagen de intensidad global de la fuente en las imdgenes de intensidad
de cada radio-miclido en particular. Esta ambiciosa capacidad de andlisis era una de las

prestaciones de que se querfa dotar a la nueva cdmara.

Otro de los requisitos de la citada cdmara era su portabilidad, a fin de posibilitar
su actuacién en entornos radiactivos hostiles al operador humano. En principio, el principal
obstdculo para conseguir tal portabilidad venfa determinado por las caracterfsticas de los
materiales detectores generalmente utilizados en radiacién gamma, siendo éstos el yoduro
de sodio compensado con talio, NaI(Tl), y el germanio compensado con litio, Ge(Li). Los
primeros requieren un tamafo considerable, y los segundos un criostato de nitrégeno
lfquido, a fin de mantener el cristal a temperaturas de 77° K. La inviabilidad de estos
detectores condujo a la eleccién del yoduro de mercurio (I,Hg), semiconductor que opera
a temperatura ambiente y cuyo comportamiento como detector de radiacién gamma era
prometedor, si bien muy poco conocido hasta entonces, sin aplicaciones comerciales, y atin
objeto de investigacion en laboratorio. Si el comportamiento del IHg como detector en la
regién gamma fuese lo suficientemente bueno como para formar espectros con una
resolucién energética razonable, el camino hacia una cdmara portable con posibilidad de

construir imdgenes selectivas a radio-niiclidos quedaba abierto.

El problema se plante6 entonces en términos de tener que aceptar como detector
a un material que no generarfa espectros de rayas, sino de tipo acampanado. Este tipo de

espectros presentan el inconveniente de que si un elemento estd presente en una mezcla en
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una proporcién relativamente baja, los efectos de sus picos en el espectro resultante quedan
totalmente camuflados por la actividad de los elementos dominantes, imposibilitando una
identificacién por inspeccidn visual del espectro, o por métodos basados en la deteccién de
mdximos en el mismo. Se imponfa entonces la necesidad de desarrollar o adaptar algoritmos
que pudiesen proceder a la identificacién de espectros individuales por procedimientos
automdticos no basados en el estudio de mdximos, sino del espectro resultante en su
conjunto. Los primeros estudios que se realizaron se llevaron a cabo utilizando un modelo
espectral Polo-Cero basado en técnicas de prediccion lineal que mostré de forma
esperanzadora la posibilidad de resolver picos aparentemente invisibles en el espectro. Se
tropez6 entonces con la escasa compactabilidad de tales técnicas, y el hechd de que
requiriesen la resolucién de polinomios en z de alto orden, lo que las hacfa poco atrayentes.
Se pas6 por ello a considerar la posible candidatura de las redes neurales de tipo Perceptrén
y Retropropagacién, las cuales permitfan una rdpida identificacién de los elementos
presentes en las muestras sin precisar la localizacién de polos. Sin embargo, la naturaleza
intrfnsecamente no lineal de tales técnicas imposibilitaba el avanzar hacia un segundo
escaldn en el proceso de tratamiento del espectro, a saber, la cuantificacién de las
aportaciones relativas individuales presentes en el mismo. En este sentido, se inicié el
estudio que da origen al presente trabajo considerando la utilizacién de memorias
asociativas basadas en la formacién de la matriz pseudo-inversa del sistema lineal muiiltiple
asociado, y fue en este caso cuando se comenzd a obtener resultados altamente satisfacto-
rios. En una primera fase se consigui6 identificar y cuantificar espectros compuestos en los
que uno de los espectros estuviese incluso dos 6rdenes de magnitud por debajo de otro.
Posteriormente se considerd$ la posibilidad de tratar los espectros deformados por derivas
instrumentales débiles, y se consiguié extender el método de la matriz asociativa
pseudo-inversa para resolver satisfactoriamente el mismo y, finalmente, se elaboraron otros

tipos de metodologias afines para el tratamiento de derivas mds serias.

Colateralmente, dado que la descomposicién de MxM espectros N-dimensionales
es un problema de alto orden, y que la rapidez en la algoritmia es un requisito fundamental,
se consideré conveniente realizar un filtrado de las técnicas de regresion lineal utilizadas
para considerar aquellas 6ptimamente adaptadas para su implementacién sobre procesadores

espectficos de alta escala de integracion. Las arquitecturas VLSI dedicadas constituyen una
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de las Ifneas de investigacién del Laboratorio de Tecnologfa de Computadores, adscrito al
Departamento de Arquitectura y Tecnologfa de Sistemas Informdticos de la Universidad
Politécnica de Madrid. En este sentido, el estudio para la realizacién préctica de tales
estructuras, constituye una motivacién afiadida de considerable interés como lfnea de

continuacién del presente trabajo.
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1 trabajo desarrollado constituye un estudio sobre la aplicacién y la posterior

implementacién VLSI del modelo estadfstico de regresién miiltiple, con el fin

de resolver un problema concreto, que es el andlisis de espectros de
radiacién gamma de baja resolucién. La adopcién de esta metodologia de descomposicién
de espectro completo se sustenta sobre dos argumentos fundamentales. Primero, desde la
perspectiva m4s amplia de la espectroscopfa nuclear, la técnica alternativa de biisqueda de
fotopicos en el espectro problema no resulta apropiada en espectros de baja resolucidn,
debido a la dificultad o imposibilidad de discriminar entre picos anchos y solapados entre
sf. Segundo, el estudio se enmarca dentro de un proyecto mds amplio, cual es el de la
construccién de una cdmara de visién para radiacién gamma, que incorpore la formacién
selectiva de la imdgen de la radiacién procedente de un radio-is6topo determinado. La
consiguiente necesidad de rapidez en el andlisis del espectro correspondiente a cada uno de
los pixels de la imagen, parece desaconsejar la buisqueda de fotopicos, por constituir el
ajuste de cada uno de ellos un problema adicional de regresién con varios pardmetros no
lineales. Recientes publicaciones sobre espectroscopfa de absorcién aconsejan asimismo la

adopcion de la vfa del andlisis del espectro completo.

Sentadas estas premisas, se pensé en iniciar un estudio metodolégico del problema
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Objetivos

empleando técnicas de regresién lineal miltiple, que permitiesen abarcar el estudio del

espectro completo por procedimientos autom4ticos o semiautomdticos. Con este fin se

fijaron los siguientes objetivos especfficos:

1.

Conseguir la descomposicién de espectros de radiacién generados por la superposi-

cién de la actividad de varios radio-nticlidos puros mediante el marcado de la
presencia o ausencia de los componentes individuales presentes en una base de

espectros de referencia.

Cuantificacion de las tasas de presencia de los mismos en el espectro compuesto

indicando éstas términos relativos.

Abarcar bases de referencias que puedan contener hasta diez espectros referencia.

Permitir la construccién de algoritmos resolutores compactos y que puedan ser

ampliables o modificables en forma recursiva.

Resolver espectros que contengan dos radio-niiclidos con proporciones relativas de

1:100 como méximo.

Determinar un conjunto de algortimos para identificacién y cuantificacién de

espectros que sean suficientemente robustos ante distorsiones en el espectro
compuesto producido por derivas en la ganancia y en el "offset” de la instrumenta-

cién del sensor.

Estudiar las posibles variantes algorftmicas que permitan la implementacién de los

mismos sobre procesadores especificos de alta escala de integracién.
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Capitulo

INTRODUCCION A LA
DETECCION Y MEDIDA DE
RADIACION

1 término radiacién se usé hasta finales del siglo pasado para describir las
ondas electromagnéticas. A la vuelta del siglo se descubrieron los rayos X, los
electrones y la radiacién natural. A pesar de que estos nuevos fenémenos
mostraban caracterfsticas de partfculas, también pasaron a formar parte del concepto de
radiacién. En los afios 20, De Broglie desarroll6 la teorfa de la dualidad de la materia y
puso fin a la controversia onda-partfcula. Hoy en dfa se entiende por radiacién todo el
espectro electromagnético, asf como las partfculas atémicas y subatémicas que han sido

~ descubiertas.
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Podemos dividir la radiacién en ionizante y no ionizante. Si una radiacién es capaz
de ionizar el medio que atraviesa se denomina ionizante. Radiacién no ionizante son las
ondas de radio, la luz visible y la luz ultravioleta. Radiacidn ionizante es el resto del
espectro electromagnético de menor longitud de onda (rayos X y gamma). El material de
este capftulo se refiere a esta ltima. Especfficamente, se da una descripcién, por una parte,
de los principios fisicos implicados en el proceso de interaccién radiacién-materia y, por
otra, de la instrumentacién bésica de deteccién de radiacién gamma que ha sido desarrollada

en base al conocimiento de estos principios.

1.1 NATURALEZA ESTADISTICA DE LA EMISION
RADIACTIVA

La emision de radiacién es la cesién de energfa de un sistema cuando pasa de un
estado de mayor energfa a otro de menor energfa. De acuerdo con la teorfa cudntica, esta
energfa es una cantidad discreta. Asf, aunque se den las condiciones de transicién de estado,
esta puede producirse o no hacerlo. Con la introduccién de la teorfa cudntica, el destino de
un sistema ya no estd determinado por sus condiciones iniciales y la interaccién con su

entorno. El estudio de la Ffsica cambi6 entonces de determinfstico a probabilistico.

La emisién de radiacién nuclear obedece las reglas de la Mecdnica Cudntica y por
tanto el nimero y la distribucién energética de las partfculas emitidas en un fenémeno
nuclear tendrd siempre un grado de incertidumbre estadfstica. La intensidad de una fuente
radiactiva viene dada por el mimero de partfculas emitidas por unidad de tiempo. En

cualquier caso, s6lo seremos capaces de computar medias globales.
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1.2 INTERACCION DE LOS RAYOS X Y GAMMA
CON LA MATERIA

La deteccién de la radiacién es posible debido a que la interaccién de la radiacién
con la materia produce fotones, pares i6n-electrén o pares electrén-hueco. El nimero de
iones, fotones, o pares electrén hueco depende de la fraccién de energfa de la radiacién
consumida en el volumen sensible, de las propiedades del material y, algunas veces, de la
naturaleza de la radiacién. En el disefio de detectores y en el andlisis de la informacién
obtenida de ellos, es importante conocer la rapidez con la que la radiacién cede su energfa
en el medio, la relacién entre el nimero de pares y la energfa ..., en fin, la naturaleza de
la interaccién para saber interpretar el espectro de la emisién. Discutimos ahora estos

aspectos referidos sobre todo a la radiacién gamma y los rayos X.

Los rayos X y los rayos gamma son radiacién electromagnética. Considerados
como partfculas, podemos considerar que tienen masa y carga igual a cero. Un nombre
comiin para los rayos X y gamma como partfcula es el de fordn. La relacién entre su

energfa y frecuencia viene dada por la conocida relacién:

E=hy = h{. (1.1)

No hay una frontera clara entre ambas radiaciones. El término “rayos X" se aplica
a los fotones con E < 1 MeV. Gamma son los fotones con E > 1 MeV. Hay una larga
lista de posibles interacciones de fotones, pero las mds importantes van a ser discutidas

ahora: el efecto fotoeléctrico, el efecto Compton y la produccién de pares ([12]).

El efecto fotoeléctrico es una interaccién entre un fotén y un electrén. Como re-
sultado del choque, el fotén desaparece, comunicando toda su energia al electrén, que es

expulsado del dtomo como un electrén libre o foroelectrén (Fig. 1.1a). La energfa cinética
delelectrénes T = E - B, donde E_ es la energfa del fotén y B la energfa de enlace del

electrén.
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El efecto Compton es una colisién entre un fotén y un electrén libre. Por supuesto,

en circunstancias normales, los electrones de un medio no estdn libres, sino ligados. Sin

embargo, si la energfa del fot6n es del orden del KeV., el electrén puede ser considerado

libre. El fot6n no desaparece tras un efecto Compton. S6lo su energfa y su direccion de

movimiento cambian (ver Fig. 1.1b). La energfa del fot6n disminuye en una cantidad que

se le entrega al electrdn.

La produccion de pares es una interaccién entre un fot6n de energfa mayor a 1.02

MeV. y un micleo. Como consecuencia de la interaccién, el fot6n desaparece y aparece un

par electrén-positrén (Fig. 1.1c). Para energfas
mayores de 2 MeV, este es el proceso de inte-

raccién mds importante.

Cuando un fotén viaja a través de la
materia, puede interaccionar de cualquiera de las
tres formas antes discutidas. La Fig. 1.2 ilustra
la importancia relativa de las tres interacciones

en funcién de E_y Z, la energfa del fotén y el

nimero atémico del material que lo absorbe
([13]). Consideremos un fotén con E = 0.1
MeV. Si esta partfcula incide en el carbono (Z
= 6), el efecto Compton es el mecanismo de
interaccion predominante. Si el mismo fotén
interacciona con yodo (Z = 53), el efecto fotoe-
léctrico prevalece. Para una partfcula gamma de
1 MeV, el efecto Compton predomina con inde-
pendencia de Z. Si un fotén de 10 MeV interac-
ciona con el carbono, el efecto Compton ser4 el
fenédmeno casi exclusivo. El mismo fot6n en
yodo serd interceptado, principalmente mediante

produccién de pares.

Electrén Libre

a ) Efecto Fotoeléctrico

Electrén Libre

b ) Efecto Compton

Electrén Libre

[ ]
* osltron
»QL ;r(;‘otén
K

C ) Creaclén de pares

Fig. 1.1 Modos de interaccion de la radia-
cién X y gamma con la materia ({12]).
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Fig. 1.2 La importancia relativa de las tres principales
interacciones gamma ([13]).

La probabilidad total de interaccién es la probabilidad de que se produzca una

interaccién de cualquiera de las tres modalidades por unidad de distancia. Si una emisién

monoenergética de rayos gamma de intensidad I, atraviesa un material de espesor T, la

fraccién que atraviesa el medio sin ninguna interaccién es igual a e 7 (Fig. 1.3), siendop
el llamado el coeficiente de atenuacion lineal del material. La probabilidad de que un fotén

no interactie con un material de espesor T es:

n° de particulas transmitidas _ Toe™

= e-"'T
n® de partfculas incidentes I
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Lo

T

Fig. 1.3 La intensidad de la radiacién transmitida (sélo
los fotones que no interactuaron) decrece exponencialmente
con el espesor del material.

1.3 INTRODUCCION A LOS DETECTORES
DE RADIACION

La historia de los detectores de radiacién nuclear corre paralela con el crecimiento
de la ffsica atémica y subatémica. Un ejemplo es el descubrimiento por Réentgen de los
rayos X en 1895 usando emulsiones fotograficas. Desde entonces, las emulsiones han sido
ampliamente empleadas como detectores de radiacién. Al afio siguiente, Bequerel descubrié
la radiactividad con la ayuda de placas fotogrdficas. Rutherford utiliz6 una pantalla
fosforescente y un microscopio para ver los destellos de luz producidos por partfculas alfa
en sus famosos experimentos. Su descubrimiento del niicleo atémico estuvo basado en ellos.
Detectores similares conocidos como espintaroscopios, desarrollados por Crooks en 1903

fueron los precursores de los detectores de centelleo.

También se descubrié que las radiaciones producfan ionizacién en el aire. Elec-
troscopios y electrémetros fueron usados en el descubrimiento de los rayos c6smicos. Marie
Curie usé electrémetros en sus estudios de la radiactividad de una amplia variedad de
sustancias. Usando estos simples instrumentos, llegé a la conclusién de que la actividad era

proporcional a la cantidad de sustancia radiactiva presente.

La extrema dificultad de contar chispas fosforescentes animé a Rutherford y a
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Tabla 1.1
INTERACCION
Contador de ionizacién
Contador proporcional Ionizacién Gas
Contador Geiger
Contador de centelleo Sefial Produccién de fotones Gas’stl;l?::’do y
Contador de semicon- Produccién de pares electron hueco a:
Sélido
ductor
Contador de Cherenkov Produccién de fotones por efecto Che- Gas, lu.lundo y
renkov sélido
Emulsién fotogréfica Sélido
Cdmara de nube Gas
Tonizacién
Cémara de burbujas Traza Liquido
Cémara de chispas Gas y sélido
Detectores fotocrémicos Cambio en la oxidacién de iones de Sélido
hierro

Geiger a buscar un detector mejor. Dos hechos fueron fundamentales. Primero, las
radiaciones producfan iones. Segundo, los iones se multiplican en la presencia de un campo
eléctrico suficientemente alto. En 1908 anunciaron un detector operativo. Desde entonces
se han producido varios avances importantes en los métodos de deteccién de la radiacién
nuclear (5], (8], [13]).

La Tabla 1.1 muestra los diferentes tipos de detectores usados en la actualidad. Los
contadores de traza son de interés para los fisicos de particulas de altas energfas. Los
contadores de tipo sefial son de interés para radioqufmicos, fisicos de partfculas de baja

energfa, bi6logos, bioqufmicos y gedlogos que utilizan técnicas de radioisétopos.
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Radiacién .
incidente _'A_““p"t”d
S |
I
Sefal :
Detector }

Tiempo

F ig. 1.4 Principio de operacién de un contador de pulsos. Variacién de la
amplitud de pulso como una funcién del tiempo que sigue a la incidencia de una
particula en el detector.

1.3.1 CONCEPTOS BASICOS

La operacién de un contador de pulsos tfpico se indica en la Fig. 1.4. Una particula
cargada incide sobre el detector y origina una sefial o pulso a la salida. Las sefiales llegan
de forma aleatoria en el tiempo, pero la frecuencia media de ocurrencias estd determinada
por la intensidad de la radiacién. La proporcionalidad entre la amplitud de la sefial o altura
del pulso y la energfa de la radiacién, la eficiencia del contador, la resolucién de energfa
y la anchura del pulso son algunos de los factores que se consideran al escoger un tipo u
otro de detector. Discutimos ahora las caracterfsticas que influyen en la eleccién de un con-

tador.

La éﬁciencia puede ser definida como la razén del nimero de sefiales detectables
producidas y el nimero de las radiaciones incidentes. Algunas veces, especialmente para
radiaciones de baja energfa, la amplitud de las sefiales producidas puede ser méds pequeia
que el ruido, siendo asf imposible detectarlas. Un factor influyente en este sentido es la
electrénica empleada para analizar las sefiales. Esta tiene lfmites de sensibilidad, por lo que
pulsos con amplitudes por debajo del limite inferior no serdn detectados. Por lo tanto, la
eficiencia de un contador variar4 con los Ifmites inferiores de la electrénica que sigue al de-

tector.

La resolucién de energfa de un contador es la medida de su capacidad para dis-
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Nimero de pulsos
contados

{
MpFr——————

Amplitud del pulso

Fig. 1.5 Distribucién tipica de acumulacién de
pulsos de una radiacién monoenergética E. El par4-
metro FWHM determina la resolucién del detector

criminar entre radiaciones de energfas cercanas, por lo que es el pardmetro mds importante
de un espectrémetro. En un sistema ideal, la absorcién de fotones de la misma energla
produce pulsos de la misma amplitud y la electrénica alimenta el analizador multicanal con
seiiales idénticas, lo que provoca una acumulacién de cuentas en un canal \inico correspon-
diente a esa amplitud de pulso. Los espectros resultantes de este sistema ideal son espectros
de rayas de la anchura de un sélo canal. En la préctica, las lfneas espectrales se dispersan
a lo largo de varios canales como consecuencia de que los procesos de recoleccién de carga
en el detector siguen una pauta estadfstica y a que, ademds, posteriormente el ruido de la
electrénica de tratamiento del pulso contribuye a esta dispersién en canales. Una distribu-

cién tfpica de altura de pulso se muestra en la Fig. 1.5.

La duracién del pulso en el tiempo es otro de los factores importantes que usual-
mente son considerados al seleccionar un detector. Si la duracién es grande se provoca el
solapamiento de pulsos o efecto de apilamiento, con el consiguiente error en la asignacién
de canal al pulso. El pulso tiene dos partes: la rampa de subida y la pendiente de bajada.
La primera estd determinada por las propiedades del contador (tales como el tiempo de
recoleccién de iones o pares electrén-hueco) y la segunda depende de la constante RC del
sistema. La anchura total puede ser reducida disminuyendo la constante de tiempo; sin
embargo, una relacién apropiada entre el tiempo de recoleccién y el tiempo de bajada debe

ser mantenida para conservar la proporcionalidad entre la energfa y la altura del pulso.
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La amplia gama de energfas cubierta por los espectrémetros nucleares -desde rayos

X de 1 KeV hasta partfculas de 100 MeV- hace imposible disefar un sistema éptimo para

el rango completo ({1]). La incidencia de un pardmetro dado cambia radicalmente con la

energfa. Por ejemplo, el ruido electrénico es el factor dominante en la resolucién a bajas

energfas, pero, a altas energfas, su efecto es despreciable con respecto a los fenémenos

estadfsticos en el detector. Estas consideraciones conducen a establecer, si bien con

fronteras a veces poco precisas, tres grupos de espectrémetros ([1]):

1-

1.4

Espectrémetros de partfculas de alta energfa. Se caracterizan por su sensibilidad
a factores como atrapamiento de cargas en el detector y derivas en ganancia de
amplificadores, ya que la importancia de estos efectos aumenta linealmente con la
energfa. El ruido de la electrénica es pricticamente despreciable. Se emplean

detectores de silicio en estas aplicaciones a temperatura ambiente.

Espectrémetros de rayos gamma. Miden energfas mayores 30 KeV y usan
detectores de Ge o INa, ya que el silicio no es eficiente a estas energfas. Todos los
factores que juegan en contra de la resolucién, ruido electrénico, estadfstica del

detector y atrapamiento de cargas, tienen importancia.
Espectrémetros de rayos X. Energfas inferiores a 30 KeV. La resolucién estd
dominada por el ruido electrénico. Para disminuir su efecto se emplean detectores

de silicio a 77 °K con el fin de reducir la corriente de deriva, asf como una

electrénica sofisticada de bajo ruido.

DETECTORES DE GAS

Los detectores de gas operan utilizando la ionizacién producida por la radiacién

cuando esta pasa a través de un gas. Estos contadores tienen dos electrodos entre los que

se aplica un potencial. El espacio entre ambos electrodos se llena con gas (Fig. 1.6). La

10
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radiacién pierde parte de su energfa cuando pasa a través del espacio entre los electrodos,
generando pares ién-electrén. Su movimiento induce una corriente en los electrodos que
puede ser medida (Fig. 1.6a). A través de electrénica apropiada, la carga producida por la
radiacién puede ser transformada en un pulso, en cuyo caso las partfculas son contadas
individualmente (Fig. 1.6b). El primer tipo de contador se llama cdmara de corriente y el

segundo cdmara de pulso.

1.4.1 RELACION ENTRE TENSION APLICADA Y CARGA
RECOGIDA

Supongamos que realizamos el siguiente experimento (Fig. 1.7). Una fuente ra-
diactiva de intensidad constante se ubica a una distancia fija del contador. Una fuente de
alta tension aplicada al contador puede ser variada mediante un potenciémetro. Si la tensién
aplicada al contador se incrementa de forma constante, la carga recogida por unidad de
tiempo cambia segin muestra la Fig. 1.8. La curva de la Fig. 1.8 estd dividida en cinco

regiones:

Regi6én 1. Cuando el campo eléctrico en el contador es débil, los electrones y los
iones se mueven con velocidades relativamente bajas y su tasa de recombinacién es
considerable. Al incrementar V, esta tasa desciende hasta llegar a ceroen V = V. La

region 1 se llama regién de recombinacion.

Detector|  Radiacion Detector
‘ Amperimetro } ‘
b)

'l
a)

Radiacidn

Al preamplificador

Fig. 1.6 Un detector de gas tipico: a) se mide la corriente directa
producida en el circuito. b) se detectan pulsos individuales ([13])

11
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Fuente Detector Medida
~i de de la
/\ Gas carga recolectada
Alta Tension

1

Fig. 1.7 Disposicién experimental para el estudio de la relacién entre
tensién aplicada y carga recogida ({13]).

Region II. En esta regién, la carga recogida permanece constante al subir la
tensién porque la recombinacién es ya nula y no se producen otras cargas. Se llama region

de ionizacion.

Regién I11. El campo eléctrico es suficientemente fuerte para que los electrones
producto de la ionizacién primaria adquieran energfa suficiente entre colisiones para
producir una ionizacién adicional llamada ionizacién secundaria. Para una tensién dada, la
razdn entre la ionizacién total y la ionizacién primaria es independiente de esta iltima. Esta
razén se llama facror de multiplicacion del gas. La salida del contador es, asf, proporcional
a la ionizacién primaria. La amplitud del pulso es proporcional a la energfa disipada en el
contador haciendo posible la medida de energfa y la identificacién de la partfcula. Esta

region se llama por esta razén regién proporcional.

Region IV. En esta regi6n el campo eléctrico es tan fuerte que un tnico par ién-
electrén es suficiente como para provocar una avalancha de pares. Esta avalancha produce
una sefial muy fuerte con forma y amplitud independientes de la ionizacién primaria y el
tipo de partfcula y que vinicamente depende de la electrénica del contador. Esta regi6n se

llama la regién de Geiger-Miller.

Regién V. Si la tensién aplicada va m4ds alld de V,y, un simple evento de

12
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Fig. 1.8 Relacién entre la tensién aplicada al contador y la carga
recogida.

ionizacién inicia una descarga continua en el gas y el dispositivo deja de comportarse como
un contador. Es mds, un contador comercial operando en esta regién seguramente se

destruir4.

1.4.2 TIPOS DE CONTADORES DE GAS

Los contadores de gas toman su nombre de la regién de tensién de la Fig. 1.8 en
la que operan. Ningin contador opera en la regién I porque un ligero incremento en tensién

provocard un cambio en la seiial.

Las cdmaras de ionizacién operan en la regién II. No tiene lugar ninguna
multiplicacién de carga. Es posible la medida de la energfa de la partfcula porque la sefial
de salida es proporcional a la energfa depositada en el detector. Ya que esta sefial no es
grande, s6lamente es posible medir partfculas fuertemente ionizantes tales como alfas,

protones e iones pesados. La tensién aplicada es menor de 1000 V.

Los contadores proporcionales operan en la regién III. Tiene lugar la multiplica-

cién de la carga, pero la salida es atin proporcional a la energfa depositada en el contador

13
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y es posible la medida de la energfa de la partfcula. El contador proporcional se usa para

detectar cualquier partfcula cargada. La tensién aplicada oscila entre los 800 y los 2000 V.

Los contadores de Geiger-Miiller operan en la regién IV. Son muy titiles porque
su operacion es sencilla y la sefial es tan fuerte que no es necesario el uso del preamplifica-
dor. Son sensibles a cualquier tipo de radiacién ionizante. Su desventaja estriba en que la
sefal es independiente de la partfcula y de su energfa, por lo que proporciona informacién
s6lamente sobre el niimero de partfculas o actividad de la radiacién. La tensién varfa entre
1000 y 3000 voltios.

1.5 DETECTORES DE CENTELLEO

Los detectores de centelleo son materiales -lfquidos, sélidos o gaseosos- que
producen destellos o centelleos de luz cuando las radiaciones ionizantes pasan a través de
ellos ([4], [12], [13]). El primer material s6lido que se usé como detector de partfculas fue
un detector de centelleo. Fue usado por Rutherford en 1910 en su experimento sobre
desviacién de partfculas alfa. Las partfculas eran contadas a ojo con la ayuda de un
microscopio, un proceso ineficiente e inexacto. El método se abandoné y fue resucitado 30
afios después cuando avances en la electrénica hicieron posible la amplificacién de la luz

producida en el detector.

Cuando una partfcula nuclear cargada, o un fotén de radiacién X o gamma
atraviesa ciertas sustancias fluorescentes, pierde energfa en excitar su luminescencia dando
lugar a la emisién de luz visible o ultravioleta. Dicha luz puede alcanzar el cdtodo de una
fotocélula suficientemente sensible, de la que desprende electrones, resultando un impulso
eléctrico en respuesta a 1a llegada de la partfcula o fotén. Se obtiene asf un llamado detector
de centelleo que consta por consiguiente de dos drganos fundamentales: la sustancia
luminiscente y la fotocélula. El conjunto se monta en una cdmara oscura en la que penetra

la radiacién que se desea detectar.

14
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Las sustancias fluorescentes cominmente empleadas en detectores de centelleo
suelen ser o cristales inorgdnicos o compuestos orgdnicos, bien en forma cristalina o bien
en disolucién. Unos y otros deben ser transparentes a la luz que en ellos se genera por
efecto de la radiacién. Se les suele afiadir en pequefia proporcién una llamada sustancia

activadora que aumenta la eficiencia de la deteccidn.

La fotocélula u 6rgano encargado de convertir la luz generada en un impulso
eléctrico es en realidad un llamado foromultiplicador de extraordinaria sensibilidad. En su
interior, en el que se ha hecho un vacfo elevado, los electrones liberados por 1a luz en el
fotocdtodo, se multiplican al chocar sucesivamente con diversos electrodos metilicos
llamados dinodos conectados a potenciales eléctricos positivos cada vez mayores. En cada
uno de estos choques un electrén libera varios nuevos electrones, formdndose una avalancha
creciente de cargas eléctricas y, por tanto, un impulso m4s intenso de corriente. Se
consiguen multiplicaciones electrénicas comprendidas entre 10° a 107 dependiendo del
nimero de dinodos del tubo (entre 10 y 14) y de la diferencia de potencial entre cada par
de dinodos consecutivos. La Fig. 1.9 representa esquematicamente uno de estos detectores.
Las sustancias fluorescentes inorgdnicas mds utilizadas en detectores de centelleo son el
sulfuro de zinc activado con plata, SZn(Ag), y el yoduro de sodio activado con talio

INa(TI). Este ultimo constituye el centelleador inorgdnico mds usado por su alta eficiencia

Rayos Gamma

Electrones Q 100 V ?300 \ ? 500 V
Luz
AVAVAL
oV 200 V& I & 400 v
Sustancia 600 V
fluorescente Fotomultiplicador

Fig. 1.9 Detector de centelleo q12p.
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de conversién luminosa. Se obtienen monocristales de INa(Tl) de tamaiios muy variados,
desde unos pocos centfmetros ciibicos hasta varios decfmetros cibicos, con los que se
consiguen eficiencias de deteccién gamma mucho mayores de las obtenidas con detectores
de ionizacién gaseosa. Estos cristales, por ser muy higroscépicos y perder su transparencia
con la humedad, deben montarse en cdpsulas herméticamente cerradas, con una de sus
paredes de vidrio transparente para dar salida a la luz hacia el cdtodo del tubo fotomultipli-

cador.

Cuando un fotén de radiacién X o gamma es enteramente absorbido en el cristal
de centelleo, el impulso eléctrico resultante en el fotomultiplicador resulta ser de amplitud
proporcional a la energfa del fotén absorbido. Ello hace posible el uso de estos detectores
para obtener el espectro de un haz de radiacién gamma y deducir la naturaleza del radioisé-

topo emisor. De esta cuestién nos ocuparemos en los siguientes capftulos.

Diversas sustancias orgdnicas fluorescentes como el antraceno, estilbeno, terfenilo,
xileno, etc., son empleadas en detectores de centelleo, frecuentemente mezclados, y en
forma lfquida tras su disolucién en disolventes apropiados. Estos centelleadores, asf
dispuestos, son particularmente apropiados para la medida de emisores de radiacién beta.
Se usan ampliamente para medir actividades débiles de emisién como las del carbono-14

y tritio, radioisétopos muy empleados en aplicaciones qufmicas y bioldgicas.

En los detectores de ionizacién gaseosa vistos anteriormente, los iones y electrones
liberados en el proceso de deteccién deben moverse hacia los electrodos chocando con los
dtomos o moléculas del gas. Dicho movimiento no puede ser muy répido, sobre todo para
los iones por tener una masa mucho mayor. Por esta razén, el tiempo muerto de los
detectores de centelleo es notablemente menor que el de los de ionizacién gaseosa, pudiendo
detectar separadamente partfculas o fotones que lleguen separados por un tiempo muy corto,
de sélo una fraccién de microsegundo. Asf, con un detector de centelleo se puede contar,

sin error apreciable, hasta decenas de miles de partfculas o fotones por segundo.
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1.6 DETECTORES DE SEMICONDUCTOR

La operacién de un detector semiconductor es andloga a la operacién de una
cdmara de ionizacién. En una cdmara de ionizacién, la radiacién incidente produce iones
positivos y electrones y al recoger estos iones se produce un pulso eléctrico. En un contador
de semiconductor, la radiacién incidente produce pares electrén-hueco. Una diferencia
fundamental entre ambos es que en un semiconductor se consume una energfa de alrededor
de 3.5 eV para provocar un par electrén-hueco, mientras que este valor se eleva a 30 eV
en una cdmara de ionizacién para crear un par ién-electrén. Este notable ahorro incrementa
el nimero de pares por MeV de radiacién y aumenta, como después veremos, su resolucién
de energfa o habilidad para resolver la energfa de las partfculas de una fuente de emisién
polienergética. Otras ventajas son la respuesta lineal, la mayor eficiencia, su rampa de
subida de pulso rdpida, la posibilidad de operacién en el vacfo y su insensibilidad a los

campos magnéticos.

Las caracterfsticas de un detector de semiconductor no dependen s6lamente del tipo
de material utilizado, sino también de la forma de crecimiento del cristal y de su trata-

miento.

1.6.1 OPERACION DE UN DETECTOR
SEMICONDUCTOR

Para comprender la operacién de un contador de semiconductor, consideremos una
barra de un cristal uniforme con electrodos incorporados en ambos extremos segtin la
Fig. 1.10. Cuando la radiacién incide en el detector se producen pares electrén-hueco y
cuando éstos son recogidos en los electrodos se obtiene una sefal en la resistencia cuya am-
plitud es proporcional a la energfa de la radiacién cedida al material. El nimero de electro-
nes producidos por la radiacién deberfa ser mucho mayor que el nimero de electrones que
estdn ya en la banda de conduccidn o, en otras palabras, el nivel de continua de la corriente

debiera ser muy pequefio. Esto asegurard que las variaciones aleatorias de la corriente no
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Fig. 1.10 Contador de semiconductor de un sélo cristal.

sean confundidas con el pulso inducido por radiacién. Por lo tanto, un buen material sensor
serfa aquél que tuviese una baja conductividad, preferiblemente un aislante perfecto a la
temperatura de operacidn. Este requisito elimina los metales. Nos quedan los semicon-

ductores y los aislantes.

La resolucién en energfa es generalmente un factor importante al seleccionar un
material detector. La resolucién depende del nimero de pares electrén-hueco producidos
por la radiacién. La energfa necesaria para producir un par electrén-hueco es m4ds baja en
un semiconductor que en un aislante. Por lo tanto la resolucién obtenida en un semicon-
ductor serd mucho mayor que la obtenida en un aislante. Si queremos resolucién de energfa,

s6lo nos quedan los materiales semiconductores.

Los pares electrén-hueco producidos deberfan moverse libremente en el detector
para alcanzar los electrodos. Por lo tanto, es conveniente usar cristales con el mfnimo
nimero dé trampas posible. Los centros de atrapamiento mejoran la recombinacién de
huecos y electrones, por lo que también disminuirdn la amplitud del pulso. Para discutir
todos estos factores examinemos los diagramas de niveles de energfa del semiconductor y
del aislante de la Fig. 1.11. La anchura de la banda prohibida es 0.69 y 1.08 eV para el
germanio y el silicio respectivamente. Debido a la energfa térmica, algunos electrones son

capaces de saltar a la banda de conduccién. La probabilidad de que un electrén salte a la

El
banda de conduccién es proporcional al factor ¢ ', donde E, es el ancho de energfa de

la banda prohibida del material. De acuerdo con la forma exponencial de este término,

siempre hay electrones en la banda de conduccién. Estos electrones son los responsables
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de la corriente de deriva o del indeseable nivel de continua antes aludido. Esta corriente
disminuye al hacerlo la temperatura. A temperatura ambiente (T = 300 °K), la densidad
de la nube electrénica de la banda de conduccién para el silicio es de 10‘_" electrones por
cm® y para el germanio vale 2x10". La desviacién tfpica de esta distribucion es para el sili-
cio (10'%9'2 = 10°, que es el mismo nimero de electrones producidos por 1 MeV de radia-
cién. Por lo tanto, es diffcil discriminar entre los pulsos producidos por la radiacién y los
debidos a las fluctuaciones estadfsticas de la concentracién de la nube electrénica de la
banda de conduccién. De esta discusién es fdcil deducir que una banda prohibida ancha es
util para reducir pulsos esptireos debidos al ruido térmico pero inapropiada para alcanzar
una buena resolucién energética. Podemos asimismo deducir que un buen detector éxige que
no existan mds pares electrén-hueco libres que los que forman las radiaciones que tratamos
de detectar. Esto se consigue empleando un material muy puro y bajando la temperatura.
Dada la dificultad prictica que presentan estos requisitos, se recurre a la técnica empleada
en la fabricacidn de diodos y transistores a fin de obtener zonas de semiconductor sin cargas
eléctricas libres a temperaturas normales. Asf, en la unién de un semiconductor ligeramente
contaminado con impurezas trivalentes (tipo P) con el mismo semiconductor contaminado
con impurezas pentavalentes (tipo N) se forma una zona libre de cargas y apta para la detec-

cién obteniéndose un llamado detector de unién.

Banda de conduccidén

Fig. 1.11 Diagrama de niveles de energfa de electrones en
un semiconductor.
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1.6.2 OPERACION DE LA UNION P-N COMO DETECTOR

Un semiconductor tipo N tiene un exceso de portadores de electrones. Uno de tipo
P tiene exceso de huecos. Si ponemos en contacto un semiconductor de tipo P y otro de

tipo N, los electrones y los huecos se mueven por dos razones:

1  Tanto los electrones como los huecos se moverdn por difusién desde dreas de alta

concentracién a 4reas de baja concentracién.

2 Bajo la influencia de un campo eléctrico tanto los electrones como los huecos se

moverdn, pero en direcciones opuestas.

Consideremos dos semiconductores, uno de tipo P y otro de tipo N, en contacto
sin la accién de un campo eléctrico externo (Fig. 1.12). La difusién se produce y, como
resultado, la regién de tipo N se cargard positivamente y la de tipo P negativamente. Un

potencial se establece entre las dos regiones. Hemos formado una unién P-N.

El potencial V,, (Fig. 1.12) depende de las concentraciones de electrones y huecos

y es del orden de 0.5 V. Si se aplica una tensién externa V, con el polo positivo en el lado

P n J’) n
+++-] --—- +;_t-| |-+
-+t +-4- ) -++| I=-[ 4
Fa. PR a-c-{-_r{ l-}”_
+44- +--- e [--
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Fig. 1.12 (a) Una unién P-N sin tensién externa. (b)
Aplicada una tensién inversa, el potencial en la unién
aumenta asi como la amplitud x, de la regién de vaciamiento
de portadores.
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N, el potencial total a lo largo de la unién es de V,+V,. Decimos que la unién estd
polarizada en inversa. Esta tensién externa tiende a hacer mds dificil el movimiento de
electrones y huecos. En la regién de vaciamiento existe un campo eléctrico £ = - 3V/dx.

La longitud x,=x,+x, de esta regién se incrementa con la polarizacién inversa siendo
x, = (1,p(Ve+V,)'? en la regién tipo Py x, = (u,0(Vy+V,)'? en la regién tipo N dondep
es la resistividad del cristal, p, la movilidad de los electrones y g, la movilidad de los

huecos. La aplicacién de un potencial negativo en el lado N tendr4 el efecto contrario. Esto
se llama polarizacién directa. La diferencia de potencial total serd de V,-V,. Los detectores

de radiacién funcionan en polarizacién inversa. Ya que, generalmente, V, > > V,,

%=V, ([12)).

La operacién de un detector semiconductor estd basada en las propiedades de la
unién P-N en inversa (Fig. 1.13). La radiacién incidente en la unién genera pares electrén-
hueco cuando pasa a través de ella. Los huecos y los electrones son rdpidamente
desplazados por la influencia del campo eléctrico y con una electrénica apropiada la carga
recogida produce un pulso que puede ser registrado. Ya hemos visto la necesidad de que
en el detector no existan mds huecos y electrones libres que los que generan las radiaciones
que tratamos de detectar, por lo que el material semiconductor empleado debe ser de
altfsima pureza y operar a bajfsima temperatura. Dada la dificultad prictica de estos
requisitos, se recurre a la técnica empleada en la fabricacién de diodos y transistores a fin
de obtener zonas de semiconductor sin cargas eléctricas libres a temperatura ambiente. Asf,
en la unién de un semiconductor ligeramente contaminado con impurezas aceptadoras (se-
miconductor tipo P), y el mismo semiconductor contaminado con impurezas donadoras (tipo
N), se forma una zona libre de cargas y apta para la deteccién llamada zona de vaciamiento

o regién sensible.

La bondad de un detector de este tipo depende de la regién x, de la Fig. 1.12. Los
electrones y huecos producidos en esa regién se encuentran en un entorno similar al de los
iones y electrones en un cdmara de ionizacién. Hay, sin embargo, algunas diferencias entre
ambos tipos de detector. En un contador de gas, la movilidad de los electrones es miles de

veces mds grande que la de los iones. En los semiconductores, la movilidad de los
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Fig. 1.13 La unién p-n con polarizacién inversa
operando como detector de radiacién.

electrones es dos o tres veces mayor que la de los huecos. El tiempo émpleado en recoger
la carga en un contador de gas es del orden de milisegundos. En los semiconductores, la
region sensible del contador tiene sélamente unas cuantas micras y la velocidad de
electrones y huecos es tal que los portadores de carga pueden atravesar la regién sensible

y ser recolectados en un tiempo del orden de 107 segundos.

El objetivo en contadores tanto de ionizacién como de semiconductor es recoger
todas las cargas producidas por una partfcula incidente. Esto se alcanza estableciendo un
campo eléctrico en el detector tal que la recombinacién de iones o huecos sea despreciable
antes de ser recogidos. En un detector de semiconductor, incluso si la recombinacién es ce-
ro, algunos portadores de carga pueden "perdersé" en centros de atrapamiento del cristal
tales como imperfecciones en la red, vacantes y dislocamientos. Ademds, la radiacién in-
cidente crea defectos en el cristal que causan un deterioro en la calidad del mismo y reduce

asf su tiempo de vida util.

La capacidad de la unién P-N es importante porque afecta a la resolucién de

energfa del detector. La capacidad de transicién C de un detector viene dada por:

donde:
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¢ = constante dieléctrica del material.
A = Area de la superficie del detector.

X,

» = Anchura de la regién de deplexidn.

Seguin el valor de x;, dado anteriormente puede demostrarse que C ~ , donde

V

b

V, representa la tensi6n externa aplicada.

Para resumir, un material adecuado para la construccién de un detector debe

presentar ciertas propiedades. Las m4s importantes son las siguientes:

1 Alta resistividad. Es esencial, ya que de otra manera circulard corriente bajo la
influencia del campo eléctrico y la carga producida por la radiacién producird un pulso

que serd ficilmente enmascarado por la corriente continua.

2 Alta movilidad de portadores. Los electrones y huecos deben ser capaces de moverse
rdpidamente y ser recogidos antes de recombinarse o ser atrapados. Este requisito entra
en conflicto con el anterior porque en los materiales de alta resistividad la movilidad es
baja. Los materiales semiconductores contaminados con impurezas han resultado ser el

mejor compromiso.

3 Capacidad para soportar fuertes campos eléctricos. Esta propiedad estd relacionada
con la primera. Su importancia radica en el hecho de que cuanto mayor sea el campo
eléctrico mejor y m4s rdpida es la recoleccién de cargas. A mayor campo eléctrico

mayor amplitud de la regién sensible.

4 Red cristalina perfecta. Aparte de las impurezas inyectadas externamente, la red del
cristal debe ser lo mds perfecta posible. Los defectos, de la naturaleza que sean, actian

siempre como centros de atrapamiento de portadores.
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1.6.3 DISTINTOS TIPOS DE SEMICONDUCTOR

Los distintos tipos de detectores semiconductores que existen hoy dfa difieren entre
sf en el material usado en su construccién o en el método con el que se trata el detector.
Esta seccién revisa el método de construccién y las caracterfsticas de los dos detectores m4s
utilizados en la prictica y dos detectores atin objeto de investigacién: los de teluro de

cadmio (CdTe) y los de yoduro de mercurio (I,Hg).

1.6.3.1 DETECTORES DE DIFUSION DE UNION

El silicio de tipo P es el material b4sico de esta clase de detectores. La pieza de
material tipo P tiene la forma de una oblea fina. Se forma una capa muy fina de silicio de
tipo N en la cara de arriba de la oblea aplicando un compuesto de fésforo a la superficie
y calentando el conjunto hasta los 800° o 1000 °C durante menos de una hora. El f6sforo
se difunde en el silicio y lo contamina con donantes negativos. Tenemos una unién P-N

(Fig. 1.14).

£+V {tipicamentede 10 a 500 W
4 Region de

vaciamiento

Al

preamplificador

Region extremadamente
fina de tipo n
{tipicamente 0.1 micras)

Particula ionizante
incidente

1

Direccién del
campo eléctrico

Cristal de silicio
Onico de tipo p

Fig. 1.14 Un detector de difusién de unién.
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1.6.3.2 DETECTORES DE SILICIO COMPENSADOS CON LITIO
(Si(Li)]

Para el detector de difusién de unién, la regién sensible, es decir, el tamaiio real
del detector tiene un Ifmite superior de alrededor de 2000 micras. Esta limitacién afecta a
la energfa maxima de la partfcula que va a ser medida. La longitud de la regién sensible
puede aumentarse si difundimos iones de litio desde la superficie hasta el fondo de la oblea.
Este proceso ha sido llevado a cabo con €éxito en silicio y germanio generando los llamados
Si(Li) y Ge(Li). La anchura del detector se ha elevado hasta 5 mm en el caso del silicio y

hasta 12 mm en el caso del germanio.

El proceso de compensacién con litio consiste en dos pasos principales. Uno, la
formaciéon de la unién P-N mediante la difusién del litio. Dos, aumento de la regién

sensible mediante compensacién de iones.

El método m4s simple de llevar a cabo la difusidn consiste en depositar una suspen-
sién de litio en aceite sobre la superficie de la oblea. Otros métodos son la deposicién en
el vacfo o la electrodeposicién. Después de que el litio es depositado en la superficie, la
oblea se calienta durante 3 a 10 minutos a 250-400 °C en una atmdsfera inerte como helio
o argén. Cuando la difusién comienza, la concentracién del receptor (N,) es constante en

todo el cristal (Fig. 1.15a), mientras que la concentracién del donante (N,) es alta en la
superficie y nula en el fondo. A la profundidad x; donde N,(x) =N, se forma una unién

P-N.

La compensacién se lleva a cabo calentando la unién hasta 120-150 °C mientras
se aplica polarizaci6n inversa entre 25 y 1000 V. El campo eléctrico tiende a llevar a los

dtomos tipo N (el litio) hacia el lado P de la unién y se crea una regién intrinseca donde
N, = N,. Para tiempos largos de compensacidn, el espesor de esta regién X,(¢) viene dado
por x, = \/2Vp.b.t donde V es la tensi6n aplicada y p,; la movilidad de los iones de litio

a la temperatura de compensacién. La compensacidn es un proceso largo. Dependiendo del

grosor deseado puede llevar dfas y a veces semanas. Una vez completa la compensacion,
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Fig. 1.15 (a) Difusién: la concentracién del litio donante cambia con la profundidad. (b)
Compensacién: se forma una regién casi intrinseca con amplitud x,.

el detector de Si(Li) se monta sobre un criostato porque los resultados mejores se obtienen
cuando el detector opera a una temperatura muy baja. Generalmente la del nitrégeno
lfquido, que es de 77 °K. La baja temperatura es necesaria porque a temperatura ambiente
la movilidad del litio es tal que su continua difusién arruinarfa el detector. Los detectores

de Si(Li) se usan para deteccién de partfculas cargadas y especialmente rayos X.

1.6.3.3 DETECTORES DE GERMANIO COMPENSADOS CON
LITIO [Ge(Li)]

Lbs detectores de germanio contaminado con litio [Ge(Li)] se forman mediante un
crecimiento horizontal de cristales de germanio. Cuando el cristal estd en proceso de
crecimiento, se le contamina con impurezas aceptoras tales como el indio, el galio o el
boro, y se transforma en un semiconductor tipo P. La compensacién del germanio sigue la
misma aproximacién que la del silicio. Igualmente, la movilidad del litio en el germanio se
incrementa con la temperatura. En cuanto a la velocidad de compensacién, lleva cuatro
semanas alcanzar una amplitud de 10 a 15 mm. Una vez terminado el proceso de
compensacion, el detector también se monta en un criostato a 77 °K. La conservacidn a esta
temperatura es mucho mds crftica que en el silicio. La movilidad de los dtomos de litio en

el germanio es tan alta a temperatura ambiente que el detector se deteriorarfa completamente
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incluso en un lapso de tiempo muy corto. Debido a su estrecha banda prohibida (0.67 eV),
aun en el caso de que existiere un mecanismo para alcanzar la estabilidad de compensacién
serfa preciso operar a baja temperatura. Los cristales de Ge(Li) se usan para detectar

radiacién gamma.

1.6.3.4 EL YODURO DE MERCURIO Y EL TELURO DE CADMIO

La principal desventaja de los detectores compensados con litio es la necesidad de
enfriamiento continuo. Requieren un criostato, que hace al contador muy voluminoso y por
lo tanto imposible de usar en casos donde se dispone de un espacio limitado. Por supuesto,
una limitacién adicional es el suministro continuo de nitrégeno lfquido. Existe por lo tanto
un gran incentivo para desarrollar detectores de semiconductor que puedan ser almacenados
y operados a temperatura ambiente. Dos materiales que estdn actualmente en estudio y se
muestran prometedores para ser usados comercialmente como detectores son el CdTe y el
LHg (2], [14]). Hasta 1991 han sido construidos detectores de 0,7 mm y 4rea de 100 mm?.
Estos detectores son pequeiios en tamafo comparados con los detectores de Ge(Li) y Si(Li),
pero el volumen requerido depende del cometido. Estos cristales encuentran aplicacién en
monitorizacién de radiacién en el espacio, medida de actividad en centrales nucleares y
proteccién radiolégica, sistemas portdtiles de diagndstico médico o sistemas de visién de
radiaciones ({3], (7], [10], [11]). Debido al alto nimero atémico de los elementos implica-
dos, su eficiencia es considerable a pesar de su reducido volumen. Ya que la energfa precisa
para producir un par electrén-hueco en estos detectores es mayor que en el silicio o el
germanio, su resolucién energética es menor. Ante este panorama, el uso de estos
detectores se inclina hacia medidas donde la resolucién energética no sea el requisito
fundamental sino que se pueda establecer un buen compromiso entre resolucién y, al mismo

tiempo, pequeiio volumen y operacién a temperatura ambiente.
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1.7 INSTRUMENTACION BASICA DE MEDIDA DE
RADIACION

Vamos a presentar en este apartado una descripcién general de los componentes
bdsicos de un sistema de deteccién de radiacién. Cada uno de ellos serd tratado a modo de

caja negra sin entrar en detalles internos de operacién ([12]).

Los sistemas de deteccién que trataremos son de tipo pulso de tensién. Emiten un
pulso por cada partfcula detectada. La medida de radiacién se encarna asf como un mero
mecanismo de cuenta de pulsos. La Fig. 1.16 muestra un sistema b4sico de conteo. La

funcién de cada uno de los componentes se describe a continuacion.

1.7.1 POLARIZACION DEL DETECTOR

El detector necesita ser polarizado mediante la aplicacién de una tensién que
depende de sus caracterfsticas (desde alrededor de 10 V en detectores muy finos hasta 3000
V en cristales contaminados con Litio). La fuente de tensién debe proporcionar una salida

extremadamente estable con independencia de fluctuaciones en su alimentacién.

Preamplificador | amplificador Amplificador
Conf%rmador
L e
Radiacion —_'l> % pulsos [I%
‘LLLL Ganancia
variable
N —
Detector Amplificador de pulsos
Analizador
Multicanal

IAlta Tensiénl

Fig. 1.16 Sistema basico de deteccidn de particulas.
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1.7.2 EL PREAMPLIFICADOR

La sefial que sale del detector es del orden del milivoltio. Antes de registrarse debe
ser amplificada por un factor del orden del millar o superior en el amplificador. Llevar el
pulso hasta éste supone siempre el transporte de una sefial débil por una Ifnea de
transmisién con los efectos de atenuacién que ello comporta. El preamplificador lleva a
cabo un acoplamiento de impedancias G6ptimo entre detector y amplificador de modo que
la distorsién del pulso a la entrada de este ltimo sea inapreciable. En la mayorfa de los

casos, la alta tensién se aplica al detector a través del preamplificador.

Un segundo propésito del preamplificador es minimizar fuentes de ruido que
acompaiian a la formacién del pulso y que reducen la resolucién global del sistema. Hay
tres tipos de preamplificadores: sensibles a carga, a tensién y a corriente. El primero es el
unico utilizado en detectores de semiconductor. Se comprenderdn mejor sus caracterfsticas
observando la Fig. 1.17. En ella, tenemos un transistor de efecto de campo de bajo nivel
de ruido de ganancia A que constituye la primera etapa amplificadora. El detector ve el

transistor como un condensador de capacidad AC,. Si AC, > C,, donde C, es la capacidad

del detector y del cable, la tensién a la salida del preamplificador serd proporcional a la

carga inducida en el detector por la radiacién incidente:

1.7.3 EL AMPLIFICADOR

El amplificador tiene dos funciones. Una es el conformado de senal, que da una
nueva forma al pulso a base de diferenciaciones e integraciones del mismo por medio de
asociaciones RC. El conformado evita el solapamiento de pulsos, mejora la relacién seiial-
ruido y facilita manipulaciones especfficas de pulsos. Sin embargo, su funcién principal es

amplificar la sefal que llega del preamplificador. Esta se halla en el margen de los
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Fig. 1.17 Primera etapa de una preamplificador sensible a carga.

DETECTOR I

A la proxima
etapa

milivoltios y no puede llevarse muy lejos o ser manipulada sin que se pierda en el ruido de
fondo. Los amplificadores modernos dan una salida entre en el margen {0-10] voltios. Esto
significa que la ganancia debe ser cuidadosamente escogida a fin de mantener para toda la
amplitud del pulso una funcién de transferencia lineal. El control de ganancia es su princi-
pal pardmetro libre. Los amplificadores comerciales disponen de dos mandos de control
para ajustar la amplificacién. El primero es un selector que ajusta la amplificacién por
pasos. Cada posicién es una fraccién de la amplificacién maxima. El segundo avanza de

forma continua alrededor del valor fijado por el primero.

Un amplificador debe cumplir ciertos requisitos para permitir una buena medida.
Dependiendo del problema a tratar, algunos son mds apropiados que otros. Por ejemplo,
en una aplicacién donde sélamente interesa la tasa de actividad de una emisidén radiactiva,
es decir, el nimero de partfculas incidentes por unidad de tiempo y no su energfa, la
precisién y la estabilidad del amplificador no son muy importantes. Es en aplicaciones de
espectroscopfa donde estos requisitos se hacen necesarios. Un cambio en ganancia da lugar
a una desviacién funcional del espectro de energfas que hay que tomar en cuenta a la hora
de examinarlo. Por ello, una calibracién de ganancia previa a una serie de medidas debe

hacerse siempre, y mds a menudo cuanto mayor sea su inestabilidad.

Un amplificador de espectroscopifa ideal deberfa proporcionar una amplificacién

constante para toda amplitud de pulsos sin distorsionarlos. Desafortunadamente, siempre
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aparece alguna distorsion en los pulsos debido al ruido electrénico, derivas en la ganancia
como efecto de la temperatura, apilamientos de pulsos y las limitaciones en la linealidad del
amplificador. Las desviaciones en la ganancia afectan principalmente a la espectroscopfa
posterior como ya hemos dicho y son debidas en gran medida a los pequeiios cambios que
la variacién de temperatura produce en las caracterfsticas de resistencias, condensadores,
transistores, etc. El valor de 1a deriva en ganancia es siempre especificado por el fabricante
del instrumento y tiene unos valores del orden de hasta el 0.005 por ciento por grado

centfgrado.

A pesar de que existen amplificadores comerciales disefiados para cumplir
requisitos especfficos en espectroscopfa u otras dreas, las derivas persisten, afectando

directamente a la forma del pulso.

1.7.4 CONVERSORES ANALOGICO-DIGITALES

La columna vertebral de un analizador multicanal es el conversor anal6gico digital
(ADC). Esta unidad asigna un cédigo digital a cada amplitud de pulso. La exactitud de un
ADC se expresa en términos de su alinealidad diferencial e integral. La alinealidad diferen-
cial viene dada por la diferencia méxima de amplitud entre dos intervalos de amplitud de
pulso, referida a la amplitud media del intervalo. Se sitiia en instrumentos comerciales entre
*el 0.5 y el 1 por ciento. La alinealidad integral es la maxima distancia entre la altura de
pulso que corresponde idealmente a un c6digo segtin una relacién lineal y la que realmente
se observa referida a la mdxima altura observada. Los ADCs comerciales tienen una

alinealidad integral en torno al 0.05 por ciento en el 95-98% del margen.

1.7.5 EL ANALIZADOR MULTICANAL

Medir u obtener un espectro de energfa de una fuente de radiactividad significa
registrar una realizacién de la distribucién estadfstica de la energfa de las partfculas que

emite la fuente. La Fig. 1.18 muestra uno de estos espectros. El analizador multicanal lleva
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a cabo esta funcién. La operacién consiste en clasificar los pulsos que llegan del
amplificador de acuerdo a su amplitud y acumular el nimero de pulsos de la misma
amplitud en una casilla o direccién de memoria correspondiente, que se llama el nimero
de canal. Esta coleccién de datos se denomina el espectro de energfa de la fuente de

radiacion.

Cuando un pulso llega al ADC, éste cuantifica su amplitud y genera un cédigo
binario proporcional a ella que corresponde a un nimero de canal. Cada canal no es mds
que un contador que va a incrementarse en la unidad cada vez que un pulso le es asignado.
El nimero de canales o tamafio del ADC determina la resolucién del analizador. Esta cifra
en ADC’s comerciales es de 256, 512, 1024, 2048, 4086 o 8192 canales ajustables a 256,
512, 1024, etc.

El primer canal de la regién usada se llama el canal cero y mide la duracién del
conteo en segundos. Con este dato reconstruimos la actividad de la fuente dividiendo las
cuentas acumuladas en todos los canales (suma integral del espectro) por el contenido del
canal cero. Normalmente podremos seleccionar el uso de cierta porcién del muilticanal. Si
usamos la memoria entera o la primera mitad o-él primer cuarto el canal cero es la

direccién cero. Si en una memoria de 2046 canales utilizamos el segundo cuarto, el canal

4E+4-

4 " Cuentas/Canal
3E+4]
2E+4-
1E+4]

ACanal

0E+ M T T T 7 T T }

0 256 512 768 1024

Fig. 1.18 Espectro resultado del conteo de una fuente emisora compuesta por '*Ba y *'Cs de un microcurio
de actividad cada una. Se utilizé un espectrémetro de centelleo MCA Camberra 35 Plus.

32



Introduccion a la deteccion y medida de radiacion

cero es la posicién 512 y asf sucesivamente. Cuanto mayor sea la memoria utilizada mayor

serd la resolucidn alcanzada en el espectro.

1.7.6 CALIBRACION DE UN ANALIZADOR
MULTICANAL

Cada niimero de canal se corresponde con un determinado intervalo de energfa.
Calibrar un analizador multicanal significa determinar en rigor su relacién funcional. Esta

ecuacién puede aproximarse polinomialmente como

E=a+a,C+aC?+ - « + 1.2)

donde C es el numero de canal y g,, a,, ... son constantes.

Estas constantes son determinadas recogiendo espectros a partir de fuentes con
picos de emisién de energfa conocida. En principio, necesitamos, al menos, tantos picos
como constantes para aplicar a la ecuacién (1.2) el método de los mfnimos cuadrados ([6]).
Algunos autores ([9]) sugieren utilizar un tinico espectro con dos picos, uno de baja y otro
de alta energfa, ya que en la mayorfa de los sistemas de deteccién, y sobre todo en los

basados en cristal semiconductor ([6]), la ecuacién (1.2) es esencialmente lineal:

E =a, +a,C .3

Las constantes a; y a, determinan los pardmetros bdsicos de configuracién del
analizador multicanal. El primero suele ser pequeiio y la mayorfa de los instrumentos
comerciales tienen un mando para ajustarlo a cero si asf es requerido. El segundo viene
dado por la ganancia global del preamplificador y el amplificador también modificable a
voluntad. Ambas constantes sufren pequeiias desviaciones esponténeas a lo largo del tiempo
debido a cambios en la temperatura y en las caracterfsticas de los diversos dispositivos del

sistema global como ya hemos citado en el caso del amplificador.
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Capitulo

EL. ANALISIS DE DATOS EN
ESPECTROSCOPIA GAMMA

| problema del andlisis de un espectro de radiacién gamma, establecido en la
forma m4s general, consiste en la biisqueda de la transformacién matemdtica
inversa entre la distribucién de altura de pulsos que conforma el espectro
problema y el espectro de energfa emitido por la fuente radiactiva. Una vez conocidas las
distintas energfas de emisién de una fuente radiactiva, la identificacién de los radionticlidos
que la forman es una tarea sencilla de blisqueda en una tabla de elementos y su energfa o

energfas asociadas. En este capftulo se lleva a cabo una revisién de las técnicas aplicadas
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en la actualidad al andlisis del espectro de radiacién obtenido en el analizador multicanal.
El objetivo tiltimo de esta revisién es poner de manifiesto las ventajas e inconvenientes de
todas y cada una de las distintas aproximaciones y retomar la que sea mds conveniente a
un doble propésito: primero, llegar a una técnica de anglisis que excluya el concurso del
operador humano tanto en la labor de mantenimiento del equipo de deteccién (autonomfa)
como en el de la interpretacién de los datos del espectro medido (objetividad) y, segundo,
concebir una arquitectura dedicada en base a procesadores de propésito especffico que lleve

a cabo la algoritmia apropiada. Esta ltima serd desarrollada en posteriores capftulos.

2.1 LA FUNCION DE TRANSFERENCIA DEL
DETECTOR

El espectro de emisién de una fuente radiactiva estd formado por un conjunto de
rayas de energfa caracterfsticas de la emisién. El espectro observado en el analizador
multicanal no es exactamente asf. Toda observacién experimental siempre sufre una
degradacién como resultado de que la resolucién de la medida es finita y el ruido siempre
hace acto de presencia. En espectroscopfa gamma, la observacién de las rayas espectrales
se complica ain mds. En el espectro medido se observa siempre una funcién m4s o menos
continua que se denomina "fondo" y una serie de formas acampanadas que corresponden

a las rayas espectrales de la emisién. Podemos decir que el sistema de deteccién actiia sobre

Fle) Mle)
Funcion
> de (=
Transferencia
e e

€4 €2 €2

Fig. 2.1 El sistema de detecci6n visto como una funcién de transferencia. Las rayas espectrales
del espectro fuente se observan como formas acampanadas en el histograma de cuentas.
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el espectro fuente como si se tratara de una funcién de transferencia que, aplicada sobre
éste, produce el espectro observado tal como ilustra la Fig. 2.1. El objetivo de la
espectroscopfa gamma -y en general cualquier otra- es llevar a cabo el proceso inverso:
llegar al espectro fuente conocido el espectro medido y conocida la funcién de transferencia.
Antes de profundizar en este punto es necesario examinar los factores fisicos que

determinan ésta ultima.

2.1.1 EL ESPECTRO PROPORCIONADO POR EL
DETECTOR

La funcién b4sica de un detector de radiacién es producir un pulso eléctrico de
amplitud proporcional a la energfa E de cada partfcula incidente en el mismo. Podemos
representar grdficamente el nimero de pulsos obtenidos en la unidad de tiempo con
amplitud comprendida entre E y E + AE. El conjunto de datos obtenido se llama en
estadfstica un histograma y en espectroscopfa, l6gicamente, un espectro. Supongamos que
sobre el detector incide una radiacién monoenergética de 2 MeV. El espectro proporcionado
por un hipotétio detector de resolucién infinita es el que muestra la Fig. 2.2. Una porcién

determinada de fotones sufre interaccién fotoeléctrica. El electrén desprendido serd

Cuentas

Mev

1 15 177

Fig. 2.2 Espectro ideal de una radiacién monoenergética proporcionado por un
detector. A4: pico fotoeléctrico. B: pico de escape simple. C: pico de escape doble.
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probablemente absorbido en el detector también por interaccién fotoeléctrica. Como
consecuencia, la amplitud del pulso resultante corresponderd a la energfa de la radiacién
incidente. La acumulacién en el tiempo del nimero de pulsos de esta amplitud se almacena

en la raya espectral A, también llamada fotopico.

Otra proporcién de fotones interacciona en modo Compton, dando origen a un
electrén y a un fotén de menor energfa. Este tltimo tiene una cierta probabilidad de escapar
del volumen del detector, mientras aquel perderd seguramente toda su energfa en su inte-
rior. El electrén puede adquirir una energfa cualquiera entre 0 y un valor maximo que
depende de la energfa del fotén incidente y que en este caso vale 1,77 MeV. La curva de

energfas provocada por este efecto viene indicada en la citada Fig. 2.2.

Finalmente, un fotén incidente puede dar lugar a la creacién de un par electrén-
positrén. La energfa cinética de estas dos partfculas serd muy probablemente absorbida
dentro del detector y en €l tendrd lugar la aniquilacién del positrén con la emisién simult4-
nea en direcciones opuestas de dos fotones gamma de 0,501 MeV cada uno. Puede suceder
que uno de estos dos fotones escape del cristal mientras que el otro sea absorbido, lo que
dard lugar al pico B de la Fig. 2.2, llamado generalmente pico de escape simple y co-
‘rrespondiente a una energfa de 2 - 0,501 o aproximadamente 1,5 MeV. Puede suceder que
los dos fotones escapen sin interaccién, lo que dard lugar al pico C o pico de escape doble,

de una energfa de aproximadamente 1 MeV.

También puede darse el caso de que ambos fotones de aniquilacién hubiesen sido
totalmente absorbidos en el cristal. Y, asf mismo, en la interaccién Compton el fotén
gamma disperso puede a su vez ser totalmente absorbido, bien directamente por efecto
fotoeléctrico o a través de nuevas interacciones Compton. En todos estos casos, la radiacién
gamma incidente pierde toda su energfa dentro del detector en sucesos que se producen de
forma précticamente simultdnea, resultando un pulso que contribuye al fotopico. La pro-
babilidad relativa de cada uno de estos eventos depende de la energfa de la partfcula y del
tamaiio del detector. De la discusién anterior se deduce f4cilmente que cuanto mayor sea
en tamaifio del detector mayor es la probabilidad de interaccién fotoeléctrica y menor la

contribucién del fondo Compton al espectro final, lo que redundard en una caracterizacién
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mads clara de la radiacién incidente.

2.1.2 EL ESPECTRO OBSERVADO EN EL ANALIZADOR
MULTICANAL

El espectro proporcionado por el detector no resulta en ningiin caso tan sencillo
como muestra la Fig. 2.2. En lugar de lfneas, en el analizador multicanal se obtiene una
distribucién parecida a una curva gaussiana de mayor o menor anchura (Fig.- 1.5) en
funcidén de la calidad del equipo completo de deteccién, amplificacién, clasificacién y
registro de pulsos. En iltima instancia, la medida de la amplitud de un impulso supone el
recuento del mimero de cargas eléctricas que lo constituyen. La dispersion de este mimero
viene dada por su desviacién tfpica, que en primera aproximacién puede considerarse igual
a su rafz cuadrada. Asf, cuanto mds energética es la radiacién incidente, mayor es la
anchura del fotopico correspondiente. El ruido intrfnseco de la electrénica que procesard
el pulso contribuird asf mismo a aumentar la anchura del pico. Asf, puede decirse que la
calidad de un detector se caracteriza por la anchura de la gaussiana a la que da lugar una

fuente monoenergética. Esta anchura, cuando se mide en la mitad de la altura de la curva
acampanada se llama I' o FWHM (full width at half maximum), y mide la resolucién del

detector para cada energfa en términos de la razén:

R(E) =Tl; 2.1)

En cuanto al espectro completo, la resolucién finita de un detector real conduce a espectros

reales que semejan un suavizamiento del espectro tedrico como ya comentamos. Véase la
Fig. 2.3.
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Fotopico

Filo
Compton

=

a) b}

Fig. 2.3 Distribucién de amplitud de pulsos de una fuente gamma monoenergética. (a) Resolucién infinita. (b)
Resolucién finita.

2.2 LA DECONVOLUCION DEL ESPECTRO
OBSERVADO

Ahora sabemos que dependiendo de la energfa de la partfcula incidente y del tipo
de detector, una fuente monoenergética produce una distribucién de amplitud de pulsos que
tiene una forma m4s bien complicada. Podemos decir que, aunque el detector sea expuesto
a una fuente radiactiva de una tunica energfa, la distribucién de amplitud del pulso se
extiende sobre muchos canales del analizador (Fig. 2.3). El nimero relativo de pulsos de
un determinado canal representa la probabilidad de que un rayo gamma de la fuente

produzca un pulso en ese canal. Esta probabilidad es lo que se llama la funcion de respuesta
o funcioén de resolucion de energia del sistema de deteccién. Asf, se define H(e, E)YdE como
la probabilidad de que una particula emitida por una fuente de energfa comprendida entre

E y E+dE sea registrada como de energfa e. Dada esta definicién, el espectro fuente y el

espectro medido vienen relacionados por la ecuacioén:

+00

m(e)= 1; H(e,E) (E) dE . 2.2

Esta es una ecuacién integral de primera clase, llamada ecuacién de Fredholm ([91]), en
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la que todas las funciones son no negativas y donde la incégnita es el espectro fuente f(E).

Su resolucién se llama desdoblamiento o deconvolucién. Es bien conocido en este contexto
([51, (14], [62], [69], [98], [99]) que el problema de la deconvolucién del espectro medido

es a menudo un problema mal planteado en el sentido de que factores como el ruido y
pequeiios cambios observados en la respuesta del detector m(e) suponen grandes cambios
en el espectro fuente f(E). Antes de apuntar métodos de solucién, es importante observar

que el espectrémetro no mide m(e), sino la cantidad

m, = | m(e)de , l<i<n (2.3)

donde ¢, - ¢, =Ae; es el intervalo de energfa asociado a cada canal del espectrémetro.

Dado que la ecuacién (2.2) puede escribirse como

.Y

n jot

H(e, E)f(E) dE . 2.4

m(e) =
j=1

N ——

Sustituyendo (2.4) en (2.3) tenemos que

a S G

m=Y ] de I H(e,E) RE) dE . 2.5

o1
J e, e

Este sistema de ecuaciones es atin exacto y uno de los métodos utilizados en la

préctica para resolverlo es aproximar (2.5) a la ecuacién

donde
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H, = | Hee, E) de

e

y
j; = |RE)dE .
En notacién matricial:
m=Hf

donde el vector f debe ser interpretado como la aproximacién discreta al espectro de
emisién f(E) dada por (2.4) y la matriz H como la aproximacién discreta de la funcién de
densidad de probabilidad H(e, E) dada por (2.3). La referencia [62] sugiere aproximaciones

de resolucién continuas, pero el método generalmente adoptado es el basado en el

conocimiento de la matriz inversa de la funcién respuesta:
f=h"'m

Este método de desdoblamiento puiramente algebraico tiene dos inconvenientes
fundamentales: uno, la determinacién de la matriz respuesta y, dos, el mal condicionamien-
to de la misma ([14], [82] y [98]) que da lugar a grandes errores en la determinacién de la
inversa. La matriz respuesta se halla excitando el detector con una fuente monoenergética
que barre todo el rango de interés con un incremento energético dado ([7]). Conviene decir
que no es un problema trivial el conseguir una fuente monoenergética pura ([39]). Una vez
disponible este conjunto de respuestas empfricas, se interpola mediante técnicas apropiadas
([71, [34], [54] y [90]) para obtener el resto. Otra aproxirﬁacién para obtener la matriz res-
puesta es el uso del métodos de Montecarlo ([39]). Estos estdn basados en simulaciones en
computador de los procesos de interaccidn ffsicos antes descritos en el detector. La vfa

intermedia es la semiempfirica, donde las respuestas Montecarlo vienen parametrizadas
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(159]) y donde los pardmetros se optimizan en funcién de las condiciones experimentales
a base de ajustes sobre muestras de calibracién. La Fig. 2.4 muestra una matriz respuesta
tfpica de un detector de INa. Como puede apreciarse, las respuestas cercanas son muy
parecidas, lo cual da lugar a filas pricticamente colineales en la matriz respuesta. Esta
situacién provoca un estado que ronda la singularidad de la misma por lo que surge la ines-
tabilidad numérica en la construccién de la inversa. La técnica de interpolacién utilizada en
la referencia [90] se basa en este caso en un estudio de los componentes principales de la
matriz respuesta ([90]). La consecuencia de todas las aproximaciones adoptadas en el pro-
ceso conducen a que el espectro fuente estimado no esté formado por rayas, sino por formas
acampanadas. La Fig. 2.5 muestra el resultado de aplicar este tipo de deconvolucién al es-
pectro del is6topo **Na medido en un detector de INa ([39]) y un posterior suavizado. En
esta ocasién se utiliz6 el programa comercial FORIST que utiliza la técnica antes descrita.
Una revision descriptiva de este tipo de programas de deconvolucién se da en la referencia
[83]. Como puede apreciarse, una vez hecha la deconvolucién es necesario abordar un
problema adicional que es el andlisis de un espectro de campanas a través de cualquier
técnica de bisqueda de picos. Esta es una tercera desventaja de este método de andlisis, que
se suma a las dos anteriores y permite concluir que el método de la matriz respuesta no es

adecuado a un tratamiento automdtico del andlisis de compuestos gamma.

COUNTS / THANNEL

Fig. 11. Three-dimensional view of the response curves gener-
ated at equally spaced energies.

Fig. 2.4 Representacién tridimensional de la matriz de

curvas de respuesta a fuentes monoenergéticas. Tomada de
[90].
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Fig. 2.5 Espectro de *Na -de dos rayas de
emisién igualmente intensas a 1.37 y 2.75 Mev-
desdoblado con el cédigo comecial FORIST ([39]).

2.3 MEJORA DE RESOLUCION DEL ESPECTRO
MEDIDO

La manera m4ds directa de decidir cudles son los radioniclidos que forman un
espectro problema es detectar en éste las posiciones de todos y cada uno de los picos
presentes en el mismo ([56]). La debilidad de esta técnica estriba en que muchas veces el
equipo de medida no es capaz de resolver picos de energfas similares. Como consecuencia,
estos se muestran solapados unos con otros en el espectro, formando estructuras complejas
llamadas dobletes, tripletes, etc, que enmascaran los picos formantes tal como muestra la
Fig. 2.6b. Como puede observarse, la deteccién de estos picos no es tarea fé4cil y ello ha
dado lugar a la bisqueda de técnicas que consigan mejorar la calidad del espectro obtenido

a través de alguna transformacién del mismo (Fig. 2.6c).

Desde principios de los afios sesenta han ido apareciendo una serie de trabajos
([91, [401], [85] y [86]) acerca de la mejora de resolucién de los picos presentes en un

espectro de radiacién. Segiin vimos en el anterior apartado, la operacién de un espectréme-
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tro viene caracterizada por la ecuacién (2.2). La hipétesis fundamental de las técnicas

utilizadas en las referencias anteriores consiste en modelar H(e,E) como un sistema lineal

invariante h(e - E). Bajo esta suposicién, la ecuacién (2.2) se convierte en una ecuacién

de convolucién ([70])
m=h = f s (26)

por lo que a esta aproximacién se le ha llamado deconvolucién de Fourier. La ecuacién
anterior, expresada en el dominio de la frecuencia, se transforma en la ecuacién M = HF.
Podemos estimar H como la transformada de algiin pico bien definido en un espectro de'ldo.
Asf, por simple divisién, es posible calcular M y asf mismo m mediante una
transformacién inversa. Esta aparente simplicidad presenta una debilidad fundamental que

es su fuerte sensibilidad al ruido en el espectro medido m. Los valores de H se aproximan

|H(s)]

i i i i 1 1 S
02 04 06 08 12 14
a)
1500 { (&) mle)
500 |
1000
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500 -
-500 |
°1 e e
480 500 520 540 480 500 520 540
b) c)

Fig. 2.6 (a) Filtro H(e,E) = h(e-E) en el dominio de la frecuencia. (b) Superposicién de dos
picos gausianos en el espectro medido. (c) Efecto de la funcién de resolucién sobre el doblete.
{9. '
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a cero a medida que aumenta la frecuencia debido a la suavidad de la funcién respuesta
mientras que los de M no lo hacen debido al ruido. Por este motivo se produce una fuerte

amplificacién del ruido en la transformacion inversa ([9]), pues la division M/H resulta
altamente inexacta a altas frecuencias. La atenuacién del ruido en los datos es, por tanto,
un imperativo, por lo que un tratamiento previo de suavizado ([21], [22], [28], [45], [49],
[79]) es condicién "sine qua non" en la aplicacién de la técnica, operacién que no traslada

la posicién del centroide del pico si se lleva a cabo de forma apropiada ([9], [41]).

Por otra parte, los espectros de radiacién presentan una dificultad afiadida, y es que
las técnicas de mejora de resolucién requieren que todas las lfneas adopten la misma forma
y anchura, que es el modelo de respuesta al impulso caracterfstica del filtro modelado. Esta
suposicién no es en rigor vélida en el espectro gamma, donde la anchura del pico crece con
el niimero de canal. En todo caso, podrfa intentarse una aproximacién por tramos de canales
en los cuales la variacién del modelo sea presumiblemente pequeiia, como en los dobletes.
Este es el caso del trabajo [63], referido a espectros de rayos X. Cuando no se da con el
modelo adecuado, en el espectro fuente estimado aparecen picos esptireos ([41]). Segun se
desprende de las referencias citadas, la contribucién més importante de esta técnica ha sido
la de resolver dobletes en espectros procedentes de detectores de INa(Tl) ([9], [41]) tal y

como se aprecia en Fig. 2.6.

En la ecuacién (2.6) se asume tdcitamente que el espectro medido m es un espectro
de picos y, por lo tanto, estd libre de cuentas de fondo Compton. Como esta suposicién no
se cumple en una medida real, antes de aplicar el modelo de convolucién se debe sustraer
previamente la contribucién del fondo al espectro medido. Ya vimos que el fondo es el
resultado de procesos ffsicos complejos y por esta razén no es posible dar de él una
descripcién analitica. Como consecuencia, hay que estimarlo directamente a partir del
espectro medido. Una aproximacién muy utilizada ([41], [46] y [63]) consiste en representar
el fondo mediante una funcién suave que conecta todos los mfnimos del espectro, entendido
este como una funcién continua, una vez aplicado al rhismo un proceso de suavizado. El
método de interpolacién en "splines” cubicos ([61]) es el utilizado en la estimacién de esta
funcién en las referencias [46] y [63]. De todos modos, el resultado de estas técnicas de

estimacion de fondo es siempre subjetivo y cuestionable y, desde luego, tanto mds exacto
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cuanto mejor es la definicién de los picos.

Técnicas mds sofisticadas ({44], [47], [84] y [98]) de mejora de resolucién de picos
han aparecido en la literatura de los tltimos afios. Su faita de madurez, no obstante, y la
ausencia de aplicaciones précticas conocidas hace que se evite aquf cualquier comentario

sobre las mismas.

2.4 BUSQUEDA DE PICOS

El campo de la espectroscopfa gamma dio un gran paso hacia adelante en 1964
como consecuencia de la invencién y desarrollo del detector de semiconductor de germanio.
Su alta resolucién simplificaba enormemente el andlisis y permitfa la deteccién de lineas
muy débiles en la presencia de otras muy intensas y de enegfa muy cercana. Desde enton-
ces, estos detectores y las técnicas de andlisis asociadas a ellos, basadas en bisqueda de
picos, se han multiplicado en la literatura. Aunque existen otros métodos ([27], [31], [51],
[94]) para caracterizar un pico o abordar su estudio, el m4s utilizado consiste en ajustar la

region del espectro donde se ha detectado un pico mediante una funcién analitica, tratando
de minimizar el error cuadritico con respecto a un vector a = [a,, a,, ..., a,]7 de pardme-

tros libres:
e(a) = E W, [y, - f(Q, a)) 2.7

donde W, es un factor de peso que suele tomarse como la inversa de y,, siendo éste el

nimero de cuentas acumuladas en el canal i . A este problema se le conoce en optimizacién

como cuadr4tico no lineal sin restricciones ([6]).
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2.4.1 DESCRIPCION FUNCIONAL DEL PICO

La funcién f que describe el espectro en la vecindad de un pico se modela
arbitrariamente, ya que es impracticable derivarla teéricamente en rigor ([51], [75]) y ha
sido dedicado mucho esfuerzo a buscar una funcién apropiada. Casi podrfamos decir que
cada nueva contribucién en este sentido propone su propia funcién de ajuste, a veces con
excesiva inclinacién a aumentar el nimero de pardmetros libres ([16]), con los consiguientes
problemas numéricos que ello acarrea ([35]). Las referencias [36] y [57] constituyen un
buen compendio de las m4s influyentes. Esta proliferacién de métodos y las dificultades que
entraia el compararlos ha llevado a distintos organismos internacionales {IAEA (Organiza-
cion Internacional de la Enegfa Atémica, IEC (Comisién Internacional Electroatémica), etc}
a la elaboracién de un conjunto de espectros de Ge(Li) sobre los cuales cada método
particular puede informar de los resultados obtenidos al analizarlos ([48], [65]). Si bien no
todos los modelos la siguen ([76]), una de las funciones propuestas que ha gozado de mayor

aceptacién es la siguiente ([13], [20], [77]):
A, a) = G(i, a) + D(i, a) + S(i, a) + B(, a) 2.8)
donde

~(i-a)
G(i, a)=al +e 202 , (29)

ae i=i
) (2.10)
D(i,a) = (ieay
a,e izi

i = - 2
donde a su vez i, =a, -2a,°/a;,
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a a, -i
SG, a) = (1 - erfl-20)] 2.11)
2 a\/2

B(i,a) =a4i +a, (2.12)

todas ellas representadas en la Fig. 2.7. La eleccién de estas cuatro funciones se debe a que
invariablemente un pico simple puede caracterizarse como una gaussiana distorsionada de
alguna manera y superimpuesta sobre un fondo polinomial ({93]). La gaussiana G(i) refleja
la naturaleza estadfstica del ruido de fondo electrénico y el proceso de recoleccién de carga
en el semiconductor como ya se discutié en el apartado 1.2. Los picos experimentales son,
sin embargo, asimétricos. Esto requiere que el lado de menor energfa de la gaussiana sea
distorsionado con una cola exponencial D(i) y una funcién escalén S(i). Estos componentes
de cola y escalén son atribuidos a una recoleccién de carga incompleta debida a fenémenos

de atrapamiento, recombinacién y al escape de electrones de la regién sensible del detector
(113}, 1201, [431, (77D).

Si bien la resolucién de los espectrémetros de Ge(Li) permite una definicién

extraordinariamente mayor que los detectores de INa(Tl), el problema de los multipletes no

resueltos permanece. Este problema se aborda en la prictica replicando las ecuaciones (2.9),

Cuentas por canal

Numero de
canal

Fig. 2.7 Componentes analiticos aditivos de un pico
simple.
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(2.10) y (2.11), una para cada pico ([20], [37], [52]). De esta forma, el nimero de pardme-
tros a determinar practicamente se multiplica por el niimero de picos en el multiplete. Esta
es la situacién de andlisis mds conflictiva y de mayor tendencia al error, por lo que la
mayorfa de programas comerciales adoptan un modo interactivo con el usuario ([50], [55],
[89]), siendo escasos los intentos de andlisis totalmente automdtico ([56], [77], [87]). Es el
usuario quien determina los 1fmites de la regién que contiene el multiplete y toma alguna
decisién a cerca de eliminar o introducir algiin pico para explicar el multiplete ({94]). En
general, puede decirse que la cantidad de informacién de control proporcionada por el
usuario aumenta con la complejidad del encaje ([35]). Por supuesto, esto introduce un factor
de subjetividad en el andlisis. La referencia [55] proporciona varios criterios para detectar
multipletes en picos no resueltos por la rutina de bisqueda. La referencia [15] compara
cuatro cédigos comerciales a la hora de determinar la concentracién m4ds baja posible de un

componente en una muestra problema.

2.4.2 LA DETECCION DEL PICO

La primera etapa de un andlisis de picos consiste en recorrer el espectro desde un
extremo energético al otro detectando intervalos de canales en los que es verosfmil la
presencia de una estructura de picos, bien un pico unico, bien un doblete, triplete, etc.
Generalmente son dos los tipos de errores encontrados en el proceso ([33]). Primero,
fluctuaciones estadfsticas del fondo se identifican erréneamente como fotopicos. Segundo,
y al contrario, las fluctuciones del fondo oscurecen los fotopicos. Se hace, pues, necesario
suavizar el espectro para eliminar en lo posible las fluctuaciones m4s severas ([79]). El
suavizado distorsiona el pico en relacién inversa al nimero de canales sobre los que se

extiende.

Una de las técnicas de bisqueda de picos mds influyentes es la de las diferencias
segundas ([30], [55], [56], [66]). Se fundamenta sobre un modelo de espectro entendido
como la superposicién de picos sobre una funcién suave y continua -el fondo-. De esta
forma, la derivada segunda respecto al nimero de canal es pricticamente cero, por lo que

se decide la presencia de un pico en un intervalo dado cuando la derivada segunda no se
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anula o supera un determinado umbral. La Fig. 2.8 ilustra la idea. A este respecto, distintos
criterios de discriminacién son citados en [55]. El canal que ofrece el valor mdximo en el
intervalo se toma como centroide del pico, bien tentativo, como es usual para afinar después
en la rutina de ajuste, o bien definitivo ([50]). La debilidad del método pl;ede encontrarse
en la referencia [87]. A pesar de ellas, la técnica de las diferencias segundas es utilizada
en c6digos comerciales, SAMPO ([50] y [77]) e HIPERMET ({74]) entre otros, aunque no
es la unica ([10], {12] y [17]), ya que la literatura es abundante en esta materia. El cédigo
comercial GAUSS ([37]), uno de los mds populares, usa una simple técnica de correlacién
del espectro problema con una onda cuadrada. La referencia [53] proporciona un estudio

comparativo de todas ellas.

Un intento de simplicidad en los procedimientos, sin requerimientos de ajuste de
ningun tipo es el del trabajo [66]. En €l, la determinacién y caracterizacién del pico se
realiza en base a la primera y segunda derivada del histograma. El precio pagado por esta

sencillez en el método es su incapacidad para el tratamiento de multipletes.

100 6e+4

5e+4

4e+4

3et+4

cuentas por canal

2e+4

derivada segunda normalizada

-100 0
400 420 440 460 480 500

nimero de canal

Fig. 2.8 Parte de un espectro gamma junto a su derivada segunda normalizada. Umbral
de decision a -5. Tomada de {55].
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2.5 TECNICAS DE AJUSTE

El problema fundamental del anilisis de picos es la determinacién de un
conjunto de pardmetros de una funcién gausssiana o conjunto de ellas m4s o menos
modificadas que mejor ajustan el histograma de cuentas en la regi6n de interés (Fig. 2.9).
El planteamiento matemdtico del problema citado viene dado por la minimizacién de la

ecuacién (2.7) con respecto al vector de pardmetros a. Ya que la funcién e(a) es una suma

de cuadrados de funciones no lineales en a, las técnicas aplicadas son conocidas bajo la
denominacién de mfnimos cuadrados no lineales ([6], [11], [24]-[26]). No existe en este
contexto una solucién dada de forma explfcita, por lo que se hace necesaria la adopcién de
métodos iterativos. El problema de estos métodos estriba en que buscan el mfnimo local
mds cercano a la configuracién inicial (ver, por ejemplo [13]) y no el mfnimo absoluto. En
el contexto general de problemas de optimizacién no lineal ([19]) determinar este punto de
partida cercano al 6ptimo es una condicién imprescindible en la aplicacién de estos métodos
y el caso que nos ocupa no es una excepcién. Tanto es asf que, junto a la eleccién de las
funciones de ajuste, la eleccién de estos valores iniciales es el problema mds complejo
encontrado en el andlisis de picos de un espectro de radiacién gamma ([89]). La forma de
llevar a cabo la estimacién inicial del vector de pardmetros a varfa de método en método

([92]) ya que depende de la funcién de ajuste escogida.

3.4

cuentas por canal (x10e+5)

270 280 290 300

nimero de canal

Fig. 2.9 Ajuste de un doblete mediante dos gaussianas y un
g )
polinomio para modelar el fondo bajo el pico. Tomada de [S5].
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Algunos métodos ([10], [50], [89]) utilizan el concepto de pico de calibracion para
reducir el mimero de pardmetros a optimizar. La funcién de ajuste puede escogerse de tal
forma que los pardmetros varfen suavemente con la energfa. Los estos pueden ser
determinados separadamente para algunos picos aislados e interpolados para el resto. El
cédigo SAMPO utiliza dos pardmetros para describir el fondo bajo el pico y cinco para el
pico mismo. De estos tltimos, tres de ellos son funcién de la energfa. Esta reduccién de
pardmetros tiene como consecuencia una convergencia mds rdpida y segura. La crftica de
los picos de calibracion se encuentra en [74]. Los autores argumentan que es necesaria una
buena calibracién y mantener el sistema muy estable o realizar una calibracién para cada
espectro medido, con la dificultad afiadida de que a veces es dificil elegir buenos picos. Por
otra parte, a partir de los 2 MeV la técnica de interpolacién pierde gran parte de su validez,
ya que la forma de los picos cambia de forma sustancial. Los cédigos HYPERMET y

GAUSS no utilizan esta técnica de pardmetros interpolados.

2.5.1 TIEMPOS Y RECURSOS DE COMPUTACION

El "leit-motiv" de la relativamente reciente referencia [88] es la reduccién de los
tiempos y recursos de computacién de las técnicas de ajuste de picos. La aproximacion
adoptada es no utilizar ajustes de mfnimos cuadrados no lineales, sino lineales, que llevan
a la resolucién de un sistema lineal convencional. El uso del método de Gauss-Seidel
propicia, segun el autor, el uso de arirmética entera. Con el coste en exactitud que supone
un modelo m4s simple, se reducen drdsticamente los tiempos de computacién. Seguin esta
referencia, la descomposicién de un multiplete de cuatro picos en un i8088 a 4 MHz lleva
entre uno y dos segundos, mientras que la versién de SAMPOB80 sobre un minicomputador
tardarfa 60 segundos, diez segundos sobre un VAX 11/780 y 2 segundos sobre un VAX
8650. La velocidad del c6digo se acelera en un factor de 25 en un i80386 aprovechando al
mdximo la multiplicacién y divisién entera de 32 bits de este micro. De esta breve discusién
parece desprenderse que el transporte de los algoriuhos de ajuste a sistemas de computacién
reducidos y por tanto susceptibles de ser portables a entornos ya no ajenos al laboratorio
sino al del andlisis de datos "in situ” y tiempo real pasan por la simplicidad de la algoritmia

y la aritmérica.
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2.6 TECNICAS DE REGRESION MULTILINEAL

El andlisis de un espectro de radiacién mediante la identificacién de fotopicos es
aceptable para detectores de alta resolucién. Sin embargo, los fotopicos y otras caracte-
risticas espectrales no pueden ser observados con otro tipo de detectores como los de
centelleo o semiconductores de CdTe y Hgl, en energfas mayores del MeV ([23], [72]). Por
esta razén, el andlisis de este tipo de datos requiere el desdoblamiento del espectro comple-
to, bien mediante las técnicas examinadas en el apartado 2, bien mediante ajuste del
espectro problema a partir de una base de referencias aplicando regresién lineal ([2], {8],
[18]1, [32], [34], [38], [64], [67], [68], [71], [78], [80], [81], [95], [96], [97]). Estas

dltimas son examinadas a continuacién.

2.6.1 FORMACION DEL ESPECTRO. CONCEPTOS
FUNDAMENTALES

Consideremos una fuente radiactiva formada por un isétopo puro j situada en las
cercanfas de un detector dotado de un analizador muiticanal de N canales. Durante un
tiempo #; recojemos S cuentas en el canal i. Estas cuentas son atribuibles parte a la
radiacién misma y parte al ruido oscuro del detector, que en adelante denominaremos el
fondo. Antes o después del periodo de exposicién de la fuente j se recoje una muestra del
fondo F; durante un periodo t,F . Se define la tasa de conteo del elemento j sobre el canal
i como:

Xy = (St - (F/eF)

Supongamos la emisién de una fuente compuesta por K isétopos elementales de

modo que 1 <j < K, cada uno de ellos con una tasa de conteo x,. Se cumple entonces

que, para cada canal, la tasa de conteo de la muestra ¢, es igual a la suma de las tasas de
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conteo de los is6topos que la componen:

X
4 =Exij
j=1

La consecuencia inmediata de esta ley fisica es el principio de superposicién, que
establece que el mimero de cuentas y, de una fuente compuesta y desconocida y recogidas
en el canal i del analizador puede ser expresado como una combinacién lineal del mimero
de cuentas acumuladas por cada componente o referencia x,, 0 < j < K, siendo cada
coeficiente la contribucién relativa de cada referencia a la mezcla. Asf, para un analizador

de N canales y X referencias mds un vector de fondo agrupados en una matriz X:
K
Y=Y X 0<i<N-1. (2.13)
j=0 »

La ecuacién (2.13) constituye un sistema lineal donde la incégnita es el vector de
contribuciones. Como es sabido, admite solucién para N < K+1. Generalmente el niimero
de canales es bastante mayor que el elementos puros (en adelante referencias). Asf podemos
disponer de 2048 canales y tener una base 40 referencias. Este tipo de sistemas se llaman
sobredimensionados porque el nimero de observaciones (ecuaciones) supera al de
pardmetros que han de ser estimados (incégnitas). Dado que esta caracterfstica impide una
solucién exacta, los esfuerzos se dirigen hacia la bisqueda de la mejor aproximacién. La
redundancia de ecuaciones es muy titil. Su funcién es suavizar las fluctuaciones estadisticas
en la formacién del espectro problema y que de alguna manera distorsonan la estimacién
de las contribuciones. Ya que la formacién de un espectro de cuentas es en sf mismo un
proceso estadfstico, una formulacién mds rigurosa del problema exige la introducién de

conceptos y términos de esta naturaleza.
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2.6.2 EL MODELO DE REGRESION LINEAL MULTIPLE

El modelo estadfstico de regresién lineal miiltiple utiliza observaciones experimen-
tales para estimar un vector de pardmetros ([18], [73]). Sea la matriz X de K variables

vectoriales independientes deterministas (x,, x,, ..., X, ) de dimensién N y sea la variable

aleatoria vectorial dependiente y de dimensién N. Se establecen las siguientes hipétesis

sobre su distribucién:

1.- Para cada X, la distribucién de y es normal con media

E[y/lX] =cx, +C X, + ... + Xy .

2.- La varianza es constante e independiente de X: Var[y,/X] =¢?, 1 <i<N

3.-  Las variables y, son independientes entre sf.

4.- El nimero de variables independientes K es menor que el de observaciones
N.

5.- Entre las x; no existen relaciones lineales.

En estos términos, el conjunto de observaciones puede ser expresado como
=X, +...+¢ Xy +u, 1 <i <N o, en notacién matricial y = Xc +u, siendo u una

perturbacién aleatoria sujeta a las siguientes hipétesis:

1.- -u es normal muiltivariada con Efu] =0.
2.- La matriz de covarianza de u, E[uu"] = ¢’I,, donde I, representa la matriz

identidad de orden N.
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2.6.3 EL MODELO ESTADISTICO DEL ESPECTRO
PROBLEMA

Aun replicando exactamente las condiciones experimentales en el conteo una fuente,
el espectro obtenido siempre varfa como consecuencia de la naturaleza estadfstica de la
emisién de radiacién y los procesos de recoleccién de carga en el detector. Al introducir
en el modelo este elemento de incertidumbre, una descripcién mds adecuada de la ecuacién

(2.13) es la siguente:

Elyl = Xc

En esta ecuacién, y es un vector columna de variables aleatorias (¥, ¥,, ... , ¥)7
y Ely] =(Ely,]l, Ely,l, ..., E[yN])T donde E[y], 1 <i < N es el valor esperado de la
variable aleatoria y,. Cada y, tiene una distribucién de Poisson con media y varianza E[y)] .
Para una realizacién de y, suficientemente grande (mds de 50 cuentas segin [71] y mds de

20 segun [91}]), y una contribucién del fondo pequeiia, su distribucién puede considerarse

normal de media E[y,] e idéntica varianza E[y,] a partir del teorema central del lfmite ([18],

[91]). Entonces, si y tiene una distribucién normal multivariada, su funcién de densidad

€s:

=[] £ exp-Loy - X7 £ v - Xe) 2.14)
P )

en la cual el vector de contribuciones ¢ actia como pardmetro.

Una de las técnicas de estimacién paramétrica utilizada en estadfstica es el método
de mdxima verosimilitud. Dada una realizacién y una distribucién conocida a priori salvo
un conjunto o vector de pardmetros, estima éste de tal forma que la funcién de densidad
resultante evaluada en la muestra sea la mayor de todas ([58]). Maximizar (2.14) se

traduce, por lo tanto, en el siguiente problema de optimizacién:
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Minimizar (y-Xc)™ £ (y - X¢) (2.15)
©
La matriz I es la matriz de covarianzas de las variables aleatorias (y,, y,, ... , y\)7 .

Se define como:

L = E(y -EDG - EDD"1,
que en este caso es

L =E[(y - Xo)(y - Xo)T].

Como vemos, el valor de la inversa de la matriz de covarianza depende del vector

de contribuciones de una forma fuertemente no lineal, lo cual complica extraordinariamente
1a minimizacién de (y - Xc)” 7! (y - Xc) respecto a ¢, por lo que es necesario estimarla a
priori a partir del espectro problema y. La préctica mds comun es considerar que las varia-
bles aleatorias y,, y,, ... , ¥, son estadfsticamente independientes, por lo que Covly,, y1=0
si i # j. Asf, la matriz de covarianza L es diagonal, lo que supone que también lo es su

inversa L' ([29]). De esta forma, el problema de minimizacién (2.16) se simplifica en el

siguiente:

() i=1

Minimizar E[ ] [y Ec .,] (2.16)

llamado método de los minimos cuadrados ponderados, que conduce a dar mayor peso a
los canales que se estima tienen menor varianza, precisamente aquellos con menor nimero
de cuentas acumuladas. En la referencia [64] se argumenta que esta aproximacién a la
matriz de covarianza es adecuada, pero en la bibliograffa se da algun trabajo que no la sigue

((78], [95D).
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La solucidn al problema (2.16) se halla derivando respecto al vector de pardmetros

¢ igualando a cero, lo que nos lleva a la solucién:
c=(XTL1X)1X"E'y.

¢ es un vector aleatorio que es funcién lineal del vector aleatorio y . Es importante observar

que su valor no cambia al multiplicar £ por una constante, lo que se traduce en la prictica

en la robustez del estimador frente a ruido gaussiano (error estadfstico) en la formacién del
espectro. Por otra parte, si la distribucién del vector y es normal y ~ N(Xc, ), entonces
la distribucién de ¢ también es normal ([18], [73]) ¢ ~ N(c, (X"Z' X)) . El elemento i
de la diagonal de la matriz de covarianza X7L™'X es la varianza del estimador c, y su rafz

cuadrada la desviacién tfpica de la estimacién, con lo cual la construccién de intervalos de

confianza de la misma es inmediata.

2.6.3.1 BONDAD DEL ENCAJE

El modelo de formacién del espectro de la ecuacién (2.14) es correcto bajo dos

supuestos fundamentales. Primero, la ausencia de derivas en el equipo de mediday,

segundo, la matriz X contiene las referencias de los is6topos que estdn presentes en el
espectro problema y. En este caso, la expresién que trata de minimizarse en la ecuacién
(2.16), (y-Xc)™ £ (y-Xc), es una variable aleatoria que tiene una distribucién x? con
N-K grados de libertad y su valor esperado es N-K ([38]). Si definimos
X7 =x*/(N-K), el valor esperado de x, es la unidad. A efectos précticos, cuanto mds

cercano a la unidad esté este valor, mds fiable es el andlisis del espectro problema y. Su

valor aumenta si existen derivas instrumentales o el conjunto de referencias es insuficiente.

Desgraciadamente, el valor de la x,” no proporciona ninguna indicacién acerca de

la naturaleza del error del modelo ([1], [4]). La literatura ha tratado este problema

ampliamente buscado indicadores m4s representativos de las fuentes de discrepancia, tanto
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en el 4mbito de ajuste de picos ([1], [3], [4], [42], [60]) como en el de formas espectrales

completas ([71]). Sin embargo, de una forma u otra, casi todas son derivaciones del cldsico

test de la x? mds elementos afiadidos "ad hoc" derivados de la experiencia.
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Capitulo

LA DESCOMPOSICION
ESPECTRAL VIA MEMORIA
ASOCIATIVA

nalizar un espectro de radiacién consiste en identificar los radioniiclidos que
lo componen, asf como determinar las contribuciones relativas de estas formas
elementales a la mezcla. En este capftulo se plantea el problema formalmente
en el contexto de la teorfa de regresion lineal miiltiple y se demuestra que admite una
solucién elegante en términos de matrices pseudoinversas y, como consecuencia de ello, de
memorias asociativas lineales. Se define, como resultado, un operador de este tipo que
proporciona la solucién al problema de la descomposicién. Se propone asimismo un par de

algoritmos adaptativos que construyen este operador citado.
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La descomposicién espectral via memoria asociativa

3.1 DEFINICION DEL PROBLEMA

La revisién hecha en el capftulo anterior acerca de los problemas planteados en
espectroscopfa de baja resolucién y el objetivo de ofrecer soluciones algorftmicas
susceptibles de ser realizadas en procesadores VLSI de propésito especifico ([16]) nos ha
llevado a elegir las técnicas de regresién multilineal como las id6neas a estos propésitos.

Siguiendo esta orientacién formal, se define el problema en los siguientes términos:

- Un espectro serd representado mediante un vector N-dimensional x = [x,, ...,xN_,]T

donde N es el nimero de canales de informacién del espectro y x_ es el nimero de

eventos detectados en un determinado intervalo de energfa para una fuente dada, con
una instrumentacién y unas condiciones experimentales (temperatura, etc.) concretas.

Obviamente, x, serd un entero con valor no negativo:
x, =0, 0=n<N-1 (3.1

- Un espectro de referencia es un espectro producido por una fuente compuesta por un
sélo radiomiclido. Denotaremos un espectro de referencia como r,, con 1 <k < K.

El conjunto de K vectores de referencia serd denominado conjunto de referencia, que

puede representarse como:

R=Ir, ..., rl (3.2)

- El conjunto de espectros compuestos es el conjunto de todos los espectros que pueden
ser reproducidos por combinaciones del conjunto de referencia. Un espectro

compuesto estd sujeto en su formacién a las siguientes suposiciones:

1) Principio de proporcionalidad. Dados dos espectros, x, (7)) y x,(T,),
obtenidos de la misma fuente emisora, usando la misma instrumentacién y bajo

las mismas condiciones experimentales, durante dos intervalos de tiempo
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2)

3)

4

diferentes T, y T,, estos diferirdn s6lamente en sus respectivas amplitudes,
comparadas canal a canal, de acuerdo a un factor multiplicativo, que serd

proporcional a la razén entre los respectivos intervalos de tiempo empleados

en la formacién de ambos espectros:

M:ﬁ; 0<n<N-1 3.3)
x. (L) T,

Principio de superposicién: Un espectro dado, producido por una fuente
emisora compuesta por una combinacién de fuentes diferentes contenidas en el
conjunto de referencia, tomado en las mismas condiciones experimentales, con
la misma instrumentacién que los elementos del conjunto de referencia, puede

ser considerado como una combinacién lineal del conjunto de referencia:
x=Rec=Y ¢r, (3.4)

donde ¢ ={c, ..., cK]T es un vector de nimeros reales nulos o positivos que

representan los pesos o proporciones con los que cada espectro de referencia

participa en la formacién del espectro compuesto.

El ruido oscuro del detector. La respuesta del equipo de medida, en ausencia
de emisién radiactiva, es un espectro caracterfstico llamado espectro de fondo
y que va a ser aiadido al conjunto de referencia. Los dos principios anteriores
se aplican al mismo, ya que las cuentas acumuladas en cada canal crecen
proporcionalmente al tiempo y, por otra parte, todo espectro recogido en el
analizador multicanal puede desdoblarse en el espectro de fondo correspondien-

te al tiempo de conteo, mds el hipotético espectro tomado en ausencia de fondo.

Fluctuaciones estadisticas. Como se expuso en el primer capftulo, los procesos
de recoleccidn de carga en el detector y el ruido en la electrénica de tratamien-

to de seiial introducen invariablemente un componente errdtico en el espectro
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obtenido en el analizador multicanal. Esta incertidumbre estadfstica se traduce
en la adicién de un nimero aleatorio de cuentas e; sobre cada canal i,
formando un vector e de dimensién N que se superpone al vector teérico fruto
de la combinacién matemdtica de la ecuacién (3.4). Consideraremos e como

el ruido que distorsiona al vector x:
x=Rc+e 3.3)

Teniendo en cuenta las anteriores definiciones e hipétesis, el problema de la

descomposicién y cuantificacion de espectros de radiacién se define como sigue:

“Dado un espectro compuesto x, de dimensién N, asumiendo que todos

los espectros elementales que lo forman son conocidos y estdn incluidos en una
matriz R de dimensiones N XK, queremos evaluar la estimacién 6ptima del
vector de pesos ¢, de dimensién K, que operado con R resulte el espectro

compuesto Rc que minimice la diferencia con x en algtin sentido."

Vamos a formalizar el criterio de minimizacién anterior buscando el vector o el

espacio de vectores ¢ que hacen mfnima la norma euclfdea del vector de error e.

Definiendo E como la norma de e, se trata de

Minimizar E(c) = | x-Re ||2 (3.6)
©

que es un problema cldsico de mfnimos cuadrados.

76
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3.2 INTRODUCCION A LA TEORIA DE
PSEUDOINVERSAS

En este apartado se examina la estrecha relacién existente entre el concepto de la
matriz pseudoinversa R* de una matriz R y los problemas de optimizacién cuadritica

lineal. Ademds, se introduce un algoritmo genérico de cdlculo de la pseudoinversa de una

matriz, que serd til posteriormente debido a sus propiedades adaptativas.

3.2.1 PSEUDOINVERSA Y MINIMOS CUADRADOS

El concepto de matriz pseudoinversa es una generalizacién de la inversa de una
matriz cuadrada y no singular para cualquier matriz, sea rectangular, sea cuadrada pero
singular ([21). El concepto original de pseudoinversa vino dada por el siguiente teorema de

existencia:

Teorema. Para cualquier matriz R de dimensién N XK, la matriz
R =lim (RTR+8D'R” = lim R"(RTR +8*I)™"
&0 50
siempre existe y se denomina marriz pseudoinversa.

Sin embargo, la caracterizacién de la matriz pseudoinversa a partir de los lemas

de Penrose en 1955 fue el acicate de un renovado interés en el campo de las inversas

generalizadas de matrices. La pseudoinversa de una matriz real R fue definida por Penrose

como la dnica matriz R* que satisface las siguientes condiciones:

R'RR" =R°,
RR'R =R,
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(RR*)" = RR",
(R°R)” = R*R.

La pseudoinversa ha sido ampliamente investigada y aplicada ([2] y sus referencias,

[12]), ya que proporciona de forma compacta descripciones de operadores geométricos de

proyeccién y caracteriza las soluciones al problema de los mfnimos cuadrados:

Teorema. Para cualquier matriz R de dimensién N X K, y cualquier vector x de
dimensién N, ¢ = R*'x es el vector de mfnima norma de entre aquellos que minimizan

E(©)=lx-Rc|?2.

El teorema anterior proporciona la solucién al problema de mfnimos cuadrados de

una forma explfcita a través de la aplicacién al vector x del operador matricial R".

Una orientacién diferente al problema de los mfnimos cuadrados conduce a la
solucién no desde la perspectiva mds elegante y directa de la matriz pseudoinversa, sino a
través de la solucién de las ecuaciones normales por métodos cldsicos ([26]): La funcién

escalar K-dimensional no negativa
E()=|x-Re|?
alcanza el minimo en aquellos puntos en los que se anulan todas sus derivadas parciales:

OE
2= =,
dc,

Este conjunto de ecuaciones lineales deviene en
R™Rc=R"x, @.7)

universalmente conocidas como las “ecuaciones normales”. Bajo este enfoque, para cada
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espectro problema x debe ser resuelto un nuevo conjunto de ecuaciones lineales. Frente a
las ecuaciones normales, la aproximacién del operador pseudoinversa es ventajosa por su
simplicidad, tanto conceptual como operativa, ya que puede caracterizarse todo el espacio
de soluciones de las ecuaciones normales en términos de pseudoinversa como demuestra el

siguiente teorema.

Teorema. ¢, minimiza [|x - Rc || 2 siy s6lo si ¢, es de la forma
¢, =R’x + (I - R* R)y para todo vector N-dimensional y. El valor de ¢ que minimiza ¢,

es unico si y s6lo si R*R = 1. Esto es cierto si y s6lo si las columnas de R son vectores

linealmente independientes.

Como puede apreciarse, un caso especial del problema (3.6) es aquel en el que los

vectores columna de R, {r,, ..., r .}, son linealmente independientes. Entonces la matriz
RTR tiene el rango completo K, con lo que su inversa estd definida y la solucién a las

ecuaciones normales es unica y viene dada por ¢ = (RTR)'Rx. En la teorfa de pseudoinver-

sas, la condicién de independencia se traduce en el teorema siguiente.

Teorema. R* =(R”R)™ R” si las columnas de R son linealmente independientes.

Este resultado permite obtener la solucién al problema (3.6) de dos formas
diferentes. La primera es la cldsica y es la utilizada en toda la bibliografia consultada en
lo que se refiere al andlisis multivariado en espectroscopfa gamma ([8]) y qufmica analftica
([14]), confiando en técnicas tradicionales de resolucién de sistemas lineales. La segunda

([33]) es la que adoptaremos en este trabajo.

Una de las propiedades mds interesantes de la pseudoinversa es que se comporta
como un operador de proyeccién. Mds adelante utilizaremos esta propiedad geométrica de
la matriz pseudoinversa como criterio de rechazo de un espectro problema al abordar su
descomposicién por no ajustarse al modelo descrito su definicién. La Fig. 3.1 ilustra el

siguiente teorema:
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Teorema. Sean los vectores {r,,

, Ty} las columnas de la matriz R. Entonces,

para cualquier x, £ = RR*x es la proyeccién ortogonal de x sobre el subespacio expandido
por {r, ..., r.}.

A continuacién se introduce un algoritmo de construccién de pseudoinversas con

propiedades adaptativas que lo hace interesante en la construccién de memorias asociativas
lineales.

3.2.2 EL ALGORITMO DE GREVILLE

Existen varios métodos de c6mputo de la pseudoinversa de una matriz ([2], [39],
[45], [47]). De entre todos ellos, el algoritmo de Greville resulta interesante debido a que

las operaciones que conlleva son bdsicamente productos matriz-vector. Ello propicia su
realizacién sobre procesadores VLSI de producto interno ([16]). Ademds, esta peculiaridad
la hace muy iitil de cara a una implementacién en tecnologfa Gptica. Por otra parte, la

independencia lineal de las referencias tratadas conducen a una simplificacién del algoritmo.

\k
L]

b~
~—-

Fig. 3.1 El operador RR* proyecta un vector x sobre el

subespacio expandido por las columnas de la matriz
R={[r, r)].
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Presentamos a continuacién el algoritmo de Greville ([2], [25]). La idea bdsica de
este algoritmo es particionar la matriz original en columnas y reclutarlas una tras otra.
Descrito "grosso modo”, cada vez que tomamos una nueva columna de la matriz original,
computamos una nueva fila de la matriz pseudoinversa y recomputamos la submatriz

complementaria.

Teorema. Sea la matriz R, =[R,_, | r,], siendo R,_, la submatriz que contiene las

k-1 primeras columnas y r, la ultima de ellas. Entonces:

Ri. - r,py)
R; = | e e (3'8)

donde

(I-R_Rc)r,

" " 5 si el numerador es # 0,
(- RHR;_,) r,

3.9)
(R R, v,

" 5 én olro caso.
1 + " Rk-lrk II

El valor inicial de R, es la primera columna de la matriz R por lo que
R; = r,T(r,Tr,), si r, no es el vector nulo y R} =07 si r, es el vector nulo. Con los datos

iniciales de R, y Ry, el algoritmo de Greville no es mds que la aplicacién en cada iteracién

el teorema del mismo nombre.
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3.3 MEMORIAS ASOCIATIVAS LINEALES

Una memoria asociativa, en su acepcién mds general, puede definirse' como un
operador o funcién de transferencia que hace corresponder un conjunto de vectores o
patrones de entrada con un conjunto de vectores o patrones de salida. Si la correspondencia
es robusta, un vector ruidoso cercano (respecto a alguna métrica) a un patrén de entrada
debe ser asignado a un vector cercano al patrén de salida correspondiente. Los modelos de
redes neurales ([3], [23]) m4s populares como el perceptrén multicapa ([28], {44], [S1])) ¥
redes tipo Hopfield ({4], [18], [19], [49]) son operadores no lineales que realizan
transformaciones asociativas de un modo robusto. Sin embargo, no resultan apropiados en
el problema de la descomposicién espectral. Si bien estas estructuras matemdticas se
comportan de forma adecuada en problemas de reconocimiento de patrones ([27], [50]), son
incapaces de tratar correctamente la cuantificacién de componentes en el problema de la
mezcla, debido precisamente a la discrepancia existente entre su cardcter fuertemente no
lineal y el hecho de que el modelo de formacién de un espectro de radiacién sea un proceso
fundamentalmente lineal. La descomposicién de un espectro mezcla es un problema de
regresion, es decir, de optimizacién cuadrética, mis que de clasificacién y como tal debe

ser abordado.

Los trabajos en los campos de las redes neurales tipo Hopfield y circuitos de
optimizacién han sido unificados y puestos bajo una perspectiva global por Kennedy y Chua
([20}-[22]). Estos autores han aplicado herramientas analfticas propias de la teorfa de
circuitos eléctricos no lineales a la red de Hopfield, lo cual ha permitido entender ésta como
un caso particular de sistema dindmico que, para una determinada inyeccién de corrientes
o patrén de estfimulo, evoluciona hacia una configuracién estacionaria de tensiones y
corrientes que minimiza la energfa interna del sistema, definida esta como su funcién de co-
contenido ([20], [21]). A partir de ese momento comienzan a aparecer en la bibliograffa
aplicaciongs concretas de estas redes en problemas inversos ([9], [31], [35]). Una buena
revisién del estado actual de las redes neurales en tareas de optimizacién cuadrdtica puede

encontrarse en [7].

Capftulo esencial es la realizacion fisica de este tipo de dispositivos. En 1984, Chua
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y Lin ([6], [53]) introdujeron un circuito basado en amplificadores operacionales y fuentes
de corriente no lineales capaz de solucionar cualquier problema de optimizacién no lineal.
El problema de la mezcla, tal y como se ha planteado, es un problema de optimizacién
lineal, por lo cual puede acometerse utilizando alguna realizacién de este tipo de
dispositivos. El atractivo de los mismos reside en su capacidad de liegar a la solucién del
problema en tiempo real, lo que les hace interesantes en aplicaciones criticas de control,
robética, etc. Las desventajas son fundamentalmente dos. La primera es su rigidez. La
adicién de una nueva variable en el problema requiere un redisefio de todo el circuito. La
segunda es su falta de exactitud. Los amplificadores operacionales estdn sometidos a derivas
en ganancia y ’offset’ debido al envejecimiento y, sobre todo, a cambios en la temperatura.
Las fuentes no lineales acusan problemas de estabilidad y falta de precisién. Las mejoras
en la tecnologfa base de estos elementos, como la introduccién de los condensadores
conmutados ([43]) o CCD’s ([37]) palfa este problema, pero no lo elimina. Segun datos de
la referencia [6], problemas sencillos de tres variables proporcionaban errores relativos del
orden del tres por ciento. Este dato no puede ser dado por suficientemente bueno en una
aplicacién de andlisis radiactivo, ya que da lugar a la falsa deteccién de radioniclidos en
un espectro mezcla que realmente no los contiene. En el caso sumamente realista de que
el espectro mezcla venga afectado por derivas instrumentales, la adicién de esta considera-
ble fuente de error en el tratamiento matemdtico de los datos descarta por completo una

aproximacién analégica al problema de la mezcla, al menos con la tecnologfa de hoy dfa.

Ante el atin incierto panorama que ofrece la solucién analégica, en este trabajo se
adopta la siguiente aproximacién al problema: Se opta por la formacién adaptativa de una
memoria lineal a través un algoritmo apropiado ([10]), susceptible de ser implementado
sobre estructuras aritméticas digitales de alta escala de integracién ([1], [16], [42]). Con ella
se gana, por una parte, flexibilidad en la incorporacién de referencias y, por otra, precisién
en el andlisis respecto a una solucién analégica. Se pierde en rapidez. Sin embargo, este

aspecto no resulta crftico en la aplicacién tratada, como se discutird posteriormente.
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3.3.1 LA MEMORIA LINEAL OPTIMA

Este formalismo se fundamenta en la existencia de transformaciones lineales entre
patrones espaciales que pueden ser disefiadas dptimamente en el sentido de robustez ante
estfmulos ruidosos ([5], [32], [48]). Los resultados matemdticos coinciden bdsicamente con
los de teorfa de estimacién y regresién multilineal ([36]), phdiendo unificarse todos ellos

en el mismo formalismo de la teorfa de pseudoinversas. El problema se plantea en los
siguientes términos. Sean los patrones de entrada x, € R” donde 1 <k < K, y sean los
patrones de salida correspondientes y, € R™. Se trata de encontrar el operador matricial

M que lleve a cabo esta funcién de una forma dptima, minimizando el error sobre todos
los y,. Agrupando los patrones como columnas de las matrices X e Y, el problema se

formula como:
Minimizar |Y - MX |2 (3.10)
(M)

Esta ecuacién admite en principio todo un hiperplano de soluciones. La teorfa de
pseudoinversas establece que la solucién de mfnima norma es M =YX a través del

siguiente teorema ([2], [25]):

Teorema. Si X e Y son matrices con el mismo nimero de columnas, entonces las
soluciones al problema de minimizacién de la funcién matricial E(M) = | Y - MX ||?
vienen dadas en la forma M = YX" + Z[I - XX"] para cualquier Z de las mismas dimen-
siones que M, siendo M =Y X" la de minima norma. La solucién M =Y X" es unica si y

sélo si las columnas de X son linealmente independientes.
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3.3.2 COMPUTACION RECURSIVA DE MEMORIAS
LINEALES

La teorfa desarrollada en la formacién adaptativa de memorias asociativas ([24],
[25], [32]), basadas en trabajo previo sobre teorfa de pseudoinversas ([2], [39], [45]) y
proceso adaptativo de sefial ([30], [52]), constituye una solucién computacional alternativa
a los métodos cldsicos de resolucién de sistemas lineales ligados a rutinas estdndar de
mfnimos cuadrados ([26]). Considerar el operador solucién a las ecuaciones normales
(RTR)'R como una memoria supone, citando a Kohonen ([25]), "construirlo a través de
un proceso adaptativo mediante la influencia progresiva de los vectores de referencia”. Es
mds, esta via puede considerarse como un avance conceptual al introducir los conceptos de
estructuras de computo y algoritmos de adaptacion de las mismas. Este paradigma, gestado
en la teorfa de filtrado adaptativo y redes neurales artificiales, lleva a la realizacidn fisica
de las estructuras y al desarrollo de algoritmos de adaptacién de las mismas en tareas
especfficas ([18], [42]). En este contexto, vamos a examinar la algoritmia asociada a la

formacién adaptativa de memorias lineales.

Sea M la memoria lineal asociativa éptima que transforma los patrones de entrada

x, en patrones de salida y, mediante la transformacién lineal y,=Mx,, 1 <i <k-1. El
problema que trata esta seccién es el siguiente: si sabemos que M es 6ptima para los pares
(x;,¥), 1 =<i<k-1, entonces se trata de averiguar cudl es la correccién que hay que
efectuar sobre M para que su nuevo valor sea 6ptimo sobre los pares (x,,y,), donde

1 <i < k. Este es un problema al que denominamos recursivo ya que el nuevo valor

6ptimo de M, es una funcién del valor 6ptimo previo M,_, y de las nuevas observaciones
(x4, ¥, . Todos los procesos recursivos en este contexto obedecen al esquema:
M, =M, +(y,-M,_x)c; | @.11)

donde c; define la correccién que debe efectuarse sobre el error de prediccion y s ~M,_x,
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de la memoria anterior M, _, sobre el nuevo par (x,, y,). Distintos algoritmos de adaptacién

progresiva de la memoria se derivan de distintas formas de escoger cf. A continuacién se

introducen dos de ellos, el algoritmo de proyeccidn del gradiente y el algoritmo de Widrow-
Hoff.

~ 3.3.2.1 EL ALGORITMO DE PROYECCION DEL GRADIENTE

La ecuacién (3.11) se concreta mediante un vector de correccién basado en el

algoritmo de Greville. Si en el paso k¥ M, = Y, X;, aplicando (3.8) tenemos que

M =YX, =¥ ly] | -=---mmmn-
(3.12)

= Yk_1X;-1 + (.Yk - Yk-IX’:'lxk)p:

=M, +(y, - Mk-lxk)p: R

que determina en un sélo paso la configuracién de una nueva memoria M, que asocia

éptimamente los pares (x,,y),1 < i < k, en funcién éstos y de la memoria anterior M, .

La ecuacién anterior puede simplificarse si tenemos en cuenta el siguiente
argumento geométrico: la matriz X,_ X;.,, de dimensién NXN, es un operador que
proyecta el vector x, sobre el subespacio expandido por los vectores x,, ... , X,_|,
resultando el vector £,. De este modo, podemos siempre descomponer x, en la forma
x, =%, + X taly como ilustra la Fig. 3.1. Si todos los vectores de referencia son linealmen-

te independientes, el vector £, =&, (x) = (I - X, Xc-1)x, es no nulo y la opcién superior

de (3.9) es la que siempre se toma como vector p,. En estas condiciones,
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(3.13)

y el algoritmo recursivo presenta el aspecto final que sigue:

o7
X

"x,c “2

M, =M, +(©,-M_x,)

El cémputo del operador ¢, = I - X, X; admite la siguiente solucién recursiva:

con £, =&, ,(x,) y las condiciones iniciales de ®, =1y £, =x,. Sin embargo, estc método
de cédlculo supone una carga computacional alta al tener que trabajar en cada paso con

matrices de orden NXN. Una vfa alternativa es usar el procedimiento de ortogonalizacién

de Gram-Schmidt:

i-1 To\=

(X %)X,
.i:'.=x,.—§ i (3.149)

' jm “f, E

Este procedimiento fue utilizado por Pyle ([39]) en resolucién de sistemas lineales,

y en la literatura posterior se le ha dado en llamar el método de proyeccion del gradiente.

3.3.2.2 EL ALGORITMO DE WIDROW-HOFF

El problema planteado en (3.10) puede acometerse dando una solucién inicial M,

y tratando de refinarla en iteraciones sucesivas buscando nuevas configuraciones M, que

lleven a un valor E(M,) = || Y - M,X || 2 cada vez menor hasta llegar a una solucién ptima.
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El conjunto de tales soluciones viene dado por M = YX* + Z[I - XX"] y un procedimiento
de este tipo no garantiza la de mfnima norma porque depende de la aproximacion inicial.
Sin embargo, en el caso de independencia lineal de las columnas de X, sabemos que la
solucién es tnica y por lo tanto independiente de la configuracién inicial. Uno de los
métodos de aproximacién sucesiva a una solucién M que minimice E(M) es el método del
gradiente. El gradiente de E(M) viene dado por la expresién G.(M) =2(MX - Y)XT. Se

trata, entonces, de avanzar en el espacio de configuraciones en la direccién del gradiente

en cada punto, pero en sentido opuesto, en pasos o incrementos que vienen de dados por
un pardmetro A, que puede ser fijo o depender de la iteracién. Asf, podemas dar la

siguiente regla de avance para minimizar E(M):

M,  arbitraria
(3.15)

M =M_ -\M_X- 19 ¢

Observar que el ¢, de la ecuacién (3.11) vale en este caso A X. Si la secuencia

o
Y A2 < o entonces el proceso converge a una de las
=1

{\} cumple que LA\, =+00 y
k=1 k

memorias éptimas caracterizadas por M = YX* + Z[I - XX"].

El problema de hallar una memoria 6ptima puede verse como una clase mds

general de problemas que es el de la estimacién de pardmetros lineales. Su formulacién
trata de encontrar una relacién lineal entre los pares (x,,y,), 1 <k < K, donde x, es un
vector de dimensién N de variables observadas que tratamos de relacionar linealmente con

¥, otro vector de variables observadas de dimensién M, de tal modo que ([30]):
=Py 4y, < ' (3.16)

v, es el vector de error de la regresién. Por fin, PT, de dimensién M XN, es la matriz de

pardmetros que tratamos de estimar a partir de los K vectores de observacién. En forma
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matricial, (3.16) queda:

Y=PTX+V _ (3.17)

donde no es dificil darse cuenta de que la minimizacién de la norma cuadrdtica del residuo V
conduce a la misma estimacién paramétrica que el de una hipotética memoria asociativa

entre las observaciones X e Y en los términos anteriormente discutidos.

En aplicaciones de control adaptativo ([111), (3.16) se utiliza para determinar
pardmetros en ecuaciones de diferencias. En comunicaciones y proceso adaptativo de sefial
([15], [52]) es el modelo estdndar para ecualizadores, filtros de reduccién de ruido,

cancelacion de eco, etc.

Es importante hacer notar que podemos adaptar cada una de las M filas de PT por
separado y de modo paralelo. Asf entendido, el proceso de construccién de todas y cada una

de las filas de la matriz de pardmetros se transforma en M procesos de adaptacién de una

fila p7 a fin de que:

Y, =pnx,+V, l<k<K. (3.18)

Cada una de estas filas puede ser entendida como un filtro lineal de orden N, con
lo cual el problema de estimar una memoria o funcién de correspondencia 6ptima entre
pares de observaciones (x,, y,) puede ser abordado en el 4rea estimacién paramétrica lineal,

prediccidn lineal, filtros digitales e identificacién de sistemas discretos ([15], [41], [52)).

Mis especfficamente, en el contexto de adaptacién de filtros lineales, podemos citar
tres algoritmos fundamentales. El primero es el conocido como "steepest descent" o
descenso mds pronunciado. Realiza un descenso en la funcién de error si.guiendo la
direccién del gradiente del mismo modo que (3.15). El segundo es el RLS ({30}, {52)) o

de mfnimos cuadrados recursivo, mds rdpido pero m4s complejo, por que utiliza informa-
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cién de correlacién entre los regresores PT para llevar a cabo el descenso en la funcién de
error de un modo mds eficiente que el anterior. Por ultimo, uno de los algoritmos m4s
estudiados y utilizados en la préctica es el de el gradiente estocdstico, también-conocido
como de Widrow-Hoff en la literatura de sefial, asf como la regla deita en teorfa de redes
neurales y sistemas adaptativos ([28]). Es bdsicamente un algoritmo de gradiente, pero en
cada paso la correccién no avanza en la direccién dptima del gradiente negativo, sino en
otra subdptima pero de computacién mds 4gil. Asf, volviendo al 4mbito de memoria
asociativa, mientras que en (3.15) cada iteracién necesita del conocimiento completo del par

de matrices (X,Y) para efectuar la correccién en la direccién del gradiente, la regla delta
sélamente exige el conocimiento de un par (x,,y,) de los patrones de entrada y salida

almacenados en (X, Y). Todos estos pares se introducen de forma secuencial y repetida-
mente disminuyendo el error de la funcién objetivo en cada patrén hasta que se logra la

convergencia a una configuracién estable o punto fijo M que, por supuesto, pertenece al

conjunto M = YX* + Z[I - XX"] . Si denotamos la secuencia ciclica de "aprendizaje"
®pY)s @), s B0, 32), (x,,9),... como (&, y), &2 ¥%), ..., ™y,

@1, y1), ..., la regla de descenso puede escribirse como:

M,  arbitraria
, (3.19)
Mi = M-l _ )‘i(l‘li-lxhl _yid)(xiol)T

Las condiciones de convergencia del algoritmo se encuentran en las referencias [30]
y [52]. Para afiadir un patrén (x,,,, y,,) a la memoria basta comenzar con la configuracién
de memoria que es ya operativa y comenzar de nuevo el proceso iterativo anterior, esta vez
incluyendo el nuevo par en la secuencia. Presumiblemente, la matriz inicial no estard lejos
de la que buscamos, con lo cual la readaptacién llevard poco tiempo o, al menos, menos
que el que llevarfa una adaptacién que progresase desde una configuracién inicial arbitraria
completamente ajena a las caracterfsticas comunes nuestros espectros de referencia (no

negatividad, normas similares, estructura de picos sobre un fondo suave, etc).
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3.4 DESCOMPOSICION ESPECTRAL VIA
MEMORIA ASOCIATIVA

En el apartado anterior hemos examinado los aspectos mds relevantes del campo de
memoria asociativa lineal, tanto teéricos como computacionales. A continuacién se deriva
la memoria apropiada al problema del reconocimiento de espectros de radiacién y los

procedimientos especfficos para construirla.

3.4.1 DERIVACION DE LA MEMORIA

Un caso especial en el contexto de memoria asociativa es aquel en el que se trata

de idenrificar el patrén de entrada a la memoria. Cambiemos la notacién de los patrones de
entrada x,, ...,x, por r,, ...,r, y definamos los patrones de salida en la forma de vectores
K-dimensionales y, = [1,0,...,017, y,=(0,1,...,017, ..., y,=100,0, ..., 117, con lo que
Y =[y,, ..., y,] resulta ser la matriz identidad. En el supuesto de independencia lineal de
los patrones de entrada agrupados en R, la memoria viene dada por el operador pseu-

doinversa R*.

En virtud de la linealidad de este operador, puede atribufrsele el principio de
superposicion, a través del cual al aplicar a la memoria M = R* una entrada que sea una
combinacién lineal de las columnas de R, la salida obtenida es el vector de coeficientes de
la combinacién. Asf la entrada 2r, provoca la salida y = [0, ..., 2,..., 0]7 con el componente
no nulo en la posicién i-ésima, que puede interpretarse como que estamos excitando la
memoria con el patrén de referencia r,, pero con intensidad doble al de referencia utilizada
en la construccién de M = R*. M4s generalmente, la excitacién de la combinacién x = Rc,

donde Rc es un vector de coeficientes reales de dimensién K, provoca una respuesta:

y=Mx=R'Rc=Ic=c
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Una importante conclusién es que la memoria lineal éptima que realiza la
correspondencia entre el par (R, I) es el mismo operador que proporciona la solucién al
problema de descomposicién espectral planteado en (3.6). A efectos operativos, este
resolutor puede ser implementado en alguna tecnologfa, sea electrénica integrada ([1], [42])
u 6ptica, de modo que la descomposicién puede ser llevada a cabo en tiempo real. A este
respecto es obligado admitir que la velocidad en el andlisis de contribuciones no es en
general un requisito critico en el drea de la espectroscopfa gamma ya que, para fuentes de
baja actividad, el tomar su espectro puede llevar minutos. Sin embargo, sf es importante
en aplicaciones recientes de espectroscopfa de imdgenes ([29]) donde tenemos un espectro
por pixel y, por lo tanto, los tiempos de andlisis se multiplican de forma cuadrdtica. En esta
lfnea de trabajo vamos a reelaborar la algoritmia genérica de formacién adaptativa de
memorias lineales presentada en el anterior apartado acomodando los algoritmos de Pyle

y Widrow-Hoff a la casufstica del problema de la descomposicién espectral.

3.4.2 ESPECIFICACION DE ALGORITMOS

Con independencia del algoritmo de adaptacidn utilizado, una vez construida una
memoria 6ptima M, para k espectros de referencia {r,,...,r }, esta tiene k filas y N
columnas, siendo N el nimero de canales de los espectros. La matriz de objetivos es una

matriz identidad de % filas y k& columnas, cada una de estas ltimas representando el cédigo

de identificacion del espectro de referencia correspondiente segin:

La memoria pasa tener k+1/ filas cuando se introduce un nuevo espectro de referen-

cia. El nimero de vectores de identificacién se incrementa en uno, el correspondiente a la
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nueva referencia, este ultimo con los &k primeros componentes nulos y el (k+1)-ésimo la
unidad, es decir, [z, | 1]7, y al resto se la afiade un componente nulo, pasando a agruparse

todos ellos en una matriz identidad de k+1 filas por k+1 columnas:

ket M, . Riii| | = | k]l |k

Se puede expresar la matriz de las k primeras filas de M,,, como M,,, y la fila

(k+1)-ésima como m,_., por lo que la nueva memoria se configura como:
k+1

S (3.20)

El problema de la formacién de M,,, se reparte en dos tareas. Primera, la
adaptacién de M,,, para acomodar el nuevo par (r,,,,z,) ¥, segunda, la formacién de

m,,, con el requisito de que m, ,R,,, = [z,] 1]7. Nos ocupamos ahora de la formulacién de

los algoritmos de Pyle y Widrow-Hoff para este caso de estudio.

3.4.2.1 EL ALGORITMO DE PROYECCION DEL GRADIENTE

Dado que los espectros de referencia son algebrdicamente linealmente independientes

y que la matriz de objetivos Y, en el paso k es la matriz identidad I, de k filas por k

columnas, el cdlculo de la matriz M, tal que M R, = I, se reduce a calcular la pseudoinver-

sa M, = R,. A medida que vamos incorporando nuevos espectros de referencia, nuevas

93



La descomposicion espectral via memoria asociativa

pseudoinversas R;.,, R;.,, etc, deben ser computadas, por lo que la aplicacién directa de

la reformulacién de Pyle al algoritmo de Greville es una aproximacién apropiada. La

condicién de independencia lineal permite identificar (3.20) con (3.8), con lo cual

T
Ty

m =
k+1 " P “ 2
rkﬂ

donde

oL (RF)F,

. + T
M., =M "rk,lmkq)
Ante estas premisas, podemos precisar el siguiente algoritmo de adaptacién de una

memoria asociativa para reconocimiento de espectros de radiacién:

Paso I: -F=r
T
r
- m =
1 = I2
rl
- Ml=ml
Y
- rkr.)r.
Paso k: -F=r - ! ’2
j=1 l'j
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3.4.2.2 EL ALGORITMO DE WIDROW-HOFF

Supongamos que disponemos de k espectros de referencia. El algoritmo de Widrow-

Hoff calcula una memoria asociativa 6ptima M, a partir de una configuracién arbitraria
inicial M}’ mediante un descenso progresivo y convergente en la funcién de error pasando

por estados intermedios sucesivos MY hasta alcanzar un criterio dado de terminacién. En

el caso que nos ocupa, al introducir el espectro de referencia k+ 1, la matriz M, ,, aumenta

en una fila segin la expresién (3.20). Es necesario entonces, por una parte, fijar los

componentes o pesos de m,, y, por otra, readaptar los de M, para obtener la matriz M,.,.

En cuanto a la primera tarea, podemos partir de una fila o filtro N-dimensional nulo m®,

y tratar de adaptarlo segiin el criterio cldsico de miniminizacién del error cuadrético, de

modo que configuraciones sucesivas md, converjan a m,,,. En cuanto a la segunda, una

configuracién inicial de M,,, que a priori se presenta como una buena aproximacién es

M. = M,. Sucesivas configuraciones M,.? nos llevaran al estado final M,.,. Podemos

particionar la nueva matriz de objetivos I,,, de forma andloga a la de la memoria M,_,

como sigue:

I = oo ] 3.21)

Y ya que z, es un vector columna nulo k-dimensional, podemos expresar a su vez I,,

como L., =1, | z,] = [u,,..., u,, 1,,,]. De este modo, M,., es el operador 6ptimo que lleva
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a cabo la transformacién entre los pares (r,,u,;), 1 <i < k+1. Podemos escribir la (k+1)-

ésima fila de I,,,, v,.,, como v,,, =z | 1]. Asf, se puede entender m,,, como el filtro

6ptimo que lleva a cabo el ajuste entre la secuencia vectorial {r,,..., r,,,} y la secuencia

escalar {z;, 1}. Esta dltima puede escribirse como { v,}, 1 < i < k+1. Teniendo presente

la notacién introducida, se propone el siguiente procedimiento:

Paso I: -m®=0
- m{™? =m - NP - 1) 07

-M, =m,

Paso k: -M 9= M, _,
- m(,?) =0
Desde j = 1 hasta un valor de terminacién dado:
- M P = M9 \OM, IO @) 0T

-m? =m0 NIV - y0y T

3.5 IMPLEMENTACION VLSI DE LA MEMORIA
ASOCIATIVA

Una descripcién detallada de todos aquellos aspectos relativos a la integracidn en
silicio de la memoria asociativa excede con mucho los limites de este trabajo. No obstante,
sf consideramos de interés el destacar algunas ideas generales, dado que la integracién de
la algoritmia constituye una de sus lineas maestras ([10], [42]). Dos aproximaciones son
posibles en funcién del grado de flexibilidad que se pretenda otorgar a la memoria. La

primera consiste en integrar una memoria fija con pesos precalculados. No importa el
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Control
111
l |
ROM RAM Unidad
R X Aritmética
+, X

l

Rutas de Datos

]

Fig. 3.4 Implementacién de una memoria no adaptativa que

evalia c=R*x

algoritmo de cémputo, ni si es adaptativo 0 no lo es, puesto que éste se realiza "off-line".

La memoria R* se almacena en memoria ROM vy el vector problema x en memoria RAM

(Fig. 3.4). El vector de contribuciones se obtiene a través de la operacién ¢ = R*x, que

implica X productos internos, por lo que la unidad aritmética del sistema iinicamente

necesita de las operaciones de suma y multiplicacién. La rigidez de esta solucién es

evidente pero caso de resultar suficiente, la rapidez de la descomposicién estd asegurada.

Una segunda aproximacién, mucho m4s ambiciosa, es aquella que persigue la integracién

de los algoritmos de proyeccién del gradiente o de Widrow-Hoff, que dotan de adaptativi-

dad a la memoria. La misién de los mismos consiste en construir "on line" la memoria que

Control
111
|
RAM RAM L_Jnidlaq
R+ R, X Aritmética
+, x, +

|

|

Rutas de Datos

l

Fig. 3.5 Implementacién de una memoria adaptativa que evalia
c¢=R*x y del algoritmo de Pyle que la construye.
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descompone una mezcla problema de forma 6ptima, incorporando a la misma las referencias
necesarias y suficientes de entre todas las disponibles en el conjunto. Entraremos con
posterioridad en estos detalles. Las diferencias mds interesantes entre ambos algoritmos
residen en sus respectivas cargas computacionales y en sus requerimientos en aritmética.
En la referencia [10] se desarrollan con mds detalle estos aspectos. Por una parte, el
algoritmo de Pyle presenta una complejidad computacional m4s bien determinista que

depende del orden K del resolutor M, pero de cara a la integracién en silicio requiere de

la implementacién de la operacién de divisién (Fig. 3.5). Por su parte, el algoritmo de
Widrow-Hoff requiere s6lamente las operaciones de suma y multiplicacién (Fig. 3.6), si
bien el criterio de terminacién de las iteraciones depende de factores de convergencia
ligados a la correlacién de los vectores del conjunto de referencia y al mdximo error
admitido para dar el operador como bueno. A causa de ello, no es posible conocer a priori
el nimero de iteraciones que demanda un problema dado, pero sf es posible derivar una
conclusién importante de esta discusién acerca de la implementacién de memorias
asociativas, y es que el disefio de la arquitectura y la aritmética de un resolutor de este tipo

debe ser siempre precedido de un estudio algebraico detallado.

Control
| |1
l
RAM RAM Unidad
+ Aritmética
R R, X +, X
L Rutas de Datos

Fig. 3.6 Implementacién de una memoria que evalia c=R*x y
del algoritmo de Widrow-Hoff que la construye.
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3.6 CRITERIOS DE ESTIMACION DEL ERROR

El método de descomposicién de un espectro problema x a través de una memoria
lineal 6ptima proporciona un vector ¢ de contribuciones relativas de los elementos de
referencia almacenados como columnas de R. Por supuesto, la estimacién de ¢ nunca es
exacta, debido a la naturaleza estadfstica de la emisién radiactiva y la accién del ruido en
la instrumentacién. Incluso puede llegar a ser completamente disparatada si el espectro
problema no responde al modelo de formacién lineal descrito en el primer apartado. Existen

dos factores fundamentales que provocan la divergencia de un espectro de radiacién

respecto al modelo de formacidn:

1) La participacién en la mezcla de espectros correspondientes a radiomiclidos no

contemplados en el conjunto de referencia.

2) La aparicién de derivas en la instrumentacién por efecto de las condiciones

experimentales en las que se captura el espectro problema.

Si bien la distorsién provocada en la mezcla por las derivas puede compensarse en
ciertas condiciones mediante un procedimiento corrector como veremos en el siguiente
capftulo, el carecer de un conjunto de referencia suficiente para explicar la mezcla es un
problema insalvable y que da lugar a contribuciones erréneas ([33], [46]). Aunque algunas
publicaciones recientes que aplican implementaciones optoelectrénicas de redes tipo
Hopfield al problema de 1a mezcla ([4], [29]) ignoran este hecho, es absolutamente
necesario, al menos, detectar la insuficiencia del modelo cuando se realiza un andlisis de
contribuciones. En tal caso, los resultados no pueden siquiera ser considerados como
aproximaciones, sino simplemente erréneos. A partir de la interpretacién geométrica del
problema resulta sencillo establecer un criterio para rechazar de forma categérica un andlisis
de contribuciones. En el supuesto de que el andlisis sea validado, consideraciones estadfsti-

cas proporcionan un intervalo de confianza de cada contribucién estimada.
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3.6.1 VALIDACION DEL MODELO DE FORMACION

En la Fig. 3.7 el vector problema x se descompone en la suma de dos vectores
ortogonales, la proyeccién £ sobre el espacio expandido por el conjunto de referencia yla
componente ortogonal no proyectable £. Vamos a llamar « al dngulo que forman x y £
segun la Fig. 3.7. Si la mezcla problema puede ser enteramente resuelta como combinacién

lineal de los espectros del conjunto de referencia, la componente £ serd nula y el dngulo
o también. En otro caso, aparece una componente no proyectable £. Es intuitivo pensar
que cuanto mayor sea a mayor es la desviacién respecto del modelo de formacién. Incluso
si el modelo es vilido, el ruido que siempre se superpone al vector problema provoca un
a no nulo. Resulta inmediato, entonces, discriminar entre un espectro que se ajusta al
modelo y otro que no a partir de un dngulo umbral «,,. Si @ < «, el andlisis de contribu-

ciones se acepta. De lo contrario se rechaza.

3.6.2 ESTIMACION DEL ERROR DEL VECTOR DE
CONTRIBUCIONES

El prop6sito de este apartado es el de establecer un nivel de confianza en la estima-

cién de cada uno de los componentes del vector de contribuciones ¢ una vez adoptado el

<]

e

Fig. 3.7 Representacién geométrica de la discre-
pancia entre la mezcla problema y el modelo de
formacién.
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método de descomposicién de la memoria lineal. Para ello es necesario revisar algunos
métodos estadfsticos de estimacién como son el Modelo de Regresion Lineal Miiltiple y el
Método de Mdxima Verosimilitud, vistos en el capftulo anterior aplicados ambos al

problema de la mezcla. El método de mdxima verosimilitud estima las contribuciones como

el vector ¢ solucién al problema:

Minimizar (x-Rc)" T ;'(x-Rc) (3.22)
(0
donde X, es la matriz de covarianza dependiente del espectro problema x. En realidad esta

dependencia existe y es m4s bien compleja [8]. Una simplificacién tradicional es el método
de los mfnimos cuadrados ponderados como vimos en el capftulo anterior. Puede

simplificarse aiin m4s la estimaci6n, sin perdida sensible de precisién ([33], [34]), haciendo

¥, = d%l,. El problema (3.22) se simplifica en el siguiente:

Minimizar (x-Rc)"(x-Rc) (3.23)
©

que conduce a las ecuaciones normales (RR)c = R7x cuya solucién es é = (R"R)'Rx. Asf,

el estimador de m4dxima verosimilitud del vector de contribuciones es:

R'x (3.24)

(339
1]

ecuacién que pone de manifiesto que el hallar una memoria asociativa 6ptima en el sentido
de minimizar el error cuadritico entre las asociaciones, y la estimacién paramétrica de

médxima verosimilitud arriba planteada son problemas equivalentes. Esta analogfa servird

para estimar el error del vector de contribuciones é proporcionado por la memoria.

Es bien conocido en regresién lineal ([8]) que el estimador é de mdxima
verosimilitud proporcionado por (3.24) tiene una distribucién normal de media ¢ y matriz

de covarianzas Cov(é) = > (RTR)™! y que un estimador centrado de o® es
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NN i 2 (3.25)
N-K -1

Llamando g, a los elementos de (R"R)™" tenemos que Var(¢) = o’q; por lo que

un invervalo de confianza del 95% para ¢ es:
[éj - 20 qu < cj < (’,‘j +20 qii ] (326)

El valor de ‘/qjj es conocido a priori, pues depende sélamente de la matriz de

espectros de referencia R. El valor de ¢° depende de cada andlisis en particular y se
calcula segin (3.25). Esto hace que para dar un margen de error sea necesario hallar el

vector de residuo £ =x - Rc.

El error cuadrético medio de ¢ respecto del valor real viene dado por ([36]):

ECM(®) = )‘f(a,. -c)?
i=1

= 02”.[(RTR)-1] (327)

>

-2y L
i1 N,

siendo #r la traza de una matriz cuadrada o suma algebraica de los elementos de la diagonal
principal y siendo X, los autovalores de la matriz de correlacién R'R. Cuanto mds
parecidos son los espectros de referencia o bien cuanto mayor es el nimero de ellos, es
decir, menor es su distancia angular, m4s cerca estar4 RTR de la singularidad, lo que
significa que el autovalor mfnimo mds pequefio de los N, (todos son positivos por ser R’R

definida positiva ([13])) se acerca a cero, aumentando el valor del error cuadrdtico de la
estimacion de contribuciones segiin (3.27). Como consecuencia, puede decirse que la

calidad del andlisis viene condicionado por la ortogonalidad de los espectros de referencia.
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En el siguiente apartado se propone un criterio de eleccién y eliminacién de referencias en
el proceso de construccién de la memoria donde aplicaremos las consideraciones aquf

expuestas.

Por otra parte, observaciones experimentales han puesto en evidencia que la norma
de la memoria R* aumenta con la colinealidad o la semejanza entre los espectros de

referencia contenidos en R. Esta semejanza disminuye, logicamente, al aumentar el poder
de resolucidn espectral de la instrumentacién. El interés en llevar a cabo una investigacién
sobre métodos de andlisis de espectros de baja o muy baja resolucién hace necesario
proporcionar una justificacién tedrica este efecto de amplificacién de la norma. En primer

lugar, tomemos como definicién de norma de una matriz la norma de Frobenius, también

llamada norma euclidea. Asf, la norma de una matriz R se define como || R ||, = (¢f[R7R])*>.

Ya que RTR es definida positiva, todos sus autovalores son positivos. Sean estos

A, =...= A,. Y debido a que la traza de una matriz coincide con la suma algebraica de sus
autovalores, tenemos que || R | ,=(), +...+\)?. Sabemos, por otra parte, a través del

teorema de la descomposicién singular ([13]), que los autovalores de (R*)’(R*) son

P
)\k )\k—l 1
por lo que
1 1
R [ p=(—+...+ )2,
R

A medida que un aumento en la colinealidad en R provoca un acercamiento de
R'R a la singularidad, el autovalor A\, se acerca a cero. Asf, y debido a la positividad de

todos los A;:
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lim | R | =lim(L +...+ Ly = oo
A0 A~0 Ag A,

que justifica el efecto de amplificacién observado. Este hecho ha de tenerse en cuenta a la
hora de una implementacién digital de la memoria, ya que para una precisién en bits

determinada provocard una pérdida de resolucién debido al aumento el rango dindmico de

los componentes de R".

3.7 BUSCANDO EL OPERADOR MINIMO

Cuando se aborda un problema de regresién muiiltiple pueden darse dos situaciones
posibles. En la primera, el niimero de funciones de ajuste es conocido a priori y tinicamente
es necesario establecer los coeficientes éptimos. Este el caso tipico del ajuste polinomial de
una funcién en un dominio de definicién dado. En el segundo caso, los regresores no son
conocidos a priori, sino que pertenecen a un conjunto muy amplio y es necesario escoger
aquellos que proporcionan un resultado éptimo teniendo en cuenta una serie de restriccio-
nes. La descomposicién de un espectro mezcla responde a esta ltima situacidén, en la que
a priori el nimero de candidatos a participar en la mezcla es alto, a saber, el de todos los
is6topos posibles. Afortunadamente, el valor de la contribucién de un isétopo a la mezcla
es una cantidad no negativa. Este hecho introduce una restriccién importante a la hora de
decidir la inclusién de los mismos en el conjunto que explica la mezcla. Asf, este conjunto

queda sensiblemente reducido.

Ante este complejo panorama, se plantea el problema de encontrar la memoria
asociativa construida con el nimero de referencias necesario y suficiente (operador mfnimo)
que descompone una mezcla problema o conjunto de ellas de la misma composicién en lo
que a is6topos participantes se refiere. Ya que la solucién no es conocida a priori, se
impone un método iterativo de refino progresivo de la base de referencias consideradas.

Emergen dos estrategias opuestas en la biusqueda de candidatos. La primera consiste en
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realizar un ajuste con el conjunto de referencia completo, eliminar candidatos de
contribuciones negativas o casi nulas e iniciar el proceso de nuevo. Como es f4cil apreciar,
este enfoque no es apropiado de cara una implementacién algorftmica en procesadores a
medida, ya que el tamaifio del problema es demasiado grande en sus primeros pasos y esto
es precisamente lo que se trata de evitar. La alternativa es la técnica opuesta, consistente
en ir incorporando referencias a la memoria de una forma adaptativa como se ha sugerido
en apartados previos. En cada paso de iteracién, se incorporard a la memoria el candidato
que presente mayor similitud angular con la mezcla problema. La mezcla se presentard de
nuevo a la memoria, esta vez ampliada, y el anélisis de contribuciones determinar4 la
parada del proceso por haber llegado a la configuracién idénea y por tanto a una evaluacién

final correcta, o es preciso una nueva iteracién.

Dos situaciones determinan la necesidad de una nueva iteracidn tras presentar la

mezcla problema a la memoria:

1) Son detectadas referencias que provocan contribuciones negativas. Estas deben
ser eliminadas del conjunto de referencia actual y construir de nuevo la

memoria.

2) El dngulo « es demasiado alto y por lo tanto se estima necesario incorporar un

nuevo candidato para explicar la mezcla.

Este tipo técnicas y otras derivadas de ellas pertenecen al campo de la llamada
“regresion por pasos”, de la que el lector encontrard cumplida informacién en [17] y [36],
por nombrar algunas. La orientacién a una implementacién VLSI de un algoritmo de
seleccién de candidatos lleva a la decisién de formacién progresiva de 1a memoria como ya
hemos apuntado. A continuacién se precisan estos principios en el siguiente algoritmo de

seleccién de candidatos:
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K={¢};
e:=x;
DO

{

p; =cos’(r;, e);

Sea g/pg=maxp,.;

K:=KU{g};
DO
{
R:=[|r|],i€K; (3.28)
M:=R";
c:=Mx;
N:={i/c, < NivelSig} ;
K:=K-{N},;
} WHILE (N # { ¢ });
e:=[I-RM]x;

sen*(a) :=eTe/x'x;
} WHILE (sen®*(o)) < UMBRAL) ;
return (M) ;

El algoritmo dispone de un universo de referencias r,, i €Q y es alimentado por
la mezcla problema x. Del conjunto Q selecciona el subconjunto K C Q que contiene las
referencias necesarias y suficientes para explicar la mezcla problema x y a partir de este

construye la memoria minima M que la descompone. El conjunto X est4 inicialmente vacfo
y es el bucle externo el encargado de incorporar nuevos candidatos al mismo. A su vez, el
bucle interno se encarga de eliminar de K aquellos candidatos anteriormente escogidos tales
que tras aumentar X con una nueva referencia y construir la memoria correspondiente
provocan ahora contribuciones negativas o bien por debajo de un nivel de significancia dado
que se considera inferior a la propia incerteza de la mezcla. La férmula del intervalo de
confianza del 95% (3.26) resulta orientadora a este respecto, si bien diffcilmente aplicable

por el requerimiento de cémputo de la rafz cuadrada que complicarfa enormemente el disefio
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del procesador. Un umbral convenido parece la aproximacién mds razonable. La
terminacién del proceso queda determinada cuando el grado de ajuste o de la Fig. 3.7 se

considera el apropiado.

El cos*(r,, €) es una medida de similitud angular entre la referencia candidata y

el vector de error. El cuadrado del coseno resulta mds conveniente porque evita las rafces

cuadradas propias de la definicién de la norma euclfdea. Asf, tenemos que:

(r] e)?

T
rir,e’e

cos®(r, e) = (3.29)

La utilidad de este criterio de similitud que se propone estriba en que s6lamente
se requiere una vnica operacién de divisién para computarlo, lo que no supone una carga
adicional excesiva de cdlculo de cara a una implementacién completa VLSI del algoritmo
que no disponga de la operacién divisién en su unidad aritmético-l6gica ([10], [42]). El

mismo argumento puede utilizarse con respecto a la medida global de encaje:

T
sen?(a) = e_Te (3.30)
X' X

que también requiere una tunica divisién.

El algoritmo (3.28) ha sido programado en el entorno PC386/MS-DOS. Su
comportamiento ha sido siempre correcto, llegando a descomponer mezclas que tomaban
sus componentes de un conjunto de hasta treinta candidatos de 512 canales, que fue el limite
que impuso el sistema operativo MS-DOS debido a su baja capacidad de direccionamiento
de 640K ([38]).
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Capitulo

AMPLIACION DE LA
MEMORIA ANTE
PEQUENAS DERIVAS
INSTRUMENTALES

na memoria asociativa lineal, entendida como la pseudoinversa de la matriz
de espectros del conjunto de referencia, realiza la descomposicién espectral
de una mezcla problema siempre que, primero, el conjunto de referencia sea
suficiente para explicarla y, segundo, no existan desviaciones en la instrumentacién que
provoquen deformaciones en la misma. Desgraciadamente, las derivas instrumentales
siempre se manifiestan en mayor o menor grado. En este capftulo se estudia el caso en el

que la magnitud de la deriva puede considerarse pequefia, que es la situacién mds comiin
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cuando el equipo de espectroscopfa es sometido a controles periddicos. Se propone un
modelo paramétrico de un espectro genérico que toma en cuenta las condiciones
experimentales en las que se lleva a cabo el conteo. El desarrollo del modelo conduce a una
ampliacién sencilla de la memoria capaz de tolerar la deriva de la mezcla problelﬁa y llevar

a cabo un andlisis robusto de contribuciones.

4.1 DESCRIPCION ANALITICA DEL ESPECTRO
CON DISTORSION INSTRUMENTAL

Un analizador multicanal de radiacién gamma es un dispositivo que establece una
correspondencia entre la magnitud de la energfa e de un fotén incidente y un canal discreto
x, de acuerdo con la relacién lineal x(e) =ae +b, donde a y b son pardmetros del
analizador denominados respectivamente ganancia y umbral y son variables ffsicas indepen-

dientes.
Los valores de estos pardmetros pueden sufrir incrementos o decrementos por
efecto de las condiciones ambientales en las que opere el sensor y la cadena de instrumenta-

cién, principalmente la temperatura ([8]). Ello provoca que una relacién original energfa-

canal

x,(e) =ae +b 4.1)
se transforme en

x,(e) = (a +Aa)e + (b + Ab) (4.2)

La gréfica de la Fig. 4.1 ilustra las ecuaciones (4.1) y (4.2) y muestra superpuestos

un espectro original y otro afectado por una fuerte deriva en ganancia y umbral a fin de
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mostrar mejor su efecto. Un desarrollo de (4.2) lleva a que

x,(e) = (a+Aa)e+(b+Ab)
=qe +b + Aae + Ab
=x,(e) + Aae + Ab

En la configuracién de calibracién del analizador, podemos considerar, sin pérdida

de generalidad, que a=1y b =0. De esta forma;

x,(€) =€ 4.3)

x,(€) =xq(€) + Aaxy(e) + Ab 4.4)
=(1 + Aa)x,(e) + AD

Llamando p=1+Aa y ¢ =Ab, (4.4) resulta:
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Fig. 4.1 Las derivas instrumentales provocan una nueva relacién lineal
energia-canal. Este cambio se traduce en una deformacién del espectro,
observada principalmente en un desplazamiento de los fotopicos.
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X, =PX, +q 4.5)
que no es mis que un cambio de variable lineal. Tras estas consideraciones,. podemos
afirmar que un espectro cualquiera f{x), al sufrir una distorsién (Aa, Ab) pasa a ser un

espectro definido analfticamente por la nueva funcién ofipx+q). El pardmetro o« puede
determinarse utilizando el principio de conservacién del conteo ([6]), que indica que ambos

espectros tienen el mismo nimero de cuentas. Expresado matemdticamente:

59
5 ra

j fix)dx = o j fox+q)dx

1] 'I -q
14

donde los Ifmites de integracién representan el rango de la variable independiente en el cual
la funcién es mayor que cero, es decir, el intervalo de canales en los que se han acumulado

una o mis cuentas.

Sea I(x) + C la integral indefinida de fix). Entonces (1/p)l(px +¢q) + C es la

integral indefinida de f{px + q), siendo C una constante arbitraria. De esta forma:
L-q
p
1 L-q
p
Sustituyendo limites de integracidn:

a %I(px vq) =I) - 1() ,

con lo que a =p. Asf, puede decirse que un espectro cualquiera f{x) deviene en
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S(8a80(x) = (1 + Aa)[(1 + Aa)x + Ab] (4.6)

cuando se produce una variacién (Aa, Ab) en los pardmetros instrumentales de ganancia y
umbral, tal y como muestra la Fig. 4.1. Los efectos de la deriva en ganancia pueden ser
apreciados en la Fig. 4.2. Esta muestra un par de espectros de ®Co tomados con un
detector experimental de centelleo de INa construido en los laboratorios del C.1.LE.M.A.T.
en 1990. La captura de los espectros se llevé a cabo en dos perfodos de conteo separados
por un intervalo de tiempo de cinco horas. Se aprecia a simple vista que se produjo una
deriva considerable en ganancia en este intervalo. El lector puede formarse una idea de la
relacién entre la deformacién que en un espectro dado provoca la deriva en ganancia y la
magnitud de la misma, Aa, observando la Fig. 4.3. Esta figura recoge las diversas formas

funcionales adoptadas por un espectro sintético f(1+Aa)x) de 1024 canales al variar el

pardmetro de ganancia. El espectro f{(1+Aa)x) fue construido superponiendo formas

gaussianas a un fondo exponencial®.

)

T T T T T 1 T ~
0 128 256 384 512 640 768 896 1024

X

Fig. 4.2 Dos espectros de Cobalto 60 registrados bajo dos valores distintos de la ganancia del instrumento.

! Es necesario apuntar que el rango de variacién en ganancia que presenta la figura (del -10% al +10%) resulta
exagerado comparado con el esperado en la prictica y sSlo cumple un propésito ilustrativo.
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Fig. 4.3 Espectro sintético de 1024 canales en funcién de la deriva en ganancia

4.2 MEMORIA ASOCIATIVA Y PEQUENAS
DERIVAS INSTRUMENTALES

Tomemos el mimero de canal como una variable continua y sea f{x) un espectro
libre de derivas. Salvo un factor de escala, el espectro correspondiente a la misma fuente,

pero obtenido bajo las condiciones o pardmetros de ganancia a y umbral b, puede
describirse como flax + b) segiin quedé establecido en el primer apartado. El teorema de
Taylor, aplicado hasta el primer orden, determina el desarrollo de fix,a,b) en a=1y

b =0 como:

flax +b) = f0) + (a - 1)% s - 0)7‘1%‘ @.7
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La teorfa de diferenciales ([1]) establece que:

df
of = =0t
y d:

por lo que

¥ &y _d b
6a(a_,)

oa (,,q dtéa 6, dt

(t=x)
donde t(x,a,b) =ax +b. Asf,

g -9,
da (x1.0) dx

Un desarrollo similar conduce a que:

¥ g
3 1o X

La ecuacién (4.7) queda entonces:

df daf
fax +b) = fix) +x=(a-1) + ZL(b-0)
& & 4.8)

= fix) + xf' (x)Aa + f' (x)Ab

Teniendo en cuenta que x es una variable discreta x,, 0 <n < N-1, donde N

es el nimero de canales del espectrémetro, (4.8) es expresable como una ecuacién vectorial
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f(-)(Aa. Ab) j;)

+ Aa

U

Aa,Lb;
- N-1 ) _-_fN-l

xfo

+ Ab

5o

4.9

donde f; es el mimero de cuentas acumuladas en el canal i en el espectro capturado sin

derivas instrumentales, f;/ es el valor de la derivada del espectro respecto del canal en el

canal i y f{***? representa el nimero de cuentas acumuladas en el canal i y es funcién de

dos variables: las derivas instrumentales Ag y Ab. Basta un ejemplo para poder apreciar

la forma de estos nuevos vectores. Si tomamos el espectro de cobalto de mayor ganancia

de la Fig. 4.2 como el vector f;, 0 <i < N-1, entonces los vectoresﬂ ,0=i<N-1,

y x,f',, 0 <i < N-1, vienen representados en la Fig. 4.4 y la Fig. 4.5 respectivamente.

Puede darse una expresién m4ds compacta de la ecuacién (4.9) haciendo uso del

concepto de la matriz jacobiana. Teniendo en cuenta que el jacobiano de un conjunto de

funciones f(y,, ..., 4,), donde 0 < i < N-1, se define como

120 f'(x)

Fig. 4.4 La derivada respecto del niimero de canal del espectro de “Co de .mayor ganancia de la Fig. 4.2.

120



Ampliacién de la memoria ante pequefias derivas instrumentales

10000

8000

xf'(x)

—10000
o

1024

Fig. 4.5 Funcién derivada del espectro de “Co de mayor ganancia de la Fig. 4.2 multiplicada por el nimero

de canal.

v =

%%
ou,’ " du,
4.10)
L
Su,” " B,

la ecuacién (4.9) puede escribirse en la forma

S(1+Aa, 0+Ab) = f(1,0) + V/(1,0) [Aqa, AB]".

El interés de la ecuacidn radica en que es posible expresar un espectro con derivas

como una expansion lineal cuando estas se mantienen pequefias. Este hecho permite

formalizar el problema de las derivas dentro de la teorfa de las memorias asociativas

lineales. La idea se desarrolla en el resto del presente capftulo y se aplica al problema de

la descomposicién de una mezcla afectada por derivas ([8], [11], [12]).
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4.2.1 DERIVAS EN ESPECTROS PUROS

Supongamos por un momento que no existe el problema de la mezcia, es decir,
s6lamente disponemos de un espectro de referencia r o, en notacién continua r(x), y los
espectros problema consisten en versiones de r afectadas por derivas y actividades diversas.
La informacién que queremos extraer del espectro problema hipotético g(x) es su actividad

relativa ¢ respecto a la del espectro de referencia r(x), asf como las desviaciones Aa yAb
en ganancia y umbral respectivamente. De acuerdo con el modelo paramétrico de distorsién

(4.6), el espectro problema puede ser descrito como

g(x) = c(1+Aa) r{(1 +Aa)x + Ab] + e(x)
=c (1+Aa)r(x, Aa, Ab) + e(x) 4.11)
=c’ r(x, Aa, Ab) +e(x) ,

es decir, como una funcién del canal con un pardmetro lineal ¢/, ligado a la actividad de

la muestra, y dos pardmetros no lineales de deriva Aa y Ab. e(x) es el componente

gaussiano de incertidumbre estadfstica que siempre acompaia al espectro.

Si las derivas son pequeias, la aproximacién de Taylor de (4.8) es correcta, y

entonces g(x) puede ser expandida linealmente en la forma:

g(x) =c’ r(x,Aa,Ab) + e(x)
=c' [rx) +xr’'x)Aa+r’'(x) Ab] + e(x) 4.12)

=c/[rix)] +c’Aalxr’(x)] +c’Ab[r'(x)] + e(x)

0, en notacién vectorial:
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_ - . .
B ] B T ’ / ™ 7]
8o Ty 0r, LS €

/ /
8, r, 1r Iy €
= ¢/ ) + ¢! Aa ’ + ¢’ Ab ) +
/ /
| 8N-1 | V-1 | L(N‘l)r N-1 | | 7w | | €n-1 |

Resumiendo, puede decirse que un espectro con una distorsién pequeiia puede
desdoblarse en una combinacién lineal sencilla del espectro sin derivas y dos vectores
ficilmente computables a partir de este: su derivada respecto del canal y esta derivada

multiplicada por la abcisa o el nimero de canal. De esta forma, la dependencia del espectro
problema es lineal respecto del vector de componentes ¢/, ¢/ Aa y ¢’/ Ab . Si convenimos

en denominar

r®=[ry, ..., ry,1"

/ ’
r®O=[ry, ..., rvql™

r®=[0ry, ..., (N-1) iy, 17

R = [r(o), r(‘)’ r(z)] s y

p =[c’,c’'Ab, ¢’ Aa)">

entonces dada la ecuacién (4.12), la actividad relativa y las derivas vienen dadas por
y=R"g segiin se discuti6 en el anterior capitulo. Una vez obtenido y, la deriva en
umbral se estima como y,/y, y la deriva en ganancia como y,/y,. Cuanto menores sean las

desviaciones Aa y Ab en g m4s se parecerdn los vectores y y p, es decir, mejor serd la

estimacién de pardmetros.

La discusién anterior puede ser presentanda de forma alternativa utilizando el
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concepto del jacobiano. Si V&(c’, a, b) es el jacobiano de g(c’, a, b), sus tres columnas son

Vic’,1,0) = r(1,0),
Vi, 1,0 = ¢’ r'(1,0),
ij(c’, 1,00 = c¢’jr’,(1,0), 0<j=<N-1,
por lo que en el caso de pequefia deriva tenemos que
g(c’, 1+Aa, 0+Ab) = g(c’,1,0) + V&(c/, 1,0) [0, Aa, Ab)T

c’r+

, Vie’,1,0) Vi(c’,1,0)
c’[ s 7 ]

/

[Aa, AB)T
c

[ Vi(c’,1,0) Vi(c’, 1,0)
r.

, ; , ; 11l¢’, ¢’ Aa, ¢’ Ab)T
c c

Definiendo

M=ir,Lvie’ 1,0, Lvie!, 1,000
c’/ ¢’/

tenemos que p = M g . De esta forma se elimina de M la dependencia de ¢/ y por lo tanto
la dependencia de M respecto al espectro problema particular g. M se construye a partir de
la referencia r mediante un algoritmo adaptativo y almacena la informacién adecuada para
éstimar, ademds de la contribucién relativa, un par adicional de pardmetros mediante una
asociacién simple. El vector respuesta se recupera mediante tres productos internos y dos
divisiones. Estas caracterfsticas permiten considerar el operador ampliado M como una

memoria asociativa.

Es necesario, por otra parte, conocer el rango de deriva, tanto de umbral como de
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ganancia, que hace vélida la expansién lineal de la mezcla segin la ecuacién (4.12), es
decir, al hablar de deriva, interesa conocer qué es lo que se entiende por "pequefa". Para
ello, hemos sometido un espectro simulado a distorsiones diversas en umbral y ganancia y
hemos recogido el valor absoluto del error cometido en la estimacién de las mismas, asf
como el error global de la regresién. Considerando que y = Mg, definimos el error en la

estimacién de la deriva en umbral como

2

0

g, = | Ab -

y el error en la estimacién en ganancia como

g,=|Aa-22] .

0

Las Fig. 4.6, Fig. 4.7 y Fig. 4.8 muestran los valores obtenidos de &, &; y

sen(a) respectivamente al aplicar las derivas indicadas al espectro de la Fig. 4.3.

Fig. 4.6 Error en la estimacién de la DERIVA en Fig. 4.7 Error en la estimacién de la DERIVA en
UMBRAL en funcién de las derivas en ganancia y GANANCIA en funcién de las derivas en ganancia
umbral presentes en el espectro de la Fig. 4.3. y umbral presentes en el espectro de la Fig. 4.3.
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Fig. 4.8 BONDAD del ENCAJE como funcién de
las derivas en ganancia y umbral presentes en el es-
pectro de la Fig. 4.3.

4.2.2 DERIVAS EN MEZCLAS

Segtn la primera expresién de (4.11), el espectro de emisién de un sélo radioni-
lido tomado en condiciones de deriva puede ser descrito por el espectro de referencia

correspondiente, escalado segin la actividad de la muestra y, por iltimo, modificado de

acuerdo al par de pardmetros Aa y Ab.

Observemos ahora la Fig. 4.9. Ilustra el caso en el cual al espectro problema
contribuyen dos fuentes de referencia diferentes r(x) y r,(x), y, ademés, la captura de la

mezcla se ha llevado a cabo en condiciones de deriva. La descripcién de la misma vendrd

dada por:

&) = c,(1+Aa) r,[(1+Aa)x + Ab] +
4.13)

¢, (1+Aa) r,[(1+Aa)x +Ab] + e(x)

en virtud del principio de superposicién. Puede observarse en esta ecuacién que las dos

contribuciones relativas son diferentes porque las actividades de las referencias son, en
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2000

1600 —

1000

500

Fig. 4.9 Espectros de dos referencias, Y'Cs y *Mn, y una mezcla de ambos en la que se observa una pequeiia
deriva instrumental en ganacia.

general, diferentes. Sin embargo, la deriva instrumental es un fenémeno originado en el
sistema de tratamiento del impulso eléctrico que genera cada fot6n incidente y, por lo tanto,
es independiente de la composicidn de la fuente de radiacién. Por este motivo, todas las

referencias que participan en la mezcla estardn afectadas por la misma distorsion.

Como en el caso del espectro simple, nos serviremos del concepto de la matriz
jacobiana para discutir la descomposicién asociativa de un espectro compuesto. Supongamos
que se consideran mezclas en las que interviene un médximo de K referencias posibles. De

este modo se plantea un problema de estimacién de K+2 pardmetros en la mezcla g. Si

Ve(c/, a, b) es el jacobiano de g(c’, a, b), sus K+2 columnas vienen dadas como
Vic’,1,0) =r, 1=<is<K,
K
Via(e’,1,0) = ?;;ck'f"u , 0<j=<N-I,

K
VEale’, 1,00 = Y ¢/ r',.
k=1

por lo que, en el caso de pequena deriva
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g(c’, 1+Aa, 0+Ab) = g(c/, 1,0) + V&(c/, 1, 0) [0, Aa, Ab].

En el caso multicomponente desgraciadamente no resulta posible extraer el vector

¢ de la matriz jacobiana V#(¢’, 1, 0), lo que se traduce en que tampoco sea posible derivar
un operador asociativo de la misma como se hizo en el caso de un unico componente. En

consecuencia, el problema debe ser reformulado. Vamos a hacerlo introduciendo en el

modelo pardmetros adicionales. La idea consiste en considerar que cada referencia r, estd

sometida a una deriva particular (Aa,, Ab), con lo cual

K
gc,a,b)=Y ¢/ r(a,b).

i=1

Si V#(c, a, b) es el jacobiano de g(c, a, b), en las condiciones de referencia sus 3K

columnas son

v38i-3(cl) 170) = r,')
Viafc’,1,0) = c,-’jr.-'}_, 0<j<N-1,

Via(e!, 1,00 = ¢/ rf .
donde 1 <i < K, por lo que en el caso de pequeiia deriva

g(c’, 1+Aa, 0+Ab) = g(c’,1,0) + V¢(c’,1,0) [0, Aa,, Ab,, ..., 0, Aa,, Ab,)"

uS / Ivf Ivg IngZ Ingl

= - T
Yir + le1—, &1 —, ..., Ck—) Ck——1 [Aa,, Ab,, ..., Aay, Ab,]
i=l G o Cx Cx

8 (1 (4
= [l' vl V2 r v;x-z VSK—I
1> 73 T2 T K 7 7

G G Ck Ck

/7 / 1 ’ T
1lcr,ciday, ¢ Aby, ..., Ck, cxkAay, cxAb,]
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Si se define

M= [rp ilvlg(c,v 1’ 0)’ i/vg(c,’ 1’ 0)) seey rxa —17 §K-2(c,v l’ 0)’ i/ gK-“l(cl9 l: 0)]’y

G 4 Ck Ck
como en el caso de espectros simples se elimina de V¢(¢’, 1, 0) la dependencia de ¢’/ y M
se constituye como una memoria asociativa independiente de la mezcla problema g. Si se

denota p =[ ¢, c,Aa,, c,Ab,, ..., ¢y, Cxla,, c,Ab, " entonces p = M g(c/, 1+Aa, Ab).

El valor de Ab puede deducirse tanto de cualquiera de los p,,_;, 1 < i< K, yel

valor de Aa de cualquiera de los p,, ,, 1 <i < K. Si bien estas estimaciones siempre
debieran ser iguales, ya que es una restriccién ffsica de la formacién del espectro, andlisis
précticos de espectros reales han mostrado que la precisién de estos valores estd fuertemente

ligada a la estadfstica del espectro. El criterio de eleccién adecuado es estimar la deriva a
partir del elemento de referencia i con mayor valor de ¢/, ya que este es el elemento menos

afectado por el ruido gaussiano que se superpone a la mezcla.

La ventaja fundamental de esta forma de estimar pequeiias derivas radica en que
permite introducir un resolutor lineal, la matriz M, que puede ser implementada en
tecnologfa VLSI u optoelectrénica con el propésito de analizar espectros en tiempo real
sujetos a derivas instrumentales ([2}, [9]). El precio pagado es la cantidad de pardmetros
afiadidos que han de ser estimados, ya que practicamente multiplica por tres el mimero real
de los mismos. Asf, en un modelo de X referencias K+ 2 pardmetros ffsicos deben ser

estimamos a partir de 3K pardmetros formales.

La ampliacién de la memoria mejora la calidad del andlisis de la mezcla de forma
considerable. En el capftulo anterior se establecié como criterio de valoracién de la bondad
de un andlisis la magnitud del dngulo que forma la mezcla problema con el subespacio
expandido por el conjunto de referencias. Como veremos en el siguiente apartado, el seno
de este dngulo disminuye sensiblemente con la ampliacién de las referencias mejorando la

bondad del andlisis. Resulta ilustrativo a este respecto el apreciar c6mo difieren los residuos
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e = My - x producto del andlisis de una mezcla x cuando se contemplan derivas y cuando
no se hace. La Fig. 4.9 mostraba una mezcla de '*'Cs y *Mn afectada por una deriva
pequeiia. La Fig. 4.10 muestra el residuo generado cuando se presenta a la memoria no
ampliada M construida con las referencias de *’Cs y **Mn representadas junto a ella en

Fig. 4.9.

Las Fig. 4.11 y Fig. 4.12 contienen los residuos respectivos de esta misma mezcla
tras ampliar la memoria al primer y segundo orden de Taylor respectivamente. El desplaza-
miento del pico principal de la mezcla respecto de la referencia que contiene este pico se

detecta inmediatamente al observar la Fig. 4.10. En ella, la estructura de corte abrupto del

. e(x)

120

40
—40-
- 120

—200-
X

-280 T T T T v + T — )
o] 128 256 384 512

Fig. 4.10 Error de prediccién proporcionado por una memoria no ampliada.
e(x)
70
30
—10-] ‘ ; AT

-90 T T T T v T T 1
o 128 256 384 512

Fig. 4.11 Error de prediccién proporcionado por una memoria ampliada al primer orden de Taylor.
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80 e(x)

40 — ‘
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(] 128 256 384 512

Fig. 4.12 Error de prediccién proporcionado por una memoria ampliada al segundo orden de Taylor.

canal 334 se corresponde con la diferencia de dos gaussianas que se solapan y es signo
inequivoco de derivas. En contraste, las nuevas referencias del modelo expandido absorben
estas discrepancias y dan como resultado un residuo pricticamente errdtico que constituye
una validacién del modelo, tanto en lo que se refiere a la suficiencia del conjunto de

referencia como al tratamiento de la deriva.

4.2.3 DISCUSION EN TORNO A LA INTERPRETACION
DE DERIVAS

En el anterior epfgrafe se mostré c6émo una memoria asociativa ampliada es capaz
de descomponer adecuadamente una mezcla afectada por derivas y, por tanto, estimar de
forma correcta las contribuciones relativas de sus componentes. El paso siguiente es
proporcionar la deriva en ganancia y umbral en términos y unidades precisas, es decir, dar
una estimacién de la desviacién en umbral en canales y de la desviacién en ganancia en

tanto por ciento. Diremos que la mezcla f{ix) ha sufrido una deriva de u canales cuando se

transforma en f{x - u) y una deriva del g% cuando se transforma en f{x(1 + (g/100)) .
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4.2.3.1 DERIVA EN UMBRAL

Supongamos un conjunto R de una unica referencia que se amplfa para estimar
deriva en umbral, de modo que R =[r? | V], Supongamos un espectro problema
s;, 1 =i =< N, igual al espectro de referencia pero afectado por una desviacién en umbral

de un canal hacia la derecha (energfas mayores). Supongamos asimismo que disponemos
de un analizador multicanal con un niimero de canales N suficientemente grande como para
considerar pequeiia 1a deriva de un sélo canal. La forma analitica del espectro problema es

entonces s5;=r,,, 1 <i <N, 5,=0. Al presentarlo a la memoria por medio de la
operacién algebraica Rs, obtenemos el vector pT =[c, AB]. Estimemos rV como la

primera diferencia de r%, de modo que

M _ .0 0)
l'; -ri —I‘i_l. (4'14)

Teniendo en cuenta que 7 =" - (7" - r%), tenemos que £ = - £ . Ahora bien,

dado que s, =72, finalmente s, = 7> - V. Segtin esta ecuaci6n, un espectro con una deriva
de un canal es expresable de forma exacta como una expansién lineal del espectro original

y su primera diferencia. Esto significa que R*s =[1, -1]7, es decir, la memoria estima la

deriva de forma exacta cambiada de signo. Este problema del signo se soluciona
introduciendo en el conjunto de referencia AP = -/, en lugar de lo que hasta ahora se

habfa establecido, rV = +7/. Por supuesto, aunque la deriva no sea exactamente de un

canal, su estimacidn sigue siendo correcta bajo la suposicién de que la misma es pequeiia.

4.2.3.2 DERIVA EN GANANCIA

Supongamos un espectro problema s;, 1 < i < N, igual al espectro de referencia
pero afectado por una desviacién en ganancia del 2%. La forma analftica del espectro

problema es entonces s(x) = r((1+0.02)x). Al presentarlo a la memoria por medio de la
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operacién algebraica M's, obtenemos el vector p” ={c, Aa]. donde Aa es un valor en

torno al 0.02. Conviene que la memoria exprese la ganancia en tanto por ciento de modo
que el valor obtenido no sea 0.02 sino 2. Esto conlleva que las estimaciones de umbral y
ganancia estén dentro del mismo orden de magnitud. Esta consideracién no es caprichosa,

sino que responde a la necesidad de que las normas de todas las filas de la memoria no

difieran en exceso. Dado un espectro de referencia r, la referencia ampliada que estima la
deriva en umbral es, como sabemos, 7/ , ylaquewtimaladerivaengananciair,’,o <i<N-1
o . Como es f4cil comprender, los valores de esta segunda referencia ampliada crecen

rdpidamente al aumentar i, provocando una alta discrepacia entre las normas de 7, y .

El efecto sobre la norma de un vector en la operacién de pseudoinversién es equivalente
al efecto del valor absoluto de un nimero en la divisién de nimeros reales. Nimeros
grandes tienen inversos pequefios y viceversa. Como consecuencia, las filas de la memoria

correspondientes a los vectores 7, tienen una norma muy pequefia que originan resultados

pequefios respecto a la unidad como 0.02. Si dividimos por 100 al vector ', es fécil
demostrar que su fila correspondiente en la pseudoinversa queda multiplicada por este
mismo valor, dejando las dos filas restantes inalteradas. Con esta maniobra se alcanzan dos
objetivos a la vez. Por una parte, la memoria interpreta la deriva en ganancia directamente
en tanto por ciento y, por otra, reducimos el rango dindmico de las referencias, lo cual

redunda, lI6gicamente, en una mayor precisién del algoritmo de pseudoinversion.

4.3 EL ORDEN DE LA EXPANSION DE TAYLOR

La ecuacién (4.8) puede ampliarse afiadiendo 6rdenes superiores al desarrollo.
Cuanto mayor sea el orden, mayores desviaciones de ganancia y umbral seremos capaces
de analizar de modo fiable. Ahora bien, los algoritmos de c6mputo de pseudoinversa
presentados en el capitulo anterior conffan en la independencia lineal del conjunto ampliado
de referencias. Considerando espectros N-dimensionales, el mdximo de vectores en R estd

teéricamente limitado a N referencias. Esto significa que al desdoblar cada espectro de
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referencia en tres para estimar derivas, el lfmite de N referencias puras queda reducido a

N/3. Si desdoblamos en cinco, a N/J, etc. Por otra parte, el aumento del nimero de
columnas en R provoca una degeneracién del fndice de condicionamiento de R’R, lo cual

provoca un aumento en el error del vector R* g. Aparece asf un compromiso en el plano

tedrico que impondr4 restricciones en la prictica. Hechas esta consideraciones, vamos a ver
que la forma analftica de los desarrollos sucesivos de un espectro responden a una regla

recursiva sencilla.

4.3.1 DESARROLLOS SUPERIORES AL PRIMERO

El desarrollo de flax + b) en (a =1, b =0) podemos describirlo como:
flax +b) =fx) + O, b) + 0P@a,b) + 0Pa,b) + ...
donde
0@, b) = x¥ L -1y + a Y o-1)
= V_flAa, Ab)T
0%(a, b) -_[5_f(a 1y + 2L 5f @00+ ‘5f 5 -0
- %[Aa, Ab] V2f[Aa, ABIT

(donde a su vez V>f es la matriz hessiana de la funcién f{x, a, b) respecto de a y b),
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® I U PR TR S -/ P Te RPN
0,"(a,b) 3—![E—3—(a 1y +3 ab(a 1)*@®-0)

602

&f &f
+ 2 (b0 +3 a-1)(b-0)?
L0~ + 3" (a-1)G-07 |
Los términos de 0 (a, b), f/(x) y xf'(x) fueron obtenidos en el anterior apartado.
Los términos correspondientes a 6rdenes superiores exigen un prolijo desarrollo que

evitamos al lector. Para O®(q, b) resultan ser:

& - v,

da?

& _
Sash xf" (x),

6?/. =
Eb—z f (x)9

y para 0%(a, b):

_‘Sif_ = xSflll (.X'),

da’

63.f 2
=X X),
da’sb ST @

3
saigr " "

gfi = " (x).
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De los resultados anteriores puede inferirse como regla general que para expresar
0%, b) necesitamos las derivadas f¢(x), xf¢x), x2f¢x), ..., x' fé(x) y x{f¢x). La
expansién de un espectro de referencia r; hasta un determinado orden de expansién e puede

sistematizarse si las expresiones determinadas anteriormente x™r®(x), dondel <m < n

y 1 < n < e,se ordenan de acuerdo a algin criterio. Uno posible es el que sigue:

1L A e rw,
2. B er (),

) ]
3. r;7exr(),
4. P erw,
5. Mexr®,
6. e x’r,-” ),
7. ’,56) N ri/// @),
8. Aexr ),
9. A ex’r ),
10. A e x3r” (),
11. A% e r"w),

12. A2 e xr"(x), etc.

Es intuitivo pensar que un aumento del orden de Taylor utilizado en la construccién
de la memoria posibilitarfa una estimacién de derivas mayores. Las figuras siguientes
(Fig. 4.13 a Fig. 4.18) muestran los errores de la estimacién los valores de umbral y de
ganancia introducidos en el espectro de la Fig. 4.3, asf como el factor de ajuste cuando se
amplfan a seis y a nueve las referencias consideradas por elemento respectivamente.
Dejamos que el lector saque sus propias conclusiones, si bien puede apreciarse que la

mejora es notable.
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Es importante no perder de vista que las sucesivas derivadas de las referencias
deben obtenerse mediante métodos numéricos a partir de datos discretos. La teorfa sobre
este particular puede encontrarse en los trabajos [3], [4], [S], [7], [10], y [13]. Hay que
tener en cuenta que una derivacién no es mds que un tipo de filtrado paso élm, por lo tanto
un extractor de altas frecuencias y, como tal, magnificador de ruido. Este ruido se propaga
y amplifica en derivaciones sucesivas acrecentando la corrupcién de las mismas. A pesar
de todo, la mejora progresiva obtenida en la calidad de las estimaciones al aumentar el
orden de Taylor queda evidenciada en las figuras que siguen, que comparan los errores de
estimacién encontrados sobre un orden de expansién de seis y otro orden de expansién de

nueve.

Fig. 4.13 Error en la estimacién de la DERIVA Fig. 4.14 Error en la estimacién de la DERIVA
en UMBRAL presente en el espectro de la Fig. 4.3. en UMBRAL presente en el espectro de la Fig. 4.3.
Seis términos de Taylor fueron considerados. Nueve términos de Taylor fueron considerados.
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Fig. 4.15 Error en la estimacién de la DERIVA Fig. 4.16 Error en la estimacién de la DERIVA
en GANANCIA en el espectro de la Fig. 4.3. Seis en GANANCIA del espectro de la Fig. 4.3. Nueve
términos de Taylor fueron considerados. términos de Taylor fueron considerados.

Fig. 4.17 BONDAD del ENCAJE en funcién de Fig. 4.18 BONDAD del ENCAIJE en funcién de
las derivas en ganancia y umbral presentes en el las derivas en ganancia y umbral presentes en el
espectro de la Fig. 4.3. Seis términos de Taylor espectro de la Fig. 4.3. Nueve términos de Taylor
fueron considerados. fueron considerados.

4.3.2 REDUCCION DE DATOS

Las tres grdficas siguientes Fig. 4.19, Fig. 4.20 y Fig. 4.21 muestran los errores

obtenidos en el andlisis de una mezcla sintética obtenida al combinar cinco referencias de
un conjunto de referencia de siete [r,, r,, r;, r,, 1, I, ;] . La mezcla problema x responde

a la siguiente combinacidn:
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x=0.1xr, +1.5%r,+1.0Xr, +0.5xr, + 1.OXr, (4.15)

Las derivas en umbral y ganancia fueron estimadas a partir de la segunda refe-
rencia por ser la que proporcionaba una mayor contribucién como ya se discutié
anteriormente. Tanto la mezcla como las referencias son vectores de 128 componentes en
lugar de los 1024 tratados hasta ahora. Esta reduccién de datos de ocho a uno ha sido
realizada tomando el valor medio de las cuentas acumuladas en ocho canales contiguos. En
esta experiencia citada y en todas las que se han llevado a la prictica los fndices de error
no varfan de forma sustancial respecto a los obtenidos a partir de espectros no compactados
de 1024 canales, tal y como demuestran las siguientes figuras. Este hecho trae como conse-
cuencia préctica que el tamafio de la memoria se reduzca en factor de ocho, lo cual facilita

la implementacién VLSI de la misma asf como la de los algoritmos de adaptacién discutidos

en el tercer capftulo.

Fig. 4.19 Estimacién de la DERIVA en UM- Fig. 4.20 Estimaci6n de 1a DERIVA en GANAN-
BRAL presente tras introducir derivas en la mezcla CIA presente tras introducir derivas en la mezcla
(4.15). Seis términos de Taylor fueron considerados. (4.15). Seis términos de Taylor fueron considerados.
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Fig. 4.21 BONDAD del ENCAJE de la mezcla
(4.15) tras introducir en la misma derivas diversas.
Seis términos de Taylor fueron considerados.

4.3.3 CALCULO NUMERICO DE LOS DESARROLLOS

El tratamiento de las derivas instrumentales impone una ampliacién del conjunto

de referencia con las derivadas de los espectros base. De este modo, el problema que se
plantea es estimar un muestreo de N puntos o vector N-dimensional r/ de la derivadar’(x)

de una funcién r(x) que, a su vez, es conocida como un muestreo de N puntos o vector N-
dimensional r. Mds concretamente, es preciso determinar un operador D de diferenciacién

de datos discretos tal que ~ =DJ[r].

El método de diferenciacién numérica utilizado ha sido el de convolucién con un
filtro digital cuyos coeficientes han sido tomados de las tablas de Savitzky-Golay ([10],
corregidas posteriormente en [13]). Este método es una generalizacién del concepto de
filtrado de media de un conjunto de datos numéricos y es directamente aplicable a la
diferenciacién de los mismos. La idea bdsica consiste en tomar una ventana en los datos de
2m+1 puntos, ajustar a los datos seleccionados un polinomio de un orden determinado por
el método de los mfnimos cuadrados y asignar al punto central de la ventana el valor del
polinomio en este punto. Como derivada se toma el valor de la derivada del polinomio de

ajuste. La aportacién de Savitzky y Golay fue la demostracién de que el valor central era
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evaluable a través de una ponderacién de los datos con un vector de pesos independiente

de la posicién de la ventana. Ellos sistematizaron esta idea proponiendo un conjunto de
filtros digitales cuyos coeficientes d, tabularon para los diversos pardmetros implicados:

grado del polinomio de ajuste, mimero m de datos de la ventana y orden de la derivacién.

La descripcién matemdtica del proceso es la siguiente convolucidn:

i=m
r] = Z di rjﬂ'

i=-m

Nosotros hemos utilizado los coeficientes d, de la tabla III de [10] para nueve

puntos de datos con el fin de estimar la primera derivada. Para las derivadas sucesivas

hemos aplicado el mismo filtro.

4.3.4 EL ESPECTRO DE FONDO EN DETECTORES
GAMMA

En ausencia de emisién radiactiva, el analizador multicanal acumula un espectro
producto de las cargas que saltan a la banda de conduccién no por efecto de una alteracién
energética provocada por un fotén incidente, sino por efecto estadfstico de la temperatura.
Los canales correspondientes a energfas bajas son, l6gicamente, los que mds cuentas

acumulan. Debido a que este fenémeno se atentda exponencialmente con la energfa, el

espectro de fondo tiene asf una forma tfpica:
Six) = Ke <
La derivada de una exponencial es otra exponencial. En este caso:
fo@) = (-1)iCiK e~

de modo que las diversas derivadas son iguales al espectro de referencia salvo factores
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constantes. Si bien el espectro real tomado como funcién del canal no responde de forma
exacta a la exponencial, derivadas muy parecidas llevan la matriz a un estado cercano a la
singularidad que puede causar grandes errores numéricos en los algoritmos ya presentados
de célculo de la memoria. Hay que decir que la no expansién del espectro de fondo ha

representado una solucién satisfactoria en todos los casos précticos acometidos.

4.4 BUSCANDO EL OPERADOR MINIMO

En el capftulo anterior se planted la necesidad de que la formacién adaptativa de
la memoria asociativa se llevase a cabo de un modo dependiente de la mezcla problema. La
incorporacién exhaustiva de todas las referencias elementales disponibles al algoritmo de
pseudoinversién conduce a un resolutor de tamafio excesivo, inexacto y de elaboracién
lenta. En contraste, 1a introduccién de las referencias apropiadas para descomponer la
mezcla y s6lo éstas conduce a un operador mfnimo mds preciso, 4gil y de formacién mds
rdpida. Huelga decir que la biisqueda del operador mfnimo se hace m4s apremiante si cabe
con el aumento de dimensionalidad del problema que supone el tratamiento de las derivas
instrumentales. La cuestién que se plantea tras la introduccién de las derivas en el modelo
de espectro es si el algoritmo adaptativo dependiente de la mezcla problema propuesto en
el apartado 3.7 continia comportdndose de forma correcta ante una mezcla problema sin
deriva excesiva sin necesidad de introducir en el mismo elementos incompatibles con el
modelo original (3.28). Experiencias realizadas sobre un entorno i386-MsDOS con tanto
espectros sintéticos como espectros reales de INa(Tl) tomados con un analizador multicanal
MCA Camberra 35 Plus en laboratorios del C.I.LE.M.A.T. permiten afirmar que el
algoritmo de regresion por pasos (3.28) propuesto en el anterior capftulo para mezclas sin
deriva continda vigente en su forma bdsica aplicado al caso de mezclas afectadas por
pequeiias derivas. La version del mismo que aborda este problema es la que a continuacién

se propone:
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K={¢};
e:=x;
DO

{

K:=kU{sg};
DO
{
Ri=[|r®| A1 2|, i€K; . (4.16)
M:=R";
c.=Mx;
N:={i/c® < NivelSig} ;
K:=K-{N};
} WHILE(N = { ¢ });
e:=[I-RM]x;

sen*(a):=eTe/x"x;
} WHILE (sen*(o) < UMBRAL) ;
return (M) ;

El algoritmo es prédcticamente idéntico al original, salvo las sentencias primera y
cuarta del bucle "do-while" interno. En la primera modificacién se introducen las derivadas
de la referencia elegida ademds de ésta misma. En la segunda modificacién se indica que
s6lamente la referencia original y no las derivadas es la considerada en la prueba de
rechazo. La experimentacién con este algoritmo ha sido positiva incluso con derivas de
hasta 8 a 12 canales sobre mezclas de 1024 y ganancias de hasta el 2% sobre el conjunto

de referencias sobre el que se trabajé en el capftulo anterior.
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Capitulo

DERIVAS SEVERAS:
MEMORIA ASOCIATIVA
CON REALIMENTACION

a transformacién funcional de un espectro de radiacién fix) al espectro

(1+Aa)((1+Aa)x + Ab) por efecto de derivas instrumentales es de naturaleza
no lineal. Por esta misma razén, el problema inverso, a saber, la estimacién
de Aa y Ab de un espectro con derivas, fuerza al empleo de técnicas no lineales. En el
capftulo anterior examinamos el modelo de pequeia deriva y vimos (jue ésta podfa ser
determinada a partir de un resolutor lineal o memoria asociativa en una sola operacion de
matriz-vector. Este nuevo capitulo se ocupa del caso en el que las derivas sean lo

suficientemente importantes como para que el modelo de ‘pequeiia deriva sea insuficiente
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y el problema deba reformularse en el contexto de la teorfa de optimizacion no lineal. Asf,
dada una mezcla original cualquiera x de pardmetros de composicién y deriva desconocidos

y recogidos en el vector B8, la estimacién de los mismos conduce al problema de la

minimizacién de | x - A8) |2 respecto a 8, donde la dependencia de f respecto a § es
de cardcter no lineal. Esta expresion cuadrdtica hace que a este tipo de problemas se les
conozca como de regresion no lineal u optimizacién cuadrdtica no lineal. A lo largo del
presente capftulo, primero, se examinan de un modo general los algoritmos fundamentales
de este drea de la teorfa de optimizacién, destacando entre los mismos el algoritmo de
Gauss-Newton por su estrecha relacién con el formalismo de memoria asociativa y,
segundo, a partir de una nueva formulacién del problema de la descomposicién no lineal
de un espectro mezcla, se introduce un nuevo algoritmo de ajuste mucho menos costoso
computacionalmente que el Gauss-Newton cuyo niicleo es una memoria asociativa ampliada
segun fue definida en el anterior capftulo. Este procedimiento supone un modelo de
operacién de la memoria de tipo recursivo de tal forma que la mezcla problema es
continuamente presentada a la memoria y corregida en sus pardmetros no lineales hasta

lograr la minimizacién de la funcién de error. Con este modo de empleo, la capacidad del

operador M para descomponer mezclas con derivas severas se acrecienta sensiblemente.

5.1 OPTIMIZACION CUADRATICA NO LINEAL

Podemos definir la optimizacién como la parcela de la matemdtica que da solucién
a un problema bien definido que surge a menudo al construir modelos de la realidad ffsica:
el de determinar el valor o valores de 8 que minimizan una funcién E(8) en un dominio
dado. Antes de 1940 se conocfa poco sobre la optimizacién de funciones de muchas
variables. Se habfan llevado a cabo algunos cdlculos de minimos cuadrados y puesto en
marcha algunos procedimientos de descenso tipo gradiente en algunos problemas fisicos.
También se conocfa el método de Newton para muchas variables pero, en general', cualquier
problema de alguna complejidad -muchas variables- era inabordable. No fue sino hasta la
llegada del computador cuando se produjo la revolucién de los métodos de optimizacién y,

en general, del andlisis numérico. Los afios cuarenta y cincuenta vieron el nacimiento y
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desarrollo de la programacién lineal, pero el hecho que marcé el despegue de los métodos
de optimizacién fue el trabajo de Davidon ([4]) en 1959 sobre la técnica de métrica variable
que, frente a los métodos previos, proporcionaba una estabilidad numérica que permitfa

acometer la optimizacién de funciones de muchas variables.

Existe toda una variedad de métodos de optimizacién cuadritica no lineal ({3], [6],
[71, (81, [9], [10], [13]) pero, de una forma u otra, todos ellos son variaciones del
algoritmo intuitivo de descenso por la funcién de error en el espacio de los pardmetros del
modelo a partir de una estimacién inicial cercana a la 6ptima. Este iltimo punto es de una
importancia decisiva ya que, a diferencia de los problemas de estimacién lineal, la funcién
de error no es en general de forma parabélica y, en consecuencia, puede presentar mfnimos
locales. Por este motivo, la solucién proporcionada por todos los algoritmos de descenso

estd condicionada por la estimacién inicial de pardmetros escogida.

De todos los problemas que trata la teorfa de optimizacién vamos a concentrarnos
en aquel que resulta del ajuste no restringido de un conjunto de observaciones experimenta-
les (un espectro de cuentas) a un modelo paramétrico de formacién del mismo. La técnica
usualmente utilizada en este contexto es la de minimizar la forma cuadrética no lineal que
resulta al evaluar el error del ajuste. A continuacién se introduce formalmente el citado

problema.

5.1.1 FORMULACION GENERAL DEL PROBLEMA DE
REGRESION NO LINEAL

Sean N observaciones x, para las cuales se proporciona el siguiente modelo de

descripcién:
x, =fB,....8p) *e,, 0<i=<N-1, 6.1

o bien, en notacién vectorial,
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x =f(B)+e ©-2)

donde B es un vector de pardmetros a determinar, f; una funcién no lineal en.§ y e el

ruido asociado a la observacién ([13]). El problema que se plantea es el de hallar los

pardmetros que minimizan la norma del error cuadritico:
Minimizar E(8) = |x -f8) |
(8

La funcién E(8) es un paraboloide cuando f; es lineal en § y los contornos que

determina E(f) constante son elipsoides. A medida que aumenta la alinealidad en 8, las
formas elfpticas se deforman pero, atn asf, estos contornos son practicamente elfpticos en
la vecindad del mfnimo, lo que significa que la suposicién de linealidad local es una
aproximacion razonable. Esta fue la hip6tesis de trabajo del capftulo anterior, en la que los
pardmetros no lienales presentes en una mezcla, es decir, la deriva en umbral y ganancia,
eran pequeiios. En el capitulo presente consideramos que la suposicién ya no es vélida, por
lo que se hace necesario recurrir a los métodos que tradicionalmente se han venido
empleando en la resolucién de problemas no lineales. A fin de alcanzar una perspectiva

global de los mismos, se examinan a continuacién los mds representativos.

5.1.2 REVISION DE METODOS

Consideremos el caso unidimensional, con una observacién x y una funcién f(8)
(Fig. 5.1a). El problema es encontrar el pardmetro §, que haga mfnima la diferencia entre

x y fiB) que puede plantearse formalmente como

Minimizar E@) = [x -f(8))?
(8

Segtin se aprecia en la Fig. 5.1c, 1a funcién de error cuadritico {x - f(8)]* puede

tener mfnimos locales. Por esta razén, cualquier método construido sobre la idea del

150



Derivas severas: memoria asociativa con realimentacion

descenso progresivo en la funcién de error, como es el caso de los de minimizacién
cuadrédtica no lineal, lleva a soluciones locales. Los tres métodos fundamentales, de los
cuales se derivan todos los demds, son el método del gradiente, el método de Newton, y

el método de Gauss-Newton,

5.1.2.1 EL METODO DEL GRADIENTE

El gradiente de la funcién de error E(8) viene dado por la expresién

VEB) = -2 V/T(8) [f(8) - x], donde V/(8) es el jacobiano de f{f). Podemos construir
métodos basados en el descenso por la funcién de error siguiendo la direccién del gradiente

negativo. Por ejemplo, el algoritmo del descenso mds pronunciado

B =B, + NV(B)x-f(B]. (.3

Como puede apreciarse, la carga computacional de cada iteracién es relativamente

baja ya que no es necesario llevar a cabo ninguna inversién de matrices, concentrdndose

ésta en la evaluacién de V/(8) y fiB) en cada una de ellas. Sin embargo, el niimero de

iteraciones es generalmente alto.

5) [x - fB)]?

B
\\f 61,%

c)

Fig. 5.1 La funcién objetivo EB)={x - f(B)]* presenta, en general, minimos locales
cunado f(8) es no lineal en S. .
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5.1.2.2 EL METODO DE GAUSS-NEWTON

Los métodos basados en la expansién en serie de Taylor (a veces llamado el

método de Gauss o de Gauss-Newton) emplean la aproximacién lineal que proporcionan los
primeros términos del desarrollo de Taylor de las funciones f;(8) en las cercanfas de f.

Sabemos que en una vecindad apropiada puede llevarse a cabo la aproximacién
fB+AB) = fB) + [VA(B)][AB]

donde V/ es la matriz jacobiana del vector de funciones f. Asf, si el conjunto x de
observaciones viene caracterizado por un vector de pardmetros relativamente cercano a g,

puede formarse el conjunto de ecuaciones
x = fiBy) + [VI(B1[AB]

y extraer el A8 que mejor las satisfaga. Este es un problema de regresién lineal que se

aborda formando las ecuaciones normales

V(B VB A8 = V(B [x - £(B)] (5.4)
de solucidn:
AB = [VT(8,) V(B V(B [x - F(8,)] (-5

Podemos corregir la estimacidn inicial 8, mediante las soluciones proporcionadas
por (5.5) de modo que una segunda estimacién, mds cercana a la 6ptima, viene dada por

8, =8, + AB. Empleando de modo iterativo este esquema, la secuencia

B... =8, + NIVBIVEB)I'VB)x-f(8)] (5.6)

152



Derivas severas: memoria asociativa con realimentacion

converge hacia el 6ptimo local de forma asimptética. Este es el algoritmo de Gauss o

Gauss-Newton ([3], [9]), que posee una tasa de convergencia cuadrdtica ([3]), lo que
significa que e,,, =O(e;), donde e, = || 8, -8, | . Sin embargo, en cada iteracién debe

computarse la inversa de una matriz o bien una generalizada inversa.

En el caso de un sistema sobredeterminado, el algoritmo halla el valor de menor

error cuadritico medio. Finalmente, si el nimero de incégnitas supera al de ecuaciones, la
matriz Vﬂ(ﬂ”) V/(8,) no tiene el rango completo, y la solucién no es unica. Como ya

vimos, estos casos pueden ser englobados bajo el concepto de matriz pseudoinversa, de

modo que (5.5) puede reescribirse como

AB = VV(B,) [x -f(8)]

Esta es la aproximacién adoptada por Fletcher en ([9]), donde propone un

algoritmo recursivo de cémputo de la pseudoinversa en cada una de las iteraciones.

Si bien existen muchas variantes al algoritmo de Gauss-Newton ([10]), una muy
utilizada en la préctica en tareas de espectroscopfa como el ajuste de picos gamma ([2)), la
determinacién del espectro de lineas dada la matriz de transferencia del detector ([14]) y
el andlisis multivariado de espectros de absorcién ([12]) es la de Levenberg-Marquardt ([2],

[7], [13]). Es idéntico al de Gauss-Newton excepto en que mejora el fndice de condiciona-

miento de V/7(8) V/(8,) para mejorar la estabilidad del método:

By = B, + lnd + V(B)VEB)I'V@B) x -fB)]

5.1.2.3 EL METODO DE NEWTON

Este es un método cldsico de bisqueda de rafces de funciones. Como ilustra la
Fig. 5.1b, los minimos de la funcién del error cuadrético se encuentran en puntos donde

se anula su derivada. Este es el fundamento del método de Newton aplicado a la
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optimizacién de funciones. Observemos la Fig. 5.2. Estamos interesados en encontrar la
rafz 3, de F(B). La idea es tomar un valor inicial 8, cercano a la misma y tratar de
mejorarlo de forma progresiva. Tomando como valor inicial 8, e incrementdndolo en el

valor definido por:

LA

" 5.7
F'(8,)

se obtiene una aproximacién mejor 8,. Si el valor inicial estd suficientemente préximo al

6ptimo, la secuencia 8,, 8,, ..., 8,, ... converge a este. Este procedimiento de

aproximacion se llama método de Newron ([5]). En el caso de que F fuese una funcién M-

dimensional, el método de Newton se muestra como

ag - -F6) <j<M. (5.8)

ovRey

El gradiente de la funcién E(S) se anula en sus mfnimos locales. Podemos, por

tanto, determinar estos aplicando el método de Newton al sistema de M ecuaciones con M

Fig. 5.2 Bisqueda local de la raiz 8. de una funcién F(8)
por medio del método de Newton o método de las tangentes.
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incégnitas VE(8) =0. Para descargar un tanto la notacién sea g(8) = VE(S). El método de

Newton aplicado a g(8) resulta:

_ 26,

Af =
4 Ve,

donde V# es la matriz jacobiana de las M funciones de K pardmetros que constituyen el
gradiente de g(8). V#(8) se conoce como la matriz hessiana de la funcién E(8). La matriz
hessiana HF(8) de un funcién genérica F(8) viene dada por H,-f = 62F/66,.6;61'.. Particulari-
zando la funcién F a la funcién de error cuadrdtico E(8), la matriz hessiana adopta la

expresién HE(B) = V/(B)V/(8) + h"(x - fiB)) , donde h es un vector N-dimensional cuyos
elementos son matrices de dimensién (K+2) X (K+2), siendo el componente i-ésimo el

hessiano de Ia funcién f(8). El procedimiento de descenso es, asf, el siguiente:

A8, = N, (VB IV/B,) + KT(x - fBI(B,) V(B Ix - £ (B,)]

Referencias a variantes de esta técnica pueden encontrarse en [8], entre ellas la de
métrica variable. Esta es una de las técnicas de descenso mds influyentes en espectroscopfa

gamma ([6], [7] y [8]). La aportacién del método de Métrica Variable al método de Newton
es el evitar el cdlculo directo de la matriz HE"(ﬁn) en cada iteracién. En su lugar, es

aproximada mediante otra matriz L(8,) de cdlculo recursivo mds sencillo ([6]). El precio

pagado es una biisqueda del minimo con mayor niimero de iteraciones pero con un esfuerzo

de computacién menor en cada una de ellas.

Los tres métodos expuestos guardan un gran parecido. Mostrados en conjunto:

Gradiente: AB, = N, V(B ) [x -f(B)]

Gauss-Newton: A8, = N\, [V7(8)V/(8)1"'V"(8,) [x - f(8,)]
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Newton:

AB, = N, [V(BIVB,) + hT(x - BN V(8 [x - f(B)],

puede detectarse con mayor facilidad el aumento de complejidad de la iteracién con respecto

a cada uno de ellos.

5.2

CRITERIOS METODOLOGICOS

Nuestra aproximacién a la resolucién del problema no lineal que representa el

andlisis de una mezcla serd la de Gauss-Newton. Las razones las exponemos a continuacién:

Primera. La ventaja de los métodos de gradiente frente a los de linealizacién de
la funcién de ajuste es su campo de convergencia mds amplio, pero su velocidad
de aproximacién al mfnimo desciende rdpidamente a medida que nos acercamos a

éste. Ademds, su exactitud es menor que la de los métodos de linealizacién ([2]).

Segunda. Existen sensores de espectroscopla de imagen que proporcionan
espectros de absorcién por cada pixel de una escena bidimensional a tasas que
aproximan el Gigabit/s ([11]). Esto significa que afrontar para cada espectro un
esquema de descenso a partir del gradiente no es una vfa lo suficientemente rdpida
para cubrir este volumen de informacién. Un operador de memoria asociativa que
lleve a cabo el andlisis de una secuencia rdpida de espectros en simples operaciones

de matriz-vector es una aproximacién mds adecuada.

Tercera. La realizacién en tecnologfa 6ptica de los algoritmos implicados resulta
en principio viable ([1], [11]) y puede encontrar en este entorno computacional un

campo abierto a la investigacion.
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5.3 EL ALGORITMO DE GAUSS-NEWTON EN EL
PROBLEMA DE LA MEZCLA

En el anterior capftulo, vimos cémo descomponer espectros de radiacién a través
de una memoria asociativa cuando éstos estaban afectados por derivas instrumentales
pequefias respecto a las condiciones de calibracién del instrumento. Sin embargo, las
derivas pueden llegar a adquirir, con el paso del tiempo y la variacién de las condiciones
experimentales, magnitudes relativamente grandes que ponen en evidencia la insuficiencia
de la expansién de Taylor alrededor de las condiciones experimentales en las que se
capturaron los espectros del conjunto de referencia o, en términos m4s precisos, llevan a
la dependencia no lineal del espectro problema respecto a estos. Ahora podemos entender
el andlisis de un espectro mezcla como un problema de estimacién de un vector de
pardmetros lineales y un par de pardmetros no lineales que caracterizan la distribucién de
las observaciones. En este apartado vamos a formular el problema en términos precisos
dentro del marco de la teorfa de optimizacién cuadritica no lineal examinada con anteriori-
dad. Proponemos dos métodos de resolucién del problema que derivan de dos modos de

formular la funcién objetivo. Ambos serdn examinados en sus aspectos computacionales.

5.3.1 UN PROBLEMA DE REGRESION NO LINEAL

Como ya hemos visto, es posible la aproximacién al problema considerado este
como de regresion no lineal. Sea el espectro problema x. Descomponer x supone ajustarlo
al modelo de formacién de mezcla sujeta a derivas instrumentales que viene dado por la

funcién de canal f definida por:

K
fe, &7 a,b) = Y [c riax +b)]
i=1

o, en forma vectorial
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X
fidT,a,b) =Y ¢’ ria,b) (5.9)
i=1

y, por lo tanto, se trata de resolver el problema de

K
minimizar | x - Y[ ¢/ rfa,b)] | (5.10)

(c", a, b) i=l

que puede ser abordado mediante el algoritmo de descenso de Gauss-Newton (5.6):
Bo =B, + V@B Ix-f(B)] .11
En el caso que nos ocupa, el jacobiano de f, V, es

G %
o] scl’ ba’ &b

&, o o o

6c1/,. EZ‘Z, 6_0’%
A

QfN ‘SfN éfN 5f N

W’ ceey 'é:‘za E’ E‘

cuyas K+2 columnas vienen dadas por:

V/. = rfab), 1 <i=<Kk,

K
Viea = Y. ¢ ri(a, b), (5.12)
i=1

K
Vi, = Yoclr@b), 0<js=N-1,
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Si denominamos W/ = [V} | ... |Vl y "W/ =[V,,, | V,.,], entonces podemos
escribir VW = [LV/| /], Al pseudoinvertir V/, obtenemos V/*, que podemos expresar

como V/* = [[LV/7]T | [MP]T]T. La Fig. 5.3 clarifica esta notacidn.

De forma andloga, el vector de funciones f{§) depende linealmente respecto de
algunos de los pardmetros y no linealmente respecto de otros (g, = ¢/ pral<i<Kk,
Bg., =@y By., =b), por lo que puede desdoblarse el vector § como §7 =[“87| ¥87], don-

de B es el vector de pardmetros lineales y M8 es el de los no lineales. Entonces el

algoritmo de Gauss-Newton (5.11) se divide en dos procesos:

B, =B, + "VPB)Ix-f(B)]
(5.13)

o = "B, + YVPB) [x -fB)]

cuya interaccién en cada iteracién n es el cémputo de f{,) y de V/*(8,). Ahora bien,
sustituyendo la primera ecuacién de (5.12) en (5.9) resulta que f{8,) es precisamente la

combinacién lineal LVf(ﬂn)cf,, por lo que

vap I 0
va Nvt' punt
erp 0 I,

Fig. 5.3 Estructura y nomenclatura adoptada para la particién de la pseudoinversa del
jacobiano de la funcién f(f}).
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LB )AB,) = VPB)VB )e,
=Ic,

Lﬂ"

Por otra parte, sustituyendo la primera ecuacién de (5.12) en *V/P(8 )8 ) y dadas

las relaciones ilustradas en Fig. 5.3, podemos comprobar que *V/*(8 JAB ) =0, con lo cual

el algoritmo (5.13) se simplifica, resultando finalmente:

LB n+l LVfP(ﬂ n)x

(5.14)

"By = "B, + V@B )x

Este algoritmo deja fijo el vector problema x, de pardmetros desconocidos g8, y
busca la estructura de cémputo A que es capaz de descomponerlo. En cada paso n es

preciso computar la matriz V(8 ) y después pseudoinvertirla, por lo que el coste

computacional es alto. Los algoritmos propuestos en el tercer capftulo pueden ser empleados

a este fin.

5.3.2 UNA NUEVA FORMULACION DEL PROBLEMA

El método de Gauss-Newton (5.14) trata de buscar la configuracién de pardmetros g,

tales que V/(¥8,) sea el operador adecuado para descomponer la mezcla problema x. Sin
embargo, podemos invertir esta idea de la manera siguiente: ya que x estd posiblemente a-
fectado por una deriva M8 = [a, b]7, siempre es posible expresarlo como x(”8) e introducir
correccioﬂes a la mezcla original x( ”ﬁo) de forma iterativa, de manera que los sucesivos

x(V8,) converjan en un x(*8,) lo suficientemente cercano a una combinacién lineal

fc/) =R’ de los espectros de referencia r,, ..., r, como para que pueda ser descompuesta
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por un operador construido sobre ellos que no necesita ser continuamente reevaluado. El

problema se plantea formalmente en los siguientes términos:

Minimizar E(c',a,b) = || x(a, b) - fic’) ||? (5.15)
(c,a,b)

Definiendo e(c’, a, b) = x(a,b) -flc’), ‘B=cy "8 =|a, b]", en lo que respecta

al jacobiano de e(%8, M8), tenemos que

be _ _ O

6Lﬂ aLﬂ
yque

be _ Ox

a¥g  8tg’

es decir, V* = [ -V | V*]. W es independiente del vector L8 por ser f lineal sobre él, y

su valor es la matriz R de columnas 7, ..., . Por su parte, V* sf depende de 8. Es
una matriz de dos columnas, x/(a, b) y jx,’(a, b), 0 <j < N-1, en adelante /x’(a, b).
Bajo este planteamiento, podemos observar que V* sélo depende de *8, ya que tiene la

forma Ve(*8) =[ -R | x'(*B) | ’x’(¥8)]. El algoritmo de Gauss-Newton, aplicado a (5.15)

se presenta como

B = B, + V" Ix("B,) -ABIY, (5.16)

pero vamos a ver que se simplifica profundizando un poco m4s en el problema tal y como
hicimos en el apartado anterior. Denotemos V¢(*8) =[ -R | X(*8) ] y dividamos su matriz

pseudoinversa en dos submatrices de K y 2 filas respectivamente de modo que esta pueda

ser expresada como V<*("8) = [R?"("8) | X*"(*B) ]”. Tenemos asf que -RP(*B)R =1, y que
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X*(*8) R =0, ya que V** V* = I, ,. Podemos escribir entonces (5.16) como:

"B ‘8, RCB) | ey R |
= + X -_—
8.1 "8, X*(8,) " "
que resulta en

“8,., = R ("8)x("8,) .17

respecto a las contribuciones relativas, y

... = "8, + X?("8)x("8,) (5.18)

respecto a la deriva en ganancia y umbral. Podemos tomar como aproximacion inicial g,
el vector [1, 0)7, que refleja la suposicién de que la mezcla no esta afectada por derivas.
Puede observarse que las estimaciones intermedias de las contribuciones no son necesarias,
ya que ‘B no aparece en (5.18), y éstas se estiman una sola vez al aplicar (5.17) cuando

se considera que x("8,) est4 libre de derivas instrumentales. En cada iteracién n de (5.18)

es necesario pseudoinvertir la matriz [-R | x’("8,) | /x/(*8,)]1, de N filas por K+2

columnas. De estas iltimas, K invariantes con la iteracién.

5.3.3 MEMORIA ASOCIATIVA EN EL ALGORITMO DE
GAUSS-NEWTON

El algoritmo (5.18) puede modificarse de modo que el operador X?("8,) no
dependa de las mezcla problema del fndice de la iteracién n. El objetivo es conseguir
sustituirlo por una aproximacién invariante con la iteracion, es decir, por una memoria

asociativa. El operador de estas caracterfsticas que se propone es la matriz M que ya se
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defini6 en el anterior capftulo para abordar el problema de la descomposicién de la mezcla

ante pequefias derivas. Efectivamente, en la hipétesis de que cada referencia r, estd

sometida a una deriva particular (Aaq,, Ab), definimos

gc’,a,b) = EC r(a;b)

i=1

Asf V&(c¢/,a, b), el jacobiano de g(c’, a, b), es una matriz de N filas por 3K

columnas, que en las condiciones de referencia viene expresado como
8 =
in-3(cls 1: 0) -
8 / Y .
Viz(c',1,0) = ¢ Jr,.;, 0<j=<N-1,

Vs 1(‘—" 1,0) = i

>

donde 1 < i < K. A partir de V&(c’, a, b) se define J = [J; | Ji J;]T del modo

Jo E [rl, .",rK],
J=11vie,1,0), ..., Ly, 1,00,
4 Cx
J, =[SV, 1,0), ..., 2V, 1,00
Cl CK

La generalizada inversa de J puede ser expresada particionada en tres submatrices
de K filas por N columnas como J*7 = [J§ T | JT T | Jb T] , de modo que definiendo M = J*,

se puede expresar M™ = (M, | M," | M,"]. Sean ¢, y y v tres vectores K-dimensionales.

Tras la definicién de estos ultimos cuatro elementos se introduce el siguiente algoritmo de

estimacién de los pardmetros de un espectro mezcla adquirido bajo condiciones de deriva

instrumental:
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E@By) = =

("8, =11, 01"

DO

L - o
gn MO
Yal| = M1 x(Nﬂ,.)
vn M2

(5.19)

YWHILE (E@,.,) < E@®8))
Nﬂ - Nﬂ
8. =M, x("8.)

El principio de operacién de este algoritmo es el siguiente: se presenta la mezcla

x, alamemoriay se obtiene el vector Mx,. Sobre este resultado se opera una transforma-
cién B(Mx,) de seleccién de mdximo y dos divisiones, de la que se obtiene una valoracién
de la deriva implicada A”ﬂn =B(Mx,). Con este dato se actia sobre la mezcla introducien-

do en ella la deriva estimada mediante una transformacién x,,, =H(BoM)x_,x,) y el

proceso continda hasta que la funcién de error no disminuya. La Fig. 5.4 ilustra el

algoritmo representando los bloques funcionales y el flujo de datos. En cada una de las
iteraciones, la estimacién de *g8, sigue en (5.19) el mismo criterio que en el modelo de
pequeiia deriva, es decir, se estima como la deriva asociada a la referencia de mayor

contribucidn, es decir con mayor valor de ¢,.
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Surge la cuestién de cémo decidir que §, estd suficientemente cercano a §, como
para darlo por bueno. Esta es una cuestién abierta en todos los métodos iterativos, por lo

que la decision debe hacerse "ad hoc". En este caso, la secuencia 8, lleva aparejada la

secuencia monétonamente decreciente E(8,) = || R%8, - x(*8,) |>. Cuando 8, estd en una

vecindad lo suficientemente pequefia se produce un fenémeno oscilatorio que rompe la

tendencia a la baja del error, por lo que hemos adoptado como criterio de corte el estimar

como f, aquella 8, tal que E(8,,,) = E(8,).

Como en el modelo de pequefia deriva, la prueba del encaje se realiza sobre
x(™8,) calculando sen(c). Este criterio puede fallar por dos razones: una deriva excesiva

o bien un conjunto de referencia insuficiente. En este segundo caso puede aplicarse el

algoritmo de seleccién de candidatos allf propuesto.

Lﬂnﬁ E (Bnﬂ) NB,-.H ""—'—i
|
|
|
l

E |
|
|
|
{

A8,

x M M .B O 5,

:

t

i .

! H

|

|

|

|

———————————— Xo+

Fig. 5.4 El algoritmo (5.19). Representacién esquemdtica de bloques
funcionales y flujo de datos.
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5.4 REGION DE CONVERGENCIA

La Fig. 5.5 muestra el valor de sen(a) obtenido al analizar el espectro de la 4.3.
Como puede apreciarse, la memoria asociativa realimentada tolera un alto margen de
distorsién en mezclas de un tnico componente. A su derecha se muestra de nuevo la 4.8,
que representa el error obtenido por la memoria en ausencia de realimentacién. En el
dominio de B, el campo de convergencia de la memoria parece ilimitado al analizar este
caso. Sin embargo, cuando el mimero de componentes en la mezcla aumenta a £, el mimero
de variables implicadas lo hace en 3k. Se ha observado que este hecho provoca un fuerte
impacto en la regién de convergencia del algoritmo. A tftulo de ejemplo, se tomé la mezcla
de cuatro componentes (4.15), y se le sometié a un proceso de distorsién y posterior
andlisis de error mediante el algoritmo (5.19). Se utilizé el mismo conjunto de referencias
de siete elementos, lo que representa la estimacién de 21 variables. La Fig. 5.7 ilustra los
resultados. La Fig. 4.21, correspondiente a la misma mezcla analizada mediante el modelo
no realimentado, se muestra a su derecha a efectos comparativos. En la Fig. 5.7 se detectan
claramente los Ifmites de la regién de convergencia. La experimentacién con mezclas
diversas muestra que estos limites, como cabfa esperar, se estrechan a medida que aumenta

el nimero de componentes.

= Ay
N
\}.’ i

)
44, A
7 l'fll/%"'

0 &
«Z////;:;ZI//

o~ hcd <
o "
Fig. 5.5 BONDAD del ENCAJE como funcién de Fig. 5.6 BONDAD del ENCAIJE como funcién de
las derivas en ganancia y umbral presentes en el las derivas en ganancia presentes en el espectro de la
espectro de la Fig. 4.3. Memoria realimentada. Fig. 4.3. Memoria no realimentada.
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Fig. 5.7 BONDAD del ENCAJE de la mezcla Fig. 5.8 BONDAD del ENCAJE de la mezcla

(4.15) tras introducir en la misma derivas diversas. (4.15) tras introducir en la misma derivas diversas.
Memoria asociativa realimentada. Seis términos de Taylor fueron considerados. Memo-

ria no realimentada.

5.5 COMPUTO DE LAS TRANSFORMACIONES
NO LINEALES

En el capftulo cuatro se traté del cémputo de derivadas a través de un filtro lineal
que era una generalizacién del concepto de diferencias finitas. En el capftulo presente se
ha considerado la posiblidad de la presencia de derivas severas en las mezclas problema,
lo que hace necesario, como hemos estudiado, 1a necesidad de introducir cdlculos relativos
a trasformaciones espectrales de acuerdo a incrementos en los pardmetros de deriva. La
orientacién de la metodologfa de andlisis hacia procesadores dedicados hace necesarios el
disefio y la realizacién de una estructura de computacién especifica que lleve a cabo la
transformacion no lineal del vector N-dimensional f{1, 0) en el vector con derivas fla, b)

0, en notacién continua, la funcién f{x) en la funcién h(x) = flax+b). Esta es la tarea del

bloque H en la Fig. 5.4, cuyo objetivo es la transformacién de fix) (x,) en h(x) (x,.,).

Si se define la funcién g(x) = flax), entonces h(x) = g(x + b/a). Este encadena-

miento de funciones posibilita el romper el proceso de transformacién de fix) a h(x) en
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dos. Uno, de fix) a g(x), y otro de g(x) a h(x). Ya que la segunda etapa no presenta
dificultad por ser bien un retardo o bien un avance temporal, examinamos a continuacién

la primera. Expresemos el valor de ax en términos de sus partes entera y decimal de modo
que ax = E(ax) + D(ax). Si ax vale 137, entonces flax) es conocido, pues es la componente

137-ava del vector f. Pero si ax vale por ejemplo 137’3, el valor de flax) no est4 dispo-
nible y es necesario estimarlo. El método m4s intuitivo es la interpolacién lineal entre los

valores de f{137) y f{138). Aplicando esta técnica de aproximacion:

8(x) = flax)
= fE(ax) + D(ax))
= flE(ax)) + D(ax)f'(E(ax))

= fE(ax)) + D(ax) [R1 + E(ax)) - AE(ax)]

donde hemos estimado la derivada a partir de la primera diferencia de la funcién, si bien

otros métodos m4s sofisticados pueden ser empleados, como ya conocemos. La férmula
anterior se empleard para calcular g(0), g(1), ..., g(N-1), es decir, los todos los

componentes del vector intermedio g excepto el tltimo, al que se le asignar4 un cero o un

valor igual al peniltimo:

8 RE(ai)) + D(ai) [1 + E(ai) -fE@i)], 0<i<N-2
‘ (5.20)

0

8n-1

La ecuacién (5.20) da pie al disefio de un procesador sencillo de computo de g,.

Este se muestra en la Fig. 5.9. N ciclos del relop  completan la transformacién. Este

esquema, mds un posterior desplazamiento de fndice, conforman el bloque funcional H del

la Fig. 5.4.
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Elai)

ai El(x)

X )J=~1* EO|D()om

> aACM g
L i

e

I RESET

Fig. 5.9 Diagrama esquemitico de una estructura de computacién que transforma f(x) en g(x) =f(ax).
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Discusion

de resultados

| punto de contraste critico de todo trabajo de investigacién es sin duda el

dedicado a comentar los resultados obtenidos a lo largo del mismo. Se debe

realizar una valoracién cuidadosa de todos y cada uno de los aspectos de
relevancia conseguidos en el desarrollo del trabajo de investigacién, resultando esta tarea
especialmente dura para el autor, ya que es éste quien con menos objetividad puede
enjuiciar su propio trabajo, siendo la comunidad cientffica la que realmente estd llamada a
emitir opiniones sobre el mismo. Este apartado, pretende, no obstante, ser una crftica
objetiva del autor sobre su propio trabajo. Es diffcil que a lo largo de la misma no se
incurra en sesgos, comprensibles por otro lado, de destacar aspectos menos relevantes que
otros, pero con los que el autor se ha podido ligar de una forma m4s afectiva, en base a que
le hayan podido aportar m4s satisfacciones desde el punto de vista de estudio y elaboracién,
que otros que, aun de mayor transcendencia, hayan sido personalmente menos agradecidos.
Estos factores pueden distorsionar una labor de autocritica, como la que se pretende realizar
en este punto y, por ello, el autor ruega la comprensién del lector si acaso se apreciase

dicho efecto en la discusién que sigue.

Como principal metodologfa para enfocar la citada discusién se ha adoptado la de

contrastar los resultados obtenidos con los objetivos que inicialmente se habfan planteado,

171



Discusién de resultados

a los que denominaremos resultados afines a los objetivos, expresando el grado de
consecucién de los mismos, e ilustrando aquellos resultados obtenidos que no se hallen
directamente relacionados con ninguno de dichos objetivos, como lo que podrfamos Ilamar

resultados colaterales. Pasaremos a ocuparnos adecuadamente de unos y otros.

Como primer resultado affn al objetivo especifico primero se destaca que la
metodologfa de regresién lineal miltiple utilizada es perfectamente vilida para realizar la
identificacién de presencia de la actividad de un radiontclido incluido en la base de
referencia, sefialando de forma inequfvoca dicha presencia en tal caso, mediante la
formacién de un peso no negativo en el vector de contribuciones. En el caso de que dicho
radioniiclido no se halle presente, el valor del peso asociado al mismo se halla siempre por
debajo de un cierto umbral préximo a cero. Niimerosos andlisis de espectros compuestos,
algunos de ellos documentados en las publicaciones [33] y [34] del capftulo tres, constituyen

la probatoria de todos los extremos afirmados en el presente punto.

Como resultado colateral al recientemente expuesto, cabe mencionar que en el caso
de que en un espectro compuesto exista presencia de actividad de uno o varios radioniclidos
no inclufdos en la base de referencia, se ha propuesto el uso de un coeficiente de fiabilidad
de bajo coste computacional, que permite poner en evidencia dichos casos, para que los
mismos sean estudiados utilizando otras bases de referencia, o bien para que se amplfen
convenientemente éstas. Dichos extremos se hallan estudiados y documentados en el sexto

apartado del tercer capftulo.

Como segundo resultado affn con el segundo objetivo especffico, es de destacar que
el método desarrollado, mediante la construccién del denominado vector de contribuciones,
permite determinar la cuantfa relativa precisa en la que un determinado elemento presente
en la base de referencia contribuye a la formacién del espectro compuesto en estudio. Este
proceso de cuantificacin resulta altamente preciso si no se producen derivas de considera-
cién en los procesos de construccién espectral referidos. Estos aspectos, estrictamente
ligados al de la presencia de un elemento en la mezcla, son tratados en las referencias

citadas y en los apartados 3.1 y 3.6.2 del tercer capitulo.

En relacién con el tercer objetivo especifico, cabe citar que los métodos

172



Discusion de resultados

anteriormente mencionados permiten la inclusién demostrada de hasta 30 espectros
individuales en la base de referencia, sin que se produzcan distorsiones o errores inacepta-
bles en el vector de contribuciones, validando en esta forma la metodologfa propuesta. Los
procedimientos de construccién de la pseudoinversa son sensibles al aumento de componen-
tes individuales en la base de referencias hasta una cierta extensién, que cubre la mayorfa
de los casos que se pueden dar en un trabajo de laboratorio o de campo. Este no es el caso
de una central nuclear, donde el nimero de radio-niiclidos individuales que contribuyen a
la formacién de un espectro puede ser muy alto, como se comenta en el apartado de
Conclusiones. En tales casos, la metodologfa desarrollada en el presente trabajo habrfa de
ser sustancialmente remodelada, para admitir su extensién a costa de sécriﬁcar otros
aspectos relacionados, tales como la precisién o la robustez frente a derivas, de la que se
tratard en breve. Los aspectos relacionados con la dimensionalidad médxima de la base de
referencias se tratan en el apartado 3.6.2 desde un punto de vista teérico en lo que se
refiere a la fiabilidad del andlisis. La confirmacién experimental de la degradacién que sufre
el vector de contribuciones cuando la base de referencias contiene mds de las necesarias
para descomponer la mezcla problema puso de manifiesto la necesidad de disponer de una
justificacién tedrica de este efecto, asf como de un algoritmo de refino de la base de bajos

requisitos en cuanto a aritmética. Este algoritmo se propone y valida en el apartado 3.7.

Por lo que respecta al cuarto objetivo especifico, se puede hacer hincapi€ en que
una caracterfstica fundamental que se ha buscado en los algoritmos de construccién de
pseudoinversas ha sido la de su naturaleza recursiva y fécilmente ampliable, de modo que
tanto los métodos basados en el algoritmo de Pyle, como los centrados en torno al algoritmo
de Widrow-Hoff presentan dicha caracterfstica. En el caso del algoritmo de Pyle, el proceso
constructivo para aumentar la dimensionalidad del resolutor de orden %k al de orden k+1
resulta notoriamente sencillo, de manera que dicha actualizacién podrfa incluso llevarse a
cabo "on line", sobre procesadores especfficos de complejidad media. La justificacién de

estos.extremos puede verse en los apartados 3.2 y 3.3.

Como resultado colateral con dicho objetivo, cabe citar que se ha determinado que
el procedimiento adecuado para disponer de métodos que admitan una ampliacién recursiva
es el de construccién de la pseudoinversa, ya que construida esta estructura, se dispone de

un resolutor para un conjunto de problemas comunes o afines y por ello se han descartado
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otras metodologfas que permitirfan la construccién recursiva del vector de contribuciones.

Por lo que respecta al quinto objetivo especffico, cabe sefialar que los resultados
que se documentan en la referencia [33] del tercer capftulo garantizan que en ﬂespectros
compuestos producidos por un nimero bajo de radio-niclidos se puede diferenciar o
resolver adecuadamente con proporciones muy dispares de componentes. Tfpicamente, s€
puede resolver en proporciones de hasta 1:100 o incluso atin mds desproporcionadas‘,
cuando el espectro compuesto estd formado por dos radio-niclidos. Hay que decir, sin
embargo, que esta capacidad de resolucién entre componentes disminuye al aumentar el
nimero de componentes en la mezcla y la inestabilidad de las condiciones ambientales

durante el periodo de captura de la misma.

Los resultados afines al sexto objetivo especffico son posiblemente los m4s
espectaculares de los producidos en relacién con el presente trabajo. Es de destacar que el
problema de las distorsiones en la formacién de espectros de radiacién a resultas de las
derivas en ganancia y "offset" de la instrumentacién involucrada han planteado serios
problemas a la posible automatizacién de los procedimiehtos de andlisis espectrogréfico de
espectro completo. Uno de los principales resultados obtenidos en el presente trabajo en este
sentido ha sido el de establecer un modelo de distorsién del espectro compuesto, que se ha
demostrado altamente eficaz en el tratamiento del problema. Estos aspectos se documentan

en detalle en el apartado 4.1.

Un primer resultado colateral al citado objetivo, que es asimismo destacable, es el
de haber cohseguido que el modelo de distorsién espectral utilizado sea perfectamente
encajable dentro del mismo Modelo de Regresién Lineal Miiltiple desarrollado para la
construccion de los resolutores, con lo que se ha unificado la resolucién de los casos con
derivas con aquellos en los que éstas no estén presentes. El método de ampliacién del

resolutor, utilizado para representar estos casos, se describe y discute en el apartado 4.2.

Un segundo resultado colateral con el objetivo antes mencionado es la confirmacién
experimental de que la memoria asociativa, una vez ampliada y a través de un proceso de
realimentacién inspirado en los métodos de optimizacién no lineal, es capaz de resolver

mezclas con fuerte deriva. El desarrollo de este extremo es el objeto del quinto capftulo.
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Finalmente, en relacién con el séptimo objetivo especifico, cabe mencionar que se
ha puesto el énfasis en la determinacién de algoritmos de bajo coste computacional, y de
requisitos aritméticos sencillos. En este sentido, el algoritmo de Pyle presenta un coste
computacional razonablemente bajo, aunque demanda de operaciones de dfvisién, mientras
que su correlato de Widrow-Hoff exige un mayor nimero de operaciones, pero a cambio
precisa tinicamente de operaciones de producto interno (sumas y multiplicaciones). Un reto
pendiente, que constituye una de las principales lfneas de continuacién del presente trabajo,
consiste en el estudio de las posibilidades de implementacién de esta ultima técnica con
aritmética restringida y el de la sensibilidad de dicha metodologfa ante la precisién de la
representacion utilizada. En este contexto se estdn iniciando otros trabajos relacionados que
pueden aportar resultados altamente esperanzadores. Finalmente, cabe citar que el proceso
de disefio de un procesador dedicado que permita soportar estos algoritmos en forma
auténoma constituye uno de los desaffos m4s interesantes que este trabajo deja planteados

sobre ¢l tapete.
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I trabajo desarrollado constituye un estudio sobre la aplicacién y la posterior

implementacién VLSI del modelo estadfstico de regresién muiltiple con el fin

de resolver un problema concreto que es el andlisis de espectros de radiacién
gamma de baja resolucién. La adopcidn de esta metodologfa de descomposicién de espectro
completo se sustenta sobre dos argumentos fundamentales. Primero, desde la perspectiva
mds amplia de la espectroscopfa nuclear, la técnica alternativa de biisqueda de fotopicos en
el espectro problema no resulta apropiada en espectros de baja resolucién, debido a la
dificultad o imposibilidad de discriminar entre picos anchos y solapados entre sf. Segundo,
el estudio se enmarca dentro de un proyecto mds amplio que es la construccién de una
gamma-cdmara que incorpore la formacién selectiva de la imagen de la radiacién procedente
de un radioisétopo determinado. La consiguiente necesidad de rapidez en el andlisis del
espectro correspondiente a cada uno de los pixel de la imagen parece desaconsejar la
bisqueda de fotopicos, por constituir el ajuste de cada uno de ellos un problema adicional
de regresién con varios pardmetros no lineales. Recientes publicaciones sobre espectrosco-

pfa de absorcién adoptan la vfa de andlisis de espectro completo.

La técnica de regresién del espectro completo posee, sin embargo, una debilidad

fundamental, ya que exige el conocimiento de todos y cada uno de espectros de los
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radioniiclidos que constituyen la fuente de radiacién. Este requisito resulta a veces diffcit
de satisfacer por la dificultad de aislar qufmicamente algunos radiontclidos determinados.
Este fue un comentario muy util que se hizo al autor en su visita a la Central Nuclear de
Vandell6s II (Tarragona) en 1992. No existe solucién al problema de la falta de referencias
y este hecho debe entenderse como una restriccién en la aplicacién del método. En' las
centrales nucleares es comin encontrar hasta cien isétopos distintos en un espectro
problema. Por supuesto, estos son espectros capturados con detectores de Ge(Li) y muestran

picos muy bien definidos, que no es el objeto del presente trabajo.

Las dificultades de aplicacién encontradas en el 4mbito de las centrales nucleares
no pueden restar generalidad a la aproximacién seguida en el trabajo. Al contrario, tiene
aplicacién all4 donde se presente un problema de regresién, sujeto o no a deriva
instrumental, que en adelante denominaremos el problema de la mezcla para subrayar la
generalidad aludida. A lo largo de la exposicién se ha mostrado cémo este problema puede
ser resuelto de forma répida y elegante a través de un operador lineal denominado memoria

asociativa.

El objetivo de implementacién de algoritmos sobre procesadores dedicados se
interpreta en el trabajo como la implementacién de la memoria misma asf como los-
algoritmos que la construyen. Cada fila de la memoria se considera como un procesador
sencillo de producto interno cuyos pesos son los componentes de la fila. Una memoria de
3xM filas es implementada como un conjunto de 3xM procesadores. El andlisis de un
espectro de radiacién se lleva a cabo con 3xM productos internos que pueden desarrollarse

en paralelo.

El tamaiio de la memoria es un aspecto importante que acomete el trabajo, ya que
la aportacién de demasiadas referencias a la formacién de la misma degrada la calidad de
la descomposicién, es decir, pequeiias distorsiones aleatorias en la mezcla provocan que la
memoria pueda llegar a detectar contribuciones de referencias no presentes. Este efecto no
es mds que la manifestacién de la inevitable pérdida de estabilidad que se produce en todo
problema inverso en el que crece el mimero de variables a determinar. La introduccién de

términos de regularizacién en la funcién objetivo es una forma generalmente utilizada de
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paliar este problema, si bien introduce un componente artificial en la solucién dificilmente
aceptable en la aplicacién tratada. En su lugar, se propone construir la memoria de una
forma adaptativa, teniendo en cuenta la mezcla problema a la hora de introducir una nueva
referencia en la memoria siguiendo una pauta de correlacién mezcla-referencia. Un

algoritmo bien definido formaliza esta aproximacién.

‘ La construccién adaptativa de la memoria requiere de un algoritmo de actualizacién
de pesos cuando una nueva referencia es incorporada a la misma. Se responde a este punto
con la propuesta de dos algoritmos cuya caracterfstica comin es que ninguno de ellos
requiere de la operacién de rafz cuadrada: el algoritmo de Greville y el algoritmo de
Widrow-Hoff. Este particular cobra especial importancia porque conduce a una mayor
simplicidad en el disefio de la unidad que control del algoritmo y a una disminuci6n de los
tiempos de cémputo. El algoritmo de Greville requiere de la operacién de divisién. El
algoritmo de Widrow-Hoff tinicamente necesita de los operadores de suma y multiplicacién.
El peso concedido a la simplicidad de la aritmética y con ella al 4rea de silicio del disefio
global, el que se otorga a la velocidad de proceso y el dado a la precisién de la memoria
establecen el equilibrio de fuerzas que compromete la arquitectura del sistema final. Las
simulaciones llevadas a cabo muestran el comportamiento de los dos algoritmos bajo
precisiones diversas de representacién numérica poniendo de manifiesto la viabilidad de

ambas aproximaciones.

La mezcla problema se presenta mds de una vez a la memoria en el caso de derivas
severas. Este es el mecanismo que se propone como alternativa al de Gauss-Newton, mucho
mds lento, ya que necesita computar una matriz pseudoinversa en cada iteracién. A su
favor, el método de Newton ofrece una tolerancia a la deriva mayor que la memoria con
realimentacién. Este hecho se hace patente a medida que aumenta el nimero de componen-
tes en la mezcla problema y la memoria crece en su nimero de filas. Velocidad frente a
tolerancia a derivas constituye por tanto el compromiso entre ambos métodos. En cualquier
caso, el cémputo de las generalizadas inversas constituye la funcién especffica de los
algoritmos de Greville y Widrow-Hoff. En consecuencia, ambos métodos pueden ser

implementados sobre la misma arquitectura, salvo el disefio de la unidad de control.
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uando un trabajo como el presente inicia una lfnea de interés para un grupo,
en la que no se habfa trabajado con anterioridad, existe la impresién de que
se abren muchas lfneas asociadas como continuacién del mismo, si bien el
tiempo se encarga posteriormente de determinar cuales de aquellas constituyen verdaderas
fuentes productivas. Por ello, este apartado no quiere incurrir en demasiadas pretensiones
y tratard de evitar citar aquellos aspectos del trabajo realizado que tienen menos visos de
continuidad en el marco actual del Grupo de Tecnologfa de Computadores o, en todo caso,

se hard dnicamente una breve mencién a los mismos. Hecha esta salvedad, el resumen de

las Ifneas de trabajo que se pueden haber abierto mediante la presente tesis es el siguiente:

1. Como ya apuntamos en el apartado de conclusiones, el tamafio de la memoria es

un aspecto importante en el estudio que acomete el presente trabajo, ya que la
aportacion de demasiadas referencias a la formacién de la misma hace inestable el
resultado de la descomposicién ante pequenas distorsiones aleatorias de la mezcla.
La introduccién de términos de regularizacién en la funcién objetivo, como la
minimizacién de la norma del vector de contribuciones, serfa una forma de paliar
este problema. Esta técnica, sin embargo, introduce una componente artificial en

la solucién que es diffcilmente asumible en la aplicacién tratada. No obstante, otras
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aplicaciones menos exigentes en este aspecto podrfan beneficiarse de ella, por lo
que la determinacién de algoritmos adaptativos que la contemplen presenta un

indudable interés.

La construccion adaptativa de la memoria requiere de un algoritmo de actualizacién

de pesos cuando se incorpora una nueva referencia a la misma. A lo largo del
trabajo se ha propuesto el de Widrow-Hoff en base a que tinicamente requiere de
operaciones de suma y multiplicacién. El peso concedido a la simplicidad de la
aritmética, y con ella a la reduccién de coste en 4rea de silicio en el disefio global,
frente a la precisién de la memoria, constituyen los factores a tener en cuenta para
alcanzar un compromiso final. El estudio puede continuarse por medio de
simulaciones que muestren el comportamiento de los algoritmos involucrados bajo
precisiones diversas, y con diferentes representaciones numéricas, poniendo de
manifiesto la viabilidad de las mismas. Esta lfnea se halla en estudio en el
momento actual por medio de otro trabajo que pretende elevarse a Tesis Doctoral,

siendo los resultados obtenidos hasta el momento altamente prometedores.

Estudio de la disparidad en las contribuciones, y su influencia en la precisién de

los algoritmos de deteccién.

Diagndstico automdtico del sistema de deteccidn ante derivas en su funcién de

transferencia.

Implementacién de procesadores dedicados para la deteccién y cuantificacién de

espectros de radiacién, utilizando como base el operador de matriz pseudoinversa.

Estudio de los aspectos aritméticos de dichos procesadores, para la optimizacién

y minimizacién de los requisitos de los mismos.

Extensién de los métodos elaborados aquf para el tratamiento de espectros
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compuestos en el margen de infrarrojos, visible o ultravioleta. En relacién con este

ultimo punto, cabe decir que el mismo permitirfa ampliar notablemente el campo
de incidencia de la metodologfa desarrollada, al permitir su extensién a un dominio
de aplicaciones mucho mds rico, como puede ser en espectroscopfa éptica,
colorimetrfa, percepcién del color, andlisis de pigmentos fotoemisores y
fotoabsorbentes, coloreado de imdgenes, deteccién y gestién remota de recursos
por fotograffa aérea o por satélite, tratamiento y restauracién de obras de arte, etc.
En este sentido se estd configurando una lfnea de trabajo que abarcard investigado-

res de varias Universidades nacionales.
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