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1.- RESUMEN. Las inecuaciones variacio-
nales son un instrumento funcional ade-
cuado para formular gran ndmero de pro-
blemas no lineales de la fisica. Cite- -
mos, por ejemplo, aquellos que surgen al
modelizar fendmenos como el contacto uni
lateral entre un cuerpo elistico y otro
rigido, el rozamiento, el flujo de flui-
dos no-newtonianos de tipo Bingham, la
transferencia de calor con cambio de es-—
tado (problema de Stefan), la torsién -
elastoplastica de una barra, etc. (ver
Duvaut-Lions [1 ]).

Se trata, en general, de problemas en
los que una de las incégnitas es la posi
c¢idn de una frontera libre.

Numerosos libros y articulos estudian
las inecuaciones variacionales, tanto
desde el punto de vista tedrico (existen
cia, unicidad, regularidad, etc.) como
numérico. Destacamos entre los primeros
Lions { 1], Duvaut-Lions [ 1], Glowins—
ki-Lions-Tremoliéres [1 ]. Kinderlherer—
Stampacchia [ 1], Friedman [ 1], Glowins
ki [ 1], etc.

En esta comunicacién se pretende dar
una breve introduccidén a las inecuacio-
nes variacionales, y exponer las lineas
de trabajo que sobre este tema se desa-
rrollan en el Departamento de Ecuaciones
Funcionales de la Universidad de Santia-
go. Asimismo se resumen algunas contribu
ciones publicadas o en curso de realiza-
cidn.

2.- INECUACIONES VARIACIONALES: INTRODUCCION.

Es bien conocido que un gran nimero de proble
mas de contorno lineales para ecuaciones en deri
vadas parciales, admiten una formulacidn varia-—
cional o débil del tipo:

alu,v)= L{v}), ¥veV
(2.1)
ueV

siendo V un espacio de Hilbert, a: VxV — IR una

aplicacién bilineal, continua y coerciva y
L: V — IR un funcional lineal continuo.

Asi, por ejemplo, si @ es un abierto de IR
con frontera T regular, y V, a, L se definen de
la manera siguiente:

(2.2) v={ve(a'(a))®: Ve = 0}
0
(2.3) a(u,v)=J o..(u)e. (v)dx
ij ij
Q
(2.4) L{v)= J f.v dx+ J g.v dr
Q Tl

2 3 2 3
dorde fe(L (@))", gel(lL ey or oy r
o]

son subconjuntos de I, la ecuacién variacional
(2.1) es la formulacién débil del problema de
elasticidad lineal

S

-0, . .{u)= f, en @
ij,J i
a,.(u)= » ekk(u)+2ueij(u) en Q
(2.5)
u L= 0
o
i nj= gl en Pl

La funcidn u, solucién de este problema, re—
presenta los desplazamientos que experimentan los
puntos de un cuerpo eldstico que ocupa la regidn
del espacio @, empotrado por I' y sobre el que
actda una carga distribuida f y superficial g so

bre Fl.

También es un resultado conocido que, si a
es simétrica, la solucidén de (2.1) es el dnico
elemento de V que realiza el minimo del funcio-
nal:

1
(2.6) J(v)= 3 alv,v)-L(v)

En el caso particular de (2.5), este hecho ex-
presa un principio fisico bien conocido: la solu
cién es el campo de desplazamientos que hace mi-
nimo el funcional 'energia potencial", entre to-
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dos lus desplazamientos cinematicamente admisi-
bles.

Imaginemos ahora la situacidén representada en
la figura 1, es decir, supongamos que una parte
de la superficie del cuerpo, denotada por T _,
:std en contacto con un medio rigide s. -

(00

Es evidente que ahora los desplazamientos ad-
misibles quedan reducidos a los del conjunto con
vexo y cerrado de V:

(2.7) K= {vev: wv.ng0 en T, }

donde n representa un vector unitario normal a
r, y dirigido hacia el exterior de @, y V estd
definido por (2.2).

En estas condiciones el campo de desplazamier
tos bajo la accidén de las fuerzas £ y g viene da
do por la finica funcidén de K solucién del proble
ma:

inimizar J
(2.8) minimizal (v)

vekK

La "ecuacién' de Euler para este problema del
~alculo de variaciovnes es la siguiente:

a(u,v-u)zL(v-u), ¥vek
(2.9)
uek

Notese que (2.9) coincide con (2.1) si K=V.

La formulacién (2.9) es un ejemplo de inecua-
cién variacional. El problema de contacto unila-
teral que hemos expuesto se conoce con el nombre
de 'problema de Signorini'.

Sea X la funcidén indicatriz del conjunto K,
es decir,

( 0 si vek
(2.10)  x.{v) {
© si vgk

Si K es convexu, cerrado y no vacio, esta fun
¢idn es convexa, semi-continua inferiormente
(s.c.i.) y propia. Utilizando Xy el problema
(2.9) puede escribirse de la forma equivalente:

a(u,v—u)+xK(V)—xK(u)}Ltv—u), ¥veV
(2.11)

v
\ue

Esta inecuacidén es un caso particular de la
siguiente:

alu,v-u)+p(v)-y(u)zL(v-u), ¥veV
(2.12)
ueV

donde ¢: V — (-w, =] es una funcién convexa,
s.c.i. y propia cualquiera.

En adelante vamos a suponer que ¢ es de la
forma

(2.13) wiv)= P (8" vig)

donde H es un espacio de Hilbert que identifica-
remos a su dual topolégico, geH y Bedl(H,V').

Nétese que (2.12) es equivalente a

(2.14) L-Auedy(u)

@n (2.14) A representa el operador de o (V,V')
asociado a la forma bilineal a, es decir,

(Au,v)VIvz afu,v), ¥u,veV

mientras que a3y denota la subdiferencial de la
funcién v (ver Ekeland-Temam [ 1 1).

Es conocido que siempre es vélida la inclu-

sidn

(2.16) BlaP(8Mv+g))e au(v).

Sin embargo, la igualdad no se verifica con ca-
racter general. Condiciones suficientes para
ello son cada una de las dos siguientes:

1)¥ es finita y continua en algin punto de
la forma B*v+g.

| 1B |28 | k| |, wxeH

(condicidén de Brezzi-Babuska).

2) Existe 8>0 tal que

Asumiendo la validez de la mencionada igual-

dad, es evidente que el problema (2.12) equiva-
le a

%
(2.17) L-AueB(af(B u+g))

En Bermidez-Moreno | 1] se exponen varios mé-

todos iterativos para resolver (2.17). Se basan

en el resultado siguiente:

Sea G un operador maximal mondétono de H en H
(ver p. ej. Brezis [ 1]). Entonces son equivalen

tes



i) peG(z)

ii) p= GA(V+Ap), A>0

donde G, representa la llamada regularizacidn
Yosida de G:

(2.18) G =

En (2.18) 1 denota el operador identidad y
Ji el operador resolvgnte:

G
(2.19) p= JA(Z) <=> p+AG{p)>V
Este resultado también es valido paia pertur-
baciones de operadores maximales mondétonos del
tipo GY= G-wl. En particular se tiene:

1 w
v)-
1-hw 1-Aw 1-)w

(2.20) (Gw))‘(v): v

De estas consideracionesse deduce que, si u
es solucidén de (2.17) y w es cualquier real posi
tivo, deberd existir peH tal que:

Au+wBBxu= L-Bp-uwBg
(2.21)
R
Lp= GX(B u+g+Ap)
con G= a¥.

Esta nueVa forma de escribir la inecuacidn va
riacional de partida sugiere los algoritmos si-
guientes, cuya convergencia se estudia en Bermd-
dez-Moreno [1 ]

n x n n
Au +wBB u = L-Bp —wBg

(2.22)
n+1 w, %X n n
p = pGA(B u+g+ap J+{(1-plp
n x N w, XN n n
Au +yBB u +BGA(B U +g+ip )= L-Bp -uwBg
(2.23)
n+1l w, % n n n
p = pGA(B u +g+Ap )+(1-0)p
pe{0,1]

1 w= 0, p= 1 y A es simétrico, el algoritmo
(2.23) no es otro que el de penalizacidn-duali-
dad o de Uzawa para la lagrangiana aumentada:

12.24) £A(v,q): %(Av,v)—(f,v)+fx(B*v+g4kq)—

_2 2
5 lall

(ver Fortin-Glowinski [ 1]).

. : . n
Notese que mientras on el algoritmo (2.22) u
es solucién de un problema lineal, en el (2.23)

3
u™ es solucién de un problema no lineal. Métodous
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para resolverlo se e¢studian en Bermidez-Moreno
(tl.

Por otra partc, en Bermidez | 2 ] se generali
za (2.22) al casu de una ecuacidn con varios
términos no lineales del tipo:

~ 3

X
(2.25) Au+ B. G.iB. ulaf
i

. i
i=1

Tras probar un resultado de convergencia, cl
algoritmo se aplica a la resolucidn del proble—

ma de contorno

dalu) - (8 2 M= en [0,1)
at X 3xX

(2.26) | u(o,t)= gl(t) s u(l,t)= go(t)

Lulx,0)= u (x)
0
que es un modelo matematico para el flujo de un
gas en un conductou a baja presién.

Otras aplicaciones de estos algoritmos o va-
riantes de ellos a problemas no lineales de -
transmisidén de calor pueden verse en Bermddez

[L].

Finalmente, ¢l algoritmo (2.22) ha sido imple
mentado en la biblioteca MODULEF para resolver
dos inecuaciones variacionales que formulan
otros tantos problemas de la mecanica: la tor-
sién elastopldstica de una barra y el flujo de
un fluido de Bingham en un conducto cilindrico
(Rodriguez [1]).

3.— RESOLUCION DE UN MODELO PARA EL EFECTO MA-
RANGONI .

Cuando una gota de un liquido, parcial o to-
talmente soluble en agua vy con menor tensidn su-
perficial que ésta, se deja caer a través de un
capilar sobre una superficie dc agua en contacto
con el aire, se genera a partir de la interfase
un campo de velocidades gue se transmite a las
capas inferiores de agua.

Un modelo simpiificado para el estudio de este
fendmeno, conovcido con ¢l nombre de efecto Maran-—
coni, lo constituye el siguiente problema de va—
Jor inicial:

Ju
Frl = 0, uz0  (y,t)e(0,=)x[0,T]
Ju F(t)
v — = en y= 0
(3.1) ay v
u= 0 en y= =
u= 0 en t= 0

En Rodriguez ! 2], Bermidez-Rodriguez [ 1] se
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obtiene la siguiente formulacién variacional de
(3.1):

o

3
2 (v-u)dy+ [ EL (v-u)dy+
0 it

o 3t 3y
(3:2) L E(6)4(v(0) ) =F (£)9(u(0))30
1
¥veH (0,«)
u(x,0)= 0
.

donde § es la funcién (convexa, s.c.i. y propia):

-1In s si s>0

™ si sg<0

Se demuestra que (3.2) posee solucibn en sen-
tido débil y se resuelve numericamente utilizan-
do métodos de elementos finitos y diferencias fi
nitas.

Si el agua se sustituye por un fluido no-new-

toniano, el término s
3 u
o

ay?

Y]

en (3.1) debe reemplazarse por

3 Jun

donde B es una funcién no lineal, posiblemente
multivoca en cero.

En este caso, en lugar del segundo término de
la formulacién variacional (3.2) apareceria la
diferencia (g= aj)

v oaUg ey e 27 ray
o} 9]
Por otra parte, es posible conseguir expresio
nes asintéticas de la solucién u para valores de
£ e y muy pequefios, que pueden utilizarse como
datos iniciales para un método numérico de dife-
rencias finitas en la variable t (Rodriguez

t3h.

4,- METODOS DE ELEMENTOS FINLTOS MIXTOS PARA
PROBLEMAS NO LINEALES.

Las formulaciones (2.12) & (2.14) reciben el
nombre de 'primales' 6 "en desplazamientos' por-
que en los problemas de elasticidad la solucidn
es el campo de desplazamientos.

Por el contrario, la formulacidén (2.21) se de
nomina 'mixta', porque ademas de la variable pri
mal u aparece la variable 'dual” p.

Es por ello que los métodos de elementos fini
tos que se utilizan para discretizar (2.14) se

denominan "primales'', mientras que aquellos que
discretizan (2.21) reciben el nombre de "mixtos'.

Un completo andlisis de los métodos mixtos e
hibridos para problemas no lineales puede verse
en la 'tesis de estado" de Thomas [ 1], donde se
obtienen condiciones para la existencia de solu-
cién del problema discretizado y estimaciones
del error. Asimismo se introducen familias de
elementos finitos mixtos e hibridos, atiles para
resolver problemas de segundo orden.

por lo que se refiere a los problemas no linea
les, citaremos los articulos de Brezzi-Hager-Ra-
viart [ 1], Guirault-Raviart [1 ], Johnson [1 ]
Le Tallec [ 1], Bermidez [ 3],[4].

En Bermidez [ 3 | se realiza un estudio siste-
mético para formulaciones mixtas del tipo

(4.1) Au+Bp=

~B u+a9 (p)ig

donde A puede ser no lineal.

(Nétese que (4.1) coincide con (2.21) si w= 0).

Tras introducir formulaciones mixtas e hibri-
das para varios problemas no lineales de la fisi
ca, se estudia la discretizacién del problema
{4.1), obteniéndose acutaclones del error.

Como ejemplo de aplicacién se considera el pro
blema de contorno:

—o.(Jou | "Pow)= £ en @
(4.2)
ulrz 0
para €l que se construye una formulacién mixta
del tipo (4.1).
lizando los elementos Raviart-Thomas de grado uno
y, para 1<¢rg2, se obtiene una estimacién de arden

A continuacidén se discretiza uti

0(h), del error que se comete al aproximar du,que
mejora la obtenida en Glowinski-Marrocco [1 ]
para un método primal.

La aplicacidén de estos métodos al problema de
la torsidén elastoplastica es objeto de estudio en
Bermidez [ 4 ], donde puede verse un algoritmo ite
rativo para resolver el problema discretizado.

Finalmente, el caso del fluido de Bingham es
analizado en Bermidez-Rodriguez [ 2 ]. Alli se re-
cogen resultados nimericos que se comparan favora
biemente con los métodos primales, especialmente
a la hora de determinar la frontera libre.

Las figuras 1 y 2 muestran algunos de estus re
sultados para diferentes gradientes de presién en
el conducto. Puede observarse que para f=20 los
elementos mixtos predicen una zona rigida que no
es detectada, sin embargo, por el método primal.
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Fig. 1.- Elementos mixtos wv= 1.
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Fig. 2.- Elementos primales
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-87-

5.—~ PROBLEMAS UNILATERALES

Un primer ejemplo de este tipo de problemas
es el que aparece en la introduccién. Sobre los
aspectos numéricos pueden verse los trabajos de
Oden y Kikuchi [ 1], y oden-kKim [ 1], donde se
emplean métodos de penalizacién.

Una implementacién en la biblioteca MODULEF
utilizando los algoritmos de la seccidn 3, esta
en curso de realizacidén en el Departamento de
Ecuaciones Funcionales.

Si el dominio @ estd ocupado por una placa o
una barra, el modelo descrito en (2.5) debe reem
plazarse por las conocidas ecuaciones de cuarto
vrden. De este modo, al formular los problemas
unilaterales aparecen inecuaciones variacionales
asociadas a subconjuntos del espacio H (g), que
se estudian desde el punto de vista teodrico en
Kinderlherer-Stampacchia [ 1] Friedman [ 1] etc.

Métodos numéricos con elementos finitos para
el caso de una viga que descansa sobre un medio
rigido o eldstico, se consideranen Bermadez—Fer—
nandez [ 11].

El modelo utilizado es el siguiente:

EL —%;% = f+q en [0,1]
(5.1)
u(0)= u'{0)= u(1)=u'(1)= 0

donde g representa la reaccién del apoyo y veri-

tica
a) Caso rigido : q{x)z0 , u{x)30
ulx)q{x)= 0
b s 0 si u(x)>0
b) Caso elastico: q(x)=

————————————— -Bu(x) si u(x)g0

siendo B el médulo de balasto.

Las formulaciones variacionales de estos pro-
blemas son las siguientes:

a) Caso rigido:

1
u''(v'"-u'")dxs f(v-uldx, Wvek
(5.2) 0 Jo
uekK
K= { VcHé(O,l) t vix)30, wxe[o,1]}

b) Caso eléstico:

u"v'dx+ GB(u)v dx= fv,
(5.3} 0 0 0

2
2 ¥veH5(q)
ueHO(Q) 0
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con vistas a la discretizacidn de estos pro-
slemas se considera una particidén
szo<xl<...<XNh= 1 del intervalo [0,1], de nor-
ma

h=max |x4-x.
. i1
lélSNh

y asociados a ella se definen los conjuntos:

1
(5.4) v, = {vheC [o,1]: vhl[ ] eFy
X%
1= 0, .,Nh—l N
vy (0)= ¥ (0)= v, (1)= v/ (1)= 0}

(elementos tinitos de Hermite de grado 3)

Kh: {vhevh: vh(xi);O i= O,...,Nh}

Nétese que K_ no es un subconjunto de V

h h’

Se introducen los problemas discretizados:

a) Caso rigido

uﬁ(vﬁ—uﬂ)dx; . f(vh—uh)dx, Vvthh

ek,

b) Caso elastico

TNSTETN _
uhvhdx4 . GB(uh)Vhdx fhvhdx,
¥v eV

Yy
Fn Bermidez-Fernandez [ 1] se obtienen las
siguientes estimaciones de error para (4.7) y
'4.8):

a) Caso rigido

») Caso elastico

TR

Asimismo los métodos expuestos se aplican a
los ejemplos de prueba con cargas puntuales y
distribuidas.

Un estudio an4logo para placas estd en curso
de realizacidn. En este caso, ademas de tener en
suenta "obsticulos distribuidos', se consideran
apoyos a lo largo de lineas y también articula-

ciones.

6.- UN PROBLEMA DE TRAZADO DE CURVAS.

Se considera el siguiente problema: Dados N
puntos §i= (ii,;i), (i= 1,...,N) y unos circu-
los Ci de centro en P; y radios d; (i= 1,...,N)
se trata de elegir PjeC; y una curva z(s) de
clase C2, que pase por los puntos Pj, tenga cur—
vatura nula en P y P&x) y haga minimo el funcio
nal:

(6.1 Jz)= |i(s)|2 ds
]

siendo s la longitud de arco, es decir, |é(s)|:1.

Problemas de este tipo pueden verse en lrons
[1], Moreno-Samartin-Bermidez [1], etc. En este
ultimo articulo se exige que la curva z pase
exactamente por los puntos ﬁi y tenga en algunos
de ellos pendientes o curvaturas prefijadas.

Volviendo al problema enunciado méis arriba,
consideremos por un momento que se conocen los
puntos P;, (i=1,...,N) y que se quiere construir
una curva z que pase por ellos, tenga curvatura

nula en Pl y PN’ y haga minimo el funcional J.

Es éste Gltimo un problema de minimizacidn no
convexu, debido a la restriccidn Ii(s)f: 1. Nues-—
tro objetivo es aproximarlo por uno cuadritico sin
restricciones, para lo cual se procede del si-
guiente modo:

Sean 1. y uidefinidos por:
i

=
[
—
1
SR
ﬁ
|
b
c
<
|
<
I
"
n
-
b
AN

i i+l 1 i+l Y1
X —-X . =Y.
+1 T1+1 yl
(6.3) cos a.= sen a.= >
215 214

(x) Otro tipo de "condiciones de contorno' po-
.drian ser consideradas.



N
Py
P.
1+1
\\ Q.
~ 1
I
S »
L~ X
~
~
N
N
PN

vara cada i= 1,...,N-1 se considera el cambio de

~oordenadas
B ¢ X1+Xi+1) ( y'eri+1)
£= {x— 2 cos a.+(y- 2 sen a;
6.4)
X. L+
~ ldxi+1 yliyi+1
ln:—(x— 3 )sen a;+(y— ___E___)COS a;

L Y

que transforma el segmento Pi P, L N el segmen-
i+

Lol

(6.5) {(g,n) —1i<g<li, n= 0}

Supongamos que la curva z(s) admite en cada
ramo  Pj Pi L una parametrizacién relativa al
+

piano £,n del tipo:

R A, - - 2
5.6) ge[-li,li] — (g,f (g))e R

Se tiene entonces

Pi+l 2
i6.7) |z (s)| ds=

Pi - o
Lj (1080

-~ 2 ~
= _ 1+ (g))7 de
1

AL oasenin)®
1 1

© todavia, haciendo el cambio de variable

. 1~ 1 -
1 5,8) £= Iﬁ £ s n= Iﬁ n
1

1

resulta
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i+1 2
6.9) | Z(S)I ds=

1 2
=3 (gi(e))
1 1; a
- 1+(g2 ()" 1, dg
o1 (1e(ge))?)3 * *

con objeto de linealizar el problema se hace
ia hipétesis:

2
i6.10) (gi(g)) <<l
10 cual permite escribir

i+1 2 1 2
(6.11) li(s)="ds — ley(e) | de.
. iJ-
1

De este modo, el problema enunciado mas arriba
puede aproximarse por el siguiente (del tipo "'pun

to de silla")

(6.12) max 5 min 1 oﬁ(x,g)
re RN-2 e [H9(-1,1) HO(-1,1)]N—1
siendo
1
N-1 4 2
(6.13) £(A,g)= L — gl'te) “dg+
i=1 b 1
N-1
4i£2 gAi(gi(—l)—gi_l(1)+2mi)
-2
baay 0T Dgereiyle . -
_ 20 - -
g= (g -nngy elHT(-1, 000 (-1,1)]
[ Wt 2
1 1-1
6.15) m. = tg 2

2 2
H(-1,1)={v:{-1,1]—= dv eL (1,1},

dx
2
d v 2
av 2
. 5.16) Tz ok 1,1}}
dv 2
Hr-1, = vil-1,1]—m ¥ o (-1,1),
Lo dx

vi-1)= v(1)= 0}

Naturalmente el término de la lagrangiana
n el que aparecen los A, se introduce para que
.a curva resultante al unir los diferentes tro-
‘0s sea de clase C2.

Este problema de punto de silla tiene solu-
1én Unica que puede calcularse fécilmente, sin
fracer ningin tipo de aproximacién. En efecto,
:encillas integraciones por partes nos llevan a
.as ecuaciones:

d4gy

i=1 _EEZ =0 en (-1,1), gl(-1):gl(1)=o

6.17) d%g 1 d2gy
—gg% (=1)= 0, 17 —qz (1)= i,
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2gigN=-2
d4gi
—EEZ =0 en (-1,1), gi(—l)z gi(1)= 0
(6.18)
2
, de 1 48
— = (~1)= A, — 1)=
1, agz 7Y 1 oaz
1= N-1 ®
4
d
el =0 (-1,1)
(6.19) | agd - O em (=L1). gy (-l)=g  (1)=0
&
1 Eyo1 (1= 2 dey, (1)= o
L, dg? N-1 de? -

Estas ecuaciones pueden integrarse y resulta
(tomando A1= AN= 0):

Cia™) 3 Mt e
i+ + 2
6.20 . = £ -
( ) g (8) li[ 2 £+ 2
. =X, AL +A.
_ 141 1 1+1 1 ]
12 -1
Por consiguiente
2)\i+)\.
i-
! 1)= 1,
gl—l( ) i-1 3
(6.21)
A1+1+2A1
(-1)= -1.
gl( ) ll( 3 )
de manera que la condicidén g! (1)-m.= g'(-1)+m,
. . - i i
conduce al sistema lineal en las A
1
1. 1.
1-1 2
(6.22) A+ 2(1, 41)A.+ — A, = 2m
i-1 3 " i- i 3 141 1
iz 2,...,N-1 , A =2 = ©

que permite calcular Al

sy Y oa continuacidn
las funciones g. .
i

Evaluemos el funcional J en la curva solucién.
es facil comprobar que se tiene:
N-1 ol 2
(6.23) J(z_})= 5 — | el(e)] “d =
op i=1 li =] 1

1=

21
N-1 7 g 2
=z A, HAL X.4Xx.)
i=1 3 1+1 1+1 1 1

Volvamos ahora al problema enunciado al prin-

L. ..
cipio de esta seccidn,

Sean (x.,y.), las coordenadas del punto Pi

(i= 1,...,N}, x= (Xl""’xN)’ e y= (yl,...,yN).

S. define F(x,y) como el valor de J en la cur
va z , es decir,
©p

F(x,y)= G{x,y,r(x,y)

N-1 21 (%) 5 5
siendo G(xX,y,x)= £ ———— (A, _4X. Ao4h)
i=1 3 1+1 141 1 1
y Ai(x,y), (i= 1,...,N) denota la solucién de

(5.22).
Con estas notaciones el problema a resolver

es el siguiente

(6.25) min
(x,y)eK

F(x,y)

. 2N - 2 - .2
siendo K= {(x,y)eJR (xi_xi) +(yi-yi) <

< = 1,...,N)

Para calcular una solucién de este problema
de minimizacidén con restricciones se han utiliza
do métodos de penalizacidn-dualidad del tipo de
los descritos en la seccidén 2. Los problemas de
ainimizacién sin restricciones que aparecen en
cada iteracidn, se han resuelto utilizando un mé
todo quasi-Newton (concretamente la subrutina
VA13A de la biblioteca Harwell).

El cdlculo del gradiente de F se ha realizadc
introduciendo un estado adjunto, técnica clésica
en los problemas de control 4ptimo.

Concretamente, puede probarse lo siguiente:

Sea A(x,y) la matriz del sistema (6.22),
LAZ,...,A ) la solucidn de (6.22) y pt»:lRN—2
la solucion del sistema

3G
Alx,y)p= - > (x,y,2) .

Entonces se verifica:

- 1.
o Nl 2
— = & = — {x, _+x, ALtAL )+
9X . i=1 3 9x, 1+1 1+1 1 1
J - J
N—1 am . all_1
z =2 T o+ T AL 4
+1—2 pl[ Ix 3 1-1 3x
3l al. 3l
2 1-1 2 1
+ = A + T AL - X, —_— ]
3 1 axj 3 1 3x 3 141 3Ix.
-, s 3F
y una expresidén analoga para ;;— .
J
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