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““Una expresion simplificada de la
matriz de rigidez de la
barra prismatica de directriz circular”.

A. Samartin y J. R. Gonzalez de Cangas
Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos

Introduccion

1. En el calculo de estructuras de barras, es frecuente la aparicion de elementos estructu-
rales de directriz curva. Se suelen simular estas situaciones, mediante la introducciéon
de nudos intermedios “extra” y sustitucion de los trozos de arco que resultan por
barras rectas prismaticas (figura 1).

2. De este modo, mediante un Gnico programa de calculo matricial en desplazamientos
de barras rectas y prismadticas, se pueden tratar estructuras de barras mis generales
—(variacion de la secciodn, directriz curva etc ...)

3. Los inconvenientes que aparecen en este tratamiento estructural son obvios: Incre-
mento del coste de calculo al aumentar el nimero de nudos y aproximacion en los re-
sultados producida por la sustitucién de la directriz curva de la barra por una poligonal
inscrita. Este Gltimo aspecto implica, por una parte, la necesidad de introducir las car-

barra curva i-j

nudos “extra”

conjunto de n barras reclas

Fig. 1.
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gas actuantes en las barras, de modo consistente a los nudos extra (en general isostati-
camente) y por otra, la especial atencién que debe tenerse en el proceso de interpreta-
cion de los resultados. En este contexto, la publicacion (1) es instructiva.

Los anteriores inconvenientes pueden evitarse ficilmente, mediante la determinacion
de la matriz de rigidez y el vector solucidn inicial (empotramiento total en sus dos ex-
tremos) de la barra curva, ya que el método de calculo matricial en desplazamientos,
una vez conocidos estos dos conjuntos de datos, permite su tratamiento de un modo
automidtico, sin distincion del tipo de geometria de la directriz. Es decir, un programa
de célculo-por computador de estructuras de barras, basado en el método del equilibrio
de los desplazamientos, permite, con un esfuerzo adicional de programacién insignifi-
cante, la inclusion de cualquier tipo de barras curvas.

La afirmacion anterior se corrobora al observar como programas de cilculo de barras
escritos incluso en fecha no reciente, como el STRESS (2), permiten la introduccion
de matrices de rigidez arbitrarias y por lo tanto el tratamiento directo de barras de di-
rectriz curva y variacion arbitraria de seccion. La sentencia de entrada de datos es, para
este programa, la cabecera STIFFNESS GIVEN, seguida de los coeficientes de la ma-
triz de rigidez natural del elemento.

De los comentarios anteriores se deduce la importancia de la determinacion de las ma-
trices de rigidez de barras curvas que aparecen frecuentemente en la practica.

Como es bien conocido, existe una técnica general de calculo de estas matrices de rigi-
dez para una barra o elemento bidimensional arbitrario, que puede verse por ejemplo

en (3).

En esencia, en esta técnica se coaccionan ‘“‘a’ grados de libertad del elemento barra,
de modo que se constituye en estructura isostatica, es decir, se eliminan los movimien-
tos de sélido rigido. En los restantes “b™ grados de libertad, se determina, mediante un
teorema energético (Castigliano), la matriz de flexibilidad F, que relaciona los despla-
zamientos e, que aparecen en los “b” grados de libertad, cuando en la barra sustenta-
da isostaticamente se le aplican las fuerzas s, segiin los “b”™ grados de libertad, es decir:

eb:FSb

Se puede mostrar que, en general, la matriz de rigidez de la barra particionada segiin los
“a” y “b” grados de libertad es:

Pa kaa kab da

Dy kba koo | | db

con:

ki, =F1
kap = kpg=—HF™! [1]
kyy =HF-1HT

66,3y

siendo H la matriz de equilibrio de la barra sustentada isostaticamente en los “a” gra-
dos de libertad, es decir, que relaciona la acciones s, con las reacciones r, en las coac-
ciones “a”. En términos matriciales H se define como sigue:

r.+Hs,=0



€93

Normalmente, los “a” grados de libertad se eligen como todos los grados de libertad
que aparecen en el extremo 1 de la barra, resultando un voladizo como estructura isos-
tatica basica y la particion de la matriz de rigidez corresponde a la clasica por nudc:
ly?2.

7. En este articulo se presenta una formulacién simplificada de la matriz de rigidez de una
barra de seccidn constante y directriz circular. Se espera, con ello, reducir el esfuerzo
de programacion y cilculo que puede implicar la inversion de las matrices de flexibili-
dad. Se ha adoptado la barra de directriz circular en este estudio, por ser mas frecuen-
te y ya que permite simular barras de otro tipo de directriz, mediante la introduccién
de nudos extra y un conjunto de barras circulares con radios correspondientes a los de
curvatura medios de cada trozo de barra entre nudos consecutivos. Indudablemente,
esta sustitucion de la barra real de directriz arbitraria puede ser simulada adecuada-
mente con un nimero mas reducido de barras curvas circulares que en el caso de con-
siderar inicamente barras rectas.

8. Una barra arbitraria en el espacio representa, en general, seis grados de libertad en cada
nudo extremo. Estos corresponden, en movimientos, a los tres desplazamientos y los
tres giros.

Se supone, en lo que sigue, que la teoria eldstica y lineal de elementos monodimensio-
nales es aplicable. La seccion transversal de la barra tiene un eje principal de inercia
contenido en el plano de la directriz circular y el eje de gravedad y de esfuerzos cor-
tantes coinciden. Por otra parte, se supone que la mixima dimensién de esta seccion
transversal es pequefia en comparacion con la longitud del arco y es posible despreciar
la deformacion producida por el esfuerzo cortante. Con estas consideraciones, se pue-
den adoptar en cada extremo de la barra los ejes de referencia de los seis grados de li-
bertad, segiin el sistema intrinseco de Frenet, es decir: tangente: (1), normal principal:
(2) y binormal: (3). Los ejes (2) y (3) coinciden con los ejes principales de inercia de la
seccion.

9. Enlas hipotesis anteriores, la matriz de rigidez k de la barra puede ponerse en la siguien-
te forma particionada:

D kaa O d,
= (2]
D 0 kee | | de

en donde:

p, v d, corresponden a las fuerzas y movimientos del comportamiento arco, y

p, Y d, son vectores anilogos a los anteriores pero con referencia al trabajo como em-
parrillado (figura 2).

pal dal
En forma explicita se definen: p = | da=
pa2 da2
My Bti
con p.=|mg dyi = | Os;
q; Wi
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B = d, =
pez dE'Z,
m; ]
con P =|.7i y dai =| Vi (i=1,2)
m;y Gi

La ecuacion (2) implica el hecho bien conocido de la teoria elemental de elementos
monodimensionales, referente al no acoplamiento o interaccion entre los dos tipos de
trabajos estructurales de una barra plana, emparrillado y entramado (arco).

10. A continuacion se determinan cada una de las submatrices de rigidez k,, vy kpp, €n
funcion de un ntimero reducido de funciones del angulo «, subtendido por el arco y

S taak

EMPARRILLADO

,’1)/
EMPARRILLADO et <8
—— ‘\ @ *W(hacia abajo)
i 8,
@ 2 @\ *q( hacia abajo) ef L é‘// \
f
/n-/.E m / \ %
f m
1 m,
—+
=

o ARCO.
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- ARCO SL\
© o\ .
v 2
-Q\”‘ LS, JQ<
¥

u

Fig. 2. a) Fuerzas. Fig. 2. b) Movimientos.
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expresando explicitamente los términos de rigidez-torsion, extension y flexion de la
seccion transversal del arco.

Estructura emparrillado (viga balcon circular)

11

12.

Se supone la barra de directriz circular de radio R y seccion constante de las siguientes
caracteristicas:
E modulo de elasticidad

—E
2(1+v)

v coeficiente de Poisson

G modulo de torsidon =

I inercia a flexion normal al plano de la barra de la seccidén transversal

J inercia de torsion de la seccidn transversal

Se supone que =0, con A, el area reducida de cortante.

1
GA,
Siguiendo el procedimiento general de calculo, se supone el extremo 1 de la barra
empotrado y en el extremo 2 actuando =zl vector fuerza

cong’=q-R

Para la determinacidn del vector movimiento en el extremo 2, definido como:

d‘i 61
d= d; = 6[
d w’
con w' = —
R
se utiliza el teorema de Castigliano
oE
d:_
3 (3]
dE
i == (i=1,2,3
o bien d; a0 i=1,2,3) [3a]

_ T e Rda , 1 (%
con E__Z— j; Mlz,- El +?£ M% RGd;x la energia complementaria eldstica

23



de deformacion de la barra.

Mg y My los momentos flector y torsor en una seccidon genérica ¢ (0 < o < ay), cuya
expresion es:

My =m, sen (0 — &) + my cos (g — @) — q’ sen (og — @)
M =m; cos (g — &) — mg sen (o — @) +q’ [1 — cos (g — )]

La expresion (3) o bien (3a), dado el caracter de forma cuadratica de E, puede escribir-
se como sigue:

i ap‘ Z fl] Pj

j= 1

%  §2My R (% _9°Mp
L e————— e ——— —da+—— ___-da 1 1,2,3
o i f ap, dp, GJ | ‘ap, op; Gi= )

La matriz ¥ ={fi;} constituye la matriz de flexibilidad de la estructura de la figura (3)
y puede ponerse en la forma:

R ~@
Pt p 4 2 g
GJ EI
con:
[ ago —an a0 — ago
FO=| _a, ap —ag; tay
[ 210 — 420 — 201 +a;;  ago— 2 a3 Fay
[ ap2 a;; — g
2) _
F®= a a0 —an
[ —32 —dn ag2
siendo:

Qo
ay =f cos'a sen’ a do
0

en particular:

ag9 = g a,0 = sen o a9 = 1 — cos o
1 _1 )
a0 = —2- (a(l 4 sen ao - COS (XD) dg2 & 2 (ao — Sen g, +- COs ao
sen?
dp = 2
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13;

14.

Con objeto de obtener una expresion simplificada de la inversa de la matriz F de fle-

xibilidad, es conveniente resolver el siguiente problema de autovalores A y autovecto-
res q.

[F® _AFP)1g=0 (4]
La solucion de [4] es:
p+s Y p—s)
! 2 p—s o+ —p(—0)
Vs
-1
1 1 T2
1+c¢ .
q,:=|0 92 = —5 q3= 4
1 0 =D

con Y=o, S=senoy y C=COS

Si 0=1(q,,q, q3;) entonces se pueden obtener las matrices diagonales D" y D
siguientes:

QT F(l) 0 =D(l)
QT F@ o) =D(2)

1 o - -
con DM = djag [&P, Stk o2 2 p—s), ¢ LACA; S)I V4C(l ©)] ]

1+ 2 (o —
D@ = diag [O, Libt ] 3 & (p + ), £ -8 l(‘p . ]
—c

A partir de los resultados del apartado anterior, la matriz inversa de la flexibilidad se
obtiene inmediatamente, como sigue:

sea
= B om. B
F G FY 4+ El F
entonces:
T __R R . T
Q FQ—ED(”+—E—ID(2)=D=dlag(pll,pzl,psl)

y por lo tanto:

q1

F1=0 D' Q' =(q,,q,,95) diag (uy, py, p3) | 47

a3

25



con:

1 I
Hl:-——, sz
R 1 +c R  1+c R
21 £ w-dgprt—g Eragy
M3 = L
 plp@t+s)—40-¢)] R L9 -5 R
- GJ | [ ¥ EI

La matriz de equilibrio se deduce inmediatamente de la figura 3, obteniéndose:

C —8 1 —¢
H=]s c —i8
0 0 1

15. La matriz de rigidez de la barra circular de emparrillado se determina mediante la apli-
cacion de las férmulas (1), resultando las siguientes expresiones finales:

Koy =ty Oy +y By + 3 B
K12=K§1=—H1 Ay +py TAy—u3 T Dy [5]

Kin=u 8 +pua TAT+us TA; T

siendo:
1 0 1 1 A 0 i -9oC -2C
A=|l0 0 0 A=A AT 0 Ay =|—¢C @? 2¢
1 0 1 0 0 0 —-2C 2¢ 4

T=diag (1,—1,1)

g GlJ PRE S 1
1= 2 N
¢ R A R
(w—S)GJ+(¢+s)-EI
o 1
M3 ?

R R
(B+0C) Gl +(B-0C) El

C l1—c¢

16. Las expresiones (5) son aplicables en el limite al caso de viga recta. En efecto, se
tiene entonces:

R=>o0, p=>0 y Rye—>L (luzdelaviga)
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Por otra parte se deduce:

2

2 LAl

Ay B> €%
LGy El¢*  3EI
My 0 M2 49 M3 Qo2

y las matrices A;, A, y A3 deben de modificarse con objeto de relacionar las variables
WYy g, en lugar de las w’=w/Ry q’=q - R, resultando:

[ 1 f [y £ (¢ ¢ ]
g 9 0 e 0 36 6 3%
A~ O 0O 0 A, = T o 0 Ay~ F 2 e
‘pa 2‘102 4‘92
& @ B L b o | 3¢ ? 22 |
y se obtiene
1 0 O0- 0 0 O
_ By EIl
Kp=—73-|0 0 0|+ 2|0 4 of+
0 0 O- 0 0 O
0 0 07 % 0 0
3EI 2| 4E1 6E1
= 10! ¢|F| © Q 2
2 4 6El 12EI1
0 T 2] 22 e
~1 0 0 0 0 0
El
K12=K§1=—GQ—J g § B+ -2 4]-
0 0 0 0 0 0
i 11 GIJ
0 0 0 ~—g - 0 0
3EI 2 | 2EI 6E1
2 4 _6EI _ 12EI
© & ][ ° 0 [




17.
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49
0 0 0 0 0 0
0 o o] G—QJ 0 0 |
+3_QE_I o | _% B - 4QEI _65[
L _% %- K _62131 122E31‘

Que constituyen las bien conocidas expresiones de la matriz de rigidez de la barra rec-
ta de emparrillado.

Conviene observar, por ultimo, que la determinacién de las acciones de empotramien-

l':‘ntl IhtZ

torigido p, =| s | v P, =|mg | bajo la accion de cargas sobre la barra, se puede

a3 a;

realizar de un modo directo utilizando las siguientes consideraciones:
my

Sea Py = m¢ [ una accién puntual aplicada en una seccién genérica de la barra, defi-
q

nida por el angulo a (0 < a < ).

Los movimientos dg que se producen en esa seccion, en la estructura empotrada en el
extremo | (figura 3) son evidentemente:

do = Fy Py
con Fy la matriz de flexibilidad del trozo del arco comprendido entre el extremo 1

y la seccion «. Su determinacion es directa, sustituyendo el valor o, por a, en las expre-
siones de los apartados anteriores.

borde 1 : empoirado

7
™ 3 borde 2 :libre

EMPARRILLADQ

Fig. 3.



18.

19.

Los movimientos d, en el extremo 2 producidos por Py, son entonces:
s T I, |
d,=Hy, doa =Hy, Fo Py
siendo:

Hg, la matriz de equilibrio correspondiente al trozo de barra comprendida entre la sec-
cion a y el extremo 2. Su expresidon es idéntica a la matriz H anteriormente dada, sus-
tituyendo alli el valor & por oy — «x.

Entonces los esfuerzos de empotramiento rigido son directamente

p1=—Ky, HJQ Fo Py — Hyo Py

) 7 [6]
P2=— Ky, qu Fyo Py

con Hyy la matriz de equilibrio del trozo de barra comprendido entre las secciones
ly o

Si la carga actuante correspondiera a una distribucién de acciones Py por unidad de ar-
co, las expresiones [6] anteriores se transformarian en las siguientes:

¢ 1

Qo
fh:—Kuf HJFapaRdaj Hiq pq R da
0 0
[7]
Qg T
ﬂ2=_K22f Hy Fopy R da
0

Estructura entramado (arco circular)

Se procede de modo completamente andlogo al caso de emparrillado.
Las caracteristicas de la barra se designan:

E modulo de elasticidad

§2  4rea de la seccion transversal

I, inercia a flexion en el plano de la barra, de la seccion transversal.

Se supone que no existe deformacion por cortante.

La barra se coacciona completamente en su extremo 1 v en el 2, actia el vector
fuerza p (figura 4):

P mg,
P=|P2|T|n
P3 Y
3 mysy
con mg, = —R—

29



borde 1 ; empotrado
borde 2 : libre

ENTRAMADO

Fig. 4.

El vector movimiento d en el extremo libre, 2, se determina mediante el teorema de
Castigliano

oE
d=Tp— [8]
d; 6’
con d=|d;|=]|u
d3 v
8’=6-R
E=—1— o vz Rda +__1_ e N? R da
2 ), TNEL T2 ) EQ

Mr: v N son los esfuerzos, momento flector y axil, en una seccion genérica o. Su
expresion es:

Mg,
R

=mp +n[l — cos (g —a)] + q sen (o — @)

N=ncos (&g —a) — q sen (o — @)

La expresion (8), dada la estructura cuadratica de E, se puede poner en la siguiente
forma:

d=Fyn

con F, = {f;;} matriz de flexibilidad de la estructura de la figura (4), cuyo elemento
fij es:

), Topop el Y ap, ap; %

i

f R ['“‘0 OMg;  OMp, R f"“’ 3N N
o e ] .
0
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o bien en forma matricial

R ~om, R o
Fi=——F;"+——F
1 E Q 1 E Il 1
con
0 0 0
Fil) =10 dsp djg
0 —an d02
T — a0 t g0 401
F}2)= —310+300 300—2310+320 —an + ag;
ap; —ay tag dp2

20. El problema de autovalores y autovectores siguiente:
(Fi” —\F"1g=0

tiene como solucién:

_ _ _ ¢ (p+s)
AN=0 =1 R3—¢(¢+S)_4(1_C)
1 [ 1 (1l +c)—2s
q,=|0 q: = =1 gs=| —¢(+c)
s
0 ¢ ¢S

con la misma notacién que en el caso de emparrillado.

21. La matriz inversa de la de flexibilidad (rigidez) de la estructura de la figura 4 es:
T
q,

F'=(qy,q,.q5) diag (u,, By, 113), | q,

T
q3
= - - _ 1
con My R3y M2 R ¢—s R ¢—s
EI, EQ 1-c¢ EI, 1-c¢
- 1
M3 =

_R 2 R’ 2
X (I1+c)p? (@+s)+ EL [p(1+c)@+s)—4s?]e

31



La matriz de equilibrio se deduce inmediatamente de la figura 4, siendo su expresion
como sigue:

1 (1 —-2¢) s
H1.=0 C =8

0 s c

22. La matriz de rigidez del arco circular se obtiene mediante la aplicacion de las formulas
(1), alcanzandose los siguientes resultados:

Kpn=H, A+, B, +5 A

1€12=FT =—H1£l+ﬁzfz_§2—ﬁ3f£3 [9]
K|1=}_11£—.\.1+E2T327—”+;_13T53T
siendo:
1 0 0 1 1 — A QT —AME, AL
A A A
A=l0 0 0]A=] -1 1 A; | Ay=|—-A%C A? —A/’
0 0 O — & Ay A} AC, = 1
/’
T=diag (1,1, —1)
= _ EI - 1
My <pR3 #2—A B R i R?
' EQ " EIl,
M3 = 1 :
5= 1
R R} A
+ SR M
(B, 2)ES2+(B1+2C1)EI, A
_ s Y—8 2s
Ai = = = it
Vo1 —¢ B, s L=l ¢ (l +¢)

estos resultados pueden compararse con los presentados en la publicacién (4).

23. Las expresiones [9] son aplicables en el limite al caso de viga recta (entramado). Se
puede escribir en el limite

R =0 p—=>0 vy Ro—2Q
2 \02 ‘pz
Ty By STy
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My =

EI,
2 R?

Mo

1

Wik
3(139+

R2
EI,

Las matrices A,, A,, A,;, se modifican de modo que relacionen las variables mg, y
en lugar de m;, y 6. Resulta en este caso:

Se obtiene:
= E I,
K22 - [}
oy R N o i) )
K=Ky~

R2

3EI

R2

T
_Rr --2R
@
2
. v
2 5
@ ¢ |
@2 |
6
2
[V
1
n
2 [ i
; 0 0 O
E _
0 |+o5|0 4 of
4
7 | L0 0 0_
6EI, |
22
0
12EI
2
- _ -
2 0 0 0
E Q
0 [+ |0 4 0
4
| LO 0 0_
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2 E1; _6E11'
Q Q2
EQ
=] o e 0
6EI 5 _12EI
| @2 2
) ] _ - _ ]
1 0 0 1 B & 0 0 0
E1l 3EI
K“=—Q—‘000+R‘ooo+%o4o=
2 4
0 0 0] v ° | 0 0 0
[4E1, " 6EI |
Q 02
B E
=l o ; 0
6EI, 12E1,
Q2 0 Q3

Que corresponden a las expresiones de las submatrices de rigidez de una barra recta de
entramado plano de luz X£.

24. Por ultimo la determinacion de la solucion inicial sigue la misma pauta que en el caso
anterior de emparrillado.

Conclusiones

25. Las matrices de rigidez de una pieza curva circular pueden expresarse como combina-
cion de un nimero reducido de funciones del dngulo central ¢. Es posible, asimismo,

G] EQ EI EI,
separar los cofactores de las rigideces de barra ) J ;
> i . PAMTEP™"R "R Y B

La utilizacion de las formulas [5] y [9], es directa, para su programacion e inclusién
dentro de un programa de calculo matricial en desplazamientos, de estructuras de ba-
rras. No es, por lo tanto, precisa la inversion de la matriz de flexibilidad, con el consi-
guiente ahorro de programacion y calculo posterior.
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