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Célculo de estructuras espacialmente
periédicas. Aplicacion a tableros de puente

1. INTRODUCCION

Consideraciones relacionadas con la eficien-
cia constructiva, la idealizacién estructural, la
estdtica o las ventajas mecédnicas y resistentes son
algunos de los factores que pueden motivar el pro-
yecto o el cdlculo de estructuras compuestas de
elementos idénticos encadenados entre si. Se pue-
den clasificar estas estructuras espacialmente perié-
dicas en dos grupos: estructuras ciclicas y estruc-
turas peri6dicas abiertas. En el primer grupo el
dltimo elemento de la cadena se une al primero,
y todos los elementos estdn situados de tal forma
que un observador ciclico permanece sin modifica-
¢ién cuando la estructura gira alrededor de su eje
de simetrfa un ingulo 27/n, en donde n, es el ni-
mero de elementos idénticos. En el segundo grupo
los elementos se sitlian en serie abierta, de modo
que se puede distinguir el primero y el Gltimo
elemento. Este segundo grupo de estructuras peri6-
dicas, se pueden extender de modo que incluya la
periodicidad en una, dos o tres dimensiones, deno-
mindndose estructuras peri6dicas lineales, bilinea-
les o trilineales.

El objetivo de este articulo es obtener un pro-
cedimiento de célculo de la estructura completa
que tenga en cuenta su naturaleza peri6dica, some-
tida, sin embargo, a un conjunto de cargas arbitra-
rias no necesariamente periddicas. De este modo,
se comprueba que es posible efectuar este cilculo
como una combinacién de cdlculos m4s simples de
estructuras de dimensién igual a la del elemento
idéntico que se repite y, por consiguiente, reducir
de un modo importante el esfuerzo computacional
necesario.

A continuacién, se exponen algunos procedi-
mientos de célculo de las caracteristicas citadas
que son aplicables a los dos tipos de estructuras
peri6dicas, ciclicas y abiertas lineales.
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2. ESTRUCTURAS CON SIMETRIA CICLICA
2.1. Definiciones e hip6tesis

Una estructura se define como ciclicamente
simétrica de orden n con respecto a un eje O de
rotacion, si el aspecto elasto-estitico que presen-
ta respecto a un observador ciclico, permanece
invariable por rotacién de la estructura, alrede-
dor de 0, un dngulo 2n/n. El aspecto elasto-estd-
tico comprende todas las propiedades de topolo-
gfa, geometrfa, elasticidad y coacciones que son
esenciales a un célculo lineal de la estructura [1].

Una estructura con simetria ciclica, no nece-
sariamente posee un plano de simetrfa; por ejem-
plo, en la ctipula de Bmo que es ciclica simétrica-
mente, de orden 128, no existe un plano de sime-
trfa debido a las conexionesde las barras [2].

En esquema, se puede considerar una estructu-
ra con simetrfa ciclica como un conjunto de n ele-
mentos idénticos unidos entre si en forma de ca-
dena circular (Figura 1). Los elementos en si
pueden tener una geometria, propiedades y apoyos
arbitrarios, pero la estructura como un todo con-
tiene caracteristicas peri6dicas. Ejemplos de este
tipo de estructuras son los casos de las torres de
refrigeracion apoyadas en soportes aislados, cipu-
las sobre planta poligonal regular, estructuras es-
paciales de revolucién constituidas por barras, etc.
Algunas se muestran en la figura 2. Todas ellas
pueden ser calculadas bajo la accién de cargas ar-
bitrarias de un modo sistemético, utilizando las
caracteristicas mecénicas de las subunidades que
constituyen el sistema. A continuacién se consi-
deran estructuras que pueden ser descritas median-
te un ndmero finito de grados de libertad. El nu-
mero de unidades que componen la estructura es
n. Cada unidad se designa por un niimero j (j =0,
1,2, .., n—1)y estd conectada mediante q grados
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de libertad comunes, a cada una de las unidades
adyacentes. Estos grados de libertad (g d 1) de cada
interfaz entre los elementos j y j +1 (eventual-
mente n—1 y 0) se denominan con el indice j
(eventualmente n—1).

Se supone que cada unidad se discretiza en ele-
mentos finitos y/o barras, y estd caracterizada por
la matriz de rigidez k y las cargas equivalentes py
en los nudos, Mediante condensaci6on de los grados
de libertad interiores, y conservando unicamente
los g(g d 1) de cada una de las dos interfaces, se¢ ob-
tiene la siguiente relacién fuerzas-movimientos pa-
ra el elemento j:

ki, k d 0j
Pi| _ |*11 K2 1 + P(l)j @.1)
P2 i ky, Ky, d, P;

Se ha designado por el indice 1 6 2, respectiva-
mente, a los grados de libertad de la interfaz del
elemento j comunes con el anterior o posterior.

Py Y da (a0 = 1,2) representan los vectores
fuerzas sobre el elemento y los movimientos segin
los grados de libertad de la interfaz ¢.. La dimen-
sion de estos vectores es gx1.

kqp es la submatriz de rigidez de dimensién
qxq que relaciona py, y dg.

poJ es el vector de fuerzas equivalentes en los
gdl & la interfaz or. Su dimensién es gx1 y se con-
serva el superindice j, para indicar la dependencia
con el elemento j, es decir, las cargas no son en ge-
neral cfclicamente simétricas.

Se supone que existen fuerzas aplicadas P; di-
rectamente en los gdl externos de la estructura(j =
=0,1,..,n-1).

Los grados de libertad en las distintas interfaces
se describen en coordenadas cilindricas con eje 0
y se utilizaran los términos axial, radial y tangen-
cial en el sentido apropiado respecto a estos ejes.
Con objeto de eliminar la posibilidad de movimien-
tos de s6lido rigido en la estructura, ésta debe de
tener al menos una coaccidn elastica al movimien-
to axial, al menos en un nudo (y por consiguiente
en todos sus homdlogos en las distintas unidades).
De esta forma se asegura adecuadamente la inexis-
tencia de giros con ejes normales a 0. Por otra par-
te, para eliminar rotaciones respecto al eje 0, al
menos un punto (y por lo tanto todos sus homé-
logos) tiene que poseer una coaccion eldstica al
movimiento tangencial.

2.2. Andlisis de una estructura ciclica

Existen varios procedimientos de andlisis de
una estructura ciclica. Asi, la utilizacién del mé-
todo de la matriz de transferencia, adecuado dado
el cardcter 4rbol de la estructura, y el consiguiente
anilisis espectral de esta matriz [3]. Otra posibili-
dad consiste en el planteamiento para los gdl de
cada interfaz de las ecuaciones matriciales de equi-
librio. De esta forma se obtiene un sistema de
ecuaciones en diferencias finitas que puede ser re-
suelto de acuerdo con los métodos usuales en el
anglisis matemitico [4] y [S]. En este articulo, se
planteard un procedimiento, conceptualmente

Elemento
1déntico

Fig. 1. Estructuras con simetr(a cfclica. Esquema.
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simple, basado en la transformada de Fourier de
las cargas y caracteristicas de la estructura. Los da-
tos del problema son las matrices kw las fuerzas
iniciales pd equivalentes a las acciones sobre el
elemento j y las fuerzas Pi actuando directamente
en los gdl de la interfaz j.

Con estos datos, a partir de una subestructura,
es posible ensamblar la matriz de rigidez global en
coordenadas cilindricas, asi como las fuerzas tota-
les, obteniéndose el siguiente sistema de qxn ecua-
ciones lineales de equilibrio:

e | [1 1 .1 1[50 ]
Py 1 1zt | D Py
p=|p, [=[1 % . 172D P2
| (1 % L ke |
paa| |1 1;-0'-1) ZeDe | |p

con z =el'2™/" ¢ | = matriz unidad de dimensién
q, es decir, en forma compacta

kd=p (22.)
=Zp 2.5.

o bien, en forma desarrollada P P (2:5)

kyy tkay kg2 0 o .0 ki do Po

ko ki ka2 ky2 o .0 0 d, P1

0 k Ky +ky kg . O 0 4 [= |. (22b)

0 0 0 0 . kg tkyy ki

 kr2 0 0 0 . ky kyy tkao [ | dna [ Pna1 |
con

d; el vector de movimientos en los gdl de la inter-
faz j

(G=0,1,2,..,n-1).
pj el vector de fuerzas conocidas en los gdl de la
interfaz j
=0,1,2,..,n-1)
con
pj=- pQi-l — p?J +P;
El sistema anterior es quasicirculante, por lo

que de acuerdo con el Apéndice A, se puede re.
solver como sigue:

Se descomponen las cargas en serie de Fourier
discreta

n-l1 _ 2—"jk
k™ _20 pje " con i=v_] 3)
. ]-

en donde p son los coeficientes de Fourier del
vector de cargas Pk que contiene todas las fuerzas
a lo largo de la interfaz k. Se observa el signo ne-
gativo en el exponente en la transformacién de
Fourier. )

La expresioén de estos coeficientes de Fourier es

. i ik
B=— X poe” 24)

Por consiguiente, el factor de cargas de toda la
estructura es:
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Por otra parte la matriz de rigidez global (2.2.a)
que es quasi circulante, puede expresarse de la for-
ma siguiente:

k=zBz! (2.6)
con
B, 0
B,
B:
0 Bn-1
n-1
Bi= £ A zJ
17 a0 K

En este caso

Ao =kyy tkyz =ko

Ay =ky3 Tk
Ay =A;3=..Ap2=0
Ap Tkpy =k¥

con lo que se deduce
B;=ko +(k, + kT)cosz”J +
+i (kT —ky)sen 2 M=k, +ik,  @7)
n

Las ecuaciones de equilibrio global de la estruc-
tura son:



kd=p

con lo que al sustituir en ellas las expresiones
anteriores, se obtiene:

ZBZld=zp
o bien
d=zB1lp=z4d (2.8)
con
d=plp

el vector transformado de Fourier del vector movi-
mientos d.

Expresando la ecuacion anterior en funcién de
los movimientos en cada interfaz, se deduce
& =B;" p; 29)

y por consiguiente

(2.10)

2.3. Método de célculo

En resumen, el procedimiento de célculo sigue
los siguientes pasos:

(1) Formar las submatrices de rigidez del ele-
mento periddico, es decir:

ko =kjy tkyz 3 ky Tkpy (2.11)
(2) Calcular las inversas de las matrices hermi-

ticas, es decir, B}l , siendo:
Bj=ko +(k, +kT)cos m
n

27j

+i (kT —ky)sen 22 (2.12)

(G=0,1,2,..,n-1)

(3) Calcular la transformada de Fourier de las
cargas actuantes en cada elemento j:

(2.13)

En algunos casos particulares de cargas, como
las simétricas radialmente o verticalmente unifor-
mes, pueden ser calculadas estas transformadas de
un modo analitico.

(4) Determinar, utilizando las férmulas anterio-
res, los movimientos d; (transformada de Fourier)
y di, de cada interfaz entre elementos:

d4;=5;" p; (2.14)

(2.15)

(5) Una vez calculados los valores de los despla-
zamientos, se deducen las acciones sobre el ele-
mento j, mediante la aplicacién de la expresion
(2.1), es decir:

P1 kyy kyz | [da P?f'
Pi| |k k2| |2 j pY)
)

con

d, =d;_; (eventualmente para j =0; dy =dy1)
4 =4

Respecto al método de célculo anterior, convie-
ne hacer las siguientes observaciones:

La determinaci6n de Bj'l , representa un esfuer-
zo de célculo relativamente importante, ya que de-
be efectuarse n veces la inversién de una matriz de
dimensién gqxq.

Si
B, =K +ik, (2.16)
con
k, =ko +(k, +k])cos ZT"j :
_ 2w,
ky —(k-f —ky)sen -
entonces, se deduce
B! =k, —ik, (217

siendo

K =(ks +ky k1 k)™
Ka = (ks +ky k1 kg) ™ kg K1

En el caso de que q sea pequefio, puede ser in-
teresante, proceder a la inversién de la matriz B;,
en lugar de la férmula (2.17), mediante una matriz
simétrica Bj, de dimensién 2qx2q, que es equiva-
lente a la hermitica. La expresion de B;, es

~ ki ka
B" -

T
k, kg

La inversa de esta matriz se escribe

Bl
|
&

_—
B;

25



Es interesante comprobar que las férmulas
(2.17) representan la inversién de B; mediante sub-
matrices de orden gxq.

Por otra parte, se observa que para cada valor
de j, la matriz kg, cuya inversa hay que determinar,
es distinta. Si el nimero de orden ciclico n es im-
portante, una alternativa, con objeto de reducir el
esfuerzo de célculo que significa este nimero ele-
vado de inversiones, consiste en resolver previa-
mente el problema de autovalores y autovectores
siguiente.

ko — A (k; +kT) | =0 (2.18)

Sean A = diag (Ag, A1, ..., An.1) los autovalores
Y ¥ =(¥o, ¥1, . ¥n-1) los autovectores. del pro-
blema (2.18), entonces, se escribe:

W7 ks v =97 ko + 0y +KDcos 2]y =k

(2.19)
siendo

k; =diag (k) con h=0,1,..,n-1
_ 2., T T _
ksh—[kh'*'cos;-')]lph (kl +k1)¢'h_

=(\p +cos Enlrj) my,
con
my, =y (ky +k]) ¥n
La inversa buscada, de k; es:
K=y )™ 9T (2.20)
siendo

-\ : 1
k) =diag | -

O +cos2—n"j)k,‘,

2.4, Casos particulares

Un caso particular del cdlculo anterior corres-
ponde a la actuacién de cargas ciclicas, es decir,
cuando se cumple la igualdad de acciones entre los
gdl de cada interfaz:

Po =P1 = =Pp-1 =P 221
En estas condiciones, los movimientos también
son ciclicos, y por consiguiente

dp=d, =--=dp =d 2.22)
La ecuacién (2.2.b) se transforma, en este caso,
en una Unica para cada subunidad:

(kyy tkyp tkyp +kyy)d=p (2.23)

La ecuacién (2.23), corresponde a la expresion
del principio de periodicidad estructural enunciado
y aplicado en [6], que dice: “En el cdlculo de un
sistema compuesto por una serie de elementos
idénticos, tanto en cargas, como en su aspecto
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eldsto-estdtico, s6lo es preciso considerar un ele-
mento tipico, identificando los gdl exteriores, es
decir, los de las dos interfaces que lo conectan con
los elementos adyacentes. Este principio es aplica-
ble no s6lo a estructuras ciclicas, sino a las espa-
cialmente periédicas en general”.

La aplicacién de este principio, puede efectuar-
se sobre el elemento tipico completo, con sus gdi
interiores sin eliminar mediante condensacion est4-
tica. La figura 3, indica esta aplicacion. Sean:

dj,dy, 4,
PisP1,P2

los movimientos y las fuerzas en los gdl interiores
y en las interfaces 1 y 2 del elemento, respec-
tivamente.

Las condiciones de simetria ciclica son:

P1 P2 =Pe

con p, carga exterior aplicada en los gdl de una in-
terfaz.

Las ecuaciones de equilibrio del elemento se ob-
tienen mediante los métodos standard del c4lculo
matricial de estructuras; con lo que resulta:

kij & _ |Pi
kijtkyi kyytkptkpptky|(de Pe

con p; las cargas en los gdl interiores.

Es decir, para el cdlculo de la estructura puede
utilizarse un programa standard (SAP, ANSYS,
etc.), bastando unicamente, a efectos del ensam-
blaje estructural, numerar de un modo idéntico

D;, Dy y Dg en gdl interiores, AAy BB respect,

Pl , PA y P8 w w " “ ~ "
pero P,=0 o Pg=0 por simetrio
Ry ¥y Rg reacciones (Ry =-Rg)
[ K11 Kia Kig ;] =[]+ [0
Ka) Kaa Kap Da Pa Ra
[ Ke1 Kpa Kaa Dg 0 [ Re
Dg = D, y Rg + R, =0  resulta
. , ;
e Kia tKie_ o= P
T T T
| Kia * Kjg | Kaa* Kag +Kpp *+ Kgg | |On | | Pa

Fig. 3. llustracion del principio de periodicidad estructural.



los gdl de los bordes (interfaces) del elemento y
referilos a unos ejes locales (coordenadas cilin-
dricas) adecuados, como se indica en la figura 3.

Una simplificacién adicional aparece cuando
el elemento tipico posee un plano radial de sime-
trfa, con lo que se cumple la igualdad

kyy =kz2

Las cargas con simetrfa ciclica que en general se
distribuyen de forma arbitraria dentro de cada ele-
mento, se pueden siempre descomponer, dentro
de cada uno, como suma de una distribucion si-
métrica m4s una antisimétrica de cargas, respecto
al plano radial de simetrfa.

Cada uno de estos dos casos anteriores de car-
ga, pueden ser calculados imponiendo condiciones
de simetria o antimetria en los dos bordes del ele-
mento mitad, es decir, en los gdl situados en el pla-
no radial de simetrfa y en los de una de las interfa-
ces. Estas condiciones, como es bien conocido, son
para cada caso las siguientes:

(1) Simetria de cargas.

Los desplazamientos normales al plano de sime-
trfa de carga, y los giros con ejes contenidos en el
mismo son nulos.

Las acciones contenidas en el plano de simetria
(fuerzas en el plano y momentos con eje normal al
mismo) se dividen por dos.

(2) Antisimetrfa de cargas.

Los desplazamientos contenidos en el plano de
simetria de cargas y los giros con ejes normal al
mismo, son nulas.

Las acciones normales al plano de antimetria
(fuerzas normales y momentos con eje normal al
mismo) se dividen por dos.

A veces, la discretizaci6bn en elementos finitos
no coincide con el plano de simetria (figura 4), por
lo que se pueden introducir las condiciones de si-
metria en los nudos de la interfaz, como se ha in-
dicado; pero en los nudos simétricos exteriores a la
misma, las de periodicidad deberin introducirse en
sus correspondientes ejes locales. Si A y A’ son
puntos simétricos pertenecientes a un unico ele-

Elemento finlto

Eje Z de simetria
d, oblicus

\
: \er

Fig. 4. Introduccion de condiciones de simetrfa.

mento cortado por el plano de simetria, estas con-
diciones de simetrfa son en coordenadas cilindri-
cas.

Desplazamientos Giros

dy (AF dy (A) 6y (A)=0y(A)
d;(A)=d;(A") 0:(A)=06,(A")
d;(A)=d,(A") 0,(A)=6,(A")

Las condiciones de antimetrfa de la carga son
las anteriores cambiadas de signo.

Un caso particular muy interesante de sime-
trfa ciclica estructural, corresponde a2 n =2, que
se suele denominar simetria oblicua. No ser4 tra-
tado especificamente en el breve espacio de este
articulo.

2.5. Ejemplo ilustrativo

Movimientos en la estructura reticulada de la
figura 5 correspondiente a un tridngulo equilatero.

P =l

Fig. 5. Estructura cfclica. Ejemplo ilustrativo.

Rigidez de una barra

_4251
2 4| L

Por consiguiente, se deduce en este caso:

8 El T_2EI
k - : k =k ="
0 L 1 1 L
3
Transformada de las cargas:
—_1 ig
pj=3¢€ P

Matriz de impedancia y su inversa:

_4 El L 1
Bj=— (2 +cosq); Bl=—_ _ 1
L % 1 4EI 2 +cosq

Los movimientos son
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2 L.
= I FelWk=
j=0

L % e-iaj(k-l)

= Pl
12 ElI j=0 2+cosaj
es decir
2 _ ..
do=L 2 d’ela'l=
12 El j=0
— L (l l) L
=P, — [—-= —})=—__P
'12E1\3 15 36EI *
2
dl=L ) j=
12 EI j=0
=Pl __L_(l_i)=__5£- p1
12EI\3 15 36 El
2 .
4h,=_L % g M=
12 El j=0
=p L (l 2)__ L
[ Bparil bl Eeha sl 81
12EI\3 1,5 36 El

Los esfuerzos en cada extremo de barra son:

3
e
o >
H N
| |
Pt .
W
O\ | -
m|
—
| |

O\ = O\ |=e

3. ESTRUCTURAS ESPACIALMENTE
PERIODICAS

3.1. Definicién

Existe otro tipo de estructuras compuestas por
multiples elementos idénticos, unidos en forma de
cadena abierta (Figura 6). En contraposicién a
las estructuras con simetrfa ciclica de tipo cadena
cerrada, aqui en las estructuras se puede distinguir
un primer elemento (elemento Q) y un dltimo de-
signado por n—1. Cada uno de estos elementos
presenta idénticas propiedades y condiciones de
contorno, a excepcion de las interfaces extremas
(designadas por O y n) que pueden poseer otro ti-
po de condiciones de contorno.

Se observa que si se aplica una traslacién a un
elemento i, este coincide con el siguiente i+ 1;de
ahf el nombre de estructuras espacialmente pe-
riédicas. Esta periodicidad, puede referirse a una
traslacién o bien a una rotacién alrededor de un
eje 0. Ambas situaciones pueden ser tratadas de
forma unificada, considerando bien unos ejes rec-

Barra 0: tangulares cartesianos en el primer caso o unos ejes
4 277-1 1 cilindricos con origen en 0 en el segundo, para des-
Po | gI PiL _ |6 P cribir los q grados de libertad comunes en cada in-
L 5 alls | 36E 1| terfaz entre elementos.
P 2 Utilizando idéntica notacién que en el apartado
2.1, la relacién fuerzas-movimientos para el ele-
Barra 1: mento j es:
4 2] [s 1 kyy k d 0i
P1 El P,L 2 P 1n X2 1 Py
=1 BE (1] = Tlal GV
P2 Llz2 4| [ 3 P2 j kyy k2 d; j p,’
[o) | 2 n-1 n
*>—t - | -o— — *~— —o
>~ o . 1 . 2 — *— n-t Y
*~—1 —o— —o— — *~— ——e

a ) Estructura.

gdl en la interfaz

*>—
>——r

o

/

gdl en la interfaz

b) Elemento.

Fig. 6. Estructuras espacialmente periddicas.
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3.2. Anilisis de una estructura
espacialmente periddica

Existen distintos métodos de andlisis de estruc-
turas periddicas espacialmente, pero aqui sélo se
expone el andlogo al utilizado en las estructuras
ciclicas, y que estd basado en la aplicacién de la
transformacién de Fourier.

Se supone que existen coacciones adecuadas,
bien en algunos gdl de las interfaces intermedias
de la estructura, o bien en los gdl de las interfaces
extremas,

Con esta hipotesis, a partir de la ecuacién (3.1)
vilida para cada elemento, es posible, mediante
ensamblaje, obtener la matriz de rigidez global de
la estructura, llegando al siguiente sistema de
gx(n *1) ecuaciones lineales:

kd=p (3.2)
en donde las matrices de rigidez k y vectores de
movimientos d y fuerzas o, son:

kntky, kp 0 0
ks y kyytkyp ki 0
k= [0 k2 kintk, ki
do ] Po P?'o W
,1
dy P1 —p3'°+p?

: : -1 0,n-1
dp-1 Pn-1 pdnd4pdn
,n-1
dy [ Pn [ pp" ]

con k,, y kj, las submatrices adicionales del
primero y ultimo elemento, respectivamente, en
las que pueden estar incluidas las condiciones es-
pecificas de borde.

Las restantes matrices y vectores se designan
como en el apartado 2 anterior. El sistema (3.2)
se escribe de forma que presente una estructura
matricial circulante, como sigue:

— W B N
kb ky 0 .. 0 kT|[d
Kl ko ky . 0 o0 |9
0 KT k .. 0 o0 ||% |=
kyk 0 0 .. kT ko |9
| I

0 0 T
0 0
0 0
kjytk,  kyp
k21 Ktk
Po |
P
P,
Pn
[P |

PotKodo kT dJ

Potydatiy do |

con

ko =k;;+k,s ;. ky=k
o 11tka2 ,1_ 12 (331b)
Ko=kp—kz; ; K, =k, -ky,

Con objeto de resolver esta estructura, se proce-
de, como es normal en el cédlculo de estructuras, en
dos fases. En la primera se determina la rigidez de
la misma, considerando los gdl en las interfaces ex-
tremas O y n. En la segunda fase se calcula la es-
tructura supuesta ésta coaccionada totalmente en
sus extremos y bajo la actuacién de todas las car-
gas existentes, obteniéndose as{ la soluci6n inicial.
La combinacién de los dos célculos de modo que
se satisfaga el equilibrio en los gdl de las interfaces
extremas, permite obtener la solucién final.

En ambas fases de célculo, se utilizardn los re-
sultados deducidos en el Apéndice A, en relacion
con las matrices circulantes.

3.3. Matriz de rigidez

Se puede deducir del sistema (3.2) con cargas

Po Y Pn Unicamente, es decir, p;=0enj=1,2, ..,
n—1. Para la resolucion del citado sistema se defi-
nen las siguientes matrices hermiticas:

j+

2
Bj = ko +(k; +kT)co
i o Tk, ‘)csn+l

+i (KT - k) sen ni_i’_'_l j=k +ik, G4

P

P2 (33.)

pn-l
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con
i=v-l

Se han suprimido en (3,4), por comodidad de escri-
tura, los fndices j, en las matrices simétricas ks y
antisimétrica k, .

j=0,1,2,..,n

Lainversa de Bj, es:
Bl =k -ik, (3.5)

en donde k; y k, pueden determinarse de varias
formas. En particular, se pueden calcular median-
te las expresiones siguientes:

—_ - ~1
ks = (ks +ka k7 ko)
ka =Kks kq k;l
Las transformadas de Fourier de las fuerzas
son

L2 .
—_ 1 n i=— jk
B= - 2 pce ™

es decir, si se suponen que no existen fuerzas in-
termedias, s6lo en los bordes k =0 y k =n, se ob-
tiene

=1 , T
B [Po tkp dotk; dn) +

2nj .
+(pgtky dotkp dn)e Aol ]

La transformada de Fourier de los desplaza-
mientos es:

=1 -4 , T
d"—n-{-_l Bj [(po+ko d0+k1 dn)+
-2m;
+(patk, do+kp dp)entl ]

Los desplazamientos reales se calculan mediante
la aplicacién de la férmula de transformacién
inversa de Fourier, es decir:

n L2,

— ~i=jk

dk= z dje ml’
j=0

En particular, los movimientos de las interfaces
extremas k =0y k =n, son:

n —
do = zo 4;=S¢ (Po+kp do+kT dp) +
J.
+5_,(Pn +k; dotk;, dy)
(3.6)

. 2n .

n _ j=8y
4= j}_:o dje M*1° =5, (pg+kp do+k! dp) +

+So (Pn +k; dg +kp dp)

siendo
l n
So=-— = B
n+1j=o0 !
. 2w .
n LT
;= — T plent’
n+1 j=0
. 2 .
s.=_L 3 pidg ae)
1 n+1j=0

Se observa que se cumple Sp, =Sp4n+1.

A partir de (3.6) se deduce la matriz de rigidez:
k k d
Po | _ | Xoo Xon 0 X))
Pn kno Knn dn

koo =SS! S — kp
kon=—S7'S_ —k]
kno=—87'8, -k,
knn =S-l So - k;'
S=—Sl S—l +So So

con

3.4. Soluci6n inicial

Finalmente, la solucié6n inicial, es decir, la carga
equivalente en los gdl de las interfaces extremas
(0, n) a una aplicada en los gdl dela interfaz inte-
rior h, con dg =d; =0 (empotramiento total) se
obtiene resolviendo el sistema:

_ A - -
d Po]
T 0 0
ke k, 0 .. 0 k 4, o
kKT k k .. 0 O
1 : = Ph
0 k; ko - ko ki||:
dna 0
k, 0 0 .. 0 ko
L i \_dn ] Lpn_
(38)

en donde Py y Pn son reacciones desconocidas,
por lo que en las ecuaciones correspondientes a
los gdl de las interfaces 0 y n, se conocen los mo-
vimientos dg y dp, (3.8).

Procediendo anilogamente con la matriz circu-
lante, se obtiene:
. 2n . 2w
— 1 ~i—]j i= hj
= +5,.e ntl’ 45 g ntl
pj o [Po +Pn Ph ]



2n j 21r hj

-_ 1 __
dj=—+—lBJl[po+p e mHl) +phen+1 ]

Los movimientos son:

. 2n

ik
=2 z: FAN T (39)

Los movimientos en las interfaces 0 y n son,
por consiguiente:

21r

dp = }: den+l-o
j=

(3.10)

El sistema (3.10) permite obtener los valores de
las reacciones incognitas py ¥ Pn y se puede escri-
bir como sigue:

21! j
So Po +S_; Pn + 13 Ble e -pn =0

l j=0
3.11)

g i (h+D)j
Sl po+So pn+TlJ-zo le ﬁ ph_o

La solucién de (3.11) es:

st [n P20 nj 27 .
Po= = L.20 B‘le“*l € *1's 50| ph
j.
(3.12)
-1 i 2% g2 ]
pn:nsTl EOB_I el J( Mlls otS1)| pn

que puede escribirse en la siguiente forma:

Po =S7! (Sp41 S_; — Sp So)
(3.12.9)

Pn =S7" (—Sp41 So — Sh S1)
con Sy, definido anteriormente.

Conocidas las reacciones py y Py, se deducen los
movimientos de la solucién inicial mediante (3.9).

3.5. Solucién final

La solucién final se obtiene como suma de la
inicial y la modal producidas por los movimientos
en las interfaces extremas, de forma que el equili-
brio se satisfaga en las mismas. Se designan con un
superfndice F (final), I (inicial) y M (modal) para
indicar la correspondiente solucién. Por consi-
guiente, se escribe:

df =dl +ad}t (3.13)

Los movimientos d¥ se deducen a partir de la
ecuacion de equilibrio:

koo Kon dﬁd Po Po
+ = (3.14)
kno knn dr Pn Pn

con Pg ¥ Pn definidas en (3.12). Una vez determi-
nados los movimientos d™ y dM los restantes
se obtienen mediante la expresién:

M LI ~i2—"jk
dy =_zo d" e n*t (3.15)
]=

siendo

Mo 1 o M T M
&= B [(Kodf +k dif) +

2"]
+(k; M +k dM)e n+l”]

Los movimientos de dk son:

. 2w
jk
zo de gt (3.16)
JB
siendo
_ 1 21r s 2m
dll=—-ri B~l [Po‘*‘f’ e tT'l +pn en+l -']

con Py Y Py, definidas en (3.12).

Una vez conocidos los movimientos finales d{ s
se obtienen las acciones sobre el elemento j, me-
diante las expresiones:

Pi kjy ky d; pY
= +| | Ga
P2 j ka1 kaa dj+1 pY
j=1,2,..,n=-2
Pi kj+ky kia| [do
P2 k21 ka2 d,
0 p
P1 kiy ky dn.j
P2 kay ky+kp, dn |
n-1

Una observacion ultima referente a la posibili-
dad de obtener la solucién final de forma mis
directa en los casos frecuentes de bordes libres,
es decir, con movimientos desconocidos dq y dp.
Se supone en estos casos que las condiciones de
borde estdn incluidas en las matrices adicionales

kyy y ko,
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El procedimiento que se debe seguir, parte de
1a ecuacién (3.3) con p; =0 para j #h;j=1,2, ..
y py, fuerzas conocidas, que se escriben ahora:

d
ke ky 0 .. 0 kI d°
kKT ko k; .. 0 O !
T d;
0 kI k .. © A
0 0 O ke k| |
T dn.1
k, 0 O kT ko
d
L 4 L'
kp do +k] dq
0
0
= Ph (38)
0
| Kn dn Ky do |

La transformada de Fourier de las fuerzas de es-
te sistema de ecuaciones es:

-1 2 i 2% jk
= — I pentl 3.18
P n+1 k=0 ¥ 3.18)

es decir

=_1 s T
S iabrer [(ko do +k, dn)+

_i21r . L2 .

= ~— jh
+(k, dg +k. d Ye ¥l 4p e m+1 (319)
1 Y% n h

La transformada de Fourier de los desplaza-

mientos es:
d,=B;" p; (3.20)

cuya inversa conduce a los desplazamientos
reales

(321
Particularizando la ecuacion anterior para k=0
y k =n, se deduce

do = So (kp do+ k] dn)+S_; (kydo+kj dp) +
1 .2 .

n i=—jh
+ 1 3 ptentilpy

n+1 j=0 ! (3:22)

dn =S (kp do "‘k}‘ dp) +So (ky do Tk dp) +

32

:2n :

+ L 3 pran ™V
n+1 j=0 ’

A partir de las ecuaciones (3.22) se determinan

los movimientos incognitas dgy y d, como sigue:
do So Sn v KI| [do
= +
d, S1 So| |ki kq dn

Sh W
+ Ph (3.23)
Sh+1]
con 2n .
sp= L T gttt
n+1j=0 J
2w .
1 n -1 i— jth+l)
Shei=—— 2 Bilentl
h+l n+1 j=0
es decir
do Sh
=F! Pn
dn Sh+1
siendo
10 So Sn|[ko K|
F= - (324

01 S; Sollki ki

Si se denomina Sp=ay +i By, la ecuacién
(3.23) se transforma en la siguiente:

do % O
= +
dy, Lan 127
6 6] [x6 k7] [do
+i +
By Bo ky kp||dn
o | Bn
+ pn ti Ph
Oth+1 | Bu+i

Si se separan las partes reales e imaginarias de la
ecuacién, se obtiene al observar que dg y dp son
reales:

10 o o] [ko kI|| [do

01 o 0| |k1 kn dn

Oy

Ph
O+



Bo B[k k7| [do Bn
S Ph

Bi Bo||k1 kn| [dn Bn+1

En la resolucion de los sistemas de ecuaciones
anteriores, es posible conservar el esquema parti-
cionado de las matrices, si se utiliza la igualdad si-
guiente de la inversién de matrices:

~1
Fii Fi2 Hyy Hj
Fy; Fa Hzy Hy;
en donde

Hyy =(Fyy - Fap F3) an)-.l
Hy =—Hy, Fpa By
Hyy =—F; Fay Hy
Hzz =(F2—21 - Fz-zl Fa, Hzx)—l
Una vez conocidas dg y dp, se obtienen los res-
tantes movimientos mediante la sucesiva aplica-

cién de (3.19), (3.20) y (3.21) con lo que resul-
ta:

n 21’- n 2‘"’-
- -=Tik 4= -2Zik
dk:jgo dje n+l =j§0 lepje n+l
1 3 B [(k; dp +kT dg) +
n+lj=0 ) (ko do +k; dn
. 2m .
+(ky do +K, d)e A 4
. 2". 21[.
jh ~-i == jk
+ppe it | o 11 =g (kydo+kT dg) +

+s-(k+l) (ky dg +kj dn) +Sp4 Py
o bien en forma matricial:

ky kI||[do
dk =[Sk- S_(k+1) ] L k;‘
1

+Spy Pn

3.6. Ejemplo ilustrativo

Se considera una viga continua de tres vanos, de
seccién y luces iguales, (Figura 7). Este ejemplo
en cadena abierta (simetrfa espacial) corresponde
a la contrapartida del estudiado anteriormente
con simetr{a ciclica.

G

L L. L
Pay Zs Zs 2
o (D\ 1 ® 2 ® 3

Fig. 7. Estructura peri6dica abjerta. Ejemplo ilus-
trativo,

En este caso se tiene

La matriz de rigidez se obtiene (para los gdl 0
y 3) de acuerdo con las férmulas (3.7).

El 2T _®
. =4 — (2 +cosj®) con A= — =—
Bj=4T( o) n+l 2
Bﬂ:i 1
J 4EI 2 +cosjo
L 3 L, 2
Sg=-—— 2: §=S,=— (-=
" j6E1 7’ ' 16EI( )
L 2 - _ 16EL21
$=80S0—S;S_;=( —) 5; Si=(2=) =
0S50 — 815 (16El) (L)S
) Eili6 7 | _s2E
Koo =S !1Sg—kp=— | = -——4|==Z=k
00 ° [5 3 5L
El{2 16 2 El
ko3 =SS —kT==]|2.2— 2|====k
03 -1 L[3 s s
52 2
E:E
ISL 12 s

Las cargas equivalentes a una fuerza (momento)
en el gdl 1, se deducen de acuerdo con (3.12), re-
sultando (h=1):

Spsy =S, = T pleidiz=_L .1
n+1 j=0 '’ 16 EI 3
Po=S"" {S28_) - 8,S0]p; =
1|1, 2,,2 7 4
== |2(9H+2.l|p,=2p
5[3( 3 33] SETA
p3 =S7! [-S,80 +5,8;]p; =
=
=1[_L. 7,4 pl=—_l..Pl
5| 33 9] 15
El resultado final se deduce del sistema
g |52 2 o] p [4 _
5L I
2 52 |44] -1

cuya solucién es:



7
do A

90
d, +2

90

Los restantes movimientos son, de acuerdo con
(3.18):

dy = (kpdo +K] dp) Sy +

+(kydo +kpd) S_gee1) T Ph Snk

1 7 2.7
do=Lla - IT42.5714
o 16[( %t %3
7 2 2 2 | PL
SR TR ot
G- L +a-2( )3]51

-16 3x90 [(-24) - 7+(-1)- (- +

7 PL

PL
+90(-2)] ==—
-2 El 90 EI

d -24-(=2)+(-6)-(1)+
= 24D +(-6)- )
907]&":—!:‘?1"

El 90 El
d, = —-24.1+(-6 2)+
2= 90[ (-6)-(=2)
4 PL
+90.(-2))] ==—- =
= )]El 90 EI
d 24 - (=2)+(-6)- () +
by 90[ (-2) +(-6) - (7)
+90-1]E'_ 2 PL
El 90EI

y los momentos sobre cada barra son:

13.20

Barra O
Po 4 2

_El Dl_1%
pol L24) (&) 7P

Barra 1

Po| g 4 2] [4, _ [—8 p

P L, 4] d, —L-z 15
Barra 2

Ps —I' 2 4 d, 0 E

4. APLICACION A TABLEROS DE PUENTES
4.1. Planteamiento del cdlculo

Una altemativa al método de la losa ortotropa
[9], para an4lisis de tableros de puentes, es un pro-
cedimiento directo de cdlculo de estructuras que
reconozca la realidad de las vigas y losas que cons-
tituyen el tablero del puente.

Se calcula el tablero del tipo que se representa
en la figura 8. Los gdl entre interfaces que se consi-
deran son los movimientos (flecha vertical y giro)
de cada viga. Los elementos son las losas interme-
dias y por consiguiente n =n° de vigas —1.

El cédlculo se efectia mediante un método en
movimientos o de equilibrio, por lo que se evalan
las matrices de rigidez transversales de cada ele-
mento —losas y vigas— que componen el tablero.
Se considera una solucién Levy, que implica sim-
ple apoyo en los extremos x =0 y x =2a del puen-
te.

En las figura 9 y 10 se presentan las matrices de
rigidez de los elementos losa y viga para el arméni-
co n. Es conveniente incluir, en las rigideces de

—

P=P, seno— 20

!

0.20F = {
l e
1.00 ‘1le
]

: '
0.35 I | 0.35 I I 0.70
2.70

=

Ul LG

2.70

120 2.70 l

J1.20 L

‘l 270 |

Fig. 8. Tablero de puente. Ejemplo de aplicacion. Datos.



flexi6én y torsién de la viga, la zona correspondien- K,
te de losa que colabora a la resistencia de la viga. K Ky Ky |- |Ks K;  simétrico
Por consiguiente, existirin en general dos matri- K2, Kj Ks —Ks K,

ces de rigidez de las vigas de borde K; y Ky2 ¥
una matriz de rigidez de la viga intermedia K,.

Ks K¢ K3 K,

Las ecuaciones de equilibrio se plantean en los K, =k,
grados de libertad situados en el cdg de cada viga. K,=pfk 1 +2Bk; +k,
Por ello, se trasladan las acciones de cada extremo =8k, +k
=Pk 3

i de losa al cdg de la viga adyacente.

Las matrices . de equilibrio de transformaci6n Kq=kq
correspondientes son: K5 =— Bk, +kg
Ke=—F k4 +28ks +k
Pi=Tip; ; &=TID; (i=1,2) 4 s Tke

con f=b, A
con
i 0 Las ecuaciones de equilibrio que resultan son:
Ti= Vigaj=0
AL (K1, tKy1) Do +Ky 2 Dy =Ry
La matriz de rigidez de la losa, referida a los Vigasj=1,2, ...,n—1

centros de gravedad de las vigas contiguas, es: _
K21Dj.1+ (K22 HK; HKy) Dj+K 2 Dj+1=R;(4.1)

K;= T,kuT
(q. W,
4. v, 92:¥2 p.= ' ¢ d= I
h ' \mi ' ei
m,e L ] .0
1< I 2 )mz 2 Matiiz de rigidez:
3 )
Pa) (ke %2 |4
l b L p Tk K
2) 21 22 2)
k, k - -k, )
1 3 K, K3 T K4 Ks
con k"= i k.= ; kja=ky,
k., k 2 |k k K, k6
3 3 2 5 2 )
Solucié;k exacta (7): Solucién bandas finitas [8):
STt S s 3,8 2:7.3
T+ £-S Rl-2u3+5 *3s5
=DAK i k= o - 2,80 0+ 8
K2 T+ g-¢ Rz_n+15(z-qu+105u
3 2 32
K = R o= B R =—Z+S(1429 + =
3 les.k :E-Q-—c 'E: -1 -v 3 2|.|.2 5 105
3 62-v, 9
3 k ittt | s ey
k -DXR R = + -4 3 § 35
11_ L T
3 .1 13 2
ke=—5+z(2-4-——
2 13
kg =DAKg ko ==(pr—+ = 5 22 S 105
5 S (—+c <~ s’ #
1 2 2
k =p-=(2-gu- =03
=DM KK == 6 P15 35
(—F+s —n—c)
con
Eh3
D= ——— ' l=£ ’ u':m—b
12(1-9) 2a 4a

S$=Shyu ; c=Chp

Fig. 9. Matriz de rigidez de |a losa para el arménico n-simo.
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l= inercia a flexion de la viga respecto a y-y.
J= inercia a torsién de la viga.

R

Matriz de rigidez
P=K D

4
EIL 0 nx
K-[ 2] con k-;;

o G&

Fig. 10. Matriz de rigidez de la viga para el arménico
n-simo.

Vigaj=n
K3y Dy + (K32 +Ky2) Dy =R,

siendo R; la fuerza total existente en el cdg de la
vigaj.

El sistema de ecuaciones (4.1) puede transfor-
marse en circulante, mediante la técnica descrita
en el apartado 3 anterior. En este caso, las matrices
que hay que considerar son:

ko =K;; K32 +Ky ; k=K,

ky1=ky2 ; k25=Ky1 ;K0=Ka2— Ky 5
k,n=Kn -Kvw2

4.2. Ejemplo de aplicacién

Se ha estudiado el tablero representado en la
figura 8, correspondiente a cinco vigas (n =4). Los
datos se han indicado en dicha figura, y en la nota-
cién de este apartado son:

N 2.70 .

1 !
o20] | ]
1.00 .20 0,20

— 1ous

l 100 | ovo | 100 !

Viga intermedia

A=0.985 m2
vy= 0.391 m
v=0.809 m
1=0.1456 m*
J=0.09432 m*

0.20

2a=20,00m; b=2,00m; E=3x10° tm™
v=0,20

Las caracterfsticas mecénicas de la flexién y
torsién de las vigas extremas e intermedias son

(figura 11):

Vigas intermedias:
1=0,1456 m*; J=0,09432 m*

Vigas extremas:
1=0,1399 m* ; J=0,09432 m*

La matriz de rigidez de la losa se ha calculado
mediante el procedimiento eldstico exacto y segin
el método de las bandas finitas. Los resultados ob-
tenidos son:

~ Célculo de bandas

Cilculo eléstico exacto finitas

_E_, = 395.53166 400.93093
ky= 12.84089 12.88349
k3= 61.31347 61.36023
kq= -39537460 -399.36878
ks = 61.10529 61.14966
kg = 6.36974 6.32828

Se comprueba la excelente aproximacién que se
alcanza con el método de las bandas finitas en la
determinacién de los coeficientes de la matriz de
rigidez.

Estos coeficientes de la matriz de la losa, al re-
ferirlos a los ejes en el cdg de las vigas son (by =
=0,25; $=0,03927):

K, =395.53166

K, =12.84089
K3 =6131347
N 2,58 N
| |
[ ]
1.00 0.20 0.20
— 1ous
as 0,70 1,00

Viga extremo
A30.995 m2
v20.4900 m
v20.800 m
120.1399 m*
J =0.09432m*

Fig. 11. Caracterfsticas de las vigas.
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K, =-395.37460
K5 =61.10529

K =6.36974

Las constantes del cilculo son (unidades: tone-
ladas y metros):
D =2.083x10°
A=0.1571
#=0.1571

Las matrices de rigidez de la losa y vigas se de-
ducen, por lo tanto, de acuerdo con las férmulas
del] apartado anterior.

2759 3545 _2758 3535
_ 5597 -3535 3571
" | simétrica 2758 —3545
5597
244 0 218 0
Ky= Ky1=Kyn=
0 4ll4 0 3688

Los resultados parciales del cdlculo se relacio-

nan a continuacion:

5762 0
ko =K;; +Ka; TKv = 9 ;

0 1530
oo |27 3535
1727 | 3535 3571

, [ 2540 -3545] _ |

ko=K22=Kvi= | 3005 1o11] 8

~5516 0
kT +k, = :
0 7142

0 707
kI -k, = o0
7070 0
Las matrices auxiliares B; son:
246 0 (4058 —6722i
B, = » By = ;
0 22452 6722 17517
_ [10224 4154i]  [4058 6722i
> larsai 9530 | 0 |-6722i 17517

o o [10224 4154
4 |-a154i 9530

Las matrices inversas Bj‘l son:

gl = 4065 0 10 ;
! 0 045

N

gl = 676 2.60i)

2 | -260i 157 ] ’
(119 0,52i]

B}l = 107
|—0,52i 128 ] ;
[6.76 —2.60i |

B= 1, o 107
2.60i 157 |
119 —0.52i]

Bl=| " 107
0.52i 128

Finalmente, las matrices S; s6lo presentan parte
real, ya que la imaginaria se anula idénticamente:

1131 0 |

S = 107
0 1.23 ]
8.58 —1.11]

S, = 10-4,
[1.11 013 |
[6.08 -0.41

S3= | 1074,
041 026
(858 1.11

Ss = 107
|-1.11 -0.13
(6.08 041

S; = 107
—041 —0.26

La matriz F resulta (3.24):

088 058 055 074

0.08 120 -0.11 -0.02
055 -0.74 0.88 -0.58
0.11 -002 -0.08 1.20
cuya inversa es.
424 -430 -354 440

-0.61 152 062 0.70
-3.54 440 424 430
-0.62 0.70 0.61 1.52

_l=

Por consiguiente, aplicando la férmula (3.23) se
obtienen los movimientos incégnitas seguin la posi-
cion de la carga P.
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Carga aplicada en la viga V-3
4 = 547x1072 i = 5.47x1072
17 s31x1073| 0 0 [-531x1073
Carga aplicada en la viga V-2
_ |10.50x1072 _ | 2.66x107?
17 | 6.80x1072 57 |-2.87x1072
Carga aplicada en la viga V-1
16.18x1072 1.42x1072
d,= -3 5= -3
-9.90x10 —-1.60x10

5. CONCLUSIONES

Se ha presentado un método de cilculo de es-
tructuras peri6dicas ciclicas y abiertas, que tiene
en cuenta esta caracteristica de periodicidad para
reducir de un modo importante el esfuerzo de
computacién preciso. Dado el caricter general
que presenta el procedimiento presentado, este
podria ser implementado en una segunda gene-
racion de programas generales comerciales de
célculo de estructuras, en los que se consideren
los distintos niveles de subestructuraciébn y, por
consiguiente, las condiciones de periodicidad es-
tructurales,

6. RECONOCIMIENTOS

Este trabajo ha sido parcialmente subvenciona-
do por la Direccion General de Carreteras dentro
del Convenio entre el MOPU y la Fundacion Agus-
tin de Bethancourt (Exp. TP-185.88).
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APENDICE A. MATRICES CIRCULANTES

Y QUASI CIRCULANTES

A.1. Matrices circulantes

Se denomina matriz circulante a la constituida
por filas que son permutaciones simples de una de
ellas, es decir, presenta la estructura siguiente:

29 a; 3 . an.1 |
.1 23 2 . 3n2
A=1{an 251 3, . a3 ={:3i:} (A1)
ay a3 a3 . 3y

El problema de autovalores siguiente:

A Xj =bj Xj (A2)
tiene la solucién (puede comprobarse por sustitu-
cion)

B T
r n-1
Xj= | r2 y b= k2=20 ay 3K
L[‘(n’l)j ]
siendo
2n e
n == v~1
r=V1=e®

Por consiguiente, los autovectores del problema
(A.2) estdn formados por las sucesivas potencias de
la raiz nsima de la unidad. Los autovalores son
iguales a las transformadas discretas de Fourier
de la primera fila de la matriz A.

La matriz modal X satisface la condicién de or-
togonalidad, es decir:
X*X=XX*=nl
con X = {Xj} y X" 1a conjugada transpuesta de X
I esla matriz unidad.
La descomposici6én espectral de A es. -

1

A=XBX!'=-XBX*
n

con B=diag {bj}.



Por lo tanto, las potencias de A se calculan co-
mo sigue:

AM=XBhX-1={igi}

Se comprueba que la matriz AP es también cir-
culante y su primera fila 3y, aj, ..., 3.} se obtie-
ne como la transformada inversa de los autovalores
bhj, es decir:

En particular, para h=— 1, se obtienen los ele-
mentos de la matriz inversa (que es asimismo cir-
culante) mediante la expresién

- _1%1
a == 2 - ¥ (b;#0
k nj=0bj (] )

Evidentemente, si alguno de los coeficientes de
Fourier se anula, la matriz es singular.

A.2. Matrices quasi-circulantes

Se define como matriz quasi-circulante a la
constituida por permutaciones de las submatrices
Aj en lugar de los escalares, es decir:

Ao Ar A; .. Ay
An.l Ao Al vee An-z
A= lAn2 Ang Ag .. Apj

Al A2 A3 o Ao ]

Se pueden mostrar las siguientes propiedades
de A

AXj=Xij obien AX=XB
con
B, 0o ]
B, .
B= (no diagonal)
0 B,
—l -
Iri
X=|Ir?
Ir-(n-Dj |

I es la matriz unidad de igual rango que Ay

B; = Ay 1)
37 ko K

Se supone que las matrices Bj admiten la des-
composicién espectral siguiente:

= ~1
Bj=®; & <I>j
se deduce entonces
Si se define ) =X P; se obtiene
A Y=Y

Por consiguiente, los autovalores de Bj son tam-
bién un conjunto de los autovalores de A.

2,
Q= (matriz diagonal)
.1

¥v={¥o,¥1, . ¥n1}

AYy=y
Se deduce inmediatamente que
Ah y=y b
ie.
AP =y
hy —v. h 1-1
A" X=X (& Qj Wj )
es decir
R = h o ~1
B=¢ O o' =B,
y
- n-1 .
Ak =1 z B;‘ vk
n j-o
RESUMEN

Se muestra un procedimiento de célculo de
estructuras constituidas por una mds simple, que
se repite bien mediante una rotaci6n finita (estruc-
turas ciclicas) o segin una traslacién (estructuras
traslacionales). Es posible, segiin el método que se
expone, obtener el comportamiento de la estruc-
tura bajo la accion de cargas arbitrarias, mediante
el célculo repetido de la estructura elemental mo-
dificada. De esta forma, estructuras con un mime-
ro elevado de grados de libertad pueden ser anali-
zadas con un esfuerzo computacional relativa-
mente pequefio, el preciso para el estudio de una
estructura de dimension igual a la de la estructura
elemental. Se muestran algunos ejemplos ilustra-
tivos muy simples, asf como una aplicacion al caso
prictico correspondiente a losas de tableros de
puentes rectos de vigas.



SUMMARY

Structures with multiple identical elements that
are joined in a chain-like fashion are called spatially
periodic structures. These systems, either cyclic
structures (close chains) or translational structures
(open chains), can be analysed by using a simpli-
fied procedure. The behaviour of the whole struc-

ture under arbitrary loading can be obtained by
a repetitive analysis of elemental structures of the
same size as the one of identical elements. In this
way structures with a very large number of degrees
of freedom can be studied with a relatively smail
computational effort. Some simple illustrative
examples are given and a practical application case
is also presented.

Jornadas sobre ‘‘La Industrializacion
Abierta, solucion para la modernizacion
de la construccion”

Organizadas por el CERIB (Centre d’Etudes
et de Recherches de I’'Industrie du Béton Manufac-
turé) y el GUS (Gesellschaft fiir Umweltplanning,
Stuttgart) y con el patrocinio del BIBM (Bureau
International du Béton Manufacturé) y el CIB
(Conseil International du B4timent pour la recher-
che, I’étude et la documentation), se van a celebrar
en Stuttgart (R.F.A.), durante los dias 21, 22 y
23 de febrero del préximo afio 1990, unas Jorna-
das en las cuales se tratardn los siguientes temas:

1.— Procesos de concepci6bn/realizacién de las
obras: Aportaciones de la coordinacién dimensio-
nal.

2.— Produccion: Incidencia de la coordinacién
dimensional sobre el utillaje industrial.

3.— Situacion actual de la coordinacién modu-
lar en la Comunidad Europea y a nivel internacio-
nal.

4.— Procesos informdticos CAO/gestion de
obras/GPAO: Necesidad de la coordinaciéon di-
mensional.

5.— Ejemplos de realizaciones concretas: Bases
de datos, coordinaci6n, teletranscripcion de datos,
etc.

6.— Perspectivas de exportacién para las indus-
trias de la Comunidad.

En estas Jornadas, en ias que intervendrén dife-
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rentes expertos de la Comunidad Europea, se ex-
pondri y discutir4 la situaci6n actual de la “Indus-
trializacion abierta”.

La “Industrializacién abierta” es una produc-
ci6n industrial de “Componentes” cuya compatibi-
lidad dimensional y tecnolbgica esté garantizada.
Es la posibilidad de una armonizacion de los proce-
sos de concepcibn/realizacién de las construccio-
nes en la perspectiva del mercado comunitario de
1993.

Organizacion de las Jornadas

—Se celebrardn una serie de Conferencias, segui-
das de coloquio entre los Conferenciantes y los
participantes.

—Se expondrén ejemplos de realizaciones con-
cretas.

—Habr4 traduccién simultinea de las Conferen-
cias, en inglés, francés y aleman.

Los interesados en participar en estas Jornadas
deberin dirigirse a:

CERIB BP 59

F-28232 EPERNON CEDEX (Francia).
Tel.: 378352 72.

Telex: 782048.

Fax: 37 83 67 39.
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