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Cálculo de estructuras espacialmente 
periódicas. Aplicación a tableros de puente 

l. INTRODUCCION 

Consideraciones relacionadas con la eficien­
cia constructiva, la idealización estructural, la 
estática o las ventajas mecánicas y resistentes son 
algunos de los factores que pueden motivar el pro­
yecto o el cálculo de estructuras compuestas de 
elementos idénticos encadenados entre sí. Se pue­
den clasificar estas estructuras espacialmente perió­
dicas en dos grupos: estructuras cíclicas y estruc­
turas periódicas abiertas. En el primer grupo el 
último elemento de la cadena se une al primero, 
y todos los elementos están situados de tal forma 
que un observador cíclico permanece sin modifica­
ción cuando la estructura gira alrededor de su eje 
de simetría un ángulo 27r/n, en donde n, es el nú­
mero de elementos idénticos. En el segundo grupo 
los elementos se sitúan en serie abierta, de modo 
que se puede distinguir el primero y el último 
elemento. Este segundo grupo de estructuras perió­
dicas, se pueden extender de modo que incluya la 
periodicidad en una, dos o tres dimensiones, deno­
minándose estructuras periódicas lineales, bilinea­
les o trilineales. 

El objetivo de este artículo es obtener un pro­
cedimiento de cálculo de la estructura completa 
que tenga en cu~nta su naturaleza periódica, some­
tida, sin embargo, a un conjunto de cargas arbitra­
rias no necesariamente periódicas. De este modo, 
se comprueba que es posible efectuar este cálculo 
como una combinación de cálculos más simples de 
estructuras de dimensión igual a la del elemento 
idéntico que se repite y, por consiguiente, reducir 
de un modo importante el esfuerzo computacional 
necesario. 

A continuación, se exponen algunos procedi­
mientos de cálculo de las características citadas 
que son aplicables a los dos tipos de estructuras 
periódicas, cíclicas y abiertas lineales. 
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2. ESTRUCfURAS CON SIMETRIA CICLICA 

2.1. Definiciones e hipótesis 

Una estructura se defme como cíclicamente 
simétrica de orden n con respecto a un eje O de 
rotación, si el aspecto elasto-estático que presen­
ta respecto a un observador cíclico, permanece 
invariable por rotación de la estructura, alrede­
dor de O, un ángulo 27r/n. El aspecto elasto-está­
tico comprende todas las propiedades de topolo­
gía, geometría, elasticidad y coacciones que son 
esenciales a un cálculo lineal de la estructura (1]. 

Una estructura con simetría cíclica, no nece­
sariamente posee un plano de simetría; por ejem­
plo, en la cúpula de Bmo que es cíclica simétrica­
mente, de orden 128, no existe un plano de sime­
tría debido a las conexiones de las barras [2 ]. 

En esquema, se puede considerar una estructu­
ra con simetría cíclica como un conjunto de n ele­
mentos idénticos unidos entre sí en forma de ca­
dena circular (Figura 1 ). Los elementos en sí 
pueden tener una geometría, propiedades y apoyos 
arbitrarios, pero la estructura como un todo con­
tiene características periódicas. Ejemplos de este 
tipo de estructuras son los casos de las torres de 
refrigeración apoyadas en soportes aislados, cúpu­
las sobre planta poligonal regular, estructuras es­
paciales de revolución constituidas por barras, etc. 
Algunas se muestran en la f¡gura 2. Todas ellas 
pueden ser calculadas bajo la acción de cargas ar­
bitrarias de un modo sistemático, utilizando las 
características mecánicas de las subunidades que 
constituyen el sistema. A continuación se consi­
deran estructuras que pueden ser descritas median­
te un número fmito de grados de libertad. El nú­
mero de unidades que componen la estructura es 
n: Cada unidad se designa por un número j O =O, 
1, 2, ... , n-1) y estli conectada mediante q grados 
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de libertad comunes, a cada una de las unidades 
adyacentes. Estos grados de libertad (g d 1) de cada 
interfaz entre los elementos j y j + 1 (eventual­
mente n-1 y O) se denominan con el índice j 
(eventualmente n-1). 

Se supone que cada unidad se discretiza en ele­
mentos fmitos y/o barras, y está caracterizada por 
la matriz de rigidez k y las cargas equivalentes Po 
en los nudos. Mediante condensación de los grados 
de libertad interiores, y conservando únicamente 
los q(g d 1) de cada una de las dos interfaces, se ob­
tiene la siguiente relación fuerzas-movimientos pa­
ra el elemento j: 

Se ha designado por el índice 1 ó 2, respectiva­
mente, a los grados de libertad de la interfaz del 
elemento j comunes con el anterior o posterior. 

Pa Y da (a = 1,2) representan los vectores 
fuerzas sobre el elemento y los movimientos según 
los grados de libertad de la interfaz a. La dimen­
sión de estos vectores es qx 1 . 

kaf3 es la submatriz de rigidez de dimensión 
qxq que relaciona Pa y dp. 

p~ es el vector de fuerzas equivalentes en los 
gdl <le la interfaz a. Su dimensión es qx1 y se con­
serva el superíndice j, para indicar la dependencia 
con el elemento j, es decir,las cargas no son en ge­
neral cíclicamente simétricas. 

Se supone que existen fuerzas aplicadas Pj di­
rectamente en los gdl externos de la estructura (j = 
=o, 1' ... , n-1). 

Los grados de libertad en las distintas interfaces 
se describen en coordenadas cilíndricas con eje O 
y se utilizarán los términos axial, radial y tangen­
cial en el sentido apropiado respecto a estos ejes. 
Con objeto de eliminar la posibilidad de movimien­
tos de sólido rígido en la estructura, ésta debe de 
tener al menos una coacción elástica al movimien­
to axial, al menos en un nudo (y por consiguiente 
en todos sus homólogos en las distintas unidades). 
De esta forma se asegura adecuadamente la inexis­
tencia de giros con ejes normales a O. Por otra par­
te, para eliminar rotaciones respecto al eje O, al 
menos un punto (y por lo tanto todos sus homó­
logos) tiene que poseer una coacción elástica al 
movimiento tangencial. 

2.2. Análisis de una estructura cíclica 

Existen varios procedimientos de análisis de 
una estructura cíclica. Así, la utilización del mé­
todo de la matriz de transferencia, adecuado dado 
el carácter árbol de la estructura, y el consiguiente 
análisis espectral de esta matriz [3]. Otra posibili­
dad consiste en el planteamiento para los gdl de 
cada interfaz de las ecuaciones matriciales de equi­
librio. De esta forma se obtiene un sistema de 
ecuaciones en diferencias finitas que puede ser re­
suelto de acuerdo con los métodos usuales en el 
análisis matemático [4) y [S]. En este artículo, se 
planteará un procedimiento, conceptualmente 

Fig. 1. Estructuras con simetr(a c(clica. Esquema. 
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(a) Torre de re~rigeraci6n. 

(b) ~pula espacial. 

F• 

(e) U.ina de cubiertaJ. 

(d) Oelosía espacial. 

cara in~erior 

cara superior 

-- -- diagonales 

Fig. 2. Estructuras peri6dicas. Ejemplos. 
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simple, basado en la transfonnada de Fourier de 
las cargas y características de la estructura. Los da· 
tos del pro~lema son las matrices kaft. las fuerzas 
iniciales p~ equivalentes. a las acciones sobre el 
elemento j y las fuerzas PJ actuando directamente 
en los gdl de la interfaz j. 

Con estos datos, a partir de una subestructura, 
es posible ensamblar la matriz de rigidez global en 
coordenadas cilíndricas, así como las fuerzas tota· 
les, obteniéndose el siguiente sistema de qxn ecua­
ciones lineales de equilibrio: 

kd=p (2.2.a) 

o bien, en forma desarrollada 

k 11 +k22 kt2 o o o 

k21 ku +~2 k12 o o 

o ~. ku +~2 kn o 

Po Po 

Pt 1 ~z-1 lz-<n-1) PI 
p= P2 = 1 ~z-2 lz-2{n-1) 

P2 

Pk lz-k lz-k{n-1) Pk 

Pn-1 ~z-{h-1)_ lz{n-1){n·l) 
Pn-1 

con z = ei·2n/n e 1 =matriz unidad de dimensión 
q, es decir, en fonna compacta 

p=Zp (2.5.b) 

~. do Po 

o d¡ Pt 

o d2 = (2.2.b) 

o o o o ku +k22 kll 

kll o o o k21 

con 

dj el vector de movimientos en los gdl de la inter­
fazj 

(j=O,l,2, ... ,n-l). 

Pj el vector de fuerzas conocidas en los gdl de la 
interfazj 

con 

(j =o, 1, 2, .... n-1) 

P.=- pOj-1 _ pOj +P· 
J 1 2 J 

El sistema anterior es quasicirculante, por lo 
que de acuerdo con el Apéndice A, se puede re­
solver como sigue: 

Se descomponen las cargas en serie de Fourier 
discreta 

n-1 . 2n.k 
-1 -J ¡--: 

Pk <= ~ P· e n con i = v -1 
j•O J 

(2.3) 

en donde Pj son los coeficientes de Fourier del 
vector de cargas Pk que contiene todas las fuerzas 
a lo largo de la interfaz k. Se observa el signo ne­
gativo en el exponente en la transfonnación de 
Fourier. · 

La expresión de estos coeficientes de Fourier es 

·- 1 n-1 ¡2n.k 
~ ñl 

P· =- "' pk e 1 n k: O 
(2.4) 

Por consiguiente, el factor de cargas de toda la 
estructura es: 
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ku +k22 dn-1 Pn-1 

Por otra parte la matriz de rigidez global (2.2.a) 
que es quasi circulante, puede expresarse de la for­
ma siguiente: 

k =z B z-1 

con 

B= :._, l 
En este caso 

Ao =k¡¡ +k22 =ko 

A1 =k12 =k1 
~ =A3 = .... An-2 =o 

An-1 =k21 =ki 

con lo que se deduce 

Bj =k0 +(k1 +ki) cos 
2

11'l + 
n 

+i (ki- k1)sen 2 11'j =k5 +i ka 
n 

(2.6) 

(2.7} 

Las ecuaciones de equilibrio global de la estruc­
tura son: 



kd=p 

con lo que al sustituir en ellas las expresiones 
anteriores, se obtiene: 

z sz-1 d=Zp 

o bien 

d=Z s-1 p=Z d (2.8) 

con 

ci=s-1 ¡; 

el vector transformado de Fourier del vector movi­
mientos d. 

Expresando la ecuación anterior en función de 
los movimientos en cada interfaz, se deduce 

y por consiguiente 

n-1 _ _¡2_! jk 
dk = l:: dj e n 

j:o 

2.3. Método de cMculo 

(2.9) 

(2.10) 

En resumen, el procedimiento de cálculo sigue 
los siguientes pasos: 

(1) Formar las submatrices de rigidez del ele­
mento periódico, es decir: 

(2.11) 

(2) Calcular las inversas de las matrices henní-
. d · s-1 · d tlcas, es ecu, j , s1en o: 

. T 21Tj 
+1(k1 -k1)sen 0 (2.12) 

o =o, 1, 2, ... , n-1) 

(3) Calcular la transformada de Fourier de las 
cargas actuantes en cada elemento j: 

- 1 n-1 .2w.k 1-J 
Pj =- l:: Pk e n 

n k::O 
(2.13) 

En algunos casos particulares de cargas, como 
las simétricas radialmente o verticalmente unifor­
mes, pueden ser calculadas estas transformadas de 
un modo analítico. 

(4) Determinar, u@zando las fórmulas anterio­
res, los movimientos dj (transformada de Fourier) 
y dk, de cada interfaz entre elementos: 

(2.14) 

(2.15) 

(5) Una vez calculados los valores de los despla­
zamientos, se deducen las acciones sobre el ele­
mento j, mediante la aplicación de la expresión 
(2 .1 ), es decir: 

con 

d 1 =dj_1 (eventualmente paraj =O; d1 =dn-1) 
dl =dj 

Respecto al método de cálculo anterior, convie­
ne hacer las siguientes observaciones: 

La determinación de Bj1• representa un esfuer­
zo de cálculo relativamente importante, ya que de­
be efectuarse n veces la inversión de una matriz de 
dimensión qxq. 

Si 

con 

~=k0 +(k1 +k'f)cos
2
n1Tj; 

ka =(k'f- k1)sen 
2

: j 

entonces, se deduce 

siendo 

ks =(ks +ka k;1 kaf
1 

ka = (ks +ka k;1 kaf
1 

ka k;1 

(2.16) 

(2.17) 

En el caso de que q sea pequefto, puede ser in­
teresante, proceder a la inversión de la matriz B¡, 
en lugar de la fórmula (2.17), mediante una matriz 
simétrica Üj, de dimensión 2qx2q, que es equiva­
lente a la hermítica. La expresión de Dj, es 

B·= J 

La inversa de esta matriz se escribe 

8:-1 = ks -ka 
J 

_j(T a ks 
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Es interesante comprobar qu~ las fórmulas 
(2.17) representan la inversión de Bj mediante sub­
matrices de orden qxq. 

Por otra parte, se observa que para cada valor 
de j, la matriz k5, cuya inversa hay que determinar, 
es distinta. Si el número de orden cíclico n es im· 
portante, una alternativa, con objeto de reducir el 
esfuerzo de cálculo que significa este número ele­
vado de inversiones, consiste en resolver previa· 
mente el problema de autovalores y autovectores 
siguiente. 

1 k0 - A (k1 +ki) 1 =o (2.18) 

Sean a = diag (Ao, A 1 , ... , An·l) los autovalores 
Y 1/1 = ( 1/lo, 1/11, ... , 1/ln·l) los autovectores. del pro· 
blema (2.18), entonces, se escribe: 

1/JT ks 1/1 =1/J T [k0 +(k1 +k'!) cos 
2
n" j] 1/1 =k: 

(2.19) 
siendo 

k: =diag(ksh) con h=O, 1, ... ,n-1 

k5h =[Ah + cos 
2
n" j) 1/1~ (kt + ki) 1/lh = 

{). + 2 1r ') • = \"h cos n J mh 
con 

La inversa buscada, de k5 es: 

siendo 

2.4. Casos particulares 

Un caso particular del cálculo anterior corres­
ponde a la actuación de cargas cíclicas, es decir, 
cuando se cumple la igualdad de acciones entre los 
gdl de cada interfaz: 

Po =p1 = ... =Pn-1 =p (2.21) 

En estas condiciones, los movimientos también 
son cíclicos, y por consiguiente 

d0 =d1 = ... =dn-1 =d (2.22) 

La ecuación (2.2.b) se transforma, en este caso, 
en una única para cada subunidad: 

(2.23) 

La ecuación (2.23), corresponde a la expresión 
del principio de periodicidad estructural enunciado 
y aplicado en [6), que dice: "En el cálculo de un 
sistema compuesto por una serie de elementos 
idénticos, tanto en cargas, como en su aspecto 
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elásto-estático, sólo es preciso considerar un ele­
mento típico, identificando los gdl exteriores, es 
decir, los de las dos interfaces que lo conectan con 
los elementos adyacentes. Este principio es aplica­
ble no sólo a estructuras cíclicas, sino a las espa­
cialmente periódicas en general". 

La aplicación de este principio, puede efectuar· 
se sobre el elemento típico completo, con sus gdl 
interiores sin eliminar mediante condensación está­
tica. La figura 3, indica esta aplicación. Sean: 

d¡,d¡.~ 
y 

los movimientos y las fuerzas en los ~dl interiores 
y en las interfaces 1 y 2 del elemento, respec­
tivamente. 

Las condiciones de simetría cíclica son: 

dl =d2 =de 
y 

con Pe carga exterior aplicada en los gdl de una in· 
terfaz. 

Las ecuaciones de equilibrio del elemento se ob­
tienen mediante los métodos standard del cálculo 
matricial de estructuras; con lo que resulta: 

con p¡ las cargas en los gdl interiores. 

Es decir, para el cálculo de la estructura puede 
utilizarse un programa standard (SAP, ANSYS, 
etc.), bastando tlnicamente, a efectos del ensam­
blaje estructural, numerar de un modo idéntico 

\:.' • 1 

~<~>· 

/ \ 

... 

A ... 101 

0 1 , DA y 0 8 

PI ' PA y Pe 

en gdl interiores, AA y BB reapect. 

pero PA = O ó 
RA y R8 reacciones 

[ :~: ::: ::: l 
KeJ KBA Kee 

P8 = O par simetrla 

(RA =·R8 ) 

[ ::r [:l [::] 
Fig. 3. Ilustración del principio de periodicidad estructural. 



los gdl de los bordes (interfaces) del elemento y 
referirlos a unos ejes locales (coordenadas cilín­
dricas) adecuados, como se indica en la figura 3. 

Una simplificación adicional aparece cuando 
el elemento típico posee un plano radial de sime­
tría, con lo que se cumple la igualdad 

ku =k22 

Las cargas con simetría cíclica que en general se 
distribuyen de forma arbitraria dentro de cada ele­
mento, se pueden siempre descomponer, dentro 
de cada uno, como suma de una distribución si­
métrica más una antisimétrica de cargas, respecto 
al plano radial de simetría. 

Cada uno de estos dos casos anteriores de car­
ga, pueden ser calculados imponiendo condiciones 
de simetría o antimetría en los dos bordes del ele­
mento mitad, es decir, en los gdl situados en el pla­
no radial de simetría y en los de una de las interfa­
ces. Estas condiciones, como es bien conocido, son 
para cada caso las siguientes: 

(1) Simetría de cargas. 
Los desplazamientos normales al plano de sime­

tría de carga, y los giros con ejes contenidos en el 
mismo son nulos. 

Las acciones contenidas en el plano de simetría 
(fuerzas en el plano y momentos con eje normal al 
mismo) se dividen por dos. 

(2) Antisimetría de cargas. 
Los desplazamientos contenidos en el plano de 

simetría de cargas y los giros con ejes normal al 
mismo, son nulas. 

Las acciones normales al plano de antimetría 
(fuerzas normales y momentos con eje normal al 
mismo) se dividen por dos. 

A veces, la discretización en elementos finitos 
no coincide con el plano de simetría (figura 4), por 

lo que se pueden introducir las condiciones de si­
metría en los nudos de la interfaz, como se ha in­
dicado; pero en los nudos simétricos exteriores a la 
misma, las de periodicidad deberán introducirse en 
sus correspondientes ejes locales. Si A y A' son 
puntos simétricos pertenecientes a un único ele-

z 

Elet~~enlo tlnllo 
EJe Z de el•elrla 
oblicua 

Fig. 4. Introducción de condiciones de simetrfa. 

mento cortado por el plano de simetría, estas con­
diciones de simetría son en coordenadas cilíndri­
cas. 

Desplazamientos Giros 

dl/l (A)= dl/l (A') 

dr(A)=dr(A') 

dz(A)=dz(A') 

Bw(A)=B.¡,(A') 

Br (A)= Br (A') 

8z(A)=8z(A') 

Las condiciones de antimetría de la carga son 
las anteriores cambiadas de signo. 

Un caso particular muy interesante de sime­
tría cíclica estructural, corresponde a n = 2, que 
se suele denominar simetría oblicua. No será tra­
tado específicamente en el breve espacio de este 
artículo. 

2.5. Ejemplo ilustrativo 

Movimientos en la estructura reticulada de la 
figura S correspondiente a un triángulo equilatero. 

P1 • 1 

CD 

Fig. 5. Estructura cfclica. Ejemplo ilustrativo. 

Rigidez de una barra 

Por consiguiente, se deduce en este caso: 

k _ 8 El . k = kT = 2 El 
o-L · 1 1 L 

'1.7r 
n=3 · a=-, 3 

Transformada de las cargas: 

p· =.!. elO!J p 
J 3 1 

Matriz de impedancia y su inversa: 

4 El L 
Bj = -L (2 +cosa_¡) ; s:-1 =-

J 4 El 2 + cos oj 

Los movimientos son 
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es decir 

2 
dk = 1:; (f. e -UXjk = 

j .. o ) 
L 2 e -ia:¡(k-1) 

=-- 1:: pl 
12 El j•O 2 +cos~ 

L 2 .,.,. 
d = -- 1:: d· eh4 J = 0 12 El j=O J 

L 2 
dl =- 1:: dj= 

12 El j=O 

L ( 1 2 ) 5L 
=P1 12EI J-1,5 =-36EI P1 

L 2 - .,.,. 
d = -- 1:: d· e-l-...J = 2 12Eij=O l 

L (1 2) L 
=P1 12EI J -1,5 =-36EI P¡ 

Los esfuerzos en cada extremo de barra son: 

Barra 0: 

[
Po] =~ [4 2] [-ll P

1
L = [¿] P¡ 

L 2 4 5 36 El ! 
P1 2 

Barra 1: 

P1L 2 

[ 1] 
36 El= ~ P¡ 

o 

o 

2 

Barra 2: 

3. ESTRUCTURAS ESPACIALMENTE 
PERIODICAS 

3.1. Definición 

Existe otro tipo de estructuras compuestas por 
múltiples elementos idénticos, unidos en forma de 
cadena abierta (Figura 6). En contraposición a 
las estructuras con simetría cíclica de tipo cadena 
cerrada, aquí en las estructuras se puede distinguir 
un primer elemento (elemento O) y un último de­
signado por n-1. Cada uno de estos elementos 
presenta idénticas propiedades y condiciones de 
contorno, a excepción de las interfaces extremas 
(designadas por O y n) que pueden poseer otro ti­
po de condiciones de contorno. 

Se observa que si se aplica una traslación a un 
elemento i, este coincide con el siguiente i + 1 ; de 
ahí el nombre de estructuras espacialmente pe· 
riódicas. Esta periodicidad, puede referirse a una 
traslación o bien a una rotación alrededor de un 
eje O. Ambas situaciones pueden ser tratadas de 
forma unificada, considerando bien unos ejes rec­
tangulares cartesianos en el primer caso o unos ejes 
cilíndricos con origen en O en el segundo, para des­
cribir los q grados de libertad comunes en cada in­
terfaz entre elementos. 

Utilizando idéntica notación que en el apartado 
2 .1 , la relación fuerzas-movimientos para el ele­
mentoj es: 

n-1 n 

n- 1 

o ) Estructura. 

gdl en la interCaz 

gdl en lo interfaz/ 

b) Elemento. 

Fig. 6. Estructuras espacialmente periódicas. 
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3.2. Análisis de una estructura 
espacialmente periódica 

Existen distintos métodos de análisis de estruc· 
turas periódicas espacialmente, pero aquí sólo se 
expone el análogo al utilizado en las estructuras 
cíclicas, y que está basado en la aplicación de la 
transformación de Fourier. 

Se supone que existen coacciones adecuadas, 
bien en algunos gdl de las interfaces intermedias 
de la estructura, o bien en los gdl de las interfaces 
extremas. 

Con esta hipótesis, a partir de la ecuación (3.1) 
válida para cada elemento, es posible, mediante 
ensamblaje, obtener la matriz de rigidez global de 
la estructura, llegando al siguiente sistema de 
qx ( n + 1) ecuaciones lineales: 

kd=p (3.2) 

en donde las matrices de rigidez k y vectores de 
movimientos d y fuerzas o, son: 

do Po 

d¡ P1 
d= ~ ;p= P2 

dn-1 Pn-1 

dn Pn 

p~·o 

-p~·o+p~·1 

=- -p~·1+p~·2 

p~,n-1 + P~,n-1 

p~,n-1 

o 
o 
k12 

+ 

con k22 y k 11 las submatrices adicionales del 
primero y último elemento, respectivamente, en 
las que pueden estar incluidas las condiciones es­
pecíficas de borde. 

Las restantes matrices y vectores se designan 
como en el apartado 2 anterior. El sistema (3.2) 
se escribe de forma que presente una estructura 
matricial circulante, como sigue: 

con 

ko =ku +k22 ; k¡ =kn 

k'o=k22-'K22; k'n=ku-ku 
(3.3.b) 

Con objeto de resolver esta estructura, se proce­
de, como es normal en el cálculo de estructuras, en 
dos fases. En la primera se determina la rigidez de 
la misma, considerando los gdl en las interfaces ex­
tremas O y n. En la segunda fase se calcula la es­
tructura supuesta ésta coaccionada totalmente en 
sus extremos y bajo la actuación de todas lascar­
gas existentes, obteniéndose así la solución inicial. 
La combinación de los dos cálculos de modo que 
se satisfaga el equilibrio en los gdl de las interfaces 
extremas, permite obtener la solución fmal. 

En ambas fases de cálculo, se utilizarán los re­
sultados deducidos en el Apéndice A, en relación 
con las matrices circulantes. 

3.3. Matriz de rigidez 

Se puede deducir del sistema (3.2) con cargas 

o o 
o o 
o o 
k 11 +k22 k12 

k21 k u+ k22 

Po 

P¡ 

p2 

Pn-1 

Pn 

Po y Pn únicamente, es decir, Pj =O en j = 1, 2, ... , 
n-1. Para la resolución del citado sistema se defi­
nen las siguientes matrices hermíticas: 

Bj = k0 +(k1 +ki)cos~ j + 
n + 1 

+ i (kT1 -k¡) sen 2._7!.._ j =k + i ka (3.4) 
n + 1 s 

k o k¡ o o kT do Po+ k'odo+k"f dn 
1 

kT k o k¡ o o d¡ PJ 
1 

o kT k o o o ~ 
= 

P2 
(3.3.a) 1 

k¡ o o kT k o dn-1 Pn-1 
1 

dn Pn+k'ndn+k1 d0 
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con 

i=V-í j=0,1,2, ... ,n 

Se han suprimido en (3,4), por comodidad de escri­
tura, los índices j, en las matrices simétricas ks y 
antisimétrica ka. 

La inversa de Bj. es: 

(3.5) 

en donde ks y ka pueden determinarse de varias 
formas. En particular, se pueden calcular median­
te las expresiones siguientes: 

k5 =(ks +ka k$1 kaf
1 

ka =ks ka k;1 

Las transformadas de Fourier de las fuerzas 
son 

1 n . 2w "k 1-J 
p· = - ~ Pk e n+l 

1 n+1 k•O 

es decir, si se suponen que no existen fuerzas in­
termedias, sólo en los bordes k =O y k= n, se ob­
tiene 

La transformada de Fourier de los desplaza­
mientoses: 

Los desplazamientos reales se calculan mediante 
la aplicación de la fórmula de transformación 
inversa de Fourier, es decir: 

n .2w.k 
~ - -1-J 

dk = dj e ntl 
j•O 

En particular, los movimientos de las interfaces 
extremas k =o y k =n, son: 

(3.6) 
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siendo 

1 n 
So=-- ~ s:-1 

n + 1 j=O J 

1 n . 2w. 

S¡=- ~ s-1 1n+l J 
n + 1 j=O 

j e 

n . 2w . 
S = -- ~ s-1 -1 n + 1 J 
-l n + 1 j=O j e 

o bien, de forma única, para h genérico: 

. 2w "h 
s-1 1n+lJ 

j e 

Se observa que se cumple Sh =sh+n+l· 

A partir de (3.6) se deduce la matriz de rigidez: 

[:] = [~: ~:] [ ~] (3.7) 

con 

koo =s-• So- ko 

k =-s-1 S - kT on -1 1 

kno =-s-1 S1 - k1 

knn =s-• So- k~ 

S=-S1 S_1 +So So 

3.4. Solución inicial 

Finalmente, la solución inicial, es decir, la carga 
equivalente en los gdl de las interfaces extremas 
(O, n) a una aplicada en los gdl de la interfaz inte­
rior h, con d0 = dn =O (empotramiento total) se 
obtiene resolviendo el sistema: 

k¡ o kT 
do 

k o o 1 d¡ 
kT k o k¡ o o 

1 = 
o k¡ k o k o k¡ 

dn-1 
k¡ o o o k o 

dn 

Po 

o 

Ph 

o 
Pn 

(3.8) 

en donde Po y Pn son reacciones desconocidas, 
por lo que en las ecuaciones correspondientes a 
los gdl de las interfaces O y n, se conocen los mo­
vimientos d0 y dn (3.8). 

Procediendo análogamente con la matriz circu­
lante, se obtiene: 

1 
. 2w . . 2w h" 

- -1-J 1- J 
p· =-- [Po +p e n+l +p e n+l ] 

J n+l n h 



• 211" • • 211" h" 1 -1-J 1- J (f.=- s:-1 r~ +411 e n+1 +n._ e n+1 ] J n + 1 J U'O .t'n rn 

Los movimientos son: 

n - -f. 211" jk 
dk = ~ d· e n+1 

j-0 J 
(3.9) 

Los movimientos en las interfaces O y n son, 
por consiguiente: 

n -
d0 = ~ d;=O 

.i-0 ' 
n . 211". - -1-J 

dn= ~ d·e n+1 =o 
j•O J 

(3.10) 

El sistema (3.10) permite obtener los valores de 
las reacciones incógnitas Po y Pn y se puede escri­
bir como sigue: 

n . 211" h" 1 1- J 
S0 Po +S_1 Pn +- .~ Bj1 e n+l ·Ph =O 

n + 1 J=O 
(3 .11) 

1 n _1 i J:ñ (h+l)j _ 
S¡ Po+ So Pn + -- .~ Bj e ·ph-0 

n + 1 J•O 

La solución de (3.11) es: 

p = s-1 [~ s:-1 ei!:thj(ei;:ljs_ -So)] Ph 
0 n + 1 j•O J 1 

(3.12) 

p = s-1 ¡~ s:-1 e¡n!~hj (e¡n~"lj So+S¡)] Ph 
n n + 1 j•O J 

que puede escribirse en la siguiente forma: 

(3.12.a) 

con sh defmido anteriormente. 

Conocidas las reacciones Po y Pn se deducen los 
movimientos de la solución inicial mediante (3.9). 

3.5. Solución final 

La solución fmal se obtiene como suma de la 
inicial y la modal producidas por los movimientos 
en las interfaces extremas, de forma que el equili­
brio se satisfaga en las mismas. Se designan con un 
superíndice F (fmal), 1 (inicial) y M (modal) para 
indicar la correspondiente solución. Por consi­
guiente, se escribe: 

(3.13) 

Los movimientos d~ se deducen a partir de la 
ecuación de equilibrio: 

+ = (3.14) 
[

koo kon ] [d~ ] [ flo l [Po J 
M kno knn dn Pn Pn 

con Po y Pn defmidas en (3.12). Una vez determi­
nados los movimientos d~ y d~ los restantes 
se obtienen mediante la expresión: 

siendo 

• 211" • 
+(k dM +k' dM) e -1n+l J ] 

1 o n n 

Los movimientos de 4 son: 

n · 2" "k di= ~ d~ e-1n+lJ 
k j=O J 

siendo 

con Po y Pn definidas en (3.12). 

(3.15) 

(3.16) 

Una vez conocidos los movimientos finales di, 
se obtienen las acciones sobre el elemento j, me­
diante las expresiones: 

j = 1, 2, ... , n-2 

Una observación última referente a la posibili­
dad de obtener la solución fmal de forma más 
directa en los casos frecuentes de bordes libres, 
es decir, con movimientos desconocidos d0 y dn. 
Se supone en estos casos que las condiciones de 
borde están incluidas en las matrices adicionales 
ku Y k22· 
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El procedimiento que se debe seguir, parte de 
la ecuación (33) con Pj =O para j *h; j = 1, 2, ... 
y Ph fuerzas conocidas, que se escriben ahora: 

k o k1 o o kT do 
1 d1 

kT k o k1 o o 1 d2 
o kT k o o o 1 = 

o o o k o k1 

k1 o o kT ko 
dn-1 

1 dn 

k0 d0 +k~ dn 

o 
o 

= Ph (3.8) 

o 

La transformada de Fourier de las fuerzas de es­
te sistema de ecuaciones es: 

1 n . 2w "k 
~ 1-J 

Pj=n+1 k•O Pken+1 (3.18) 

es decir 

La transformada de Fourier de los desplaza­
mientoses: 

(3.20) 

cuya inversa conduce a los desplazamientos 
reales 

n . 2w .k 
- -1- J 

dk = ~ rl. e n+1 
j=O -:1 

(3.21) 

Particularizando la ecuación anterior para k =O 
y k =n, se deduce 

d0 = S0 (k(, d0 +k"f dn)+S_1 (k1 d0+k~ dn) + 

1 n . 2w "h 

+ ~ s-1 1n+1J - .r.. ·e Ph 
n + 1 j=O J 

(3.22) 
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n ¡ 2 '~~"(h+1)" 
+ ~ s-1 n+1 J 

.r.. j e Ph 
n + 1 j=O 

A partir de las ecuaciones (3.22) se determinan 
los movimientos incógnitas d0 y dn como sigue: 

[
do] = [So Sn] [k

0 
k"f] [do] + 

dn S 1 S0 k 1 ~ dn 

+ [ :J Ph (3.23) 

con 1 n i 2w jh 
sh = - ~ s-1 n+ 1 

n + 1 j=O j e 

1 n 1 ¡2wlj(h+l) 
sh+1 =-- ~ s- n+ 

n + 1 j•O j e 

es decir 

siendo 

F= ¡: :J _ ¡:: :J ¡:~ :n (3.24) 

Si se denomina Sh =ah + i /3h , la ecuación 
(3.23) se transforma en la siguiente: 

+ [Oh ] Ph + i [/3}t ] Ph 
ah+1 13b+i 

Si se separan las partes reales e imaginarias de la 
ecuación, se obtiene al observar que d0 y dn son 
reales: 



En la resolución de los sistemas de ecuaciones 
anteriores, es posible conservar el esquema parti­
cionado de las matrices, si se utiliza la igualdad si­
guiente de la in'lersión de matrices: 

[:~: :~:r = 

en donde 

Una vez conocidas d0 y dn, se obtienen los res­
tantes movimientos mediante la sucesiva aplica­
ción de (3.19), (3.20) y (3.21) con lo que resul­
ta: 

. 2" . 
+(k¡ do + J<;¡ dn) e -ln+l J + 

i 2" "h -i 2" "k 
+pheñ+IJ )e n+IJ =S-k(JcOd0 +kTdn)+ 

+s-{k+l> (k1 d0 +ki dn) +sh-« Ph 

o bien en forma matricial: 

3.6. Ejemplo ilustrativo 

Se considera una viga continua de tres vanos, de 
sección y luces iguales, (Figura 7). Este ejemplo 
en cadena abierta (simetría espacial) corresponde 
a la contrapartida del estudiado anteriormente 
con simetría cíclica. 

LS 
o 

Le···· L 

® 
zs 
2 

L 

Fig. 7. Estructura periódica abierta. Ejemplo ilus­
trativo. 

En este caso se tiene 

n = 3 ; k o = 8 El ; k 1 =k T = 2 El 
L 1 L 

k11 =k;2 =o; k'0 =k' =4 El 
n L 

La matriz de rigidez se obtiene (para los gdl O 
y 3) de acuerdo con las fórmulas (3 .7). 

El _ 2 1r _1f 
Bj =4-(2 +cosja) con a-- --

L n+1 2 

s:-•=~ ---
J 4 El 2 +cosja 

Las cargas equivalentes a una fuerza (momento) 
en el gdl 1, se deducen de acuerdo con (3.12), re­
sultando (h = 1 ): 

1 n 1 ·a·2 L 
sh+l =s2 =- 1; s.- e1 J =-- ·-

n + 1 j•O J 16 El 3 

P3 =S-1 [-S2So +S¡S¡} P1 = 

=~ [- ~ ·i +~] P¡ =- :5 P¡ 

El resultado fmal se deduce del sistema 

=o 

cuya solución es: 
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Los restantes movimientos son, de acuerdo con 
(3.18): 

dk=(kodo +k~dn)S_k + 

+(k1d0 +~dn)S_(lc+l) +ph Sh-k 

d0 = - ( -4 · - + 2 · -)- + 1 [ 7 2 7 
16 90 90 3 

+ (2 - 7._ + 4 . I_) (- ~) - ~ ] PL = 
90 90 5 3 El 

= 
1 

[(-24). 7 +(-1). (-2) + 
16x3x90 

+90 (-2)] PL=- 2 PL 
El 90 El 

d¡= 
1 

[-24·(-2)+(-6)·(1)+ 
16x3x90 

+90. 7) PL=_l4 PL 
El 90 El 

1 
d2 = [-24 ·1 +(-6) ·(-2)+ 

16x3x90 

PL 4 PL 
+90 ·(-2)]- =-- -

El 90 El 

d3 = 
1 

[-24. (-2) +(-6). (7) + 
16x3x90 

+ 90 ·1] PL=-~ PL 
El 90 El 

y los momentos sobre cada barra son: 

t 

0.20t 
1.00 

0.35 

1.20 

nx 
P=P0 sen 20 

0.35 

2.70 

l l 0.70 

2.70 

Barra O 

Barra1 

Barra2 

4. APLICACION A TABLEROS DE PUENTES 

4.1. Planteamiento del cQculo 

Una alternativa al método de la losa ortotropa 
[9], para análisis de tableros de puentes, es un pro­
cedimiento directo de cálculo de estructuras que 
reconozca la realidad de las vigas y losas que cons­
tituyen el tablero del puente. 

Se calcula el tablero del tipo que se representa 
en la figura 8. Los gdl entre interfaces que se consi­
deran son los movimientos (flecha vertical y giro) 
de cada viga. Los elementos son las losas interme­
dias y por consiguiente n = n° de vigas -1. 

El cálculo se efectúa mediante un método en 
movimientos o de equilibrio, por lo que se evalúan 
las matrices de rigidez transversales de cada ele­
mento -losas y vigas- que componen el tablero. 
Se considera una solución Levy, que implica sim­
ple apoyo en los extremos x =O y x = 2a del puen­
te. 

En las figura 9 y 1 O se presentan las matrices de 
rigidez de los elementos losa y viga para el armóni­
co n. Es conveniente incluir, en las rigideces de 

13.20 

t 

2.70 2.70 

Fig. 8. Tablero de puente. Ejemplo de aplicación. Datos. 
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flexión y torsión de la viga, la zona correspondien­
te de losa que colabora a la resistencia de la viga. 
Por consiguiente, existirán en general dos matri­
ces de rigidez de las vigas de borde Kvl y Kv2 Y 
una matriz de rigidez de la viga intermedia K.,. 

Las ecuaciones de equilibrio se plantean en los 
grados de libertad situados en el cdg de cada viga. 
Por ello, se trasladan las acciones de cada extremo 
i de losa al cdg de la viga adyacente. 

Las matrices . de equilibrio de transfonnación 
correspondientes son: 

P·=T·p· · d·=T!o. (i=l 2) 1 1 1 • 1 1 1 • 

con 

La matriz de rigidez de la losa, referida a los 
centros de gravedad de las vigas contiguas, es: 

K= [K 11 K n] = [~~ K2 simétrico ] 
K21 K22 K4 -Ks K¡ 

K5 K6 -K3 K2 

K 1 =k 1 

K2 =(12 k1 +2fjk3 +k2 
K3 =fjk1 +k3 

K4=k4 

K5 =-fjk4 +k5 

K 6 =-tp k4 + 2 P k5 + k6 

con P=bv). 

Las ecuaciones de equilibrio que resultan son: 

Vigaj =o 

(K 11 +Kv¡) D0 +Ku O¡ =Ro 

Vigasj = l, 2, ... , n-1 

K21 Dj-1 + (K22 +K u -+Kv) Dj+ KuDj+l= Rj(4.1) 

; ql' wl t tq2 ,w2 •,=[:•J •,·[~'] 
m,.e, ( : r J ) m2 ,e2 Matriz de rigidez: 

¡··) ["" 
con 

l b l 

k11 = ¡·· 
k3 :·j [ •, 

k22 = -k3 

Solución exacta (7]: 

k =Ol.=\ ; k = ~ --¡¡L 
1 1 1 -+e - -s 

S S 

k 2 =0l.k
2

; k =~ -T: 
2 -+S --e e s 

k =Ol.2R ; k = ,iL--~ -(1-~ 
3 3 3 -+e - -s s e 

k =Ol.2R ; 1( =-(~ + ~~ 
5 5 5 -+e - -s s e 

k =011( ; k =-(~ -T:l 
6 6 6 -+S --e e s 

-··] 
k 

2 

con 

p2 = k21 
... f') 
k22 d2 

¡· -k l - T 4 

k:6 
ku-k21 

k'5 

Solución bandas f111itas (8): 
3 6 2-V 36 

1(1:21 +5 -p;-+35~ 

1( =j +..!..(2 -\$·¡.t + .!.. ¡.L 
2 15 105 

3 2 32 
1(3= 2.l- +5(1+2 \) +105 ~ 

r. 3 6 2-u 9 
"4 =- ~3 -5 -,r+ 35~ 

1( =-ª-- + !(2 -t) _E...jJ.2 
S 2~ S 105 

1( 1 2 2 3 
6 =ll-15(2 -*- 35" 

Eh
3 

0=-=.:..~ 

12 (1-~) 

5=5~ ; C=Ch¡.L 

l.=!!!. 
2a 

Fig, 9. Matriz de rigidez de la losa para el armónico n-simo. 

Jl= nnb 
4a 
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1 b, 1 b, 1 

~ 
1. Inercia a flexión de la viga respecto a y-y. 
J. inerc:la a torsión de la viga. 

q,w 

E 
G= 2(1 +,¡ 

Matriz de rigidez 
p,.K O 

K•[E:4 :21 con :~. • .!!!!. 
2a 

Fig. 10. Matriz de rigidez de la viga para el armónico 
n-simo. 

Vigaj =n 

K:u Dn·l +(K:z:z+Kv2) Dn =Rn 

siendo Rj la fuerza total existente en el cdg de la 
vigaj. 

El sistema de ecuaciones ( 4.1) puede transfor­
marse en circulante, mediante la técnica descrita 
en el apartado 3 anterior. En este caso, las matrices 
que hay que considerar son: 

ku=kv2; k:z:z=Kvl ;k'~=K:z:z- Kvl ; 

k'n=K11 - Kv2 

4.2. Ejemplo de aplicaci6n 

Se ha estudiado el tablero representado en la 
fJgUra 8, correspondiente a cinco vigas (n =4). Los 
datos se han indicado en dicha figura, y en la nota­
ción de este apartado son: 

2.7Q 

2a=20,00m; b=2,00m; E=3x106 tm-2 

v=0,20 

Las características mecánicas de la flexión Y 
torsión de las vigas extremas e intermedias son 
(fJgUra 11): 

Vigas intermedias: 

1 =0,1456 m4 ; J =0,09432 m4 

Vigas extremas: 

1 =0,1399 m4 ; J =0,09432 m4 

La matriz de rigidez de la losa se ha calculado 
mediante el procedimiento elástico exacto y según 
el método de las bandas fmitas. Los resultados ob­
tenidos son: 

Cálculo elático exacto 

395.53166 
12.84089 
61.31347 

-395.37460 
61.10529 

6.36974 

Cálculo de bandas 
finitas 

400.93093 
12.88349 
61.36023 

-399.36878 
61.14966 

6.32828 

Se comprueba la excelente aproximación que se 
alcanza con el método de las bandas finitas en la 
determinación de los coeficientes de la matriz de 
rigidez. 

Estos coeficientes de la matriz de la losa, al re­
ferirlos a los ejes en el cdg de las vigas son (bv = 
=0,25; {3=0,03927): 

K 1 =395.53166 

K2 = 12.84089 

K 3 =61.31347 

2.115 

100 o 100 °20 0.20r! 0.20r! . 

. iDt~·· . iUt .. 
1.00 J 0.70 J 1.00 0.811 J 0.70 1 !.00 

VIga Intermedia vl,a extrema 

A• 0.985 mZ A •0.995 mZ 

v,• 0.391 m v,•O • ..OO m 

v1•0.809 m Y1 •0,800 m 

1 •O. !456 m4 1 •0.1399 m4 

.J •0.09432 m 4 ,J • 0.09432111 4 

Fig. 11. Caracter(sticas de las vigas. 

36 



K4 =-39537460 

K5 =61.10529 

K6 =6.36974 

Las constantes del cálculo son (unidades: tone­
ladas y metros): 

D=2.083x103 

X=0.1571 

~t=0.1571 

Las matrices de rigidez de la losa y vigas se de­
ducen, por lo tanto, de acuerdo con las fórmulas 
del apartado anterior. 

2759 3545 -2758 3535 

5597 -3535 3571 
K= 

simétrica 2758 -3545 

5597 

Los resultados parciales del cálculo se relacio­
nan a continuación: 

k0 =K11 +K22 +Kv= [
5762 o ] 

o 15309 

l-2758 
k1 =Kn = 

-3535 
3535] 
3571 

[ 
2540 -3545] 

k(,=K22 -Kv1 = =k5 
-3545 1911 

k +k= T 
[

-5516 o ] 
1 1 

o 7142 

T _rO -7070J 
k - k1-1 7070 o 

Las matrices auxiliares 8j son: 

[
246 o J [4058 8 = . 8 -1 o 22452 • 2 - 6722i 

-6722il. 

17517 J. 

8 = [10224 -4154il . 8 - [4058 6722i] 
3 

4154i 9530 J' s- -6722i 17517 ' 

8 = f10224 4154i] 
4 

L-4154i 953o 

Las matrices inversas 8j1 son: 

8::-1 = [40.65 o J 10-4 ; 
1 o 0.45 

8_1 = [676 2.60i] 10-4 . 
2 -2.60i 157 • 

1 
[

1.19 0,52i] -4 
8- = 10 . 

3 -0,52i 1.28 • 

8_1 = [6.76 -2.60i] 10-4 . 
S 2.60i 1.57 ' 

8-1 = [1.19 -0.52q 10-4 
4 0.52i 1.28 J 

Finalmente, las matrices Sj sólo presentan parte 
real, ya que la imaginaria se anula idénticamente: 

s1= fi131 o J 10-4. 
Lo 1.23 • 

[8.58 -1.11] 10-4 ; S -2- 1.11 0.13 

~6.08 S -3
- 0.41 

-0.41] -4 10 . 
-0.26 • 

[8.58 1.11 J 10-4 ; S -
s- -1.11 -0.13 

[6.08 0.41 J 10-4 S = 3 -0.41 -0.26 

La matriz F resulta (3.24): 

[.88 
0.08 

F= 
0.55 

0.11 

cuya inversa es. 

[ 

4.24 

F_1 = -0.61 

-3.54 

-0.62 

0.58 0.55 0.74] 
1.20 -0.11 -0.02 

-0.74 0.88 -0.58 

-0.02 -0.08 1.20 

-4.30 -3.54 -4.40] 
1.52 0.62 0.70 

4.40 4.24 4.30 

0.70 0.61 1.52 

Por consiguiente, aplicando la fórmula (3.23) se 
obtienen los movimientos incógnitas según la posi­
ción de la carga P. 
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Carga aplicada en la viga V -3 

1

5.47x1o-
2

1 1 5.47x10-
2

1 
d - . d -

1 - 5.31xto-3 ' 
5

- -5.31x1o-3 

Carga aplicada en la viga V-2 

1

10.50x1o-
2

1 12.66x10-
2

1 
d ~ . d = 

1 6.80xlo-3 ' 
5 -2.87x1o-3 

Carga aplicada en la viga V-1 

1

16.18x10-
2

1 11.42x10-
2

1 d - . d -
1

- -9.90x10-3 ' 
5

- -1.60x10-3 

S. CONCLUSIONES 

Se ha presentado un método de cálculo de es­
tructuras periódicas cíclicas y abiertas, que tiene 
en cuenta esta característica de periodicidad para 
reducir de un modo importante el esfuerzo de 
computación preciso. Dado el carácter general 
que presenta el procedimiento presentado, este 
podría ser implementado en una segunda gene­
ración de programas generales comerciales de 
cálculo de estructuras, en los que se consideren 
los distintos niveles de subestructuración y, por 
consiguiente, las condiciones de periodicidad es· 
tructurales. 
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APENDICE A. MATRICES CIRCULANTES 
Y QUASI CIRCULANTES 

A.l. Matrices circulantes 

Se denomina matriz circulante a la constituida 
por filas que son permutaciones simples de una de 
ellas, es decir, presenta la estructura siguiente: 

an-1 

an-1 ao al 3n-2 

A= an-2 an-1 ao an-3 = {:a¡ ; } (A.l) 

El problema de autovalores siguiente: 

(A.2) 

tiene la solución (puede comprobarse por sustitu· 
ción} 

y 
n-1 

b· = 1; ak z-jk 
J k=O 

r-<n-1)j 

siendo 

n 211' 1-1. 
r=Vt =en 

Por consiguiente, los autovectores del problema 
(A.2) están formados por las sucesivas potencias de 
la raiz n-sima de la unidad. Los autovalores son 
iguales a las transformadas discretas de Fourier 
de la primera flla de la matriz A. 

La matriz modal X satisface la condición de or­
togonalidad, es decir: 

con X = {Xj } y x• la conjugada transpuesta de X 
1 es la matriz unidad. 

La descomposición espectral de A es .. 

A=X B x-1 =!_X B X* 
n 

.con B = diag {bj } . 



Por lo tanto, las potencias de A se calculan co­
mo sigue: 

Ah =X Bh x-1 = {;a¡:} 

Se comprueba que la matriz Ah es también cir­
culante y su primera fila io, a¡, ... , i'n-1 se obtie­
ne como la transformada inversa de los autovalores 
bhj, es decir: 

1 n-1 
h 'k ak =- 1: b· rl 

n j .. o J 

En particular, para h=- 1, se obtienen los ele­
mentos de la matriz inversa (que es asimismo cir­
culante) mediante la expresión 

1 n-1 1 'k 
ak =- 1: - rl (bj *O) 

n j=O bj 

Evidentemente, si alguno de los coeficientes de 
Fourier se anula, la matriz es singular. 

A.2. Matrices quasi-circulantes 

Se define como matriz quasi-circulante a la 
constituida por permutaciones de las submatrices 
Aj en lugar de los escalares, es decir: 

A o A¡ A2 An-1 

An-1 A o A¡ An-2 
A= An-2 An-1 A o An-3 

Al A2 A3 A o 

Se pueden mostrar las siguientes propiedades 
de A 

con 

A Xj = Xj Bj o bien A X =X 8 

Bo 

B= 

o 

o 
B¡ 

Id 
X= h·-2j 

Jr-(n-l)j 

(no diagonal) 

1 es la matriz unidad de igual rango que Ak 

Se supone que las matrices Bj admiten la des­
composición espectral siguiente: 

B·=ci>·S2·cl>:-1 J J J J 

se deduce entonces 

A Xj c;l>j = JS c;l>j nj 

Si se define l/lj = Xj cl>j se obtiene 

A l/lj = l/lj nj 

Por consiguiente, los autovalores de Bj son tam· 
bién un conjunto de los autovalores de A. 

... ] (matriz diagonal) 

fln-1 

l/1 = { l/lo, l/11, ... , l/ln-1 } 

Al/1=1/Jn 

Se deduce inmediatamente que 

Ah l/1= l/1 fit 
i.e. 

es decir 

y 

RESUMEN 

1 n-1 
- h 'k Ak =- 1: B· rl 

n j•O J 

Se muestra un procedimiento de cálculo de 
estructuras constituidas por una más simple, que 
se repite bien mediante una rotación fmita (estruc­
turas cíclicas) o según una traslación (estructuras 
traslacionales). Es posible, según el método que se 
expone, obtener el comportamiento de la estruc­
tura bajo la acción de cargas arbitrarias, mediante 
el cálculo repetido de la estructura elemental mo­
dificada. De esta forma, estructuras con un núme­
ro elevado de grados de libertad pueden ser anali­
zadas con un esfuerzo computacional relativa­
mente pequefto, el preciso para el estudio de una 
estructura de dimensión igual a la de la estructura 
elemental. Se muestran algunos ejemplos ilustra­
tivos muy simples, así como una aplicación al caso 
práctico correspondiente a losas de tableros de 
puentes rectos de vigas. 
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SUMMARY 

Structures with multiple identical elements that 
are joined in a chain-like fashion are called spatially 
periodic structures. These systems, either cyclic 
structures (close chains) or translational structures 
(open chains), can be analysed by using a simpli­
fied procedure. The behaviour of the whole struc-

ture under arbitrary loading can be obtained by 
a repetitive analysis of elemental structures of the 
same size as the one of identical elements. In this 
way structures with a very large number of degrees 
of freedom can be studied with a relatively small 
computational effort. Sorne simple illustrative 
examples are given and a practical application case 
is also presented. 

Jornadas sobre "La 1 ndustrial ización 
Abierta, solución para la modernización 

de la construcción" 

Organizadas por el CERIB (Centre d'Etudes 
et de Recherches de l'lndustrie du Béton Manufac­
turé) y el GUS (Gesellschaft für Umweltplanning, 
Stuttgart) y con el patrocinio del BIBM (Bureau 
lntemational du Béton Manufacturé) y el CIB 
(Conseil Intemational du Batiment pour la recher­
che, l'étude et la documentation), se van a celebrar 
en Stuttgart (R.F.A.), durante los días 21, 22 y 
23 de febrero del próximo afio 1990, unas Joma­
das en las cuales se tratarán los siguientes temas: 

1.- Procesos de concepción/realización de las 
obras: Aportaciones de la coordinación dimensio­
nal. 

2.- Producción: Incidencia de la coordinación 
dimensional sobre el utillaje industrial. 

3.- Situación actual de la coordinación modu­
lar en la Comunidad Europea y a nivel internacio­
nal. 

4.- Procesos mformáticos CAO/gestión de 
obras/GPAO: Necesidad de la coordinación di­
mensional. 

5.- Ejemplos de realizaciones concretas: Bases 
de datos, coordinación, teletranscripción de datos, 
etc. 

6.- Perspectivas de exportación para las indus­
trias de la Comunidad. 

En estas Jornadas, en las que intervendrán dife-
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rentes expertos de la Comunidad Europea, se ex­
pondrá y discutirá la situación actual de la "Indus­
trialización abierta". 

La "Industrialización abierta" es una produc­
ción industrial de "Componentes" cuya compatibi­
lidad dimensional y tecnológica esté garantizada. 
Es la posibilidad de una armonización de los proce­
sos de concepción/realización de las construccio­
nes en la perspectiva del mercado comunitario de 
1993. 

Organización de las Jornadas 

-Se celebrarán una serie de Conferencias, segui­
das de coloquio entre los Conferenciantes y los 
participan tes. 

-Se expondrán ejemplos de realizaciones con­
cretas. 

-Habrá traducción simultánea de las Conferen­
cias, en inglés, francés y alemán. 

Los interesados en participar en estas Jornadas 
deberán dirigirse a: 

CERIB BP 59 
F-28232 EPERNON CEDEX (Francia). 
Tel.: 37 83 52 72. 
Telex: 782048. 
Fax: 37 83 67 39. 
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