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1. INTRODUCCION

La determinacion de la carga Gltima o de rotura de una estructura, constituye un pro-
blema importante que, en esencia, consiste en conocer su nivel de seguridad respecto al
colapso. Se¢ suele simplificar el problema, estudiando el comportamiento de la estructura
bajo la accidn de una combinacidén constante de cargas que se incrementan proporcional-
mente, mediante un factor (A), hasta alcanzar la ruina estructural para un valor A,. Se sue-
le suponer que, en la situacion de servicio, el factor A es la unidad.

El cdlculo eldstico implica, simplemente, la extrapolacidon de los resultados bajo las
cargas de servicio, de modo que se alcance la tensién de rotura en una seccidn de la estruc-
tura. Es bien conocido el hecho de que, en estructuras hiperestdticas, existe una redistri-
bucional tensional, que permite resistir valores mayores de las cargas que los predichos
por un cdlculo eldstico. La teoria pldstica puede ser utilizada con objeto de obtener, de
un modo simple, en entramados planos de edificacién [1], la carga de colapso cuando sus
elementos (barras) estan sometidos principalmente a esfuerzos de flexion. Sin embargo,
si las barras soportan importantes esfuerzos axiles (en particular de compresién), la inesta-
bilidad eldstica de la estructura puede ser determinante en el cdlculo de la carga ultima de
la misma. Se comprende la necesidad de utilizar un andlisis elasto-pldstico, en grandes mo-
vimientos, en una determinacién adecuada de la carga ultimz de una estructura. Existen
métodos aproximados que, a partir de los resultados de un cdlculo pldstico sin considerar
la inestabilidad, y de otros basados en la teoria de la inestabilidad eldstica, permiten deducir
¢l valor de A,.
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El objetivo de esta comunicacién consiste en presentar un modelo elastopldstico de
cdlculo de estructuras de entramado plano, las caracteristicas del programa de computador
y una comparacion entre los resultados obtenidos con este modelo y los deducidos median-
te procedimientos aproximados. El estudio realizado constituye una extension de [2] y su
finalidad ultima reside en la obtencion de unos criterios de proyecto que consideren la in-
fluencia de los errores de ejecucion en la carga ultima y, de esta forma, estimar de un modo
consistente los niveles de tolerancia admisibles en la construccion de una estructura, andlo-
gamente a como se ha considerado en [2]. Si bien la formulacién que sigue se dirige.de un
modo especifico a las estructuras metdlicas de edificacion, la extension al hormigén y otros
tipos estructurales es directa.

2. HIPOTESIS

Se considera el entramado plano compuesto de nudos y barras, que flectan en el plano
bajo cargas aplicadas en los nudos. Esta restriccion de la carga no es importante, ya que pue-
den agregarse nudos adicionales, a los ‘“naturales’ del entramado (*).

La unica hipétesis de cdlculo lineal que se considera ahora es la correspondiente a la li-
nealidad cinemadtica, es decir:

a) Las relaciones entre deformaciones y movimientos son lineales (pequefias deforma-
ciones).

Las otras dos hipdtesis de linealidad, no se mantienen ahora; por lo tanto:

b) La linealidad estdtica no se satisface; por lo que las ecuaciones de equilibrio deben
de plantearse en la geometria de la estructura deformada (grandes movimientos).

¢) La no linealidad del material se traduce en la existencia de relaciones funcionales
entre las tensiones (o esfuerzos) y las deformaciones, distintas de las lineales y eldsticas.

0(M) Fig. 1. Ecuacién constitutiva
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NOTA (*): La posibilidad de considerar directamente cargas sobre barras, puede estudiarse, como en el
andlisis lineal de estructuras de barras, mediante el cdlculo previo de la solucién de empotra-
miento total en todos los nudos (solucién inicial).



En este articulo, se considera una plasticidad del tipo indicado en la figura 1, que puc-
de ser adecuada, en una primera aproximacion, para la representacion del comportamiento
de vigas metalicas (*).

Se supone, por simplicidad, que el esfuerzo cortante no influye en la plastificacion.
Por otra parte, se admite que los maximos momentos se producen en los extremos de las
barras (nudos de la estructura). Se considera, asimismo, una plasticidad concentrada;es de-
cir, que la rotula se produce en una seccidn y no se propaga a las inmediatamente proximas
(zona de plastificacion).

Fig 2. Grados de libertad en una viga de entramado

Por ultimo, se considera la simplificacion de Navier, de la conservacion de las secciones
planas de la viga, y que la deformacidn por esfuerzo cortante es nula. Con estas simplifica-
ciones, el conocimiento de los movimientos, tangencial (u) y normal (v), a la directriz, y el
giro (6), son precisos para deducir el estado de deformacién de una viga. En particular, basta
obtener los movimientos (grados de libertad) unicamente en los extremos de la viga 1-2 (fi-
gura 2), puesto que en los restantes puntos interiores de la viga se deducen de la elastica.

Sean estos movimientos, en el extremo i, recogidos en un vector d;. (i = 1, 2). con:
d

xi

k k . .
La matriz de rigidez k = [_“ 'k‘”] relaciona las fuerzas y los movimientos en los gdl
H21 D22

de la barra, es decir:

P1 kn ki di
= * (l)

P2 ko ks, d.

NOTA (*): En el caso de vigas de hormigén, se puede considerar, aproximadamente, una poligonal, siendo
laley de descarga una recta paralela a la tangente en el origen.
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La expresion de la matriz de rigidez k, depende de las caracteristicas geométricas (lon-
gitud) y mecanicas de la seccion (area e inercia a flexion), del modulo de elasticidad del ma-
terial de laviga y de la ley de variacion de la seccion.

Antes de proceder al desarrollo teorico del calculo elasto- plastico en grandes movi-
mientos, es conveniente introducir el caso mas simple del analisis eldstico en grandes movi-
mientos.

3. CALCULO ELASTICO NO LINEAL

Si en la deduccion de la ecuacion (1) se considera la situacion final (deformada) de la
viga, y que las cargas p; no varianen magnitud ni direccion (cargas sin seguimientos), se ob-
tiene, segin [3], la expresion de la matriz de rigidez de la viga- columna recta. de seccion
constante, que se indica:

i .
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inercia de flexion de la seccion.

Para el caso P <O (traccion), se considera el valor absoluto; y las funciones trigono-
métricas circulares de las formulas (2) se convierten en hiperbolicas (Sh y Ch).

Evidentemente, se comprueba que si P= 0. se obtiene la matriz de rigidez lineal de la
viga, es decir. la que se considera en un analisis en pequefios movimientos. puesto que la in-
fluencia del axil en la flexion es nula, al no existir acciones segin la directriz de la barra.



Se comprueba que los coeficientes de la matriz de rigidez [2] son funciones del axil
P de la barra.

Utilizando técnicas matriciales de calculo de estructuras es posible obtener las ecuacio-
nes finales de equilibrio (método de los desplazamientos):

KD=P (3)
en donde:
[di | 0 |
d, P2
p=|%| yp=|®
| dn] v ]

contienen los movimientos y fuerzas. respectivamente. en todos los sucesivos gdl de la cs-
tructura completa, compuesta de N nudos.

K es la matriz de rigidez general de la estructura, que se deduce mediante suma directa
o booleana de las matrices de rigidez de cada barra. obtenidas segin las expresiones (2)
transformadas en ejes generales o de nudo: y se supone que se han introducido las condi-
ciones de sustentacion.

Se comprende que. en general. los elementos de la matriz K dependen de los axiles
existentes en las barras (*), que constituyen incognitas a determinar por lo que la ccuacion
(3) es no lineal y debe resolverse mediante procedimientos numéricos cspecificos. Una técni-
ca iterativa de resolucion de la ecuacion (3), que ha sido utilizada en (2). se resume en la fi-
gura 3. En ella se indica. con el subindice, NL, el cardcter no lineal (elementos funcién de
las incOgnitas d;) de una matriz o vector: y con L, el caso de coeficientes constantes.

El cdlculo elastico. no lineal, permite predecir la respuesta cn grandes movimientos
de la estructura, supuesto que el material se conserva dentro del régimen eldstico, es decir,
para un nivel de proporcionalidad de cargas definido por el parimetro A, se pueden calcu-
lar los movimientos en todos los nudos de la estructura y, a partir de ellos, los estucerzos en
los extremos de las distintas barras.

El colapso de la estructura se produce por inestabilidad eldstica. El valor de A, corres-
pondiente, se obtiene mediante sucesivos tanteos; ¢s decir, estudiando la respuesta no lineal,
eldstica, de la estructura, para los valores Ay, Ay + AX, Ao+ 2 A, ... hasta alcanzar una cs-
tructura inestable. Se reconoce la aparicion del fendmeno inestabilidad en una estructura,
por el hecho de que su matriz de rigidez total, K, es singular o, mds especificamente, su pri-
mer (imenor) autovalor es nulo. En la figura 4 se indica el diagrama de flujo l6gico de cste
cdlculo, y en €l se supone que la estructura, inicialmente (bajo cargas nulas), es estable; ¢s
decir, no constituye un mecanismo.

NOTA (*): Si existiesen cargas en una barra, la solucion inicial dependeria,asimismo, de los axiles actuan-
tes; y el vector de cargas, P. tendria elementos funcién de las incdgnitas.



40

Comienzo

Suponer un estado inicial de axiles (Ng),

generalmente nulos,‘PNL = pb;-}NL = EL

Resolver By = ENL d con ENL Y Py constantes
‘ 0

conocidas (independientes de d) funcibn de Ni

A Obtener los esfuerzos en todas las barras, en
particular los axiles N%

1 NO 0 - n! N z
Hacer ﬁ?7= Ny “Nl Niﬂ € S '
tolerancia
AP Al o
l ‘ Finalizar el c&lculo
AN

Fig. 3. Calculo no lineal elastico de la estructura. (El valor A es conocido).
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Fig. 4. Calculo de la carga critica. Inestabilidad elastica. (Valor de A a determinar; A es dato)




4. CALCULO NO LINEAL ELASTO - PLASTICO

El modelo eldstico anterior, no permite captar otras formas de fallo estructurales, dis-
tintas de la inestabilidad, en particular el colapso de la estructura por plastificacion de un

numero de secciones.

Es preciso, por lo tanto, ampliar el cdlculo anterior, de modo que in-

cluya la posibilidad de formaciéon de rétulas pldsticas. Un procedimiento se describe en
[4], y aquf se generaliza, con objeto de tener en cuenta un posible decrecimiento de la so-
brecarga (y cierres de rétulas), de acuerdo con las ideas que se exponen en el diagrama de
la figura 5. Se considera c¢n este cdlculo, ¢l entramado bajo las cargas que, en principio.
se incrementan proporcionalmente. La estructura se comportard eldsticamente hasta que
s¢ plastifique una seccién extremo de barra. Si la carga continua incrementindose, ¢sta
no podrd soportar ningiin momento flector adicional. Sin embargo, el parimetro A de car-
ga para el cual se produce esta primera rétula, no puede obtencrse dircctamente, puesto

.
:

lPr*ner a cero resultados finelesl [

AFa

B2

Calcular las estructuras E = En en reginen no lineal,
nivel de carvas i o Yoen esfuerzos procedentes de las
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célculo a los
anteriores

NO ] s1
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Fig. 5. Calculo no lineal elasto-plastico (A valor conocido)

41



que los estuerzos axiles modifican la rigidez de la estructura, de acuerdo con el apartado
3 antcrior. Se procede, entonces, mediante tanteos, suponiendo inicialmente un valor d¢
A obtenido sin reduccion de las rigideces de las barras; y con los nuevos valores de los
axiles se vuelven a actualizar los valores de las rigideces de las barras. Esta iteracion conti-
nha hasta que el valor del factor A varia, respecto a la estimacion del paso precedente, en una
cantidad insignificante. De este modo se obtiene el valor de A, que produce la primera ré-
tula y la posicion de ésta.

El resto de la carga se supone que actia sobre la estructura inicial, pero con una rétu-
la ¢n una seccidn, y que se comporta elasticamente. Por lo tanto, el procedimiento iterativo
anterior puede ser aplicado, con objeto de deducir el nuevo valor (incremento respecto de
Ay ) del pardmetro A, y la posicién de la segunda rotula. El proceso de cdlculo finaliza cuan-
do aparece incstabilidad en la estructura, o colapso, al convertirse en mecanismo, por la
aparicion de un namero excesivo de rotulas en toda o parte de la estructura. Ambas situa-
ciones se reconocen al comprobar la singularidad de la matriz de rigidez total de la estruc-
tura K. Es importante, desde un punto de vista numérico, separar las situaciones de apari-
¢ion simultanea de varias rotulas y de la posibilidad de cierres de rotula.  Esta Gltima si-
tuacion se identifica por aparecer un momento flector adicional, debido al incremento
de la carga para producir una nueva rotula, de signo contrario al existente. En este caso, la
rotula desaparcce, ya que la seccion se comporta eldasticamentc en descarga (figura 1): y de-
be de repetirse el analisis con la desaparicion de esta rotula.  Estas situaciones, que com-
plican la programacion, se reflejan en el diagrama de flujo légico de la figura 5. Conviene
observar que el tramo plastico horizontal se ha sustituido, en el cdlculo, por una recta de
pendiente inclinada un décimo del médulo de elasticidad inicial. De un modo andlogo a
como se ha procedido en ¢l apartado 3 anterior, es posible obtener la carga de colapso,
Au. dc una estructura, mediante la aplicacién reiterada del cdlculo precedente, a los suce-
sivos valores Ay, g + AN, Ay + 2 AN, ... hasta alcanzar el valor A=A,

Basado e¢n las anteriores ideas, se escribio un programa en FORTRAN para el com-
putador de los Departamentos de Estructuras de la E.T.S. de Ingenieros de Caminos. Cana-
les y Puertos de Santander, PDP-11, de 32 k palabras, de memoria central. Este programa
se aplicd a dos ejemplos sencillos, correspondientes a una ménsula bajo carga aislada en su
extremo libre (figura 6), y un pdrtico de un solo vano (figura 7). Los resultados obtenidos,
carga critica y movimiento horizontal de un nudo, se representan, asimismo, en estas figuras,
y s¢ comparan con los deducidos de otros andlisis menos refinados: (1) Lineal eldstico; (2)
Lincal pldstico: (3) No lineal elastico, y el aqui considerado, (4) No lineal elasto-pldstico.

Sin embargo, se observé que el programa asi desarrollado era ineficiente en las cerca-
nias de la situacién ultima, en donde se producian simultdneamente nuevas rétulas, o se ce-
rraban otras, obligando a un paso AN, muy pequeiio, y con problemas de estabilidad numé-
rica.

Con objeto de evitar la situacidn anterior, se procedié a la realizacién de un nuevo pro-
grama de computador, que tratase el andlisis elasto-pldstico en grandes movimientos,
mediante una técnica por incrementos de carga (no iterativa como la descrita). Es decir, se¢
procede como sigue: para A fijo, se divide este nivel en un conjunto N de intervalos, A\, de
modo que en cada uno de ellos se realiza un andlisis no lineal, con los axiles procedentes
del cdlculo del intervalo anterior de carga. Se comprueba la aparicion de rétula dentro del
intervalo de carga considerado, y se introduce en la estructura. Esta nueva estructura, sc
analiza en el nuevo cdlculo del siguiente intervalo, A\, de carga. De esta forma se simula ¢!
comportamiento del entramado, a medida que se incrementa monotdonicamente la carga. La
ficura 8 muestra un diagrama de flujo logico de este nuevo programa de computador, de-
nominado PLASTI, basado en la técnica incremental.
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Fig. 8. Calculo no lineal elasto-plastico (Método incremental )

La deduccion de la carga ultima de colapso, A, no implica modificacidon alguna del
método anterior, simplemente que ahora el nimero N no esta definido, y s¢ adopta a prio-
ri un valor de AN, de acuerdo con ¢l grado de aproximacion requerido por el resultado final
de A, . Mediante esta técnica de incrementos de la carga. se reduce de un modo notable el es-
fuerzo computacional por lo que se ha adoptado el programa de computador basado en ella,
para la evaluacién de los resultados de los siguientes ejemplos.

5. EJEMPLOS DE APLICACION

Se estudia, en primer lugar, un entramado de dos pisos, analizado por Horne [5]. Las
dimensiones y las cargas de esta estructura, se muestran en la figura 9. El modulo de elasti-
cidad es: E =2 - 10% tm~2, y la tension de plastificacion es: 0, =24" 103 tm~2. No sc
considera la influencia del esfuerzo axil en la plastificacion y la esbeltez de todas las vigas
¢s L/r = 100. Se supone que para A = 10 se produce el colapso rigido-pldstico de la estruc-
tura. Los resultados correspondientes al movimiento horizontal del dintel superior, se re-
presentan c¢n la figura 10, en donde se comprueba la adecuada coincidencia con la solucion
obtenida en [5]. La carga critica de pandeo elasto-plastico, se produce al alcanzar la tercera
rotula, para el valor A, =0,7778.
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Fig. 10. Curva carga flecha en el portico de dos alturas

Por ultimo, un pdértico a dos aguas de la serie experimentada por Majid (6), se analiza
mediante el programa de computador. Las caracteristicas de la estructura se indican en la
figura 11. La curva, carga P actuante-flecha vertical en cumbrera, se muestra en la figura 12,
en donde se puede comprobar la concordancia con los resultados experimentales. No se han

considerado en el cdlculo el efecto de la carga axil en el valor del momento de plastificacion.

45



Mp : 1381 Kg.cm

El = 100,550 Kg/cm?
e

,%.
y-g’”
}

Al

e resen ot o]

Fig. 11. Portico a dos aguas

cotas en cm.

-3

ROTULA FORMADA EN 1 ¥ 2 ——e

CARGA p (Xg)

ROTULA VISIBLE EN 1Y 2

3

EXPERIMENTAL

PROGRAMA
PLASTI®

] 1 1.8
Desesnse verticsl ¢ la cumbrera (cm)

Fig. 12. Curva carga-flecha en el portico a dos aguas

6. EXTENSIONES DEL PROGRAMA

La técnica incremental descrita, permite analizar sin dificultad la influencia de cambio
de las cargas, segin una ley programada, que puede incluir la simulacién del dafio debido al
cfecto ciclico de las acciones. La extension a otros tipos de ecuaciones constitutivas, distin-
tas de la lineal, no presenta, cvidentemente, ninguna complicacion especial; por lo que ¢l
programa de cdlculo, cs aplicable, en principio, a estructuras de hormigén, mediante la ade-
cuacion de las relaciones momento-curvatura en las secciones correspondientes.

Se han introducido otras condiciones de colapso, adicionales de las dos anteriormente
citadas (inestabilidad y conversidon en mecanismo por aparicién de rétulas plasticas). En
cfecto, se han considerado unos valores limites admisibles de movimientos, por condicio-
nes de funcionalidad, asi como unos limites superiores de la ductilidad en las distintas sec-
ciones plastificadas, como indicativas de la ruina de la estructura. Actualmentc, este pro-
grama de cdlculo se estd utilizando en la evaluacion de la influencia de los errores de ejecu-

o

cidn, en la carga de colapso de la estructura,

La técnica de andlisis que se lleva a cabo, corresponde a la descrita en la referencia [2].
Sc supone que la carga ultima, (A,) en la estructura ideal (sin imperfecciones) es funcion
de las caracteristicas geométricas y elastomecdnicas (0); es decir:

>\u = d/l(e)
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En el caso de una estructural real, con imperfecciones, se puede escribir:

A\.\ = ‘IJQ (6) X1, X2, o0y Xn)

sicndo x; variables aleatorias que definen las imperfecciones consideradas. Por lo tanto,
en una estructura real, A, es una variable aleatoria, cuya distribucion de probabilidad
depende de las distribuciones de probabilidad de las distintas x;. Dada la complejidad
de la funcidn y¥,, se recurre en el estudio a una experimentaciéon numérica, tipo simu-
lacion de Montecarlo.

7. CONCLUSIONES

El programa de cadlculo elasto-pldstico, de grandes movimientos, de estructuras de

entramado plano, conduce a resultados aceptables, en comparaciéon con los obtenidos
mediante otros métodos numéricos y experimentales. Su utilizacion sistemdtica permi-
tird evaluar la influencia de las imperfecciones de la carga dltima de una estructura.
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