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Resumen. Interacciones no lineales de ondas de Alfvén existen tanto para plasmas en €l espacio como
en laboratorios En ingeniena aeroespacial amarras electrodinamucas espaciales (“tethers”) generan
enusion de ondas de Alfven en estructuras denominadas “Alas de Alfven” La ecuacion Denvada no
hneal de Schrodmger (DNLS) posee la capacidad de describir la propagacion de ondas de Alfven de
amphtud fimta circularmente polarizadas tanto para plasmas frios como cahentes En esta
investigacton, dicha ecuacion es solucionada numericamente por medio de lecnicas espectrales para
las derivadas espaciales y un esquema de Runge-Kutta de 4" orden para evaluar el avance en el
tiempo Se considera Ja ecuacion DNLS sin efectos difusivos, sin embargo se mantienen el termino no
lineal y el dispersivo Se ha trabajado con dos condiciones 1mciales 1 —~ Una onda, 2 - Tres ondas
cerca de resonancia (k; — k» + k), la primera onda (correspondiente a ;) esta excitada y las otras dos
amortiguadas En el caso de una umica onda los resultados numernicos verifican las condiciones
analiticas de estabilidad modular, ademas se ha encontrado que el tiempo en el que se produce la
nestabilidad y la forma en que evoluciona el sistema depende, para un mismo numero de onda, de la
amplitud 1meial Con tres ondas se realiza un estudio numerico tanto para plasmas frios como calientes
encontrandose que aparece redistnibucion de energia en un gran numero de nodos tanto para ondas
polarizadas hacia la 1zquierda como hacia la derecha
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1 INTRODUCCION

La interaccion de una amarra espacial conductora con la tonosfera y con el campo
magnetico terrestre posee distintas aplicaciones entre las que cabe destacar la produccion de
potencia electrica v la obtencion de una fuerza de empuje Ademas, una amarra s
aislamiento electrico y sin corriente en sus extremos, podria servir como fuente generadora de
electrones dando lugar a auroras artificiales (Sanmartin et al , 2006) Independientemente de
estas y otras aplicaciones, una amarra espacial electrodinamica, es una herramienta util como
fuente de excitacion de ondas electromagneticas (Dobrowolny and Melchioni, 1993 y Drell et
al, 1965) Las ondas de Alfven generadas por un cuerpo conductor en el seno de un plasma
fueron predichas por Drell et al, (1965) y fueron observadas por primera vez en la
magnetosfera de Jupiter (Acuna and Ness, 1981) El satelite lo, en su movimiento alrededor
de Juputer, era el responsable de la generacion de tales ondas y las observaciones confirmaron
la existencia de Alas de Alfven ligadas al satelite

La estructura del campo electromagnetico o de las Alas de Alfven que se generan cuando
una amarra espacial se mueve sumergida en un plasma es posible abordarla diferenciando
aquellas regiones cercanas al cuerpo (campo proximo) de las alejadas (campo lejano) Para
una amarra espacial electrodinamica el campo lejano se puede estudiar mediante un analisis
lineal (Sanmartin and Estes, 1997) En las proximidades de la amarra (campo proximo)
tienen lugar una serie de fenomenos que obligan a realizar un analisis mas detallado ya que se
espera que las ondas tengan mayor intensidad y que los efectos no lmneales cobren
importancia En estas circunstancias, una alternativa para analizar la evolucion de los campos
es por medio de la ecuacion “Denvative Non-limear Schrodinger Equation - DNLS” que
describe la propagacion paralela o casi paralela de ondas de Alfven circularmente polarizadas
(Rogister, 1971) Esta ecuacion ha tenido exato en la comprension de la propagacion de ondas
Alfven debido a que distintas simulaciones numericas y observactones en el entorno espacial,
han podido ser explicadas como soluciones de la DNLS

Las ondas de Alfven son un rasgo caractenstico en plasmas magnetizados Se han
observado ondas de Alfven de larga amplitud acompafiando al viento solar (Smuth, et af
1995), ademas sc¢ cree que son responsables del calentamiento turbulento de las coronas
estelares (Pettini et al , 1985), de emisiones de radio coherentes (Lakhina and Buti, 1988) y de
fenomenos relacionados con la generacion de viento estelar y de chorros extragalacticos
(Jatenco-Pereira, 1995) Tambien se tiene constancia de la existencia de pulsos magneticos
solitarios en el entorno de los cometas (Tsurutam et al, 1990) y de fenomenos de
mtermitencia turbulenta (Marsch and Liu, 1993 y Bruno et al , 2001)

2 ECUACION DNLS

La ecuacion DNLS descnibe la propagacion paralela o casi paralela a un campo magnetico
no perturbado de ondas de Alfven de amphtud fimita circularmente polanizadas Dicha
ecuacton puede ser obtenida desde las ecuaciones de la magnetogasdmamica considerando
plasma neutro, compuesto por dos flurdos, despreciando la nercia de log electrones y la
corriente de desplazamiento (Mjolhus, 1976) o desde la ecuaciones magnetogasdinamicas
mcluyendo el efecto Hall (Passot and Sulem, 2003)

Si el campo magnetico sin perturbar By posee la direccion del eje z y el sistema de
referencia se mueve con veloctdad de Alfven, la DNLS puede ser eapresada
adimenstonalmente de la siguiente forma (Rogster, 1971, Mjolhus, 1976, Passot and Sulem,
2003)
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donde ¢, 1, z representan variables y campos en forma adimensional
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. es la frecuencia de ciclotron idnica, ¥, es la velocidad de Alfvén. El signo superior en el
término dispersivo de la Ec.(1) corresponde a ondas polarizadas a la izquierda (LH), mientras
que el inferior a ondas polarizadas a la derecha (RH) propagéandose en la direccion del gje z.

El signo del térmmo no lineal solamente puede ser negativo para plasmas calientes
considerando que se satisfaga la relacion:

,B:cSZ/VaZ> 1,

siendo ¢, la velocidad del sonido (Mjolhus and Hada, 1997).

La ecuacién DNLS pertenece a la llamada teoria de solitones y engloba a las ecuaciones
“Korteweg-de Vries — KdV”, “Modified Korteweg-de Vries — MKdV” y “Non-linear
Schrodinger Equation — NLS” como casos limites. Una caracteristica destacable de la DNLS
es que se conoce una cantidad abundante de soluciones exactas (Belashov and Vladimirov,
2005). Dicha ecuacién ha sido estudiada mediante tres técnicas alternativas: busqueda de
soluciones exactas (Mjolhus and Hada, 1997), integracién numérica (Splanger et al., 1985;
Dawson and Fontan, 1988) y reduccién a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Este ultima esquema de calculo se ha llevado a cabo de dos maneras distintas: suponiendo
ondas viajeras estacionarias (Hada et al., 1990) y mediante un niimero finito de modos
(Sanmartin et al., 2004, Elaskar et al., 2006, Sanchez-Arriaga et al., 2007).

3 SOLUCION MEDIANTE TECNICAS ESPECTRALES

Para realizar la simulacion numérica de la ecuacion DNLS, se considera métodos
espectrales para evaluar las derivadas espaciales y el esquema de Runge-Kutta de 4 orden
para avanzar en el tiempo.

En todas las simulaciones, las soluciones de la Ec.(1), deben satisfacer condiciones de
contorno periddicas:

#(z,t) = g(z+L,1) @)

donde “L” es la longitud del dominio de integracion.
El operador Transformada de Fourier “F” se define de la siguiente forma:

300 =Flga0]= [ gioe™*d(z) @
y su inversa:
#09=F[p0= - [ 409400 ©)

En virtud de la definicién dada en Ecs.(4) y (5), las derivadas en funcién de la coordenada
espacial z satisfacen la siguiente relacion:

F[a"”’J=(ik)"F[¢<z>] ©
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Por medio del uso de las Ecs (1, 3, 4, 5 y 6) se obtiene
o - _ 2
%_r o Flga] - 0 Bl go e (12 g %
Para llevar adelante la discretizacion espacial de la Ec (7) se implementa la Transformada

de Fourter Discreta (DFT), la cual puede ser calculada por medio de la Transformada Rapida
de Fourier (Trefethen, 2005) La Transformada de Fourier Discreta esta dada por
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Considerando las Ecs (8 y 9), las componentes real ¢ imagmana de la Ec (7) resultan en

(%) -rbs@l, ) 0=l
(2] -rbe@aenbl b-reie.)

La utilizacion de esta tecnica unplica requerimientos de periodicidad para la solucion En
muchas situaciones para la DNLS el fenomeno de mteres no esta influenciado por lo que
sucede en los contornos y simulaciones numencas con condiciones de borde pertodicas han
probado ser una buena opcion (Belashov and Vladimiroy, 2005)

Durante la simulacion el espacio fisico es discreto y cerrado, lo que 1mplica que el espacto
de Founer tambien sera cerrado y discreto El espacio fisico es subdividido en N puntos

x e(-L2+h,-L2+2h, ,L2-h,L/2)

siendo “h” la distancia que separa dos puntos consecutivos y “L” la distancia del dominio de
mtegracion del espacio fisico Por lo tanto el espacio de Fourer resulta

k €(-N2+h,-N/2+2h, ,N/2-h,N/2)

Para todas las integraciones numericas llevadas a cabo para este articulo se ha considerado
L=64 y N=64,128y256

4 RESULTADOS NUMERICOS

Con la finalidad de evaluar la capacidad del esquema numenco exphcitado previamente se
presentan en esta seccion resultados de simulaciones realizadas en la Ec (1) utihizando dos
condiciones niciales distmtas 1 - una onda, 2 - tres ondas cerca de resonancia (k; = k2 + k3),
la pnimera onda (correspondiente a ;) esta excitada y las otras dos amortiguadas Se realiza
un estudio numerico tanto para plasmas frios como calientes Tambien se lleva a cabo un
analisis sobre la sensibilidad el numero de puntos utilizado en la discretizacion espacial



4.1 Una onda
Todas las simulaciones fueron realizadas para ondas polarizadas a la izquierda y se
considerd como condicion inicial una onda de la siguiente forma:

#(2,0)= gy = A e = A [cos(kyz) +i sin(kyz)] (10)

La onda inicial dada por Ec.(10), satisface la restriccién de periodicidad establecida en
Ec.(3). En estas condiciones se dice que ¢ es una funcién L-periddica, es decir verifica que
$z+L)= 4. ‘

Con la finalidad de reducir el niimero de parametros de control se ha considerado que el
vector de onda es constante en todas las simulaciones (ko = 1.08) y se ha utilizado distintos
valores para la amplitud inicial satisfaciendo 0.1<A(<2:

Ap=0.1-0.13-0.14-015-02-04-06-08-1.0-12-14-145-146-1.7-2.0

Con esta investigacion se pretende establecer numéricamente caracteristicas de la
evolucién de la onda cuando es inestable. Para tal fin es necesario establecer criterios de
estabilidad modular de la DNLS cuando se tiene condiciones periédicas de contorno.

Para analizar la modulacion de un tren de ondas de amplitud constante seguimos el

desarrollo presentado por (Fla, 1992). Se considera que la solucién base (A ei(k"z“")) es
perturbada levemente:
Hzt)=Ac D lrez))  w=A%,-k2 (1)

Donde la funcién perturbacion & y la funcion base ¢ son complejas y L-periddicas sobre el
intervalo [-0.5L , 0.5L]. Ademds se verifica que [eiz << 1y la amplitud A es un niimero

real.
Se acepta que la funcion perturbacion de la amplitud, &(z,t), puede ser expandida en serie
de Fourier:

&(z,t)= f @@ e (0=, (0) e (12)

n=—ow

Los nameros de onda estan dados por z#, =2 mn /L, siendo n niimeros enteros. Introduciendo
las Ecs.(11) y (12) en la DNLS se obtiene que:

Ay =i2(82 ko) y [ ko ~ AT (1, ] (3)
La Ec.(13) muestra que la onda de amplitud constante es inestable para
2kg<A?  (14)

y marginalmente estable para

2ko > A2 15)

En las simulaciones numéricas con ko =1.08 se tendra inestabilidad modular para valores de
la amplitud que verifiquen A < 1.469.



Los resultados numéricos satisfacen la relaciones (14) y (15) tal como lo muestra la Tabla
1. Dicha tabla posee dos columnas, la de izquierda da el valor inicial de la amplitud de la onda
y la columna derecha expresa el tiempo para el cual la onda deja de ser estable.

Amplitud | Tiempo inestabilidad
0.08 4224
0.1 2520
0.13 1674
0.14 1554
0.15 1360
0.2 640
0.4 168
0.6 84
0.8 57
1 47
1.2 51
14 134
1.45 430
1.46 840
1.7 sin inestabilidad
2 sin inestabilidad

Tabla 1. Tiempo en el que se produce la inestabilidad para diferentes amplitudes de la onda.

De la tabla se destaca que el intervalo de tiempo necesario para que la onda pierda su
estabilidad no es constante y depende del valor que posee la amplitud inicial. También es
importante observar que si se extrapola para valores muy pequefios de la amplitud (A < 0.05)
el tiempo necesario para que aparezca inestabilidad se hace muy grande, esto ha sido
confirmado con A = 0.04 que para un tiempo igual a 5000 no se alcanzd inestabilidad
considerando un intervalo de avance en el tiempo igual a 0.005. Tampoco se hallo
inestabilidad y la onda permanecio inalterada durante toda la integracion cuando se utilizé un
paso de tiempo igual 0.01 y el tiempo méaximo de integracion fue de 15000.

Otro aspecto que es estudiado en este trabajo corresponde a las caracteristicas de evolucion
de la onda inestable para tiempos superiores al necesario para perder su estabilidad. De las
Ecs.(12, 13 y 14) se obtiene que la amplitud de la perturbacion crecera en forma exponencial
si el sistema es inestable. Con la finalidad de corroborar dicho comportamiento se analizan
dos casos que se consideran representativos: A = 0.1y 0.4.

Se define el pardmetro Ey, con la finalidad de evaluar la transferencia y evolucion de la
energia entre la onda inicial y otros modos:

Ew= _.Ij‘!Nm|
]
j=1
N es el nimero total de modos utilizados en la simulacion, JJ es la transformada de Fourier

Discreta del campo magnético y el subindice j indica el nimero de onda.



En la Figura 1 se muestra la variacion del cociente entre la energia transportada por la onda
la inicial y la energia total del sistema considerando A =01 Se observa que se produce una
evolucion cuasi-periodica de transferencia de energia El mtervalo de tiempo entre pico y pico
disminuye lentamente al avanzar el tiempo, el primer pico aparece a t; = 3300, el segundo a t,
= 5100, el tercero a t; = 6840 y el cuarto a ty = 8560 En la Figura 2 se indica la energia de la
transformada de Founer para tres tiempos distintos De esta grafica se destaca claramente que
la energa es transfenida fundamentalmente entre la onda orniginal o madre y dos ondas hyas
Los vectores onda de la onda madre y las dos ondas hyas verifican la relacion 2ko = k; +k,
Es importante destacar que para A =008, 0 13, 0 133, 0 134 y 0 1345 se obtienen resultados
cualitativamente sumilares a los alcanzados para A =01

0 2000 4000 6000 8000 10000
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Figura I Evolucion de la energia de la onda inicial en funcion del iempo A — 0 1
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Figura 2. Energia de la transformada de Fourier. A = 0.1

Para A = 0.4 la situacion es diferente encontrandose que luego de un cierto intervalo de
tiempo, sustancialmente menor que para A = 0.1, la onda original pierde energia cediéndola a
otras ondas. Este proceso de transferencia de energia evoluciona en el tiempo en forma
irregular. La Figura 3 indica la variacion del cociente entre la energia transportada por la onda
la inicial y la energia total. Se destaca que hasta un tiempo igual a 168 la inica onda existente
es la inicial, pero desde alli aparecen otras ondas en las cuales se distribuye la energia.

Eko
0.8

0.6 4

0.4

0.2

0 : ,
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Figura 3. Evolucién de la energia de la onda inicial en funcién del tiempo. A = 0.4.



Con la finalidad de observar mejor a que se debe la disminucién de la energia de la onda
inicial, en la Figura 4 se muestra la energia de la transformada de Fourier para tres tiempos
distintos, se observa que el espectro de ondas se ha incrementado sustancialmente con
respecto a su configuracion original.

120
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100 —-Tiempo = 218
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Figura 4. Energia de la Transformada de Fourier. A = 0.4

Para A = 0.8, 1.0, 1.2, 1.4, 1.45 y 1.46 se obtienen resultados cualitativamente similares a
los alcanzados para A = 0.4. Sin embargo, a medida que el modulo de la onda original se
incrementa dicha onda posee una menor cantidad de energia luego de perder su estabilidad.

Del andlisis de estos ejemplos queda claro que la forma en que se distribuye la energia de
la onda inicial y el tiempo de inestabilidad dependen del valor de la amplitud (considerando
ko constante). Las Ecs.(12, 13, 14 y 15)-son {tiles para determinar el rango de inestabilidad
modular de la onda original, pero no expresan por si mismas el momento en que se producird
la inestabilidad ni el comportamiento evolutivo de la misma.

4.1 Tres ondas

De los resultados previos se puede inferir la importancia en la transferencia de energia
cuando existen de tres ondas actuando en forma simultanea (ver Figuras 1 y 2). En esta
seccién se presentan resultados de las integraciones numéricas de la DNLS considerando
como condicién inicial a tres ondas monocromaticas:

i=3 .
Hz0)=dy=Y AjeS% A= [kGM; (16)

=1

Las amplitudes quedan definidas mediante:

1_
My=qm;  Mg3=—_im 17)



Donde m muestra la cantidad de energia ingresada en el sistema y q 1ndica como se
distribuye la energia entre las tres ondas Al 1gual que en la seccion previa los numeros de
onda se definen como k=2 mn/L Se destaca desde las Ecs (16) y (17) que ¢(z,0) es una
funcion compleja L-pertodica satisfaciendo la restriccion impuesta por Ec (3)

En forma similar a lo hecho en la seccion previa y para cuantificar la transferencia y
evolucion de la energia entre las ondas se define el siguiente parametro

e, BB
2l
1

N es el numero total de modos utilizados en la simulacion, E es la transformada de Fourier

Discreta del campo magnetico y el subindice j ndica el numero de onda E,, indica cuanta
energia hay en los tres modos resonantes con respecto a la energa total del sistema S1 Ey, es
proximo a 1 expresa que la energia esta fundamentalmente almacenada en los tres nodos
resonantes, por el contrario cuando E,, es bajo la energia se encuentra fundamentalmente en
otros modos En los casos en que E =1 los modelos de truncamiento a tres ondas
describirian con mayor exito la dinamica no lmeal de la DNLS (Sanmartin, et al, 2004,
Elaskar et al , 2006, Sanchez-Arnaga et al , 2007)

Se han considerado distintos valores de energia del sistema (m) y tambien diferentes
formas de distnibucion (q) tanto para ondas polarizadas a 1zquierda y derecha como para
plasmas frios y calientes

Para ondas polarizadas a la 1zquierda y a la derecha se realizo en primer lugar un estudio
de la influencia del numero total de modos, se trabajo con N = 64, 128 y 256 En la Figuras 5
y 6 esta graficado la evolucion del parametro Er, en funcion del iempo para ondas polarizadas
a derecha e 1zquierda respectivamente En ambas figuras se ha considerado que el signo del
termmo dispersivo en la DNLS es positivo es decir que corresponde a plasmas frios y/o
calientes con # <1 De las graficas se destaca que los resultados con N = 64 no cownciden con
aquellos hallados para N = 128 y 256, por tal motivo se utiliza en el resto de las simulaciones
N=256

La Figura 7 muestra como vara la energ:a en las tres ondas resonantes a medida que el
sistema avanza en el tiempo para ondas polanzadas a la 1zquierda y signo positivo en el
termino dispersivo considerando tres niveles de energia diferentes, m = 01, 03 y 05 Se
destaca que a medida que la energia aumenta el sistema de tres ondas se desestabiliza mas
rapidamente Sin embargo se considera necesario realizar un estudio de sensibilidad mas
completo en virtud de los resultados hallados cuando se considera como condicion inicial una
onda (ver Tabla 1)

En la Figura 8 esta graficado la vanacion de la energia existente en las tres ondas
resonantes a medida que el sistema avanza en el tiempo para ondas polarizadas a la 1zquierda
y signo positivo en el termino dispersivo considerando dos formas distintas de distribucion
micial de energla, q =0 1y 09 Laenergia del sistema es en ambas simulaciones m = 0 1
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Figura 5. Sensibilidad al nimero total de modos. Ondas polarizadas a derecha.
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Figura 6. Sensibilidad al niimero total de modos. Ondas polarizadas a izquierda.
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Figura 9. Distribucién de energia.m = 0.1y g = 0.9.

De la Figura 8, se observa que la evolucion de la distribucion de energia es fuertemente
influenciada por la condicién inicial. Ademas, a medida que la energia inicial estd mds
concentrada en la onda madre, los tres modos resonantes acaparan un mayor porcentaje de
energia que el resto de los modos.

La Figura 9 indica como se modifica la energia de cada una de las tres ondas para m = 0.1
y q = 0.9. En este caso la onda madre es la que transporta mayor energia durante todo el
proceso, este comportamiento no se mantiene para q = 0.1y 0.5.

En la Figura 10 se muestra una comparacion de los que sucede para ondas polarizadas a
izquierda y derecha considerando que el signo del término dispersivo es positivo y con m =
0.1y g=0.9. La onda con polarizacién izquierda es modularmente inestable mientras que la
onda polarizada a la derecha presenta una evolucion estable.

Si el plasma es caliente con A > 1 las ondas polarizadas a la derecha presentan
inestabilidad modular como puede observarse en la Figura 11. Sin embargo el rango de
validez de aplicacién de la Ec.(1) considerando plasmas calientes y £ > 1 es reducido
(Mjolhus and Hada, 1997).
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7 CONCLUSIONES

En este articulo la ecuacion DNLS sin efectos difusivos ha sido solucionada
numéricamente por medio de técnicas espectrales para calcular las derivadas espaciales y un
esquema de Runge-Kutta de 4 orden para evaluar el avance en el tiempo. Se han realizado
dos analisis en funcién de la cantidad de ondas existentes como condicién inicial: 1 — Una
onda, 2 - Tres ondas cerca de resonancia (k; = k; + k3), la primera onda (correspondiente a k;)
esta excitada y las otras dos amortiguadas.

En el estudio de una iinica onda los resultados numéricos han sido comparados con las
condiciones analiticas de estabilidad modular. Las simulaciones numéricas ha satisfecho
correctamente el rango de inestabilidad dado por el célculo tedrico. Pero ademas se ha
encontrado que el tiempo en el que se produce la inestabilidad y la forma en que evoluciona
el sistema depende en forma no lineal, para un mismo namero de onda, de la amplitud inicial.
Se encontré que en varias simulaciones la inestabilidad de la onda inicial da origen a un
intercambio de energia entre tres ondas: la original y dos ondas hijas que satisfacen la relacién
ki =kz + ks.

Durante el estudio de tres ondas como condicion inicial se realizO una seric de
simulaciones numéricas tanto para plasmas frios como calientes encontrandose que aparece
redistribucion de energia en un gran nimero de nodos tanto para ondas polarizadas hacia la
izquierda como hacia la derecha. Sin embargo la evolucion del sistema esta fuertemente
influenciada de la cantidad de energia que posee y de la distribucién de energia entre las tres
ondas iniciales. Finalmente se destaca que se ha encontrado inestabilidad modular para ondas
polarizadas a la derecha cuando se considera plasmas calientes y > 1.
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