APENDICE

LA TRANSFORMACION DE FOURIER

- Por ENRIQUE ALARCON

LA TRANSFORMACION DE FOURIER

El espacio L, de funciones de cuadrado integrable admite
varios sistemas completos y ortogonales®de funciones, tales que
si {¢;} es uno de ellos

VfELQ;f= 3 ci¢‘.
. ;
Como el producto escalar en L, se define segun
f/(x) g(x)d !

(e es la medida del espacio), los coeficientes se obtienen fécilmexl
te

I[(x)(ﬁi{x)du»:fz ¢ (qS,j, b;)dp= cif¢,‘-2d#=;,- He; 112
con lo que '

¢ = ff(x) é,(x) du
Il ;112

que son llamados coeficientes de Fourier.

. Para nosotros el sistema mas interesante es el trigonome-

trico, C

En el espacio Lz (-m n) de las funciones de cuadrado in-

tegrable en el segmento (- 7) un sistema completo, ortogonal

y normal es ,
cos' nx sen nx

P P

*Un sistema es ortogonal cuando el producto escalar de dos
~ elementos es nulo (¢,.$g/)=0 para e#B8, y completo cuando el
menor subespacio cerrado que lo contiene es el propio ‘L.

(n=1,2,...)
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De acuerdo con la terminologia habitual el desarrollo en

serie de Fourier es

a oo
0 .
+ X a cosnx+b senncx
n n
2 n=1
y como
Hé,[1“=2n
fl o, 1l
tendriamos
w
%o 1
= f(x)dx
2 2w
-
7
1
@ =-— f{x)cosnxdx

-
T

f(x)sennxdx

-

Como en un sistema ortogonal cerrado completo se cumple

la igualdad de Parseval

en nuestro caso - .
a
° 2
fé(x)dx

o0
+ % af+bf=

2

Si en lugar del intervalo [-=, 7], f:) esta definida en el in-

tervalo[-7/2,1/2]|bastahacer = 2/2*  paratener [,7/2%* en
n - L

segmento [-n,7l ¥y

TT/2
1 amt p
a,6 = —— (t) cos ———— di
» T/2¢ f ‘T/2
-T/2
T /2
1 I nwt d
b =— t) sen ————— dt
n .
T/2 ~1/2 T/2

el

Un aspecto interesante es la forma compleja de la serie,




Como

inx ~inx
nx _ .

e
senn x =
32
einx+ e —inx . L
cosn X = —————— (Férmulas de Juan Bernouilli)
2
a, a, e in%x 4 o =inx e inx _ o —inx
+Eancosnx+bnsennx= +2an + b,
2 ) 2 2 2
%o 1 o , : . o0 .
= +—— X e™(a ~iby )+ e (a, +iby)=lc,+ T ¢, en¥
2 2 n=1 n=-cc

lo que exige

%o
c =
4
2
a, =i bn
€, = —e
2
a, +ib,
c_=
-n
2

La expresion de los coeficientes se obtiene también de mo-

~do directo. o ’
Si f(x)= 2 ¢ einx
Multiplicando por  e-imz - e integrando y como
. m: Vo4 ) ‘ - 7
I=f einxe~imxy [ ifn-m)x gy _ ell(n—m)x
- -7 ifn-m) —
Simém
1 . : ' ;
I = ifn-m)m_=i(n-m)m_ €.i _
T Le ) &5 Cnomy) m(romim=0
Sim=m

-
l=fdx=2ﬂ
-



con lo que

L K
fe°imxf(x)dx=/e‘imxzcnei’”‘dx=2ncm
-1 -

w oo
. /f(x)e“"“dx fa(= I o, eft*
-

m 27

que es validopara m=0, +1, +2,..
Recordando

T/2x
b= —=

tambien

o0
f()= Z ¢, el = X ¢ e,
—00 —00

T/2 . T/2 .
1 ima " 1 imﬂt
e, = t)e 7 dt = (t)e ™ - dt
m 2"/”) 1 ; Y [f ]
=T/2 -T/2

Considerando '2: como T (perido).

. vT/2
00 imn2 1 . 2nmt
fe)= T cpe TN ep=—x— | (e TX &

Una interesante representacion del desarrollo se obtiene
llevando en abscisas los valores de » (o los valores de 27" )

. T
y en coordenadas los de ¢,. Es decir, podemos pensar en ¢, co-
mo funcidén de » (o de
2nn 2mwn
B .« @ =
T T

corresponde a un armonico de longitud de onda 7/x, ;
Obtenemos as{ el espectro de f (i, que esdiscreto, (Obser~
vese que mientras la unidad de f(;) es +, la de o es :~!,

PARES DE FOURIER

Hagamos A-

‘ T/2 ,
R x 1 . 2mm 2nn
f(t)-'Tl:: z [T[f(f)c°' - fdf] el 1

-r/2




En el egpectro
- Aow=

T

de modo que, cuando T -~ Aw-0, es decir, las ordenadas del
espectro tienden a agruparse (y viceversa).
Veamos tres ejemplos:

Fix) uik)
05
Wi=1 ' - ! T
S0 afk)
WNONnAnOnnT !
“") A=04
?if(x) :;a(k)
| T T :
§' — i : ® d‘llljvk' v
(cia=35

Este hecho es del mayor interés, pues permite representar
una funcion no periédica, por otra periddica correspondiente
caso A=, , con un espectro continuo.

Volviendo al comienzo del parrafo.

7/2
f(t)=lim 3 elwt lzm /f(,f;e-"mfdf

—»00 L4
T -T/2
En el limite la suma se sustituye por una integral sobre do y

1 l(old .
€ ™ —-iwé
277f //(f)e “

donde el orden de integracién debe preservarse para evitar incon-
sistencias,

Llamaremos par de Fourier a F(ow) y f(¢)

al

f(t)=

donde
6



a ~ oo oo -
Flw)=] ft€)e —iwf df=[ f(1) e @8 dr

-~00

1 %0 o *
f(t)=-———-[ Flo)e'®t do
2w

A parte de otras diferencias observese que laprimeraecua
cién es algo establecido por definicidén mientras que la segunda es
. .7 Py .
la afirmacion de una igualdad.

TRANSFORMACION DE FOURIER

F(m)J fre)e—iot g

-0

establece una correspondencia entre toda la funcién f absolutamen
te integrable y otra r definida en toda la recta numérica.
F (o) recibe el nombre de transformacidénde Fourier de la

funcion inicial, T
Por otro lado -
! f Flo)ei®tdg
2n —00
se llama formula de inversidn.
Como F (0) €s compleja

La expresion

f(t)=

Flo)= Flo) e i) % F (w) es el espectro de magnitud de f(t)

: ¢ (w) el espectro de fase de f(¢)

De la propia definicién se deduce
Slafrebfoml=aSli+ bS[1y ]

Propiedades: Si se admite que f(:) y sus derivadas se anulan €én + ~

* Para que las igualdades sean validas se demuestra que /.
ademas de ser integrable, debe verificar la condicidén de Dini, es
decir, la existencia de la integral 5
f flzx+e)=f(x)

& ¢
para un = fijo y para algun valor de §>,o .

dt




1) o0

/fn(z)é‘i&)tdt=f(t)e°ia.)l +i(‘)‘/‘f(t)e°iwtdt

bad -00

ES decir St/ (i=iwF (o)
y sucesivamente

SUP )b =(i 0l F (w) ]

2) Si &(:) es la funcién de Dirac.
{8(:)=0 para t <0 y t>0

S(t)=o para t=10

f8_(t)d;=1

5[8(t)]=f8(z)e“"‘” de=1 |

00

Se ve que

De este modo sera posible escribir enfuncién de la trans-

formacidn inversa o
) (t) = el@t do
2n
. -0
es decir oo

feiwtdm=2n'5(t)

-0
La transformacién de :°-1 seria (observese que no se
cumple la condicién de acotacidn).

o0

fe-'?wtdufe"('w“d¢=2n8(—m);2n8(m)

S{Ad]=2n6(w)Ad , A=cte.

Segun 1)
3t wl=iw
es decir -
1 . :
O ()| i@ i@ gy
2n

8



Si se presentan los indices t y o.

00
2ni8’(w}=l’2fte‘wtdt.
| —00

o bien (o0
3[,]=/¢e‘i“"dt=—2ni5’((o)=+2ni5'(w)

—o00

Segun 1)

S{8M)t=ri m)'"/ S()e Pt di=(iw)"

~-~00

1 .
8" (1) = f{iwz"e‘w‘dm
27
—o0
2n8")(m)=i"/t"ei‘°‘ds'

-1
3[t"]=/t"e'iwt= ! 2,,3'*(_(,,):( /‘2”8")(0))2“."2”5")(“}

.n -n
) i ¢

o~

I[e®1=272i"8" () *

3) Veamos ahora la transformacién de f(r)=e~? ¢

- e 0 ,

_ -2t ,-itw g, ~(a+iw)ty fa~iw)t g, - i
%[e—at].:/e e dt-fe t-}fe v t " N
—o0 2

4) Si

o0 [-<]
f(t}:eiat %[eiat]i/eiat Le—iwt g, i/ei(a-m)tdt=.?p5(m—(z)
)

=00

* oo - 0o '
f&’(t}q&(z)dl:—f3(L)¢"(¢)dz=-¢’(0)

—o00

f’o"‘(u:ﬁm de=(-1)" ¢" (0)

—00

® es cualquiera siempre que se anule eén +.




Como

:‘s[cosa]=n[5(m-'ay+8(m+a)]

y andlogamente

J[(senal=-in[dlw-a)-8(w+a))

5) Si
: S[f(t)1=F ()

veamos la transformada de f(4 ¢:) donde . 4 = cte positiva

:‘:S[f(At)]——:/.f(At)e'iwtdt , At==x

F(—)

1 il . % 1
i‘s[f(At)]=T f(x) e~ i@~ . 4;=A -

-—00

El lector puede comprobar que si 4 es negativa

©
}
A

1
3 At)] = F
Slfay) e (

As{ pues la ampliacién de la escalade tiempos (4:) seco-
rresponde con la reduccion en la escala de frecuencias.
En particular si 4 =-1.

Slf~0)]=F(-w)
6) Un interesante caso es el que presentala funcién de Hea-
viside : ‘
h(t)=1 si t>0
h(t)=0 si t<0
por ello '
h(t)+ h(-t)=1

(salvo para t=o0)
Yy en virtud de lo anterior si

10



SLh)) =F ()
Flo)+ F(~0)=276(w)
Supongamos
Ffw)=A3(w)+f(w) [ 4 cte]
Fl-w) =48+ (~w)
sumando y teniendo en cuenta la igualdad previa

208 (w =248+ flw)+ ] (-w)]
de donde
A=nw
flw)=~f(-w)

es decir f(w) es impar.
Para encontrar su valor es preciso recurrir al hecho de

que
A’ (t)=0(t)
y por 1)
Sler)l=iw3ltmwl=iolad(w+f(lw]
As{
io[rd(w)+f(w)]=1
pero
©d(w)=0
por lo que _
f(ﬁ)}= - =—;‘.~——-
@ @

(Observese de pasada que
G)FI (w)=w Fz((o)
no implica Ff;=F, sino Fi=Fy+Cd(wl

En resumen

SUhe))=n6(0)+ ——o
Jw

11



7) Férmulas de desplazamiento.
La funcion de Heaviside permite trasladar paralelamente

al eje 0 ¢ cualquier funcidén f(:) considerada para :>0. pues se-
gun se observa claramente

fA f” fi
(%) f(t-a) h(t-a)

I
q.

-+ a —

~Y

. |

flt)=f(t-a) . h(t~a)

%[[‘{t)]-—f/(t;a) h(t-a)e-iw! dci/f(t-a)e’i“"dz=
—00 a

(mediante el cambio ¢t-a=u

= e‘iw:!/-f(u)e—imu du

a

Es decir

Slftt-a). h(t-a)]=e i@ 3] 0]

Esta relacion puede ser utilizada en sentido inverso, vg. :
como sabemos que

%[h(l)]=178(w)+

] @

1
- ]}:h(t—a).h(t-—a):h(t—a)
] o

-1 e~iwa
ST (0t ————T=h(t-a)
Jw

~ e —iwa
Slh(t-a)l=nd(w+
1R7)

12



0 como
J{6n)]=1

%-l[e‘iwa]=8(t—a)

J[8(t-a))=e~iwea

Asimismo el lector puede comprobar la féormula de des-
plazamiento en frecuencia

Flo-a)=J[f()etat)

8) El teorema de Borel
Supongamos

Flo)=3[1()]
Clw)=3[g (1))

y vamos a obtener la funcién imagen del producto

o0 .
F (w)=/'f(t)e““"dz
.maﬂ
G (w)=./'g (1) e~ @7 dr

Flw) G (w)-—fe -ia)rp(w}g (7) dr
~00

puesto que

Slht-1) fr-1)]=e=t0TJ[fl1)]=e~ 10T F (0)

o0 00
F (w) G(w)i/[h(z-r)f(t-r)g(r)e"‘"‘"drdt

~o0

y como

h(t~71)=1 si t>7

o0 -~
F (w) C(m)=/[ e~i@t gy f(t~71) dr dt
r

~o0

h(t-r)=0 si t<r}

13



En esta expresién r varia entre —- € = y ¢ entre 7 € o
(Orden & 1. :
gi se cambia el orden de integracion (r,¢t) los limites se-

rian para ¢

con lo cual

oo t
F (w) G(w)=fe‘i°”df g(r) f(r—1)dr

expresion que equivale a

. . £
F () c(m)=%[fgm (-1 dr}

-00
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