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PROPAGACION DE ONDAS EN SISTEMAS DE BARRAS
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RESUMEN

El objetivo de este articulo con-
siste en el estudio de la respuesta de
sistemas eldsticos formados por barras
ante cargas aplicadas briscamente o fuer
zas variables en el tiempo por el método
de las ondas caracteristicas. El método
exige unas determinadas relaciones entre
las propiedades geométricas y las carac-
teristicas del material que permite ga-
rantizar la periodicidad del movimiento
y sequir, en los casos de ondas de corte
vy longitudinales, la forma del impulso
sin distorsionarlo.

INTRODUCCION

La accidn de una fuerza aplicada
briscamente a un sistema no se transmite
simultadneamente a todas las zonas del
mismo; en el instante inicial las zonas
dlejadas de la de aplicacidn de la carga
no se alteran, propagidndose las deforma-
ciones a través del sdlido en forma de
ondas ellsticas.

Si las dimensiones del sistema
son grandes, el tiempo que las ondas tar
dan en atravesarlo es lo suficientemente
grande como para ser considerados a efec
tos précticos.

REFLEXION Y TRANSMISION DE ONDAS

Sea k un nudo de una estructura
en el que inciden n barras y sea P, y P2
el sistema de solicitaciones exteriores
aplicado en el citado nudo en las direc-
ciones X e Y en un instante t cualquiera
de tiempo; se supondrd, ademds, la exis-
tencia en el citado nudo de una masa m
y amortiguadores de coeficientes Cqr Cye
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ABSTRACT

The main goal of this paper is
the presentation of a method to study
the response of framed elastic systems
using the characteristic wave method.
The material and geometrical properties
of the structure have to maintain cer-
tain relations in order to guarantee
the periodicity of the solution.
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FIGURA 3

si se designa por:

cij, zij = Tensiones normales y tangen-
ciales incidentes en el nudo
k por la barra j.
ctl,‘ztj = Tensiones normales y tangen-
ciales transmitidas por la
barra j incidente en el nudo
k.
o, = Angulo que la barra j forma con
J la direccidn positiva del eje X.
A. = Area de la seccidn transversal de
J la barra j.
A* = Area efectiva a cortante de la
J barra j.
EQUILIBRIO

Observando la figura 3:

m 0 u, <, 0 u,
+ =
0 m u, 0 c2 u2
- - T
P1 Fj
Py Py
Q bien:

mk uk . ck uk - Pk _ Fk (2)
N v} N n N \

por otra parte el equilibrio de fuerzas
en la.figura 2 proporciona:
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F . . = AL o. g.
1 n A] cosaJ AJ sen 3 i
=z
j=1 * 3
Fz A senaj Aj cosu.j Ty
A, cOsa. - A sena. 5 3
J J 3 3 t
n
tx " j =0
j=1 A. sena. ) . A
] i j j AJ cosaJ Ty
(3)

si se designa por:

- *
\ Aj cosu.j - Aj senaj
R} = (4)
N
A*
. . cosa.,
L— AJ senaJ j j

la expresidn (3) puede escribirse:

k n . . n . .
Fr+ £ RI. ciJ + ¢ R’ th = 0 (5)
N j=1 ~ N j=1 v oA "
despejando de la ecuacidn anterior y

sustituyendo su valor en (2) se cobtiene:

. . n ., . n . .
mk uk + ck uk = Pk+ L RJG.J+ z Rj.og
NN WY ~ j=1v ~ j=1v A

(6)
Si u,, u, representan los compo-

nentes de lg velocidad del nudo k, en
estudio, en las direcciones horizontal y
vertical respectivamente, a la vista de
la figura 4.

FIGURA 4




La relacidn de COMPATIBILIDAD se
estableceria con la siguiente expresidn:

u cosa. =-seno. u3
1 3 j i
. ‘5
u, senaj cosaj vi
3

CcCOSsQo . -Senag . u

' o3

senao . COSsa . v
] j t

por otra parte la LEY DE COMPATIBILIDAD

propeorcionas
3 3

.. 0. .. o]
u:JL=—J.T- ug =-—__£_5_
0. C . C
“J P oJ P
(8)
3 3
.. g, . o]
vl = 1 v =
i c 3 £ 3
Oj s Oj s
sustituyendo las relaciones (8) en (7)
se obtiene:
- coso . -senao. .
u, aq enaq 3
.c_J .c 3 1
I s et~ °i"s _
. sena . cosa . .
4, = SRR
c 3 c 3 1
°37p °i"s
COoSsqy . ~-Senag .
q; a; .3
J J t
.C .C
p] P Q] s
sena . cCOosQ . .
¢ %4 L3
J ] t
.C .C
DJ p p] ]
a bien:
uk = TJ o] 3 o7d ctj (9)
N N %l N Y
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siendo:
cosa - sSenda.
3 ]
.C .C
5 °37p °5-s
T =
N
senqg COosQ .
c ] c d
°5~p °3-s
u
. 1
uk =
Y .
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de la expresidn (9) pueden obtenerse las
tensiones transmitidas en funcidn de los
incidentes y de la velocidad del nudo,

es decir: -1
UtJ - cij N P RS (10)
N " N N

sustituyendo ahora la expresién (10) en
{6) se obtiene, haciendo:

. . .

<
()
il
=
N
<
()
u
=
N

(11)

si:

n
. 3 =~1
B = g R3 ['rj]
A, j=1 ~ ~

o bien,

(12)
entonces (11) puede escribirse:
mk k + ck + Bk vk =

NoA N LY

(13)

Precisando, para el. instante t:

mk ; k + ck + Bk \'4 k =
a, mt 4] 4" Nt
(14)

n .
= ptk + 12 ¢ R, oiJ
A j=1 ",



pero

1
‘k k k
v, = - v -V (15)
t g | AF -l
")
por lo que (14) toma la forma:
mk % vtk -V k + ck + Bk vtk =
A " B N A |
- (16)
n . .
=p X .2 £ rR o)
nE j=1 1
t
designando por EK
mt
n . .
EX=p%., |2 £ ®R o]
t t  _ i
~N v L j=1 £
se tiene, al multiplicar por 6 (INTERVA
LO DE TIEMPO BASICO):
k k k
mo v, -m Vt51 + 0 ck + Bk v k =
v VoA " Ao oAt
= 5 Et
"
y reagrupando:
ruk + Bck + GBk vtk = 0 Etk + mk vtE1
A" N LAVIE V) ") NN
por lo que:
- kK _ k
k
Vt= mk + eck + BBk 8 Et +m Ve 4
N ~ N N LV

ecuacidn gque propocrciona la VELOCIDAD EN
UN NUDO k, EN UN INSTANTE t, EN FUNCION
DE LAS TENSIONES INCIDENTES EN LAS BA~-
RRAS QUE CONCURREN EN EL NUDO k.

El procedimiento prdctico de and-
lisis se resume a continuacidn y precisa
determinar inicialmente lo que se denomi
na INTERVALO DE TIEMPO BASICO 9.

El mecanismo de transmisidn de
las ondas en el sistema se estudia en in
crementos de tiempo miltiplos enteros
del intervalo de tiempo bidsico.

Si por L, se designa la longitud
de una.barra.cuélquiera del sistema y
por C y C l, la celeridad de las ondas
Py sPa lo fargo de la barra i, se' ten-
drd que: '
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i i . i 2
b T oL fe 7o 1
P S
. ~ 1,1 .2 .2 ii
siendo 6 = m.c.d(tp,tc,tp,tc...tp,tc)
i=1,...,n

donde n es el n2 de barras que componen
el sistema.

RESUMEN . PROCEDIMIENTO PRACTICO

En un instante t, conocidas las
tensiones incidentes de las barras que
concurren en un nudo k, es posible:

12. CALCULAR, LA VELOCIDAD DEL
NUDO k.

k_ [ x K x|~ kK  k _k
Ve= |mT o+ 8 + 6B 8 Et MV
Y b a, " ¥ NN

22. CALCULAR LA TENSION TRANSMI-
TIDA POR UNA BARRA CUALQUIE-
RA j.

. . -1
o) -0 - [.{J] o
Lot AT ~n
siendo
K X n . .
EC =P, + (2 T R’ oiJ
" " j:1 ~ e
" n . -1
g - ¢ &I ['r3]
A j=1 ~
m 0 c, 0
mk = H ck =

n o~

0 m 0 <,
L _
A.cosa. =A¥*sena.

TR TR
RJ=
" A.seno . A*coso. .

§oen%y  ByEOSey
cosa., - ,

sq; senc‘z:L
‘ .c_J .c ]

I o Py D pJCs

A
sena cosa.
—_— ——__%_
.c 3 .C
_°J p "i"s




VERIFICACION DEL ESTUDIO

Se presentan a continuacidn algu-
nos de los resultados obtenidcs mediante
un programa de ordenador realizado en ba
se al planteamiento anterior y disponi-
ble en un MICROVAX II.

Los dos primeros ejemplos tienen
por objeto comprobar las el mecanismo de
propagacidén de las ondas y estudiar el
efecto de la introduccidn de una masa y
un amortiguador en un nudo. Para ello se
ha utilizado una viga en voladizo en cu-
yo extremo libre se aplica un impulso
rectangular en la direccidn longitudinal
(Figura 5).
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FIGURA 5
EJEMPLO 1
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DATOS :
L =100 | E = 30625 x 10°
A = 20
.Q = 490
3
G = 13611.11 x 10
C_=J)E = 250
o VE/o @ )
. | 2
C. =)/G/p = 166.67
L
tm =— = 0.4 = 8 x 0.05 MODELO:
P
s C
P
L
t,=—=0.6 =12 x 0.05
s
C
s
9 = 0.05
mcp = 8
mcs = 12

VELOCIDAD EN EL EXTREMO LIBRE
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DATOS :
L = 90 E = 30625 x 10°
A = 20
o = 940 G = 11025 x 10°
Cp =/E/p = 250
c, =/G/p = 150
MODELO :
MO o@ ® o
[ _ m, =300.000
1 L4 _3 ™ 1 . 6
® C..=2 x 10
p 43wy yy o H
L/3 LY3
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8 = 0.04 seq.
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EJEMPLO 3

Se pretende con este ejemplo estu
diar el efecto de las barras inclinadas.
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