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Resumen,- La fiabilidad estructural tiene come objetivo el tratamien
te racional de las incertidumbres existentes en los sistemas estruc-
turales, as®f como el estudio de procedimientos que permitan valorar

la seguridad de los mismos. El objeto de este articulo es la aplica-
cién de la teorfa de fiabilidad a elementos esbeltos en voladizo so-
metidos a flexibn, considerando los efectos de segundo orden.

Abstract.— The objetive of structural reliability is the rational
treatment of ramdom phenomena in structural systems and also the
study of the procedures for the assement of its safety. This workad-
dress the application of reliability theories to cantilever slender

elements under bending takinag account of second order effects.

1. INTRODUCCION

Las incertidumbres existentes en
la mayoria de las &dreas de la ingenier
ria implican que un disefie racional de
las estructuras no puede realizarse -
bien si no se tienen en cuenta las mis«
mas.

La mayorfa de las cargas y naré-
metros utilizados en el disefio estruc-
tural, son por lo general desconocides
y podrian tratarse como variables alea-
torias, suceptibles de un tratamiento
estadfstico; en este sentido, problemas
tales como las combinaciones de carga
no pueden formularse sin razonamientos
gue impliquen consideraciones probahilis
tas.

La falta de informaci6n acerca del
comportamiento estructural, combinada
con la utilizacibén de c6digos que incor-
poran factores relativamente altos de se
guridad pueden llevar a la conclusidn,
ain mantenida por algunos ingenieros y
pblico en general, de que la seguridad
absoluta puede alcanzarse, La seguridad
absoluta, por supuesto, es inalcanzable,
ya que la consecucidn de la misma impli-
caria la utilizacidén de infinitos recur-
sos,

La fiabilidad estructural tiene co-
mo objetivo el tratamiento racional de <
las incertidumbres existentes en los sis
temas estructurales; asi como el estudio
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de procedimientos que permitan valorar
la sequridad de los mismos.

Las bases tedricas se han desarro-
1lado en la #ltima década, y la teoria
ha pasado, répnidamente, de ser un tépico
de investigacibn académica a un conjunto
de metodologfas con un amplio rango de
aplicaciones practicas.

La idea b&sica de los estudios de
fiabilidad radica en la existencia de
una probabilidad de fallo S6ptima que mi-
nimiza los costes de inversidén y manteni
miento. .

La teorfa de la fiabilidad estruc-
tural es una poderosa herramienta que -
ayuda a tomar decisiones concernientes
a la seoguridad, vero al igual que otros
procedimientos, puede utilizarse de for-
ma incorrecta, por lo que no debe pensar
se en esta teorfa como una solucifn a to
dos los problemas de seguridad. -

Estée artficulo tiene como objetivo
la aplicacibn, en piezas esbeltas en vo-
ladizo, de la Teorfa de Fiabilidad, con-
cretada en un método de nivel 2.



2. METODOS DE COMPROBACION DE LA SEGURI
DAD. '

Los métodos de anilisis de fiabili
dad estructural se clasifican en dos ti
pos:

NIVEL 3: Métodos para los que los cdl-
culos se realizan con objeto
de determinar la probabilidad
exacta de fallo de una estruc-
tura o componente estructural,
haciendo uso de una descrip=
ctébn probabilista amplia de -
ocurrencias conjuntas de dife-
rentes variables que afectan a
la respuesta de la estructura
teniendo en cuenta la verdade-
ra naturaleza de los dominios
de fallo.

NIVEL 2; Mé8todos que implican procedi-
mientos apreximades de cédlcylo
iterativo para ebtener una «

- aproximacién de la proebabili-
dad de fallo de un sistema. esw
tructural; generalmente reguie
ren una idealizacifn del domi-
nie de fallo y frecuentemente
estdn asociados con una repre-
sentacidn simplificada de la =
distribucidn de probabilidad
conjunta de lag variables,

NIVEL 13 M8tedos de djisefio en los que
los niveles de fiabilidad esw
tructural son introducides per
utilizacién de. facteres de se-
guridad parciales relacionados
coen caracterfsticas predefini-
das o0 valores nominales de las
cargas o resistencias,

En resumen, los tres niveles pue~
den verse como métodes jerarquizados; .
los métodos de nivel 2 son una aproxima
cidén de los de nivel 3, y les del nivel
1 una aproximacién de los del nivel 2,

3. FIABILIDAD ESTRUCTURAL

Elitérmino Fiabilidad Estructural
tiene dos significades;

* En sentide general, la Fiabili-
dad Estructural es la cawmacidad
de wna estructura de desempefiar
la funcidnipara la que fue dise—
fada .,

* En un sentido més estadfstico,
la Fiabilidad Estructural, es la
probabilidad de que la estructu-
ra no alcance el estado filtimo
durante un periodo de referencia
especificado,

Considérese una estructura, para
la que la resistencia pueda definirse.
mediante la variable aleatoria R, y sea
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S una variable aleatoria relacionada
con el efecto de las cargas, el fallo
de la estructura se producird cuando:

"R < S
lo cual podrfa expnresarse, mediante una

variable aleatoria F, definida en 1la
forma

=R ~S§ , (3.1)

el fallo de la estructura se producird
cuando

*P=RwS <0
R (3.2)
* F = s < 18F=1InR~- 1nS < 0
y la probabilidad de fallo seré
Py = P(F < 0) (3.3)
defini&ndese la Fiabilidad como
R=1-p (3.4)

T f
La wvariable aleatoria F recibe el
nombre de funciSn de fallo de la estruc

tura, dividiendo la recta F=0 al plano
R-S en dos zonas, una de seguridad F<0

y otra de fallo F>0

S | Fen:2.vALO

F>0. 2.SEQURIDAD

R

PIGURA 3.1

81 las variables aleatorias Ry S
son,N(pR,pRI, con media y desviacibn ti-
pica
PP = MR

BN (3.5)
QF = GR + GS

y la probabilidad de que se produzca el
fallo seréa:



P = P(R<S) = P(F<0)
F-u -u
= p(—E « _E (3.6)
op Ip

P(Zp<-B) = &(-B)

en la expresibn anterior Z._, es una va-
riable aleatoria con dlstrgbuc16n nor-~
mal estandarizada, es decir, N(0,1); la
funcibén ¢ es la func16n de distribu-
ci6n de ZF y B = /QF es el denominado
INDICE DE FIABILID D,

Una observaci8n de la figura anter
rior, permite concluir que el INDICE DE
FIABILIDAD B definido en la forma ante-

rior representa el nfimero de desviacion

nes tipicas de la variable F, comprendi
dos entre el origen y el valor medio pF
de la funci8n de falle F; de una forma,
intuitiva B es un 1nd;cader de 1la, DIOXI
midad del valer medio de la funcién de
fallo al origen, le que pronorciona una
idea de la seguridad,

B Ry uE) R (%) .
ro 'l5;37, 8423
1.5 6.68 93,32
2 2,28 97.73
2.5 0.62 99.38 .
3 0.14 99.87 N
4 0,0032 99,99
TABIA 1,1
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Si estandarizamos las variables
normales Ry S y representamos la fun-
cién F en el plano z de las varia
bles estandarizadas, se cgmprueba que
es la mfnima distancia del origen a la
recta de fallo F = 0:

CRoxou, S ~u .
z, = — R g =__8 (3.7)
R o s o
R S ’
R = Op Zgt Hpr § =0 s Zgt Vg (3.8)
F=R-8 = Op Zg*t Mg ~ (cs zS-+uS)(3.9)
S Hga T ) M
a(F=0,0) =28 __ _F _
2 2 g
OR + O'S . F
R
SENA
== fz2 + zg (3.10)
13 D :
%
F=0
7= %) Zs
FIGURA 3,3

El punto P de la recta F = 0 que es
td8 a la mfnima distancia del origen en
el plano de las variables estandarizadas
se denomina "punto de disefio". El1 c&l-
culo del fndice de fiabilidad de una es-
tructura se reduce al c&lculo del punto
de disefieo de la misma.

Solamente en las estructuras més
simples la funci®n de fallo puede expre-
sarse en té@8rminos de dos variables,

Por lo general, la funcién sera de-
pendiente de las n variables b&sicas que
caracterizan el sistema; es decir, la

- funeidn de fallo seré:

F= % a, X,
= 1

donde x;, es una variable aleatoria con
distribicién normal, cuya media es My



cuya desviacidn tfpica es U el fndice
de fiabilidad se calcula de forma ana-
loga:

X, - U,
= 1 i -
Z, ==, X; =0y 2z + Yy (3.11)
o,
i
n
F = _E ay (ci zg + ui) (3.12)
i=1
n
z a Ei
dist(F=0,0)= g = —+=1 .
n
2 2
I a; oy
i=1
P = ¢ (-8) (3.13)

En el caso en el que la funcién F
no sea una combinacibén lineal de las va
riables b&sicas, F define la denominada
SUPERFICIE DE FALLO, que divide al espa
cio de las variables b&sicas en dos re-
.glones, deneminadas de seguridad y fa-
1lo.

\Y
La determinacibén del Indice de'Fié
bilidad para funciones de fallo no 1li-
neales requiere la utilizacidn de un
proceso iterativo,

Para obtener el punto de disefie. en

la iteraci6n (m+1l), se realiza un desac
rrollo en serie de Taylor de la funecisn
de fallo alrededor del punto de disefio
en la iteracibn (m), St F = F(z,, z,,
ve.r z.) = F(z) es la funcién d& faflo
y z, 18s vaMiables, que suoendremos nor
malés;

FQMH)mF&mh
N : n,
n ¥ :
g O pmy  meL)_ m)y g
i=1 azy ~ i i
' (3.14)
O bien en forma mis compacta:
F(z(M1), . F(z (™) (z (m+1)
N N n
- g (®™HT Fz(m) =0 (3.15)
N N

Para el punto Z(m)

N
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* Los cosenos directores

3 F
o (Z(m))
3z. ~
al™ - L (3.16)
n
oF 2
] — (z(m))_
i=1 32i v
* y el valor de B(m)
(m) n y ‘
m 2
™) ™ (3.17)
1=z1
proporcionans:
‘m) (m) _(m)
: = - B N
R % (3.18)
Z(m) . 8(m) al(m)
o v
2£4
F=0
zi™
— -
FIGURA 3.4

A partir de las expresiones ante-
riores se obtiene:

1
Z(m+1) - [B(m) . = F(Z(w)) ]. a(m)
“~ 1 LY n

(3.19)

Si las variables que intervienen en
la funcibn de fallo no son normales, en
cada punto de disefio del proceso itera-
tivo se calcula el valor de una variable
aleatoria normal estadarizada z, asocia-
da a la variable aleatoria x, d& la fun-
cibén de fallo. 1

Es decir, si F. vy fi son las funcio
nes de distribucibén’y de densidad, res-
vectivamente, de la variable X0 Y by v



las de la normal esténdar, el criterio
que se sigue para calcular zé a partir

de x* en el punto de disefio &s el si-~
quiente: _
PRGNS RIS ¢! LG

(3.20)

dlz)
4
X z! z;
FIGURA 3.5

O lo que es lo mismo, en el punto
de disefio, la variable aleatoria x, se
sustituye por una:variable aleatoria -
normal con media ji, y desviacibn tfpica
&i, calculadas comd sigue:

fi(xI) '
. = (3.21)
i
@ (z;)
u1 = x; - o1 z: (3;22)

4. CALCULO DEL PUNTO DE DESENO DE UNA
PIEZA EN VOLADIZO

En la ref, (3) se presenta el cal
culo de la deformada de un poste modeli
zado como se indica en la figura 4,1, .
El modele consiste en un poste troncocd
nico macizo, de longitud I, empotrado
en su base. El di8metro en el extremo
libre es DT y en el extremo empotrado
DB. Las cargas aplicadas son:

- una carga horizontal repartida
constante, p, debida a la presibn del
viento sobre el poste.

- una carga vertical concentrada,
V, causada por el peso de los conducto-
res y del manguito de hielo acumulado
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en su exterior, aplicada en el extreho

libre.

- una carga horizontal concentrada,
H, debida a la presidn del viento sobre
los conductores, aplicada en el extremo
libre del poste y

~ un momento flector concentrado,
M, debido a que el centro de gravedad
de las cargas verticales en los apoyos
de los conductores puede no coincidir
con el eje del noste.

V‘\E_.ﬂ
@

T |

FIGURA 4,1

La expresidn analitica de la defor
mada del poste obtenida, en el sistema
de coordenadas indicado en la figura -
4.2, es la siguiente:

K k.
y(x):x[cl sen — «+ CZ cOos —] +

x x
1P Kk K ko
+ — — x [sen — CI — - cos = SI — ] «+
2k C X X ox X
M H P Xy
+—+ A+ = (x - Xt) + — (— - x)
v ) ’ Vv 2
(4.1)
donde ;
X
cCOos U
Cl(x) = du
u
0
X (4.2)
sen u
SI(x) = du
U
0



En DB - DT & v
K2 - —

, =

c

64 L

(4.2)

Las constantes de integracibén, C

r
Cg y A, se calculan aplicando las con&i
cio

nes de contorno.

El poste falla cuando la mixima
tensién normal en el poste supera la re
sistencia del material, es decir, cuanr
do la sigquiente expresifn, denominada
funcidén de fallo, se haga negativa:

F =R -oalx)) (4.3)

siendo x_ la cota de la seccibn para la
que la t®nsibn.normal es méxima,
4
(— ) = 0
ax  x=x_

La tensidn norxmal en el poste:

Y UM(RE Y DN
g(x) = + \ (4.4)
A(x) 2 T(x)
dondey .
DB - DT b
D(x) = ——— x , A(x) = — [D(x)]?
L 4
dzy
M.'-('X)_: EI(x) —
. de
(4,5)
o
%
X;
0T
Xp
L
$oB
777777
| x

FIGURA 4.2
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La funcidén de fallo depende vor
tanto de las variables R, E, DT, DB, W
(velocidad del viento), RI {(espesor del
manguito de hielo) y x_, como se pone
de manifiesto en la exPresién siguiente:

F =F (R, E, DT, DB, W, RI, xm)

(4.6)

Dichas variables pueden tratarse
como variables aleatorias; son las dos
oropiedades meclnicas del material, Ry
E, que pueden estar correlacionadas; -
los diametros del poste en los extremos,
DT y DB; y la velocidad del viento y el
espesor del hiélo acumulado en los con-
ductores durante un perfodo de tiempo,
W y RI,

El c8lculo del punto de disefio, ne
cesario para evaluar el fndice de fiabi
lidad y la probabilidad de fallo del
poste, requiere calcular las derivadas
parciales de la funcifn de fallo respec
to de las variables normales estindar
asociadas a las variables reales R, E,
DT, DB, Wy RIL, que a su vez implica el
célculo de las derivadas parciales de
1a funcién de fallo respecto de las va-

- riables reales. $i denominamos x. a las

variables reales y z; a las normiles es-
téndar asociadas;

X, = W, .
z oz 21 :
5 - X , X, = 0, z. + U,

g.
1

(4.7)

Para calcular el punto de disefio se
sigue un procedimiento iterativo, par-
tiendo de un punto inicial de c&lculo,
dado, por lag variables R, E, DT, DB, W
y RI, Para cada punto de célculo se eva-
ltan: la ecuacidn de la deformada, las
leyes de momentos flectores y tensiones
normales, ‘la seccidn de mé&xima tensibn
noxrmal y el wvalor de é&sta,

En lo que se refiere a las deriva-
das parciales de la funcién de fallo -
respecto de las variables reales se cal-
culan de forma aproximada, dando un in-
cremento a cada variable en el punto de
edlculo, manteniendo constantes las de-
més varitables, y calculando el incremen-
to de la funcidn; :

oF AF
_ (—) (4,.8)

Ix . Ax xj:cte

J#i
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En resumen, el procedimiento itera
tivo a seguir para calcular el punto de

disefio, el fndice de fiabilidad y 1la aF aF } . .
probabilidad de fallo, suponiendo que — = (=) ’ i=1,2,...,6
se conocen las funciones de distribu= 3x. ax, XjTcte
ci6én y de densidad de las variables 1 T
aleatorias (R, E, DT, DB, W, RI) = . J#i
¢t Xoy Xa9 Xoy X.) Yy que Ry E son 1%—
dg ientes, se Indica a contlnuacién°
1) Tomar un punto (x*, x3 3¢ X3¢ Xje XE, 9) Calcular las derivadas de la funcibn
,x*) = X* para inl%lar los célculog de fallo respecto de las variables

normales esté&ndar, Zg correspondien

2) Calcular el punto-z* en el espacio . tes a las Xx,,.en el punto de c&l-
de las wvariables normalizadas corres culo: *
pondientes al x* del espacio de las
variables reales: ~
. aF oF ) 1.2 6
—_— - , 0. , 1 = 9dyeeey
2t = 8 l.[ri (x1)] i=21,2,..., 6 bz, ax i

donde ¢ es la funcibn de distribu-
cién de la variable normgl est&dndar . ]
(con media 0 y desviacidn tipnica 1) 10) Calcular la longitud del vector de
y Fi la de la variable real X derivadas parciales de la funcidn
’ T N . de fallo respecto de las variables
3) Calcular la media y la desviacidn tf .2z; enel punto de cdlculo: '
pica de las variables mormalizadas
z; correspondientes a las x., en el
punto de cdlculo; i

1l =
o) (z;)
0, = — , i=1,2,.0..,6
fi(x?) : .
1 11) Calcular los cosenos directores de
dicho vector:
MpExpoalog i 1,2,..0.6 1 aF
: QBT T, i=1,2,...,6
donde y es la funcibn de densidad de 1 azi

la variable normal estandar v f la
de la variable real x

i , 12) Calcular F/1.
4) Calcular las cargas p, V, H y M co~
rrespondientes a los valores de Wy 13) Calcular el valor del indice de fia
RT en el punto de célculo, . bilidad para el punto de cdlculo:

5) Calcular la defermada del poste; la
ley de momentos flectores y la ley

de tensiones normales para las carct B =
gas correspendientes al punto de cél
culo,
6) Calcular el punto de mdxima tensién 14) Calcular el valor de (8 + %).

y el valor de ésta, Onax"

15) Calcular los valores de las varia-
bles z, para el nuevo punto de c&l-
culo:

7) Calcular el valor de la funcidn de
fallo, F = R - ¢ ., en el punto de
cdlculo, max

8) Calcular de forma aproximada las de~
rivadas de la funcibn de fallo res- F
pecto de las variables x. en el pun-~ Z*¥ = - (B +~) . &
to de cilculo, dando un Incremento a, v 1 A
cada una de las variables y mantenien
do constantes las demds:



16) Calcular los valores de las varié—
bles x, para el nuevo punto de cal-

culo:
>(’i*:0i z‘i*+l.1i R i=1,2,...,6

17) Si la diferencia entre el nuevo va=
lor de (B + £) y el de la anterior

iteraci6n es superior al error admi-~

sible, tomar el nuevo punto qe c&}-
culo y volver al punto 2). Si es in
ferior a dicho error, el punto de
disefio es el filtimo punto de cal-

culo, el Indice de fiabilidad el Glw
= B_ calculado

timo valor de (B8 + E)
y la probabilidad d& f£all8 ¢(-B_).

En base a lo anterior, se ha reali-

zado un programa de ordenador cuyo Dia-
grama N-S es el siguiente:

Introduccién de dstos:
Variables deterministas (N, L., Pos 00y Py CDF' foc- Les B

Coordenadas de los puntos de apoyo de
los conductores (li' vx)' iz 1,...N

Variables alestorias (R, €, DTL, 0B, W, RI) Tipo de distry
bucidn.
Medra.
Desviacion ti-

pica.

Calculo de la altura del poste modelizado y de la excentricidad del

punto de aplicecion de la resultante de las cargas.

Célculo de la media y la desviacion tipics de la variable sleatoria
oT.

Introduccién de datos:

Variables aleatorias (R, £, DT, 0B, W, R1) Valor inicial
’ Incremento

Error admisibe para B (ER)

Salida de detos por impresors
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Repetir

Calculo de las cargas aplicadass (V, H, M, p)

Calculo de la seccién con tensién normal méxims. lmpresion.

Calculo de lea tensidon normal méxims. Impresidn.

Célculo de las derivadas de la funcién de fallo respecto def
las variables reales de forms sproximedsa. Impresidn.

hasta | Calculo de las derivades de la funcién de fallo respecto def
que las variables normalizades. lmpresion.

Célculo de la longitud del vector normal a la superficie de]
fallo en el espacio de las veriables normalizades y de sus
cogsenas directores. Impresién.

Calculo de los nuevos valores de las variables reales y nor]
malizadas y del indice de fiabilidad. Impresion.

el error sea menor que el admisible.

Calculo de la probabilided de fallo.

Salida de resultados por impresora:

Indice de fiabilidad (8)

Probabilidad de fallo (P)

Punto de disol’ (R, E, DI, DB, W, RI)

5. EJEMPLO

En la figura 5.1 se representa un
caso resuelto con el programa de ordena
dor anteriormente citado.

2 v (4

b o 1= |
e T
_ - M .ﬁ. :
BEE— |
- v
™ LT
R
oy
—
W -
B
[
T
FIGURA 5.1

Los datos son los siguientes:



Coordenadas de los puntos de apoyo de
los conductores.

Conductor 1: Z =1lmy 'Y =1'Sm
Conductor 2: Z=11m, Y = -1'5m
Conductor 3: Z = 8m, Y = l{? m
o = 8950 Kg/m3
N, = 3 c
3
o, = 950 Kg/m
Lt = 1l m ] L
3 DP ) ’
c_ = 1'29 Kg/m
a
2
= 2&0.10“ Kg/m

RWN(URyOR) ] UR

2
0g 20.10% Kg/m

-~

7 2
ENN(uE,oE) y ug = 120.10 Kg/ﬂ,

cE; 20.107 Kg/mé

. : 12 DTLWN (uppy »0p7y )
Q;{Iw;<h;iéﬂm;'&b{L';_dtodgi5
Lo =20 DB~ N(upg, 9pg)
pDB = 0'40 m , éosu; 0'005 m

D, = 0'025 m W’»Tl(uw,ow)

Hy = 30 m/s, oy = 5 m/g

RI'\NﬁuRI’ORI)

Mpp 0'01l m, Opy = 0'001l m

Con los datos anteriores se obtier

ne:

-
"
—
[o=]
3

OT ~ N(upr,opy),

Opt ~ 0'005 m
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Los valores iniciales de R, E, DT,

DB, Wy RI coinciden con sus medias, y
los incrementos tomados para calcular
las derivadas de. la funcién de fallo son
los wvalores medios divididos por 100.

Se ha tomado 0'001 como error admi-

sible para el Indice de fiabilidad.

Para la situaciédn inicial las car-

gas son las siguientes:

1 1
p -0, CD (DB + DT) . w2 . — =
4 P 9'81 -
= 21'3 Kg/m
™
2
V=Nl .- .[pc 0.~ +
4
2
+ P (4RI% + 4RI.D_)] = 816 Kg
1
H =z [Nc. ; 0,-Cp -L (D + 2RI)+
(o]
1 : wz
+= 9, Co (DT+DTL)(LT-L) )] — =
4 : '
P 9'81

492 Kg

M=V . a = 408 Kg

Las caracteristicas del material y

las dimensiones iniciales son:

R

flecha Ym&x =

DT 0'Z m

240 Kg/cm?

120000 Kg/cm?

DB 0'4 m

"

10 m

Los resultados obtenidos son:

30 cm, inferior al 4% de

la altura del ovoste.
Indice de fiabilidad, B = 3'142

Probabilidad de fallo,P_. = 0'0839 %

£ =

Punto de disefio, R = 200 Kg/cm?

E = 115000 Kg/cm?
DT = 0'197 m

DB = 0'397 m

W= 37'6 m/s

RI = 0'0108 m
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