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Resumen. Interacciones no lineales de ondas de Alfvén existen tanto para plasmas en el espacio como
en laboratorios, con efectos que van desde calentamiento hasta conduccion de corriente. Un ejemplo
de emision de ondas de Alfvén en ingenieria aparece en amarras espaciales. Estos dispositivos emiten
ondas en estructuras denominadas “Alas de Alfvén”. La ecuacién Derivada no lineal de Schrodinger
(DNLS) posee la capacidad de describir la propagacion de ondas de Alfvén de amplitud finita
circularmente polarizadas tanto para plasmas frios como calientes. En esta investigacion, dicha
ecuacion es truncada con el objetivo de explorar el acoplamiento coherente, débilmente no lineal y
cubico de cuatro ondas cerca de resonancia (k; + k, = k; + k,). La onda 1 que corresponde al vector de
onda k; puede ser linealmente inestable y las tres restantes ondas 2, 3 y 4, correspondientes a &y, k3 y k4
respectivamente, son amortiguadas. Por medio de la utilizacion de este modelo se genera un flujo 5D
formado por cuatro amplitudes y una fase relativa. En una serie de trabajos previos se ha analizado la
transicion dura hacia caos en flujos 3D (Sanmartin et al., 2004) y 4D (Elaskar et al., 2005; Elaskar et
al., 2006; Sanchez-Arriaga et al., 2007). Se presenta en este articulo un analisis tedrico-numérico del
comportamiento del sistema cuando la tasa de crecimiento de la onda inestable es nula.
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1 INTRODUCCION

La interaccion de una amarra espacial conductora con la ionosfera y con el campo
magnético terrestre posee distintas aplicaciones entre las que cabe destacar la produccion de
potencia eléctrica y la obtencion de una fuerza de empuje. Ademds, una amarra sin
aislamiento eléctrico y sin corriente en sus extremos, podria servir como fuente generadora de
electrones dando lugar a auroras artificiales (Sanmartin et al., 2006). Independientemente de
estas y otras aplicaciones, una amarra espacial electrodinamica, es una herramienta util como
fuente de excitacion de ondas electromagnéticas (Dobrowolny and Melchioni, 1993 y Drell et
al., 1965). Las ondas de Alfvén generadas por un cuerpo conductor en el seno de un plasma
fueron predichas por Drell et al., (1965) y fueron observadas por primera vez en la
magnetosfera de Jupiter (Acuna and Ness, 1981). El satélite lo, en su movimiento alrededor
de Jupiter, era el responsable de la generacion de tales ondas y las observaciones confirmaron
la existencia de Alas de Alfvén ligadas al satélite.

La estructura del campo electromagnético o de las Alas de Alfvén que se generan cuando
una amarra espacial se mueve sumergida en un plasma es posible abordarla diferenciando
aquellas regiones cercanas al cuerpo (campo préximo) de las alejadas (campo lejano). Para
una amarra espacial electrodinamica el campo lejano se puede estudiar mediante un analisis
lineal (Sanmartin and Estes, 1997). En las proximidades de la amarra (campo proximo)
tienen lugar una serie de fendmenos que obligan a realizar un andlisis mas detallado ya que se
espera que las ondas tengan mayor intensidad y que los efectos no lineales cobren
importancia. En estas circunstancias, una alternativa para analizar la evolucion de los campos
es por medio de la ecuacion “Derivative Non-linear Schrédinger Equation - DNLS” que
describe la propagacion paralela o casi paralela de ondas de Alfvén circularmente polarizadas
(Rogister, 1971). Esta ecuacion ha tenido éxito en la comprension de la propagacion de ondas
Alfvén debido a que distintas simulaciones numéricas y observaciones en el entorno espacial,
han podido ser explicadas como soluciones de la DNLS.

Las ondas de Alfvén son un rasgo caracteristico en plasmas magnetizados. Se han
observado ondas de Alfvén de larga amplitud acompafiando al viento solar (Smith, et al.
1995), ademas se cree que son responsables del calentamiento turbulento de las coronas
estelares (Pettini et al., 1985), de emisiones de radio coherentes (Lakhina and Buti, 1988) y de
fenomenos relacionados con la generacion de viento estelar y de chorros extragalcticos
(Jatenco-Pereira, 1995). También se tiene constancia de la existencia de pulsos magnéticos
solitarios en el entorno de los cometas (Tsurutani et al., 1990) y de fendémenos de
intermitencia turbulenta (Marsch and Liu, 1993 y Bruno et al., 2001).

2 ECUACION DNLS

La ecuacion DNLS describe la propagacion paralela o casi paralela a un campo magnético
no perturbado de ondas de Alfvén de amplitud finita circularmente polarizadas. Dicha
ecuacion puede ser obtenida desde las ecuaciones de la magnetogasdinamica considerando
plasma neutro, compuesto por dos fluidos, despreciando la inercia de los electrones y la
corriente de desplazamiento (Mjolhus, 1976).

Si se acepta que el campo magnético sin perturbar B, posee la direccion del eje z, la DNLS
puede ser expresada de la siguiente forma (Rogister, 1971; Mjolhus, 1976; Passot and Sulem,
2003):

@+@+ia_2¢+£ ¢M +’?(I) — O’

+ 1
ot 0z 2077 0z 4 M

donde ¢, ¢, z representan variables y campos en forma adimensional
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,; es la frecuencia de ciclotron ionica, V, es la velocidad de Alfvén. El signo superior en la
Ec.(1) corresponde a ondas polarizadas a la izquierda (LH), mientras que el inferior a ondas
polarizadas a la derecha (RH) propagandose en la direccion del eje z. En la Ec.(1) siguiendo a
Russell y Ott (1981) se ha introducido un operador linear y de amortiguamiento o
crecimiento. La Ec.(1) es derivada bajo las siguientes relaciones para las cantidades
perturbadas, v./V, ~ An/ng ~ (BJ/Bo)* ~ (By/BO)Z, siendo n y v, la densidad del plasma y la
velocidad en la direccion del eje z.

La ecuacion DNLS pertenece a la llamada teoria de solitones y engloba a las ecuaciones
“Korteweg-de Vries — KdV”, “Modified Korteweg-de Vries — MKdV” y “Non-linear
Schrodinger Equation — NLS” como casos limites. Ha sido analizada mediante tres técnicas:
busqueda de soluciones exactas (Mjolhus and Hada, 1997), integraciéon numérica (Splanger et
al., 1985; Dawson and Fontan, 1988) y reduccion a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Esta ultima técnica se ha llevado a cabo de dos maneras distintas: suponiendo
ondas viajeras estacionarias (Hada et al., 1990) y mediante un niimero finito de modos
(Sanmartin et al., 2004, Elaskar et al., 2005, Sanchez Arriaga et al., 2007).

3 TRUNCAMIENTO DE LA DNLS MEDIANTE CUATRO ONDAS

Debido a que el orden del sistema de ecuaciones diferenciales resultante depende
directamente del nimero de modos elegidos para hacer el truncamiento, interesa seleccionar
el minimo numero de ondas que reproduce de manera fiel las observaciones experimentales y
los resultados numéricos. Estudios numéricos que realizan la integracion de la DNLS
completa (Ghosh and Papadopoulos, 1987; Nariyuki and Hada, 2005) sugieren que existen
tres modos dominantes cuyos numeros de onda cumplen la condicion de resonancia:
2k, =k, +ky. Sin embargo un articulo reciente (Nariyuki and Hada, 2006) describe la
importancia de la interaccidon no lineal de cuatro ondas de Alfvén con la siguiente relacion de
resonancia:

k +k, =k, +k, 3)

Ademas se destaca que el mayor nlimero de ondas con acoplamiento coherente en la DNLS es
cuatro. Por lo tanto, se considera en este trabajo, que una solucién aproximada de la Ec. (1)
consiste de cuatro ondas viajeras satisfaciendo la condicidon de resonancia dada por la Ec. (3)

o = iaj(t) exp [i\uj(t)] x exp[i(ka - wjt)], (4)

J=1

siendo a;, y; nimeros reales. Numeros de ondas y frecuencias estian relacionados por la
expresion de dispersion lineal (sin perdidas) para ondas de Alfvén circularmente polarizadas:

o, =k Tk'/2 (5)

Introduciendo la Ec. (3) en Ec. (1) y considerando solamente las componentes de ki, &, , k3
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y ky, es decir que se acepta que las otras componentes se amortiguan rapidamente y no poseen
influencia para tiempos largos (Russell y Ott, 1981; Sanmartin et al., 2004), se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

a, =Ta -2k a,a,a,snf, (6a)
a, = =Y, a,— 2k, a, a,a,sinf, (6b)
a, = =Y, a,+ 2k, a a,a,sinf, (6¢)
a, = =y, a,+ 2k, a a, a;sinp, (6d)

B=v-—k (azz —czf)(l—%mosﬁj—i-k3 (a32 —af)(l— %% 2COSB]

a,a, a,a,

, (6e)
+k, (aj —af)(l—%ZcosBJ
a,a,
siendo

VEO+0, -0, -0, (7a)
P= m+vi+y,+y, -y, -y, (7b)
vi=-T <0 (7¢)

En el caso de ondas polarizadas a la izquierda la diferencia de frecuencias es
v=—k'—k; +k] +k; y para ondas con polarizacion derecha se escribe v=k’ +k; —k; —k; .
Los signos negativos delante de v,,7v,,7, en las Ecs. (6b,c,d) implica que las ondas 2, 3 y 4
poseen amortiguamiento.

El sistema presenta simetria con respecto al cambio de variables:
a,a,,a,,a, —> —a,—a,,—a,,—a,.

Por lo tanto se presenta interés solamente en las soluciones que satisfagan a,, a,, a,, a, >0.

El sistema de ecuaciones (6), desde el punto de vista de los sistemas dindmicos, posee siete
parametros de control independientes I', ky, k3, ka, 2, V3, V4, sSin embargo es posible reducir el
nimero de pardmetros mediante el uso de modelos de amortiguamiento (por ejemplo
amortiguamiento de Landau o resistivo). En este trabajo, con la finalidad de hacer un analisis
general del sistema, no se introducen modelos de amortiguamiento; sin embargo se considera
que I' = 0 reduciendo el numero de pardmetros de control a seis.

Finalmente se destaca que si se hace I' = —y, y k| = k; el sistema de ecuaciones (6) se

reduce al sistema 4D analizado en trabajos anteriores (Elaskar et al., 2006; Sanchez-Arriaga et
al., 2007).
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4 DISIPACION DEL SISTEMA

La divergencia del flujo del sistema de ecuaciones (6) puede ser escrita como (Nayfeh and
Balachandran, 1995):

(o) o) o) o) A%
+ + + + =2(C=v,-v;—7,) (8)

a, oa, a, oa, a, Oa, a, oa, B

De la ultima ecuacion se destaca que la divergencia del flujo presenta, al igual que para el
flujo 4D (Elaskar et al., 2006; Sanchez-Arriaga et al., 2007), tinicamente dependencia en
parametros de control del sistema, no siendo funcidon de ninguna variable del espacio de fases.
Ademas el sistema es disipativo si se verifica que:

F_Y2_YS_Y4<O (9)

En este trabajo se considera que la onda 1 no posee amplificacion ni amortiguamiento
(I'=0) y las ondas 2, 3 y 4 son amortiguadas. Por lo tanto el sistema resulta disipativo, el
atractor para largo tiempo de integracion serd un conjunto de medida nula en el espacio 5D.

5 ATRACTORPARA T =0

Se buscan en esta seccion los atractores del sistema de ecuaciones (11) para el caso en que
I'=0. En la seccion anterior se demostré que el sistema es disipativo en estas condiciones,
los atractores seran puntos fijos.

Para hallar estos puntos fijos del sistema es conveniente introducir el siguiente cambio de
variables:

5=t (10)
a,d,
Luego reemplazando s por a4 en Ecs. (6), resulta

a, = Ta,— 2k a a ssinp, (11a)
a, = —y, a,— 2k, a, a, a; s sin, (11b)
a, = Y, a,+ 2k, a, @ a, ssinp, (11c)
§=,5+ 2a | k+5’(kal -ka}) |sinB, (11d)

: 2 2 a s 2 2 a s

B= v—kz(az—al) 1- 2cosf |+ £, (a3—a1) 1- 2cosf

a4 a4

., (llo)

+k, (azzafs2 —af) (I—L 2cos Bj

a,s

siendo v, =y, +v;—7,-
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5.1 Puntos fijos

Para obtener los puntos fijos se analiza en primer lugar las Ecs.(11a,b,c). De ellas se
deduce que:

a,=a,=0 y a, =cte. (12)

Posteriormente de las Ecs.(11d,e) se encuentra que:

Y. S
a =cte=——=— 13
: 2k, sin (13)

S:{4kiﬁnﬁ

s 1

2
(vsinp—y, cosﬁ)} (14)
Las Ecs. (12, 13 yl14) expresan que los puntos fijos del sistema habitan en el espacio
tridimensional (ay, s, B).

Las condiciones de existencia de los puntos fijos se deducen desde las Ecs. (13 y 14). Para
que se satisfaga la Ec. (13) se tiene que:

st k, >0 debe satisfacerse LEPY)

sin 3 (15)
st k, <0 debe satisfacerse L >0
sinf3
Ademas analizando la Ec. (14) se tiene que:
si k >0 debe satisfacerse ooy
tan 3
(16)
si k <0 debe satisfacerse T Sy
tan 3

La curva s = s(P), descripta por la Ec. (14), posee un valor maximo de s para:

¥s

B =—invtan {Vi— MJ (17)

y dos extremos en 3 que corresponden a ds/df— o0 ys=0 (considerando s>0 y B>0):

sin(B)=0;  B=invtan(y,/v) (18)
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Si & es positivo se presentan cuatro posibilidades:

1 - La curva s = s(P) estd definida solamente para 0 <3 < /2 (ks y s tienen distinto
signo), la misma comienza en B =0 y s = 0; luego a medida que 3 crece s se incrementa hasta
que B alcanza el valor que hace maximo a s dado en Ec. (17); posteriormente disminuye s
mientras B aumenta hasta alcanzar el otro extremo [ =inv tan( Y,/ v|) .

2 - La curva s = s(B) esta definida para 0 <3 <m (ks y Vs tienen distinto signo)
comienzaen P=0 ys=0,luego a medida que [ crece s se incrementa hasta que 3 alcanza el
valor que hace maximo a s dado por Ec.(17); desde alli disminuye s mientras [} aumenta
hasta alcanzar el otro extremo [ =mn—inv tan( v,/ v|) que corresponde a s = 0. Si ks y Vs
poseen igual signo se presentan dos situaciones mas:

3 -Lacurva s=s(p), definida solo para m <3 <3m/2, comienzaen B =mys=0; luego
a medida que crece [, s aumenta hasta su valor maximo para posteriormente disminuir
alcanzando s =0 para 3 = w+invtan (ys /v) .

4 - La curva s = s(B) ahora definida para T <} <27, comienzaen =y s =0; a medida
que se incrementa 3, s crece hasta llegar a su valor maximo y luego comienza a disminuir
alcanzando s = 0 para 3 =2n—invtan (ys /v) .

5.2 Estabilidad de Puntos fijos

En esta seccion se determina la estabilidad de los puntos fijos del sistema de ecuaciones
(11). La estabilidad quedara determinada por los valores propios de la matriz jacobiana del
sistema de ecuaciones valuada en el punto fijo que se desea analizar. Los cinco valores
propios son:

> Enladireccionde a;: A, =0
> En ladireccion de ax: A, =—vy,

> Enla direccion de a3: A, =—v, (19)

> Enladireccionde s: A, =y, £1+

=

tan 3

> Enladireccionde B: Ay =7, (1—
tan 3

=

En funcién de los cinco valores propios y analizando la estabilidad de las Ecs.(11) en el
espacio (a1, as, as, s, ) se destaca que el sistema es siempre estable a perturbaciones en la
direccion de los ejes a, y as; posee condiciones de estabilidad neutra a perturbaciones en la
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direccion del eje a; y el valor de v, determina la estabilidad en la direccion de los ejes s y B.
Siys > 0, el sistema es inestable.
El comportamiento de la curva s = s() que determina los puntos fijos en el plano (s,p)

puede sintetizarse en funcion del valor de los parametros ki, ks y s

> Para k1 >0, ks> 0, ¥.<0: lacurva s=s(B) existepara 0<P <m vy es estable.
> Para k1 >0, ky>0, ¥,>0: lacurva s=s(p) existe para T <3 <27 y es inestable.
> Para k1 >0, k4<0, ¥.<0: lacurva s=s(B) existe para T <3 <21 y es estable.
> Para k1 >0, k,<0, ¥,>0: lacurva s=s(p) existe para 0 <P <7 y es inestable.
» Para k1 <0, ks> 0, ¥.<0: lacurva s=s(B) existepara 0 <P <7 1y es estable.
> Para k1 <0, ks>0, ¥,>0: lacurva s=s(p) existe para T <3 <27 y es inestable.
» Para k1 <0, k4<0, ¥.<0: lacurva s=s(B) existe para T <3 <21 y es estable.

> Para k1 <0, k4 <0, ¥,>0: lacurva s=s(f) existe para 0 <P <7 y es inestable.

En la Figuras 1 y 2 se muestra la sensibilidad de la curva s = s(f) a variaciones de k. Se
observa que a medida que k, se incrementa el valor maximo de s y el extremo superior de 3
(Ecs.17 y 18) también aumentan hasta que se alcanza un valor de k; a partir del cual el
maximo s y el extremo superior de B comienzan a disminuir.

En la Figura 3 esta indicada la sensibilidad de la curva s = s(f) a variaciones de k3. Se
observa que a medida que k3 disminuye el valor maximo de s y el extremo superior de [
(Ecs.17 y 18) aumentan hasta que se alcanza el valor de k3= 0.

La Figura 4 expresa la sensibilidad de la curva de puntos fijos al modificarse k4. Se
observa que a medida que k4 crece también lo hace s maximo y B maximo, excepto para
valores de k4 préximosa 1.

Para comprender la dependencia de s con ks, k3 y k4 hay que relacionar la Ec.(14) con la
condicién de resonancia k; = ks + ks — ky y la expresion para la diferencia de frecuencias
v=—k'—k; +k; +k; (esta ultima corresponde a ondas con polarizacién izquierda). A
medida que k3 varia produciendo una disminucion en ki, el valor de s se incrementa. Cuando

ks alcanza y supera el valor que hace k; = 0 (para la Figura 3 es k3 = -1) no hay soluciones
reales para s.

Con k; sucede algo similar, a medida que k, adquiere valores positivos mayores, k;
disminuye hasta anularse. El diferente comportamiento de la dependencia de s en k> y k3
reside en la relacion de la diferencia de frecuencias:

v=—kl =k + K+ k] =2(k; + k] —kk, — ok, k) (20)

La curva de puntos fijos posee una dependencia con k4 que es parcialmente similar al caso
de ks, sin embargo hay que afadir que k4 aparece en el numerador de la Ec. (14). Existe un
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valor de k4 que anula k; (para la Figura 4 es k4 = 1). A medida que ks disminuye
aproximandose k4 = 1, s y B maximos disminuyen debido a que k4 esta en el numerador, sin
embargo para valores muy proximos a k4 = 1 la tendencia comienza a modificarse debido a la
influencia de &k, — 0 en el denominador de la Ec. (14).

En las Figuras 1, 2, 3 y 4 se destaca que:
ki=lkithki—ky>0; ki>0 'y vy, =v,+7;-7,<0;

esto implica que la curva s = s() esta definida para 0 <3 <7 y es estable.

p

Figura 1: Curvas =s(B) paral'=0, v, = 0.1, 13=1, y4= 1.5, ks=1, ks=3 y k,=0.5,0.75, 1, 2.
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Figura 3: Curvas=s(B) paral'=0,7=0.1, =1, 4= 1.5, k=2, ks=3 y k;=0.2,0.5, 1,2
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25 T T T T T T

3.5

p

Figura 4: Curvas=s(B) paral'=0,7,=0.1, =1, 7, = 1.5, k=2, k=1 y k4=1.005, 1.5, 2, 3, 4.

6 RESULTADOS NUMERICOS

Se realiza en esta seccion una serie de integraciones numéricas con la finalidad de
determinar las trayectorias del sistema de ecuaciones (11). Para tal fin se utiliza un esquema
Runge-Kutta de orden 4.5 y de un paso, es decir para evaluar las variables dependientes para
el tiempo “#” s6lo necesita la solucion en el paso anterior “¢ - 1’ (Dormand and Prince, 1980).

La Figura 5 muestra la trayectoria de integracion junto con la curva de puntos fijos en el
plano (B,s) considerando que: '=0,v,=0.1, 3= 1,74 =17, ko= 1.5, ks = 1, ks = 2. Para
dichos parametros de control se tiene que k; = 1.5 y ¥ = - 0.6, verificando que la curva s = s(j3)
existe para 0 <[ <y es estable. Mediante integracion numérica se encuentra la trayectoria
atraida hacia un punto fijo estable perteneciente a la curva de puntos fijos.

En las Figuras 6 y 7 se indica la trayectoria y la curva de puntos fijos en el plano (B,s) y en
el espacio (B, s, a)) respectivamente paraI'=0,v%:=0.1,s=1,74=1.5,k=2,k3=1,k4=3. En
dichas graficas se verifica que k&; =2 y s = - 0.4, por lo que la curva s = s(B) existe para 0 <
B <m y es estable. De forma semejante a lo observado en la Figura 5, la trayectoria es atraida
hacia un punto fijo.

Finalmente en la Figura 8 estan graficadas la trayectoria y la curva de puntos fijos en el
plano (B,s) considerando ' =0, =0.1,y3=1,v4=2.25, kn =1, ks = 2.2, k4 = -1. Para dichas
graficas se tiene que k; = 0.2 y s = - 1.15, satisfaciendo que la curva s = s(p) existe para 1 <

B <2m y es estable. En este caso la trayectoria finaliza en el punto fijo estable (aj, a2, a3,
s, B) = (5.6360, 0.0, 0.0, 5.833, 3.779) perteneciente a la curva s = s(p).
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Curea de puntos fijos

0.5 1 1.5 2

P

25

Figura 5: Trayectoriay curvas =s(B), ' =0,v%,=0.1,15=1,4= 1.7, k= 1.5, ks =1, ks =2

20

18

16

Curva de
puntos fijos

Trayectoria

Figura 6: Trayectoria y curva s = s(3) en el plano (j3, s)
F=0,72=0.1,y3= 1,'Y4: 1.5,1(2:2,1(3: 1,k4:3.
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Figura 7: Trayectoria y curva s = s() en el espacio (aj, s, ).
I'=0,%=0Ly=L%u=15k=2k=1ks=3
1D T T T T T T
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gl 4
T ]
G -
Curea de
puntos fijos
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4t i
3 ]
2L -
Trayectaria

1k ]
1] L :

1] 1 2 3 4 ] Fi 7

Figura 8: Trayectoria y curva s = s(3) en el plano (s, B).
I'= 0, Y2 = 01, Y= 1, Y4 = 225, k2: 1, k3 = 22, k4 =-1
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7 CONCLUSIONES

En este articulo la ecuacion DNLS ha sido truncada para estudiar el acoplamiento
coherente, débilmente no lineal y ctibico de cuatro ondas de Alfvén cerca de resonancia con la
siguiente condicion: k; + k» = k3 + k4. La onda 1, que corresponde al vector de onda k;, no
posee amortiguamiento (I = 0) y las tres ondas restantes 2, 3 y 4, correspondientes a ka, k3 y ks
respectivamente, son amortiguadas (-2, -3, -Y4).

Debido al uso de cuatro ondas, el sistema de ecuaciones resultante posee cinco ecuaciones,
generandose un flujo 5D formado por cuatro amplitudes y una fase relativa. Se encontrd que
para I" = 0 dicho flujo es disipativo. El sistema posee siete pardmetros de control I' ks, k3, k4,

Y2, V3, V4.
Se hallaron y analizaron los puntos fijos del sistema y la estabilidad de los mismos
estableciéndose criterios de existencia y estabilidad en funcidn de los parametros de control.

Finalmente se presentaron trayectorias del sistema obtenidas mediante integracion
numérica utilizando un esquema Runge-Kutta de orden 4.5 y de un paso de avance en el
tiempo. Los resultados numéricos y teoricos fueron concordantes.

Este estudio es un primer paso en el andlisis de la interaccién de cuatro ondas de Alfvén
mediante el uso de la DNLS. En una segunda etapa se considerara que la onda 1 es levemente
inestable (I' = 0").
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