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Resumen

Las propiedades N-autocontradiccion y autocon-
tradiccion, han sido suficientemente estudiadas
en los conjuntos borrosos ordinarios y en los con-
juntos borrosos intuicionistas de Atanassov. En
el presente articulo se inicia el estudio de las
mencionadas propiedades, dentro del marco de
los conjuntos borrosos de tipo 2 cuyos grados
de pertenencia son funciones normales y con-
vexas (L). En este sentido, aqui se extienden los
conceptos de N-autocontradiccién y autocontra-
diccién al conjunto L, y se establecen algunos
criterios para verificar tales propiedades.
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1. INTRODUCCION

Los conjuntos borrosos de tipo 2 (T2FSs) fueron introduci-
dos por L.A. Zadeh en 1975 [17], como una extensién
de los conjuntos borrosos ordinarios (FSs, o conjuntos bo-
rrosos de tipo 1). Mientras que en estos tltimos el grado
de pertenencia de un elemento al conjunto viene determi-
nado por un valor en el intervalo [0, 1], en el caso de los
T2FSs el grado de pertenencia de un elemento es un con-
junto borroso en [0,1], es decir, un T2FS queda determina-
do por una funcién de pertenencia u : X — [0, 1][071], ver
[9, 10, 11]. Por ello, para poder trabajar con dichos con-
juntos, es necesario hacerlo previamente en el espacio de
funciones [0, 1]/!). Particularmente en este trabajo nos res-
tringiremos al espacio L, de las funciones de [0, 11!} nor-
males y convexas.

Trillas et al. en [13, 14], iniciaron el estudio de la autocon-
tradiccién y contradiccién de conjuntos en el contexto de
la 16gica borrosa, no s6lo como un tema de interés tedrico,

sino también préctico, en el sentido de analizar las posibles
consecuencias contradictorias en los procesos de inferen-
cia borrosa. En articulos posteriores (ver [1, 4], por ejem-
plo): Se abordé con mds profundidad la autocontradiccioén
y contradiccién en los FSs; se propusieron formas de medir
el grado en que estas propiedades aparecen; se desarro-
116 una axiomatica para las medidas de autocontradiccion,
contradiccién entre conjuntos, autocontradiccidon respecto
a una negacién fuerte N (N-autocontradiccién) y contra-
diccién entre conjuntos respecto a una negacion fuerte N
(N-contradiccion).

Asi mismo, en [5] se aborda la contradiccién en el mar-
co de los conjuntos borrosos intuicionistas de Atanassov
(AIFSs), introduciendo el concepto de un AIFS contradic-
torio, y la contradiccion entre dos AIFSs. Luego, en dife-
rentes articulos (ver [2, 3, 6, 12], por ejemplo): Se estudian
los grados de autocontradiccién y de N-autocontradiccién
de un AIFS; se proporcionan algunas férmulas para medir
dichos grados; se desarrollan las axiomaticas para medir
dichas propiedades; se trata con mds profundidad el tema
de la contradiccién entre AIFSs; se presentan algunas for-
mulas para medir tal propiedad; y se proporciona un mo-
delo axiomadtico para las medidas de contradiccién entre
AIFSs. En el presente trabajo se pretende iniciar con un es-
tudio andlogo al desarrollado anteriormente, especialmente
en [2,5, 13, 14], sobre la N-autocontradiccion y autocon-
tradiccién, pero en los conjuntos de tipo 2, con grados de
pertenencia en L.

El articulo se organiza como sigue: En la seccién 2 recor-
damos algunas definiciones, operaciones y propiedades so-
bre los T2FSs, especialmente acerca del subdlgebra L, pre-
sentadas en la literatura reciente (ver por ejemplo, [16]).
En la seccién 3 presentamos las definiciones y propiedades
sobre la autocontradiccion y N-contradiccidon en conjuntos
borrosos, establecidas en articulos anteriores (por ejemplo,
[14]); y extendemos algunas de estas definiciones al subdl-
gebra L, el cual representa nuestro objeto de estudio. Por
ultimo, en la seccién 4 determinamos algunos criterios para
verificar dichas propiedades en L.
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2. SOBRE LOS T2FSs

De aqui en adelante denotaremos por X un conjunto no
vacio que representard el universo de discurso. Ademas, el
simbolo < denotara la relacion de orden en el reticulo de
los niimeros reales.

Definicion 1. ( [10, 11]) Un conjunto borroso de tipo 2,
A, esta caracterizado por una funcién borrosa de pertencia
Ua, COMO

La s X — [0,1]01)

donde p14 (x) es un grado borroso, y es un conjunto borroso
en el intervalo [0, 1]. pa(x) es representado por

Ha ()C) = fx

donde
Sfx:[0,1] — [0, 1].

Las operaciones tedricas en los T2FSs fueron deducidas
a partir del principio de extension de Zadeh [9, 10, 11,
17]. Luego, en [9] establecieron el "Teorema de Repre-
sentacion", mediante el cual se ratifican las férmulas para
dichas operaciones. Como los grados de verdad de los
T2FSs estdn en [0, 1][0’1], entonces trabajaremos en este
marco.

Definicién 2. ( [8, 16]) Sobre [0, 1] se definen las ope-
raciones LJ (unién), M (interseccién), N (complemento, o
negacién), 0 y 1 de la siguiente manera:

(fUg)(x) = f(x)Ug(x) =sup{f(y) ANg(z) : yVz=x},
)

(fMg)(x) = f(x)Ng(x) = sup{f(y) Ng(z) : y Nz = x},

g)
((( ))()X) ~f(x) = sup{f(y) : n(y) = x} = f(n(x)) =

)

T(x) = 1 six=1
six#0’ 10 six#1.
V,A y n son las operaciones maximo, minimo, y la ne-
gacion estandar (n = 1 —id), respectivamente, en el reticulo
[0,1].

M= ([0,1]%, 11,1, N,0,1) es el dlgebra bésica de los va-
lores de verdad de los T2FSs, [8, 16]. M no tiene estructura
de reticulo, ya que generalmente no se cumple la ley de ab-
sorcién [8, 16]. Sin embargo, cada una de las operaciones
Ll y M tienen las propiedades requeridas para definir un or-
den parcial, [16].

Definicion 3. ( [11, 16]) fC gsi frg=f; fgsi
fUg=g.

En general, estos dos 6rdenes no coinciden, [11, 16]. Por
otra parte, 0 y 1 son los elementos neutros de las operacio-
nes LI y N, respectivamente, es decir, 0Uf = f y 1M f=f,
paratodo f € M. Ademds, 0 es el menor elemento (cota in-
ferior) del orden parcial <, yaque 0 < f, VfeM;y 1

es el mayor elemento (cota superior) del orden parcial C,
porque f C 1, Vf € M.

Para facilitar las operaciones en el dlgebra M, se presentan
las siguientes operaciones auxiliares.

Definicién 4. ( [8, 16]) Para f € M, se definen f~, fR € M
como

FH@) =sup{f(y) 1y <x}, fR(x) = sup{f(y) :y > x}.

En este estudio nos centraremos en el conjunto de las fun-
ciones de [0,1]1!) normales y convexas.

Definicion 5. ([8, 11, 16]) Una funcién f € M es normal si
sup{f(x):x€0,1]} = 1, o equivalentemente, si f=V f& =
1.

Definicion 6. ( [8, 11, 16]) Una funcién f € M es convexa,
si para cualquier x <y < z, se tiene que f(y) > f(x) A f(z),
o equivalentemente, si f = fL A fR.

El espacio L de las funciones de [0, 1] .1 normales y con-
vexas, es un subdlgebra de M; y es un reticulo acotado y
completo, con una negacién que satisface las leyes de Mor-
gan, ver [8, 11, 16]. En L, los érdenes parciales de M (ver
definicién 3) son equivalentes, es decir C = <. Por otra
parte, tenemos la siguiente caracterizacién, que nos ayu-
dard a establecer nuevos resultados:

Teorema 1. ([8]) Sean f,g € L. f C g siy sélosi gk < f-
y R <g®.

Si f es normal, evidentemente fL(x) =1, 0 fR(x) = 1, para
todo x € [0, 1]; ademds, fX(1) =1y fR(0) =1, ver [8, 16].
Si f es convexa, se satisface f(x) = f£(x), o f(x) = fR(x),
para todo x € [0,1], ver [8]. En virtud de lo anterior, se

puede afirmar que si f es normal y convexa, entonces en
cada x € [0, 1], ocurren dnicamente dos posibilidades:

fF) =flx) <1, fRx) =

R =fx) <1, fFx)=1

Definicion 7. ( [8]) Sea h: [0,1] — [0,1]. Se define A* :
[0,1] — [0,2] por

wr oy J2—h(x)
h(x)—{ h(x)

Esta definicién 7 nos permite establecer una caracteri-
zacion del orden parcial en L

Teorema 2. ([8]) Sean f,gc L. fCg& f* <g*

si h(x) = ht(x)
en otro caso.

3. SOBRE LA AUTOCONTRADICCION

Debido a que el andlisis a realizar emplea negaciones
fuertes, empezamos recordando este concepto en los FSs,
asf como algunas de sus propiedades.



Definiciéon 8. ([7, 15]) Una funcién decreciente n: [0,1] —
[0,1] tal que n(0) = 1,n(1) = 0, se dice que es una ne-
gacién. Si ademds satisface que n(n(x)) = x, para todo
x € [0,1], se le dice negacion fuerte o involucidn.

En [15] se demuestra que n es una negacion fuerte en [0, 1],
si y s6lo si existe un automorfismo de orden g : [0,1] —
[0,1], tal que n(x) = g~ (1 — g(x)), para todo x € [0, 1].
Toda negacién fuerte n es estrictamente decreciente, con-
tinua y biyectiva. Por otra parte, cada negacién fuerte n
tiene un dnico punto fijo p € (0, 1), tal que n(p) = p, donde
p=g"1/2).

Extendiendo el concepto de negacién al dlgebra M, tene-
mos la siguiente definicion de negacién de tipo 2:

Definicion 9. Una funcién decreciente N : M — M, tal que
N(0) = 1,N(1) = 0, es una negacién. Si ademds satisface
que N(N(f)) = f, para todo f € M, se le dice negacién
fuerte o involucién.

La funcién N de la definicién 2 satisface algunos axiomas
para definir negacion fuerte. Por ejemplo, N(0) = 1,N(1) =
0y N(N(f)) = f, paratodo f € M, ver [16]; sin embargo,
no es decreciente en cada orden parcial, ya que en [16] se
demuestra que f C g siy s6lo si ~g < —f, o equivalente-
mente, f < g siysoélosi—g C —f, paratodo f,g € M. Sin
embargo, si nos limitamos al subdlgebra L, dicha funcién
N asociada a cualquier negacidn fuerte de tipo 1, cumple
con todos los axiomas de negacién fuerte; por este motivo
decidimos estudiar, por el momento, la contradiccién en L,
y no en todo M.

En [16] se presenta la siguiente propiedad de la negacién
de tipo 2, paratodo f € M

(=HE =05, (NHF ==,
y como (N(f))(x) = f(n(x)), entonces, Vx € [0, 1],

Cabe destacar que todo el estudio de ahora en adelante
se hard exclusivamente considerando negaciones fuertes de
tipo 1 y de tipo 2, las cuales llamaremos negaciones, sim-
plemente.

En cuanto a los conceptos de n-autocontradiccién y auto-
contradiccion en los FSs, tenemos:

Definicién 10. [14] Sea pu € [0,1]X ysean:[0,1] — [0,1]
una negacion. Diremos que U es n-autocontradictorio si 'y
s6lo si p(x) < n(u(x)), para todo x € X. Decimos que
es autocontradictorio, si es n-autocontradictorio respecto a
alguna negacién n.

En el dlgebra L, la n-autocontradiccién y autocontradiccion
las definimos de la siguiente manera:

Definicién 11. Sea f € L y sea N : L — L una negacion.
Diremos que f es N-autocontradictorio si'y sélo si f(x) C
N(f(x)), para todo x € X. Decimos que f es autocontradic-
torio, si es N-autocontradictorio respecto a alguna negacién
N.

En general, un conjunto borroso de tipo 2 (ver definicién
1), B, cuyos grados de pertenencias f; estdn en L, es N-
autocontradictorio si todos sus grados f, lo son. Igual-
mente, B es autocontradictorio si todos sus grados f; lo son.

4. CRITERIOS DE )
AUTOCONTRADICCION EN L

En esta seccion se presentan los principales resultados, co-
rrespondientes a los criterios para verificar las propiedades
de N-autocontradiccion y de autocontradiccion en L. En to-
da esta seccién 4, entre otros aspectos, tendremos presente
que toda negacion fuerte de tipo 1, n, es estrictamente de-
creciente, continua y biyectiva.

Proposicion 1. Sea f € L, y sea N : L — L una negacion.
Entonces f es N-autocontradictorio si y sélo si

PN

Demostracion. Directa, aplicando la definicion 11 y el teo-
rema 2. O

Observacién 1. Basta que (N(f))*(x) > f*(x) en algin
x € [0,1], para que f no sea N-autocontradictorio.
Ejemplo 1.

1) Sea f € L, f(x) = 1 —x, la cual es estrictamente de-
creciente, por tanto f*(x) = f(x) = 1 — x (ver definicién
7). Sea la negacién N : L — L, (N(f))(x) = f(n(x)) =
f(1 —x) =x, la cual es estrictamente creciente, por tan-
to (N(f))*(x) =2 — (N(f))(x) =2 — x (ver definicién 7).
Evidentemente, f*(x) < (N(f))*(x), paratodo x € [0,1], en

consecuencia, f es N-autocontradictorio.

2) Sea feL, f(x) = x2, la cual es estrictamente cre-
ciente, por ende f*(x) =2 — f(x) = 2 —x*. Sea la ne-
gacion N : L — L, (N())(x) = f(n(x)) = F(VI—2) =
1 — 2, la cual es estrictamente decreciente, por tanto
(N(f)*(x) = (N(f))(x) = 1 — x*. Obviamente, f*(x) >
(N(f))*(x), para todo x € [0,1], por consiguiente, f no es
N-autocontradictorio.

Proposicion 2. Sean f € L, y sea N : L — L una negacion,
asociada a una negacién de tipo 1, n. Entonces f es N-
autocontradictorio si y sélo si

(NN < 15 R < (NU)R.
Equivalentemente, si y sélo si

FR(n(x) < fH(x), fRx) < fHn(x)),vx € [0,1]



Demostracion. f es N-autocontradictorio si y s6lo si

FEN().

Es decir (ver teorema 1), si y sélo si

(N(F)E< R A< (N))R.

Tomando en cuenta (1), esto equivale a

fR @) < fH00), fAx) < ), vxe [0,1).

Corolario 1. f es N-autocontradictorio si y sé6lo si
R (x) < fE(nlx)),vx € [0,1].
Equivalentemente, si y s6lo si
Rnx) < L), vx e [0,1].

Observacion 2. Basta que (N(f))5(x) > fE(x), o fR(x) >
(N(f))®(x) en algin x € [0,1], para que f no sea N-
autocontradictorio. En otros términos, es suficiente que
fR(x) > fE(n(x)) en algin x € [0,1], para que f no
sea N-autocontradictorio. O equivalentemente, basta que
FR(n(x)) > fE(x) en algtn x € [0,1], para que f no sea
N-autocontradictorio.

Ejemplo 2. Sean los elementos 0, 1 € L, en donde N(0) =
1y N(1) =0, para cualquier N : L — L.

1) 0 es N-autocontradictorio respecto a cualquier negacién
N, ya que (N(0))E(x) = TE(x) = T(x) < O4(x) = 1,
0%(x) = 0(x) < (N(0))*(x) = T”(x) = 1, para todo x €
[0,1]. De acuerdo a la definicién 11, también podemos de-
cir que 0 es autocontradictorio.

2) 1 no es N-autocontradictorio respecto a ninguna N, ya
que, por ejemplo, en x = 0 , (N(1))*(0) = 0%(0) = 1 >
1£(0) = 0. Segtin la definicién 11, T no es autocontradicto-
rio.

Corolario 2. Sea f € L. Si f(0) < f(1) entonces f no es
N-autocontradictorio respecto a ninguna negaciéon N : L —
L, es decir, f no es autocontradictorio.

Demostracion. Sea f(0) < f(1), y sabiendo que
FH0) = £(0), f5(0) =1, fH(1) =1, fR(1) = f(1);
= enx=1, £4(0) = fH(n(1) = £(0) < (1) = FR(1);

para toda negacion de tipo 1, n. Por tanto, decimos que f
no es autocontradictorio. [

Observacion 3.

1) Si f € L es mondétona creciente, excluyendo la funcién
constante f = 1, entonces sucede que f(0) < f(1) =1, por
tanto, segin corolario 2, f no es autocontradictorio.

2) Si f no es autocontradictorio, generalmente no implica
que f(0) < f(1). Por ejemplo, la funcién presentada en la
figura 1(a) no es autocontradictoria, sin embargo f(0) >

fQD).

3) Si f(0) > f(1), generalmente no implica que f es auto-
contradictoria. Por ejemplo, en la funcién de la figura 1(a),
f(0) > f(1), sin embargo no es autocontradictoria.

Una de las propiedades a emplear en el siguiente teorema,
es: En toda f € L existe un conjunto no vacio W C [0, 1],
tal que, paratodow € W

lim f(x)=1,0 lim f(x)=1,0 f(w)=1.

x—wt xX—w™

Ademais, cualquier x entre dos elementos de W, presenta
f(x) =1, por tanto también estd en W. Esto es asi por que si
y <u <z, paratodoy,z € W, entonces fX(u) =1y fR(u) =
1. Y debido a que f es convexa, resulta f(u) = fX(u) A
f®(u) = 1. En este caso, decimos que f es normalizado, ya
que f(x) =1 enalgin x € [0,1].

El siguiente teorema proporciona una caracterizacion de
los conjuntos N-contradictorios.

Teorema 3. Sean f € L, N : L — L una negacién, aso-
ciada a una negacién de tipo 1, n, con punto fijo p. Sea
o =inf{w:w € W}. Entonces f es N-autocontradictorio
siy sélo si

p>oyVx<a,es f(nx)) < f(x). )

Demostracion. Para la demostracion utilizaremos el hecho
de que f es N-autocontradictorio si y sélo si

FR(n(x) < fH(x),vx € 0,1].
"=" Supongamos que (2) no es cierto y veamos que en-
tonces f no es N-autocontradictorio.
Si (2) no es cierto, se pueden dar dos casos:

I) p < o, entonces Jt, tal que p <t < a,yn(t) < p < Q.
En consecuencia,

Am@) =1, fL)=f0) < 1.

Luego,
FRn(0) > £@),

y no es N-autocontradictorio.

I p> o,y 3x < o con f(n(x)) > f(x). En este caso, x #
n(x). Six < o, n(x) > a, entonces tenemos

fR(n()) = f(n(x) > fx) = fH(x),
y no es N-autocontradictorio.

Sea x = a, n(x) > o. Para x = o, puede ocurrir que:

a) fH(a) = f(a) < 1, fR(a) =1;



b) fR(e) = fla) <1, fH(a) = 1.

Como f(n(a)) > f(a) < 1, y fR(e) = suplf(x) : x >
o} > f(n(a)) > f(a), entonces solamente puede ocurrir
el apartado a); luego,

FR(n(a)) = f(n(@)) > f(a) = fH(e0),
y no es N-autocontradictorio.

"«" Comprobemos que para todo x € [0,1], fR(n(x)) <
fE(x). En este sentido, se pueden presentar cuatro posibili-
dades:

i) x < o, entonces n(x) > n(et) > a, lo cual implica que
R = 1= fHn(x),
fR(n(x) = f(n(x) < flx) = fH ().

i) x = a, por tanto n(x) = n(a) > . Six = =n(x) =
p € (0,1), entonces no puede darse el apartado a), ya que
aqui 3¢, r < o y n(t) > «, tal que

f() < fHa) = f(o) < f(n(1)) < fR(a) = 1,

lo cual contradice la hipotesis inicial. En cuanto al apartado
b), tenemos

Por otra parte, si x = @ y n(a) > @, y se da el apartado a),
entonces

() = f(n(@)) < fla) = fH(a),
frn(@) =1=f%(a).
Y si se cumple el apartado b), tenemos
fR(n(a)) = fln(a)) < 1= fH(a),
fR(a) < 1= fHn(@)).

i) @ < x < n(a), entonces a < n(x) < n(a). Aqui se
cumple que

iv) x > n(a) > a, en consecuencia n(x) < a. Haciendo el
cambio de variable u = n(x), con n(u) = n(n(x)) = x, y

Fn(u)) = F(n(n(x)) = £(x) < f(n(x)) = f(u). entonces,

este caso iv) equivale a la unién de los casos 1) y ii).

Por tanto, fX(n(x)) < fE(x), Vx € [0,1]; luego, f es N-
autocontradictorio.

O

Corolario 3. f no es N-autocontradictorio si y sélo si

p<a, o x<atalque f(n(x))> f(x).

Ejemplo 3. Sea la negacién N : L — L, (N(f))(x) =
f(1—x), Vx € [0,1], asociada a la negacién n(x) = 1 —x,
con punto fijo p = 0.5. Y sean tres funciones diferentes
de [0,1] 9.1 normales y convexas, mostradas en la siguiente
figura.

(a) (b) (©)

Figura 1: Ejemplos de funciones en L.

1) La funcién dibujada en la figura 1(a), no es N-
autocontradictoria respecto a la negacion dada, ya que 0.5
= p < o = 1. Ademas, esa funcién no es autocontradictoria
porque p < a=1,Vp € (0,1).

2) La funcién en la figura 1(b), no es N-autocontradictoria
respecto a la negacién dada, porque, por ejemplo, en x =
0<a=0.25; f(n(0)) = f(1) > f(0). Nétese que lo mismo
sucede para cualquier negacién N : L — L, por lo que no
es autocontradictoria.

3) La funcién presentada en la figura 1(c) es N-
autocontradictoria respecto a cualquier negaciéon N : L —
Liyaque p>a=0yVx<a,es f(n(x)) < f(x).

Observacion 4.

1) Si f € L es monétona decreciente, incluyendo la fun-
cién constante f = 1, entonces f es N-autocontradictorio
respecto a cualquier negacién N, y por tanto, f es autocon-
tradictorio. Esto es asi porque en este caso, f(0) =1, en-
tonces x = 0 = ¢, con f(n(0)) < 1 = f(0). Es decir, para
toda negaciéon N : L — L, se cumple que p > a y Vx < «,

es f(n(x)) < f(x).

2) Que f sea N-autocontradictorio respecto a cualquier ne-
gaciéon N, generalmente no implica que f sea mondtona
decreciente. Por ejemplo, la funcién en la grafica 1(c) es
N-autocontradictoria respecto a cualquier negacién N, no
obstante, la funcién no es mondtona decreciente.

5. CONCLUSIONES

En este articulo se ha extendido los conceptos de N-
autocontradiccion y autocontradiccion establecidos previa-
mente en los FSs y los AIFSs, al marco de los conjuntos
tipo 2 con grados de pertenencia en el conjunto de fun-
ciones L. A partir de dichos conceptos, han presentado al-
gunos criterios que permiten verificar las propiedades de



N-autocontradiccién y autocontradiccién de un elemento
en L, llegando a una caracterizacién. Desde el punto de
vista prictico, tales resultados permiten analizar las posi-
bles consecuencias contradictorias en los procesos de in-
ferencia borrosa, en los que aparecen predicados modeliza-
dos mediante conjuntos tipo 2. Otros aspectos que mere-
cen ser abordados en futuras investigaciones podrian ser:
Estudiar la contradiccién entre conjuntos en L y estable-
cer los criterios para verificar dicha propiedad; finalmente,
proporcionar métodos para medir la autocontradiccién, N-
autocontradiccioén, y la contradiccion entre conjuntos en L.
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