Introduccion a la difusion
en el tratamiento de imagenes

Guillermo Gallego

La idea que motiva el estudio de la difusién anisétropa en
el tratamiento de imdgenes es la busqueda de métodos de
suavizamiento de imdgenes (“filtros”) que atenden el ruido
a la vez que respeten la informacién de bordes (“sefial”) de la
imagen.

En adelante, trataremos de pensar en una imagen (en escala
de gris) como una funcién I : Q C R? — R, habitualmente
continua. Trataremos de evitar concebir una imagen (digital)
como un conjunto de pixeles (muestras de la anterior funcién
en una rejilla/reticulo rectangular). S6lo discretizaremos cuan-
do necesitemos implementar alguna ecuacioén de evolucién en
un ordenador. En tal caso, lo mas habitual es utilizar muestras
y diferencias finitas para aproximar derivadas de la imagen.

I. DIFUSION ISOTROPA

Supongamos una imagen dada Iy (z, y). Dado que buscamos
suavizar la imagen, un posible punto de partida es utilizar
nuestros conocimientos sobre procesos de difusiéon en Fisica.
Por ejemplo, podemos simular el proceso de suavizamiento
dictado por la ecuacién del calor al hacer evolucionar la
temperatura de un cuerpo sélido. Planteamos el siguiente
problema con condicién de contorno inicial: encontrar la
funcién I(x,y,t), t > 0 tal que resuelve

I, = AI
I(x7y70) = Io(flf,y),

donde Al = I, + I, es el Laplaciano de I y los subindices

. . 7 _ oI _ oI
denotan derivadas parciales: I; = 0,1 = St Loy = droy- Ctc-

La ecuacion (1) modela un proceso de difusion lineal isétropo.
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I-A.  Deduccion de la ecuacion de difusion

Los procesos de difusién estan estrechamente relacionados
con las leyes de conservacion. Sea I la concentracién de una
sustancia o temperatura. Si en una region hay diferencias
de concentraciéon (o temperatura), se producird un flujo de
sustancia desde las regiones de mayor concentracidn hacia las
regiones de menor concentracién, hasta alcanzar un estado
de equilibrio. Si se cumple la ley de conservacién de la
sustancia I y en cierto dominio (volumen) {2 se produce una
variacion de la cantidad de sustancia I, esta se debera a la
presencia de un flujo de sustancia j a través de dicho dominio:
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Variacién de I en 2

Flujo a través de 2

siendo n el vector normal a 9f). Si € es fijo (respecto al
tiempo t) y se utiliza el teorema de la divergencia,

/(It+V-j)dV:0,
Q

por lo que, para regiones arbitrariamente pequefas, se deduce
la ecuacién de continuidad'

Si el proceso de igualacién de la concentraciéon sigue la
(primera) Ley de Fick (1855), el flujo es proporcional (y
en sentido opuesto, como ya sabifamos) al gradiente de la
concentracion,

j=—-cVI, 3)

siendo c el coeficiente de difusién (también llamado difusivi-
dad o conductividad). Al sustituir (3) en (2) se obtiene la
ecuacion de difusién o segunda ley de Fick,

I, =V (cVI). (4)

Cuanto més grande es ¢, mayor es el flujo de sustancia, y por
tanto, mds rdpido es el proceso de difusién. Finalmente, si
¢ =1 se obtiene (1), ya que Al :=V - (VI), por definicién.

I-B. Imdgenes como mapas de temperatura o de concen-
tracion de una sustancia

La ecuacién del calor en el problema (1) lleva a interpretar
los niveles de gris de una imagen como si fuera la concen-
tracién de una sustancia o temperatura. Entonces, los niveles
de gris de la imagen sufren un proceso de difusién igual al que
dicta la ecuacién del calor para evolucionar la temperatura de
un s6lido a medida que avanza el tiempo. En realidad, ya no
tenemos una imagen Ip(z,y), sino una familia de imdgenes
I(z,y,t), una imagen para cada instante de tiempo.

En la practica, las imagenes tienen una extension finita. Asi
que es habitual suponer algin tipo de condicién de contorno
en la frontera del dominio, 952, para saber como evolucionar
los niveles de gris en aquellos puntos. Lo habitual es suponer
que el flujo es nulo (j = 0) en 9, lo que equivale a
condiciones de contorno homogéneas de tipo Neumann puesto
que 3711 = VI -n=0,siendo VI = (I, I,) " para Q C R%
Esto indica una estabilizaciéon local de la intensidad de la
imagen en la direccién perpendicular a 0€2; la intensidad puede
variar a lo largo de 0f2, pero permanece constante al atravesar

'La ecuacién (2) no deberia resultar desconocida, puesto que utilizando
un simil electromagnético, si I = p es la densidad de carga eléctrica ¢
(la “sustancia”) y j = J es la densidad de corriente, (2) es la ecuacién de
continuidad de la carga que se obtiene de la ley de conservacion de la carga.



0N} perpendicularmente. La condicién de flujo nulo a través
del dominio implica un aislamiento del mismo respecto del
resto de R2: no entra/sale sustancia. En el simil calorifico, el
dominio ) estd aislado térmicamente del resto de R2.

I-C. Solucion de la ecuacion del calor mediante convolucion.
Linealidad e isotropia

La solucién al problema (1) se puede obtener sin necesidad
de resolver iterativamente una ecuacién en derivadas parciales
(EDP), si se conoce la solucién fundamental de la ecuacion
(funcién de Green). Resulta interesante saber que I se obtiene
a partir de Iy mediante una convolucién con un filtro (paso
bajo) Gaussiano cuya desviacion tipica depende de ¢. A
medida que avanza el tiempo ¢, la difusién es mayor, asi que
el correspondiente filtro Gaussiano tiene una desviacion tipica
mayor. Por ejemplo, en el caso unidimensional, la solucién al
problema

I =1, —o<r<oo, <t <oo 5)
I(x,0) = Ip(x) Condicién inicial
es la convolucién
I(z,t) = Io(z)* e i (6)
4rt

- =/ Z exp (—(:”;f)g) Io(€) de.

Esto es facil de comprobar. Tomando Transformadas de
Fourier en (5) (respecto de la variable espacial x), siendo

I(z) &y I(w), obtenemos

A (7

I(w,0) = F{Iy(z)},
que es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de primer
orden en la variable ¢, del tipo y'(t)+ay(t) = 0, con condicién
inicial y(0) = A, cuya solucién es y(t) = Ae= ! para t > 0.
Entonces, la solucién de (7) es

f(w,t) = F{Io(z)}e ",

Ii(w,t) = (jw)?I(w,t) —oo<w<o00,0<t<o00
Condicion inicial

es decir, el producto de dos funciones (en w), cuya transfor-
mada inversa es precisamente la convolucién (6). La ecuacién
del calor es lineal, al igual que la convolucién. Los procesos
de difusién anisétropa son no lineales.

Una propiedad importante del operador Laplaciano es que es
isétropo (o invariante por rotaciones). El valor Al = I, 41,
es el mismo que el obtenido tras una rotacién del plano en
la que los nuevos ejes estén alineados con los vectores de
una base ortonormal {£,n}, AI = Ig + I,,,. Esto es ficil
de comprobar ya que el Laplaciano es la traza de la matriz
Hessiana (matriz de segundas derivadas parciales (V21);; =
Lyz,),

AT = trace (V?1), (8)

y la traza es invariante por rotaciones puesto que para una
matriz cuadrada A y una base ortonormal cualquiera {u;} €
R™, se cumple

trace (A) = Z uiTA u;. )
i=1

Esta propiedad hace que la difusién mediante la ecuacién del
calor no tenga direcciones preferentes, sino que sea igualmente
importante en todas las direcciones del plano. Esto se aprecia
claramente en la figura 1.

II. DIFUSION ANISOTROPA

En un proceso de difusién anisétropa hay direcciones prefe-
rentes y es deseable que dichas direcciones coincidan con las
de los bordes de los objetos para asi poder suavizar la imagen
a lo largo de los bordes, evitando suavizar en la direccion
perpendicular a los mismos (para no producir un esparcimiento
espacial del borde, lo cual lo destruirfa). De esta forma se
preservan los bordes mientras se suaviza / reduce el ruido en
el resto de zonas de la imagen. La figura 2 muestra un ejemplo
de difusién anisétropa.

Una posible forma de introducir anisotropia en el proble-
ma (1) es utilizando la segunda ley de Fick (4) con una di-
fusividad anis6tropa c(x,y,t) que controle la tasa de difusién
en cada punto del dominio (2. El resultado es la familia de
imagenes que resuelven el problema

I, = div(c(z,y, t)grad(I))
I(ma yvo) = Io(l',y),

donde div(c(x,y,t)grad(I)) = ¢AI + Vc- VI. Normalmente,
se disefia ¢ como una funcién del gradiente de la imagen para
preservar los bordes de los objetos. En el conocido modelo de
Perona y Malik (1990) se proponen dos posibles valores del
coeficiente de difusividad,

(10)

1

()
K

donde la constante K controla la sensibilidad a los bordes
de los objetos y se suele determinar experimentalmente o en
funcién de la cantidad de ruido en la imagen. Ambas funciones
son decrecientes, de tal forma que la difusion disminuya a
medida que ||VI|| aumente, es decir, a medida que se detecten
bordes de objetos en la imagen.

Un modelo mds general sustituye ¢ en (3) por un tensor de
difusién, esto es, una matriz de 2 x 2, C = (¢;;),

I, = div(C(x, y, t)grad(I))
I(x7 Y, 0) = IO(xa y)
Para que el proceso de difusién esté bien definido y realice

su funcién de suavizamiento, la matriz simétrica C debe ser
definida positiva.

(V1)) = e UV Ty e(viI|]) =

II-A.  Ecuacion geométrica del calor

Otra ecuacion de difusién anisétropa bien conocida en el
tratamiento de imagenes es la ecuacidén geométrica del calor
(geometric heat equation - GHE),

2 2
I - Iolpy — 211y Ly + 131y,
2412
I(.’E, Y, 0) = I(](LC, il/)»

la cual trataremos en mds detalle. Esta ecuacion se puede
interpretar como un proceso de difusién local unidimensional

(11



en la direccién de los bordes de los objetos en la imagen. Si
interpretamos la imagen de escala de grises como un mapa
de elevacion, z = I(x,y), por cada punto x = (z,y)' pasa
una curva equinivel (iso-intensidad). Los vectores tangente
T(x) y normal N(x) a dicha curva en x establecen una base
ortonormal {T, N} (la base de Frenet), siendo N = |\v IH y
T una rotacion de 90 grados de N. Utilizando (8) y (9), si
escribimos el Laplaciano en dicha base, AI(x) = Irr+ Iy,
y sustraemos la difusién en la direccién normal, obtendremos
el operador de difusién de la ecuacién geométrica del calor,

It = Al — Inn,
= NT(V2I)N, donde
I I
v2] —_ < T Ty >
Loy 1y,
es la matriz Hessiana de /. Suponemos que I es suficiente-
mente suave como para que se cumpla la igualdad de derivadas

cruzadas I,, = I,, (I € C?(Q), segin el teorema de
Schwarz) y asi V27 sea simétrica. Entonces,

siendo INN

Irr = AI-N' (V)N
1
= AI— vI) (VAI)VI
R
L 2L 1Ly + I3 Iy
2+ 17

Una forma mds compacta de escribir la GHE que ademas
es valida para cualquier dimensién (no sélo para imagenes en
R?) e independiente del sistema de coordenadas utilizado es

VI )
v/
Comparando esta férmula con anteriores modelos de difusién
anisétropa, vemos que no coinciden, si embargo, (12) se
asemeja a (10) si la difusividad térmica es ¢ = ||[VI||7},
funcién decreciente en la misma linea que las propuestas por
Perona y Malik.

I = |VI| div( (12)

III. EVOLUCION DE CURVAS PLANAS

Los procesos de difusién de imagenes guardan estrecha
relaciéon con los procesos de evolucion de curvas planas
(contornos activos, etc.). En dicho contexto, si la curva C(p) =
(z(p),y(p))T se representa mediante una ecuacién implicita
¢(C) — ko = 0 se dice que la curva C es el corte de nivel kg
(“the kg level set”) de la funcién de nivel ¢ : R — R. Es de-
cir, C = {(z,y) € R? tales que ¢(z,y)—ko =0} = ¢~ (ko).
El vector normal a la curva es N = —1~er ¥ la curvatura de
la curva estd dada por £ = div(—IN) = div( HV¢H) Para que
la curva evolucione en el tiempo segtn la ley

C, = kN, (13)

la funcién ¢ ha de evolucionar segin la ley ¢; = ||V¢|x.
Obsérvese que ésta es la ecuacién (12) si la curva C es
cualquier curva de intensidad constante de la imagen I. Asi
pues, la GHE hace evolucionar cada curva de iso-intensidad
de la imagen segin su curvatura k, en la direccién normal a

la curva. La ley de evolucién (13) es la que mds rapidamente
decrece la longitud Euclidea de la curva C,

P1
c=[1Cldr= [ \Jaz+zan
c Po

Es decir, (13) es la ecuacion del método de maximo descenso
aplicado al funcional “longitud Euclidea de la curva”. Esta
reduccién de la longitud se aprecia en la figura 3. Las curvas
de iso-intensidad de la imagen se contraen (y suavizan) cada
vez mds a medida que avanza el tiempo, comenzando por los
trozos de curva con mayor curvatura. Se aprecia que curvas
cerradas pequefias (provenientes de parte de las componentes
de alta frecuencia espacial de la imagen) pronto desaparecen
debido a este proceso de suavizamiento.

IV. IMPLEMENTACION

Para implementar numéricamente las EDPs anteriores, es
tipico utilizar diferencias finitas para aproximar las derivadas
de la imagen I. Los operadores de difusién son de tipo eliptico
y se suelen aproximar por diferencias centrales (en el espacio).
La derivada temporal se suele aproximar por diferencias finitas
progresivas, lo cual lleva a una esquema de actualizacién
de tipo explicito, en el que la solucién I(t + At) se puede
resolver facilmente dada la solucién en el instante ¢, I(t).
Los esquemas explicitos llevan asociada una condicién de
estabilidad en el paso de actualizacién para resolver la EDP.

Por ejemplo, la ecuacion del calor (1) se puede implementar
numéricamente de la siguiente forma:

n+1 n n n n n n n
Ly — 1L ~ 11y — 215 + I¢71,j+1~i’j+1 —2Ip+ 17
A (Az)? Ay
donde Ij; = I(iAz, jAy,nAt) coincide con el valor de

intensidad de la imagen I en el pixel (,7) para el instante ¢.
Al trabajar con imdgenes, se suele tomar Az = Ay = 1 pixel,
por lo que

In+1 (1 47")In+7'( 1+1]+Iz 1]+I'L‘7+1+ 1.j—1)7 (14)

siendo r = 0 AAQJ = = At. La condicién de estabilidad exige que

el paso no excedade r < 5 en cada iteracion. La ecuacién (14)
se inicializa (en el 1nstante n = 0) mediante la imagen I y se
evoluciona hasta el instante 7' = N At deseado. Cuanto mayor
sea T', mayor serd la difusioén efectuada en la imagen.

De forma similar se puede implementar la GHE (11),
utilizando diferencias centrales para aproximar las derivadas
espaciales y diferencias progresivas para aproximar la derivada
temporal. La condicién de estabilidad del esquema explicito
resultante es r = (AA—;)Q < % Se debe evitar la divisién
por cero en aquellas zonas de gradiente nulo de la imagen
(zonas homogéneas), en las cuales, por convenio no hace falta
suavizar mds la imagen (I; = 0).
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Figura 1. Difusién isétropa mediante la ecuacién del calor (1). Los bordes de los objetos en la imagen se difuminan sin importar su direccion.
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Figura 2. Difusién anisétropa mediante (11). Se preservan mejor los bordes de los objetos en la imagen que utilizando difusién isétropa (figura 1).
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Figura 3. Difusién anisGtropa mediante la ecuacion geométrica del calor (11). Evolucién de las curvas de iso-intensidad para valores de I = {64, 128,196}.



