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MEMORTIA

La Comisidn Nacional de Investigacidn del Espacio viene
subvencionando desde 1975 las investigaciones tedricas y experi-
mentales sobre el comportamiento de puentes liquidos en condicio-
negs de gravedad reducida, que han dado lugar a propuestas de ex-
perimentacidn en el programa Spacelab y en el programa de cohetes
Texus.

Durante este afo de 1981 se ha desarrollado una gran ac
tividad tanto tedrica como de simulacidn numérica y experimental,
que ha dado lugar a diversos comunicados a congresos 1lnternaciona
les, publicaciones especializadas, etc.

En primer lugar hay que destacar el gran esfuerzo reall
zado para la organizacidn de la Reunidn de Usuarios del Mddulo de
Fisica de Fluidos (FPM) de la Agencia Espacial Europea (ESA), ce-
lebrada los dias 22, 23 y 24 de Abril en la E.T.S.I.Aeronduticos
bajo el patrocinio de la Universidad Politécnica de Madrid con la
colaboracidn de la Comisidn Nacional de Investigacidn del Espacio.
A esta reunidn asistieron los investigadores principales de los
sels grupos europeos involucrados en el primer vuelo del Spacelab
asl como representantes de la ESA y de las compafilas encargadas
de la integracidn de los equipos de vuelo. En esta reunidn se dis
cutieron los trabajos preparatorios en tierra de los diversos gru
pos, se reorganizd el programa de verificacidn de actuaciones del
FPM vy el entrenamiento de los astronautas, cuyo representante elo
gid el trabajo del equipo espafiol en este sentido.

FEn Julio tuvo lugar en Udine (Italia) un Curso de Vera-
no sobre Mecé&nica de FPluidos en Microgravedad, donde, durante una

semana se dieron a conocer parte de los trabajos tedricos realizea
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dos este afioc a jbvenes cientificos europeos.

En Septiembre se asistid al XXXII Congreso de la Federa
cidn Astrondutica Internacional, celebrado en Roma, presentando
los articulos:

Da-Riva, I. & Alvarez, E., "A Regular Perturbation

Approach to Surface Tension Driven Flows™.

Martinez, I. & Rivas, D., "Plateau Tank Facility

for Simulation of Spacelab Experiments".

Este mismo mes se presentd la Tesis Doctoral "Estructu-
ra interna de la zona flotante", que merecid la calificacidn de
Sobresaliente Cum Laudae, en la cual se recogen diversos estudios
analiticos y numéricos de la dindmica de rotura de las zonas cil-
lindricas en atmbsfera gaseosa.

En Octubre participamos en los ensayos de entrenamiento
de los astronautas del Spacelab en ESTEC (Holanda), continuando
las jornadas del afno anterior. Estén previstas dos sesiones de en
trenamiento mas, antes del vuelo del Spacelab en Septiembre de
1983, la Gltima de las cuales podria tener lugar en Espafia aprove
chando las instalaciones experimentales existentes en este Labora
torio.

Con respecto al desarrollo de los estudios tedricos hay
que sefialar una importante contribucidn en el andlisis de los efec
tos térmicos en la interfase que parecen ser de mayor trascenden-
cia gque los efectos inerciales de puesta en rotacidn. Con ello se
ha conseguido un acercamiento a los demds grupos europeos intere-
sados en la fisica de fluidos en microgravedad y cuyos problemas
fluidotérmicos parecian estar desligados de los problemas hidro-

dindmicos en que estamos trabajando. La ampliacidn de las fronte-




ras de esta investigacidn es provechosa para comprender mejor y

aunar la teoria desarrollada.
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1, ESTUDIO ANALITICO Y NUMERICO DE LA ROTURA

EN ZONAS LARGAS




LISTA DE SIMBOLOS

AlsAys.. Dy,
A,B,C,D,

D,

aw bw’Dcw’de’

Mm,

Constantes reales.

Constantes complejas.

Determinante de los coeficientes del sistema
de ecuaciones homogéneo que resulta al imponer
las condiciones de contorno.

Constantes reales que definen las soluciones
oscilatorias en el problema lineal.

Término situado en la fila 1 y la columna j de
la matriz de los coeficientes.

Constante real que define las soluciones de ro

tura en el problema lineal.

- P
E=v oR

Pardmetro de viscosidad adimensional:
Radio de la superficie libre [m].
Radio adimensional de la superficie libre:
F=F/R.

Valor del radio adimensional en el cuello de
la zona.

Funciones hiperbblicas de Bessel, de orden ce
ro y de primer orden.

Longitud de la zona [m].

NOimero de estaciones, segin z, en que se divi
de la zona para la Integracidn numérica de
las ecuaciones generales del modelo de Lee.
Presidn [Pa].

Presidn de referencia [Pa].

Presidn reducida adimensional:




Qs

QI\/I’

RO,

3]
»

(OR%

Variable adimensional utilizada en la integracidn numérica
de las ecuaciones generales del modelo de Lee. Definida co
nmo Q:FQW.

Valor de la variable Q en el punto M.

Radio de los discos [m].

Parte real de una funcidn compleija.

Variable adimensional utilizada en la integracidn numérica
de las ecuaciones generales del modelo de Lee. Definida co
mo : S:FQ.

Valor de la variable S en el punto M.

Tensor de esfuerzos [Pa].

Periodo de oscilacidn, adimensionalizado con ’VQR3/O.
1.

Componente radial de la velocidad adimensional: U=UvpR/oG.

Componente radial de la velocidad [m.s

Término dependiente de la variable z en la expresidn de la
velocidad radial adimensional en el modelo de Cosserat.
Campo de velocidades en el interior de la zona [m.s—l].
Volumen, en tanto por ciento del volumen inicial, de una
de las dos gotas en que se divide la zona.

Componente axial de la velocidad [m.s—ij.

Componente axial de la velocidad adimensional: W=W/pR/o.
Término complejo dependiente de la variable espacial z en
la solucidn del problema lineal.

Valor del méximo del término dependiente de la variable z
en las soluciones del problema lineal.

Versor segln una direccidn radial.

Versor segin la direccidn del eje de simetria de la zona.

|
|
;
|
|
|
|
|
i
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Sy

Ps

b1’

W

AT,

8,

Primer término en el desarrollo asintdtico de la forma de
la entrefase alrededor de la posicidn cilindrica.

Normal exterior.

Presidn reducida de perturbacidn, adimensionalizada con
o/pR.

Distancia radial a partir del eje de simetria de la zona
[m].

Coordenada radial adimensional: r:%.
Tiempo [s].

Tiempo adimensional: t:t\/z;;
Tiempo de rotura, adimensigializado con VpRg/o.

Tiempo de rotura obtenido a partir de un modelo linealiza-

do, adimensionalizado con‘VpR3/O.

Velocidad axial de perturbacidn, adimensionalizada con

VYo /pR.

Coordenada axial [m].

Coordenada axial adimensional: z:%.

Posicidén del cuello de la zona, en tanto por ciento de la
longitud de la misma.

Intervalo de tiempo entre dos iteraciones consecutivas en
la integracidn numérica de las ecuaciones generales del mo
delo de Lee.

Intervalo de discretizacidn seglhn z, Az=A/Mm.

Esbeltez de la zona, A:%ﬁ.

Parte real de las ralces, 8, del polinomio caracteristico
de una ecuacidn diferencial ordinaria.

Parte imaginaria de las raices, 8, del polinomio caracte-

ristico de una ecuacidn diferencial ordinaria.




Amplificacidn, amortiguamiento.

Pardmetro que define la forma de la perturbacidn simétrica
de la superficie libre. §=0.4934 radianes.

Parédmetro pequefioc gque mide, en general, la maxima deforma-
cidn inicial de la superficie libre.

Ralz compleja del polinomio caracteristico de una ecuacidn
diferencial ordinaria, 9=a+iB.

Viscosidad cinematica del liguido [mZ.S].

Densidad del liquido [kg.m—g].

Tensidn superficial de la entrefase liquido-gas [N.m_i].
Exponente complejo del término dependiente del tiempo en la
solucidn del problema lineal,t=y+iw.

Pulsacidn.




1. ESTUDIO ANALITICO Y NUMERICO DE LA ROTURA EN ZONAS LARGAS

1.1. INTRODUCCION

E1l problema fundamental tratado en estas paginas es el
de la estructura interna de la zona flotante, determinindcse el
campo de velocidades en el interior de una columna liquida ancla
da a dos discos coaxiales y paralelos entre si, Fig. 1, en ausen
cia de fuerzas gravitatorias y sometida a cierto tipo de pertur-
baciones axilsimétricas. Se estudia ademds el efecto no lineal
mds dréstico que una perturbacidn puede provocar en un puente 171
quido: su rotura. En este sentido, se han integrado numerilicamen-
te las ecuaclones de un modelo unidimensional no lineal de la zo
na flotante, obteniéndose, ademis de la linea de separacidn de
las regiones estable e inestable, los perliodos de oscilacidn y
los tiempos de rotura respectivamente.

Para realizar este andlisis se han introducido ciertas
hipdtesis generales de uso comlin en la literatura y otras parti-
culares, mas restrictivas, sobre la naturaleza del campo de velo
cidades en el interior de la zona, como (nico camino para abor-
dar un problema que, incluso en el caso linealizado tridimensio-
nal, presenta grandes dificultades. Con todo, como se verd poste
riormente, estas hipdtesis introducidas no restan generalidad a
los resultados obtenidos.

La importancia de la zonas liquidas se pone de mani-
fiesto cuando se considera el uso cada vez més extenso que de
las mismas se est& haciendo en la industria. En efecto, ésta y
otras técnicas derivadas se utilizan habitualmente en los proce-
sos de produccidn de semiconductores, [ 1], de materiales ultrapu

ros, [2], o de muy alto punto de fusidn [3], asi como en la in-




Indicador

Pig.‘l. Zona flotante axilsimdtrica 'de esbeltez 3.1.'La fotografia ha side

. realizada en el Plateau Tank Facility (PTF) del Laboratorio de Ae-

rodindmica, Utilizando Dimetil Silitora (DMS 20) &n uh bafic de al—
cohol y agua. Para realizar la fotografla se colocd en la cara pos

terior del tanque una ‘mdscara con una cuadritula de lads {gual al
didmetro de los discos. La marca en el lado derecho de la imagen
corresponde al indicador de desplazdmiento del ‘diseo superiori la
- zona parece mds esbelta debido a la posicidn de la cémara.
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dustria farmacéutica, [4]. Sin embargo, en la superficie terres-
tre la longitud mé&xima del puente liquido, Fig. 2, queda severa-
mente limitada por las fuerzas gravitatorias, de forma que diffi-
cilmente se pueden realizar puentes liquidos con una longitud su
perior a unos pocos milimetros, lo que acarrea una serie de im-
portantes problemas tecnoldgicos a la hora de conseguir una fu-
sidn y recristalizacidn uniformes, restrigiendo fuertemente el
tamaho de las muestras a tratar. Por el contrario, el trabajo

en condiciones de gravedad reducida permite una mayor libertad
ya que, al disminuir las restricciones impuestas a la longitud
de la zona, el campo de trabajo es mayor, pudiéndose controlar
més cdmodamente aspectos criticos actualmente mal conocidos de
los procesos en tierra.

Esto ha motivado la aparicidn de un creciente interés
entre la comunidad clentifica internacional sobre el comporta-
miento de la zona flotante, principalmente a ralz de los prime-
ros experimentos realizados a bordo del laboratorio espacial nor
teamericano Skylab, [5]. Es de destacar que, en este campo, Euro
pa parece haber tomado la delantera gracias al ambicioso progra-
ma de investigaciones en el area de Fisica de Fluidos a bordo
del laboratorio espacial Spacelab, [6].

Como se deduce de los ejemplos de utilizacidn de zonas
flotantes presentados anteriormente, su estudio es muy complejo
va que deberia incluir, entre otros, cambios de fase con frentes
no planos, propiedades no uniformes del fluido, etc.. Por todo
ello es usual gque, dependiendo del aspecto a estudiar, se admi-
tan ciertas simplificaciones que faciliten el tratamiento; las

més simples son no considerar los cambios de fase, suponiendo




Fig. 2. Métodos de crecimiento cristalino sin crisol.

a) Método de Czochralski.

b) Zona liquida (en un campo gravitatorio).

C) Zona flotante (en gravedad nula).

Los nimeros en las figuras identifican los distintos componentes de

acuerdo con la siguiente clave.

1:
2:
3:
L
5:

Material recristalizado

Fundido

Crisol

Fuente térmica (bobina de alta frecuencia o radiacidn léser)

Material por fundir.

Las flechas indican los movimientos experimentados por las varillas

respecto al crisol, &, o respecto a la fuente térmica, b y cC.
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que la zona liquida se mantiene entre dos discos sélidos, vy sepa
rar los problemas térmico e hidrodinimico, lo que parece plena-
mente justificado cuando la perturbacidén inicial no es de origen
térmico.

El problema tratado aquil representa un importante paso
en la explicacidn del comportamiento de la zona flotante, campo
al gque en la actualidad al menos una docena de grupos de investi
gacidn, repartidos por toda FEuropa, estén dedicando un notable
esfuerzo. Parece conveniente pues, atn de un modo breve, resefiar
el estado actual de los conocimientos en este &rea, lo que servi
r& para establecer mé&s claramente los puntos de partida del pre-
sente trabajo.

Cuando se estudian liquidos con superficies libres el
primer aspecto a determinar es, obviamente, el de las posiciones
de equilibrio. Losg trabajos en este campo arrancan a finales del
siglo pasado con los experimentos realizados por Plateau, [7],
acometiéndose mis recientemente el estudio tedrico de la hidros-
tédtica de la =zona flotante, ([8], [9]) cuyo fin es determinar las
formas de equilibrio estables, que son las que se presentaran en
la realidad. Estos estudios sobre la hidrostatica de la zona flo-
tante son completos para puentes liguidos entre discos iguales,
habiéndose estudiado también los efectos sobre la estabilidad de
la rotacidn de la zona como sdlido rigido y la vibracidn axial
([10], [11]) quedando alin por tratar la estabilidad de las formas
no cilindricas en rotacidn y de puentes liguidos con bordes 1i-

bres.

Un aspecto especial de la hidrostltica es el estudio de

los efectos macroscdpicos de las fuerzas moleculares en pelicu-



-11-

las liquidas mediante la técnica de la zona flotante, [12].

En la parte fluidodin&mica se puede destacar el estu-
dio del movimiento en las cercanias de los bordes de los discos
debido a la rotacidn impulsiva de los mismos, [13], y en la ac-
tualidad el estudio de los movimientos generados por gradientes
de tensidn superficial inducidos por una diferencia de temperatu
ra entre los discos ([14], [15], [16], [17]) o un calentamiento
no uniforme de la superficie libre, [18], asi como el efecto adi
cional de un campo eléctrico, [19].

En el campo experimental, habida cuenta de las limita-
cilones ya sefialadas, las tendencias apuntan hacia la utilizacidn
de zonas de muy pequenas dimensiones, del orden del milimetro,
para la experimentacidn de problemas térmicos, [20], y de bafios
de Plateau con zonas de gran volumen para estudios hidrostaticos
e hidrodindmicos ([21], [22]). Es de esperar que las aportacio-
nes de este 4rea aumenten espectacularmente con el prdximo vuelo
del laboratorio espacial Spacelab a bordo del cual ird el Fluid
Physics Module, que, como ya es sabido, es un equipo disefiado es
pecialmente para la experimentacidn con zonas flotantes en el es

pacio ([23], [2u]).

1.1.1. Problemas afines al de la zona flotante

Quizds el problema mis parecido al de la rotura de una
zona flotante, aungue distinto en muchos aspectos, sea el de la
rotura de un chorro capilar.

Las mejoras en la técnica de impresidn por chorro de
tinta, [25], han motivado una concentracidn de esfuerzos para es

clarecer el proceso de rotura de un chorro liquido. E1 principal
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problema es el control de las pequehas gotas que aparecen entre

"esférulas”

las gotas mayores en que se fracciona el chorro (las
de Rayleigh o satélites en la literatura actual). Estas gotas sa
télite, fenbmeno también presente en la rotura de la zona flotan
te, se forman cuando el ligamento que une las gotas mayores, un
instante antes de la rotura, se separa a la vez de ambas.

Aunque el lector puede encontrar en una monografia de
Bogy, [26], una completa revisidn de los métodos aplicados a la
resolucibn de este problema, parece oportuno incluir agui una so
mera resefia de aquellos trabajos que han significado un avance
en el estudio de la rotura de un chorro capilar.

El problema empezd a ser tratado en el segundo tercio
del siglo pasado con los trabajos experimentales de Savart y Mag
nus, que demostraron que un chorro de liquido, saliendo a través
de un orificio circular, se podia romper de una forma regular im
poniendo una vibracidn estacionaria al recipiente o a la boqui-
lla de salida.

Posteriormente, Rayleigh, [27], compild el trabajo de
sus predecesores y realizd un andlisis lineal de la estabilidad
de un chorro infinitamente largo, no viscoso, incompresible y de
seccidn circular, encontrando que las perturbaciones no axilsimé
tricas son siempre estables v las axilsimétricas, confirmando
la suposicidn de Plateau, son estables o inestables segln que la
longitud de onda de la perturbacidn impuesta sea menor O mayor
que la longitud de la circunferencia del chorro no perturbado.

M4s recientemente, aparte de los trabajos experimenta-
les que han demostrado claramente el caricter no lineal de la ro

tura de un chorro ([287, [291, [30]), los trabajos tebricos se
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pueden dividir en dos grandes areas: aquellos que considerando
un chorro infinito estudian la inestabilidad temporal, y otros
que plantean el problema de un chorro saliendo a través de un
orificio, estudiando el crecimiento o decrecimiento de la pertur
bacidn con la distancia desde la seccidn de salida (inestabili-
dad espacial).

Fn el primer grupo cabe distinguir entre teorias tridi-
mensionales y unidimensionales. Las primeras parten de un chorro
potencial y abordan la inestabilidad temporal mediante métodos
asintbdticos: dilatacidn de coordenadas ([31], [32]), o método de
las escalas mfiltiples, [33]. Los modelos unidimensionales tienen
su inicio en el modelo lineal de Weber, [34] (obtenido mediante
una expansidn de la coordenada radial a partir de las ecuaciones
de Navier-Stokes), que generalizd los resultados de Rayleigh al
caso de un chorro viscoso, y continfian con el de Lee [35], que
genera un sistema no lineal de ecuaciones para chorros no visco-
sos, yv el de Bogy ([36], [37], [38]) basado en la teoria unidi-
mensional de un medio continuo de Cosserat, [39].

Esta distincidn también es aplicable al caso de inesta-
pilidad espacial, existiendo al menos un estudio lineal tridimen
sional de este tipo de inestabilidad en un chorro potencial, [H0],
y varias aplicaciones de log dos Gltimos modelos unidimensiona-
les antes citados, ([u1], [36]1, [37] v [38]).

Entre todos los modelos reseriados, los unidimensionales,
particularmente los de Lee y Bogy (Cosserat), son facilmente
adaptables a las particularidades de la zona flotante, habiéndo-
se resuelto en las piginas siguientes la primera aproximacidn pa
ra ambos modelos y, como ya se ha dicho, integrando numericamern-

te las ecuacilones completas de Lee.
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1.2. ECUACIONES GENERALES DEL MOVIMIENTO ESTRICTAMENTE AXILSIME-

TRICO DE LA ZOMNA FLOTANTE

Sea una zona liquida cilindrica, comprendida entre dos
discos sélidos de igual didmetro, coaxiales y paralelos entre si,
rodeada de un gas con densidad mucho menor que la del 1liquido, o
del vacio.

El problema a resolver trata de la evolucidn con el
tiempo de una zona como la descrita, cuando se la somete a una
perturbacidén estrictamente axilsimétrica de un modo que, en el
instante iniclial, la forma de la zona, o lo que es lo mismo la
entrefase 1liquido-gas, difiere levemente de la forma cilindrica

senalada, Fig. 3. Para ello se supone:

L

N

+—

L

Fig. 3. Geometria y sistema de coordenadas para
una zona flotante axilsimétrica.




a) Bl movimiento interno de la zona se debe Gnicamente
a los gradientes de presidn capilar asociados a la
deformacidn de la superficie libre.

b) Los efectos en la dindmica de la zona del gas exte-
rior son despreciables.

c) No existen acciones gravitatorias ni Inerciales de-
bidas a un movimiento no uniforme de la zona como
sblido rigido.

d) Dado que sdlo se consideran perturbaciones estricta
mente axilsimétricas, excluyéndose también la posi-
bilidad de rotacidn de alguno de los discos, se ad-

mite la no existencia de velocidades azimutales. E1l

problema es i1ndependiente de esta coordenada.

e) Las propiedades del 1iquido, densidad y viscosidad,
asl como las de la entrefase, tensidn superficial,
se suponen constantes.

Bajo estas circunstancias, las ecuaciones que definen el proble-
ma son, (42]:

1) Conservacidn de la masa:

5
VeV =0 . (1)
IT) Impulso:
v > p -
W yegl =- v 2w uv?y (2)
ot 0

Junto con las condiciones de contorno e iniciales apro-
piadas; a saber:
ITII) En los discos la velocidad ha de ser nula y la zona debe

permanecer anclada al borde de los mismos:

V(r,+L/2,t) =0 . (2)
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IV) En el eje de la zona, la velocidad radial ha de ser nu-

la: ‘
Uo,z,t)y =0 (W)

y la axial debe tener pendiente nula:
S W(0,z,t) = 0
SY‘ 723 - d (5)

V) En la superficie libre, la condicidn de contorno debe ex
presar el equilibrio segln la normal entre la presidn capilar,

la sobrepresidn local y los esfuerzos viscosos normales:
> > >
n+Ten=0ovVen , (6)

- -> .
donde T es el tensor de esfuerzos, n la normal exterior vy ¢ la
tensidn superficial; y ademds, que la componente tangencial del

tensor de esfuerzos se debe anular en la entrefase:

>

Ten-(neTen)n=0 . (7)

VI) Falta por Gltimo, para terminar con las condiciones de
contorno, la ecuacidn gue expresa cue al no existir flujo de ma-

sa a través de la entrefase, ésta es una superficie fluida:

Q

F

|

<y

+VeVF =0 (8)

2

+

siendo F(r,z,t)=0 la ecuacidn de la entrefase. También se podria

~ § \ D . -~ - »
ahadir como comprobacién, aunque obviamente esta ya inclulda en
la formulacidn anterior, la condicidn de que el volumen ha de

permanecer constante con el tiliempo:

-L/2
representando F en esta férmula una expresidn explicita del ra-
dio de la zona: r=F(z,t).

VII) Las condiciones iniciales deben prefijar el valor de las
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distintas variables en el instante inicial; por ejemplo, la for-
ma de la zona, F:FO, v/c el campo de velocidades, V:VO
Adimensionalizando en las expresiones anteriores las

longitudes con el radio de los discos, R, las velocidades con el
pardmetro /o/pR, el tiempo con VoR3/0 v la presidn reducida,
(P—PO)/p, con o/pR, y denotando por E al parametro adimensional
E=v 7%?’ las expresiones (1) a (8) en forma desarrollada resul-
tan:

1) Conservacidn de la masa:

oW

87:l3 . (9)

1 9
T 5 (ru)+

ITla) Cantidad de movimlento radial:

oU oU oP 32U 57 L 1 oU U
Uy 28, g2y 222 (10)
ot 3 3z ar SPQ 85 r oY rQ
IIb) Cantidad de movimiento axial:
AW oW W _ 8P 9%2W _ 9%W ., 1 oW
FUSE + Wt = o+ B (St = = ] (11)
9t or 97 97 3r2 822 r ar
I11) Condicién de contorno en los discos:
>
V(r,+A,t) = 0 R (129
donde A=zL/2R, es la esbeltez de la zona.
IV) En el eje de simetria de la zona:
U(0,z,t) =0 s (13)
o . _
ZW(0,z,t) =0 . (1)

or
V) En la superficie libre, r=F(z,t), equilibrio segin la

normal:

b FEa Si) 9z~ 9z 32

2L [au (§§'Qaw or (gw_+au)}
1+(3F/52)°

B} 1 [1+(8F/Bz)2 3 E] (15)
[1+(pF/07)°]%/7 F 3z




y tangencial:

aF (23U oW aW | 2U .
e (o2 U (3D 1 9]0 . e

VI) Condicidn de contorno cinemética:

BF 3F _ |
S -UtWE==0 (17)

y la condicidn, como ya se ha dicho redundante, de conservacidn
del volumen:

A
ﬂJ ngz: 21A
-A

VIT) Condiciones iniciales: F=F, y V=V,.

Asi planteado el problema, no se conoce ninguna solu-
cidn analitica del mismo, a excepcidn de la trivial, ni aln del
problema potencial linealizado, donde resulta imposible cumplir
la condicidén de zona anclada a los discos (si se anula esta con
dicidn el problema se convierte en el de un chorro). Esto pudie
ra significar la existencia de capas limite proximas a los dis-
cos, aungue no parece ser el caso pues esta posibilidad esté en

contradiccidn con la evidencia experimental.
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1.3. MODELO UNIDIMENSIONAL DE LEE

La complejidad del problema general, expresiones (9) a
(17), se reduce en parte haciendo uso de la hipdtesis introduci-
da por Lee, [35], para el estudio de la rotura de un chorro capl
lar, consistente en suponer que la velocidad axial, W, egs inde-
pendiente de la coordenada radial r. Bajo esta hipbtesis y consi
derando ademd&s el problema no viscoso, la ecuacidn (11) indica
que la presidn reducida, P, es también independiente del radio,
y en consecuencia la ecuacidn de la cantidad de movimiento ra-
dial (10) queda desacoplada del resto de la formulacidn.

En estas condiciones, las ecuaciones generales se redu
cen a:

1) Conservacidn de la masa:
(ru) +-f;: o . (18)

IIb) Cantidad de movimiento seglin el eje z:

oW oW _ oP
3t T W27 T3z

(19)
V) En la entrefase, r =TF(z,t), la condicidbn de equili-

brio tangencial desaparece al ser B =0, quedando sdlo la condi-

.- - .
c10n segun la normal:

1
[1+(3F/32)

P = (20)

1+<aF/az)2_azP]

2]3/2;[ F .

ecuacidn que en este modelo, habida cuenta de la independencia
con r de la presidn, constituye la expresidn que relaciona la
presidn con la forma de la zona.
Las condiciones de contorno son ahora:
III) En los discos la velocidad axial es nula:

WA, t) = 0 (21)
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y la radial debe ser nula en los bordes de los discos; sin em-
bargo, dado que esta componente de la velocidad no va a aparecer
en los célculos intermedios, parece conveniente sustituir esta
condicidbn por otra andloga:la zona debe permanecer anclada a los
bordes de los discos:

FCxA,t) =1, (22)

IV) En el eje de simetria:
U(0,2z,t) =0

“S%W (U,Z,T) =0,

condiciones que se cumplen automdticamente deblido a que la velo-
cidad axial, W, se supone independiente de r y por tanto, de la
ecuacidn de continuidad (18), se deduce que la velocidad radial,
U, es lineal con r.

VI) La condicidn de que la entrefase sea superficie fluida:

=

UCF,z,t) = 24y 2E (23)
37

Q

t
Por Gltimo, ademds de las condiciones iniciales necesa
rias, serd Gtil la comprobacidn de gue el volumen total permane-

ce invariable:

+ 1/\

WJ dez: 2mA

-A
Para eliminar la velocidad radial U de la formulacibn
propuesta, se pueden sustitulr las ecuaciones (18) y (23) por
otra que exprese la conservacidn de la masa de un modo global en
cada seccidn. Por aplicacidn del teorema de continuidad a una ro
daja de la zona, o mediante integracidn radial de la ecuacidn

(18) teniendo en cuenta la expresidn (23), resulta:
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2
oF ] 2.
T t“*g;(WF ) =0 (21)

ecuacidn que sustituye a las (18) y (23).

Planteado el problema, conviene recapacitar sobre la
validez de la hipdtesis introducida. Suponer que la velocidad
axlal es independiente de la coordenada radial esta justificado
en el caso de chorros si la longitud de onda de la perturbacidn
es razonablemente mayor que el radio del chorro ([30], [u41],
[43]). Una estimacidn de los drdenes de magnitud de las varia-
bles en juego se puede obtener a partir de la ecuacidn de conti-
nuidad (18) llegandose a que, para deformaciones pequefias, la ve
locidad radial, U, es del orden de la axial, W, dividida por el
cociente entre la longitud de onda de la perturbacidn y el radio
del chorro. En la zona flotante la longitud de onda tiplca viene
determinada por la distancia entre los discos y por tanto la re-
lacidn entre ambas velocidades es del orden de la esbeltez de la
zona, en torno a 2m en nuestro caso.

Asl pues, se puede suponer gue, en primera aproxima-
cidn, la velocidad U varia linealmente con r, al menos mientras
el radio del cuello de la zona permanezca de orden unidad, ya
que esta componente de la velocidad es nula en el eje de la zona
v alcanza su valor maximo en la superficie libre. (este resulta-
do se podria obtener también desarrollando en serie de potencias
de r las funciones hiperbdlicas de Bessel que aparecen en la teo
ria clésica de chorros, reteniendo sdlo el primer término de de-
sarrollo).

Segln esto, el modelo de Lee fallard en la prediccidn

de los fendmenos que tienen lugar en la Gltima etapa de la rotu-
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ra (no hay que olvidar que con este modelo no se satisface la
ecuacibdn de la cantidad de movimiento radial). Sin embargo, des-
de un punto de vista pragmé&tico hay que reconocer que la formula
cidn de Lee retiene las principales caracteristicas del problema
real y no es extranho por tanto que los resultados que se obtie-
nen estén en perfecta concordancia, tanto cualitativa como cuan-
titativamente, con los obtenidos a partir de modelos unidimensio
nales més sofisticados (teoria de los medios continuos de Cosse-
rat) o, hasta donde se dispone de resultados, con los obtenidos

mediante teorias tridimensionales.

1.3.1. Resolucién del problema linealizado

Tampoco se conocen soluciones analiticas para las ecua
ciones completas de Lee, aunque presentan la ventaja de ser mas
facilmente abordables numéricamente que la formulacidn general
de la zona flotante, ademids de permitir un tratamiento analitico
relativamente sencillo del problema lineal.

Sea € un parametro pequeno que mide, por ejemplo, la
méxima deformacibébn de la superficie libre respecto a la forma ci
lindricas; si suponemos deformaciones pequenas y despreciamos tér

. ; 2 . - co .
minos de orden €7, las variables del problema se podran escribir

como:
F=1l+gf
P=1+¢€p - (25)
W= c¢cw

Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (19),

{20) yv {24), v en las condiciones (21) y (22), resulta:
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I) Conservacidn de la masa:

of |, 0w _

2er v, 7 U (26)
IIb) TImpulso:

oW, 9P _

at'*az =0, (27)

donde p estéd relacionada con el radio de la entrefase a través

de la ecuacidn:

N

Qo
N

p = —f‘-a 5 - (28)

N

I1I) Condiciones de contorno:

0
5 (29)
U

v ademds, la conservacidn del volumen total:

+A
J tdz = 0,
-A

1

w(th,t)

fCxA, 1)

v las condiciones 1niciales f(z,0)=f,, w(z,0)=w,.

Sustituyendo en (27) la expresidn de p dada por (28),y

eliminando la variable { entre las ecuaciones (26) y (27), se ob
tiene:
N 2 4
= R (30)
ot 3z 9z

ecuacidn diferencial que debe satisfacer la velocidad de pertur-

bacidn axial, sujeta a las condiciones de contorno:

w(+A,t) =0
3w .y R (31)
0z |z=xhA

habiéndose obtenido la segunda de las expresiones (31) de la con

dicidn de zona anclada a los discos, condicidn que en términos
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de velocidad se traduce, segin la ecuacidn (26), en que la velo-
cidad debe morir con pendiente nula en los discos.

En vez de f se podria haber eliminado la velocidad w
entre las expresiones (26) y (27), resultando una ecuacidn dife-
rencial idéntica a la (30) para la variable f. Sin embargo, las

condiciones de contorno en esta variable serian:

T(+A,t) =0
i 3. ,
%—t +aé = (
“lg=th 3z |z=+A

lo que genera un algebra mids complicada debido a la combinacidn
lineal de las derivadas en la segunda expresidn.

Por tanto, se calcularé& en primer lugar la velocidad
axial, w, y conocida ésta, la forma de la zona.

Para resolver la ecuacidn (30) pasamos al plano comple

jo, [u4u], buscando soluciones del tipo

w=R(Ae W), (32)
donde A y 1 son, en general, complejos. Sustituyendo en la ecua-
cidn (30), resulta la siguiente ecuacidn diferencial ordinaria

para la funcidn compleja W(z):

LY ?
d g'*d g-+2r2w: J ,
dz dz

cuyas soluciones, eez, han de cumplir la ecuaclidn caracteristi-
ca:
6 +0" +277 =0 . (33)
Las raices de esta ecuacidn, para distintos valores de
T=y+lw se muestran en la Fig. 43 el plano de las soluciones pre-

senta dos hojas siendo a la vez simétrico respecto al origen. Da
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Fig. 4. Plano complejo 6(1), con 8=0+if y t=y+iw, correspondiente a las solu-

. . . b2 2 .
ciones de la ecuacidn compleja 6 +6 +21t =0. Las cuatro raices para un

T dado son iel v t62, siendo:

61 :ul(y,w)-riﬁl(y,w)

62::a2(y,~w)—-i82(y,—w)
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do que el modelo en estudio no incluye efectos viscosos sdHlo in-
teresan soluciones con yz0 por 1o que en la Fig. 4 sdlo se ha re
presentado un cuadrante del plano de las raices,asignando a las

distintas curvas los valores de v y w en el entendimiento de que

para cada valor de 1 las ralces son t@,1 % tez, con:

S

2o, (y,w) + 18, (y,w)
! . ! , (34)

92 :az(ya—m)-—i82(y,—w)
siendo o y B reales positivos.

A la vista del plano, se observa que si y=0 (solucio-
nes oscilatorias) las ralces son de la forma (zo, *iBf) con B>1.
Si w=U (soluciones exponenciales en el tiempo) las ralces son
imaginarias puras para 0<y</2/4 y complejas de la forma general
(34) para y>/2/4. En el caso y=v2/4 las raices son dobles, de va
lor +iv?2/2.

En el caso més general, la velocidad axial vendra dada

por la expresidn:

W :R[eTt(Aeelz‘FBe_612~*C6622‘+De—622)] R (35)
donde A, B, C y D seran constantes complejas. Desarrollando, re-

sulta:

w::ethoswt[euiz(AlcosBiz—AQSenBlz)+e—diz(Blcoselz+sten612)+

+€u2Z(C1COSBQZ—CQSeﬂBZZ)+€_uzz(D1C08822+D256n822)]—

Yt

- e 'Senwt[eu1Z(AlgenBlz+A2cosBlz)+e—“1z

(—Blsen812+82c05612)+

——OLQZ

+euQZ(C186n822+C2COSBQZ)+e (—DlgeﬂBQZ+D2COSBQZ)]' (36)

Las condiciones de contorno exigen la anulacidn de la
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velocidad y su derivada respecto a z en los discos en todo ins-
tante t. Esto se puede cumplir asignando el valor nulo a todas
las constantes que aparecen en la expresidn (36) (en cuyo caso
se obtiene la solucidn trivial) o bien puede ocurrir que existan
ciertas combinaciones de valores de los parametros y, w y A de
modo que el sistema de ecuaciones homogéneo que resulta de apli-
car las condiciones de contorno tenga un determinante nulo y el
sistema quede indeterminado (problema de autovalores). AGn mas,
dada la forma de la solucidn encontrada, cada una de las condi-
ciones (31) genera dos ecuaciones, ya que se deben anular por se
parado cada uno de los dos grandes sumandos que contribuyen a la
velocidad axial (expresidn (36)) y a su derivada. En consecuen-
cia, al aplicar las condiciones de contorno, se obtiene un siste
ma homogéneo de ocho ecuaclones lineales en las ocho incdgnitas
Ai’ AQ,

se muestra el determinante de los coeficientes cuya anulacidn se

B,» Byy Cys Cpy Dy D,y En o la padgina siguiente (Tabla 1)

persigue:
D11 D12 . D18
D21 D22 R D28
D(y,w,A) = . . . = 0. (37)
D81 D82 .. D88

Dada la magnitud del determinante D, el proceso se ha
de continuar numéricamente, fijando valores para y v w, resol-
viendo 6(t1) con (33), y analizando si existe algln valor de la
esbeltez A para el que el determinante se anula. Si asi ocurre,
tendremos reciprocamente para cada A los valores de y y w que de

terminan la evolucidn de la zona.




Tabla 1

Aplicacidn de las condiciones de contorno

El cumplimiento de las condiciones de contorno para la velocidad axial de perturbacidn (expresién (36)):

o,z -, 7 [s A -0,z

_yt _ 2 N 2
w=e' coswt[e (Alcosﬁjz A?sen812)+e (Blcosslz+B?senﬁlz)+e (Clcnsﬁ?z C25en822)+e (DlrosB?z+D2sen822)]—

a,z -0, 2 [s D4 -,z

1 2
?cosslz)+e (—Bisen812+B?cosslz)+e (ClsenB?z+C2cosB2z)+e (—Dlsen822+D?005822)]

_eYtsenwt[e ! (Alsenslz+A

exige la anulacién de los dos grandes términos dependientes de la variable z que contribuyen a esta velocidad y

a su derivada, la aplicacidn de tales condiciones da lugar al sistema de ecuaciones homogéneo:

w(h) =0 Dyy  Dyp Dyy Py Dys Dyg o DBygp Dygii Ay
w(-A) =0 Dot Doy Dog Doy Dos Dopg Doy Dogi Ay
dw 20 D D D D ) D D D B
dz\z=h 31 32 33 3b 35 36 37 38 1
dw =0 D D D D D D D . D B
dz|z=-A " u1 u? 43 i 45 u6 47 48 2
’ =0

w(A) =0 Doy Dgy Doy Dy Dgg Dgg Dgy Degl €y
w(-A) =0 Per Peo Des Pey Pes Deg Dgr Degf| ©2
LA D D D D ) ) D D D
dz|z=A " 71 72 73 74 75 76 77 18 1
v =0 D D D D D D D D D
3z |z=-A J 81 82 83 su  U'ss  “ss- “a7  "esj| "2 |

Habiendo indicado en las expresiones de la izquierda, en correspondencia con las filas de la matriz {Dij],
la condicidn que genera cada ecuacidn; las cuatro primeras para el primer sumando de w y las cuatro siguientes
para el segundo.

a,A ~a A

.t i - :
Con la nomenclatura: E,=ze , E.ze * ,C.=cosB.A, S.=senB.A, (aC-BS),=a.C.-B.S,, etc., el determinante de
i i i i i i i7i7i Titi

la matriz [Dii]’ D, es:

EICI —E;Sl EjC, £]s, ne, £35, £, ES,
£LC, £s, EIc1 -£38, £.C, ESS, Blc, -5257
EI(aC—SS)l -E;(aS+BC)1 -Ej(ac+gs),  -F(aS-pC), E;(uC-BS)? —E;(uS+BC)2 -Ej(aC+8S),  -E(aS-8C),
Ej(aC+8S),  F(aS-8C), -E;(ac-es)] EI(uS+SC)1 Bo(aC+BS),  E(aS-8C), -E;(GC-BS)Q E;(uS+BC)2
E;s1 Bjc, -E}S, nie, £ls, EsC, -£S, ESC,
FEDS, ElC, E;s1 Bje, -E3S, £C, E;S2 s;c2
E;(aS+6C)1 E;(ac-ss)1 Ej(aS-RC),  -E](aC+BS), E;(QS+BC)2 E;(aC—BS)Q E,(aS-BC),  -E,(aC+BS),
FE (05-8C),  E(aC+8S), -£3(aS+80) —EI(uC—BS)l “E;(aS-8C),  Ej(aC+BS), -E(aS+AC), -E;(uc-as)2
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Tabla 1

Aplicacidn de las condiciones de contorno

El cumplimiento de las condiciones de contorno para la velocidad axial de perturbacidn (expresién (36)):

a,z
coswtfe (A1c0381z—A238n812)+e

~a,Z a,z
(Blcosﬁlz*BQSEnslz)fe

-a,.Z

.yt
wze Y cosB z- 5 5 -
(L1“0582L C sen822)+e (chosB2z+D2sen82L)]

2

a2
senwtfe (AlsenﬂlzfA

-a.z a,z
(-Blsen81z*Bzcosﬁlz)+e

Yt ) ~a, 2
-e cosB,z)te o -
1 (C ( DlsenBzz+D2cosBQZ)]

1sen622+c

2 COSBQZ)+e

2
exige la anulacibn de los dos grandes términos dependientes de la variable z que contribuyen a esta velocidad vy

a su derivada, la aplicacién de tales condiciones da lugar al sistema de ecuaciones homogéneo:

r - -

w(a) =0 biy Py Pyg Dy Dyg Dy Dyg Dyl Ay
w(-p) =0 Doy Dy Do Doy Dog Dyg Dyg Doyl Ay
L] =0 D D D D D D D D B
3z|z=A 31 32 33 34 35 36 37 38 1
ELd =0 D D D D D D D D B
3z |z=-A " 41 L2 43 Ul 45 46 47 u8 2
¢ =0

w(h) =0 Doy Dgp Doy Doy Dy Dgg o Dgy Doyl Cy
w(-A) =0 Per Pe2 Pes Dsy Pes Pee Der Desy| 2
ELA =0 D D D D D D D D )
3z |z=A " 71 72 73 T4 75 76 77 78 1
ow =0 D b D D D b D D D
az|z=-A " “81 82 83 “sy ‘85 86 87 “ssl| "2

Habiendo indicado en las expresiones de la izquierdd, en correspondencia con las filas de la matriz [Dij]’
la condicidén que genera cada ecuacidn; las cuatro primeras para el primer sumando de w y las cuatro siguientes

para el segundo.

Con la nomencldtura: E;=euiA. E;=e—ujA,Ci=LusﬁlA, Si=senBiA, (aC-ﬁS)i=uiCi-Bi$i, etc., el determinante de
la matriz [Dij]’ D, es:
EICl —EIsl EjC, £8, E;CQ -E58, B¢, EoS,
EC, ESS, EICl -EjS, ESC, ESS, E;c2 -E;s2
EI(uC—BS)l -zI(as+3c)1 -EJ(uCrBS) b (aS-BC), L;(uC—BS)2 —E;(uS+BC)2 -E (aC+8S),  -Ej(aS-BC),
Ej(actss),  Ej(aS-gC), —E;(uC—BS)l E;(uS+BC)1 By(uaCrgs),  Ej(as-80), -}:;(ac-ss)2 E;(uS+8C)2
E;s1 E;'c1 -£38, ke, E;s2 ec, L35, £c,
FESS, EJC, E}S, Lie, -138, £C, B3, ElC,
EI(us*sc)1 Ej(aC-8S),  Ej(aS-BC),  -E{(aC+8S), E3(aS+EC) BD(aC-88),  E,(aS-BC),  -Ej(aCt8S),
FE (0S-8C),  Ej(aC+BS), -E;(uS+BC)1 “Ej(aC-g8),  -Ej(aS-BC),  E (uC+BS), -E7(uS+BC), -E;(uc-es)2
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Como era de esperar, el determinante no se anula para
.. . . . :
ningun valor de A si son simultdneamente no nulos vy v w. En la
Fig. 5 se ha representado, para cada par Yy, w, el valor de A don
de es minimo el determinante de los coeficientes; como se oObser-
.. ) . . .
va, este minimo alcanza el valor cero (nicamente si y=0 & bien

s1 w=0.

En estos dos casos el problema se simplifica radical-

mente pues debido a la naturaleza de las raices se pueden agru-
par las distintas constantes que aparecen en la expresidn (36),

quedando el problema en funcibén de {nicamente cuatro constantes,

D x10%

p— em—— ——— e aw— — —
—-—————!-—'

).2

Fig. 5. Valor minimo del determinante D(y,w,A) en funcién de A para diversos

valores de vy y w. Obsérvese que D=0 implica y=0 & w=0.
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lo que facilita el tratamiento analitico de las soluciones.
1) Caso y=0, w#0 (Soluciones oscilatorias)
En este primer caso las ralices de la ecuacidn caracte-
ristica (33) son dos reales y dos imaginarias puras:
to, 1B,
2 .2 - . .
con o -B“=-1, aB=v2w. La velocidad axiel y la forma de la zona
quedan determinadas por las expresiones:

o Z =0l Z

w = senwt (Ae +Be %% 4+ CcosBz + DsenBz) s (38)

F- L coswt[a(Ae®? - Be™®%

50 ) + B(-Csenfz + DcosBz)] , (39)

y la aplicacidn de las condiciones de contorno da lugar al deter

minante:
eaA e_aA cosBA senRh
e_aA eaA cosBA -senfA
A A =0 .
ae’ —ae ¥ -BsenBh BcosBA
ue_aA —aeaA BsenB A BcosRBA

cuya anulacidn conduce a la ecuacidn de autovalores:

chaAshaAcosBAsenBA-—/?w(chQuAsenzﬁA-—shQQACOSQBA): 0 . (uo)

En la Fig. 6b se muestran las soluciones de esta ecua-
cidn, representéndose la pulsacidn w en funcidn de A.

Respecto a las constantes que aparecen en las ecuacio-
nes (38) y (39), al ser nulo el determinante y quedar indetermi-
nado el sistema de ecuaciones generado por las condiciones de
contorno, se puede fijar una de las cuatro, por ejemplo A, y ex-
presar las otras tres, B, C yv D, en funcidn de la anterior. As?,
si se elimina la cuarta de las ecuacliones, se obtendri el siste-

ma:
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— - - - -

e_aA cosBA senfA B euA
al —-af
e cosBA -senBh C =-Al e R (41)
_pe ol —BsenBA BcosBA D aedA
y realizados los célculos apropiados resulta:
D D D
bw cw dw
B2=A§~—3 C::Aﬁww, D1:A§- s (u2)
aw aw aw
siendo:
Daw :—BeaA-fe—uA(BCOSZBA-FagenQBA)
wa::Be_&A-—eaA(BCOSQBA-—asen2BA)
’ o
Dcw = beohaA(BcosBAshah — asenBAchal)
de::HShQA(uCOSBAShQA-FBsenBAchaA)

mientras que la constante A queda fljada por las condiciones inil
ciales. De acuerdo con las expresiones (25), si se qulere que
sea € el para&metro que mida la deformacidn inicial, se debera
fijar A=2w.

IT) Caso w=0, v#0 (Rotura de la zona)

En este segundo caso aparecen distintas posibilidades
seglin la amplificacidn, y, sea mayor, igual o menor que V2/4. Se
puede adelantar ya que para Yy superior o igual a vV2/4 la Qnica
solucibn posible es la trivial, A=0, por lo que el area de inte-
rés se centra en aquellos valores de y inferiores a vV2/4.

Cuando Y cumple esta acotacidn, las ralices de la ecua-
cidn caracterlistica son 1maginarias puras:

1By, *iB,,

con Bi+6§:1 Y 81822/7yg por tanto, en las expresiones de la velo
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cidad axial y de la forma de la zona sdlo aparecen funciones

trigonométricas:

w::eYt(Acosslz-FBsenslz-FCCOSBZZ4-DsenBQZ) y (43)
T = ——1—eYt[B (-AsenB .z + BcosB,z) + B, (~-CsenB,z + DcosB,z)]. (44)
) 2y 1 1 R 2 T 2 2 *

El cumplimiento de las condiciones de contorno exige

que sea nulo el determinante:

cosBlA SeﬂBlA COSBQA SenBQA
cosBlA —senBiA COSBZA —SenBQA
:O,
—BlsenBiA 61c0581A —BQSEHBZA BZCOSBQA
BlsenﬁlA BlcosﬁlA B2Sen62A 6260882A
cuyo desarrollo genera la ecuacidn de autovalores:
Seﬂ?BlASGHQBZA-—2/7Y(1—C08281AC08262A) =0, (45)

cuyas ralces se muestran en la Fig. 6a (en esta figura se ha re-
presentado y en funcidn del primer autovalor no nulo de la esbel
tez, pues 1os sigulentes autovalores aparecen para valores de A
muy alejados de la zona de interés).

También aqul se pueden expresar las constantes B, C vy

D en funcidn de A, resultando:

T SenBlA COSBZA senBQA B cosBlA
—SenBlA COSB2A —SenBQA C = - A cosBlA ,(u6)
81C0861A —BZSGBBQA BQCOSBQA D —BisenBlA

L dL L _

es decir:
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0.2

3.4 3.3 3.5 3.7

04

0.2 ~.

I

~
N

0 27 29 31
2.5 . . .
A

Tig. 6. Variacidén con la esbeltez, A, de dos parametros que definen la evolu-
cidn de la zona. a) amplificacidén, y, y b) pulsacidn, w. Resultados
obtenidos a partir del andlisis lineal del modelo unidimensional de
Lee.
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SenBQA'

B :—ADYCOSBZA

cogﬁlA

(@]
1
v
e

—AEBEE;K (47)

SenBiA
D= ADy

COSBQA

/

donde:

BlsenﬁlAcosBQA ~8260881AsenB2A

Dy s

stenﬁiAcosBQA—-BlcosBlAsenBZA

v A, s1 se fija el mismo criterio que en el caso anterior, val-
dra A=-2v.

Es importante sefialar que, a la vista de la Fig. 6, el
modelo lineal resuelto reproduce el limite de estabilidad estati
ca ya conocido para las zonas flotantes cilindricas, [9].En efec
to, dentro de la validez de un andlisis lineal, en la Fig. 6 se
observa que si la esbeltez de la zona es inferior a m, una per-
turbacidén obliga a que la zona comlence a oscilar con una fre-
cuencia propia w/2m, que aumenta conforme disminuye A. Por el
contrario, si la esbeltez es superior a m la zona evoluciona ha-
cia la rotura, variando el radio del cuello de un modo exponen-
cial con el tiempo. Aunque carece de sentido fisico, es usual en
la literatura ([35], [36]) Introducir un tiempo de rotura lineal,
tbl’ o tiempo que tardaria en alcanzar el valor cero el diametro
del cuello de la columna liquida.

A diferancia de los resultados obtenidos en chorros,
la expresidn (44) muestra que la posicidn del cuello de la zona
depende de la esbeltez de la misma. Llamando Z a la parte depen-

diente de la variable espacial z en la expresidn (44), tendremos:
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F=eVty.
En la Fig. 7 se muestra la variacidn con A de la posicidn del
cuello de la zona, 2o asl como el valor de Z en el cuello, Z

Recordando las expresiones (25), el tiempo de rotura

lineal se alcanzara en el instante en cue 1+ef ., =0, es decir:
m

1 -eetbly =g
m

y por tanto:

_1 1
tbl_AyLneZ )
m

(48)

Se pueden comparar los resultados obtenidos con los co

1 ] 0.50
AN | 2
0.9 \ AN 049
< — >
0.8 0.48
31 3.3 3.5
A

Fig. 7. Variacidn con la exbeltez, A, de la posicidn, Z de la maxima de-
formacidn, Zm’ de la zona flotante. Soluciones obtenidas a partir

del analisis linealizado del modelo unidimensional de Lee.
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rrespondientes a un chorro sometido a una perturbacidn superfi-
clal cuya longitud de onda sea idéntica a la esbeltez de la zona
en consideracidn, lo que proporcionard una idea sobre el efecto
que los discos ejercen en el mecanismo de la rotura. En la TFig.
15 se muestran, para un clerto intervalo de valores de A, la am-
plificacidn, Yy, para una zona flotante y para un chorro, calcula
dos en este Ultimo caso a partir de tres modelos linealilizados
distintos: el modelo tridimensional de Rayleigh, [27], y los uni
dimensionales de Lee y Bogy ([35], [36]).

Evidentemente, y es mayor para un chorro (lo que signi
fica tiempos de rotura menores) que para la zona flotante, va
gue los discos suponen una barrera que frena el paso ligquido de
unas secciones a otras, obligando a que la velocidad sea nula
donde en un chorro es maxima.

Para terminar, en las Figs. € y 9 se presentan la evo-
lucidn con el tiempo del campo de velocidades y de la forma del
puente ligquido para dos zonas flotantes, una con esbeltez menor
que T y la otra mayor, segin el modelo lineal desarrollado en

las paginas anteriores.
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terna (b) de una
das a partir del
Lee. Los nimeros

0.5
a
w
)
-0.5
-1 0 1
z/A
2
3T/16, 5T/16 t)
1/4
1/84 3TZ8“\\>&§Z$=::-~\\\\\\
f X
T/16, 7T/16
1 0, T/2
ol
-1 0 1
z/A
Fig. 8. Variacidén con el tiempo del campo de velocidades (a) y de la forma ex

zona flotante de esbeltez A=2.9. Soluciones obteni-
andlisis linealizado del modelo unidimensional de
en las curvas indican el tiempo transcurrido desde

el instante inicial en fracciones de periodo, T=34.6.



0.5

-0.5

z/A

z/A

Fig. 9. Variacidn con el tiempo del campo de velocidades (a) y de la forma ex
terna (b) de una zona flotante de esbeltez A=3.2. Soluciones obteni-
das a partir del andlisis linealizado del modelo unidimensional de
Lee. Los nimeros en las curvas indican el tiempo transcurrido desde
el instante inicial.
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1.4. MODELO UNIDIMENSIONAL DE COSSERAT

BRajo la teoria de los medios continuos de Cosserat el
puente liquido se modela como una curva (el eje de simetria de
la zona) a la que se le asignan en cada punto dos magnitudes vec
toriales (directores) distintas del vector tangente a la curva,
cuyas Intensidades varlan a lo largo de la misma ([45], [u46]).
FEl modelo general conduce a un sistema de infinitas ecuaciones
con infinitas incdgnitas, [47], que requieren de ulteriores hi-
pdtesis simplificativas para llegar a una formulacidn tratable.

En su origen la teoria de Cosserat surgid para su apli
cacidbn a la mecéanica de sdlidos, aungue su caracter es completa-
mente general; sin embargo, no se ha empezado a utilizar en el
campo de la mecanica de los fluidos hasta finales de la década
de los sesenta y en la actualidad constituye una herramienta muy
utilizada en una amplia variedad de problemas, como pueden ser

el estudio no lineal de chorrvos ([36], [37], [38], [39]) o el es

tudio de propagacidn de ondas en una entrefase liquido-pas, [481]

La hipdtesis simplificativa usada en las aplicaciones
de la teorla de Cosserat al estudio del comportamiento de 1os
chorros capilares, hipdtesis que permite generar las ecuaciones
constitutivas del modelo, es analoga a la de Lee: la velocidad
axial en cualquier punto de la zona es independiente de la coor-

denada r, mientras que la radial es lineal en esta variable:
U(r,z,t) =W(z,1)8 +rUs(z,t)e . (49)

Lbégicamente este modelo no reproduce todas las caracteristicas
del problema tridimensional, aungue s1 las mas importantes (en

particular la condicidn de incompresibilidad, las condiciones de
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contorno en la superficie libre y la ecuacidn de la energia en
forma integral). Las ecuaciones del modelo de Cosserat, para
una columna de liquido homogéneo, viscoso e incompresible, son
([36], [39]), en forma adimensional:

1) Conservacidn de la masa:

2
oF 9 2 B
5‘?'*‘“‘82(? W) =120 . (50)

ITa) Cantidad de movimiento radial:

2 2 2
1 4pr 8°W 9°W  1,5W B r,, r orT
sl T W -y 1= -Prgll- =)+
97z K™ 3z
1.2 oF 82W 283W oW
+ =P E(4F+— + F - 8= . (51)
8 97 2 3 3z
97z 37z
IIb) Cantidad de movimiento axial:
2
2, 90W oW, _ oP . 2 8F F 3a°F
d (§¥J+WBZ)— _BZ-+K 82(1—',2 2)+
K aZ
oF aw 82W
+ 2FE(2+= + F—) . (52)
97 3z BZ?

Donde P representa una combinacidn lineal entre una presidn arbi
traria funcidn de z (la presidn en el eje de la zona) y la pre-

sidén exterior, constante, vy

1/2
_ 3F .2 C
K—[l'*('g;) ] . (53)

La expresidn que relaciona la velocidad radial, rU¥*, segin (49),

con la axial, W, es:

oW (51)

U= = - 7

NGIJEN

andlogamente a lo obtenido con el modelo de Lee.
El sistema de ecuaciones (50) a (54) se debe completar

con las condiciones de contorno especificas de la zona flotante,
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en los discos:

W(tA,t) =0
> (55)
FC:A,t) = 1
v las 1inicilales:
W(z,0) = W,
s (56)
F(z,0) = T,

Las ecuaciones (51) y (52) se pueden reducir a una so-
la por eliminacidn de P entre ambas. Derivando respecto a z la

(51) y restéandola a la (52) resulta:

7 2
oW oW  1_.3FF 3" W oW 1,3W.2 1.2 o W 9 W, _
ot e el T g gt (i) =
3z az "ot 3z
1 9F,1 . 1 3%F 3 ,9%F.24. 1 a°F
B EL iR Aot ey R I S
P~ 'K 97 K 37 K 37
cp[eam a g scary? poafryafu paF 3w FC a“W}<57)
P 23z 9 29 2 2 2 va 3 L
oz 0% 9z 8 9z

Ecuacidn que junto a la (50) y a las condiciones (55)
y (56) constituyen la formulacidn del modelo de Cosserat para la

zona flotante.

1.4.1. Resolucidn del problema linealizado no viscoso

Sea € un parametro pequefio que, al igual que en el mo-
delo de Lee, mide la deformacidn de la superficie libre respecto
a la posicidn cilindrica. Si ¢ es suficientemente pequefio se po-

- . . 2 . . .
drén despreciar términos en £° y escribir las variables del pro-

Tz 1+ ef
5 (58)
W=r¢cw

blema en la forma:

s
1
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introduciendo estas expresiones en las ecuaciones (50) y (57) y
en las condiciones (55) y (56), se llega a las siguientes ecua-
ciones y condiciones linealizadas:

1) Conservacidn de la masa:

of | 9w

25‘{*82:0 . (59)
IT) Cantidad de movimiento:
3 3 2 b
o0z 9t 0z az"” 97

Las condiciones de contorno son:

w(+A,t) =0
5 (61)
f(+A,t) =0
las inilclales:
w(z.,0) = w,
3 (62)
F(z,0) = T,

y la condicidn (redundante) de conservacidn del volumen total.
L1l proceso a partir de ahora es andlogo al seguido en
3.1, eliminando la variable f entre las ecuaciones (59) y (60)

resulta, para la velocidad de perturbacidn axial:

3% 1 o%w L1 3%w .1 otw 2% LB 3w
2T E ot atr sty Ty 70, (69)
ot oz 9t 3z T 97 dz 9t 9z 3t
con las condiciones de contorno:
w(tA,t) =0
aw _ b (6L|')
3z =0
z=*+A

Puesto que buscamos soluciones del mismo tipo que las
representadas por la expresidn (32), introduciendo ésta en la

ecuacidn (63) se llega a la ecuacidn diferencial ordinaria:
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4 2
(1+ )@ W, 1o L7 ey W0 0%y
n m m ;
dz dz

. 8z . . . .
cuyas soluciones, e °, deben cumplir la ecuacidn caracteristica:

1 Iy 1 2
(1+»§Er)e 'F(l—iIT

—BET)62 +QT2 =0 , (65)

que en el caso no viscoso, E=0, se reduce a:

GH-F(I-—%T2)62 +2T? =0 . (66)

En la Fig. 10 se muestra el plano de las soluciones de
la ecuacidbn (66). Este mapa, al igual que el presentado en la
Fig. 4, tiene también dos hojas y es simétrico respecto al ori-
gen, por lo gque sb0lo se ha representado un cuadrante del mismo.
Con el convenio ya conoccido, para cada valor de t=y + iw, las cua

tro raices de (66) son t6, v *6,, siendo:

61 ai(y,w)-fiﬁi(y,w)
> (67)

0

5 —uZ(Y,—w)——iBZ(Y,—w)

con o y B reales positivos.

Como se ve, en el caso no viscoso (E=0) los modelos de
Lee y de Cosserat son andlogos dentro del rango de valores de vy
y w de interés (por ejemplo, el valor de y que en el caso w =0
separa las soluciones con ralces imaginarias puras de las raices
complejas de la forma general (67) es y=0.3431 en el modelo de
Cosserat en vez de y=/2/4=0.3536, obtenido con las ecuaciones de
LLee) por 1o que no merece la pena repetir de nuevo todos los de-
sarrollos efectuados en 3.1. Formalmente las expresiones de la
velocidad axial vy la forma de la zona son las (38) y (39) para
el caso y=0, w#0, v las (43) y (44) para el caso de y#0, w=0,

las expresiones del determinante de los coeficientes, ecuaciones
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1.4

1.2

0.2+

!
0.2 0.4 0.6 0.8

Fig. 10. Plano complejo 6(1), con B=a+iB y t=y+iw, correspondiente a las solu
12,2, 2

. .. . 4 .
ciones de la ecuacidn compleja 0 +(1-ET )8 +217=0. Las cuatro rai-
ces para un 1 dado son t@l v iez, siendo:

61 :ocl(y,w) + iBl(y,w)

62 = otz(y,—w) - iBQ(_yl—w) .
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de autovalores y constantes de integracidn son también las mis-
- . \ -

mas, con la unica salvedad de que las raices gue aparecen en es-

tas expresiones lo son ahora de la ecuacidn caracteristica (66)

en vez de la (33).

1.4.2. Efectos de la viscosidad en Ta evSTUcTGn de una zona

flotante

Al considerar la viscosidad el panorama cambia radical
mente. Al incluir este parametro, el mapa de las soluciones de
la ecuacidn caracteristica se deforma (aunque sigue siendo simé-
trico respecto al origen) y las dos hojas que constituyen el pla
no ya no coinciden. Por cada punto del plano pasan dos pareijas
de curvas y=-cte, w=cte.

En la Fig. 11 se esquematizan las diversas posibilida-

des para el caso en que el parametro de viscosidad, E, valga 0.1.

En esta figura se han representado las ralces de la ecuacidn (65),

dividiendo el mapa en otros cuatro, segin t=y+iw pertenezca a
uno y otro cuadrante del plano complejo. Conviene recordar que en
este mapa se ha seguido el mismo criterio que el utilizado en
las Figs. 4 y 10, la parte real de las raices de 6 estd represen
tada por el eje horizontal y la parte imaginaria por el vertical;
fijado 1, es decir y y w, basta con situar sobre el mapa corres-
pondiente los puntos representativos para obtener por lectura di
recta las cuatro raices i@i \ i@Q. Inversamente, fijada una raiz
6, el mapa proporciona desde qué valores de T se puede alcanzar
esta raliz.

Recordando brevemente el objetivo perseguido, buscamos

soluciones a la ecuacidn diferencial (63) cuya forma general vie

%
§
|
|
|
E
|
|
|
§
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Fig.

11.

Esquema del plano de las raices de la ecuacidn compleja (65), para

un valor del pardmetro de viscosidad E=0.1, segln los signos de las

partes real e imaginaria de t=y+iw. Las &reas sombreadas indican zo-

nas inalcanzables para los valores asignados a vy v w en cada caso.
——— N ZCTEQ, e - cote,
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ne dada por la expresidn (36). Estas soluciones deben cumplir
las condiciones de contorno (64), 1o que implica la anulacidn
del determinante de los coeficientes (37) (véase Tabla 1), que
constituye la ecuacidn de autovalores, es decir, se trata de en-
contrar ternas de valores vy, w, A tales que

Dy, ,w,A) =0 .

Se puede avanzar un poco mas acudiendo a la experien-
cia adquirida en la resolucidn de 1los casos no viscosos e intro-
duciendo ciertas ideas fisicas en el razonamiento.

Parece 16gico pensar que una vez sobrepasado el limite
de estabilidad estatico, A>m, la viscosidad no altere el caric-
ter de la solucidn. En esta regidn es de esperar pues que la zo-
na evolucione hacia la rotura, lo que significa y>0, w=0, vy rai-
ces imaginarias puras en la ecuacidn caracteristica (65). La sim
ple inspeccidn del mapa de la Fig. 11 confirma el razonamiento,
pues es posible tener este tipo de ralces con w=0.

También es 1dgico pensar gue al ser E£0, no puedan
existir soluclones oscilatorias no amortiguadas, aspecto este
que también muestra el mapa de la Fig. 11 ya que, segln el pro-
blema no viscoso, a este tipo de soluciones (y=0, w#0) le corres
ponden raices de la ecuacidn caracteristica del tipo *a, *iB, lo
que no puede ocurrir ahora pues las lineas y=0 ya no coinciden
con los ejes coordenados. Asi, para A<m las soluciones deberan
ser amortiguadas (y<0, w=0) u oscilatorias amortiguadas (y<0,
w#0) lo gue estd de acuerdo con la evidencia experimental, habi-
da cuenta que estamos realizando un analisis linealizado.

Cifiéndonos en primer lugar al caso de rotura de la zo-

na (y#0, w=0), para E=0 desechabamos los valores negativos de ¥y
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por carecer de sentido fisico (obviamente, cuando E=0, si vy y A
son soluciones de la ecuacidn de autovalores (u45), -y y A tam-
bién lo son) encontrando ademds que s6lo eran posibles solucio-
nes de este tipo para AZT.

Para E#0 la ecuacidén de autovalores da también solucio
nes para A<rm.En efecto, si se representan las raices de la ecua-
cibn caracteristica (65) en funcidn de y (con w=0) para distin-
tos valores del parametro E se obtienen las curvas incluidas en
la Fig. 12. Para cada valor de E las curvas presentan un maximo
(en el punto (0,1) para E=0) cuya posicidn corresponde a valores
de y cada vez mé&s negativos conforme aumenta E. Fijado E, si ana
lizamos la respuesta frente a vy, se observa que a partir de un
cierto valor y>0 no existe solucidn (punto que corresponde a un
autovalor A»wx); conforme disminuye y una de las ralces se acerca
a la unidad y la otra a cero, alcanzando estos valores en y=0
(que corresponde a A=n al resolver la ecuacidn de autovalores).

Si se disminuye aln mds y (valores negativos) en el ca
so E=0 vuelven a aparecer las mismas raices y por tanto los auto
valores, como ya se ha dicho, son los mismos, pero si E>0, si-
guen apareciendo ralces distintas que dan lugar a nuevos autova-
lores cada vez menores hasta llegar al maximo de cada curva en
que se alcanza el minimo A. A partir de este punto, si se dismi-
nuye atn méas vy, los valores de A que anulan el determinante au-
mentan.

Fn la Fig. 13 se muestran, en términos de la esbeltez
Ay la amplificacidn y, los resultados de la discusidn anterior
(en la figura se han incluido también, como elemento de compara-

cidn, los resultados obtenidos con el modelo lineal de Lee). Las
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12. Soluciones de la ecuacidn caracteristica (65) para el caso w=0. Los
nimeros en las curvas indican el valor del pardmetro de viscosidad
E. Fijados vy y E las raices de la ecuacidn son:
+ig,, +iB,.
La linea etiquetada E=0, con y<0, se ha dibujado a trazos pues co-
rresponde a soluciones carentes de sentido fisico.
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0.1

2.6

Amplificacidn, vy, en funcidén de la esbeltez de la zona, A, para dis-
tintos valores del parémetro de viscosidad E. Las curvas se han obte

nido a partir de un modelo linealizado de las ecuaciones de Cosserat.

La linea a trazos finos (superior) representa la solucidn obtenida
con el modelo linealizado de Lee.
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curvas se han dibujado con trazo continuo hasta el punto de tan-
gente vertical y discontinuo para las ramas inferiores a partir
de dichos puntos (esta parte de las curvas carece de sentido fi-
sico pues significan evoluciones amortiguadas incluso para esbel
teces superiores al limite de estabilidad estatico, m) y las 17-
neas a trazos cortos y gruesos que se desplazan hacia la izquier
da, corresponden a soluciones oscilatorias que seran discutidas
posteriormente.

A la vista de la Fig. 13 se pueden establecer ciertas
conclusiones. En primer lugar, todas las curvas, independiente-
mente del valor de E pasan por el punto (m,0); esto significa
que la viscosidad no altera el limite de estabilidad. Ademas, pa
ra cada valor de A, un aumento del valor del parédmetro de visco-
sidad E se traduce en una disminucidn de Yy, es decir, el tiempo
de rotura aumenta conforme el 1iquido es mas viscoso.

Otro de los resultados a destacar en este analisis 11i-
neal es que se pueden tener soluciones amortiguadas no oscilato-
rias (y<0) si, dependiendo del valor de E, la esbeltez de la zo-
na esta suficientemente prdxima al valor .

Antes de segulir, conviene tener una cierta idea de los
valores del parametro de viscosidad E que se pueden presentar en

la realidad; asi, por ejemplo, considerando el agua y algunas di

3 -3

metil-siliconas, liquidos con una densidad prdxima a 107 kg.m °,
la viscosidad puede oscilar entre 107?571 y 1O_um2.s*1, y la
tensidn superficial entre 0.007 N.m™ v 0.02 N.m™ 1. Con estos va

lores, recordando la definicidn de E:v\/g%, resulta que, para zo

nas cilindricas con un radio del orden de 1O~2m, el paréametro E

oscila entre 107° N 10—1, correspondiendo el valor inferior al




liquido de menor viscosidad (agua).

Falta aln por estudiar qué comportamiento tendrd la zo
na para esbelteces mas inferiores aln al limite de estabilidad .
Como se ha establecido en las paginas anteriores, no se pueden
encontrar raices de la forma fta, *iB8 para y=U0, w#0 fuera del ca-
so E=z0. Con todo, sabemos que si el modelo reproduce con clerta
aproximacidn la realidad, para cada B deberan existir pares y, w
(cualesquiera que sean las raices de la ecuacidn (65)) gue anu-
len el determinante de los coeficientes para algln valor de la
esbeltez.

D(y,w,A) =0, (68)

El problema se ha resuelto numéricamente de la forma
siguiente: fijados A y E, se elijen un par y, w iniciales, se
calcula numéricamente la direccidn de maxima pendiente sobre la
superficie D=D(y,w) y se incrementan los valores de y y w segin
esa direccidn. El proceso continfla hasta que el valor de D se
hace Inferior a una cilerta cota equivalente al cero numérico
(del orden de 10—9). Con todo, el proceso requiere cierta inter-
vencidon manual pues la superficie D=D(y,w) presenta tambié&n una
sima en el origen (D(0,0)=0) en la que indefectiblemente se cae
si no se eligen y v w suficientemente prdoximos a los valores co-
rrespondientes a la segunda sima.

Planteado asi el problema, 51 se encuentran soluciones
de este tipo, con y y w a la vez no nulos y y<U. En la Fig. 14
se muestran las soluciones halladas; en la I'lg. 1l4a se han repre
sentado, en tuncidn de A, los valores de la pulsacidn, w, para
distintos valores del parametro de viscosidad, E (en esta figura

se incluyen también los resultados obtenidos en el andlisis 1i-
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2.5 2.7 2.9 34
A

Variacién con la esbeltez, A, de los pardmetros que definen la evolu
cidén de la zona: pulsacidén, w, y coeficiente de amortiguacién, y, pa
ra distintos valores del parémetro de viscosidad E. Resultados obte-
nidos a partir del andlisis lineal del modelo de Cosserat. La linea

a trazos finos en a) representa la solucidn obtenida con el modelo
linealizado de Lee.
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neal del modelo de Lee) y en la Fig. 14b se muestra, para los
mismos valores de E, la variacidn con la esbeltez del coeficien-
te de amortiguacidn, y.

Como se puede apreciar, el valor w=0 se alcanza para
esbelteces cada vez menores conforme aumenta E. Estos puntos
(w=0) se han marcado con los mismos simbolos que en la Fig. 13
puesto gue, para cada E, a partir de la esbeltez correspondiente
a la marca respectiva, las curvas de la Fig. 14 continQan con
las representadas en la Fig. 13.

Asl pues, s1 la esbeltez es suficientemente pequefia,
el efecto de la viscosidad se traduce en que las frecuencias pro
pias son menores a la par que disminuye el tiempo de amortigua-
c1dn.

Para terminar con este caso sblo resta afiadir que la
velocidad de perturbacidn axial, w, respondera ahora a la expre-
516n general (36) y que la forma de la zona, f, se calcula me-
diante una sencilla integracidn a partir de esta expresidn ha-
ciendo uso de la ecuacidn de continuidad (59).

Debido al elevado numero de constantes de integracidn
que aparecen en la expresidn (36) es dificil el tratamiento ana-
litico de las mismas tal como se ha hecho en los diversos casos
no viscosos. bstas constantes se calculan numéricamente para ca-
da caso (E,A,vy,w) resolviendo el sistema de ecuaciones que resul
ta de suprimir una de las ocho ecuaciones de compatibilidad deri
vadas de las condiciones de contorno, expresando siete de estas
constantes en funcidn de la octava que a su vez se fija por las
condiciones iniciales. Con la nomenclatura utilizada en la Ta-

bla 1, si se suprime la Gltima de las ecuaciones y se ellge A1

|
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|
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como constante indeterminada, el sistema a resolver es:

FDlz Dyg o-- D18T AZ_[ FDM
Doo Pos -o Doglt By Doq

= A, . (69)
Doo Pogooe Dagll Co 1P71]

Por Gltimo, para finalizar el estudio de los modelos
linealizados de Cosserat y de Lee, se pueden comparar los resul-
tados obtenidos con estas formulaciones unidimensionales con las
obtenidas a partir de modelos tridimensionales. A tal efecto, en
la Fig. 15 se muestra la variacidn de la amplificacidn, vy, en
funcidn de A (longitud de onda de la perturbacidn) para un cho-
rro no viscoso, homogéneo e incompresible, calculada a partir de

tres modelos:

a) Modelo unidimensional linealizado de lLee:
Yzii%kQ(l-kQ) s
b) Modelo unidimensional linealizado de Cosserat:

2 ukl(1 -1
'Y =

8+:k2
c) Modelo tridimensional linealizado de Rayleigh:
1,00
2 2y 1
Y = k(1-k )“—Iu(k) b)

donde k=u/A, e IO e I, son las funciones de Bessel hiperbdlicas
de orden cero y de primer orden respectivamente.
En la Fig. 15 se han incluido también los resultados

obtenidos para la zona flotante con los modelos lineales de Lee

y Cosserat.
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Fig. 15. Amplificacidn, y, en funcidén de la esbeltez de la zona, o la longi-
tud de onda de la perturbacidén para chorros, A, obtenida a partir de
diversos modelos linealizados.

Cl) Modelo unidimensional de Lee para chorros.

C2) Modelo unidimensional de Cosserat para chorros.

C3) Modelo tridimensional de Rayleigh para chorros.

1) Modelo unidimensional de Lee para la zona flotante.

1Z2) Modelo unidimensional de Cosserat para la zona flotante.
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Dos aspectos resultan especialmente relevantes a la
vista de estas curvas. El primero, que para chorros, 1los resul-
tados unidimensionales se pueden calificar como excelentes si
se comparan con los obtenidos con el modelo cldsico de Rayleigh.
El segundo, como ya se dijo en 3.1, que el comportamiento de la
zona es notablemente distinto al de un chorro, explicacidn que
hay que buscar en la presencia de los discos, que obligan a la
zona a permanecer anclada y a que la velocidad axial sea nula,
con pendiente también nula, en los puntos homblogos a los de ma-

xima velocidad en un chorro.
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1.5. ANALISIS NUMERICI DE LA ROTURA AXILSIMETRICA DE UNA ZONA

FLOTANTE (MODELO DE LEE)

Las ecuaciones generales del modelo unidimensional de
Lee (expresiones (19), (20) y (24)) se han integrado numérica-
mente suponiendo que en el instante inicial el campo de velocida
des es nulo y que la forma de la zona presenta una perturbacidn
axilsimétrica.

La integracidn se ha realizado utilizando Qn método
explicito en diferencias finitas (método de Lax-Wendroff) basado
en un esquema de diferencias centradas para las derivadas espa-
ciales y de diferencias progresivas para las temporales.

Para los cdlculos se ha utilizado un microprocesador
Hewlett-Packard 9845B con sallida grafica, habiéndose desarrolla-

do el programa en lenguaje HP-BASIC.

1.5.1. Ecuaciones generales

Como variables de calculo se han usado S:F2 que repre-
senta, salvo el factor m, el drea de la zona en cada seccidn, y
Q:FQW, que es proporcional a la cantidad de movimiento axial en
cada seccidn. Con estas variables, las ecuaciones del movimiento
son:
I) Continuidad:

S

3 0Q _ -
-§E+ 3 - 0 . (70)

N O

11) Cantidad de movimiento:
RS I (71)

En términos de las nuevas variables, la expresidn gue relaciona
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la presidn con la forma de la zona es ahora:

2 28825/822

b= 775l -

- (88/82)2]
HS'F(BS/SZ)Z

0
> (73)
1

EstU):j,+e(e—2)sen%%

, (72)
[4S + (3S/92)°]

y las condiciones de contorno:

QU+ALt)

H

SCtA,t)

1

e iniciales:

(7u)
Q(z,0) =0

La perturbacidn inicial se ha impuesto sinusoidal en
el drea y no en el radio; esto presenta la ventaja de que para
cualquier valor del parametro ¢, que mide el radio del cuello de
la zona en el instante 1nicial (EIi—Fm), el volumen inicial coin
cide con el de la zona cilindrica de igual esbeltez, y ademls,
que la forma inicial se ajusta mls a las formas de equilibrio ob
tenidas en bahos de Plateau cuando las densidades de zona y bano
no son exactamente iguales (formas de equilibrio con una pequeha
gravedad axial) en el sentido de que la diferencia de radios res
pecto al cilindro es menor en la parte gruesa de la zona que en

el cuello.

1.5.2. Esquema de calculo

Las ecuaciones (70) a (72) pertenecen a la clase de
ecuaciones en derivadas parciales hiperbdlicas, en cuya integra-
cibdn numérica se tiene una razonable experiencia.

La filosofia del método de Lax-Wendroff ([49], [50])

es la siguiente: se desarrollan en serie de Taylor respecto al
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tiempo las variables a integrar, reteniendo hasta términos de

orden (At)Q:

>
SCz,t + At) = S(z,t) + Ateog(z,t) + LA 90 o vy 4,
5t 7 5.2
,{75)
3 )2 32 0¢a, 1) +
QUz,t+At) =Q(z,t) + At=—Q(z,t) + —_— K T
5t 2 o2

colimandose el valor de las derivadas temporales que daparecen en

(75) mediante las ecuaciones (70), (71) y (72). (Véase el Anexo).

Una dificultad presente en los problemas numéricos que
incluyen efectos de tensidn superficial es el elevado orden de
las derivadas espaciales a evaluar. En nuestro caso, éstas se
han calculado mediante esquemas clasicos de cinco puntos (Anexo)
con la consiguiente desventaija de que el grado de aproximacidn
en las derivadas decrece al aumentar el orden de las mismas, pu-
diéndose llegar a errores notables en 1los resultados finales si
no se controlan eficientemente los c&lculos.

Para evitar este problema son posibles varias alterna-
tivass; una de ellas consiste en utilizar algoritmos de calculo
més exactos, basados en la resolucidn de sistemas de ecuaciones
tridiagonales, [51]; sin embargo, al aplicar estos métodos a es-
quemas de cinco puntos se generan sistemas de ecuaciones que han
de resolverse matricialmente, lo que aumenta desmesuradamente el
tiempo de calculo. Otra posibilidad es controlar el intervalo de
discretizacidn espacial, Az, de forma que el error en las deriva
das permanezca acotado dentro de un nivel aceptable.

Este Gltimo ha sido el criterio adoptado y para ello
se ejecutaron en primer lugar varios casos de prueba, en los que

se calculd el tiempo de rotura, t para zonas de distintas es-

b)
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belteces, variando el nimero de puntos, Mm, de la malla espacial
(Az=A/Mm). Como ejemplo, en la Fig. 16 se muestra la variacidn

del tiempo de rotura adimensional, t,, con el nlmero de puntos,

b
Mm, para una zona de esbeltez A=3.14 con un parametro de deforma
cién inicial €=0.2 (recuérdese la expresidn (74)). Como se obser
va, el tiempo de rotura es una funcidn crecilente del nimero de
puntos de la red, Mm, aunque con derivada tendiendo a cero al au
mentar este parametro.

También se hicieron ensayos para determinar si el va-
lor del nlmero de puntos de la red podia influir en el caracter
de la solucidn numérica: se calculd la evolucidn de una zona ini

cialmente prdxima al limite de estabilidad estatica m, encontrén

dose que para Mm=40 la zona oscilaba, rompiendo para valores de

14

)__——4>————ﬂ>

12

11
10 20 30 40 50
Mm

Fig. 16. Variacién del tiempo de rotura, tp, con el nimero de puntos de la ma
ila, Mm, de una zona de esbeltez 3.14 y una deformacibén inicial de
valor £=0.2.
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Mm inferiores a 40 (los parametros elegidos fueron A=3.11 y
€=0.1, valores para los que, s1 se extrapolan los resultados del
an&lisis lineal, la zona debe oscilar).

La eleccidn del valor adecuado para Mm es pues un com-
promiso entre la exactitud requerida y méximo tiempo de cdlculo
aceptable, tiempo que varia como el cubo de Mm*. Para los calcu-
los definitivos se fijd Mm=u40, valor que, segln la Fig. 16, pro-
porciona un tiempo de rotura superior al 99% del tiempo de rotu-
ra correspondiente a Mm=50, valor &éste para el que la curva es
ya, practicamente, horizontal.

Un aspecto a tener en cuenta en la integracidn de un
sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de tipo hiperbd-
lico es que la solucidn, en un cierto punto z y nivel t, no pue-
de depender de puntos externos a la regidn encerrada por las ca-
racteristicas que, partiendo de ese punto y nivel, se extienden
hacla niveles anteriores. Dado el cardcter no lineal de las ecua
ciones integradas, las caracteristicas varian al avanzar la inte
gracidn en el tiempo, pudiendo aparecer inestabilidades numéri-

cas, sobre todo durante la Gltima fase en log procesos de rotura.

oTs

* Con los métodos de célculo explicitos el valor del intervalo del tiempo, At,
viene limitado por criterios de estabilidad y convergencia de la solucidn de
modo que, para sistemas lineales Atf(Az)Q/Q. Para sistemas no lineales este
limite no estd tan claramente definido, y llegar a establecerlo puede ser un
problema mds complicado que el problema que se pretende resolver. Una forma
habitual de proceder es aceptar este limite lineal, controlando posteriormen-
te la evolucidn de los cdlculos. Asi pues, duplicar el nimero de puntos de la
red, es decir, dividir Az por dos, significa dividir At por cuatro, y ademis

duplicar, al igual que el nlmero de puntos, el nlimero de cdlculos a realizar.




Esta dificultad se ha evitado manteniendo acotada, en cada inter
valo de tiempo, la méxima variacidn de la variable de més rapida
evolucidn, Q, modificando consecuentemente el valor de At de mo-
do que esta variacibén se mantenga, durante todo el cdlculo, infe

rior a una clierta cota.

1.5.3. Condiciones de contorno numéricas

Las condiciones de contorno analiticas: zona anclada vy
velocidad nula en los discos, se deben traducir en otras adapta-
das a las particularidades del ca&lculo numérico. Dado que para
evaluar las derivadas se utilizan cinco puntos, al calcular las
derivadas en el contorno aparecen varias opciones segln se utili
cen algoritmos no centrados, semicentrados o centrados.

La utilizacidn de los dos primeros tipos ocasiona la
aparicidén de inestabilidades numéricas en los discos debido a
que, al imponer las condiciones de contorno, el problema queda
sobredeterminado en esos puntos, aparte de otras i1nestabilidades
que puedan aparecer asociadas al cambio de algoritmo al pasar de
una zona de calculo donde se usan esquemas centrados a otra don-
de los esquemas son no centrados, [50].

Por el contrarioc, el uso de un esquema centrado en los
puntos del contorno significa la incorporacidn al proceso de cél
culo de otros cuatro nuevos puntos (exteriores a la zona) en 1los
que es preciso evaluar los valores de S y Q en cada 1lteracidn de
modo que se cumplan las condiciones de contorno.

A la vista de las ecuaciones (75), supuesto que en el
instante t se cumplen las condiciones de contorno (S(*+A,t)=1,

Q(+A,t)=0) el cumplimiento en el instante t+At exige que sean nu
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las las derivadas temporales:

95 _
dtlz=%A =0
328 _
— =
-+

gt jz=LA [ (76)
9Q -
dt|z=2A = U
2°Q )
_...,_._2. = O
9t | z=%xA J

Condiciones que, segln las expresiones para estas deri
vadas desarrolladas en el Anexo, se traducen en las siguientes

(supuesto gue Q(xA,t)=0):

35S . 8Q
T O+—~BZ =0 (77)
2 2

35S 30 _oP _ a°P

978y, 30 _ 9P -y, (78)
. bz an 2

50 . 3P _ :

—-—8t_[j—>—~——8Z_[] 5 (79)
? 2

379 . 3P _ 3%P _3Q .

7 R TR T Iy (80)

Asi pues los puntos exteriores (dos a cada disco) se

calculan de forma que se cumplan las expresiones (77) a (80). Pa

ra ello los cédlculos se desarrollan en dos etapas, tal como se
indica a continuacidn para uno de los discos (el proceso es ani-
logo en el otro disco).

Sean SM % QM los valores de 5 yv Q en el punto M de la
malla y en un instante t. Conocidos estos valores en todos los
puntos de la malla (incluidos los puntos externos), es posible
calcular los correspondientes al instante siguliente t+At, a ex-

cepcidén de los puntos situados en las posiciones -1y -2 (véase
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la Fig. 17) en los que no es aplicable el algoritmo centrado de
cinco puntos utilizado para calcular las derivadas espaciales.

De las condiciones (77) a (80), la (77) depende Gnica-
mente de QM y las dos Gltimas de (78) de SM; por tanto, si se re
suelven en primer lugar las ecuaciones algébricas que represen-
tan estas dos condiclones, se tendrd un sistema no lineal de dos
ecuaclones con dos incbgnitas:

23 55,58,) =0

P,(S_555_ 0°°1°°2

1
’ (81)

P (S_,58_158,58,,8,) =0

Ly s

donde PZ v P . indican derivadas numéricas de acuerdo con la no-

menclatura seguida en el Anexo. NOtese que en el sistema (81)

S,5 54V SO son conocidos (en particular 8021) y las incdgnitas
son S_1 v 8_2. Este sistema, no lineal, se resuelve por cual-
DISCO
CONTORNO Y ZONA

Fig. 17. Esquema del proceso de calculo con un método numérico implicito de
los puntos del contorno de la zona.
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quier método iterativo de rapida convergencia, como puede ser el
de Newton-Raphson, [52].

Conocidos SM para todo valor de M en el instante t+At,
utilizaremos estos valores para el cédlculo de Q4 v Q_,. En efec
to, las dos condiciones que faltan por cumplir para que se satis

fagan todas las ecuaciones (77) a (80) son:

90 _ . 3P
az'ﬁo’ 973t U

la primera depende tan sblo de QM’ mientras que la segunda depen

de de QM y SM’ las ecuaciones a resolver son pues:

Q,€Q 55>Q 45Q4>Q450,) =0
s (82)
PZT(Q-—Q’Q—leU’Ql)QQ’S—Q 98_1 )50381582) = O

De estas dos ecuaciones, la primera es lineal en QM’
por lo que es posible expresar una de las incbdgnitas, por ejem-
plo Q_Q, en funcibén de la otra y sustituir el resultado en la se
gunda de las ecuaciones (82), resultando una UGnica ecuacidn no
lineal para la incbgnita Q_, cuya raiz se calcula también por el
método de Newton-Raphson.

Finalizados estos c&lculos, quedan completos SM vy QM

en el nivel t+At, Iniciadndose una nueva iteracidn.

1.5.4. Descripcidén del programa

El programa para el célculo de la evolucidn de una zo-
na flotante con el modelo unidimensional de Lee se resume en el
organigrama presentado en la Fig. 18. A continuacidn se incluye
una sucinta descripcidn de las diversas partes en que esta divi-

dido:
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Fig. 18. Organigrama del cdlculo y almacenamiento de las secuen-
cias de oscilacibn y rotura de zonas cilindricas con una
perturbacidn inicial sinusoidal.
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DEFORMACION A partir de los datos de entrada, A y €, calcula la
INICIAL forma inicial de la zona segln la expresidn (74) y

asigna el valor nulo al campo de velocidades.

EXTREMOS Calcula los valores de 5 yv Q en los puntos exterio-
res de modo que en el instante considerado se cum-

plan las condiciones de contorno.

ITERACION Calcula los valores actuales de 5 y Q para un nuevo
tiempo t+At segln las expresiones (75). Ajusta el in
cremento de tiempo, At, si el maximo incremento de
la variable Q supera cierta cota, disminuyéndolo has

ta que se cumpla esta acotacidn.

SALIDA S1 el contador del nlimero de iteraciones realizadas
alcanza un valor miltiplo de un nlmero prefijado, al
macena los valores del tiempo, radio minimo, posi-
cidn del radio minimo y volumen de la parte de zona
flotante comprendida entre este minimo y uno de los
discos. Opcionalmente almacena también la forma de

la zona y el campo de velocidades.

GRABACION Finalizados los cadlculos, los datos almacenados se
transfieren a cinta magnética, quedando el calcula-

dor listo para un nuevo caso.

Formalmente la ejecucidn del programa deberia terminar
cuando el radio minimo alcanza el valor nulo (rotura) o cuando
fuera la unidad (oscilacidn). Obviamente en la ramificacidn eti-
quetada ROTURA los limites reales no son éstos, sino valores prd

i ) . . : . i
ximos (S_. =10 5 S .. =0.96). La razdn de la primera diferencia
min méa x ;
es que las curvas de rotura mueren con tangente vertical, v en

la Gltima fase del cdlculo log valores de At son tan pequefos

que el tiempo de calculo se alarga desmesuradamente, y para la
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segunda, que cuando la zona se acerca, recuperando, a la forma
cilindrica, la posicidn del radio minimo queda indeterminada vy,
como la velocidad radial es mé&xima, se corre el peligro de no
cortar a tiempo el cdlculo y segulr iterando en ciclos sucesi-
vos de las oscilaciones, lo cual es una pérdida de tiempo de or-

denador importante.

1.5.5. Resultados

El programa se ha ejecutado para diversos valores de
la esbeltez, A, y la deformacidn inicial, &, segln se recoge en
la Tabla 2. Aungue no se indica en la Tabla, en todos los casos
resueltos la rotura ocurre a una distancia comprendida entre el
65% v el 68% de la separacidn entre los discos, dividiéndose la
zona en dog gotas ancladas a los discos (aparte de los satélites)
cuya relacidn de vollmenes, segin se deduce de la Fig. 19, depen
den fundamentalmente de la esbeltez mas que de la deformacidn
inicial.

Respecto a los otros resultados, en las Figs. 20 a 23
se ha representado la variacidn con el tiempo del radio del cue-
1lo de la zona. E1 tiempo de rotura, Tb’ se alcanza cuando dicho
radio se anula, en tanto gue el periodo de oscilacidn, T, seré
cuatro veces el tiempo tardado por el cuello de la zona en lle-
gar a valer la unidad (zona cilindrica).

En algunos casos se permitid que los cllculos prosi-
guleran una vez llegado a la posicidn cilindrica, rebasando el
valor T/4, hasta completar un perlodo completo de oscilacidn e
incluso méds. En estos casos se observd que los errores de calcu-

lo son despreciables: para un tiempo T/2 la forma de la zona es
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globales obtenidos en la integracidn numérica de las

generales del modelo de Lee para la zona flotante®.

£=0.1 £=0.2 £=0.3 £=0.4
A t \Y% A t Vv A t v A T v
p p p b p
3.20 1 20.5(0.8430) 3.20| 11.5| 0.8441} 3.20 7.010.844771 3.20 4,21 0.8506
3.16 | 25.0 f0.8465] 3.14}| 13.7 ] 0.8494 ] 3.10 8.41 0.85391} 3.10 4.81 0.8565
3.13 133.5]0.8495) 3.09) 17.7¢1 0.8534] 3.01}11.7 | 0.8607} 3.00 5.610.8622
A T/u 3.071 22.11}1 0.8553} 2.98 | 15.6 ] 0.8630 ] 2.89 8.5 0.8693
3.11 81.0 A T/4 2.97 119.6 1 0.8636 }f 2.85| 17.7 ] 0.8716
3.09 29.2 3.05 39.7 A T/4 A T/4
3.03 15.3 3.02 20.0 2.95 20.9 2.83 15.7
2.92 9.5 2.93 11.4 2.89 12.2 2.82 14.1
2.80 6.9 2.80 7.3 2.80 8.8 2.80 12.0
% Los simbolos en la Tabla indican:
€ Deformacidn inicial (véase la expresidn (74)).
tb Tiempo de rotura.
Vp Volumen, en tanto por ciento del volumen inicial, de la mayor de las go
tas de las dos en que se divide la zona.
T/4: Cuarta parte del periodo de oscilacidn.

especularmente simétrica a la inicial, recuperando la forma ini-

cial al cabo de un tiempo T. Sin embargo, para deformaciones ini

ciales grandes no se recupera totalmente la forma inicial debido

a que en la evolucidn de la zona hay superpuestos dos movimien-

tos:

. . . . . .
uno, principal, de rotura u oscilacidn y otro, secundario,

de corto periodo, que se podria llamar de acomodacidn.

En efecto, no se debe olvidar que las formas de parti-
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0.88

0.86

0.84
2.8 3 3.2
A

Fig. 19. Variacidn con la esbeltez, A, del volumen de rotura, Vp. Este volu-
men se define como el porcentaje del volumen inicial comprendido en-
tre uno de los discos y el cuello de la zona en el instante de rotu-
ra. Los simbolos indican el valor de la deformacidn inicial, e, de
acuerdo con la siguiente clave: 0.1(W), 0.2(&), 0.3(8) v 0.4(@).

da, aunque prdximas, no son de equilibrio (inestable) por lo que

el campo de presiones inicial no es el que se alcanzaria siguien

do una evolucidn "natural'" de la zona (por ejemplo, el campo de

presiones inicial para e€=0.2 es distinto del que presenta una 20

na que, empezando en e€=0.1 y con una evolucidn de rotura, tenga

un valor del radioc en el cuello 1gual al de partida con €=0.2).

Estos desajustes originan el que en los primeros instantes el

campo de velocidades que se genera tienda a modificar muy local-
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20. Variacidn del radio del cuello de la zona, Fm’ con el tiempo, t, pa-
1

ra zonas con un parametro de deformacidn inicial €=0.1. Los nlmeros

en las curvas indican el valor de la esbeltez A.
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21.

10 20

Variacidn del radio del cuello de la zona, Fm, con el tiempo, t, pa-
ra zonas con un parametro de deformacidn inicial e=0.2. Los nimeros

en las curvas indican el valor de la esbeltez A.
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22. Variacién del radio del cuello de la zona, Fm, con el tiempo, t, pa-

en las curvas indican el valor de la esbeltez A.

ra zonas con un pardmetro de deformacidn inicial €=0.3. Los nlmeros
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Fig. 23. Variacidn del radio del cuello de la zona, Fm’ con el tiempo, t, pa-
ra zonas con un pardmetro de deformacidn inicial e=0.4. Los nlmeros

en las curvas indican el valor de la esbeltez A.
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mente la forma de la zona llevandola a una configuracidn més
real (con menor energia) dentro del campo de validez del modelo
considerado. Esto se traduce en una oscilacibdn del radio del cue
1llo, Fm (recuérdese que el modelo de Lee no incluye el amortigua
miento viscoso) alrededor del valor que, en cada instante, le co
rresponde segin el movimiento principal. En otras palabras se
puede decir que la zona primero se acomoda a una forma que impli
que una distribucidn de presiones mas suave y después rompe (u
oscila).

El movimiento de oscilacibn secundario es de muy peque
fla amplitud y con un espectro de frecuencias muy alto. Estas
fluctuaciones son apenas perceptibles a la escala a la que se
han dibujado las Figs. 20 a 23 por lo que en éstas sdlo estd re-
presentado el movimiento principal.

Este fendmeno de acomodacidén de la zona es, por supues
to, tanto més acusado cuanto mayor es la deformacidn inicial, €.
Como ejemplo, en la Fig. 24 se muestra, a un tamano muy amplia-
do, la evolucidn del radio del cuello, Fm, en los instantes 1ini-
ciales, considerando ambos movimientos, para dos zonas, de esbel
teces 2.83 (oscilacidn) y 2.85 (rotura) respectivamente, con una
deformacidn inicial e=0.4 (la evolucidn completa de estas zonas
esté representada en la Fig. 23). Como se observa, el movimiento
de acomodacidn es el mismo en los dos casos, lo que confirma el
razonamiento anterior.

Volviendo al movimiento principal, con los datos pre-
sentados en la Tabla 2 se ha dibujado la Fig. 25, donde se repre
sentan en funcidn de la esbeltez, A, y para cada valor del para-

metro de deformacidn inicial, €, los tiempos de rotura o la cuar
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Fig. 24. Variacidn del radic del cuello de la zona, Fm, con el tiempo, t, pa-

ra zonas con un parametro de deformacidn inicial €=0.4 y esbelteces
A=2.85 y A=2.83. Las oscilaciones alrededor de las curvas a trazos
muestran el movimiento de acomodacidn, de corto periodo, sobreimpues

to al movimiento principal.




-78-

ta parte de los periodos de oscilacidn. Para cada valor de e las
curvas respectivas de oscilacidn y rotura convergen hacia un
cierto valor de A para el que, formalmente, el tiempo de evolu-
cibén deberia ser infinito. Para valores de A superiores a esa es
beltez la zona romperia y para valores menores oscilaria, corres
pondiendo la frontera, para cada €, al punto de equilibrio (ines
table). Ciertamente estos puntos de equilibrio son inalcanzables
numéricamente por dos ragzones: la primera, que la forma inicial
impuesta no es de equilibrio, y la segunda, que el tiempo de c&l
culo tiende al infinito al acercarse a ese limite.

Con todo se pueden obtener aln importantes consecuen-
cias. S1 a partir de la Fig. 25 representamos, en funcidn de A y
£, las curvas de tiempo de rotura o periodo de oscilacidn® cons-
tantes, se obtlene el grafico dibujado en la Fig. 26, donde se
observa claramente la regidn de separacidn de los casos de rotu-
ra de los de oscilacidn; esta frontera fue calculada anteriormen
te por Martinez, [9], al resolver la bifurcacidn de formas simé-
tricas a no simétricas que, en el andlisis de la hidrostética de
la zona flotante, aparece para A=m. Esta curva se ha dibujado
también en la Fig. 26.

A la vista de la Fig. 26 gqueda manifiesto gue el mode-
1o no lineal de Lee para la zona flotante ofrece muy buenos re-
sultados. Para valores altos de la deformacidn inicial este mode

1o no lineal predice la rotura para esbelteces levemente inferio

% Para cada valor T=cte la curva correspondiente muere en £=0 en el valor de
A proporcionado por el andlisis lineal del modelo de Lee.
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Fig. 25. Tiempo de rotura, tb, o periodo de oscilacibén, T, en funcidn de la

esbeltez, A. Los nlmeros en las curvas indican el valor del pardme-

tro de deformacidn inicial e.
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26.

Variacidn con la esbeltez, A, y el pardmetro de deformacidn inicial,
£, del tiempo de rotura (lineas continuas) y del periodo de oscilacidn
(lineas a trazos) de zonas flotantes sometidas a una perturbacidn sinu
soidal no simétrica en la forma. Los circulos indican los casos resuel
tos numéricamente, sefialando si el resultado fue oscilacidén de la zona
(@) o rotura (o). La linea a trazo fino corresponde a las posiciones
de equilibrio inestables, [a].
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res a las obtenidas en el andlisis estatico, aunque estas dife-

rencias no son significativas habida cuenta de las limitaciones

asociadas al célculo numérico (en términos relativos la diferen-
cia no es, en ningln caso, superior al U.3%, dentro del rango de
valores de A y e considerados). Es posible que la causa de estas
diferencias sea la forma de la deformacidén inicial impuesta.

Asi pues, este estudio no lineal de la zona flotante
permite completar el plano esbeltez-deformacidn inicial, fijando
las curvas de nivel tb:cte, T=cte en dicho plano, del que sblo
se conocla la linea de separacidn entre las regiones estable e
inestable.

También se ha comprobado la estabilidad de la zona fren
te a perturbaciones simétricas (el limite de estabilidad estéti-
ca para este tipo de deformaciones estd prdximo a A=u.5, [9]).
En la Fig. 27 se muestra la variacidn con el tiempo del radio en
el cuello, Fm’ de zonas a las que se impone una deformacidn ini-
cial del tipo:

(cosé«—cos%é)

€

S(Z,O) = 1+“1—t“56'§6—

>

con 6=0.4934 radianes. Este tipo de perturbacidn es simétrico
respecto al punto medio de la zona, cumple la condicidn de con-
torno en los discos (S(*+A,0)=1) v ademés, para cualquier valor
de Ay €, el volumen es igual al de una zona cilindrica con la
misma esbeltez.

Los resultados estldn de acuerdo con el andlisis estati
co: la zona oscila, aln con valores de A y € para los que rompe-
ria si la perturbacidn no fuera simétrica, y el periodo de osci-

lacidn aumenta conforme crece la esbeltez.
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Fig. 27. Variacién con el tiempo, t, del radio del cuello, Fm’ de zonas con
una perturbacidén inicial simétrica. Los nimeros en las curvas indi-
can el valor de la esbeltez, A, correspondiendo a las dos curvas su
periores un parametro de deformacidn inicial £=0.1, y a la inferior

£=0.2.

Sin embargo, los resultados obtenidos en estos casos

tienen poco interés prdctico: en la realidad cualquier perturba-
. - -~ . . - . - -

cidn tendrid siempre una componente no simétrica que forzara la
rotura de la zona una vez sobrepasada la curva de separacidn de
las regiones estable e inestable.

Volviendo a los casos de perturbacidn no simétrica, en
las Tigs. 28 y 29 se muestra la variacidn con el tiempo de la

forma de la zona (superficie libre) y de la velocidad axial:

F(z,t) =vS(z,t) ,
_QCz,t)
W(Z,t)*s(z’t) Py

para dos zonas, una con esbeltez 3.03 y ofra 3.13, ambas con un
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Fig. 28. Variacién con el tiempo de la velocidad axial, (a), y de la forma, (b),
de una zona con esbeltez A=3.03 y un parametro de deformacidén inicial
£=0.1. Los nimeros en las curvas indican el tiempo adimensional trans-
currido desde el instante inicial. Resultados obtenidos integrando nu-
méricamente las ecuaciones generales del modelo de Lee.
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29.

Variacién con el tiempo de la velocidad axial, (a), y de la forma, (b),
de una zona de esbeltez A=3.13 y un parémetro de deformacidén inicial
£=0.1. Los nlmeros en las curvas indican el tiempo adimensional trans-
currido desde el instante inicial. Resultados obtenidos integrando nu-
méricamente las ecuaciones generales del modelo de Lee.
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parametro de deformacién inicial e€=0.1 (compérese estos resulta
dos con los correspondientes al andlisis lineal, Figs. 8 v 9).
Por Gltimo, en la Fig. 30 se ha dibujado, para A=3.13
y £€=0.1, la trayectoria que describirian trazadores situados en
un plano meridiano paralelo al observador, en la superficie de
la zona. Las trayectorias no coinciden sin embargo con las que
veria un observador debido a que, en el caso real, la posicidn
de log trazadores gueda falseada por la forma de la superficie
libre, que distorsiona notablemente la imagen, por lo que es ne-
cesario introducir correcciones en la imagen a fin de obtener la

posicidn real de los trazadores.
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Rotura de una zona flotante de esbeltez A=3.13 y deformacidn inicial

£=0.1. Los trazos continuos indican las trayectorias seguidas por tra-
zadores situados en la entrefase. Resultados obtenidos integrando numé
ricamente las ecuaciones generales del modelo de Lee. N
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1.6. CONCLUSIONES

En esta parte se ha abordado el problema de la rotura
de zonas flotantes esbeltas, resolviéndose la estructura interna
de las mismas, es decir, la evolucidn de la superficie libre y
del campo de velocidades frente a ciertos tipos de perturbacio-
nes en la forma inicial de la zona.

Para estudiar el comportamiento dinamico de la zona
flotante ha sido necesario establecer ciertas hipbtesis de uso
comin en este campo (propiedades uniformes del 1liquido, entrefa-
se liquido-sdlido plana, etc.) y acudir a modelos unidimensiona-
les que permitan el tratamiento matemdtico del problema. Fn este
sentido, se ha resuelto la primera aproximacidn del modelo unidi
mensional de Lee y de un modelo basado en la teoria de los me-
dios continuos de Cosserat. Este andlisis lineal permite encon-
trar estimadores para la prediccidn del comportamiento dinamico
de la zona flotante (factor de amplificacibdn o amortiguamiento,
frecuencias propias) tanto para el caso no viscoso como para el
viscoso, asi como expresiones analiticas para el campo de veloci
dades y deformacidn de la entrefase.

El sigulente paso ha sido la integracidn numérica, por
el método de Lax-Wendroff, de las ecuaciones generales (no linea
les) del modelo de Lee, calculando los tliempos de rotura u osci-
lacidn de zonas liquidas esbeltas, no viscosas, la evolucidn se-
guida por la entrefase y las velocidades durante estos procesos.

Como consecuencia de este andlisis numérico se ha podi
do completar el plano esbeltez-deformacidn inicial, plano del
que hasta ahora sdlo se conocia la linea de separacidn de las re

glones estable e inestable, pero no las particularidades de cada
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una de las regiones senaladas.

Asi pues, se ha avanzado notablemente en el conocimien
to de la estructura interna de la zona flotante aunque aqui, co-
mo en todos los problemas de interés, cada paso hacia adelante
significa el descubrimiento de un panorama cada vez més amplio,
y a la vez sugerente, cuya exploracidn requiere mis y mis recur-
sos clentificos. En el horizonte inmediato aparecen tres grandes
&reas que, sin &nimo de establecer clasificaciones, podriamos de
nominar basica, auxiliar y experimental.

En el &rea basica se puede incluir la blsqueda de més
potentes métodos de andlisis con el fin de abordar el problema
tridimensional completo en zonas cortas y la extensidn del andli
sis numérico, bien a la integracidn de modelos unidimensionales
que, como el de Cosserat, incluyen los efectos viscosos en la
formulacidn, o la integracidn de las ecuaciones generales del mo
delo tridimensional con esquemas de calculo especialmente adapta
dos a movimientos fluidos con superficies libres, como pueden
ser el denominado MAC (Marker and Cell) u otros derivados del an
terior.

Bajo el calificativo de auxiliares se pueden englobar
aquellos aspectos que, sin ser especificos de la zona flotante,
son fundamentales para la contrastacidn de los resultados tedri-
cos y para el andlisis y comprensidn de los experimentales. En
este sentido, es totalmente necesario un estudio profundo de los
fenbdmenos 6pticos asociados a la zona flotante, como Gnico cami-
no para fijar la correspondencia entre la realidad y los regis-
tros gréficos que se obtienen de los ensayos experimentales. Es-

to constituye un dificil problema de geometria diferencial cuya




solucibébn sblo se posee en la actualidad para algunas geometrias
sencillas, vy que deberd estar resuelto antes del prdéximo vuelo
del laboratorio espacial Spacelab.

En el &rea experimental es mucha la labor por realizar.
El volumen de los trabajos tebricos sobre la zona flotante empie
za a ser tan grande gque no parece posible que se pueda contras-
tar mas que una pequeha parte durante la primera misidn Spacelab.
Por ello, es necesario acudir también a programas espaciales méas
modestos, pero efectivos, como el programa aleman Texus (Cohetes
de sondeo), y potenciar la investigacidn experimental en tilerra,

con zonas milimétricas y bafios de Plateau.
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ANEXO: CALCULO DE LAS DERIVADAS TEMPORALES UTILIZADAS EN EL ME-

TODO DE LAX-WENDROFF

Este anexo trata de las ecuaciones algebraicas utiliza
das en la integracidn numérica de las ecuaciones generales del
modelo unidimensional de Lee para la zona flotante por el método
de Lax-Wendroff.

Por economla de escritura, y para simplificar lo més
posible las expresiones finales, se han introducido algunas va-
riables auxiliares, presentando los resultados con una nomencla-
tura andloga a la utilizada en el programa de calculo.

Aunque la mayoria de los simbolos utilizados estdn in-
cluidos en la lista de simbolos general, los especificos de este
Anexo no lo estéan, pero son facilmente identificables. A lo lar-
go de estas paginas las derivadas espaciales se indicaran con el
subindice z, y las temporales con el subindice t.

De acuerdo con la expresidn (75), el método de Lax-Wen
droff requiere la evaluacidn, en el instante t, de las derivadas

Sto S Qo Qe o
para poder calcular las variables S y Q en el instante t+At.

Con el convenlio establecido, las ecuaciones de conti-

nuidad y cantidad de movimiento son (ecuaciones (70) y (71)):

St::_Qz s (A-1)
% 4 Q"
QJE :—bPZ‘—ZgQZ'F(§) S, s (A-2)
expresiones que directamente proporcionan los valores de St vy Qy

en funcidn de las derivadas espaciales una vez calculado P7.

#

Derivando (A-1) respecto al tiempo:

Stt::_ta 5 (A-3)
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Yy ta se obtiene de (A-2), derivando Q. respecto a z:

Q Qy°
Stt:[SPZ+2-S—SZ—(-S—) SZ]Z R

es decir:
-2 2 _Q 2Q
Stt S[<QZ) +Qsz] SZ[MSZQZ-FQS J] * S(Sz) ¥

+ + -
SZPZ SPZZ ) (A-t)

donde faltan aln por calcular Py P -

Derivando ahora (A-2) respecto al tiempo, y haciendo

uso de (A-1), (A-2) v (A-3), resulta:

_ 2 Q 2
Qe = -5l - 05 ] +§§{ 20007+ 20,8, -, I

QQQ
+—e?QZSZ-FQZPZ——SP (A-5)

b
g zT

donde todo es conocido a excepcidn de PZ v Pzt'

Para calcular las derivadas de P, partimos de la expre

sibn (72):

, zssm-(s?)2
o K [1_ s+ (s )7 | R
[4S +(SZ) ] 7,

¢ bien llamando:

- SN _ yJ
A=L4S +(bz) , B —ZSSZZ —(SZ) ,

la expresidn anterior se podrd escribir como:

1

o aa—1/2 B
P =2A <1-_K> s

y derivando:

p =A% +om y+3a %% 8 (A=7)
Z Z Z Z
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P —A*3/2(AZZ 2B ) A‘S/Q[g(AZ>2 *3A B+ ESAZBZ] -
_%;A‘7/2(AZ)QB R (A-8)
P, = -A‘3/2<AZt + 2B )+ 3A"5/2(AztB vA B, +~12—AtAZ +AB ) -
_%EA”/?AZAtB , (A-9)

donde las diversas derivadas de A y B vienen dadas por las expre

siones:
A =28 (2+538_ )
7z z z7
A =25 (2+S ) +2S S ;
z7z zz Z7Z z 222
= - +
At Q(ZQZ SZQZZ) ’
Azt: 2sz<2+Szz)“QSzszz ?
B =238 ,
z 777
BZZ:ZQ(SZSZZZ-FSSZZZZ) ?
Bt :_2(stzz+‘Sszz_'szSz) >
= - +
th 2(stzzz SQZZZZ

Seglin esto, es posible calcular las derivadas St’ Stt’ QJC Y Qtt
en funcidn, Gnicamente, de las derivadas espaciales de S y Q en
el instante t.

Falta por Gltimo, evaluar numéricamente las derivadas
respecto a z. Para ello, si desarrollamcs en serie en el entorno
de un punto genérico M (recuérdese la Fig. 17), llamando X a
cualquiera de las variables S o Q, y h al intervalo de discreti-
zacidn espacial (h=Az), sera:

2 Ly 3 2 4
XM+2 XM 2th+2xzzh +3Xzzzh +3xzzzzh e
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1 2 1 3 1 4
—_ = i + = —_—
XM+1 XM th~+2xzzh BXzzzh +2uxzzzz *
1 2 1 3 1 4
— = -— = JR— +
XM—i XM th_FQXzzh BXzzzh ZHXzzzzh e
_ 2 4 3 2 4
XM—Z-XM'-—Qth_fQXZZh -gxzzzh * 3XZZZZ *

Despreciando términos de orden superior y resolviendo el sistema

de ecuaciones resulta:

21 .
Xy T aml 8y — Xyl = Kyppp Y Xy,
X -1 [16(X + X ) - X - X - 30%,,]
77 ) M+1 M-1 M+ 2 M-2 = VFM
12h
F o,
X :-1—[-2(x - X ) + X - X ]
277 o3 S OM+] M-1 M+ 72 M= 2
:—3{ - 4(X + X ) + X - ¥ + 6%, ]
2277 hu M+1 M-1 M+7?2 M-2 M J

expresiones que constituyen los algoritmos de cadlculo de las de-

rivadas espaciales con un esquema de cinco puntos.
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