-

View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you byf’: CORE

provided by Servicio de Coordinacién de Bibliotecas de la Universidad Politécnica de Madrid

Congress on Numerical Methods in Engineering 2011
Coimbra, 14 a 17 de June 2011
(©APMTAC, Portugal 2011

AIZIALISIS DE LOS PARAMETROS QUE DEFINEN UN MODELO DE
DANO APLICADO AL DETERIORO DE LA CAPACIDAD RESISTENTE
DE PAREDES ARTERIALES

S. Blanco*, C. Polindara y J.M. Goicolea

Depto. de Mecanica de Medios Continuos y Estructuras
Escuela de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos, Universidad Politécnica de Madrid
C/ Profesor Aranguren s/n, 28040 Madrid, Espafia
e-mail: { sblanco, cpolindara, goicolea} @mecanica.upm.es

Palabras clave: Tejidos blandos, dafio continuo, materiales fibrados, paredes arteriales,
hiperelasticidad

Resumen. El comportamiento mecdnico de las paredes arteriales constituye un ingrediente
fundamental para entender enfermedades cardiovasculares como las disecciones adrticas o la
fisuracion de placas de ateroma. El fenomeno mecdnico que subyace en estas enfermedades
es el fallo constitutivo del material, que puede deberse a la degradacion de las propiedades
mecdnicas del tejido, a la aplicacion de una carga excesiva o la concentracion de tensiones
que tiene lugar en traumatizaciones de la intima. Un modelo que busque reproducir este com-
portamiento biomecdnico debe incorporar ademds la informacion histologica de las paredes
arteriales, formadas en una primera aproximacion por una matriz acuosa incompresible y dos
familias de fibras dispuestas helicoidalmente. De entre los modelos mecdnicos existentes cabe
destacar los modelos de dariio, que con un conjunto pequerio de pardmetros son capaces de re-
producir la degradacion de la capacidad resistente tanto en la matriz como en las fibras. Esta
simplicidad convierte a esta clase de modelos en una herramienta muy iitil para estudiar este
fenomeno. En este trabajo se presenta un estudio para un modelo de dario de los pardmetros
que lo definen, asociados a la imposicion de la incompresibilidad de la matriz acuosa y a las
evoluciones del daiio en dicha matriz y en las dos familias de fibras. Se incluye una revision
de las técnicas existentes para imponer la incompresibilidad, un resumen bibliogrdfico de la
caracterizacion experimental de los pardmetros materiales y un andlisis de su influencia en el
comportamiento estructural de la aorta, analizada mediante ensayos de traccion.
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1. INTRODUCCION

La respuesta mecdanica del tejido arterial posee diversas caracteristicas que la convierten en
un fendmeno cuyo modelado requiere una consideracion cuidadosa de diversos aspectos [14]].
Entre estos cabe citar las grandes deformaciones incluso bajo cargas fisioldgicas; la fuerte no
linealidad de la respuesta; la anisotropia del tejido; la estructura basada en capas (endotelio,
media y adventicia, y subcapas de las mismas); la microestructura de la matriz extracelular
constituida principalmente por elastina y coldgeno; la incompresibilidad debida a la fase acuo-
sa; la respuesta reoldgica o viscoelasticidad; la pseudoelasticidad que ocasiona distintas ramas
de carga y descarga incluso en condiciones cuasi-estdticas; el crecimiento y remodelacion co-
rrespondiente a un tejido vivo, y por dltimo los distintos estimulos mecdnicos o bioldgicos. Una
descripciéon mas completa de algunas de estas cuestiones puede encontrarse en [20], [[19], [S].

La capacidad portante del tejido adrtico estd acotada y un conjunto de fendmenos de de-
gradacion tiene lugar cuando las deformaciones impuestas a la pared arterial alcanza un cierto
limite. Podemos asumir que la evolucién de esta degradacion se caracteriza como una funcion
del médximo histérico de una norma de las deformaciones. Este comportamiento mecédnico se
puede reproducir usando modelos no lineales, que deben ser fisicamente motivados para repro-
ducir el comportamiento fisiol6gico y matematicamente bien definidos para poder ser usados
dentro del esquema de la mecéanica del medio continuo [18]].

La base de los modelos aqui considerados es la elasticidad no lineal(hiperelasticidad). El
orden de magnitud del médulo eléstico secante es del orden de las tensiones aplicadas y se
producen por tanto grandes deformaciones en el material. La forma funcional de los modelos
que mejor caracterizan la respuesta del tejido arterial es la exponencial [3], [7], [6], [13]. Esto se
debe a que la contribucién mecanica de las fibras de coldgeno en el tejido se produce mediante
un reclutamiento progresivo, a medida que las cadenas de estos polimeros quedan extendidas y
empiezan a colaborar.

Por otra parte la predominancia mecénica de las fibras de coldgeno establece una marcada
anisotropia, que puede interpretarse mediante modelos de isotropia transversal, basada en los
invariantes extendidos de [32]. La ley propuesta en [[18] incorpora estos invariantes en una
funcién de energia exponencial y constituye el modelo de referencia para tejido arterial. Es
posible incorporar leyes de distribucién de las fibras de coldgeno, como se propone en [37/]] para
la longitud de activacidn, aunque en la practica no resulta de facil incorporacién en calculos
de elementos finitos. Sin embargo, la consideracién de la distribucién de orientaciones de las
fibras propuesta en [11]] representa una extension que proporciona un modelo mds realista y es
de fécil implementacion.

Los fendmenos ineldsticos asociados al fallo material de las paredes arteriales han sido repro-
ducidos numéricamente siguiendo dos aproximaciones: utilizando modelos de dafio continuo,
basados en la definicién de una determinada funcién de energia de deformacién [2] o basados
en el andlisis estadistico del dafio mesoscdpico en las fibras de coldgeno [27]], y utilizando mo-
delos cohesivos de fisura discreta, en el que la separacion de las superficies materiales de una
fisura se regula mediante una ley cohesiva de traccion [9]].
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En este trabajo se presenta un estudio de la modelizacién de las paredes arteriales frente a
solicitaciones que provocan un deterioro de su capacidad resistente. La seccidn [2| hace un pe-
quefio resumen de los ensayos experimentales existentes que caracterizan el fallo material de las
paredes arteriales. En la seccién [3]se resume los modelos de elasticidad no lineal incompresible
para materiales fibrados y en la seccién [3.3]se estudia la imposicion numérica de la incompre-
sibilidad. La seccion ] particulariza el modelo descrito en la seccion [3| para un modelo de dafio
regularizado, que considera de forma desacoplada los fendémenos de degradacion que tienen
lugar en la matriz y en cada una de las fibras. Finalmente la seccién [5] presenta un ejemplo de
aplicacion.

2. CARACTERIZACION MECANICA DEL FALLO MATERIAL DE PAREDES AR-
TERIALES

La mayor parte de los estudios experimentales que buscan determinar las caracteristicas me-
cénicas de las paredes arteriales han sido realizados en animales. Sin embargo, estos estudios
pueden ser deficientes cuando se extrapolan al estudio de paredes arteriales humanas [[17]]. Co-
mo ejemplo de estas deficiencias se puede destacar la inexistencia en animales de la capa intima
en las arterias coronarias [34], que si aparece en humanos desarrolldndose en los primeros afos
de vida y que continuamente crece en espesor.

Tal como se describe en [30], los ensayos existentes para caracterizar las propiedades meca-
nicas de las paredes arteriales frente a rotura son los ensayos de traccion uniaxial en direccion
radial [22], circunferencial y axial [23]][36], ensayos de inflado en especimenes circulares in-
corporando técnicas de inflado de burbuja [24]], ensayos de inflado en arterias intactas [15] y
ensayos de rasgado en tiras arteriales [26].

Estos ensayos buscan caracterizar el comportamiento de las paredes arteriales mas alld del
rango de las acciones fisiol6gicas hasta el total agotamiento del material. Podemos distinguir
tres fases en un ensayo de traccidn tipico: una fase 1 en la que estamos dentro del rango eldstico
del material y que engloba al rango fisioldgico de las acciones, una fase 2 en la que se inician
los procesos ineldsticos con degradacion del material pero sin alcanzar la tension dltima y una
fase 3 en la que, tras alcanzar la tension dltima, se produce una caida brusca de la capacidad
resistente.

g Fase 2
o2 I @ Inicio dano
E @ Resistencia ultima
N @ Agotamiento material
' Fase 3
Fase 1 |
Aul A

Figura 1: Fases ensayo a traccién uniaxial en curva tensién vs. estiramiento.
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Dado que las paredes arteriales son un material compuesto y que la familia de fibras se
alinean al desarrollarse el ensayo, el comportamiento macroscépico de la figura[I|se obtendrd a
partir de la contribucién del comportamiento mesoscopico de cada uno de los componentes. Por
lo tanto serd necesario caracterizar, para cada una de las fases, una tensién de comparacioén que
permita determinar el inicio de los procesos ineldsticos, la energia que se liberard (energia de
fractura) debido a estos procesos ineldsticos hasta el agotamiento del material y la tasa a la que
se libera dicha energia. Sin embargo, cuantificar la energia de fractura a partir de experimentos
es dificil debido a que el fallo asociado a la fase 3 es inestable en los ensayos de traccién y
la caida que se produce en la curva es tan brusca que no puede ser capturada. El cuadro [I]
tomado de Sommer et al. [30]], enumera los ensayos existentes para la caracterizaciéon mecdnica
de paredes arteriales frente a rotura.

Ensayo de traccién

Tejido oS (MPa) o®4 (MPa) o/l (MPa)
Aorta humana mediotoricica descendien- 1,72 40,89 1,474+0,91 -

te [23]]

Aorta abdominal humana [35]] - 1,21+0,33 -

Aorta descendiente tordcica humana [[1]] 1,76 +£0,22 1,95+0,6 -

Aorta torécica porcina [22]] - - 0,061 +0,004
Aorta tordcica ascendente humana [36]] 1,804+0,24 1,71+£0,14 -
Aorta abdominal humana [30] - - 0,14+0,016
Ensayo de inflado

Tejido o, (MPa)
Aorta humana mediotoracica descendiente [24]] 0,1144+0,032
Aorta humana torécica descendiente [15] 2,7+1,5

Ensayo de rasgado (peeling)
Tejido Energia disecc. Energia disecc.
circ (mJ /cm?) axial (mJ /cm?)

Aorta humana abdominal [30] 5,1£0,6 7,6 £2,7

Cuadro 1: Resumen caracterizacién mecénica fractura paredes arteriales

En general los resultados obtenidos por los ensayos experimentales son dependientes del
sitio anatdmico donde se ha tomado la muestra de ensayo, pudiéndose afirmar que la resisten-
cia a traccién de la aorta humana se reduce al aumentar la distancia desde el corazén [30]. A
su vez, los ensayos sobre las distintas capas de la arteria muestran que su comportamiento es
anisotropico, mostrando una resistencia tltima en la direccidn axial algo menor que en la di-
reccion circunferencial. Sin embargo, la dispersion en los resultados y el pequefio nimero de
muestras vélidas que se utilizan en los ensayos existentes hace que estas conclusiones tengan
un importante grado de incertidumbre [17].
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3. MODELOS DE ELASTICIDAD NO LINEAL INCOMPRESIBLE
3.1. Cinematica

Sea un medio continuo cuya configuracién de referencia en el instante 7y = 0 es €. Defini-
mos el movimiento del cuerpo mediante la aplicacién x(e,7) : Qg x [0,7] — R? que transforma
un punto material X € Qg a una posiciéon x = X (X,t) € Q en la configuracién deformada Q,
siendo [0,7] el intervalo de tiempo de estudio. Sea también F = dx(X,t)/dX el tensor gra-
diente de deformaciones y J = detF > 0 su determinante, que representa la razén volumétrica.
Siguiendo la propuesta de Flory [8]] el tensor F puede descomponerse en una parte volumétrica
y una parte isocorica:

F=J'’F (1)

lo que permite definir los tensores de Cauchy-Green por la izquierda y por la derecha:
C=F"F=72F'F=y?%C )
b=FF =7 *’FF =7 % 3)

siendoC=F Fyb=FF los tensores modificados asociados a las deformaciones isocéricas
del material.

La direccién de cada una de las dos familias de fibras en un punto material X € Q se define
mediante un vector unidad ao,, con i = {1,2}, siendo ||a,|| = 1. Si asumimos que durante la
deformacion las fibras se mueven con los puntos materiales del medio continuo, se obtiene la
relacion entre la configuracidn inicial y deformada de estas dos direcciones:

ai=Fay; a;=Fay; l|anl|=1 i=1,2 (4)

donde a; = F se refiere a la configuracion espacial debida sélo a las deformaciones isocdricas
y siendo el estiramiento en la direccién ay; igual a ||a;||.

3.2. Funcion densidad de energia de deformacion y respuesta tensional

Para poder describir la respuesta ineldstica anisotrépica del material, compuesto por una
matriz acuosa y dos familias de fibras, asumimos la existencia de una funcién de densidad de
energia de deformacion en forma desacoplada del tipo:

W=U(J)+W(C,H,H>) (35)

donde la funcién U(J) es una contribucién puramente volumétrica y W (C,H,H>) una contri-
bucién puramente isocdrica. La dependencia de la parte isocdrica respecto de la direcciéon de
cada familia de fibras ay; se realiza a través del tensor de estructura generalizado H;, que debe
tener en cuenta tanto la orientacion como la dispersion de la familia de fibras. Gasser et al. [11]
proponen un tensor de estructura generalizado de la forma:

H;=x1+(1-3K)ap®ay i=1,2 (6)
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donde el parametro material k € [0, 1 /3] representa la dispersion de la familia de fibras, valiendo
Kk = 0 para el caso de fibras perfectamente orientadas y k¥ = 1/3 para el caso de dispersién
maxima (comportamiento iS6tropo).

Las tensiones resultantes (segundo tensor de Piola-Kirchhoff §) quedan igualmente descom-
puestas en términos volumétrico e isocdrico:

S oW du(J
S:SVOL+SISO ZJpC_l +2% con p= —d(] ) (7)
siendo el tensor de elasticidad en la descripcion material
a8 dS
C =p22YoL | NS0 ®)

aC aC
3.3. Resolucion Numérica de la Incompresibilidad

Como se ha comentado arriba los tejidos blandos biolégicos son en general incompresibles,
es decir se verifica con bastante aproximacion la condicién J = 1. Esta restriccién introduce una
dificultad numérica importante para la solucién numérica por elementos finitos. En primer lugar,
desde el punto de vista de las ecuaciones de comportamiento del material, la respuesta mecédnica
del tejido queda indeterminada a partir de la ley constitutiva tinicamente: en la ecuacion (/) el
valor de p es arbitrario. Es necesario considerar las ecuaciones adicionales de las condiciones
de contorno para resolver dicha indeterminacion.

En la aproximacién de elementos finitos esta indeterminacion exigiria en principio la in-
troduccién de un multiplicador de Lagrange que represente la presion p indeterminada, y en
consecuencia un conjunto mixto de incégnitas a interpolar. Las aproximaciones de elementos
finitos mediante métodos estandar en desplazamientos son inservibles para materiales incom-
presibles o cuasi-incompresibles. Una de las soluciones mds eficaces es la propuesta en [29]]
que desarrolla elementos mixtos (Q1-P0, B1-P0) basados en un principio variacional multicam-
po u — p — 0, que funciona adecuadamente para comportamiento cuasi-incompresible. Estos
elementos estdn disponibles en FEAP [33] y han sido empleados en este trabajo. En ellos se
considera una energia de deformacion volumétrica U (J) pero con una muy baja compresibilidad
(médulo volumétrico muy elevado). Estos elementos resuelven el problema de la elastoplasti-
cidad con flujo plastico incompresible pero en la cual la elasticidad proporciona una pequeiia
compresibilidad. Para materiales eldsticos incompresibles como es el caso aqui una opcién es
introducir una energia de deformacién volumétrica como una penalizacién, con un coeficiente
de penalizacién tan elevado como sea posible (K, > 1):

g1 p=3) gy, ©)

1
UJ) =K =

P2
de esta forma se aproximaria la condicién de incompresibilidad, J ~ 1, y el valor de p no tendria
significado fisico sino que representaria la fuerza de penalizacion.
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Este procedimiento tiene varios inconvenientes. En primer lugar, la eleccion de la constante
de penalizacion K, a menudo debe hacerse de forma manual, es dificil de seleccionar automa-
ticamente de forma que el error en la incompresibilidad sea suficientemente pequefio. Por otra
parte, un valor alto de la constante K, puede provocar mal condicionamiento de las ecuaciones
y dar lugar a inestabilidad numérica. Una alternativa que evita estos problemas consiste en in-
troducir un esquema iterativo para la obtencién del multiplicador p de forma que se verifique
con la tolerancia € < 1 deseada la condicién de incompresibilidad (J — 1 < €), el método de-
nominado Lagrangiano aumentado [12]]. En nuestro caso se modifica la funcién de energia de
deformacion volumétrica (9), aumentandola de la forma:

1

UWJ)=Kp5(J=1)*+ pH(J) (10)
donde p es el multiplicador buscado, con el significado fisico de la presion, y H(J) se denomi-
na funcion aumentada, siendo H(1) = 0. Esta funcién debe cumplir que K,H(J) = dU(J)/dJ
para que el esquema sea convergente. El valor de p que hace H(J) < € se alcanza mediante
iteraciones, que pueden ser anidadas o simultidneas con el bucle de Newton:

P =prrK,H(). (1

Ejemplo de estudio de influencia de la incompresibilidad.— Se ha implementado el mo-
delo de [11] en el programa de elementos finitos FEAP [33] y se ha definido una prueba de
carga uniaxial en deformacién homogénea con las constantes eldsticas tomadas de [[11]]. Se usa
un Unico elemento hexaedro de 8 nodos, en el cual se impone un alargamiento en la direccion
1. Las fibras estdn sobre el plano 1-2 orientadas a 45° con respecto al eje 1 y las tensiones se
limitan al rango fisiolégico de la aorta humana ascendente que no sobrepasa los 5 MPa [16]. El
objetivo de esta prueba es verificar el comportamiento del esquema de Lagrangiano aumentado
con un nimero maximo de iteraciones de 100. Se ha repetido el ensayo con dos valores diferen-
tes para el pardmetro que mide la dispersion de las fibras, k = 0,000 y k = 0,226, los resultados
se observan en las figuras 2]y

La constante de penalizacion K, define el valor inicial del multiplicador p. Cuanto menor sea
K, mayor sera nimero de iteraciones necesarias en el bucle de Lagrangiano aumentado. En caso
de que se alcance el mdximo nimero de iteraciones permitido no se habré logrado satisfacer la
incompresibilidad y la solucién numérica no correspondera con la solucién buscada.

En la figura[2]1a linea negra sélida representa la respuesta analitica del problema. Se observa
que al aumentar la dispersion (k) la curva tension-alargamiento se traslada hacia la izquierda, lo
cual es consistente: al aumentar la dispersion algunas fibras empiezan a trabajar antes, es decir
que el reclutamiento de las fibras empieza a cobrar importancia mucho antes que cuando no hay
dispersion. El alargamiento maximo para k¥ = 0,000 es A = 1,45, para Kk = 0,226 es 4| = 1,26,
marcados por una linea negra punteada.

La figura 3| por otra parte muestra la evolucion de la funcién aumentada H(J) en uno de
los puntos de Gauss del elemento, cada curva se corta en el instante en que se alcanza 100
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iteraciones en el bucle del lagrangiano aumentado. Alli se observa claramente que para un
penalizador bajo (K, = 0,035 MPa) el esquema de Lagrangiano deja de converger antes de
alcanzar el alargamiento maximo, lo que explica porqué para este valor la soluciéon numérica
no corresponde con la analitica (ver figura[2)). En esta misma figura se observa que el esquema
de Lagrangiano también falla para un penalizador algo mayor K, = 0,379 MPa, sin embargo en
este caso no hay una diferencia apreciable con la solucién analitica.

5 5
3 — Incompresible S — Incompresible
= Al K, =0.035 MPa d = Al K, =0.035 MPa
b: ==+ K,=0.379 MPa ' b: ==+ K,=0.379 MPa ||
L] o
- ==+ K, =3817 MPa : N -=- K,=3817 MPa |f:
< 3 . < 3 "
O . (@] "
35 L > "
S " 3 :
g? i @ ? :
© : . © I
c H c 4
Q1 ' 0 1 o
) H 0 H
C . [ .
()] " Q "
= 0 . = 0 ;
1.10 120  1.30 1.40 1.50 1.10 120  1.30 1.40 1.50
Alargamiento )\, Alargamiento ),
(a) kx =0,000 (b) k =0,226

Figura 2: Curvas tension-alargamiento para prueba de carga uniaxial. La linea negra punteada marca el alarga-
miento maximo.

7.0 . 7.0
— K, =0.035 MPa : — K, =0.035 MPa

6.0/ — K, —0.379 MPa 6.0/ — K, —0.379 MPa
_sol|— K,=3.817 MPa : _ 50| K,=3817 MPa
- — K, =38.197 MPa ' - — K,=38.197 MPa
S 4.0 - ' S 4.0 — _
S : ~ K, =381.997 MPa
7 = 7
= E =

0.0 1.10 120 130 1.40 1.50 0.0 1.10 120 130 1.40 1.50

Alargamiento ), Alargamiento )\,
(a) x =0,000 (b) k =0,226

Figura 3: Evolucidn de la restriccion en prueba de carga uniaxial. La linea negra punteada marca el alargamiento

maximo.
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4. MODELOS DE DANO CONTINUO CON ABLANDAMIENTO REGULARIZADO
4.1. Funcion densidad de energia de deformacion y respuesta tensional

La contribucién isocérica de la expresion de la energia de deformacién definida en (5)), par-
ticularizada para el modelo de dafio, puede descomponerse en una parte isétropa asociada al
comportamiento de la matriz acuosa y una parte anisotropica asociada al comportamiento de
las fibras:

W=U(J)+(1=dg)Wg(C)+ (1 =dp)Ws1(C.H1) + (1 =dp)Wpa(C.Hy)  (12)

donde los términos Wg, Wfl y sz son las funciones de energia de deformacién efectivas de
los materiales hipotéticos no dafiados matriz y fibras respectivamente, que deben cumplir las
condiciones de objetividad. Los factores (1 —dg), (1 —dy1) y (1 —dy2) son los factores de re-
duccidn, inicialmente propuestos por Kachanov [21]], que incorporan los fenémenos inelésticos
de degradacion que tienen lugar de forma separada en la matriz y en cada una de las familias de
fibras, siendo 0 < dy < 1 para @ = {g, f 1, f2}.

La expresion (12)) admite ser expresada en término de los invariantes [31] de la forma:

W = U(J) + (1 —dg)Wg(I_l,I_z) + (1 —dfl)Wfl (1_1,1_4) + (1 —dfg)sz(I_l,l_6) (13)
siendo:

L=u(C)=u (Z) =J (€)= ub) =L

heg [r@ e (@)] =5 [ (5) ()

= J_4/3% [tr (C)* —tr (Czﬂ = J_4/3% [tr (b)* —tr <b2>] = J 483

L=detC=deth=1; J=(detC)"/? = (detb)'/?

L=C: (ao1 ®a01); 1_6 =C: (a02®a02)

Para reproducir el comportamiento de la matriz acuosa utilizaremos la funcién de densidad de
energia del modelo neohookeano, y para reproducir el comportamiento de cada familia de fibras
la funcidn tipo Demiray [7]] propuesta por Gasser et al. en [11] de forma que la ecuacion (13))
pasa a expresarse como:

1 1 k -
W= 2K =12 +(1=dg) 3¢ (h=3)+(1 —dp) - <ek2‘E12 - 1) (14)
\‘/_/ \1/_/ N 21 ~—
U(J) W, Wi
1—d —( 2k 1)
+( f2)gk22 )
sz
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donde K hace las veces de penalizador de las deformaciones volumétricas, los parametros
{c,ki1,ko1,k12,kz} son pardmetros materiales y las cantidades E; y E; valen:

=C:H - 1=x+(1-3x),—1 (15)
=C:H,—1=xl[+(1-3x)s—1 (16)
que caracterizan la deformacion en la direccion de las orientaciones medias ao, y a, .

Aplicando el método de Coleman y Noll [4], se obtiene la respuesta tensional y la disipacién
interna del modelo a partir de la desigualdad de Clausius-Planck para procesos isotermos:

-@INT — S: %C—W (17)
siendo
(U oW, W 1 W\
W= (8C+(1_d)8c (1—df1) 5C +(1—df2) 5C :C (18)
—dWo—dpWpi —dpWp (19)

lo que nos permite obtener la respuesta tensional y la disipacion interna del modelo:

L Wn oW
.@mT:dig—Fdlef]-l-dszfzzO 21)

Aplicando la regla de la cadena y utilizando las dependencias expresadas en obtenemos
la expresion para el segundo tensor de Piola-Kirchhoff:

S=3S8voL+ (1 —dg)gg-l- (1 —dfl)gfl + (1 —df2)§f2
= Svor+(1=d)J PP S+ (1 —dp))J PP S+ (1—dp)I PP 8p  (22)

con
1
PT = (1- §C—‘ ®C)
SVOL:JPC_I; gg:CI
S‘fl = 2k1E|€k2512H|; gfz = 2k1E_zek2E§H2

siendo P el operador desviador en la descripcién lagrangiana.
A partir de la expresion (22)) podemos obtener el tensor de tensiones de Cauchy aplicando la
transformacion de Piola segtn:

oc=J'FSFT (23)

10
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con lo que se obtiene:

o :Jil'tVOL —l—]il(l —dg)]P’ : %g —|—Jﬁl(1 —dfl)]P’ : %fl —I—Jil(l —dfz)]P : %fz
=T oL+ (1 —d) T +T (1 —dp)) T+ (1 —dp2) T2 (24)

siendo
1 - Y~ T _
P:H—§1®l, TVOL:JPI; Tg:FSgF =cb

T =FSuF =2kiEreH (K5+ (1-3K)a ®al) ok By B,

J/

-~

hy
"Efz = FEfQFT — ZklE_'zesz% <Kl_,+ (1 _ 37()&2 ®62> — 2k1E2€k2E_2232

N

-~

hy
donde P es el operador desviador en la descripcidn euleriana.

4.2. Ingredientes del modelo de dafio

Se ha asumido que el mecanismo de dafio estd asociado a los procesos isocdricos y que
es independiente de la presion hidrostatica. La ecuacion de la disipacion interna del material
obtenida en (21)) y que se reproduce a continuacién

@INT = dig +df1Wf1 +Clif2Wf2 >0 (25)

permite definir a las funciones W, como las funciones de estado conjugadas de las variables
internas dgy, con @ = {g, f1, f2}, y que dichas variables internas deben cumplir:

dog €[0,1], dy >0  cona={g, f1,f2} (26)

Definamos para cada paso de tiempo ¢ una variable tipo deformacion ry como el méximo
histérico de una norma de las deformaciones

ra - méx \/ ZW(X (27)
t

y una variable interna tipo tension g que se relaciona con la variable interna tipo deformacion
rq de forma incremental como

d
QQ — Ha(ra)fa, Ha(ra) — SlendO q(()X — I”g (28)

qo
dry’
para o = {g, f1, f2}, siendo Hy(ry) > 0 para el caso en que se produzca endurecimiento por
deformacion y Hg(rg) < O para ablandamiento por deformacién y siendo Y la norma que

11
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define el tamafio inicial del dominio eléstico en el espacio de las deformaciones. Las variables
de dafio se definen entonces como

q qr1 qr2
dg=1-=2 dp = A dp = -2z (29)
Tg r'f1 T2

Siguiendo el trabajo de Simé [28]] definimos para cada una de las fases una funcién de fluen-
cia que proporcione un criterio de dafno en el espacio de las deformaciones

CIDg(fl,I_z,rg):\/ZWg—rggO (30)
O (L, Ig,rp1) =\/2W 1 —rp1 <0 (31)
@y (I, ds,rp2) = \/2W g2 —rp2 <0 (32)

Las ecuaciones (30)-(32)) definen el espacio admisible de las deformaciones teniendo que cum-
plirse las condiciones de carga-descarga o de Kuhn-Tucker y la llamada condicion de persisten-
cia:

Ffa >0, Pg<0, FoqPy=0; fad)azo (33)

con o = {g, f1, f2}. El modelo asi definido admite una integracién cerrada para la variable 7,
pudiéndose integrar a lo largo del tiempo como:

ro(t) = max {rg, ZWa(s)} (34)
s€[0,7]

de nuevo con a = {g, f1, f2}.

4.3. Disipacion y regularizacion del ablandamiento

El modelo de dafio definido en el anterior apartado permite particularizar, utilizando y
(28), el valor de la disipacién dado en la expresién (23] como:

R 1
Dnr = Z doW o = Z ) (9afa — Gara) (35)
a=g,f1,f2 a=g,f1,f2

La tasa de la variable interna tipo tension g¢, con o = {g, 1, f2}, puede ser definida en una
forma general como:

o = —Ho(qa)ra = —Aadhiq (36)

donde A, es un valor que debe ser definido imponiendo que la disipacién total venga dada por
un parametro material y 8 es un parametro que indica el tipo ablandamiento/endurecimiento,
siendo dos casos particulares § = 0 para el caso lineal y B = 1 para el caso exponencial. De

12
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esta forma el parametro 3, que caracteriza el tipo de ablandamamiento, pasa a ser un parametro
mas del material.

A partir del trabajo de Gasser y Holzapfel [10], en el que se utilizan modelos cohesivos
para simular la diseccién de paredes arteriales, se utiliza el parametro material G/, densidad
superficial de energia de fractura, para regularizar la energia disipada por el modelo de dafio
continuo en el proceso de agotamiento del material. Sea un medio cuyo volumen Q puede
expresarse como = Sh, con S una seccién media y 4 un tamafio caracteristico. Asumiendo
un proceso mondtono de carga y que el material sufre ablandamamiento por deformacion, la
energia disipada total W;,; desde el inicio de los procesos ineldsticos hasta el agotamiento del
material se calcula como:

o o 1
Wror :/ dQ </ @imdl) :/ dQ (/ Z > (gafa —Qara)dt>
Q 1=ty Q t 2

=l a=g,f1,/2
1

- ¥ a0 ( / E(qam—qarm)dt) (37)
a=g.f1,/27% t=tq

Operando en la ecuacién (37) y utilizando la expresion (36)) se llega a la expresion:

1)) 1) ;
A (2P _a:g.ZfIﬂSh A2 ) _aszﬂSGa (38)

lo que nos permite obtener el valor A, de la ecuacién (36) como:

W= Y [0

a=g,[1,f2

0\2-B
(9e) 1
Ag=—~—"———h (39)
7 (2-B) ¢,
pudiendo obtener finalmente el médulo de ablandamiento regularizado
0\2-B
(9) 1 s
Hy(qo(t)) = ————————=qu(t)h (40)

siendo A, para el caso de un dominio discretizado por elementos finitos, la longitud caracteristica
de dicho elemento [23]].

4.4. Tensor constitutivo tangente

Las condiciones de carga-descarga y la condicion de persistencia nos permite definir el ope-
rador consitutivo tangente para el caso en el que nos encontremos en un caso de carga ineldstica
o descarga elastica. A partir de la definicion del operador constitutivo tangente

N
C= 2% 41)

13
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obtenemos:
8S qe-08s  qr1 .08 gr 0S8
des _ voL | Yg f1 f1 12 f2
C oc 2ac ntac oc ntac oc
=200t 2ac Tntac trntec
9 (?—;f) L9 (q") (%)
+2— ot 08 +2— L8 25 Che8n
donde (siendo ot = {g, f1, f2})
8§a o (9(]72/319 . Ea) o . = A T 2 72/3"“ = 2 -1 = = _

con

~ 1
Tr(e)=(e):C; P=C'oC'-——Cc'oC!
~—— 3

Co=2J" 395 _ 4J’4/3@

aC dCaC

y para el caso de carga ineldstica, utilizando que ro = V2W, se tiene que

J0C r o0C r2 S

daro — 4o 1 aWoc doTa —4qa \ o -
= RS« — |84 ®S
( 72 >\/_2wa ac ( 7 )“® "

5 (1 .
2—<r"‘> ©8q =2 <q°‘r“ ) 9 Sy = (qara Qa) IV2W,

(42)

(43)

D

A continuacién se particulariza cada término de las ecuaciones (42))-(@3)) para la parte volu-

métrica, la matriz acuosa y cada una de las fibras:

aSVOL a o _ -1 —1
2 — =

% J(p+JaJ)C ®C ' —2pCteC
———

p
28(]‘2/3}? ' S,)

~ 2~
3C :P:Cg:IP’T+§Tr(J 2/3Sg)

U)Il\)

(C'®S,+S,2C)

Cy= 24398 _ g
oC

14
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28(]‘2/3}? :S51)
aC

_ ) - 9 _
=P: (Cfl :PT+§TI(J72/3S]€1)P— —(Cil ®Sf1 —l—Sfl ®C71)

~ o8 oS - _
o =2J—4/3a—é1 2043 > Ef] ! ‘;% — 47 4P RF (1 4 20EDH @ H,

28(]‘2/3JP> :852)
oC

_ ) - _
=P:Cp: PT-I-gTI‘(J_Z/?’sz) ——(C_l ®8pn+8p ®C_1)

W N

S 981, OE
8—(],:2 27 43I2 02 414031, RF (1 4 2k E2) Ho @ Ho

dE, oC

Finalmente, obtenemos el operador constitutivo tangente en configuracién espacial aplicando
la transformacién de Piola a C

% = Cyor +J7! (qg ) I (qﬂ /i ) +J (qf Th > (44)
Tg 'f1 rf2
Jel
7 = Cyor +J7! <q3g+—qg s s »rg®rg> (45)
rg rg

r
+J Qflffl_’_Qfl f1— qfl'rf1®17f1
T'f1 fl
_ rep—
e <Qf2 f2+61f2 242

Tf2®1'f2
rr2 f2

siendo la contribucién de la parte volumétrica

d
CyoL =pl®1—2pl with p = p%—Jd—lJ7

y la contribucién de la parte isocdrica para o = g, f1, f2

_ 2 2 . _
(Ca:P:(Ca:P—i—gtr('ta)]P’—— 10Ty +Ta®1)

3
con

Pzﬂ—%l@l; tr(e)=(o):1

2W
o= ap? Walbly
dbdb

A continuacién se particulariza las contribuciones de la parte isocdrica para la matriz y las
fibras:

2 2 - =
Ce= gtr('rg)P_g(l@'tg"‘Tg@l)

15
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— _ — — 2 2 _ _
Cpp =4 PP (14 2E]) (P hy) @ (P hy) + 3 (Tr1)P— 5(1 T +ThH 1)

= _ — — 2 2
Cp= 4]74/3k16k2E§(1 —|—2k2E§)(IP thy)®@(P:hy)+ gtr (’L’fz) P— 5(1 RTHR+TH® 1)

5. EJEMPLOS DE APLICACION

Como ejemplo de aplicacion se muestran los resultados obtenidos para un ensayo de traccién
uniaxial tal como indica la figura[Sp utilizando el modelo de daio definido en el apartadod] Los
pardmetros materiales utilizados se definen en el cuadro [2]

(a) (b) 2%

JHHHHH

-

Fibra 1

>< F1brd 2

T u(t)

=

100

Ciclo 1

011 (tensién de Cauchy)

1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7

Figura 4: Ensayo de traccion uniaxial: (a) descripcion, (b) Curva tensién vs. estiramiento.

Matriz Fibras
Parametros que definen la energia ¢ =7,64kPa  kj, = 100kPa
ky, = 10
de deformacion efectiva 6 =40,02°
K = 0
Parametros que definen o, = 15kPa Gf = 100kPa

Gy =10KMm - GJ — 16KNm
m
B, =10 Br=1,0

Cuadro 2: Parametros materiales.

el modelo de dano

Este problema admite solucidn analitica que servird para comprobar la validez de la imple-
mentacion en el codigo de elementos finitos FEAP [33]. Asumiendo que el material es incom-
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presible, el tensor gradiente de deformaciones tiene la forma:

Ae O 0
F=|0 2 0 (46)
0 0 (AA)!

siendo las direcciones de las fibras en la configuracion material a(l) = {alx,aly,alz} y ag =
{as,,as;,as. }. Las cantidades E} y E definidas en (15) y (16) se particularizan como:

Ei =Alai + lyza%y —1 47)
Ey=Ala5 +Aja5 — 1 (48)

Utilizando la definicion del tensor de Cauchy de la ecuacién (24) y sabiendo que Oy = O, y
0,y = 0, = 0, se obteniene el siguiente sistema de ecuaciones que relaciona las cantidades oy,

Ay Ay

1

o=\ A | b PFAla 42k Ere A} a) (49)
1

0=c(A4 2 =)t 2kiEreFi A 20} + 2k EreFiA2a3, (50)

El ensayo de traccién se ha llevado a cabo imponiendo tres ciclos de carga-descarga, sien-
do los intervalos utilizados [0,4], [0,4;] y [0,A3], con A} = 1,41, A, = 1,55y A3 = 1,65. Los
resultados obtenidos se muestran en la figura [Sp, donde los ciclos de carga-descarga se repro-
ducen segun lo esperado debido a que el modelo guarda memoria de la degradacién que sufre
el material.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta un modelo constitutivo para tejidos fibrosos que considera la
degradacion de forma desacoplada de la matriz y de las familias de fibras. Se realiza una des-
composicion multiplicativa del tensor gradiente de deformaciones entre una parte volumétrica
y una parte isocdrica, que se descompone a su vez en una parte isétropa asociada a la matriz
acuosa y una parte anisétropa asociada a las fibras.

El modelo de dafio contiene tres pardmetros para cada una de las fases (nueve en total asu-
miendo diferentes caracteristicas para cada familia de fibras). Los pardmetros necesarios son
una tension de comparacion que permite definir el tamafo inicial del dominio eléstico, una den-
sidad superficial de energia de fractura que permite regularizar el modelo y un pardmetro que
define el tipo de ablandamiento que sufre el material. La regularizacion del modelo hace que la
disipacion venga dada por un pardmetro material y que sea independiente de la discretizacién
geométrica que se realice.
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Finalmente se ha presentado un estudio del tratamiento de la incompresibilidad utilizando
el método de penalizacion y el método del lagrangiano aumentado, junto con un resumen de
los ensayos experimentales existentes que caracterizan el comportamiento constitutivo del fallo
material de paredes arteriales.
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