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Resumen—Se introduce un nueve método de ordenacion de las
alternativas en un problema de decision multicriterio con
imprecision en la informacion proporcionada por el decisor,
representada por una funcion de utilidad multiatributo aditiva.
Donde las consecuencias de las alternativas se representan
mediante distribuciones uniformes, las funciones de utilidad de
cada atributo son clases de funciones de utilidad y los pesos
asociados a los atributos son numeros difusos triangulares
(trapezoidales).
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I INTRODUCCION

El modelo aditivo es considerado valido en la mayoria de
los problemas de toma de decision, segin las razones descritas
por Raiffa (1982) y Stewart (1996). La forma funcional del
modelo aditivo es:

u(d) =2, w i, (x,)

donde x; es ¢l valor en el atributo X; de la alternativa 4;; ux;)
es la utilidad asociada al valor x;, siendo la correspondiente
funcion de ytilidad las preferencias del decisor sobre los
posibles valores de los atributos; y w;, son los pesos de cada uno
de los atributos, representando su importancia relativa en el
contexto particular del problema de decision.

La mayoria de problemas de toma de decisiones complejos
tienen informacion imprecisa, siendo por ejemplo imposible
predecir con certeza ¢l impacto o consecuencia de cada
alternativa bajo consideraciéon, siendo obtenidos mediante
métodos estadisticos. Al mismo tiempo, es frecuente que no
sea facil escoger con precision los valores para los pesos de los
criterios y queden inscritos dentro de limites imprecisos. Los
decisores pueden encontrar dificil comparar criterios o no
querer relevar sus preferencias en publico. Ademds, la decision
puede ser tomada dentro de un grupo donde la imprecision
sobre las preferencias alcanzadas, es ¢l resultado de un proceso
de negociacion.

Se han realizado diferentes trabajos en los que se
considera informaciéon imprecisa. Sage y White (1984)
propusieron el modelo de teoria de utilidad multiatributo con
imprecision (ISMAUT). Malakooti (2000) disefi6 un nuevo
algoritmo eficiente para ordenacidén de alternativas cuando hay
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informacion incompleta sobre las preferencias y el impacto o
consecuencia de las alternativas, posteriormente extendido por
Ahn (2003). Eum et al. (2001) proporcionaron un programa
lineal para identificar alternativas no dominadas y
potencialmente Optimas cuando la informacion sobre los
impactos o consecuencias en cada atributo y/o pesos es
incompleta, siendo posteriormente extendido a estructuras
jerarquicas (Lee et al., 2002), ademas desarroll6 el concepto de
potencial optimo débil y fuerte (Park, 2004). Recientemente,
(Mateos y Jiménez, 2009; Mateos et al., 2009) consideraron el
caso mas general, donde la imprecision aparece tanto en los
impactos de las alternativas como en los pesos vy las utilidades,
siendo descrita por medio de limites fijos. Finalmente,
Sarabando y Dias (2009) hacen una breve revision de las
diferentes aproximaciones propuestas por diferentes autores
para trabajar con informacién incompleta.

Paralelamente, se¢ han realizado estudios para tratar la
imprecision mediante 1a feoria de conjuntos difitsos, contando
con ¢l avance de la investigacion en la aritmética y los
operadores 16gicos de los nmumeros difusos, como ¢l estudio de
Tran et al. (2001), donde se propone comparar nimeros difusos
mediante la definicion de una medida de distancia difusa.

Siguiendo esta linea de investigacion de la toma de
decisiones mediante la utilizacion de nimeros difusos, en este
trabajo s¢ considera un problema de decision con m
alternativas 4, y n atributos X, donde la informacion
incompleta sobre los parametros de entrada que ha sido
incorporada dentro del proceso de toma de decision se define
de la siguiente manera:

* Las consecuencias o impactos de las alternativas se
describen bajo incertidumbre, teniendo para cada
atributo una distribucién uniforme en ¢l intervalo de
valores [xly-, xS,-j], i=1,..,m, j=1,..,n, siendo xI,-j y xsy-
el menor y el mayor valor del atributo .X; para la
alternativa 4, respectivamente.

* La imprecisidbn correspondiente a las utilidades
individuales s¢ define mediante funciones wu(e)
pertenccientes a clases o familias de funciones de
utilidad [u'(*), u’(*)], j=L,...,n, donde u'(*) y u’(*)
son el menor y mayor valor del rango de imprecision
de la funcién de utilidad del atributo X
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* La imprecision de los pesos se concreta en nimeros
difusos triangulares (trapezoidales) W, J= 1,...m.

Una de las posibles formas para tratar el problema definido
anteriormente, descrita en estudios realizados por distintos
autores, se basa en el concepto de dominancia, partiendo de la
propiedad de que si una alternativa domina otra, esta
alternativa puede ser destacada como una buena soluciéon para
el decisor. Dadas dos alternativas A; y A4, la alternativa A4;
domina A4; si D;; > 0, siendo Dy; el valor éptimo del problema
de optimizacion:

L%Zmm%@@}ﬂVD%Zﬁ%%Q@PELWﬂA%ﬁ
s.a Xy <x, <xg.j=l..n )
X, <x, <x;.j=L..n

uj(xkj)ﬁ u;(xy,) < uJS.(x,g.),j =l...n

wl (o)< u,(x,) SUS(x,). =1

La Dci()n objetivo de (1) puede ser representada como
D,=min R [u,-(x;g-)—”,- (xz,-)]' Por lo tanto, la resolucién del

problema (1) es equivalente a calcular (Mateos et al., 2007):
Dy ZZWj z;j , 2)
J=1

donde z*klj es ¢l valor optimo del siguiente problema de
optimizacion:

minz,, =u;(x;)—u,(x;)
s.a Xy <%, <xp, j=L..,n 3)
I S .
XS x; Sxp, ] =1..n»n

uj(xkj) <u(xy) < uJS.(x,g.),j =1...n

wi (o)< () SUS(x,). =1

La s%luci()n de (3) puede ser determinada de forma muy
sencilla Eara cierto tipo de funciones de utilidad (Mateos et al.,
2007):

e Si la funciéon de utilidad es mondtona creciente,
entonces:

* I I h S
Zy = 15() — 15 (x)

e Si la funcién de utilidad es mondtona decreciente,
entonces:

O

* A S I I
z =1 () — 11, ()

Una aproximacion reciente para la ordenacion de las
alternativas en un problema de decisién es usar informacion
sobre la intensidad de dominancia, conocido como dominance
measuring methods. Ahn y Park (2008) implementan medidas
de dominancia de las cuales derivan el concepto de dominancia
neta. Este es usado como una medida de la fuerza de la
preferencia, en ¢l sentido de que cuanto mayor es ¢l valor de la
dominancia neta mayor.

En este trabajo proponemos un método basado en la
intensidad de la dominancia para ¢l problema de decisiéon con
informacion imprecisa, en ¢l que como se¢ ha especificado
anteriormente, la incertidumbre de las consecuencias o
impactos de las alternativas se representan mediante
distribuciones uniformes, la imprecision de las utilidades son
clases de funciones de utilidad individuales y la imprecision de
los pesos se represente mediante mimeros difusos; extendiendo
asi el modelo definido y citado anteriormente de Mateos et al.
(2007). El desarrollo de este estudio se inicia con una
introduccion de la aritmética de los mimeros difusos, se
especifica la medida de intensidad de dominancia para la
ordenacion de las alternativas vy se concluye con las
conclusiones.

II.  ARITMETICA DE LOS NUMEROS DIFUSOS

Un nimero difuso es un conjunto difuso definido en el
conjunto de los numeros reales, siendo los mas usado ¢l
triangular @ = (a;, a,, a3) y el trapezoidal 6 = (0}, 0, 03 04),
donde pis(x): 4—[0,1]1 ¥ Wy (x): O —[0,1] se definen como las
Junciones de pertenencia a los respectivos conjuntos.

En este articulo sélo consideraremos mimeros difusos
triangulares, para simplificar la notacion, aunque todo se puede
trasladar de forma directa y sencilla al caso de niimeros difusos
trapezoidales.

Las operaciones matematicas bdsicas para trabajar con
numeros difusos triangulares, que en nuestro caso representan
los pesos de los criterios de nuestro problema de decision, son:

e Suma a+ b= (a;+ by, axt by ast by) = ¢

e Resta: d- l? =(a;—bs, a;-by,a5— b)) = 52

e  Multiplicacién por un escalar:
k>0:kxd= k(a], as, ag): ﬂ(a], kag, kag): a;
k<0 kxa= k(a;, as, ay)= (kas, -k as,- ka))= a,

Como suponemos que los pesos son nameros difusos
triangulares la solucion del problema (2) es:

Dy, =d, :ZWJ'Z;IJ :ZZ;IJ'(WJI’WJZ’WJS): @
1 =
:( 1 >dk12>dk13)



III. METODO DE MEDIDA DE DOMINANCIA DIFUSA

El método de dominancia difusa que s¢ propone parte de
una propuesta de (Mateos v Jiménez, 2009; Mateos et al.,
2009), concretindose para el contexto de imprecisidn
planteado, haciendo uso del trabajo de Tran et al. (2001) sobre
medida de distancia entre nmimeros difusos, en la que se utiliza
la generalizacion de los nimeros difusos derecha e izquierda,
GLRFN, de (Dubois y Prade, 1980; Bardossy y Duckstein,
1995). Un conjunto difuso @ = (a;, a, a3 ay) ¢s denominado
GLRFN cuando su funcion de pertenencia se define como:

a,—x _
= sia, <x<a,
a,—4q

1 sia, <x<a,

x-a _
D[3] sia, <x<a,

a,—a,

Hy =

0 resto

donde / y D son funciones estrictamente decrecientes
definidas en [0,1] que satisfacen las condiciones:

Ix)=R(x)=1 si x<0
Ix) =R(x) =0 si x=>0

Para a, = a; se tiecne la definicion clasica de numeros
difusos derecha ¢ izquierda de Dubois y Prade (1980). Los
numeros difusos trapezoidales son un caso especial de los
GLRFN con I(x) = R(x) = I-x. Los numeros difusos
triangulares son también casos especiales de GLRFN con /(x)
=Rix)=1xya,=a;.

Un GLRFN se denota como 4 = (LZ], as, ds, a4)15_D5 Y un
a~corte de & se define como:

a (o) = (@ (a).dp () = (a2 — (ay—a; Jas I;” (@), as— (ay—
as)az D 5_1 (@),).

A partir de estas definiciones de los GLRFN, Tran et al.
(2001) definen la distancia entre dos nimeros difusos GLFRN
dy b como:

Dz(ﬁjj):@{[(Wj
_[171(0!)+’7D(0!)H2

2

La funcidn f{), 1a cual sirve como un funcidn de pesos, es
continua positiva en [0, 1], siendo la distancia calculada una
suma ponderada de distancias entre dos intervalos a lo largo
de todos los o cortes desde 0 a 1. La presencia de la funcién f
permite la participacidn del decisor en una forma flexible. Por
ejemplo, cuando el decisor es neutral al riesgo, fa)=a parece
razonable. Un decisor adverso al riesgo puede querer poner
mas peso sobre la informacidén a un mayor nivel que a usando
otras funciones, tales como f{¢)=c¢ 0 con un mayor exponente
de o Para un decisor propenso al riesgo, una constante
(fl)=1), o incluso una funcidén f decreciente puede ser usada.

Si concretamos al caso particular de la distancia de un
namero difuso triangular, & = (a;, a, a3), a una constante
(concretamente 0) tenemos:

1. Siflo)=0 entonces

d(3.0)* = a’ +(1/3)a,(a, +a,)

+(1/18)[(a3 ~a,) +(a, —al)z]

~(1/18)[(a, —a,)+(a, - a,)]
2. Sifla)=1 entonces

d(3.0)* =a +(1/2)a,(a, +a,)

+ (1/9)[(513 — a2)2 + (a2 - al)z]

- (1/9)[(a2 - a1)+ (a3 —d, )]

Una vez que s¢ ha calculado la fuerza con la que cada
alternativa 4, domina a cualquier otra alternativa 4, D, tal y
como s¢ indica en (4), se¢ puede definir la fuerza de

dominancia de la alternativa 4, como:

jk = (dkl > dk2>dk3) = ZDkl
-1

T+k

n n n
= Z diy ,Z 7 ,Z dys
[=] =) =)

Ik Ik Ik

®)

Es decir, a cada alternativa 4, s¢ l¢ ha asociado una fuerza
de dominancia representada por ¢l nimero difuso c7k segun la

ecuacion (5). Para ver lo intensa que es esta fuerza de
dominancia definimos un nuevo concepto al que
denominaremos intensidad de dominancia, DI, la cual la
definiremos como la proporcidon de la parte positiva del
namero difuso por la distancia del nimero difuso al cero
menos la proporcion de la parte negativa del niimero difuso
por la distancia del nmimero difuso al cero. Concretamente, la
intensidad de dominancia a la alternativa 4; se calcula
dependiendo de donde se encuentra al mimero difuso que la
representa, . Existen tres posibilidades:

1. El mimero difuso d, se encuentra completamente

a la izquierda del cero. En este caso, el DI, es
menos la distancia del d, al cero, al no existir

ninguna parte positiva en el niimero difuso.



2. El nimero difuso g, se encuentra completamente

a la derecha del cero. En este caso, ¢l DI, es la
distancia del d, al cero, al no existir ninguna parte

negativa del nimero difuso a la derecha del cero.
3. El namero difuso d, posee al cero en su base. En

este caso, el nmimero difuso d, tendra una parte a
la derecha del cero a la que denominaremos 47 y

otra partc a la izquierda del cero a la que
denominaremos 4/, €l DI, es la proporcién que
representa EkD con respecto a 4, por la distancia
del 4, al cero menos la proporcion que representa

d] con respecto a g, por la distancia del 7, al
cero.

A continuacién, analizamos cada uno de estos casos de una
forma mas detallada.

o Sidg < 0, lo cual graficamente se puede representar
como:

d,
|

dkl dk2 dk3

la intensidad de dominancia de la alternativa 4, se
define como:

DI=-d(d, .0)

o Sidy > 0, lo cual graficamente se puede representar
como:

0
dy dy, dy

la intensidad de dominancia de la alternativa 4, se
define como:

DI= d(d, . 0)

o Sid,;<0ydy,>0,lo cual graficamente sc puede
representar como:

t 4
~ 1 . ~
dk de
(|
dy O di s

El mimero difuso triangular anterior queda dividido
por ¢l gje vertical que pasa por cero en dos partes: su
parte izquierda 4 y su parte derecha EkD. La parte
izquierda representa la proporcion:

(_ dkl) (_ dkl)

dkz B dkl

2 - (dk1)2 .
Ay —dy (dkz - dkl)(dk3 - dkl)

2

Mientras que la parte derecha representa la proporcion:

(_ dkl)
—d )L
dk3 _dkl _ ( kl)dkz _dkl

2 2

dk3 — dkl
2

(dk3 - dkl)(dkz B dk )_ (dk1)2

(dkz - dkl)(dks - dkl)

Para este caso la intensidad de dominancia de la
alternativa 4, se define como:

DI, = (dk3 _dkl )(dk2 _dkl)_(dkl )2 d(gk ,0)
(dk2 _dkl Xdk3 _dkl)

- (dkl )2 d( 6’7 s 0)
(dk2 - dkl )(dk3 - dkl ) ’

Sidy; <0y dy,<O0,lo cual grificamente se puede
representar como:

/";zT

|
| - !
dy; a0 ds
El mimero difuso triangular anterior queda dividido
por ¢l gje vertical que pasa por cero en dos partes: su parte
izquierda 4! y su parte derecha EkD. La parte izquierda
representa la proporcion:

d dk3
dk3 B dkl _ " dk3 B dkz
2 2
diy —dy
2
(dk3 B dkl)(dk3 B dk )_ (dk3 )2
(dk3 - dkz )(dk3 - dkl)

Mientras que la parte derecha representa la proporcion:




dk3 k2
2 - (dk3 )2
dk3 _dkl (dk3 _dkz dk3 _dkl)
2

Para este caso la intensidad de dominancia de la
alternativa A4, se define como:

DI, = (@)’
(dk3 _dkz)(dk3 _dkl)
_ (dk3 _dkl )(dk3 _dk2)_ (dk3)2 d( ‘7/5 0)
(dk3 - dkz)(dk3 - dkl)

d(dp, 0)

Una vez que se ha definido para cada alternativa A4; su
intensidad de dominancia, D/, la ordenacion de éstas se
basara en este valor, siendo la alternativa mas preferida
aquella que tiene una mayor intensidad de dominancia ya
que domina al resto de alternativas con mayor intensidad, y
la menos preferida la que tenga una menor intensidad de
dominancia.

CONCLUSIONES

En los problemas de decision reales existen muchas
imprecisiones en las preferencias de los decisores ¢
incertidumbres que deben ser modelizadas adecuadamente. En
este articulo suponemos que la incertidumbre sobre las
consecuencias de las alternativas en cada uno de los atributos
se representa mediante  distribuciones uniformes. La
imprecision de los decisores se representa en cada atributo
mediante una clase de funcién de utilidad, en lugar de una
tnica funcién de utilidad, v en los pesos de los atributos
mediante numeros difusos (triangulares y trapezoidales).
Basandonos en que la suma de miimeros difusos (triangulares o
trapezoidales) v la multiplicacion de escalares por mimeros
difusos (triangulares o trapezoidales) sigue siendo un nimero
difuso (triangular o trapezoidal), la solucién del problema de
optimizaciéon de dominancia de una alternativa con otra da un
valor difuso, este valor representa la fuerza con la que una
alternativa domina a cada una de las demds. Una vez que se ha
calculado cudl es la fuerza con la que una alternativa domina a
las demas, sumamos estos valores para obtener la fuerza neta
con la que una alternativa domina al resto. De nuevo, esta suma
vuelve a ser un numero difuso ya que se ha obtenido como la
suma de mimeros difusos. Finalmente, para poder ordenar las
alternativas calculamos la intensidad de dominancia de cada
alternativa a partir de la distancia del namero difuso, que
representa la fuerza de dominancia de la alternativa con
respecto a las demas, al cero. Las alternativas serdn ordenadas
segun su intensidad de dominancia, siendo las mejores las que
mayor intensidad de dominancia posean.

La filosofia de esta metodologia se basa en la utilizada por
los autores en otras publicaciones para el caso de que los pesos

de la funcidn de utilidad multiatributo aditiva eran
representados mediante  distribuciones de probabilidad
uniformes, en lugar de nimeros difusos. En esta publicacion se
demostrdé que los resultados obtenidos con la citada
metodologia mejoraban los obtenidas por otras. Este ha sido ¢l
motivo que nos ha llevado a aplicarla adaptiandolo al caso de
nameros difusos. Para demostrar que la metodologia para el
caso difuso sigue dando igual de buenos resultados es
necesario comprobarlo, por lo que nuestro préximo objetivo es
demostrar mediante simulacién que esta metodologia es mejor
que otras existentes en la literatura.

La metodologia ha sido considerada para nmimeros difusos
triangulares por simplificar la notacion. Sin embargo, es
ignalmente vdalida para el caso de numeros difusos
trapezoidales.
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