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KESUMEN

La mayoria de 1los problemas de estimaciébn estidn basados en 13

minimizacidén de wuwna funcidn de coste cuadritico del error de estimacibn.

Este criterio de c3lidad posee la propiedad de proporcion3r el mejor y mis

sencillo estimador posible en un gran ndmero de aplicaciones. Sin embargo,

existen situaciones concretas donde la seleccidn de funcianes de costo  mas

generales ofrecen similares o incluso mejores prestaciones gque 13

minimizacidn cuadritica. El presente trabajo 1introduce criterios de

optimizacidén alternativos, los cuales estan basados en la minimizacioén de

13 norma de orden k del error de estimacidn.

Con objeto de investigar estas nuevas funciones de costo, se han

elegido dos campos de aplicacién diferentes: Estimaci6n Espectral

Paramdtrica y Filtrado Adaptativo. UDentro del primero, se han analizado

dos métodos clésicos y eficientes, que necesitan la resolucibn de sistemas

lineales sobredimensionados, por medio de procedimientos de procesado en

bloque. Sus formulaciones y soluciones respectivas provienen de las

minimizaciones nrnorma L1 (de error absoluto) y norma L2 (de error

cuadriticol. En este an%lisis comparativo, 13 solucién L1 se comporta

me jor en muchos casos debido al cardecter picudo del vector de error a3

minimigar.

En relacidn con el Filtrado Adaptativo, se estudiz una familia general

de algoritmos adaptativos de gradiente estocdstico. Estd basada en la

minimizacién del gradiente instantsaneo de 13 k-ésima potencia absoluts del

error total. El andlisis generalizsdo sce apoya en un esquema de

Identificacidn de Planta, tanto en el dominic del tiempo como en el de 1la

frecuencia. Dicho andlisis proporciona las ecuaciones tebébricas recurrentes

para la varianza del error bajo supuestos diferentes de ruido de planta



seqdn el orden del algoritmo adaptativo. Tambibn se evaldan las

condiciones de convergencia del correspondiente paso de adaptacidén y el

desajuste final del error. Los resultados teéricos del arfalisis son

verificados por medio de simulaciones en el ordenador, que demuestran que

las prestaciones de convergencia del 3algoritmo Lk dependen principalmente

de la distribucidn estadistica del ruido aditivo de planta y/o0 del tamatio

del error. Se han simulado, ademds, utilizando algoritmos adaptativos Lk,

3lgunos sistemas reales que hacen uso de filtros adaptativos. Los

resultados obtenidos permiten considerar algqunos de los algoritmos Lk como

una clara y ventajosa alternativa a3l cldsico algoritmo LMS (k=2) bajo

ciertas condiciones de aplicacidn.

Findlmente, se presenta un resumen con las principales conclusiones

generales y nwuevas lineas de investigacio suscitadas por est3 nuevo

criterio de optimizacidn



SUNMARY

Most of the estimation problems are based on the minimization of a

quadratic cost function of the estimation error. This quality measure has

the property of providing the *‘best' and easiest estimator (linear) in many

applications. Nevertheless, there are other specific situations where the

selection of more general cost functions offer similar or even better

performance than the quadratic minimization. This work 1introduces

alternative optimization criteria based on the minimization of 3 kth-rorm

of the estimation error.

In order to investigate these new cost functions, two different fields

of application have bkeen selected: Parametric Spectral Estimation an

Adaptive Filtering, Within the first one, two efficient and classical

methods, that need to solve overdetermined linear systems, are analyzed

using two batch processing procedures. Their formulations and solutions

come from the minimization of the Ll-norm (absolute error) and L2-norm

(quadratic error), respectively. In this comparative analysis, the

Ll-solution performs better in many cases because of the spiky character of

the error vector to be minimized.

-

In relation with the Adaptive Filtering field, a3 general family of"

stochastic gqradient adaptive algorithms is studied. It is based on the

minimization of the instantsaneous gradient of the kth-absolute-power of the
overall error. The qeneralized analysis 1is provided for a Flant

Identification scheme in both the time and frequency domains; it gives the

theoretical recursive equations for the error variance under different

plant-noise assumptions and according to the order of the adaptive

algorithnm. Ihe convergence conditions for the corresponding adaption step



and the steady state misadjustments are also evaluated. The +theoretical

results are verified by means of some computer simulations. They show that

the convergence performance of the Lk-algorithm wmainly depends on the

statistical distribution of the additive plant-noise and/or the error

magnitude. Furthermore, some real systems, which make wuse of adaptive

filters, have been simulated by using different Lk-adaptive algorithms.

The obtained results allow to consider some of these Lk-algorithms as a

clearly advantageous alternative to the classical LMS algorithm (k=2) in

sgme cases.,

Finally, a summary of the main general conclusions and new lines of

research open from these new optimization criteria are presented.



INDICE

I.- CAPITULO INTRODUCTORIO ....cuvevereneceeeensecnsocccccrencacconsosaansssnsanal

I.l-— Intl‘OdUCCiéﬂ-.................-..-...............-........-..o........z
I.2.- Revisién de los métodos de Prony-Hildebrand y Cadzow......... ceraes es.8
I.2.1.- Desarrollo original de ambos mét0doSe.eeeceeceecrccncaccncsensaed

I.2.2.- Desarrollo en el dominio de la frecuenCide.eeeeececescsoccneeeal3

I.3.~- Revisidn de los métodos adaptativos de gradiente. .c.ceveececccccceesslb

I.4.- Contenido de 1a TeSiSaueeeeecercsacencoccocccssovscossenascsasasassaselld

II.- ESTIMADOKRES ESPECTRALES L2 vs.

Ll..‘.'......'.................-.......l..25

I1.1.- Introduccién: Formulacidn Simplex de 1la minimizacibn

NOFB3 Lluiieieeiaieneeronoesaseecssscsssssssnssssssascasssasssssnnsesslb
II.2.- Prony-Hildebrand en el tieBPO.c.cceteeecaceeresrsasascccconsnssansasslB

II.3.- Segqundo nétodo de Cadzow en el dominio de la
3L OCOrTEl3C1ON ecevececcocacscscassnsscrssssscsscssersosasssasscssasneld3

II.4.- Prony-Hildebrand en la frecuencidiceeceeereccceccccencsscnsescnneesel8

I1.5.- Sequndo método de Cadzow en 13 frecuenClaiiececececceescrecscenceasasdd

11,6 CONCLlUSIONESetteeetececrscctscsnccscccoseossencsssasssssccccsscsssacseesld”?

I1I.- IDENTIEICACION ADAPTATIVA DE PLANTA EN EL DOMINIO DEL TIEMPO ............49

IIl.1.~ Introduccidn del 3alg0ritmOeeeccceccccssceseaasssccnsvsccsasanessosedO

III.2.- Andlisis del error residual cuadritico medit...ceceeeececcscecsncsesad3

III.2.1.- Expresidn recurrente generalizada para la varianza
del error residudl......ieeeresercssscescaceescosacsasnsenesssd

II1.2.2.- Caso 1: Planta Sin PUIdO ccveeeenerccceccccnsccccccncauoesesdd

111.2.3.- €aso 2: Planta ruidosa ceeveceeennen

P 1

III1.3.- Condiciones necesarias para la convergencia del error
CUAdratico MEdI0teeeeeieeersoceaesocsassoascacaccccaccanacnsenssabd

I11.3.1.- Condicionamiento del polinomio P(H,N) .. iieeeeeecesconcsses B4



II1.3.2.- Ausencia de ruido de planta. cceeeeecccccccescccrccccscnnessab6

I11.3.3.- Presencia de ruido de planta. ccveveeeenieiieenceceaseseeasas?0

II1.4.- Evaluacién del desajuste final y relacién con las
constantes de tiempo de adaptacidnea.ccceicreeeccsccccceccccnnnces’/b

I11.4.1.- Andlisis de la convergencia en Medid. ceeeecencccssccncnnenaa??

111.4.2.- Desajustes medios finaleS ceeveercceerorccenconcossonncncanes?9

II1.5.- Optimizacidn del paso de adaptacion. cieeieeeerereecececccnecnnass .84
III.5.1.- Ausencia de ruido de planta. .. .ceieieeeeecserccacscaccsaneess85

II1.5.2.- Presencia de ruido de planta. ...cceeeeercesarsccecaccccssaesss87

III.6.- Simulacién de los algoritmos y conclusiones finales. ceceeeenceess.93
III.6.1.- Convergencia con 3usenci3 de ruido de planta. .......cc00....94
II1.6.2.- Convergencia con ruido de planta. c..eiiieenreenscnnnnnnanesaad?
I11.6.3.- Convergencia dptima con ruido de planta. .eceveveeneneress..107
I11.6.4.- Idéntica velocidad y diferente desajuste final. ............112

II1.6.0.- CONCLlUSIONES.: teeeeecsonnecscsnasoosacccansnonsccsncsansvessseslld

IV.- IDENTIFICACION ADAPTATIVA DE PLANTA EN EL DOMINIO DE LA
ERECUENCIA

.........0...............'l.‘Q.........0'I.........-.ll.'....ll?

IV.1.- Introduccidn del alQ0ritmO. veeeeeeeeeeeesoocvececsosasesesonaneensll8
IV.2.- Andlisis del error residual cuadr8tico medio. cvceeeererecnccnoneesol24

IV.2.1.- Expresidn recurrente generalizads para la varianzs .
del error residual. ...ccviveiiiinnen, seseeesscccccnassaannss 125

IV.2.2.- €350 11 Planta sin PUIdO. teveeeeceeccaceeseecaconnssnasnsesal2B

IV.2.3.- C3s0 27 Planta PULdOS3. civeeereereonocncoseonccnocssocssessll?

IV,.3.- Condiciones necesarias para la convergencia del error
cu3Idr3tico Medio. cveeecrecscrrsoesscsacaconsscccsscsnssascascssasal3l

IV.3.1.- Condicionamiento del polinomio P(m,l) civirinecenreacrenennns 131

IV.3.2.- Ausencia de ruido de planta....ceeeeieecvsennnnn I RC X



IV.3.3.- Presencia de ruido de planta. ...ceeeeieececeecrereccocneneassel3dd

IV.4.- Simulacidn de los algoritmos y conclusiones finales. .voveeevveeesa.. 138
IV.4.1.- Convergencia con ruido de planta. .....ciieeieeecennenecnenssaal40

IV 4.2.- ConClusSioNesS. (iiieieeeetecsacecccaccacesnasssanssscsnnansaesssldd

V.- APLICACIONES DE LA NUEVA FAMILIA DE ALGORITMOS ADAPTATIVOS .......c.ceeee...152

U-lu- II'ltI‘OdUCClﬁrI. ..oo.oo0...0coco..no.o.oonc...nct'oo.ootl0000-0000000000153
V.2.- Cancelacién de ecos con transmisién de voz. .eceevecncecceenceneses...155

V.3.- Cancelacidn de ecos con transmisidn de datoS. ecccecececscscccecceesees.162

VI.- CONCLUSIONES FINALES Y LINEAS DE TRABAJD cevvevieeecnecenececcceccscnnneeesslB6

VI.lo- COnClUSIONES. coevereacecoooesssoncacsocsssssssecssscssccescssananssa 167

VI.2.- Sugerencias de futuras lineas de trabajo, cceveeceecrancanscescnsesssl74

UITo- REEERENCIAS L.i.uvuriiuienereceneceeeecanoscecocncsscsscsnsccans S 4

VIII.- APENDICES

.cocooo-o---oooooo--;oocoovoooooo0-cootoo.-ooo'ooo.oooronooo--olBG

Al.- Célculo del minimo de 1a funcidn objetivo ceeevennnersnieiennnnnansss..187
A2.- Estudio de la convexidad de la funcidn objetivo. cceeeeeeeieeeeenes....189
A3.- Cédlculo de Sl(n) para ruido de planta Gaussiano. .....
A4.- Cdlculo de Sl(n) para ruido de planta Laplaciano. cveeeeeeennens eeessssl95
AS.- Cdlculo de Sl(n) para ruido de planta Uniforme. c.iiveeeveeenceneneeess.199
AG.~- C3lculo de Sl(n) para ruido de planta Binario. ceeeeecccsssccannncsass 202

A7.- Cdlculo de las integrales IA,IB e IC utilizadas en el
APBNAICE Aud: coteneerecennescnesossassocassssanncsoosncsassaocssaans ...205

AB.- Calculo de las integrales Ip,Ig e Ip wutilizadas en el
APENAICE Aud. tovreneeeeroseoeoassearnssoscersssscenceonnocasnnoasessess208

A9.- Cdlculo de las integrales Ig,Iy,Iy e Iy utilizadas en los
APENdices Aud ¥ Aub. tivereerereenoceoensecsoaccnossscannens ceeesenessa210

AlO.- Cdlculo de Sp(n) con ruido de planta..cceveenennnnennnsn, =5 K |

All.- Caracterizacién de la v.a. compleja X(m,1l) y cédlculo de su
momento absoluto de orden P. . ... ....iiiiiiiiiiiiiirtncetranceannennss 216



Al2.~- Evaluacién
Al3.- Evaluacién

Al4.- Evaluacidn

AlS.- Evaluacidn

de

de

de

de

la esperanza EL|E+U]

P-4 K |

k-2 2 -
la esperanza ECIE+Ul  (JE| +Re(EU D)) Jeeeeeereeereenena.221

Q1 para los algoritmos L2 y Ld............s.

0y para los algoritmos L1 y L3....



CAFPITULO I

CAPITULO INTRODUCTORIO



I.1.- INTRODUCCION

Uno de los principales retos del Procesado de Sefial es la extraccidn
de informacién de un reqistro disponible de sefial. Para ello se utiliza un
sistema o procesador adecusdo que entregs a su salids una sefal deseada
(modelo sefial-sistema-sefdal). Este modelo permite estudiar de una forma
directa la transformacidn o proceso que sufre el registro conocido de sefial
con el objeto de obtener uns determinadz informacidén. En un gran ndmero de
situazciones practicas esta informscidn, bien del procesador o de uns de las
sefizles, puede ser requerida en forma paramétrica ya que previamente se
posee conocimiento sobre su estructura bisica. Al proceso de extraccion de
los paridmetros definitorios del sistema y/o sefial a3 partir de observaciones
saobre el regqistro de datos dispormibles se Je conoce como  esiimacion

paramétrica.

Concretando m4s, el problema de estimacién paramétrica se fundaments
en la minimizacién de wuna funcién (estadistico) de una seffal (proceso)
consider3ada como de error, que depende del conjunto de pardmetros buscados
y estd sujeta 3 wuna serie de restricciones. Generalmente, se elige un
funcién par del error, minimizando asi por igual los errores positivos y
negativos. No abstante, la eleccidn de tal funcidn (llsmadz de coste) es
13 que condiciona el resultado del proceso de estimscidn, puesto que al
enfatizar mis wunos valores de error que otros se fuerza a3 la solucibn gque
minimiza dicha funcidn de coste 3 ser, en principio, distintz a la que
minimizaria otra enfatizacidn diferente del error LKICL,19643. Lomo
ejemplo, si se toma un3 potencia del valor absoluto del error, los wvalores

de error superiores a la wunidad estardn mis enfatizados (costardn mas)



cuanto mayor sea la potencia y viceversa con los menores a la unidad. Sin
embarqo, en la mayoris de los problemas de estimacién, se elige una funcidon
cuadratica ys que hajo la habitusl hipbtesis Gzuscizns pars los datoes, el
estimador de maxima verosimilitud correspondiente es lineal en los dalos,
lo cual hsce recomendsble su eleccién en ls mayoriaz de Jus problemss de
estimscién paramétrica. Otro a3specto favorable 3 1la eleccién de una
funcién cusdritica (o coste cwadrélico) oe) error, frente 3 olrac, ee ¢l de
obtener el mejor estimador bayesiano posible bajo condiclones no muy
restrictivas para la f.d.p. de los datos (p. ej. simeiris), seguin el

Teorema de Invarianza (LVAN TKEES,1968), LSKRINATH,19791).

No obstante, la robustez de la solucién cuadrdtica en el problems de
estimacién no es siempre la adecuads, yz que las condiciones del problema
pueden diferir de las que hacen recomendable su eleccidn (asumidas en el
anterior lTeorema). Como ejemplo, en LLEVY,1981) se indido la ventajz de la
minimizacién norma L1 (o valor =beolutloc) 3 Jz de normz L2 (o wvzlor
cuadratico) cuando la solucidn esperada (en ece caso  un espectro de
potencia de sinusoides en ruido) presentaba picos muy marcados. Lsto es
debido a que 13 colucién L2 posee un caricter mis distribuido debido al
alto coste (su valor 3l cuadrado) que dJdeben pagar dichos picos en 1la
solucidn final. Para i1lustrar tal afirmacién, en el siquiente eje&plo
numérico se demuesira dicha ventajs 31 comparar las correspondientes

soluciones L1 y L2.



Considérese el siguiente si1stema subdimensionado (con més de una

solucién posible) de dos ecwaciones y cuairo incognitas:

%1 t 2Xp ¥ kg t Ky = 3
(i.1.1)
3xl + Ko = Ng ¥ ¥, = 2
y se Jdesea minimizar
4 2
I H; (solucidn L2)
. i
i=1
4
L Ixil (solucidn L1)
i=1

sujeto 3 (i.l.1). ©Sus correspondientes solucicones son:

Fara L2 »y=0.544, %5=0.474, x3=0.404, x4=0.298

Fara Ll: x1=0.9 ’ x2=0- y %350.7 X4=0-

Aungue la carga computacional requerids por la solucidn L1 (en este
casc el método Simplex) es superior & ls correspondiente L¥, se verifica
que en el caso L2 ls solucién es practicamente plana y para Ll aparecen dos
picos bien marcados (al considerar los nulos xp ¥y Xg4). Trabsjos
posteriores al de Levy han utilizado el mismo razonamiento bdsico para la
eleccién de una solucién L1 en problemas de estimacién espectral
paramétrica (LKEYKL,19831, [FI1GUELRAS-VIDAL,1985al) cuando se esperaban
espectros con picos muy pronunciados. Tales alternativas han demostrado
ofrecer mejores resultados gque los correspondientes 3 minimizaciones
cuadraticas. Este hecho Jjustifica el 1interés de introducir nuevos
criterios de optimizacién para cestimedores o© algoritmos en  aguellos
praoblemas con condicionamientos particulares distintos a3 los que hacen

recomendable 13 utilizacidn de un3 minimizacidn cuadritica.



Si se adopta un estimador lineal, dsda su sencillez de implementacidn,
ls sefal de error es, en general, alguna combinacién lineal de seffales
relacionadas con la entrada y salida del procesador. El1 - problema de
estimscion consiste en encontrar Jos pardmetros definitorios que minimicen
la furcién eleqida del error actuando sobre los reqistros de seflales de
entrada. Esta actuacién puede producirse de una sola vez y forma dnica
sobre dicho reqistro (procedimiento bloque) o de forma i1terativa reduciendo
progqresivamentie 13 funcién del error (procedimiento recurrente). Ambos
procedimientos son aplicables, dependiendo fundamentalmente de Is
disponibilidad del registro de entrada completo y/o del volumen de computo

necesitado sequn el criterio de optimizaciéon (funcidn del error elegida).

Las técnicas recurrentes, inicialmente procedentes en su mayoris de la
ingenier{a de control, son cada vez mas utilizadas debido, en gran medida,
3 la aparicién de procesadores digitales apropiados a3 los a3lgoritmos
existentes y en desarrollo, los cuales facilitan un adecuado ajuste y/o
sequimiento de la evolucidén de un conjunto de pardmetros [CLAASEN,198312.
Sin  embargo, 31 diguzl gque en Jus procedimientos blogue de estimmcién
paramétrica, debido a su robustez, 13 funcién objetivo a minimizar més

explotada ha sido la cuadratica.

El objetive genérico del presente trabajo es 1la exploracién de
posibles wventajas emn el wuso de funciones de coste 3lternativas a la
cuadridtica, tanto en procedimientos de estimacion bloque como en estimaciébn
adaptativa. Pars ello, y debidov a su probado interés, se han seleccionado
campos tan significativos de TUS (Iratamiento Digital de la SeMal) como son
los de estimacién espectral paramétrica e identificacidn adaptativs de

planta.



Como problemz de estimacidén bloque, &0 anglizan un per de
procedimientos ya conocidos en el dmbito de la estimacidn espectral
paramétrica, planteando formulaciones alternativas a 13« usuzles Llanto en
el dominio del tiempo como en el de 13 frecuencia. Tales formulaciones son
originadas por 13 eleccidn de wuna solucidén minimo valor absolutlo del
reqistro de error., tara su resolucidn se utilizan técnicas de programacion
lineal (método Simplex). En concreto, se analizan los algoritmos debidos a3
Cadzow [CADZOW,198231, ([BRY,1982)] y FProny-Hildebrand CHILDEBRANL,19561,
[HOLYZ,19733 donde la mininizacidn del wodulo del error (norma L1) ofrece
un  menor <sesgo en la localizacidn de los picos espectirales, asi come una
mayor resolucién espectral que la correspondiente 3 13 minimizacion del
error al cuadrado (norma Ll2). En el Apartado 1.2 se revisan ambos

procedimientos.

A continuacidn, se completa y analiza una nueva fsmilix de  slgoriimos
adaptativos, ya introducida por Walach y Widrow C(WALACH,19841, basada en
nétudos de gradiente estocsdstico, en el que <o proponen elgoriimos
derivados de la minimizacién del gradiente instantdneo de una potencia par
del error residual de adaptaciém (el ya conocido LMS introducida por Widrow
[WIUKUW,19601 es un caso particular de los anleriores). La generalizacidn
consiste en minimizar el gqradiente instantdneo de cualquier potencia
genérica del médulo de wuna sefial de error (se incluyen las pnten;ias
impares), considerando formulaciones de los algoritmos en los dominios del
tiempo y 1la frecuencia, Como soporte del planteamiento y andlisis del
problema se elige un esquema de identificacidn de planta transversal, dada
la wversatilidad de dicho sistema para modelar diferentes situacianes
tipicas en comunicaciones o ingenieris de control CCLAASEN,19831.

Fundamentalmente se analizan las condiciones necesarias para la



convergencia y la comparacidn de prestaciones de la familia de algoritmos
dentro de wun amplio marco de situaciones, tales como diferentes ruidos de
planta, eleccién del paso de adaptacidn, longitud de la planta,etc. En el

Apartado 1.3 se revisan someramente los métodos de gradiente,

Findlmente, en el Apartado 1.4 de este Capitulo 1introductorio, se
plantearn con detslle Jos objelivos especificos de la Teris, presentasndo

ademsds 13 distribucidon por Capitulos del trasbajo.



I.2.- REVISION DE LOS METODOS DE PRONY-HILDEBRAND Y CADZOW

El andlisis espectral se fundamenta en encontrar un estimzdor de 1a
dernsidad espectral de potencia de un proceso estocdstico del que se conace
un registro linitado de puntos [HAYKIN,19791, [CHILDEKRS,19781,
[MAKHUUL,19733, LKAY, 19811, LLACOSS,19711]. Frente a3 los métodas
tradicionales de estimacidn espectral, como puede ser el periodoqrama
(equivalente a wun ajuste cuadrdtico de los datos a los obtenidos mediante
un modelo arménico de generacidén de sefales [HLOOMFIELD,19761), que
necesitan registros largos de puntos para resolver en frecuencis dos rayas
proximas, existen los métodos paramétricos, los cuales, en funcibn de algdn
conocimiento previo, tratan de ajustar un modelo de generacién de seffal al
registro de dstos, infiriendo a3s{ en el comportamiento de los datos fuera
del registro. Este hecho permite que, incluso con registros cortos de
datos, la resolucién en frecuencia de estos métodos sea superior 3 la de
los métodos tradicionales. Los algoritmos propuestos por Frony-Hildebrand
y Cadzow, estdn incluidos dentro de los paramétricos, y son de conocido
interés pars 1la estimacién de la localizacidén espectral de sinusoides
contaminadas con ruido aditivo. Ambos métodos necesitan la resoluciébn de
un sistema sobredimensionado de ecuaciones lineales, con la diferencia que
mientras el método de Prony estd definido en el dominio del tiempo (trab;ja
directamente con los datos), el de Cadzow lo estd en el del desplazamiento

de la autocorrelacidn.



I.2.1.- Desarrollo oriqinal de ambos métodos

Ambos métodos se basan en la propiedad siquiente:

Ses s(n) un registro de N puntos compuesto por la suma de p sinusoides

D
s(n) = kil AK_cos(wkn+ek) (i.2.1.1)

donde 8 €5 una fase aleatoria distribuida wuniformemente en [0,27], Es

bien conocido [KAY,19813]

2p .
I 3y s{n-1) = 0 (i.2.1.2)
i=0
y en [CADZOW,1982] :
2p
Z a, r(n-i) = 0 (i.2.1.3)
i=0 1
con
P2
r(n) = Z (Ak /2) cos(wKn) (i.2.1.4)
k=1
donde 3 =

0 (ai-l, 3 =32p i) son los coeficientes de un polinomio cuyas raices

son exp(+ juw,), siendo wy las pulsaciones de l3s sinusoides.

Affladiendo cualquier ruido w(n) al registro s(n)
®(n) = s(n)+wln) (1.2.1.9)

se verifica (para Prony):
3 (n=1) 2P (n-1) (n) (i.2.1.6)
I a; x(n-i) = 3; win-1) = e(n 1.2.1.
i=o 17 iZo P4

donde x(n) es la seffal mds ruido y e(n) una versidn filtrada del ruido;

2
para Cadzow (asumiendo w(n) blanco de media nula y varianza o ):

2p ) 2 2p ) )
z 3 r{n-1) =0 z 3y 6{n-1) (1.2.1.7)

i=0 i=0
Esta es la expresidn formal de las ecuaciones de Yule-Walker de un modelo
AKMA  (Zp,Zp) donde 1lo coeticientes de las parte AK y MA son idénticos.

Este es el motivo por el que también se conoce a este procedimiento como

modelo paso-todo de sinusoides en ruido blanco.



Habitualmente, no se suele disponer del verdadero registro de
autocorrelacién r(n) ,sino de los propios datos »(n). VFara paliar este
hecho, se usa una estimacién r’(n) de 1a secuencia de autocorrelacién r(n)
que incorpora obviamente wun error (ruido) de estimacidn. Yor tanto
(1.2.1.7) se puede reescribir como:

2p
£ oa; r'(n-i) = eln) {i.2.1.8a3)

i=0
donde el reqgistro e(n) estd compuesto por la suma del error de estimacién
de r’(n) (presente en todas las ecusciones) y por una cantidad 02 3 (sdlo
en las ecuaciones centrales) debido a la varianza del ruido presente en los
datos x(n). Explicitamente e(n) se puede expresar en forma vectorial como:
e = e’ +e (i.2.1.80)
- = - Ww

siendo e’ el ruido de estimacidn y gy debido a la presencia de w(n), donde:

=020 0 ... 013, ...3 0...01° (i.2.1.80)

fw 2p

En este punto se observa que (i1.2.1.6) e (i.2.1.83) son formalmente
idénticas salvo el dominio de actuacién de cada una de ellas y 13

compasicién de su término independiente.

El objetivo final de estos dos métodos es encontrar el conjunto de
valores ai’s que minimice wuna funcidén del error total e(n) para

. ; . 2
posteriormente resolver la ecuacidén A(z)=ao+alz+...+32pz p=0, y3a que los

-

argumentos de sus raices han de estar prdximos 3 los de las sinusaides

sin).
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3) Metodo de Prony-Hildebrand

El método de Frony-Hildebrand propone 1la resolucibn de  (i.2.1.6)
utilizando wuna minimizacién 2. Vebido a que las soluciones de A(z)=0
deseadas han de encontrarse en el circulo wunidad se impone, ademss,
simetria par en los coeficientes 3;’s. Este hecho, al forzar pares de
raices reciprocas, ayuda 3 la aparicién de ra3ices conjugadas de wmédulo
unidad (de hecho, sd6lo excepcionalmente se observan olras L[KAY,19811,

[SULLIVAN,19781).

Las ecuaciones formadas por (i.2.1.6) usando un reqgistro de N puntos

(N>2p) pueden escribirse:

Xa=e (1.2.1.9)
x(p+l) ... x(1) X(p+tl) ... x(2p+l)
X = csvsusnssssvsanes |t [ecnsacessnunannna (i.2.1.10a3)

X(N-p) ... X(N-2p) X(N-p) .. x(n)

Lap/2 3, ... 12° (1.2.1.10b)

lan
"

[ e(2p+l) e(2p+2) ... e(N) ]t (1.2.1.10c)

Im
"

b) Método de Cadzow.

-

Cadzow propone dos alternativas para la soluciédn del sistema
sobredimensionado de ecuaciones: el primero excluye las ecuaciones gque
incorporan el efecto de la varianza del ruido aditivo y blanco w(n)

disponiendo asi tan solo de las ecusciones con error de estimacién y el
sequndo las acepta todas, considerando el efecto de la varianza del ruido

como parte del error total a minimizar.

11
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El primer procedimiento es preferible cuando 13 longitud del registro
de datos x(n) es suficientemente grande, ya que se puede disponer de un
ndmero alto de ecuaciones con buenas estimas de 13 secuencis de
autocorrelacidén r(n) y por consiguiente una buena estimacion de las
posiciones de las rayas espectrales al eliminar el efecto perturbador de
las ecuaciones de ruido. Sin embargo, cuando el registro x(n) es corto no
se deben despreciar esas ecuaciones, ya que la estimacidén de la secuencla
rin) westaria seriamente limitsda y el nGmero total de ecuaciones seria
reducido. Este método, por otro lado, permite su wutilizacibén bajo
hipdtesis de ruido coloreado, ya que se tolera el error adicional
introducido 3l no poder determimar exactamente 13s ecuaciones donde el

efecto perturbador del ruido coloreado actua.

Er este trabajo se ha elegido 13 sequnda versidn propuesta por Cad=ou
debido a3 wun hecho fundamental: el efecto de ruido producido por 1la
varianza en el registro de error e(n), semejante a ruido impulsivo, el

cual justifica, como se verd mds adelante, 13 minimizacién del error

absoluto total.

Se adopta el modelo original de Cadzow, sin simetria pasr en los
coeficientes con N+l desplazamientos (r'(-N/2),...,r (0), ..,r’(N/2)), ya3

que el forzar simetris en este procedimiento facilita 1a aparicién de

maximos espectrales mds picudos pero mis sesgados [FIGUEIRAS-VIDAL,1985bl.

Las ecuaciones formadas por (i.2.1.8), usando un registro estimado de

autocorrelaciones de N+l puntos (N>2p), pueden escribirse:

=

‘a=e (1.2.1.11)

donde

12



P/ (=N/2+42p) ... P/ (=N/2)
k= sesssesasataasassaannns (i.2.1.123)

P AIN/2) L.ve. P7UN/2-2D)

t

., oh
[1 Ay .. 32p ] (1.2.1.12b)

|
"

e = e’ + e (1.2.1.12¢)

La solucidén de los sistemas (i.2.1.9) e (i.2,1.11) bajo la restriccién

de error total cuadratico I e2(m) minimo es bien conocida [KAY,1981]

m
H -1
a=07Y Y1 Tau (i.2.1.133)
con
t .
u=L010 ... 01 (1.2.1.13b)
donde
X (Prony)
r = (1.2.1.13c)
R’ (Cadzow)

(y @ es seleccionado para que a,=1).

I.2.2.- Desarrollo en el dominio de la frecuencia

Ambos métodos admiten un desarrollo paralelo en el dominio de‘ la

frecuencia conduciendo a sistemas de ecuaciones formalmente similares

[PAEZ-BORRALLO,1985b1.

Para el método de Prony-Hildebrand, tomando transformadas de Fourier

en ambos lados de (i.2.1.6) se obtiene:
2p

Xy I3 edol = p(w) (i.2.2.1)
1=

discretizando ® wuniformemente a 1lo largqo de 1a circunferencia como

13



w= 3vk/N y descomponiendo (i.2.2.1) en partes real e imaginaria:

2p

E (k) = iib ay Ok, 1) (1.2.2.23)

(0<¢=1<=2p), (0<=k<=N-1)

2p

Ej(k) = a; @5k, 1) (1.2.2.2b)
i=0

donde
¢nlkyi) = Xp(k)cos(2™ki/N) + Xj(k)sen(27ki/N) (1.2.2.3a3)
¢;(kyi) = Xj(k)cos(2wki/N) - Xpn(k)sen(2wki/N) (1.2.2.3b)

Considerando que el registro x(n) es real, existe simetria par seqgdn k
en ¢r(k,i) y ¢i(k,i) y wutilizando ao=l y ai=32p-i se puede reescribir

(1.2.2.23,b) en form3 vectorial como:

3= (1.2.2.4)
V=3 =1
donde denominando indistintamente (¢,E) a (¢n,E.) y (¢5,E;):
o= ¢k, 1)+e(k,2p-i) (1.2.2.93)
E = E(k) (1.2.2.9b)

para (0<=k<=N/2) y (0<=i<=p).

[le forma equivalente para el método de Cadzow, tomando transformadas

en (i.2.1.8) se obtierne:
2p

S(e) = T  a

e % - p(w (i.2.2.6)
i=0

i
donde la transformada S(w) de r’(n) es una funcidn real y par, por lo que
al discretizar 1igqualmente w = 2nk/N solo se necesitan N/2+1 valores de

S(k). ULescomponiendo (i.2.2.6) en partes real e imaginaria:
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= i 1,242,
E (k) iio a ¢r(k,1) (i 73)
(0<=1<=2p), (0<=k<{=N/2)
2p
E.(k) = & 3. ¢.(k,1) (1.2.2.7b)
1 i=0 1 4
donde
¢r(k,i) = S{k)cos(27ki/N) (i.2.2.83)
¢i(k,i) = - S(k)sen(2Wki/N) (i.2.2.8b)

que se puede escribir en forma vectorial como:

$ E
=p -r
3= (1.2.2.9)
$ E.
=i -i
donde
¢ = ¢ (kyi) (1.2.2,.10a)
=li,1
E = E(k) (i.2.2.10b)

para (0<=k<=N/2) y (0<=i<=2p).

Ambos procedimientos presentan en el dominio de la frecuencia sistemas
de ecuaciones formalmente equivalentes a los obtenidos anteriormente . Sin
embargo, al igual que ocurre en el dominio del tiempo, 1la solucidén L2
(i.,3.1.13), planteada por sus autores, no siempre conduce 3 la mejor
solucion posible, ya que debido a que el espectro de la sefial (sinuso;des
#is ruido) es de tendencia picuda, 1la Iransformada del error presenta
igquilmente picos de error espectral relativamente grandes en las
proximidades de las sinusoides, aconsejando wuna solucidn norma Ll
[LEVY,19811, [LPAEZ-BORRALLO,1985a], [MAKTINELLI, 198613,

[FIGUEIRAS-VIDAL,1985b1.
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I.3.- REVISION DE LOS METODOS ADAFTATIVOS DE GKADIENTIE

Una de las técnicas adaptativas de estimacion (o segquimiento) de wun
conjunto de pardmetros mds usada (por su sencillez de implementacidn como
contrapartida a las técnicas RLS ‘Recursive Leasts Squares" LPKOAK1S,19831,
[HASTINGS,19773, [FALCONEK,19781, [LJUNG,1983i) es la basada en la bisqueda
iterativa del dinimo de un2 funcidén de dichos paridmetros sequn 13 direcciédn
opuesta 3 la marcada por el gradiente de dicha funcién. Este método exige,
gerieralmente, funciones objetivos con un dnico minimo absoluto (superficies
convexas de forma de ta3za en los pardmetros) para evitar enganches
(gradientes nulos) en posibles minimos locales (ver textos generales
CEYKOEE,1974], [HAYKIN,19841, [HONIG,19841, [WIDROW,19851, [ALEXANDEK,19861]

par3 una perspectiva global de los métodos adaptativos de gradiente).

Tal método es también conocido como *descenso de méxima pendiente*® (en
inglés ‘steepest descent") y se caracteriza porque 1los sucesivos
desplazamientos necesarios para el correcto ajuste de los pardmetros estin
totalmente determinados, ya gque se supone conocido el gradiente de la

funcidn objetivo en todo punto. Evidentemente, tal conocimienta no es

habitual y en 1a practica se suelen wutilizar métodos adaptativos de

gradiente estocdstico, los cwuales wutilizan wuna estima del gradiente

calculada a partir de los observables.

En la actualidad y dentro del campo de aplicaciones de los algoritmos
de gradiente estocdstico (para funcidén de coste cuadratico) sobresalen
fundsmentalmente dos bien conocidas: algoritmos adaptativos para sistemas

con estructura transversal LWIDKOW,19601, [WIDKOW,19761 y para sistemas con
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estructuras en celosfa [GKIFFIYHS,19773, LGIBSON,19801, LHONIG,19811. En
el primer caso, se adaptan los coeficientes del filtro y en el segundo los
coeficientes de reflexidn de cada celosia. Como diferencias fundamentales
entre ellos cabe destacar que, debido a la implementacién en celosia, la
velocidad de convergencia de estos algoritmos es independiente de 13
dispersién de autovalores de 1a matriz de autocorrelacion de la entrada
[MEDAUBH,1981) y superior 3 la de los algoritmos implementados con
estructura transversal a costa de un moderado aumento en 1a carga

computacional.

En el presente trabajo se plantes el estudio con sistemas de
estructura transversal. El sistema mostrade en la Fig. Fl.l ayuda a3 una

formulacidén transversal del algoritmo. Se supone el instante temporal n.

x(n)  x(n-1) x{n-N+1)

—_ e -

Figura F1.1
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cona

€e(n) = d(n)-y(n) (i.3.1)
N
yin) = iﬁl cj(n) x(n-1+1) (1.3.2)
donde: X es el proceso de entrada, c¢ el vector de coeficientes

adaptativos, d 1a referencia deseada y € el error cometido.

8i C(€) es 1a funcidén (estadistico) objetivo a minimizar, en general

funcién de x, d, ¢ o de estadisticos suyos, el método de mixima pendiente o

gradiente determinista se Jefine formalmente:

c(n+l) = c(n) -p v EC(e)] (1.3.3)
donde
d(.) d(.) d(.) d(.) ¢
Yy = ---- = mmms e, e ] (1.3.9)
dS dc1 dc2 ch

es la definicién de gradiente y H es el coeficiente de adaptacién o paso

que controla 13 estabilidad y velocidad de convergencia del proceso.

Particularizando 13 funcién objetivo como error cuadritico wedio
Cle) = E[ezl y calculando su gradiente, el alqoritmo resulta ser

CWIDKOW,1985] @

c{n+l) = c(n) - 2uRkc(n) + 2uP (1.3.6)

con el minimo del gradiente verificando:

v (.) = -2FP + 2kc = 0 (1.3.7)

de donde se deriva la solucién 6ptima (expresién matricial de 1la ecuscién

de Wiener-Hopf que resuelve el problema de estimacidn lineal cuadratica

media minima) LWIENER,19491 cuya solucidn es:

18



= £'p (i.3.8)

Sopt °
donde K y P son los estadisticos: k= ELXnXEJ y P = E[d(n)Xnl con

{n = [uln) ... x(n-N+l)]E

Sin embargo, habitualmente, no se dispone del vector gradiente en cada
iteracién y éste debe de ser estimado directamente de los datos Xn y
d(n),d(n-1),... 0 3 partir de estimadores de los estadisticos kK y F, lo

que lleva a3 los métodos de gradiente estocastico. Estos algoritmos se

expresan formalmente:

Gradiente estocastico:

cin+l) = cln) -1 ¥ LC(e)] (1.3.9)
A
donde V(.) dernota un estimador del gradiente.

Particularizando para el «caso de superficie cuadrdtica, Widrow
presentd en [WIDKOW,19601 el conocido algoritmo LMS. Este procedimiento
utiliza como estimador del gradiente de E[€2] el qgradiente del errar
cuadritico instantdneo 52 resultando, sequn prueba 13 experiencia, un
algoritmo robusto y de simple manejo, esto es:

c(n+l) = c(n) + 2He(n)Xn (i.3.10)

Posteriormente Griffiths LGK1FF1THS,19691, presentod una nyeva
alternativa , ya que en su problema no conocla 13 seffal de referencia d(n)

pero si el wvector de correlacién cruzada P. Con ello,introdujo el

siquiente algoritmo :

t
c(n+l) = ¢c(n) -pXnXn c(n) + 2uP (i.3.11)
Este algoritmo puede ser considerado una versién 1intermedia enire el de

mixima pendiente y el LMS y ofrece mejores prestaciones que el LMS cusndo
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la correlacién crusada entre el proceso de entrada y la referencia es baja
[FEUEK,19851. No obstante, 3l ser el algoritmo de Widrow una aproximacion
instantidnea resulta mas eficiente computacionalmente, hecho que ha
conducido 3 la wutilizacién casi 9generalizada de algoritmos LMS en

aplicaciones muy diversas.

Posteriormente, muchos y completos trabajos han sido presentados
analizando 1las caracteristicas dindmicas y comportamiento estadistico de
dicho algoritmo con estructura transversal. Algunos de ellos son:
CWIDKROW,19761 y LCWIDROW,1984]1 que estudian su comportamiento con entradas
no estacionarias,; [FARDEN,1981J, CDANIELL,19701 y [KIM,19751 con entradas
correladas; LFEUEER,198351] con entradas incorreladas Y gaussianas,
(GITLIN,1973) optimizacidén del paso de adaptacion y Yy recientemente wun

trabajo muy completo sobre su estabilidad y condiciones generales de

convergencia en [GARDNER,19841].

Igualmente, dicho algoritmo ha sido objeto de alqunas modificaciones
interesantes que, 3unque dificultan 1la identificacién de 1la funcidn
objetivo de origen, aportan algunas wventajas. Entre 1las diferentes
modificaciones realizadas cabe destacar 13s dos siguientes: NLMS
(Normalized LMS), el cu3al reemplaza el paso de adaptacidén u por p/ll{n!lz
(norma cuadr4tica de x) con el fin de independizar la eleccidn de de la
potencia del proceso entrante [BITMEAD,19801, CL[WILIROW,19761, [HSIA,19831,
CRERSHAD,1986] ; y el "clipped' LMS, el cual sustituye el error o los datos
en (i.,3.10) por su signo aritmético con el fin de simplificar su
implementacién, evitando una cuantificacion mds fina [SARI,19821,

[MONTAGNA,19821, [CLAASEN,19811.
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AGn mis, en LWIDROW,19753) se extendid la aplicacidn del algoritmo LMS
al campo complejo , dando este hecho origen a posteriores propuestas de
utilizacidén de dicho algoritmo sobre las rayas espectrales obtenidas con
transformaciones FFT de bloques de datos LDENTIND,1978]1, [BERSHAD,19791,
[BERSHAD, 19823, 13l implementacién aprovecha ademds las wventajas de 13
ortogonalizacién de la sefal que introduce el procesado DFl, la menor carqga
computacional que la formulacidén en bloques del algoritme adaptativo

conlleva [FEKKAKA,19801 y su sepsarabilidad en frecuencia.

Finalmente, hay que mencionar un par de familias de esquemss
adaptativos de gradiente estocdstico, 1los cuales estan basados en
superficies de error distintas de la cuadritica. Una de ellas
[WALACH,1Y841 ha sido ya nombrada en el apartado 1.1 de este Capitulo y es
la que ha incitado parte de esta Tesis. La otra, conocida como CHA
(*Constant Modulus Algorithm") es estudiada en L[LAKRIMORE,1983]1 y minimiza
el estadistico EL| ”y(k)llp-dplq] (con d>0). Sin embargqo, 3ungque no se ha
dJemostrado aum 13 wunicidad de un minimo global de 1a anterior expresion
para cualquier par (p,q), si se ha comprobado 1la eficiencia de alguno de
ellos en problemas de igualacién y supresidén de 1interferencias

particularmente con observables de envolvente constante.
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I.4.- CONTENIDO DE LA TESIS

Tal como han sido presentados en el Apartado I.1, 1los objetivos
fundamentales de esta Tesis son los de examinar los resultados ofrecidos
por la aplicacién de criterios de optimizacion diferentes al cuadrdtico en
problemas de estimacién, centirdndose en casos representativos para inducir

de ellos reglas prdcticas.

Eri el Capitulo 11 se analizan los dos problemss propuestos de
estimacidén espectral. Mientras gque en el método de Prony-Hildebrand el
ruide aditivo w(n) no esta sujeto a ninguna restricidn previa, con lo que
la presencia de ruido impulsivo puede contaminar de "outliers® el registro
de error e(n), en el método propuesto por Cadzow, la presencia de 1los
términos 02 3 en el registro de error simulan el mismo efecto cuando el
nivel del ruido aditivo w(n) es suficiente relevante. Este mwmétodo admite
ademds 13 posibilidad de utilizar diferentes estimadores para el registro
de autocorrelacién . Igqualmente, en la formulaciébn en frecuencia de dichos
métodos, el registro de error tiene wuna estructura picuda, ya que el
espectro origqinal de los datos wtilizados (sinusoides mas ruido) presenta
claramente picos espectrales. En este Capftulo se contrastan 1los
resultados de las soluciones Ll y L2 de los métodos propuestos en amLos
Jominios, discutiendo en cada caso la mejora espectral obtenida debido a la

estimacidn de los coeficientes del polinomio A(z).
En el Capitulo 111 se introduce la nueva familia de algoritmos

adaptativos, en el dominio del tiempo, basados en la bdsqueda del minimo de

una potencia entera del valor asoluto del error residual de adaptacidn
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(algoritmos Lk‘s). Como sistema soporte para el analisis, se wtiliza una
planta transversal ruidosa de N coeficientes centrando el problema en 1la
identificacidn adaptativa de 1la planta. Se analiza la convergencia en
varianza del error residual, estableciendo para el algoritmo genérico Lk
las condiciones necesarias para que aquella exista. te evaldan 1la
velocidad de convergencia y varianra del error residusal en régimen
permanente, atendiendo 3 condicionantes exterrnos tales como potencia de los
procesos, distribucién del ruido de planta y longitud de 1a planta,
obiservando 1a mejor adecuacién de cada uno de ellos a diferentes
situaciones. Se plantea una optimizacién determinista local del pasoc de
adaptacidn, obteniendo con ello algoritmos con mejores prestacicnes. Y por
ultimo, se establecen unas gquias dtiles para la eleccidn de algoritmos y/o0
pasos de adaptaciém adecuados en funcidn de un error residual o velocidad
de convergencia deseados. Todos los resultados y conclusiones tedricas
derivados del dnalisis son contrastados convenientemente con simulaciones

realizadas en ordenador.

En el Capitulo 1V se analiza el comportamiento de 1la familia de
algoritmos anterior en el dominio de 1a frecuencia. Partiendo de las
transformadas discretas de Fourier de los datos, del error residual y del
ruido de planta, se establece un procedimiento adaptativo de gradiente
estocastico para cada componente espectral. El algoritmo generalizado Lk
se define en el campo complejo y por ello presenta ligeras modificaciones
al definido en el campo real. Los criterios de evaluacidn de estos
algqoritmos son similares a 1los ya expuestos en el punto anterior e
iguslmente los resultados del andlisis son contrastados con simulaciones en

ordenador.
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En el Capitulo V se presentan simulaciones de sistemas adaplativos
reales en el dominio del tiempo (modelables como 1identificadores de
planta), tales como los de cancelacién de ecos en linea telefdnica (voz vy
datos). Con estas aplicaciones se pretende comprobar algqunas de las

verntajas de utilizar algoritmos adaptativos alernativos al cldsico LMS.

Finadlmente, en el Capitulo V1, se resumen lss principales conclusiones
practicas derivadas de los métodos y algoritimos desarrollados en esta
Tesis, 31 mismo tiempo que se sefizlan algunas de las vias de investigacién

paralelas a o abiertas por este trabajo.

xiste un conjunto de Apéndices donde e han recogido log principeles
c3lculos y desarrollas wm3atematicos necesarios, Su oabjeto ec el de
facilitar 1la lectura y comprensién del trabajo evitando calculos

intermedios tediosos.
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I1.1.- INTRODUCCION: FORMULACION SIMPLEX DE LA MINIMIZACION NORMA L,

Inicislmente, para dar genmeralidad al problema de minimizacidén norma
L1 sujeto a un conjunto de restricciones, se utiliza la sigquiente expresion
como sistema de ecuaciones representativo de ambos procedimientos:

Ya=e (11.1.1)

donde

(nf X nc) es la matriz de elementos conocidos

=<

@

(ne % 1) el vector de nc incognitas

I

(nf x 1) el vector error (desconocido iqualmente)

I fe | (l<=m<=nf) la funcidn 3 minimizar.
m

Para poder wtilizar el método de  Simplex LLUENBERGEK, 19731,

[KUNZT,1971],CLG0LDSTEIN,19771 en 1la resolucidén del problema anterior, es

necesario reformular convenientemente (1i.l.1) y 13 funcidn objetivo.

llebido a que 13 formulacién tipica del Simplex no admite incognitas
negativas, se pueden separar estas como 1la diferencia de dos nuevas
varisbles positivas, es decir:

+ -—

a, = a. - 3, (1<{=1<=nc) (ii.l.23)
i i i
e, = ea - en (1<=m<=nf) (ii.1.2b)
con a; 3] seF yen >= 0.

En este caso, la funcidén objetivo queda zle;~e;| y pero debido a 1la
m

forma de actuar del Simplex en que el wminimo se obtiene cuando al menos una

de las dos variables es nula, se puede reescribir:

lel = lef -e | = e +e; (1i.1.3)

y por tanto 1a nueva formulacién de (ii.l.l) queda :
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funcidn objetivo

min I el + eg (ii.1.43)
sujeto 3

(a* - 3a7) = e - e~ (ii.l.4b)

I~

Originando un nuevo sistema de ecwaciones con doble ndmero de incognitas

(2nc + 2nf) resoluble mediante el método de Simplex.
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I1.2.- PRONY-HILDEBRAND EN EL TIEMPO

Este método presenta 1a ventaja de trabajar directamente con el
registro de datos (LWEISS,19631,LVAN BLARICUM,1978], [MARPLE,19791) sin
imponer ninguna restriccidn al color del ruido aditivo w(n). Este hecho es

el que permite adoptar la solucién L1 en vez de la L2 como més adecuada en

casos donde el ruido sea de tipo impulsivo.

La formulacién y solucidn L2 de dicho procedimiento para un registro
®{n) de N puntos y p sinusoides ha sido ya presentada en (i.2.1.9),
(i.2.1.10) e (i.2.1.13) y no se repetir3d en este Apartado. Sin embargo,

atendiendo a 1la formulacién L1 generalizada del Apartado anterior y

particularizandola para este caso, se obtiene:

funcion objetivo

N-P
min £ e*(n) + e~ (n) (ii.2.2.1a)
n=p+1
sujeto a
P- - -
x(n) + & (a{ = 3] ) [x(n-i)+x(n+i)] = etinm-e (m) (ii.2.2.1b)

i=0
con (p+l<=nl=N-p). En este caso se ha normalizado el vector de

coeficientes por 2a3p=l, ya que este hecho no tiene efecto alguno en las

raices del polinomio formado por los a{s.

-

Debido al cardcter simétrico de los coeficientes, Keybl y Eichmann
propusieron en [KEYBL,1983] wuna acotacidn adicional de los coeficientes
a{s, derivada de las relaciones de Cardano (para p=2). 8in embargo, la
complejidad del cdlculo de estas relaciones es considerable cuando el orden
p es alto, verificédndose ademds que estas ligaduras son 1inactivas en L3

mayoria de los casos analizsados [FIGUEIRAS-VI1LAL,1985al.
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En CFIGUEIRAS-VIDAL,1985b] se verifica que 1los resultados ofrecidos

por 1la solucién L1 son ligeramente peores que los obtenidos por la

correspondiente L2 para detectar sinusoides en ruido Gaussiano blanco y que

aumentar la longitud del registro de puntos no mejora sustancialmente la
solucién L1, ya que (a3 diferencia de lo que ocurriria en el dominio de la
autocorrelacién  con reqistros largos) los efectos del ruido serian
similares en cualquier regién del reqistro y solo la aparicién de una nueva
ecuacidén mejor condicionada ayudaria a la solucidn final.

Sin embargo,

esto no ocurre cuando aparecen ‘outliers' en el reqistro, ya que 1la

minimizacién norma L1 soporta mejor tales apariciones sin distorsionar la

solucién final. La Tabla T2.1 confirma 1lo anterior para el siguiente

ejemplo:

EJEMPLO E2.1:
- 10 registros de 32 puntos formados por

% Dos sinusoides de amplitud 1., frecuencias normalizadas 0.25 y 0.30 vy

fases 0 y 90 grados.

% Ruido Gaussiano blanco 30 dB por debajo de la potencia de sefial.

-

# QOutliers aditivos de aparicién aleatoria (1.5% del +tiempo) 8 dB por

encima de la potencia de seffal.

% Se toma un modelo de 2 sinusoides.

En 13 Tabls T2.1, las columnas centrales indican la posicidn de las

rayas espectrales una vez resuelto el polinomio A(z)=0. La dltima columna
indica la posicién donde ha aparecido el pico dentro del registro de 32

puntos. En las Figquras F2.l1a y F2.l1b se muestran 1las curvas
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correspondientes a 1as dos primeras realizaciones de 13 Tabla. Representan
2
1/la(w)|, en escala logaritmica, donde A(w) es el denominador de la

funcidén de transferencia del filtro formado por los coeficientes a{s y en

la Figura F2.1lc se presentan los periodogramas correspondientes a dichas

reslizaciones.
(L2) (L1)

Ens. fl f2 fl f5 Pico
1 . 290 .300 248 302 -
2 . 266 . 266 . 246 .295 2
3 .250 .299 .248 .297 -
4 250 .299 230 .299 -
5 290 .298 . 248 « 297 -
6 .263 .263 . 249 .299 11
7 2950 .301 .2951 .300 -
8 265 . 265 . 235 .291 8
9 291 .299 . 248 .298 -

10 .250 300 . 247 . 302 -

TARLA T2.1

30



BEEEEEEE

o

TTTTTTTT]

0.5

BEEEEEEEE

wrrrrrlni

"

I

HEERERR

o

Figura F2.2c

31



Los resultados anteriores suscitan los siquientes comentarios: a) El

periodograma es incapaz de resolver espectralmente ambas realizaciones

debido a 13 escasez de datos, aunque presenta una cierta robustez frente a

13 presencia de outliers.

b) En aguellas realizaciones donde no aparecen picos de ruido, 1la

minimizacidn L2 ofrece resultados menos desviados espectralmente que la L1,

aunque con igual capacidad de resolucidn en frecuencia para esta §/N vy

separacion de los picos.

c) La pérdida de capacidad resolutiva espectral de la solucién L2 ante

la aparicién de un dnico pico en el registro de la sefial.

Seqdn los resultados anteriores, como conclusién final de este
Apartado se recomienda el uso de la solucién L1 frenmte al de la L2 cuando
la longitud del registro de datos sea corta, 1a S/N 3alta, el orden del
modelo sea

igual o préximo al ndmero de sinusoides presentes y se presuma

la presencia de un reqistro de datos contaminado con outliers.
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11.3.- SEGUNDO METODO DE CADZOW EN EL DOMINIO DE LA
AUTOCORKELACION

Este procedimiento de andlisis espectral, tal como se 1indicd en el

capitulo introductorio, est4d basado en 1a resoluciébn de un sistema

sobredimensionado de ecuaciones (ecuaciones de Yule-Walker correspondientes

a un modelo ARMA paso-todo para sinusoides en ruido blanco) definidas en el

dominio del desplazamiento de la autocorrelacién, en el que no se rechazan

las ecuaciones centrales donde aparece el efecto de la varianza del ruido

2
en la forma © ai’s LCADZOW,19791,L[CADZOW,19823],(CADZ0W,1982b1. Esto es

equivalente 3 considerar que la secuencia de autocorrelacién estd compuesta

de una serie de sinusoides més un ruido aditivo (error de estimacién vy

términos o ai‘s) que hacen el problema similar al de Prony-Hildebrand

estudiado anteriormente. Este hecho justifica, en algunos casos, una

solucidon L1, ya que el efecto debido a 02 puede ser considerado como de

tipo impulsivo en el registro de error. Por tanto, 1la wutilizacién del

Simplex en la minimizacién del error absoluto total puede ofrecer una
alternativa de mantener dichos valores centrales pricticamente inalterados,

distorsionando asi menos 1los coeficientes a.‘s y

i por consiguiente la

localizacidn espectral de las rayas.

Paras favorecer este comportamiento del Simplex es conveniente

condicionar el problema de forma tal que se enfatice el efecto de las

ecuaciones centrales. Esto ocurrird cuando:

La relacidén sefal a ruido no sea excesivamente alta.

- El orden del modelo no se3a mucho mayor que el nodmero total de

sinusoides presente, ya que en caso contrario aparecerian valores de

los a;’s relativamente pequefios enmascarables por el error.
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Obtener buenas estimas de la autocorrelacidn r’(n), ya que esto fuerza

un error nulo en 1las ecuaciones no centrales resaltando el efecto

picudo de las centrales.

Evidentemente todo este condicionamientoc del problema reduce 1la

robustez de la solucién Ll, pero no por ello deja de ser preferible su

aplicacidn en esos casos concretos.

La formulacién L1 de este método, utilizando el algoritmo Simplex, es

segdn el Apartado II.1 de este Capitulo y la expresidn (i.2.1.11) :

funcion objetivo

N/2
pin I et(n)+e=(n) (ii.3.13)
) n=-N/2+p
sujeto a
2p _
r‘in) + g (a‘; - a7 ) r/(n-i) = e*(n) - eT(n)  (ii.3.1b)
i=1

(-N/2+2p<=n<{=N/2)
donde se ha supuesto (33 =1,aa =0), N/2 desplazamientos para la

autocorrelacidon y un modelo de p sinusoides.

Con objeto de resaltar la dependencia del resultado final de la bondad
del estimador eleqido para la secuencia de autocorrelacidén, se utilizaran
el clasico estimador insesgado y l1a secuencia real de autocorrelacién ri{n)

en el calculo de los coeficientes. Con ello se apreciard la sensibilidad
del procedimiento en relacién con dicha eleccidn., El estimador insesgado

es habitualmente definido como:
L-n

r‘’(n) = (1/L-nm) El x(m)x(m+n) (1i.3.2)
n=

el cual es un estimador consistente de r(n).
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El ejemplo sigquiente E2.2 permite confirmar la dependencia del

resultado de la eleccién del estimador de r(n).

EJEMPLO E2.2

Dos sinusoides de amplitud 1., frecuencias normalizadas 0.235 y 0.255 y

fase 0.

% Kuido Gaussiano blanco 10 dB por debajo de 1a potencia de seffal.

10 desplazamientos (17 ecuaciones) para la autocorrelacidn en un modelo

de 2 sinusoides.

k Secuencia de autocorrelacidn estimada a partir de un registro de 128

puntos vy secuenci3a de autocorrelacién tedrica (con objeto de

comparacion).

Los resultados del ejemplo anterior se presentan evaluando la

2
expresidn 1/]aCw)| en el margen de frecuencias normalizado [0,.5]. Las

figuras sigquientes los recogen:

- Fiquras F2.2a3 y F2.2b: Soluciones L1 y L2 respectivamente con

autocorrelacidén estimada.

- Figuras F2.3a y F2.3b: Soluciones L1 y L2 respectivamente con

autocorrelacién tedrica.
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Se observa que la solucién L2 no resuelve espectralmente las dos

sinusoides existentes, mientras que 1la Ll 1lo hace en ambos casos,

presentando obviamente una mejor resolucién en el caso de la

autocorrelacién teébrica. En este caso presenta ademas un menor sesgo en l1a

localizacién espectral de los maximos.

Esta mejora de la solucién L1 sobre la L2 ha aparecido en mis de wun

ensayo <(adem3s del presentado en el ejemplo) observiandose un sesgo en la
posicidén de las lineas espectrales a medida que estas se van cerrando.
Esto ocurre especialmente en el c3so de la solucidn L2 ya que al tener

menor resolucidn espectral tiende a confudir las dos lineas en una.

Se ha de mencionar nuevamente 1la dependencia del resultado de la
calidad del estimador, ya que cuanto mejor sea la estima de 13 secuencia
r(n), mejor se marca el cardcter picudo de los errores de las ecuaciones
centrales potenciando asi{ 1la solucidn Ll. Haciendo referencis a este
punto, se comenta que ademads del estimador insesgado, se ha wutilizado wun
estimador de r{n) calculado como la transformada inversa de una versiodn
limitada en banda de un preestimador espectral (periodograma) del registro.
En los resultados obtenidos no se aptecié una mejora sustancial de la
solucién L1 sobre la L2. Esto es debido a que 13 1limitacién en handa
elimina ruido y hace desaparecer el efecto ozai en el error de las

ecuaciones centrales.
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II.4.- PRONY-HILDEBRAND EN LA ERECUENCIA

Tal como se indicd en el capitulo introductorio, el método original de
Prony-Hildebrand admite wun desarrollo paralelo en el dominio de la DET de
los datos. Segdn (i.2.2.5) el sistema sobredimensionado de ecuaciones en

el dominio de 1la frecuencia es formdlmente idéntico al origqinal, con la

salvedad que se separan las partes real e imaginaria. Este queda como:

Ep(k)

Xp(k) +

[y
Il M0
—

35 (¢ (ky1)+¢(k,2p-1)) (ii.4.13)

E. (k)
i

Xi(k) +

I &0

3; 0, ey i)+0, (ky2p=i)) (ii.4.1b)

i=1

(0<=k<=N/2)
donde los subindices r e i denotan  partes real e im3ginaria
respectivamente,y los coeficientes genéricos son:

eplk,yi) = X (k)cos(2%ki/N) + Xj(k)sen(2wki/N) (ii.4.23)
bi(k,1) = Xj(kdcos(2mki/N) - Xn(k)sen(2¥ki/N) (ii.4.2b)

Este procedimiento supone un3 carga computacional mayor con respecto a

la versidn original L1 en el dominio del tiempo, pero:

3) Ofrece una solucién que resalta los picos del registro de error
E(k), por lo que serd interesante cuando el espectro de x(n) presente

picos, ya que, en estos casos, 13 DET del error e(n) tiende a aumentar de

una manera abrupta en el entorno de la localizacidén de los picos.

b} Permite incluir directsmente algun conocimiento a priori sobre el
espectro de 1la seffal. Se puede restringir el campo de validez de k desde
Nl a N2 siendo [27N1/(N/2),2¥N2/(N/2)] la banda espectral a considerar.

Esto reduce ademis la carga computacional, ya que se reduce el numero

total de ecuaciones, eliminando aquellas menos significativas.
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Llamando por comodidad de notacion:

by (kyi)

0.(kyi)+eCk,2p=i) (ii.4.33)

bi(k,i) = ¢i(k,i)+¢i(k,2p-i) (ii.4.3b)

la formulacion Simplex correspondiente queda:

funcion objetivo

N2 + - + -
min I Er (KI+E (K)+Eq (K)+E5 (k) (ii.4.43)
k=N1
sujeto a
P + - . + - .
Xp(k) + T (a5 - a3 Ibp(k,i) = Ep (K)=Ep (k) (ii.4.4b)
i=1
X, (k) + > (at - 37 ) k,i) = E¥ (K)-EF (k) (ii.4.4c)
t r (34 33 bi( 11 = Ey )-E; (k ii.4.4c
i=1

(N1<=k<=N2)

donde se ha supuesto 36=1 y aa=0.

La formulacién equivalente L2 es también posible, pero es interesante

resaltar que los resultados obtenidos serfan muy similares a los del

dominio del tiempo (debido 3 la relacidén de Parseval), ya que la dnica

diferencia introducida es la periodizacidn de los datos originales forzada

por la DFT, esto es, el procedimiento es equivalente a wminimizar en el

N-1 -
tiempo 1la expresién I Ie(n)l2 con e(n)=DFT 1(E(K)). Evidentemente se
n=0
estdn incluyendo puntos de error (e(0),...,e(2p-1)) no existentes en 13

versidn original, pero esto no tiene importancia relevante si se tienen
renistres larges de puntes., Bn 1s minimiBsaeién L1 ne ewiste umr3 relaeien

directa entre la minimizacidn en el tiempo y en la frecuencia.

En el siquiente ejemplo, se obseva ventaja de la solucién L1 sobre 1la

L2. Como base para un conocimiento previo se utiliza la DET del registro

de datos x(n), 13 cual indica claramente donde se concentra la mayor parte
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de energia.
EJEMPLO E2.3:

% Dos sinusoides de amplitud 1., frecuencias normalizadas 0.235 y 0.235 y

fase 0.
* Ruido blanco Gaussiano de 0 dE.
% Un registro de N=64 puntos.

% Una limitacidén de banda desde N1=12 a N2=19 que se corresponde con la

banda normalizads [.188,.2971.

4 Un modelo de 2 sinusoides.

En l3s Figquras siguientes se recogen los resultados:

- Figura F2.4: DFT de 64 puntos de los datos,donde se marca la banda

elegida [N1,N21.

- Figqura F2.5: Solucién L2 en el dominio del tiempo.

- Fiqura F2.6a: Solucién L1 con limitacidn de banda en el dominio de

la DFT.

- Figqura F2.6b: Solucién L2 con limitacidn de banda en el dominio de

la DFI.
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Se observa, la falta de resolucién de la DET as{ como de 13 solucién
temporal L2. Esta d4ltima al no disponer de 1la restriccion en banda

incorpora més ruido a las ecuaciones. Con respecto 3 los métodos en el

dominio de la DFT hay que resaltar, que aunque la solucidn L2 resuelve dos

rayas el sesgo introducido es bastante gqrande, hecho que no sucede con 1la

solucion L1.

Como resumen final se resalta que el hecho de restringir la banda de
andlisis a [N1,N2], evita el incorporar ecuaciones, debidas

fundamentalmente a ruido fuera de banda no relevantes, en 1a solucidn

buscada. Este efecto fuerza implicitamente 3 que se eleve la relacifn

seffal/ruido real de los datos utilizados.
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I1.35.~-SEGUNDO METODO DE CADZOW EN LA FRECUENCIA

El procedimiento origqinal de Cadzow adnmite iqudlmente al de

Prony-Hildebrand wun desarrollo similar en el dominio de 13 frecuencia, tal

como se indicé en el capitulo introductorio., 6Sin embargo,en este caso la

transformada de 1la secuencis de autocorrelacion r(n) (o cualquier otro

estimador del espectro de potencis usado) es una funcién real y par y por

tanto las expresiones finales se reducen notablemente. Segdn (i.2.2.7) el

sistema queda como:

2p
E.(k) = I a3, S(k)cos(2nki/N) (ii.5.13)
i=0 1!
2p
Eglk) = I -3; S(k)sin(2wki/N) (ii.5.1k)
i=0
(0<=k<=N/2)

donde los subindices r e 1 denotan  partes real e imaginaria

respectivamente.

Este procedimiento admite 1igqudlmente 1a aplicacidén directa del

conocimiento espectral a opriori, reduciendo asi el ndmero de ecuaciones

utilizadas. El resto de comentarios es similar 3l realizado en el Apartado

anterior.

La formulacién Simplex de este método queda:

funcion objetivo

N2
min I En(K)+EL(K)+E](K)+E] (k) (ii.5.2a)
k=N1
sujetoc 3
2p . _
S(k) + I (a} - 3] )S(k)cos(2ski/N) = Ep(k)-En(k)  (ii.5.2b)
i=1
2p -
I (a] - & )S(k)sen(2mki/N) = Ej (k)-E] (k) (ii.5.2c)
i=1

(N1<=k<{=N2)

donde nuevamente se ha supuesto 35=1 y a5=0.
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De nuevo se utilizs un ejemplo simulado para apreciar la ventaja de la
solucidén norma L1 sobre la solucién norma L2. Como estimador espectral de

potencia S(k) se utilizs el periodograma. El ejemplo es el siguiente:

EJEMFLO E2.4:

% Dos sinusoides de amplitud 1., frecuencias normalizadas .235 y .255 vy

fase 0.
* Ruido blanco Gaussiano de 0 dB.
% Un registro de N=64 puntos.

% Una limitacién de banda desde N1=12 a N2=19 que se corresponde con 1la

bands normalizada [.188,.2971.

4 Un modelo de 2 sinusoides.

En las figuras sigquientes se recogen los resultados del ejemplo

anterior.

- Fiqura F2.7: Periodograms de 64 puntos realizado a partir de los

datos x(n). Se marca la banda elegida.

- Figqura F2.8! Solucidén L2 3]l método de Cadzow en el dominio de‘ la

autocorrelacién.

- Fiqura F2.93! Solucién L1 con limitacidn en banda en el dominio de

l1a frecuencia.

- Figura F2.9b: Solucién L2 con limitacién en banda en el dominio de

la frecuencia.
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Al igqual que en el mwétodo de Prony-Hildebrand en frecuencia, se
observa la falta de resolucién en el periodograma y en la solucion L2 en el

dominio de la autocorrelacién. En los métodos donde se ha aplicado wuna

restriccién de banda 1los resultados aparecen con dos lineas espectrales

bien definidas, pero hay que destacar que 13 solucién L2 es menos abrupta y

mis sesgads que 1la correspondiente L1. Estos resultados son similares a

los obtenidos anteriormente y resaltan 1la ventaja intrinseca de wuna

minimizacién norma Ll sobre la correspondiente L2 en c3sos de soluclones

con picos espectrales marcados.
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II.6.- CONCLUSIONES

Ern este Capitulo se ha presentado la solucién de minimo error absoluto
de wun sistema sobredimensionado de ecuaciones como una alternativa a la
ampliamente usada de error cuadratico minimo. Dicha alternativa se plantea

cuando se presupone o intuye que 13 solucidén buscada posee una estructura

picuda (o efecto equivalente a3l de outliers), esto es, algqunos valores

estdn claramente desplazados del resto. Esta eleccidn es propiciada debido
3 que la solucién L2 penaliza més los valores altos que los pequefios, dado
el caricter cuadrdtico de la funcién de coste, mientras que 13 soluciébn L1
tolera més dichos valores admitiéndolos més fiécilmente como posible

solucidn.

Como confirmacién concreta de las aseveraciones anteriores se han
analizado dos procedimientos conocidos de estimacidén espectral paramétrica
(para sinusoides en ruido) basados en 1la resolucién de un sistema

sobredimensionado de ecuaciones lineales. Estos procedimientos fueron

elegidos por su interés intrinseco (3alta resolucidén y robustez) y por que

sus planteamientos son susceptibles de ser desarrollados con métodos bloque

para solucidn L1, aunque en su origen fueron definidos y analizados con 1la

-

solucidén L2. En ambos procedimientos, el registro de error puede poseer
una estructura picuda y poco distribuida, la cual favorece un3 minimizacién

norma L1 sobre 13 norma L2. En particular, esto ocurre con el método de

Prony-Hildebrand cuando los datos estan contaminados con ruido impulsivo y
con el sequndo método de Cadzow con buenas estimas de 1a autocorrelacion y

un ruido de fondo significativo. En ambos casos el orden de los modelos no

debe exceder en mucho el ndmero de sinusoides presentes. El condicionar de
esta forma a ambos métodos reduce la robustez de la solucién L1, pero

evidentemente sus prestaciones aumentan, tal y como se reveld en los
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ejemplos de los Apartados anteriores.

Adicionalmente se han desarrollado las formulaciones de los métodos
estudiados anteriormente en el dominio de la frecuencia con el propdsito de
potenciar un registro de error espectral picudo, ya que el espectro
original de la seffal (sinusoides en ruido) es de tendencia afilada debido a
la presencia de las sinusoides. Este nuevo planteamiento permite ademds la
inclusién directa de conocimiento previo sobre la localizacién espectral de
13as rayas, disminuyendo as{ el ndmero de ecuaciones del sistema a3l eliminar
aquellas debidas fundamentalmente a ruido, con lo que se favorece una mejor

solucién y se reduce la carga computacional.

En general, se puede concluir que 1la solucién norma Ll es wds
apropiada que la de norm3 L2 cuando el registro de error a minimizar posee
un caracter poco distribuido conteniendo ademis valores claramente
desplazados del resto. Esto es debido a que 13 funcidn de coste de valor
absoluto enfatiza menos los errores grandes que la cuadrdtica, permitiendo
desplazamientos sustancialmente mayores sin elevar fuertemente el error
final. En esta Tesis se han presentado un par de aplicaciones donde, bajo
determinadas condiciones, 13 solucién norm3a Ll wminim3a ofrece mejores
prestaciones que la correspondiente L2. Queda abierta, no obsta;te,
la bdsqueda de aplicaciones y situaciones concretas basadas en unas
ligaduras lineales, Jdonde 13 estructurs del vector a minimizar presente un
cardcter poco distribuido y picudo que favorezca su resolucién norma L1 por

el procedimiento Simplex o 3lgun otro alternativo de Programacion Lineal.
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CAFPITULO ITIX

IDENTIFICACION ADAFTATIVA DE FPLANTA

EN EL DOMINIO DEL TIEMPO
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I11.1.- INTRODUCCION DEL ALGOKRITIMO

Tal como se indicté en el capituleo introductorio, la familia de
algoritmos bajo estudio es wuna extensidén a 13 introducida por Walach y
Widrow en [WALACH,19843, ya que no se restringe al andlisis de algoritmos
derivados de la bdsgueds del minimo de un potencia par del error residual,
sino que la amplia a cualquier potencia entera positiva del médulo de dicho
error. En [PAEZ-BORRALLD,1985b] se presentd una breve introduccidn de la

familia completa de algoritmos.

El soporte elegido para el estudio es el de wun identificador
transversal de planta, ya que es un modelo generalizado que puede
configurar adecuadamente sistemas adaptativos tipicos, como por ejemplo en
comunicaciones (cancelador de  ecos) y en 1ingenieria de control

{identificacién de sistemas). En la Figura F3.0 se esquematiza el sistema.

u(n)
PLANTA f%\
_* o
N-FIR ¢ L
x(n) + u(n)+e(n)

™ Z

ADAPT. y(n) -
T
N-FIR c(n)
(f ALGOR. -
ADAPT. [+ '

Figura E3.0

Se adopta igual longitud (FIR de N coeficientes) para la planta y el
filtro adaptativo y se denominani x{n),al proceso de entrads a ambos
sistemas; u(n), al ruido a la salida de 13 planta; ¢(n), 2l error residual

de identificacion; vy Qp‘ y c{n) a los conjuntos de coeficientes de los

filtros.
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El andlisis tedrico de la convergencia y de las condiciones necesarias
para que ésta exista sique dos planteamientos. El primero estudia el

comportamiento de 1a convergencia del error cusadrdtico wmedio en todo su

margen dindmico de variacidn, 3si como las condiciones necesarias para que

exista sin aproximaciones de irrelevancia de wunas variables frente a otras.

Y el segundo, reproduce las ecuaciones de Walach y Widrow [WALACH,19841],
las cuales permiten la evaluacidén de 1as constantes de tiempo y los
desajustes finales de los procesos adaptativos en 13 familia completa de
algoritmos (excepto para k=1) cuando el error residual de adaptacidén es

pequeffo comparado con el ruido de planta.

El algoritmo generalizado Lk bajo estudio trata de minimizar, en cada
instante n, el estadistico:
£(c(n)) = EClecr+utm [ (iii.l1.1)
usando el gradiente del estimador instantdneo de la funcién objetivo, esto
es!

PN k k
VECle(my+utm) |3 =¥ letrm+utm | 3 (iii.1.2)

Antes de prosequir con la expresidn final del algoritmo adaptativo, es
necesario encontrar el minimo de la funcidn objetivo (iii.l.l) y garantizar
su caracter convexo, demostrando as{ 1la wunicidad de su

winimo. [icho

winimo foin(.) se c3lcula resolviendo el sistema !

vV f(c) =0 (1i1.1.3)

En el Apéndice A.l se desarrolla (iii.l.3) obteniendo:

= = k L.
fmin(C) = flcp) = EC] ul®2 (iii.1.4)

donde ¢e observa que el wminimo ocurre cuando gp = ¢ y que depende

exclusivamente del ruido de planta y del orden del algoritmo elegido.
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El cardcter convexo de la superficie de error (iii.l.l) se analiza en

el Apédndice A.2, obteniendo que el Hessiano de la superficie es definido
positivo, lo cusl supone convexidad estricta en el dominio de los

coeficientes garantizando que el minimo calculado es dnico.

Ura vez, encontrado el dnico punto posible de convergencia del
algoritmo adaptativo, su aproximacidn estocastica se define:
k
c(n+l) = e(n) —B¥Cletr+utm) | ) (iii.1.5)

donde u es el paso de adaptacién.

Como el error residual e(n) se puede expresar:

e(n) 3(n)t§(n)

(1ii.1.6)
con

vin) e~ c(n) (iii.l1.7)

vector diferencia del vector dptimo con el de coeficientes, el gradiente

instantidneo resulta:

k k-2 L
Y vERIxm+un) | = ~ke(my+utn)) e (my+utm) ] x(n)  (iii.1.8)
con lo que, findlmente, el algoritmo Lk se expresa:
k-2
e(n+l) = ctm+ pkietm+utn) letm+utm | xtn)  (iii.1.9)

donde se observa que para k=2, se obtiene el clésico LMS.
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II11.2.- ANALISIS DEL ERRORK RESIDUAL CUADRATICO MEDIO

Para analizar el comportamiento del algoritmo definido en (iii.l.9) se

utilizan las siguientes hipdtesis simplificadoras habituales

CWIDKROW,19761,[CLAASEN,19813 :

- H1) x(n) es un proceso Gaussiano estacionario, blanco, de media nula
y varianza Oy . Se asume un3 entrada blanca con objeto de excitar todos

los modos de 1a planta y poder asi determinar completamente el sistema en

su banda de trabajo.

= H2) u(n) es igualmente un proceso estacionario, blanco, de wmedia

nula, varianza qf y de distribucién par en u.

- H3) x(n) y uln) son independientes entre si.

- H4) c(n) y x(n) son vectores aproximadamente independientes.

- H3) El grado de convergencia alcanzado es suficiente para considerar
que x(n) y e€(n) estdn aproximadamente incorrelados. Se acepta esta
incorrelacioéon como independencia para poder desarrollar la media de un

producto como el producto de las medias correspondientes, simplificando asi

el andlisis final.

Evidentemente las hipbtesis H4 y H5 son falsas, pero H4 no difiere
demasiado de 13 realidad, ya que el paso de adaptacidn suele ser
gsuficiente pequeffio y H5, aunque es débil en casos de error residual grande,

se comporta bastante bien al comparar los resultados simulados con los

tedricos.
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I1I.2.1.- Expresioén recurrente generalizada para la varianza

del error residual

Apoyandose en l3s hipdtesis Hl y H4, el anilisis del error cuadritico

2
medio ECe (n)] coincide con el de la varianza o.(n), y3a que su valor medio
es nulo al poderse expresar 1la esperanza de (iii.l.6), por H4, como

producto de valores medios y ser x(n) de medis nula.

Si se sustrae cp en las dos partes de (iii.l.9) y su resultado se

multiplica término a término por el traspuesto de él mismo, se obtiere:

gt(n+1)g(n+1)=gt(n)g(n)-2uk(e(n)+u(n))le(n)+u(n)|k-23t(n)§(n)+

2, 2k-2 t
+1 kK le(m+uiml X (n)x(n) (iii.2.1.1)

Considerando nuevamente Hl y H4 y utilizando (iii.l.6) la varianza del

error residual se puede expresar como:

2 t 2 N 2
oftn) = ELlv (rx(n) |71 = E[( T vi (Mx(n-i+1))71 =
- z i1
2 2 .
= O% ELv (n)vin)] =}:0)2(E[vi(n)3 (iii.2.1.2)
como segun Hl, la esperanza:
t N 2 2
Elx " (n)x(n)] = E[izl X“(n-1+1)) = Noy (iii.2.1.3)

§i se toman valores wedios en (iii.2.1.1), se multiplican ambas partes por

2

o y se considera la hipétesis HS, segdn (1ii.2.1.2) se llega a la

conclusidn:

2 2

on+1) =02 (n) (1 - HS;(n) + W2S,(n)) (1§1.2.1.4)
expresidn recurrente para la varianza del error residusal dependiente
sdélamente del instante anterior n, donde:

2 k-2 2 .
Sl(n) = ZkoxBEC(n)(z(n)+u(n))Ic(n)+u(n)| 379, (n) (111.2.1.9)
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2 2k-2
So(n) = K NoZECle(r)+utn)| 1/ (n) (i1i.2.1.6)

For comodidad en la notacién se introduce el polinomio cuadratico en M

definido como:
P(ipn) = 1 - MS (n) +u° S,(n) (111.2.1.7)
y sustituyéndolo en (iii.d.1.4) queda:
o2(n+1) = of(n) F(p,n) (i1i.2.1.8)

siendo fadcil estudiar ls convergencia en varianza del algoritmo sobre el

polinomio P(.).

Con el propdsito de facilitar el andlisis, la evaluacidn de Sp(n) y
S5(n) se realizard bajo dos supuestos: plants sin ruido (u(n)=0) y planta
ruidosa. En este segqundo caso, se necesita conocer 13 distribucidn

estadistica del ruido de planta para la evaluacion de Sl(n) y 82(n).

I11.2.2.- Caso 1 ¢ Planta sin ruido

Debido al cardcter Gaussiano de x{(n), el error residual e(n) puede ser
considerado Gaussiano sin incurrir en grave error, ys que, si la longitud
de planta N es suficiéntemente larga, la aproximacidn Gaussiana para e(n),

por el Teorema Central del Limite, no es disparatada, justificando asi el

siquiente andlisis.

En 3usencia de ruido de planta §;(n) y S55(n) son:

§,(n) = 2koGELe(n) | etm|¥721/0E (n) (ii1.2.2.1)

2 4 2k-2 .
§,(n) = k" NOEL|e(n)] K J/Uf(n) (1i1.2.2.2)
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Pero, segqdn [PAPOULIS,19841, los valores wmedios de las potencias

enteras del valor absoluto de una v.a. Gaussiana z son:

E[z2M] = (2m-1>!9qu (1ii.2.2.3)

EC]2Z™ Y1 = Va/a 2™ Hn-1) 102! (111.2.2.4)

con lo que sustituyendo en (iii1.2.2.1) y (i1i.2.2.2)

2k (kD 11eSe¥ 2 () 5k par (111.2.2.53)
Sitm) =

2V2Z/x & (k=111 05052 (n) jk impar (1i1.2.2.5b)

Na: /oi (n) 7 k=1 (iii.2.2.6a3)
Sa(n) =

4 -
N ka(zk-3>!!axcfk 4 skl

(iii-2-2-6t‘)

Estas expresiones son iqualmente una buena aproximacidn para aquellaos

casos en que el ruido de planta sea despreciable frente 3l error residuwal,

como suele ocurrir 3l inicio del proceso de adaptacidn si el vector c(n)

esta bastante desadaptado de Sp

I11.2.3.- Caso 2 ¢ Flanta ruidosa

En este caso las expresiones para §;(n) y S,(n) se pueden reformular

como.
k-l g1 ga1 -
(2k 6@ 7 02(n)) £ (TOECe” (mIECuK-1-31  (iii.2.2.73)
b'e € . J
J=0
k par
Sl(n) =
k-1
(k05 /02 () £ (KLy ¢ (n) Kk impar  (iii.2.2.7b)
- J J
j=0
donde
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j+1  k-1-j

¢j(n) = Ele (n)u sgn(e (n)+u)] (111.2.2.8)
Y
2k-2
2, 4 2 2k-2 J 2k-2-3
Sz(n) = (kN Ox/oc(n)) L ( ) Ele (n)) Elu J(iii.2.2.9)
j=0

Se ha utilizado el caracter estacionario de u(n) (hipbtesis H2) para

eliminar 13 dependencia con n de su valores medios.

El cAlculo de (iii.2.2.73) y (iii.2.2.9) es relativamente facil, vya

que s6lo se necesitan los momentos centrados de €(n) y u.

Fara simplificar la resolucién de (iii.2.2.7b) 3 través de (iii.2.2.8)
se reescribe este valor medio como:
@ j+l
¢j(n) =f_ € (n)gj(c(n)) f(e(n)) de(n) (iii.2.2.10)

donde
®  k-1-j
g5(e(n) =L u sgn(e(n)+u) f£(u) du =
- 13 - k-1-

=€) k1-Jp ) du +s K du (ii1.2.2.11)

e -e{(n)
y

2
£le(n)) = (1A/27 o (n)) exp(-e (n)/20§(n)) (i11.2.2.12)

la f.d.p. Gaussiana de media nula y varianzaoi(n).

Dado el caricter de simetria par de las funciones de densidad de

probabilidad de u (hipdétesis H2), la expresidn anterior queda:

9',(”) —‘
.f( )d k 1 j i (."u2l2-13b
‘)r 1 -] - ’
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donde se llamar4 por comodidad en la notacién:

I (m,t) = ﬂ: W™ £(u) du (iii.2.2.143)
I (m,t) = ;: o™ £(u) du (1ii.2.2.14t)

Para el cdlculo de 1las expresiones anteriores se requiere la
distribucién estadistica del ruido de planta u(n). En esta lesis se ha
elegido un conjunto de ellas que cubren una amplia gama tanto en el campo
de las comunicaciones como en el de ingenieria de control. Se hace ademas
especial énfasis en su grado de concentracién en torno a su valor central:
distribuciones de colas cortas y largas, debido a que esta caracteristica
es representativa en el momento de elegir el orden k del algoritmo segudn
las prestaciones de convergencia requeridas. Esta dltima afirmacidn serd

verificada en el Apartado 1II.6 de este Capitulo.

Las distribuciones bajo estudio son:

- Gaussiana, desarrollads en el Apéndice A.3

£(w) = AAZTo) exp(-u2/20§> (11i.2.2.15)

- Laplaciana, desarrollada en el Apéndice A.4

()

n

(1/V20,) exp(~ 2 |u]/0y) (iii.2.2.16)

- Uniforme, desarrollada en el Apéndice A.D
1/2V30, ; |u] <= V3o,

f(u) = (1i1.2.2.17)

0 s Jul > JSou
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Binaria, desarrollada en el Apéndice A.6

fCu) = (Q(u+0h)+5(u—°u))/2 (i11.2.2.18)

2
todas ellas con media nula y potencia %"

En los Apéndices referenciados anteriormente se analiza inicialmente

la expresién 9j (n) para cualquier J (0<=j{=k-1}) de las distribucicnes

mencionadas y posteridrmente se procede con el cdlculo de 54 (n), pero

debido a 1la tediosidad que supone el andlisis de esta funcidn para

cualquier k impar arbitrario, se ha particularizado el andlisis sdlamente

para los algoritmos L1 y L3, los cuales son cliramente representativos y

permiten extrapolar conclusiones con respecto a miembros de la subfamilia

impar.
Los valores particulares de Sz(n) para los algoritmos L1 a L4

son

desarrollados en el Apéndice A.10. En la Ylablas 13.l1a a 13.1d se resumen
todos los valores de las expresiones 81(n) y S2 (n) para los 4 primeros
algoritmos de 1a familia, en los cuales se ha normalizado l1a potencia de

error residual por 13 potencia de ruido de planta, esto es se ha utilizado:
2
s% = oc (n)/o? (1i1.2.2.20)
Las expresiones de dichas Tablas sirven para 13 evaluacidén del

comportamiento dindmico de la varianza del error residual como funciébn de

pardmetros intrinsecos a la planta (su longitud N y su ruido) y de 1la

potencia del proceso de entrada.
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k DISTRIBUCION GAUSSIANA

1 2 2/1:02/0 1+s2
X u
2
l)
2 402
84 (M) | == e e e
3 6/2/!ciou(1+252+52/(1+52))/J1+52

o - o - - - = . = - e e n = - A= == = W= = e = e W AR . . e e - e o

22 2
4 Zéaxou(l-ts )
1 N04/0252
u
S I
2 4No:(1+52>/52
Tl e
3 27No 62 (145202 /52
X u
a 2
4 240NG oo (1452 )0 /62
X U

e o v o —— ——————————— —— ——— - " = = — - = - ]

Tabla T3.1a
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k DISTRIBUCION LAPLACIANA

— - e - . - - - - . T - W - - - - W W S S e . T e e e W = - e e

;
2 2
1 (2V20, /0 ) (1-erf(s))exp(s)
2 4 02
§ (N) | === e e e e
3 6V2 050, (25 Al +(1-ert(s))exp(s?)

bon om e e - o - = = - = — — =

4 240202(1+52)
1 N04/0252
X u

e e o e e o e o - ———— - - ——— " - ——— - == o - -

2 4No:(1+52)/52
§ () | == oo ]
3 27N§}ﬁ(2+252+s4)/s2

e o o e e o e e - — ——

le e o e e e o o o e s e -~ = -~ — = = - -

Tabkla I3.1b
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Sl(n)

- - —f

Sz(n)

- - ——d

DISTRIBUCION UNIFORME

o o - -~ ———————— T —— —— - " - - - - - - - - ———

2
40,
___________________________________________________ 4
2
Goxou((Ja;SZ//§3erf( 3/252)+J2/texp(-352/2)
24 020%(1+52)

e e e e e s . - . - ——— v - = — - — o]

b e e e e e - - = " = - — - ———— = - ]

XN
N

- ——— = " =" M - - A = - ——— o - ]

Tabla T3.lc
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k DISTRIBUCION BINARIA

———————— -]—-—-——1——-————-——————————-—-—-—————————-—-—-——-—-—————————-—--——
1 (2J2/t%§©u)exp(—l/252)/s

b e o e - - . = - . = > = W e = = . - — o —— ]

2
2 40x

§1(N) | === bmm e e .
3 12020, (erf(1/2s)+2/xs exp(-1/252)

b e e e - = = - - . = = -~ - -

4 24 P2 (1452)
X u
4,2 2
1 Nox/ous

e e o > - o " T —— - - - -~ =]

2 ancl1+s2) /52
§5(n) | === oo m oo oo e
3 IN o (1+652+35%) /52

e s s - - — - - - = = T " - - ]

b o e s e o e v o - = = — = = - o " o - =

Tabla 73.1d
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I11.3.- CONDICIONES NECESARIAS PAKA LA CONVEKRGENCIA DEL
ERKOK CUADRATICO MEDIO

La convergencia del error cuadriatico medio cf(n) estard garantizada
cyando la desigualdad 0§(n+l)<0§(n) se cumpla para cualquier {Indice

temporal n. Esto fuerzs, seqdn la expresidén(iii.z.l.B8), a que todo el

condicionamiento neces3ario para la convergencia se centre en el polinomio

cuadrético P(u,n) definido en (iii.Z.1.7). Obviamente, para ello, dicho

polinomio ha de cumplir el sigquiente requisisto: ser menor que la unidad

para cualquier n, permitiendo asi que l3 secuencia del error cuadritico sea

monotona decreciente.

Al forzar el cumplimiento de este requisito, aparecen las condiciones

necesarias para la convergencla del error cusordtico medio hacia un valor

residual final estable. Antes de forzar Ja condicidn anterior es

conveniente verificar el cardcter no negativo de P(.), ya que 1la vsrianza

UE(") no puede ser negativa.

I11.3.1.- Estudio del polinomio P(H,n)

El caracter no negativo del polinomio de segundo grado en u, Pu,n),

se determina analizando el cardcter no positivo de su discriminante y

verificando que tome al menos un valor positivo. Seqdn (iii.2.1.7) esto

iltimo se cumple para u=0, puesto que P(O,n)=1l. Con respecto 3 su

discriminante se ha de cumplir:

D = 55n) - 48,(n) <= 0 (111.3.1.1)

0 equivalentemente:

8 = Sf(n>/4sz(n) ¢= 1 (111.3.1.2)
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Sustituyendo en la expresion anterior (i11.2.1.3) y (1ii.2.1.6) se

obtiene:

k-1
E2[c(n)59n(€(n)+u)|€(n)+u| |

(1ii.3.1.3)
5
N ELeZ (e e (+ul 22

donde se ha usado E[ez(n)l por o (nJ.

Atendiendos a que IC(n)|>=c(n)sgn(c(n)+u) para cualguier e(n) y

) 2 .
poniendo e2(my=le(r) | se consigue:

k-1

E2L Jetrd] |etmy+u] 2

e (iii.3.1.4)
]

y utilizando 13 desigualdad de Cauchy-Schwartz (EZLXYJ <= E£X2]E[Y2]) en el

numerador de la expresidn anterior se obtiene B <=1/N, donde para N=Z (la

longitud de planta minima) B<l y por tanto el polinomio P(u,n) es definido

positivo para todo u y n.

El requisito que debe de cumplir P(.) pars garantizar ls convergencia

en varianza (F(u,n)<1) es, segqdn (iii.2.1.7) equivalente a la sigquiente

acotacidn superior de pi

(0 ) u< min (5;(n)/Sp(m)) (111.3.1.9)

la acotacidn inferior ({ 0) ha sido ys csupuesta, ya que el paso de

adapltacidn ha de ser pasitivo.

En adelante, y por de sencillez, se denominaral
Ci(n) = §3(n)/S5(n) (iii.3.1.6)

a3 la razdn principal de la cota superior de u para al algoritmo Lk.
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Debido a 13 gran cantidad de situaciones posibles originadas por: el

orden del algoritmo, la presencia o no de ruildoc de planta, su

caracteriszacidn estadistica, etc) las expresiones correcpondientes de Sl(n)

y Sz(n) son bastante diferentes, con lo que psra ordenar el andlisis se

divide nuevamente el estudio en dos partes, abordando en cada una de ellas

la acotacién del paso de adaptacién y l1a evaluacidén de la varianza

3sintdtica conseguida cusndo se elige un p apropiado para el algoritma.

I11.3.2.- Ausencia de ruido de planta

Partiendo de lJas expresiones (iii.2.2.9) y (iii.2.2.6) es ficil

obtener las siguientes relaciones para C(n) [FIGUEIRAS-VIDAL, 19861:

.

2/2/ % o_(n)/No?2 s k=l (1ii.3.2.13)

Crin) = ( (2(k=1)11/Nk(2k-3)11) Oi 0:-2 (n) ; k par (11i.3.2.10)

L (2J§7:(k—1)!!/Nk(zk—a)!!)of o:'z(n); k impar (iii.3.2.1c)

de las que se derivan ficilmente l2s correspondientes cotas superiores (sus

valores minimos) para u debido a3 sus caracteristicas mondtonas (decreciente

para k=1 y creciente para k>2).

Para la semirecta [0,») los correspondientes wminimaos absolutos se

cbtienen en:

Hy < Cl(w) (k=1) (1i1.3.2.23)
. = 2 - Sl

My < Lz(n) = 1/Nog (k=2) (iii.3.2.2b)

Mg < Ly (0) (k>2) (i1i.3.2.2c)

donde se observs el hecho ya conocido de la spsaricién de l/Noi come cota
énica e independiente del instante n para el algoritmo L2, GSe destaca ,

para k>2, la dependencia de la cota de las condiciones medias iniciales del

proceso y para k=1 se verd que la cola estd ligsda al valor finzl de
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convergencia y que fuerta la eleccidén del paso de 3daptacidn utilizado.

En general, si se decide utilizar un paso de adaptacién p variable

para acelerar la convergencia, este no debe sobrepasar localmente el valor

actual de (p(n), ya3 que de otro modo la secuencia og {n) divergeria, esto

es,of(n+1)>0§(n).

Si se utilizan, no obstante, pasos de adaptacidn constantes que
verifiquen 1las anteriores acotaciones absolutas, el valor del polinomio de

convergencia P(u,n), serd variable para los casos donde k#¥2 y constante si
K=2. Esto conduce a velocidades de convergencia variable cuando k#2 y

constante para k=2 respectivanmente.

Fuesto que el lim FCuyn)=1l (k¥2), t3l como se verd 31 final de este
N+ o

Apartado, la velocidad de convergencia asintética de los algoriimos

no-cuadraticos es cero: esto es, existe un efecto de ‘*saturacidén' en la
convergencia de estos algoritmos. Esto, sin embargo, no excluye la

posibilidad de velocidades locales de convergencia superiores 3 la ofrecida

por el algoritmo cuadrdtico L2. Ln efeclo, esto ocurre con relativa

frecuencia en las primeras iteraciones de los algoritmos con k>2, aunque el
efecto de saturacién puede ser una desventaja cuando el punto inicial de

partida sea también suficientemente bueno para el algoritmo L2.

A continuacidén se evalds la varianza (el error cuadratico medio en

nuestro estudio) asintdtica de los algoritmos bajo las condiciones de

convergerncia y3 presentadas para un paso de adaptacién u constante en el

caso de ausencia de ruido de planta [(PAEZ-BOKKALLO,19861].
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3) Varianza asintdtica para k>2.

Como hipdtesis de partida supongase of(w) > 0. e (iii.2.1.7) se

obtiene:
oZ(=) = o2 (=) (1 -u 5 (™ + s (=) (111.3.2.3)
de donde se deduciria que:
= @ @ = k-2 @
W= Sl( )/82( ) = h(k)/ o (=) (i11.3.2.4)

una funcién inversamente proporcional a o:’z(w) con h{(k) wuna funcion de

k.Como es necesario, para que exista convergencla, que se cumpla
- . k-2 A i .

o, (=)< 0. (0), la expresidn (iii.3.2.4) no es compatible con

(i11.3.2.2c) con lo que 13 hipdtesis inicial no es cierla y se deduce gque

la varianza final en este caso es 03 (0)=0.

b) Varianza asintdtica para k=2,

Puesto que para k=2, el polinomio P(u,n) es constante y menor que la

unidad, utilizando (iii.2.1.8) iterativamente se obtienel

o (n+1) = Pu,mo? (0) (111.3.2.5)

de donde tomando limites en ambas partes:

linoZ (n+1) =92 (0) Lim F(u,n) = 0 (111.3.2.6)

n+ew n-+wo

¢) Varianza asintdética para k=1,

Sea u definido como:
- 2 .,
¥ = (2»/2/:/N°x )T = (Sl(n)/Sz(n))T/of (n) (i11.3.2.7)
2
con 0<12<0€(0). Esto es equivalente a una cota para u
n< (2V2/9/NE 1P (0) (111.3.2.8)

si se sustituye (iii.3.2.7) en (iii.2.1.8) se obtiene para la primera

recurrencia:
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2

2. . _ .2 v 2.2 2 .
o (1) = 070 (1-18(0)/0¢(0)8,(0)+1767(0) /0 (0)§,(0)) =

2 vy ol 2 o
= Og (0) - (6. (0)-1ITG,€0)/5,(0) <O (0) (111.3.2.9)
donde 1la d¢ltima desiqualdad es debida a que 03 (0) esta

2. Si se sustrae de ambas pertes de la expresidn

acotada

inferiormente por 1
anterior Tz resultal

2 _,,2
Oc(l) 1

"

2 w2 el -
(65 (0)-1%) = (o, (0)=T)TS] (0)/5,(0) =

(06(0)-T)(°e(0)+T—TS§(0)/S2(0)) (111.3.2.10)

pero en este caso (con k=1l)

2 4
81(0)/52(0) = (80: /x)/Neo, = 8/N¥ (iii.d.2.11)

por tanto para N>=2 (la longitud de planta minima) 13 anterior expresi6n es

siempre menor que 2 y de acuerdo con esto y (iii.3.2.10) se deduce:

2
05 (1) =T > (o, (0) - T)2 > 0 (i11.3.2.12)

con lo que T <o (1). Repitiendo iterativamente este argumento se llega a:

2

I°< 03 (ntl) < 03 (n) (i11.3.2.13)

con lo que se concluye que la secuencia of(ru es mondtona decreciente vy
esta limitada por 12#0 (of(&ﬂ=T2), siempre y cuando c¢ste se elija sequn la

expresidn (iii.3.2.7)

A continuacién se verifica la afirmacién que lim FP(u,n) = 1 thecha

n+o

anteriormente en los casos de k#2.

- para k 2 2.

2
Puesto que en este caso o  (®)=0 y S,(ny 'y Sy(n)  son dadas por
(iii.2.2.53,b) y (iii.2.2.6b) , gqueda claro que 1lim S1 (=0 vy

N+ow
lim Sz(n)=0 y por consigquiente el limite para P(mu,n) es 13 unidad.

N+

69



2
En este caso, segun (iii.%.2.13) 9 (d)=I2 y el paso de adaptacidn

u=(81(w)/82(w))1/03 (=), Si ambas expresiones son sustituidas en

(iii.2.1.8) cuando n tiende a infinito, se obtiene:
- 2 i ( 2, "W @© 2 ®) = R
1 S1(=)1/8 (@)g (=) + §1(=)T /§5(=) 0. (=)= 1 (iii.3.2.14)

con lo que queds verificado que el limite de P(u,n) es la unidad.

II1.3.3.- Presencia de ruido de planta

A diferencia del caso anterior, cuando el ruido aditivo de planta no

es nulo, el error residual de identificacién no tiende 3 cero para vsalores

finitos del paso de adaptaciénu . PPara verificar esta afirmacidén se

procede de la forma sigquiente:

Supdngase que of (n) --> 0, por tanto se cumple e(n) --> 0. Yomando

limites en (iii.Z.l.4):

. . 2 L
lim 03(n+1)=11m O (n)(1 - vSl(n)-+u252(n)) (ii1.3.3.1)

Oe(n)~»o o.(n) - 0

considerando las expresiones (iii.2.1.%9) y (iii.2.1.6) y ‘tomando los

limites sigquientes:

lin 628, () ==> 0 (11i.3.3.2)
o (n)+0
lin 028 (m -3 KN ELu®*2) (111.3.3.3)
9. (n)+o
se observa que la expresién (iii.3.3.1) tendria wun limite no nulo, no
siendo compatible con 13 hipétecis 1inicisl a wmenos que el pasoe de

adaptacidén u -~> 0. Por consiguiente se concluye que en presencia de ruido

de planta 1a varianza final del error residual tiende a un valor final no

nulo.
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En este Apartado sblo se consideran los 4 primeros algoritmos y los
ruidos de planta ya mencionados. Usando los valores de Sl(n) y So(n) en
I3.1, se calculan las correspondientes expresiones de C (n) (k;l,2,3,4) que
acotan localmente a p, discutiendo sus caracteristicas particulares seqgdn
el orden k del algoritmo y tipo de ruido de planta.

3) Agcotacion de m para k=l.

En este caso:

[ Kys2/14s° (1ii.3.3.4a)
K 2 _ " 2
25<(1 erf(s))exp(s®) (1i1.3.3.4b)
Cytn) =4
Kgs2erf (V3/252 ) (1ii.3.3.4¢)
| kg5 exp(-1/2s2) (i11.3.3.4d)

Las constantes Kl a KA no dependen de s, tan solo Jde las potencias de
ruido, del proceso de entrada y la longitud de 1a planta N. En la Figura

F3.1 se observa como estas cuatro curvas crecen mondtonamente con s (g estd

en db).

. Cy(n) [~

Figura F3.1
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Si se elige para u=C;(sqy), y se wtiliza (i1i1.3.1.6), se puede escribar
(iii.2.1.4) comoi

03(n+1) = crez(n)(l - Cl(so)Sz(n)(Cl(s(n)) - C1(s9))) (iii.3.3.5)

estando la convergencia garantizada para todo valor de s(n) que permita que
Ci(s(n)) > Cq(sg) =¥ (que ¥ este acotado localmente). Pero debido al
caricter monotono de las curvas anteriores, esto se cumplird siempre, hasta

que s(n) alcance su valor ¢final, que se producird con la igqualdad

Ci(s(=))=C (sqg), siendo su valor final por consiguiente:

2(ay = 2 02 - -1 2
of(=) = 2 00 = (C] w2

o ‘u (111.3.3.6)

o sea la elecci6tn de w fija automdticamente la varianza final.
2.

o
N
D>
in]
Q
o+
7]
n
ot
O~
joe
Q.
]
o
[
-3
1]
x
t

En este caso (el algoritmo LMS):
Cz(n) = K's /(1+s2) (111.3.3.7)

siendo independiente de la distribucidn estadictica del ruido de planta U

(sdlo depende de su potencia). Esta funcidén también crece mondtonamente

con s, con lo que la discusidn es similar 3 la del caso anterior, esto es,

la eleccién del paso de adaptacidn fija el valor final de la convergenclia y

viceversa. En la Fiqura F3.2 se puede observar como evoluciona dicha

curva,

Figura F3.2
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En estos casos C3(n)

Presentan aproximadamente un
k=3, Gaussiana ! s
Laplaciana I s

Uniforme H

Binaria HEE -3

k

n
o
-

Gaussiana 1 s
Laplaciana @ s
Uniforme is
Binaria -

decrecen hacia cero cuando s

......................

y C4(n)

midximo en:

= 4

i
[ 8]

I
(8]

_-> 0 é“o

dh

db

dB

dB

dh

dB

dk

dB

no poseen un

Sus gréaficas

en las Fiquras F3.3 y F3.4 respectivamente.

Figura F3.3
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Figura F3.4

Debido a la forma de estas funcionese, la discusién segquida en los

otros dos casos no es aplicable aqui. E¥n este caso, 3 diferencia de los

anteriores, es obligado examinar los valores iniciales y finales deseados

para la varianza del error, ya que ((s(n)) puede alcanzar su valor minimo

en uno de estos extremos. Walach y Widrow encontraron heuristicamente en

[WALACH,1984]1 que para un mismo paso de adaptacién , el proceso convergia

al valor deseado o no en funcidn del error inicial. Con errores inicilales

mayores el proceso divergia en las primeras 1iteraciones. Este

comportamiento se explica tedricamente a la vista de F3.3 y Fid.4 y el

siquiente razonamiento:

Supdngase sois(O), si se elige un u=(,(s5) con C(spr<Ck(s(0)) la
discusidn es similar 3 la de los casos anteriores y la secuencia 03 (rn)

converge hacia Sor Y3 que Ck(s(n))>Ck(so) para cualquier n finito. Sin

embargqo,cuando el valor inicial de la varianza es tal que Ck(s(O))<Ck(50),

la secuencia divergeria desde su primera iteraciédn, esto es, o (n+l)}oe(n)

(véase (11i.3.3.5) con Cy(.) en vez de Cy(.)). Fara evitar esto habris que

partir de otra condicidn inicial que disminuyera 13 varianza 1nicial o
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redefinir u<CyE(s(0)) y en este caso la secuencia convergerfa hacia

-1
s(=)=C, (W, siendo este punto deducido de Cy(s(«))=C (5(0)). Con esto el
valor para la varianza final seria:
2 are 2(01al —(p-L 2 2, 22
¢ (@)= 5¢( )ou —(CK (u)) o, ¢ 50% (i11i.3.3.8)
y la varianza convergeria hacia un valor mds pequefio que el previamente

. 2
elegido s<.
3 o]

Como nots final, se vuelve a3 resaltar que el hecho de elegir un paso
de adaptacién (o equivalentemente eleqir wuna wvarisnza final para la
secuencia) en los casos con k>2 requlere examinar el valor correspondiente
de Ck(n) en el punto inicial s(0) con el objeto de evitar una posible

divergencia debido al cardcter no mondtono de dichas curvas.

En el Apartado III.6 de conclusiones finales se presentan las curvas
tedricas y simulaciones correspondientes derivadas del analisis anterior.
Estas curvas pretenden validar el desarrollo anterior ademds de comparar
las prestaciones de convergenci3 de cada uno de los algoritmos cuando se

£fijs un error residual final conocido.
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IT11.4.-EVALUACION DEL DESAJUSTE FINAL Y RELACION CON LAS

CONSTANTES DE TIEMPO DE ADAPTACION

El proceso de adaptacidn de los coeficientes del sistema a los del

filtro transversal sique una curva de aprendizaje con un desajuste final a

la que se le puede ajustar una envolvente exponencial de wuna determinada

constante de tienmpo. El desajuste final es debido a que se utiliza un

estimador instantineo del gradiente, el cual lleva implicito un error de

estimacién que impide que se alcance el minimo tedrico de la superficie

objetivo citado en el Apartado III.1.

En el presente Apartado se pretende evaluar las constantes de tiempo

correspondientes a los diferentes algoritmos de la familia (excepto el de
k=1 dado su complejidad de andlisis) y su relacidn con los desajustes
medios finales obtenidos. Se sigque el mismo andlisis utilizado por Walach

y Widrow en [WALACH,1984] extendiéndolo al caso de alqoritmos impares, para
de esta manera constrastar los resultados actuales con los obtenidos alli
por éstos. Este andlisis, aunque incompleto,ya que se realiza bajo

la

hipdtesis de un estado de convergencia avanzado (esto es, u(n)>>e(n)),

ofrece resultados satisfactorios en dicho entorno.
El andlisis esta dividido en dos fases:

- Andlisis de la convergencia del valor medio del vector diferencia

v(n), definido en (iii.l.7), de donde se derivan las constantes de tiempo

de cada coeficiente.
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- Determinacidén de las constantes de tiempo mediss de cada uno de los

algoritmos y evaluacidn de los desajustes medios obtenidos

III.4.1.- An3dlisis de la convergencia en media

Partiendo de las expresiones (iii.l.7) y (iii.1.9) se puede

escribir
para el vector diferencia v(n) 13 siquiente relacidn:
vintl) = v(n) - mkCetm+utn)) lem+utn) ¥ ) (iii.4.1.1)
donde haciendo distincidn entre los algoritmos pares e impares:
a) pars k par:
vin+l) = v(n) - ekCelr)+u(n))¥"1x(n) (1ii.4.1.2)

si se desarrolla la potencia en k-1 por el binomio de Newton y se considera

el error residual e€(n) despreciable frente 3l ruido de planta u(n), se

gbtiene aproximadamente:

k-1
vin+l) = vin) =pk(u () +(k=-1) e(n)uk=2(n))x(n) =

k-2 t -1
vin) - Bk(k-Du  (mx(mx~(ndv(n) - Bku  (n)x(n) =

k-2 t k-1 L.
({jpk(k-l)u (M x(n)x"(n)vin) - wku (n)x(n) (1i1.4.1.3)

siendo I la matriz diagonal unidad.

b) para k impar (excepto k=1):

k-1 .
vin+l) = v(n) - pksgnletn)+u(n))(e(n)+uln)) x(n) (1i1.4.1.4)

donde considerando nuevamente u(n)>>e(n) y de forma andloga 3l caso par se

obtiene:

k-2 ¢
(I - wk(k-D)sgntuln)iu (Mx(nx (n))vin) +

g(n+1)

+ pk(k=-1)sgn(uln)lu (n)x(n) (111.4.1.5)
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Las expresiones (iii.4.1.3) y (iii.4.1.5) se pueden escribir de forma

dnica como:

vin+l) = (I - fl(k,u)ﬁ(n)§t(n))g(n) - Ly (k,udx(n) (iii.4.1.6)

con
k-2

pk(k-1)u  (n) ;y k par (iii.4.1.73)

fl(k,u) =
k-2
Hk{k-1)sgn(u(n)lu (n) y k impar (1ii.4.1.7b)
k-1

pku (n) y k par (iii.4.1.83)
fo{k,u) =
2 k-1

phsgrnuin)lu (n) y k impar (iii.4.1.8b)

Tomando esperanzas matemdticas en (iii.4.1.6) y recordando las

hipdtesis H1,H3 y H4 se obtiene en general:

ELv(n+1)] = 8 E[v(m)] (1ii.4.1.9)
con
k-2
2 = I - uk(k-DECjutn)| IR (i1i.4.1.10)
y
R = ECx(n)x%(n)] (iii.4.1.1D)

kajo nuestras hipétesis, la matriz de autocorrelacibn R es diagonal,
con lo que 13 convergencia en media de cads componente vi(n)- es
independiente de las demids y la acotacidn particular de ¥ para garantizar

dicha convergencia idéntica a las del resto de las componentes,ya que el

autovalor i-ésimo de K coincide con la potencia del proceso oi yesto es:

u < 1/7kk-DEC ¥ 2 °§ (i1i.4.1.12)
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En la expresidn (iii.4.1.9) se observa que el valor medio del vector

v(in) sigue una expresién geométrica, con lo que es factible el ajustar una

exponencial de constante de tiempo conocida a cada componente. Debido a Hl

éstas serdn idénticas para +todas 1las componentes y valdran (véase

[WIDKOW,19763):
k-2

T = 1/pkG-DEC u] Joi (1ii.4.1.13)

donde se observa que para un valor arbitrario de k, el conjunto de

constantes de tiempo es proporcional a las de cualquier otro algoritmo con

k diferente y en particular a las del algoritmo LMS, con lo que se puede

utilizar este dltimo como pstrén de referencia de 1los diferentes

algoritmos. Es de resaltar también 1a dependencia (para k»>2) de los

momentos del rwuido de planta wu(n), con 1lo que en estos algoritmos la

presencia de ruidos de planta de caracteristicas estadisticas diferentes

hardn variar las prestaciones de velocidad de los mismos.

I11.4.2.-Desajustes medios finales

Con objeto de tener un criterio de comparacién v3lido relativo a 1la

velocidad de convergencia de cada uno de los algoritmos de 13 familia se

introduce el parametro Mmed’ el cual determinard el ndmero medio de

muestras para convergencia y estard relacionado con las constantes de

tiempo de los coeficientes calculadas anteriormente. [lebido 3 que todos

los coeficientes son adaptados de forma simultdnea , el ndmero medio de
muestras para convergencia se define como el promedio . arménico de

13s constantes de tiempo individuales, esto es:
N

med- (1/N) ijl /14 (111.4.2.1)

de donde, utilizando (1ii.4.1.12) se obtiene:

1/n
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k-2 2
Mped = 1/uk(k=D)EL Jul 3 o, (i11.4.2.2)

Iqudlmente a3 como se hace en [WALACH,19841 se define el desajuste
medio del algoritmo k-ésimo como 1la relacién:
H(k) = (pot. error residual)/(pot. error Wiener) (1i1.4.2.3)
o mas explicitamente segqgdn (iii.2.1.2) como:
M(k) = ECo2(w)1/ELu?] =2 ( 02/ 02 JELvE (w)] (iii.4.2.4)

expresién que mide el error residual del proceso en régimen permanente,

normalizado por 1la potencia del ruido de planta. Esta funcidén es

caracteristica de los procesos adaptativos de gradiente estocdtico, ya que

nide la degradacién final del mismo respecto del valor 6ptimo alcanzable.

Para relacionar este desajuste fimal con el tiempo nedio de

convergencia se procede de la siquiente forma: se traspone (iii.4.1.6), se

multiplica el resultado por la derechs miembro a miembro nuédvamente con

(i1i.4.1.6) y se toman esperanzas matemiticas utilizando las hipdtesis
H1,H3 y H4. Con ello se obtiene la siguiente expresidén recurrente para 1la

matriz de autocorrelacidn del vector diferencia v(n):

E[g(n+1)gt(n+l)3 = E[g(n)gt(n)l + E[fg(k,u)x(n)xt(n)l -
- E[fl(k,u)(§(n)§t(n)g(n)gt(n)+g(n)gt(n)g(n)gt(n))] +

+ ELE5 (kywx(mxt (v vt (mx(m)t (n)1 (111.4.2.5)

donde recordando la hipdtesis auxiliar de estado avanzado de convergencia

(v(n) pequefio) y observando que en el Gltimo término aparece f%(k,u) (o

de forma equivalente p2 ) ademis del producto gyt, se puede despreciar este

término frente al antependltimo. AdGn mis, en régimen permanente (con n=w)
y con la simplificacién anterior, (iii.4.2.9) se queda en:
0= -E[fl(k,u)(§§t3(w)3t(~)+g(~)!t(°)§§t)3 +

+ EL£a(k,u)xx )] (11i.4.2.6)
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de donde, expresando la esperanza como producto de esperanzas y despejando
se obtiene 1la matriz de autocorrelacién en régimen permanente del vector
!(n) :

E[g(a)vt(w)) = (E[fé(k,u))/ﬁ(fl(k,u)J 1 (iii.4.2.7)
y sustituyendo (iii.4.1.7) y (iii.4.1.8) se obtiene findlmente para

cualquier k arbitrario (k>1):

- k-2
Elv(=)vt(=)) = (ukE[uzk 2J/(k-l)E[IuI N1 (1i1.4.2.8)

En 13 ecuacién anterior se observa que 1as componentes estan
incorreladas (hecho ya conocido para el LMS [WIDROW,19751, CWIDKROW,19671) y
que la dnica diferencis formal con 1la expresién obtenida por Walach vy
Widrow en [WALACH,1984] es que en la esperanza del denominador aparece el

valor absoluto 3l considerar tambien los algoritmos de k impares.

Seqdn la expresion anterior,los valores de la diagonal principal son:

ElvXe)) = wkECu X237 (k-1 E0] u] %23 (iii.4.2.9)
con lo que sustituyéndola en (iii.4.2.4) se obtiene el valor del desajuste
medio final M(k) para cualquier k>1. Este resulta:

Hek) = (ukN o2 ELuZ*23/ (k-1 02 EL | ul*72) (iii.4.2.10)

5i se expresa en funcién del ndmero nedio de wmuestras n, .,y haciéndola

independiente del paso de adaptacidn p

NELu2K-2]
M(K) = —memmm—cm—e———————————m

(iii.4.2.11)
(k-1)2 02 E2[ |y |*23n
u m

ed

de lo que se deduce que cuando se desean convergencias rdpidas el desajuste

M(k) crece y al contrario con convergencias lentas.

81



Con objeto de comparar los desajustes finales entre 1los diferentes

algoritmos de l1a familia manteniendo fijo el ndmero de muestras medio para

la convergencia, se define una nueva funcién A(k) la cual utiliza como

patron de referencia el desajuste final del algoritmo LMS. Dicha funcién

se define como:

ACk) = M(2)/M(k)

(i1i.4.2.12)
k> 1
de donde, utilizando (iii.4.2.11) resulta:
Atk = (k-12 02 E2r |u] ¥ 21/E0u P2 (111.4.2.13)

En 1a Tabla 7T3.2 se recogen 1los valores correspondientes a los

algoritmos con k=2 a k=6 en funcidén de la distribucién estadistica del

ruido de planta presente (se supone 13 misma potencia de ruido). Para su

evaluacidn se han wtilizado las expresiones generales de los momentos

centrales calculados en el Apendice A.10.

(k)

Alk) 2 3 4 ] 6
I
et | 1w a0 o o
.

Tabla T3.2
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En esta Tabla se observa que para ruidos de planta con distribuciones

estadisticas concentradas (uniforme y binaria), a igualdad de velocidad de

convergencia media, los algoritmos con k>2 ofrecen desajustes finales mas

pequefios que el algoritmo LMS y al contrario con los ruidos de planta con

distribuciones estadisticas no concentradas (Gaussiana y Laplaciana). Este

efecto se agudiza cuanto mds concentrada o abierta sean las distribuciones

respectivamente. Por ejemplo, para un ruido Laplaciano los algoritmos de

orden bajo ofrecen el menor desajuste final, pero ocurre totalmente lo

contrario cuando el ruido es bimario. En la Tabla I3.3 se resumen las

me joras y degradaciones en dB ofrecidas por los anteriores algoritmos

dependiendo del ruido de planta presente.

(k)
101og9(A(k))

(dR) 2 3 4 9 6
GAUSSIANA 0 -.71 -2.22 -4.09 -6.20
LAPLACIANA 0 -4,81 -10.0 -15.4 -22.2
UNIEORME 0 2.22 3.67 4.77 9.69
BINARIA 0 6.02 9.54 12.04 13.98
___________ b e

Tabla T3.3

En el Apartado III.6 de conclusiones de este Capitulo se ofrecen las

curvas teéricas y las simulaciones derivadas del andlisis anterior, las
cuales permiten comprobar la veracidad de los resultados de la Tabla 1I3.3

cuando se fija el ndmero medio de muestras para la convergencia.
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IIT.5.- OFTIMIZACION DETERMINISTA DEL PASO DE ADAPTACION

El paso de adaptacién M, tal y como ha sido estudiado en los Apartados

anteriores, es el miximo responsable de la convergencia del algoritmo, ya

que ha de estar convenientemente acotado. &in embargo, aunque la eleccidn

del paso a utilizar en cada proceso puede depender de un desajuste final o
una velocidad de convergencia deseados, es también posible calcular en cada
iteracién el paso de adaptacion dptimo que maximice 13 reduccién de la
varianza del error residual restante, incrementando asi 1a velocidad de
convergencia media. El hecho de ser determinista estd ligado a que su ley
de variacién es conocida, dependiendo esta de la varianza cf(n) (no es wuna

v.a.) a través de Sl(n) y Sz(n).

Para calcular este paso de adaptacién dptimo se ha de derivar e
igualar a cero el polinomio de convergencia P{(u,n) , esto es:

dP(H,ﬁ)/dMI = -Sl(n)+2uo(n)82(n) =0 (11i.5.1)
p:}lo(n)

de donde

Roln) = Sl(n)/zsz(n) = Cg(n)/2 (iii.95.2)

Se observa que la convergencia local (y por tanto 1la absoluta) esta

garantizada, ya que Cy(n), segdn (iii.3.1.6) era 13 cota local superior de

u necesaria para la convergencia del algqoritmo Lk.

Sustituyendo este valor é6ptimo de M en 1la expresién de P(u,n) se
obtiene la 6ptima reduccidn local posible del error residual final:

Po(p,n) = P(p,n)l =1 - Si(n)/482(n) (111.5.3)
u=u0(n)

donde, de acuerdo con (1ii.3.1.4) Po(p,n)<1 si N>=2, con lo que se

garantiza la convergencia en varianza tal como se dijo anteriormente.
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Debido a que §1(n) tiende a cero cuando lo hace el error residual e (n),

Po(u,n) tiende asintoticamente a 13 unidad.

El valor instantidneo de u ha de ser calculado en cada iteraciébn

utilizando 1las expresiones oportunas de Sl(s(n)) y Sz(s(n)). Con ello se

obtiene un3a secuencia de p(n) variables que permiten wuna mayor reduccidn

local del error mejorando la velocidad de convergencia.

A continuacidén, se presentara una discusion comparativa de

prestaciones, considerando la y3 usual separacidn del estudio en los casos

de planta no ruidosa y planta ruidosa.

IIT.5.1.- Ausencia de ruido de planta

De las expresiones (iii.2.2,95) y (iii.2.2.6) se deduce ficilmente para

el caso sin ruido:

1-2/%N H A (iii.5.1.12)

PoCuym) =4 1=(C(k=1)11)Z/N(2k-3) ! ! ik par (iii.5.1.1b)

1-2K((k=-1)/2) 12/mN(2k-3) 1 1 sk impar (11i.9.1.1¢)

Es conveniente resaltar que las expresiones anteriores sdlo dependen

de 13 1longitud de planta N y del orden del algoritmo, manteniéndose

constantes con la iteracidén n. Esto permite que se alcance un valor de

error residual final nulo sin que aparezca un efecto de curvatura o

saturacidn en la convergencia de 13 varianza del error. La labla 13.4

resume la reduccidén de varianza del error en dbB por cada 100 iteraciones

para los primeros G algoritmos de la familia y 3 longitudes de planta

distintas.
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Po(u,n) (k)

dk 1 2 3 4 5 6

e - - — o= o > = - — o~ -

(N) 20 14,1 22.3 18.6 13.2 8.33 2.24

- - - - - — - — - - — ——————

Tabla T3.4

Nétese que el algoritmo optimizado L2 presenta el mejor comportamiento
y que el incrementar el orden del algoritmo k hace disminuir la velocidad

de convergencia, aunque este efecto va desspareciendo paulatinamente

conforme 13 longitud de planta del filtro aumenta.

Es conveniente en este punto resaltar la expresién particular del paso

de adaptacién éptimo. De acuerdo con (iii.9.2) resulta ser:

notn) = EGI/N 62 o (n) (i1i.5.1.2)
X €
donde F(k) es una funcién del orden k. Este paso -6ptimo depende de la

iteracidn n, excepto cuando k=2 que es constante, lo cual es una ventaja

adicional de este algoritmo ya que no es necesario un cdlculo local del u a

utilizar. Cuando k=1, el paso decrece con n de 13 misma manera que lo hace
ae(n) y con k>2 creceria indefinidamente hasta infipito si desea mantener

el cardcter dptimo hasta alcanzar un error residual final nulo.

De 3cuerdo con lo anterior, se puede concluir nuevamente gque el

algoritmo L2 optimizado es la mejor eleccién que se puede hacer si hay

ausencia de ruido de planta en el sistema 3 identificar, ya que ofrece 1la

86



mayor velocidad de convergencia del error cuadrdtico medio para un paso de

adaptacién dptimo constante.

I1I.5.2.- Presencia de ruido de planta

Con objeto de evitar la tediosa labor de reescribir las

correspondientes expresiones de los pasos Optimos en funcidn de S5q(n) vy

S,(2) (segdn se dan en las Yablas 14.1) se ha optado por presentar 1las

curvas correspondientes de la reduccién dptima del error residual Po(u,n)

en dB para cada uno de los ruidos de planta bajo estudio con los 4 primeros

algoritmos de la familia.

En dichas curvas se explora la banda de s=0¢/g, desde los 20 dB a -30

dE asumiendo wuna longitdd de planta de N=20. El resumen de figuras es el

sigquiente:

- Figqura F3.5! ruido Gaussiano. L1 a3 L4

- Figura E3.6: ruido Laplaciano. L1 a L4

- Fiqura F3.7: ruido Uniforme. L1 a L4

- Fiqura F3.8: ruido Binario. L1 a L4

- Figura F3.9: algoritmo L1. YTodos los ruidos
- Figura F3.107 algoritmo L2. Yodos los ruidos
- Fiqura F3.11: a3algoritmo L3. Todos los ruidos

- F3.12: a3lgoritmo L4, Todos los ruidos
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Figura F3.5

Figura F3.6
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Figura F3.11
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En las primera 4 curvas se puede observar que para valores 3altos de s

(comparable a3 13 ausencia de ruido de planta) el algoritmo L2 ofrece
mejores prestaciones que el resto, tal como se dedujo a3nteriormente, sin
embargo cuando s decrece existen diferentes comportamientos en funcidn del

ruido de planta involucrado:
4% Con ruido Gaussiano, el L2 es el mejor de todos.

4 Con ruido Laplaciano, el L1 tiende a comportarse mejor que el resto

cuando s decrece (por debajo de s = -7 dB).

% Con ruido uniforme y binario los algoritmoé de orden alto tienden a

comportarse mejor cuando el ruido de planta empieza a ser relevante con

respecto al error residual. En ambos casos el L4 tiende a ser el mejor

de todos, sequido por el resto en orden descendente.

Las 4 curvas siguientes revelan el comportamiento de cada uno de los
algoritmos individualmente con respecto a los ruidos bajo estudio. Se
observa en 13 Fiqura F3.10 13 no dependencia del algoritmo L2 con el
caracter del ruido. A la vista del resto de las fiquras y como comentario
gerieral se puede afirmar que los algoritmos de drdenes bajos son mis

adecuados para ruidos de planta de colas largas y los de orden elevado para

los de colss cortas.

Estos resultados son coherentes con los del Apartado anterior vy

permiten a cualquier diseffador de sistemas adaptativos el elegir en cada

caso el algoritmo apropiado.
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ITI1.6.~ SIMULACION DE LOS ALGORITMOS

Ern este Apartado se verifican, por medioc de simulacidn, las

conclusiones tedricas establecidas en los Apartados anteriores.

Se realizan cuatro grupos de simulaciones diferentes con los cuatro

primeros algoritmos de 13 familia Lk con objeto de:

a) Examinar la evolucién del error cuadridtico medio con ausencia dJde

ruido planta.

b) Examinar la evolucidn del error cuadrdtico medio con presencia de

ruido de planta y mismo desajuste final para los 4 algoritmos.

¢) Examinar 13 evolucién del error cuadritico medio con presencia de

ruido de planta y un paso de adaptacidn optimizado.

d) Examinar el desajuste final con idéntica velocidad de convergencia.
Los elementos comunes a los cuatro gqrupos de simulaciones son:

~ Potencia media del ruido de planta OS =1

- Longitud de l3 planta N=10

Vector de coeficientes para 1a planta
ep(i) = (-DE-T-05¢i-10) (iii.6.1)

(1 <=1 <= 10)

Condicidn inicial para los coeficientes del filtro adaptativo
_ . . . "
Ci(O) = Cp(l) (l+pr(i)) (111.6.2)

con r(i) un3a v.a. wuniforme en [-.5,.5]
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II1.6.1.- Convergencia con ausencia de ruido de planta

Para el primer grupo se usa una secuencia de excitacidén Gaussiana,
blanca de media nula y potencia unidad. Inicialmente se han evaluado las

correspondientes cotas para u sequn las expresiones (iii.3.2.2a,b,c) donde

se ha utilizado 62(0) como estima de q?(O).

Las cotas resultantes son:
u1< 046 ,u2< 1, ug< L 047 y Hg< 2031

pero una simulacién mas exaustiva ofrece las siquientes cotas practicas

para convergencia:

Hp € 2095 ) ug< L042 , py< 034
(no se referencia la cota para el algoritmo L1 ya que nunca diverge). Se
observa‘ que los dos conjuntos de valores anteriores son lo suficiente

parecidos como para validar el analisis e hipdtesis utilizadas.

Las Figquras F3.133 a F3.13d muestran las curvas de convergencia

tedrica  para la wvarianza de error residual y un promedic de 10

realizaciones para ez(n) del ejemplo considerado. Se han wutilizado las

siguientes pasos de adaptacién:
My = <005 yH, = 01 , ug= .02 ,n = .02
se han generado 400 muestras y las curvas presentadas se han suavizado con

uria ventana mdvil uniforme de 10 muestras.
En estas figquras se puede observar:

a) El comportamiento log-lineal del algoritmo L2 con una u constante.

b) La varianza del error residual alcanza un valor estable no .nuloc en

el algoritmo Ll.
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c) El efecto de saturacidn en los algoritmos L3 y L4 debido a3 la

separacidn progresiva del p usado con el 6ptimo correspondiente,
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I11.6.2.- Convergencia con ruido de planta

Se usa unz excitacidn Gaussiana blanca de media nula y potenc130$=20.
Se desea igqualmente un dessjuste final constante igual a -25 dB para todos
los ensayos con objeto de poder comparar las curvas de convergencia de los
diferentes algoritmos con los 4 ruidos de planta estudiados. Para ello se
ha calculado el paso de adaptacidn como p=C(s(=)) con 52(°)=-25dB. En los
casos con k=3,4 se cumple ademids C(s(=))<C(s(0)), condicibn necesaria para
evitar la divergencia. Todas las curvas simuladas provienen de promediar 4

realizaciones de 10000 muestras cada wuna y han sido suavizadas con una

ventana mévil uniforme de 40 muestras. Las curvas simuladas se superponen

3 las tedricas correspondientes con objeto de verificar la validez del
anslisis tedrico. &e presentan ademds con cada conjunto de simulaciones,
las velocidades teéricas de convergencia como ayuda en la discusidn del

comportamiento de las simulaciones.
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La Figura F3.14 presenta las wvelocidades tedricas de convergencia,
medida como -10 log P(u,n), para los 4 primeros algoritmos y ruido de
planta Gaussiano. Las Figquras F3.15%a a F3.15d muestran 13s convergencias
tedricas y simuladas con dicho ruido de planta, donde los valores para los
pasos de adaptacién, calculados sequn el Apartado 111.3, para conseguir un

desajuste final de -25 dB son:
-5 -5 -5 -6
u1=2.5x10 u2=1.6x10 Hg=39.6x10  Hg=1.6x10
En este conjunto de figquras, asl como en las restantes, se destaca 1la
mayor velocidad de convergencia para k>»2 en los momentos iniciales de

adaptacidn (errores grandes) asi como una saturacién progresiva de dicha

convergencia conforme el error residual decrece.

'00? 1 1 1 i 1 1 1 1 1
48 _| - 104 Pip.1)
4Lz
-ﬂ e
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Y.
- 4 -
— 1] 1 1 3} ] -
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Figura F3.14
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La Yiqura F3.16 presenta las velocidades tedricas de convergencia para
ruido de planta Laplaciano y las Yigquras F3.17a a F3.17d 1as convergencias
tedricas y simuladas para dicho ruido. En este caso se observa claramente
l1a inflexidén que sufre la convergencia del algqoritmo L1 (correspondiente al
miximo de velocidad que este algoritmo presenta en algun punto 1intermedio
de su convergencia y que F3.16 resalta). Los pasos de adaptacién

utilizados son:

- -5 -6 -7
My =4.2x10 7 My =1.6x1070 Ha=2.5x10 Mg =2.6x10

‘008 1 ] ] 1 1 1 1 ] 1
ds _ - /o{, P//x,n) 5
-1 e

LAPLacE

Figura F3.16
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La Figqura F3.18 presenta las velocidades tedéricas de convergencila para
ruido de planta Uniforme y l3s Figuras F3.19a a F3.19d las convergencias

teéricas y simuladas para dicho ruido. Los pasos de adaptacién utilizados

son:
-5 -5 -5 -6

Hg =l.6%10 Mo =1.6%10 M3 =1.0x10 Mg4=4.3x10
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Figura F3.18
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La Figqura F3.20 presenta las velocidades tedricas de convergencia para

ruido de
tedricas y
algoritmo
converger

adaptacidn

.09

planta Binario vy las figuras F3.213 a F3.21c las convergencias
simuyladas para dicho ruilda. En este caso no se considera el
L1, ya que las 10000 muestras no son suficientes para hacer
el error residual wuna cantidad apreciable. Los pasos de

utilizados son:

-5 -5 -5
Ho=1.6%10 M3 =2.1x10 ¥4=2.3x10

] 1 I i 1 ! 1 1 1

d8

— 0Ly Plut)
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Figura F3.20
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Los resultados recogidos en 13s 4gridficas anteriores, suscitan los
siguientes comentarios generales:

a) Las curvas simuladas se ajustan bastante bien a las calculadas

tedricamente.

b) Se observa una mayor velocidad de convergencia cuando el orden del

algoritmo es alto/bajo y la distribucién estadistica del ruido aditivo de

planta posee colas cortas/largas.
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I11.6.3.- Convergencia 6ptima con ruido de planta

Se usa igualmente excitacién Gaussiana blanca de media nula y potencia

2 . .
9.=20. En este caso se examina 1la convergencia de los 4 primeros

algoritmos con wun paso de adaptacién déptimo variable, evaluado como
po(n)=81(s(n))/252(s(n)) e inicializado 3 partir de una primera estima de
52(0) (32(0)=52(0)) obtenida con 1a ayuda de (iii.b.2). Todas 1las curvas
simuladas provienen de promediar 4 realizaciones de 2000 muestras cada una
y han sido suavizadas con un3a ventana wmévil uniforme de 10 muestras.

Obsérvese que a3l 1igual que en las simulaciones anteriores las curvas

tedricas son segquidas por las simuladas, gqarantizando asi la fiabilidad del

analisis.
Las figquras de este gqrupo de simulaciones se resumen:
- Figuras F3.223 a F3.22d: Kuido Gaussiano
- Figquras F3.233 a ¥3.23d: Ruido Laplaciano
- Figquras F3.243 a F3.24d: Ruido Uniforme

- Figquras F3.,25a3 3 F3.2b5d: Ruido Binario
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[11.6.4.~ ldéntica velocidad y diferente desajuste final

, . . . . . 2
Se usa una excitacidn Gaussiana blanca de media nula y potencia 9, =3.

Como base de comparacién se utiliza el mismo ndmero medio de muestras para

convergencia nmed=1600 muestras y se elige wun desajuste final para el

algoritmo L2 de -25 dB. Se promedian 10 realizaciones de 10000 muestras

con un suavizado de 200 con objeto de poder wedir grificamente los

diferentes desajustes finales. No se presentan las curvas tedricas ya que

en las simulaciones previas se ha observado su clara coincidencia con las

simuladas. Y sélo se simulan las plantas de ruido Binario y Laplaciano, ya

que para las otras dos (Uniforme y Gaussiano) 1las diferencias de sus

desajustes finales no son excesivas y por tanto dificilmente observables en
las gréficas. Contrdstense estos resultados con los de la YTabla 13.3.

Las Figuras de este grupo se resumen:
- Figura 3.26 ¢ Ruido Laplaciano

- Fiqura 3.27 ! Ruido Binario

Antes de concluir con 1los Apartados relativos a3 simulacidn es

conveniente resaltar que se han simulado otros casos con excitacidn no

Gaussiana, obteniéndose resultados muy similares en comportamiento medio a

los teéricos obtenidos. Este hecho implica que el andlisis segquido es

suficientemente aceptable incluso para predecir funcionamientos medios de

los algoritmos bajo otras hipdtesis de partida.
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III.7.- CONCLUSIONES

Se ha estudiado una familia de algoritmos adaptativos que wusan el

gradiente instantineo del momento absoluto k-ésimo del error total

(residual mds ruido de planta) para actualizar los coeficientes de wun

filtro transversal en una aplicacién de identificacidn de planta.

Las hipédtesis supuestas (Hl a HY) y el anilisis de la evolucidn de 1la

convergencia de 1la varianza del error residual son validadas por los

resultados de simulacidnes, y3 que las curvas simuladas siguen de forma

bastante ajustada a las tedricas.

A continuacién se resumen las conclusiones mé&s significativas en

funcidn de los resultados obtenidos.

Si k>=%, la condicidn necesaria para la convergencia a cero de la

varianza es el uso de un3 cota superior parap, la cual depende de la

varianza inicial del error residual, excepto para k=2 que es constante.

Si k=1, 1la varianza del error nunca diverge y su valor final depende

del wvalor elegido para py . Si se permite el uso de un u decreciente

hacia cero se consequiria una varianza final nula.

Un pu constante origina una velocidad de convergencia constante para k=2

y variable (llega a saturarse) para k#¥2. La convergencia asintotica

del L2 es la mas rdpida de todos.
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El valor dptimo de p es constante para k=Z, una secuencia creciente no

acotada para k»2 y decreciente para k=l. En este caso todos los

algoritmos convergen a cero con un3 velocidad constante, siendo el

algoritmo optimizado L2 es el mas rdpido de todos.
Como conclusién final, se recomienda la eleccion del algoritmo L2 en

caso de ausencia de ruido de planta debido a que ofrece una

convergencia constante y un p dptimo constante.

Con un u constante, debidamente acotado, 13 varianza del error residual

para todos 1los algoritmos converge hacia un valor no nulo, el cual

depende del paso y elegido.

Cuando k>2, se ha de considerar ademas la varianza inicial del error

con objeto de evitar posibles divergencias, ya que en estos casos la

elegida para consegquir una varianza final deseada ha de satisfacer wuna

condicidn adicional dependiente de la varianza inicial del error. Como

quia préctica, para un p seleccionado, el riesgo de divergencia aumenta

si la varianza inicial aumenta.

La velocidad de convergencia estad relacionada con la distribuci6n

estadistica del ruido de planta considerado excepto para el caso con

k=2. Esta, ademis, varia en funcién de 1la razdén locsl potencia

error/potencia ruido. Para distribuciones con colas cortas/largas, los

esquemas de mayor/menor orden se comportan mejor respectivamente. No

obstante, si el ruido de planta es Gaussiano, el alqoritmo L2 es el de

me jores prestaciones.
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Como corolario del anterior, a igqualdad de velocidad de convergencia,

los algoritmos de mayor orden permiten un desajuste final mis pequefio

para ruidos de planta de cola corta y al contrario con 1los de cola

larga.

-~ Con y constante, 1a convergencia en varianza: tiene  cardcter

log-lineal con errores grandes y medios para k=2, alcanza un miximo de

convergencia para errores medios para k=]l y es mdxima en los 1instantes

iniciales de adaptacidn (errores grandes) saturdndose conforme el error

decrece.

- El uso de un yu optimizado de forma determinista hace crecer 1la

velocidad de convergencia para cualquier algoritmo manteniendo el

comportamiento relativo ante colas largas/cortas citado anteriormente

cuando el ruido de planta es relevante. En este caso, la convergencia

de 1a varianza tiende asintdéticamente a cero.

El costoso cdleculo de un y optimizado puede ser reducido considerando

la posibilidad de aproximar la curva teérica del p dptimo par tramos

sequn el indice temporal n y un conocimiento estimado de 1la evolucibn

del error cuadrdtico. Yales aproximaciones ofrecen mejores resultados

que el considerar p constantes.

Permanecen abiertas lineas de trabajo tales como el introducir un

optimizado estocdstico, el utilizar uno u otro algoritmo en funcidn de las

velocidades y desajustes locales o la posibilidad de wutilizar funciones

generales de costo (compuestas) en funcién de wunos requisitos de

optimizacidén o robustez.
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IV.1. INTRODUCCION DEL ALGORITMO

En este Capitulo se presenta,analiza y simula la wisma familia de

algoritmos tratada en el Capitulo anterior en el dominic (complejo) de 13

frecuencia. Se pretende establecer una formulacidn similar con objeto de

predecir el comportamiento cuadrdtico medio de cualquier miembro de la

familia [PAEZ-BORRALLO,19871].

Revisando la literatura de los algoritmos adaptativos definidos en

este dominio, la primera versidn del algoritmo LMS para sefiales complejas

es, igualmente que en dominio temporal, debida a Widrow CWIDhkoW,1975a3.

Dicha forwmulacién es de gran aplicacién en el dominio complejo de la

frecuencia, ya que puede ser obtenida como resultado de aplicar tal

algoritmo a cualquier componente arbitraria de las LEY1‘s de las seffales

involucradas en un proceso de filtrado. Considerando ademds, que 13 UFT
proporciona una serie de componentes aproximadamente ortogonales o

incorreladas, los algoritmos correspondientes tienden a

implementar
procesos de adaptacién independientes entre si [ALVAREZ,19851]. Sin
embarqo, este algqoritmo implica implicitamente el uso de 1la convolucibn

circular entre la entrada al filtro y su respuesta impulsiva, mientras que

la implementacién temporal usa una convolucién lineal. Este hecho supone

que los resultados de ambas implementaciones no sean equivalentes y

convergan hacia soluciones diferentes, pero sus prestaciones tanto de

convergencia como de régimen permanente estan fuertemente relacionados

entre si [KEED,19811. Adn con mis detalle en el andlisis, en

[{BERSHAD,1979) y [BERSHAD,1982] se estudia la convergencia de la matriz de

autocorrelacidn de la DFY de los coeficientes de un filtro obteniendo

resultados muy similares a los correspondientes en el dominio del tiempo.
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En esta lesis, el analisis en frecuencia esta motivado

fundamentalmente por dos razones: la separabilidad de la seflal en

componentes cuasi-ortogonales acompafiado de 1la reduccidn en carga

computacional que experimenta la implementacidén del cldsico LMY debido al

procesado en bloque de 1a DET, [DENTINO,1978],LFERKARA,1980]1 y completar el

estudio iniciado en el Capltulo anterior analizando el algoritmo

generalizado Lk en el dominio de la frecuencia con la presencia de un ruido

de planta.

La configuracidn conceptual del filtro en el dominio de la frecuencia

que se presenta en 1la Figqura F4.,1 es deducible de la del dominio del

tiempo. La seffal de entrada x(n) y el ruido de planta u(n) son acumulados

hasta forasr bloques de longitud N puntos. Entonces se procesan mediante

una FET de N puntos y, suponiendo x(n),u(n) y 13 respuesta impulsiva del

filtro reales, la mitad de los puntos complejos correspondientes a la FFT

de la entrada son ponderados por cada uno de los coeficientes complejos del

filtro a identificar. Ambos pares de niYmeros complejos se restan entre si

y se suman al correspondiente transformado del ruido de planta y el

conjunto total final alimenta 3 wun procesador de EFT inversas, el cual

produce la salida corregida del sistema correspondiente al bloque de puntos

1-ésimo con un retardo de N puntos.

u{n) FFT
H(m) U(m,1)
_%__(\ B(m, 1)
X(m,1) ‘E:-
x(n)—u FFT > -t FFT-l “’b(n)
H(m,1) ALGDR.
ADAPT.

Figura F4.1
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En 13 practica sdlo se tiene acceso 3 las salidas y entradas de 1la

planta. Esto supone que 1la

implementacidn efectiva difiera de 1la

conceptual presentada anteriormente, en concreto esta seria tal como se

presenta en la figqura F4.2.

- 9
i u(n) |
| |
| A\ |
PLANTA
x(n) : ey
! I
e e e e !
N-FFT N-FFT
\ ' \ |
B R
~(De
X(m.1) Hm.1) Y X(m.1)H(m)+U(m,1)
ALG.
ADAP.
| ) '
N—FFT'l
b(n)
Figura F4.2
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Se observa que cada coeficiente complejo es adaptado con independencia
de los demds una vez cada N muestras, constituyendo el conjunto completo un

banco de N/2+1 procesos adaptativos. Esto significa que el ndmero de

adaptaciones individuales requerido para obtener una salida se reduce con

respecto al algoritmo temporal en un factor de N. Debido a esto, el wvalar

del paso de adaptacidén debe de ser incrementado por un factor de N con

objeto de mantener el mismo orden de magnitud en el error residual. Este

mayor valor del paso debido a una cadencia menos frecuente de adaptacién

permite una reduccién en los requisitos de resolucién de los coeficientes

complejos espectrales [DENTINDO,19781, y por tanto del ndmero de bits para

su representacidén, punto importante en el caso de implementacién en

aritmética de coma fija.

En este Capitulo se sique un formato parecido 3l anterior, ya que se

estudia el comportamiento de 1a convergencia del error cuadrdtico medio en

todo su wmargen dindmico de variacién, asi como sus comportamientos

asintéticos, estableciendo las condiciones necesarias para la convergencia

de los algoritmos de gradiente estocdstico derivados de la minimizacién de

la potencia k del wvalor absoluto del error total. En este estudio, no

obstante, se analiza tan sdlo ruido de planta de tipo Gaussiano, ya que el

efecto de convolucidn sobre los datos de la FY¥T hace que distribuciones

originales,distintas a 13 Gaussiana en el dominio del tiempo, se comporten

aproximadamente como tal en el dominio complejo de la frecuencia si los

blogque son largos. De otra parte, todos aquellos andlisis y demostraciones

similares a los del Capitulo anterior serdn solamente nombrados vy

referenciados con objeto de evitar una duplicidad en el desarrollo. Seqdn

esto, no se aborda el estudio relacionado con el paso de adaptacién dptimo

ya que su discusién es formalmente idéntica a la del Capitulo anterior.
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Seqdn la Fiqura F4.1 , para la raya espectral m (0<=m{(=N/Z) se

denominan:

X(m,1) 13 transformada de la seflal de entrada en el bloque de datos

l-ésimo.

U(m,1) 13 transformada del ruido de planta en el bloque l-ésimo.

H(m) y H(m,1) l3s transformadas de los coeficientes de 1la planta vy

filtro adsptado en el bloque l-ésimo

E{m,1) el error residual transtformado complejo en el bloque l-ésimo.

El 3lgoritmo generalizade Lk trata de minimizar para cada raya
espectral m y bloque 1 el siquiente estadistico abjetivo:
k
t(H(m)) = EC/E(m, )+UCm, D] 3 (iv.1l.1)
usando el gradiente del estimador instantdneo, esto es:
A k k .
V EC|E(m, D)+UCm, D] 1 = !,(lE(m,1)+U(m,1)| ) (iv.1.2)

donde el error residual se define:

E(m,1) = (H(o)-H(m,1)X(m,1) (iv.1.3)

Llamando por comodidad en la notacién:

B(m,1) = E(m,1)+U(m, 1) (iv.1.4)

al error total en frecuencia y

Apr(.) = Re (A(.)) (iv.1.53)
A0 = Im (AC)) (iv.1.5b)
a las partes real e imaginaria del nodmero complejo A(.), el gradiente
estocdstico queda como:
K 2 . k/2 4dr.1 dl.] .
V1B, I"= BB, (m, 1)+ Bi(m,1)) = --mms + jemmm-- (iv.1.6)

dHr(m) dHi(m)
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donde las

df.]

dHr(')

dHi(m)

(el simbolo

expresiones

y por tanto

seras:

H(m,141) = H(m,1) + kpglBm, |  B(w, DX (m,1)

en general complejo salvo para la raya espectral »=0 y donde B, es el

parciales de las partes real e imaginaria son respectivamente:

k-2
-k B, D] (B (w, DX (m, 1)+E; (m, DX (0, 1)) =

k-2
-k |B(m, 1)} Re(B(m, )X " (m,1)) (iv.l.72)
k-2
k|B(m,1)]  (Bp(m,1)Xj(m,1)-Bj(8,1)Xn(m,1))
k-2 .
-k |E(m,1)] Im(B(w,1)X (m,1)) (iv.1.7b)

% denota conjugacién compleja); por lo que agrupando ambas

seqdn (iv.1.6)

k k-2 .
viB,DI = -klB¢m, D] B, )X (n,1) (iv.1.8)

el algoritmo de adaptacién para la raya m y el bloque 1l-ésimo

k-2
(iv.1.9)

paso

de adaptacidn para la raya espectral a.

En 13 expresidon anterior se observa 1la similitud

definido en

coincide con

con el algoritmo

el dominio del tiempo. Para k=2, el algoritmo anterior

el propuesto por Widrow en LWILDKOW,19753] como versidn

compleja del LMS.
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IV.2.- ANALISIS DEL ERROK RESIDUAL CUADRATICO MEDIO

Previamente al andlisis estadistico del algoritmo, y con objeto de

facilitar su formulacién, se establecen las hipdétesis de trabajo para los

procesos involucrados en el sistema. Estas son:

- H1) x(n) y ul(n) son procesos conjuntamente estacionarios.

- H2) x(n) y u(n) son procesos Gaussianos, blancos de medias nulas vy

: 2 :
varianzas oy y o respectivamente.

= H3) x(n) y u{n) son independientes entre si.

- H4) El error residual en frecuencia E(m,l) es Gaussiano circular

complejo de medias nulas.

- HS) Independencia conjunta de las partes reales e imaginarias de

H(m,1),E(m,1),X(n,1) y Ulm,1).

Al igqual que en el Capitulo anterior, la hipétesis HO es falsa, pero

se acepta bajo el supuesto de un estado avanzado de convergencia y un paso

de adaptacién pequefio. Esto supone que E(m,1) esté pricticamente

incorrelada con X(m,l) y este gqrado de incorrelacién se acepta como

independencia.

Como consecuencia de la hipotesis H2, y segdn el Apéndice A.ll, las

V.3. X(m,1) y U(m,1) resultan ser Gaussianas circulares complejas para

a¥0, es decir:

ECX(m,1)] = 0

(iv.2.13)
2
VarfX.(m,1)1 = VarCX;(m,1)3 = NO_ /2 (iv.2.1b)
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y equivalentemente para U(m,l). Y para m=0 son v. 3. Gaussianas blancas

de media nula y varianzas Naiy Noﬁrespectivamente.

IV.2.1.- Expresidn recurrente generalizada para la varianza

del error residual

Definiendo la diferencia de cada raya espectral del filtro

con  su
versidn adaptada camo:
Vim,1) = H(m) - H(m,1) (iv.2.1.1)
se. obtiene sequn (iv.1.9) para cada componente espectral m la siguiente
recurrencia:
k-2 »
Vim,141) = V(m,1) - k umlB(m,l)' B(m,1)X (m,1) (iv.2.1.2)

si se conjuga la expresidén 3nterior y se multiplica miembro 3 miembro por

la expresién sin conjugar, se obtiene:

2 2 k-2 *
[V(m,1+1) |7 = [V(m,1)|"- 2k Hu|B(m,1)]  Ke(B(m,1)E (m,1)) +

2k-2 >
s k2 uilBm, ) X, (iv.2.1.3)

utilizando aquil la hipdtesis HD y observando que H(m,l) depende de los

bloques anteriores 1-1,1-2,...,5e puede escribir:
2 2 2
ECIEGn, 1)1 = EClvin, )] 2ECIX(R, 1] 2 (iv.2.1.4)

pero sequn el Apendice A.1ll:

2 2
ECIXm, D] 3 = Noj, (iv.2.1.5)

y debido a la hipbébtesis H4, la varianza de E(m,1) coincidird con

su valor
cuadrdtico medio, esto es:
2
o;(m,l) = VarlE.(m,1)I+VarlE; (m,1)] = EC|E(m, )] 3 (iv.2.1.6)
por tanto, tomando esperanzas en (iv.2.1.3) y multiplicando ambos miembros

2 . . .
por No, se obtiene como expresién recurrente para la varianza del error

residual en frecuencia:

o2, 1+1) = o 2tm, 1) (1-u_ Sy(m, 1)+13 Sp(m, 1)) (iv.2.1.7)
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expresidn similar a 1a obtenida en el dominio del tiempo estando en el

caso
sctual S;(m,1) y Sy(m,1) definidas como:
k-2 - 2, 2 .
81(m,1)= 2kEC|B(m,1)] Re(B(m,D)E (m,l))]No*/oE(m,l) (iv.2.1.8)
2k-2 4
Sym,1) = k2%ClB(m, D] INo, /o§<m,1) (iv.2.1.9)
Iqual que en el Capitulo anterior, se define:!
P(m,1) = 1 - uyS3(m,1) +u2 Splm,1) (1v.2.1.10)
polinomio cuadrdtico en up sobre el que se puede estudiar 1a convergencia

en varianza del algoritmo complejo.

Con objeto de simplificar el sequimiento de las expresiones de S;(m,1)
y So(m,1) se divide el andlisis en dos: los casos de ausencia y presencia

de ruido de planta.

iv.2.2.- Caso 1: Planta sin ruido

En este caso u(n)=0 y por consiquiente lo sera su DFT U(m,l). Con

esta simplificacién, las expresiones (iv.2.1.8) y (iv.2.1.9) resultan:

k 2

Sy (m,1) = 2KEL |E(m,1)] JNoﬁ?oE(m,l) (iv.2.2.1)
2 2. 24 2 .

So(m,1) = k°ELIE(m, D %220 0p (n, 1) (v.2.2.2)

si se observa que, para m#0

1
lECa, D = (Eq(m,1)+E; (n,10)% (iv.2.2.3)

es un3 v.a. Rayleigh, y para m=0

E{m,1) = Eni(m,1) (iv.2.2.4)

es una v.3. Gaussiana, seqdn el Apéndice A.ll se obtiene:
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Tgim,1) y k par (iv.2.2.53)
Sl( B, 1) =
J'/Z Ia(myl) 3 k impar (iv.2.2.5b)
con
2 k-2 k/2
T (m,1) = 2kN k!loyo0p (m,1)/2 (iv.2.2.6)
2 _ k-1
So(m,1) = (kNox)z(Zk-Z)!!ogk ?m,l)/Z (iv.2.2.7)
8=
Tb(n,l) s k par (iv.2.2.83)
§1(my1) =
va/® Tpim,1) 5 k impar (iv.2.2.8b)
con
2 k-2
Tp(m,1) = 2kN (k-1)11g op (m,1) (iv.2.2.9)
22 2k-4 . .
So(m,1) = (kNox) (2k-3)1lop (m,1) (iv.2.2.10)

Estas expresiones son también vilidas en el caso en que exista ruido

de plants y su DFT U(m,1l) sea despreciable frente al error residual E(m,l)

en la raya espectral m.

iv.2.3.- Caso 2: Planta ruidosa

En este caso las expresiones Sj(m,1) y So(m,1) no admiten reduccion
posible y son directamente las expresadas en (iv.2.1.8) y (iv.2.1.9). Se
ha supuesto un ruido de planta Gaussiano independiente, y segqdn el Apéndice
A.11, esto supone un ruido en frecuencia Gaussiano circular complejo. Esta
limitacién, no restringe l1a validez del an$lisis, ya que ruidos en el

dominio  temporal diferentes al Gaussiano se comportarian de forma
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aproximadamente Gaussiana en 1a frecuencia si 13 longitud de 1la DET

utilizada fuera suficidntemente altas.

En este caso el anilisis de las esperanzas matemdticas se realiza en

los Apéndices A.12 y A.13 obteniendo 1las correspondientes expresiones

generales. En el primero de ellos se evalla la expresion:

2k-2
Q= EL|E+U]T 72 (iv.2.3.1)

que, prescindiendo de los indices, es la componente principal de Sp(m,l); ¥

en el sequndo de los Apéndices se evalda:

k-2 2 .
@;= ECIE+U] (lE| +Re(EU" )] (iv.2.3.2)

que es igualmente la componente principal de S3(m,l).

Debido a que las expresiones generalizadas obtenidas en los Apéndices

anteriores no son cerradas y dada la enorme complejidad que supondria el

calculo de las expresiones @,y G5 para cada uno de los algoritmos de la

familia, se ha procedido, al igqual que en el Caplitulo anterior, al andlisis

de los cuatro primeros algoritmos (L1 a L4). Dicho andlisis se lleva a

cabo en los Apéndices A.l14 y A.15 y sus resultados se resumen en la Yablas

T4.l1a y T4.1b. Con objeto de simplificar la notacidn
2

§ =0

se ha llamado
S(m,l)/NOE a la wvarianza del error residual normalizada por la

potencia del ruido de planta en frecuencia.

128



"""""" B I 1 e
, 2 2
1 (2277 Nog /o, ) N2+l
2 4No
§100) | mmm e
2
3 er/rNJioi‘ﬂy52+1(1+52/(52+1>+1/(52+1) )
o e !
2 2
4 248" 0, 02074 1)
______ O
4,22
1 Nox/qus

e o - - - - - — - - - - - - — - - - - - - —— - - - -

2 2
2 4Noy (s +1 )/s
P R
2 2
3 27 (WWNo2g (5 +1)/5)
X u
4 4 4
4 200N o0 Z 417 /s
x u
_______ L

———— - — - ————— - " - - - - - - - ——— -

Tabla T4.1a

129
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IV.3.- CONDICIONES NECESAKIAS PAKA LA CONVERGENCIA
DEL ERROK CUADRATICO MEDIO

La convergencis en varianza del error estard garantizada siempre vy

2 2 . .
cuando se verifique la desigualdad OE(m,1+l)<0E(m,l) para cualquier pareja
{my1). Este hecho condiciona al polinomio cuadrdtico F(m,l), definido

en (iv.2.1.10), a cumplir el requisito ya exigido iqualmente a su homdnimo

en el dominio del tiempo, esto es: ser menor que 1a wunidad, permitiendo

asi{ el caracter mondtono decreciente de la secuenciacgjm,l) con el indice

temporal 1.

Las consecuencias derivadas del cumplimiento de este requisito son las

que en la prictica se wutilizan como condiciones necesarias para la

convergencia, Antes de forzar 1la condicidn anterior es conveniente

verificar el cardcter no negativo de F(.), ya que la varianza qg(m,l) no

puede ser negativa.

IVv.3.1.- Estudio del polinomio P(m,1)

Al igqual que en el Capitulo anterior se analiza el caricter
negativo del polinomio cuadratico estudiando el caricter no positivo de su
diseriminante y verificando ademis que en al menos en wun punto F(m,1)>0.
Esto ¢ltimo se cumple parau, =0 y con respecto al discriminante

b = Sf(m,l)-482(m,l) <=0 (iv.3.1.1)
o de forma equivalente:
B = Sf(m,l)/482(m,1) <=1 (iv.3.1.2)
de donde, sustituyendo las expresiones generales (iv.2.1.8) y (iv.2.1.9) se

obtiene (prescindiendo de los Indices (m,1)):
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2 k-2 »
EClel KRe(BE )1

. (iv.3.1.3)
2 -
Eclel JE[IBIZk 24

2 2
donde se ha usado EL|E| 3 poro_ (m,1).

Teniendo presente que

Re(BE™ = |BE| cos(tg™ (In(BE")/Re(BE ))) <= IBEl

(iv.3.1.4)
8=0,1,...,N/2
se obtiene, utilizando |BE|=|B| |E| la siguiente acotacién deg:
e2r s k-1 g2 |
B <= RERTEET (iv.3.1.5)

y considerando la desiqualdad de Cauchy-Schwartz (EZ(XY)<=E(X2)E(Y2))

en el numerador de la expresién anterior, se obtiene g<=1 cumpliéndose por

tanto el requisito de polinomio no negativo independientemente de 1los

indices (m,1).

El requisito de monotonia P(m,1)<1 es sequn (iv.2.1.10) equivalente a

la siquiente acotacidn superior de L .
(0 <) pnl< nin S1(m,1)/S5(m,1) (iv.3.1.6)

valida dentro del marco de actuacién del indice temporal 1 y para cualquier

raya espectral m. Iguilmente se define en este Capitulo la razén

Ck(m,l) = Sl(m,l)/Sz(m,l) (iv.3.1.7)

como l1a cota superior local del paso de adaptacién K necesaria para la

convergencia en varianga.

Para abordar el estudio del wminimo de esta razén se desdobla el
estudio en los casos de ausencia y presencia de ruido de planta, ya que las

expresiones correspondientes de S,(m,1) y S,(m,1) son bastantes diferentes.
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En lo relativo a3l caso de presencia de ruido de planta tan solo se

analizaran los 4 primeros algoritmos (L1 a L4), ya que el estudio
generalizado es sumamente complicado debido a que no se poseen expresiones

cerradas de Sl(m,l) (Apendice A.13).

IV.3.2.- Ausencia de ruido de planta

La coincidencia formal de las expresiones Sl(m,l) y Sa(m,l) con sus

homénimas en el dominio del tiempo permite simplificar este Apartado, ya

que el analisis y las conclusiones derivadas de él son las mismas. Como

resumen, se citan las cotas absolutas en funcién del orden k del algoritmo

para cualquier raya espectral m:

vy CCqptmy=) (k=1) (iv.3.2.13)
Mo < Cz(m,l) = 1/N0§ (k=2) (iv.3.2.1b)
Yo < Ck(m,O) (k>2) (iv.3.2.1¢)

donde se observa nuevamente que para k=1, 1a cota depende del valor final

de convergencia elegido; para k=2 es independiente del instante temporal 1;
y para k>2 la cota estd relacionada con la varianza inicial de error
residual.

En caso de ausencia de ruido de planta, si el pasa de adaptacidn

elegido estad convenientemente acotadoc la varianza del error converge hacia

cero salvo en el caso L1 (ver el Apartado 111.3.2 del Capitulo anterior

para una discusién mds detallada).
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IV.3.3.- Presencia de ruido de planta

En el caso de existencia de un ruido aditivo de plants ,el error

residual de identificacidén no se anula totalmente para valores finitos del

paso de adaptacién. Esta afirmacidn se veriftica de la siquiente manera:

Supdngase que % (my1) --> 0, por tanto, se cumple E(m,1) --> O.

Tomando limites en (iv.Z2.1.7):

2
lim o: (w,1+1) = lim °§ (m,l)(l-umsl(m,l)+pm82(l,1)) (iv.3.3.1)

op (my1) => 0 o (my1) -> 0

considerando (iv.2.1.8) y (iv.2.1.9) y tomando limites, se tiene:

lim %g(m,l)sl(m,l) -=> 0 (iv.3.3.2)

o (m,1) -> 0
E

2k-2

q
lim Oé(m,l)sz(m,l) -3 kzNzox EC|U(m, 1) 1 (iv.3.2.3)

o (m,1) -> 0

por lo que (iv.3.3.1) tendri{a un limite no nulo, no siendo

1a

compatible con

hipétesis de partida a menos que el paso de adaptacién fuera nulo. Con

esto, por tanto, se concluye que la varianza final no puede ser nula cuando

existe ruido aditivo de planta.

Iquilmente que en el dominio del tiempo tan solo se analizan los 4

primeros algoritmos de la familia. Para el cdlculo de sus cotas locales

Ci(m,1) se utilizan las expresiones de §1(m,1) y Sy(m,1) de la Tabla T4.1l

En las Figuras F4.3, F4.4, F4.5 y F4.6 se presentan las curvas

correspondientes 3 CK(m,l) (para m=0 y n#0) observindose lo siquiente:
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Figura F4.5

Figura F4.6
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- Para k=1 y k=2 existe monotonia con s al iqual que en el dominio

temporal, Esto significa que los minimos absolutos se encontrarin en las

ordenadas correspondientes al valor final de convergencia, esto es, para

s(=),

- Para k>2 existe un mdximo, por lo que al igual que en el dominio

temporal, hay que considerar las ordenadas correspondientes a los valores

extremos s(0) y s(w) de tal forma que se cumpla la condicién

min Cp (m,1)=C; (m,w)<Cy(m,0).
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IV.4.- SIMULACION DE LOS ALGORITMOS

En este Apartado se verifica, por medioc de simulacién, la evolucidn de

la convergencia media en varianza descrita anal{ticamente en los Apartados

anteriores.

En este caso, a diferencia con el dominio temporal, se presenta un
dnico paquete de simulaciones. Este examina el comportamiento dinamico del
error cuadrdtico medio en presencia de ruido de planta, habiendo elegido
los pasos de adaptacidn adecuados para lograr el mismo desajuste final para

cada raya espectral m en cada uno de los 4 primeros algoritmos.

Las condiciones utilizadas para la simulacidén son:

Excitacidn Gaussiana, blanca, de media cero y potenciaof=ﬂ

2
Ruido de planta Gaussiano, blanco, de media nula y potenciaOh =]

- Longitud de la planta N=32

023
JOFT/

Figura F4.7
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Vector de coeficientes para 1a planta en el dominio temporal:
h(33-i) y i=1,16
h(i) = (iv.4.1)
exp(-2(i-17)) ; i=17,32

cuya DFT se presents en la figqura F4.7.

- Condicién inicial para 1los coeficientes en frecuencia del filtro
adaptativo.
Hatw,0) = 0
y m=0,N/2 {(iv.4.2)

Hi(m,O) =

I
(e
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IV.4.1.- Convergencia con ruido de planta

Se desea un desajuste final constante para cada raya espectral igqual a

-16 dB para todos los ensayos, con objeto de poder comparar las curvas de

convergencia de los diferentes algoritmos entre si.

Para ello se ha calculado el paso de adaptacién como H=C(m,®) con

52(°)=-16 dB. En los casos caon k=3,4 se cumple ademds C(m,=)<C(m,0),

condicidn necesaria para evitar la divergencia. Yodas las curvas simuladas

provienen de promediar 10 realizaciones de 4800 muestras (150 blogques de 32

muestras cada uno) y el resultado ha sido suavizado con una ventana wmévil

uniforme de 6 bloques. Los pasos de adaptacidn utilizados, calculados

seqdn las recomendaciones del Apartado IV.3, para consegquir un desajuste

final de -16 dB en cada raya espectral son:

k=1
6.7x107° 5 w=0
m { 7.8x107> 5 m>0
k=2
Mg = 7.7x1074 ; cualquier m
k=3
4.7x107°  ; m=0
¥m ={ 5.9x107° 3 m»0
k=4
2.3x10°%  ; &=0
Pm =

3.9x10°% 5 w0

Las Figquras F4.8a a F4.8d nmuestran las convergencias tedricas vy

simuladas del error cuadritico en frecuencia para la raya espectral a=3 y

F4.93 3 F4.9d las correspondientes a m=0. Puede observarse, al igual que

en el dominio temporal, que 1las curvas simuladas siquen fielmente, en

140



media, a sus respectivas tedricas. Este resultado, por tanto, valida el

andlisis realizado en todo el margen dinamico de aplicacién y ademds

proporciona el medio de diseffo del paso de adaptacién en funcidén del

desajuste final deseado.
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Con objeto de evaluar el comportamiento simultineo del banco de

procesos adaptativos en paralelo se presenta el conjunto de Figquras F4.10a,

F4.10b, F4.11a, F4.1l1b, F4.12a, F4.12b, F4.133a y F4.13b en las que se

recoge la evolucién de las converqgencias teéricas y simuladas

correspondientes a3 todas las rayas espectrales (m=0,N/2) y los 4 primeros

algoritmos de 1la familia. En ellas se destaca la diferencia de velocidad
de convergencia entre los diferentes algoritmos. Asi, para k2, la

convergencia es mis rdpida en los instantes iniciales (errores grandes) y

tiende a saturarse conforme el error decrece. Es el mismo efecto aparecido

en el dominio temporal. Iqualmente se observa la inflexidn que sufre la

convergencia del algoritmo L1 (el midximo de velocidad de convergencia lo
obtiene en wun punto intermedio) y el cardcter log-lineal del algqoriimo L2

durante 13 mayor parte de 13 convergencia.
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IV.5.- CONCLUSIONES

Se ha presentado y analiéado una familia de alqoritmos adaptativos en

el dominio complejo de la frecuencia que usa el gradiente instantdneo del

momento absoluto k-ésimo del error total en cada componente espectral

(error residual de adaptacidn mds ruido aditivo de planta). Este valor es

utilizado localmente en 1la actualizacién de 1la correspondiente raya

espectral adaptativa de wun filtro en una aplicacidn de identificacidn de

planta.

Las hipétesis de partidas (Hl a H3) y el anslisis de 1a evolucidn de la

convergencia de la wvarianza del error residual son validadas por los

resultados de la simulscién, ya que 13as curvas simuladas encajan de forma

bastante ajustadas en las tedricas.

A continuacidn se resumen las conclusiones mis significativas, unas

derivadas de la propia implementacidén en el dominio de la frecuencia y

otras en funcidn de los resultados obtenidos en el analisis tedrico vy

simulacion.

a) Derivadas de la implementacién:

A diferencia con el dominio temporal, los algoritmos son aplicables a

cualquier tipo de planta.

Existe separabilidad (ortogonalizacién) de las sefiales en frecuencia,

permitiendo el adaptar independientemente cada raya espectral. Esto

implica que se pueden realizar sequimientos espectralmente localizados

de alguna raya aislada con objeto de algdn funcionamiento particular.

Iquélmente existe mds libertad en la eleccidn del paso de adaptacidn,
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ya que se dispone de un vector completo.

Debido al procesado bloque de la DET sobre los registros de entrada,

las rayas espectrales se adaptan cada N muestras siendo necesarios

N/2+1 procesos adaptativos simultdneos (suponiendo datos reales).

Si N aumenta, el ndmero de multiplicaciocnes necesarias aumenta mas

lentamente que en la implementacidn temporal LDENYINO, 19781

b)> Derivadas del analisis (estas

son bastante similares a las
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Con ausencia de ruido de planta:

Si k»>=2 la condicidn necesaria para que la varianza del error tienda a

un valor nulo es el uso de una cota superior de u, la cual depende de

la varianza de error residual en frecuencia inicial, excepto para k=2

que es constante.

Si k = 1, la varianza del error nunca diverge y su valor final depende

del wvalor elegido para uw. G6i se permite el uso de un u decreciente

hacia cero se conseguiria una varianza final nula.

Un uconstante origina una velocidad de convergencia constante para k=2

y wvariable (llega a saturarse) para k#2, por lo que la convergencia

asintética del L2 es 13 mis rdpida de todos.

Con ruido de planta:

Con un ¥ constante, debidamente acotado, la varianza del error residual

para cualquier raya espectral y cualquier algoritmo converge hacia ur

valor no nulo, el cual depende del p elegido.
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- Cuande k>2, 1la wvarianza inicial del error residual debe de ser

considerada con objeto de evitar posibles divergencias, ya que la

eleccidén del paso ¥ ha de cumplir una condicién adicional relacionada

con el estado inicial del sistema adaptativo.

- Los algoritmos de orden superior ofrecen convergencias mis rdpidas

cuando el error residual es grande pero se saturan 3 medida que el

error decrece hacia el valor de régimen permanente.

El algoritmo L1 presenta una inflexidn en la convergencia para valores

medios del error residual. Esta inflexidn se manifiesta como un maximo

local de velocidad de convergencia.

Apartados que recojan el andlisis de un ¥ optimizado variable o

medidas del desajuste final en frecuencia han sido deshechados por su

similitud con el andlisis en el dominio temporal.

Queda abierto el anilisis tedrico en frecuencia del comportamiento

medio de la misma familia de algoritmos con otros ruidos de planta,

definidos no Gaussianos, en el dominio complejo de 1la frecuencia. No

obstante, en calidad de conjetura, parece razonable esperar un

comportamiento similar al obtenido en el dominio del tiempo, esto es, mayor
velocidad de convergencia para 1los algoritmos de orden bajo/alto con

distribuciones de ruido en frecuencia de cola larga/corta.
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CAFPITULDO v

APLICACIONES DE LA NUEVA FaAMILIA

DE ALGORITMOS
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V.l.- INTKODUCCION

El marco de aplicacién de los algoritmos introducidos en esta Tesis es
potencialmente el mismo donde suele actuar el LMS. A modo de ejemplo cake

citar las siquientes aplicaciones tipicas:

Cancelacidn de ecos

Reduccidn de interferencias

Igualacidn de canales

Codificacidn lineal predictiva,etc.

Todos estos sistemas suelen wutilizar +técnicas adaptativas en la
bdsqueda de 1la solucidén o6ptima que minimice 1a funcibén objetivo. No
obstante, 1a eleccidén del algoritmo adaptativo a implementar depende de
factores tales como complejidad, carga computacional, velocidad de
convergencia, minimo error 3lcanzable, etc., y en cada caso se han de
primar los factores favorables con objeto de facilitar dicha eleccidn.
Olvidandonos de los factores de complejidad y carga computacional, las
caracteristicas qe velocidad y desajuste de los algqoritmos tratados en esta
Tesis dependen fundamentalmente de la estadistica del error total observado
(el de adaptacién mds ruido aditivo). Por tanto la eleccién del algoritmo
adecuado para una determinada aplicacién dependerd de su situacidn actual

(sefiales y sistemas involucrados) y podrd ser diferente bajo situaciones

distintas.
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Adends de las simulaciones efectuadas en los Capitulos
correspondientes, que pueden ser consideradas como aplicaciones reales de
identificacién de sistemas, se desarrollan en este Capitulo dos
aplicaciones tipicas dentro del campo de las comunicaciones (modelables
como identificadores de planta), 1las cuales hacen uso de diferentes
algoritmos de 1la familia, Tales aplicaciones son las de cancelacidn de
ecos de voz y datos en linea telefdnica ([SONDHI, 19801,
[MESSERSCHMITT,19841) Ambas estan definidas en el dominio temporal y serin
simuladas en ordenador wutilizando registros reales de seffal (voz) vy
sistemas (hibrida) semejantes a los reales e implementadas en formato de
coma flotante y precisiéon simple. Se implementan, para cada aplicacion,
varios algoritmos de la familia con 1dénticas condiciones de partida,
evaluando cualitativamente por comparacidén las prestaciones ofrecidas por
cada una de las implementaciones. El criterio de evaluacidén esta basado en
la evolucidén del error cuadrdtico 1instantdneo de cancelacién, de forma

similar a la presentada en Capitulos anteriores.
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V.2.- CANCELACION DE ECOS CON TRANSMISION DE VOZ

Como es conocido, debido a las transiciones 4 hilos-2 hilos existentes
enn la red telefénica péblica, aparece el fendmeno perturbador del eco
originado por la falta de desacoplo (en el circuito de 4 hilos) que
proporcionan las hibridas sitas en dichas transiciones. En este caso, s6lo
nos referiremos al primer eco, o eco del hablante, el cual se origina en la
hibrida del extremo oyente y se define como 1a porcién de sefial del
hablante, que atravesando 13 hibrida del extremo oyente retorna al extremo
hablante perturbando 1a audicién de este (tolerable si el retardo es
inferior a 50 ms) [SONIHI,19801. Para evitar esta perturbacién de utilizan
clisicamente dos procedimientos conocidos como supresiébn y cancelacidn de
ecos. Estos dan origen a sistem3s que se introducen en el extremo oyente
con objeto de: suprimir el eco, 1los cuales desconectan el circuito
oyente-hablante cuando no se detecta seffal oyente, o cancelar el eco, el

cual trata de reproducir wuna réplica instanténea del eco, con objeto de

contrarrestarlo in situ.

El supresor (se suele utiligar para ecos con retardos comprendidos
entre 50 y 200 ms) esta basado en un detector de setfal, el cual compara las
seffales en los circuitos hablante-oyente y oyente-hablante decidiendo si se
ha de abrir o cerrar este dltimo circuito en funcidén de la presencia de
solo eco o sefial oyente mds eco. Este sistema tiene el inconveniente de
las posibles interrupciones en la conversacidn por parte del oyente, las
cuales aparecen de forma imprevista y son dificiles de detectar, motivando

perdidas en la comunicacién al estar el circuito adn abierto.

155



El cancelador se implementa como un sistema paralelo a la hibrida, de
respuesta parecida a3 ésta, el cual se excita con la sefial hablante y ofrece
como s3alida una réplica instantinea del eco que se sustrae de la setal del
circuito oyente-hablante (se suelen wutilizar para ecos con retardos
superiores 3 200 ms). Este procedimiento no impide el paso de la sefal
oyente aunque puede introducir una perturbacién adicional si 13 respuesta
del sistema es muy diferente a la de la hibrida. U[Debido al desconocimiento
y/o degradacién de la caracterizacién de la hibrida, el cancelador suele
ser implementado como un sistema adaptativo, el cualltrata de sequir, lo
mias fielmente posible, 1la salida de 1a hibrida. Por sencillez, su
implementacién suele ser transversal. En nuestra aplicacién, wutilizaremos
la estructura de 1a Figura F5.1, donde H derota la hibrida y H el

cancelador adaptativo.

x(n)

\ o
HABLANTE l

4
ad u(n) 2
HILOS H' H [*——  HILOS
r//,,,—f”' OYENTE
ALG.
ADAPT. ' (8)
e’ (n e(n)
+

Figura F5.1

Habitualmente, los canceladores adaptativos de eco s6lo actdan cuando
no existe sefial del oyente en la linea (disponen de sensores de nivel que
inhibe su funcionamiento), ya que esta sefal, al estar incorrelads con el

eco y ser de nivel similar o superior, altera el proceso de adaptacidén de
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los coeficientes. En nuestro caso, se pretende todo lo contrario, esto es,
permitir 13 adaptacién con 1la presencia de 1la sefial del oyente
(comunicacién full-duplex), con objeto de evaluar las prestaciones de los

primeros 4 algoritmos de la familia ante un eco mas 'ruide’ de forma

andloga a la estudiada anteriormente.

En esta aplicacién hay que resaltar, en general, que 1las seffales de
voz involucradas en el proceso no satisfacen 1las hipdtesis de
Gaussianeidad, estacionareidad e incorrelacién establecidas en el estudio
generalizado, con lo que se admite, a priori, una posible desviacidn de los
resultados obtenidos con los simulados en el Capitulo III. Con objeto de
poder controlar 1los procesos de adaptacién para una posterior comparacién
objetiva, se utilizan, tanto para la seffal del hablante como del oyente,
tramos de sonidos vocalizados de potencia estable (vocales sostenidas). De
igual maners y dado que 13 seffal de voz se puede caracterizar
estadisticamente (de forma aproximada) por una distribucién de cols larga,
se disefia un conjunto de pasos de adaptaciébn, a partir de 1la distribucibn
Laplaciana, que 4garanticen el mismo desajuste fipnal para el error de

cancelacidn.
A continuacién se presentan los datos utilizados para la simulacibn:

- Hibrida de 32 coeficientes cuyas respuesta impulsiva y DET se presentan

en las Fiquras F5.2 y F5.3 respectivamente.

- Algoritmeo utilizado:
k-2
h'(n+l) = h'(m)+klr(n) | “r(mx(n) (v.1.1)

con r(n) = e(n)-e’(n)+uln) (v.l.2)
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24000 muestras de sefial, correspondientes a tramos de duracién de 2.66

seq. (frec. muestreo 9 KHz).

Seffal del hablante: /e/ sostenida de potencia wmedia 5 dB. En 1la

Fiqura F5.4 se presenta un tramo de 1200 muestras.

Seffial del oyentel! /a/ sostenida de potencia media 0 dB. En la Figura

ES5.5 se presenta un tramo de 1200 muestras.

Pasos de adaptacién , disefados sequn distribucion Laplaciana, para un

desajuste final: Fot. eco/Pot. oyente = -25 dE.

-4 -5
1.48x10 My = 9.85x10

"y

-5 -6
2.76x10 Mg = 5.21x10

B3

Cancelador transversal de 32 coeficientes inicialmente a cero.

0.23
h(n)

-0.15

Figura F5.2
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0. 0.5
Figura F5.3




Los resultados del proceso de adaptacién se presentan en 1la Figura
E5.6. Representan el error cuadrdtico instantdneo normalizado por la
potencia media de 13 seffal del oyente. Las curvas han sido suavizadas con
una ventana mévil uniforme de 500 muestras. En ellas se observa la ligera
ventaja de utilizar el algoritmo L1 frente al L2 y de ambos frente a los de
orden superior. Se sefiala también que el desajuste final correspondiente
al algoritmo L1 es muy préximo a -25 dB, confirmando 1a hipétesis de

distribucién de cola larqa para la sefial de voz.

En la practica, ante un tramo mas largo de voz, sin control de 1las
potencias de 1las seffales y admitiendo no estacionareidades en las mismas
(tramos vocalizados/no vocalizados, etc), el diseffo de los pasos de
adaptacién  adecuados es dificil. No obstante, ante wuna situacién
controlada (estacionaria), el alqoritmo L1 ha demostrado ser superior al
resto em una  comunicacién full-duplex (sefial oyente presente).
Considerando este hecho, ademds de su facilidad de implementacion y
estabilidad, cabria pensar en la posibilidad de utilizar alqoritmos L1 en
lugar de inhibir el funcionamiento de los canceladores adaptativos L2

habituales, cuando los sensores de nivel detectan ls presencia de seffal del

oyente en la linea.
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V.3.- CANCELACION DE ECOS CON TRANSMISION DE DATOS

Un fenbémero similar al anterior aparece en la transmisién full-duplex
de datos por medio de un canal telefdnico. El terminal transmisor/receptor
de datos se haya conectado al lazo de abonado de la red pdblica (2 hilos)
por nmedio de una hibrida, ya que dado el caracter full-duplex de la
comunicacién se hace necesaria la separacién fisica de 1los canales de
transmisién y recepcidén. Evidentemente el desacoplo entre ambos canales no
es perfecto, entre 10 y 20 dB en la prdctica, y por tanto aparece un eco
{sin retardo) de 1a sefial transmitida en la entrada del propio receptor.
Este eco no tiene efecto alquno en una comunicacidén semi-ddplex, ya que el
receptor se encuentra inhibido durante la transmisidn, pero es altamente
perturbador en una comunicacién simultinea full-duplex. Con objeto de
reducir al mdximo este eco se introduce igqualmente un cancelador en
paralelo con 13 hibrida. La estructura final, similar a 1la aplicacidn

anterior, se presenta en la Fiqura F3.7.

x(n)
TX —-
y
TERMINAL g u(n)
DATOS H H —————
/ LAZO
ALG. ABONADO
ADAPT. e (0)
- e(n)
+ :
RX -<- W‘

Figura F5.7
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Existen en la actualidad dos modalidades claramente distintas de
transmisién de datos por linea telefénica. La primera es una transmisién
digital banda-base de pulsos, convenientemente conformados, y de alta
velocidad que wutiliza todo el ancho de banda disponible del par. Esta
modalidad es hoy de g9ran interés, ya que es el soporte de la Ked Digital de
Servicios Integrados (RDSI). La sequnda es una transmisidn paso-banda de
datos (modulando una portadora), de baja o media velocidad, dentro de la

banda wvocal (300,3400 Hz), y que es utilizada ampliamente por una gran

variedad de terminales de datos.

La aplicacidn que se presenta wtiliza la primers modalidad, ya que las
seffales involucradas son practicamente de cardcter binario (salvando la
conformacién y adecuacidn del pulso al canal) similares a las estudiadas en
el Capitulo III. Se prescinde del algoritmo L1, y3 que se conoce 3 priori
su mal comportamiento ante este tipo de seffales. Iqual que en la
aplicacién anterior, no se satisface 1a hipétesis de Gaussianeidad para la
sefial de entrada, con 1lo que existe 1la posibilidad de desviaciones

cuantitativas de los resultados finales.

Los datos utilizados para la simulacién son los sigquientes:

- Idéntica caracterizacién de 13 hibrida a 1s utiliczada en el Apartado

anterior.

- Algoritmo utilizado: idéntico al del Apartado anterior.

- 10000 muestras aleatorizadas de seffial binaria (1 muestra por simbolo)

par3 las seffales de transmisién y recepcidn.
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- Potencia media sefial transmisidn: 195 dB.
- Potencia media sefial recepcidn: 1 dB.

-~ Pasos de adaptacién , disefiados seqdn distribucidén binaria, para un

desajuste final normalizadoe ! Pot. eco/Pot. recepcidn = -25 dB

5

My = 9.85x10°

4.49x1073

Hg = 7.27x107%  m,

- Cancelador transversal de 32 coeficientes inicialmente a cero.

Los resultados del proceso de adaptacidén se presentan en 1la Figura
E5.8. Estos evidencian 1la ventaja de utilizar algqoritmos de orden alto
cuando las sefiales involucradas en 1la transmisi6bn son de  caracter

concentrado (distribuciones de cola corta).

Se observa adefas que los pasos de adaptacion seleccionados para un
mismo desajuste final ofrecen aproximadamente t3l valor a pesar de no

contar con entradas Gaussianas.
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES FINALES Y LINEAS

DE TRABAJD
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VI.1.- CONCLUSIDNES

———————————————

En ests Tesis se ha pretendido contribuir a3 1la ampliacidén de los
criterios clasicos de optimizacidén dentro del marco de aplicaciones
relacionado con el Procesado Digqital de la seffal (PDS). Se han planteado
soluciones bloques y adaptativas alternativas a de la de error cuadrdtico
minimo, derivadas de otros criterios de optimizaciébn. Estas se han
aplicado a3 procedimientos y algoritmos ya conocidos dentro del FDS, los
cuales fueron originariamente desarrollados y analizados bajo el criterio

cuadritico debido 3 su sencillez y optimalidad en determinadas condiciones.

Dentro del 4mbito de los procedimientos bloque se han contrastado las
prestaciones de 1las soluciones de minima norma L1 y norma L2 en métodos
particularmente eficaces de Estimacién Espectral Paramétrica para
sinusoides en ruido. Los procedimientos presentados estdn basados en la
resolucidén de un sistema sobredimensionado de ecuaciones lineales en los
que el vector de términos independientes (o vector de error) debe ser
minimizado. Debido a que dicho vector posee un cardcter poco distribuido y
cuenta con 13 presencia de valores claramente desplazados del resto, la
solucidn L1 ofrece claras ventajas (no computacionales), ya que el coste de
valor absoluto no grava tanto los errores altos como el cuadrdtico, el cusal
tiende a distribuir el error total sobre toda 1a solucién con objeto de
minimizar el cuadrado del vector final. Los procedimientos mencionados han
sido eleqidos con el objeto de demostrar que en aplicaciones concretas vy
bajo una serie de condicionamientos, ya discutidos en el Capitulo
correspondiente, 1a solucidn norm3a L1 minima es una clara alternativa a 1la
ampliamente extendida solucién norma L2. Tales condicionamientos reducen

13 robustez de 1la soluciénm L1, ya que limitan el margen de aplicacibn, pero
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hay que considerar gque dicho condicionamiento puede ser conocido en el
momento de decidir el método a emplear y obviamente sugeriria una solucién
norm3a Ll. No obstante, 1la solucidn norma Ll exige procedimientos de
Frogramacion Lineal (en 1la Tesis, el Simplex), los cuales son
computacionalmernite més costosos que el conocido de error cuadratico minimo
0 solucién L2. Este hecho puede limitar sus uso en aquellos casos en que
las dimensiones del sistema sean excesivamente grandes, aunque en algunas
situaciones, en las que se dispone de alqdn conocimiento adicional, se
puedan eliminar ecuaciones pricticamente inactivas y que aportan poco a3 la
solucién final. Asi ocurre, por ejemplo, en casos (analizados en la Tesis)
en los que se dispone de conocimiento sobre la localizacidn aproximada de

las rayas espectrales buscadss.

Los métodos particulares implicados, tales como el método de Prony-
Hildebrand (definido en el dominio del +tiempo) y el sequndo método de
Cadzow (definido en el dominio del desplazamiento de 13 autocorrelscion)
son apropiados para la bosqueda de una solucidén norma L1, ya que en sus
vectores de error aparecen picos claramentes desplazados del resto de los
valores, los cuales permanecen casi 1intactos en 1la solucién L1, no
distorsionando asi el vector de coeficientes buscado, mientras que en la
solucién L2 se distribuyen con el resto del error, afectando, por tanto, al

valor deseado del vector de coeficientes.

De iqual manera se ha desarrollado una formulacidn similar a 13
anterior en el dominio de la frecuencia, la cual permite la aplicacidén de
soluciones norma L1 y L2. Los comentarios sobre la eleccién de la solucidn
a aplicar son idénticos 3 los citados anteriormente, aunque csbe destacar
que el desarrollo de ambos métodos en este dominio permite introducir

directamente el conocimiento previo espectral del que se disponga, tan soclo
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eliminando l3s ecuaciones definidas en las bandas que no interesen. Esta
reduccién del ndmero de ecuaciones favorece al resultado final, ya que se
prescinde de ecuaciones de ruido y ademds disminuye 13 carga computacional

requerida para la obtencidén de la solucidn final, especialmente importante

en el planteamiento de la soclucidn norma L1.

En el marco de las soluciones adaptativas, el esfuerzo se ha centrado
dentro del 4rea de 1los algoritmos de 4gradiente estocéstico. Se ha
introducido un criterio de optimizacidn generalizado como a3lternativa 3l
cuadrdtico gque conducia al clésico algoritmo LMS. Tal criterio, esté
basado en 13 minimizacidn de una potencia entera k del valor absoluto del
error total observado por medio de su gradiente instantidneo. De este
criterio se deriva una familia de algoritmos adaptativos, de la que el
algoritmo LMS es un miembro mds (k=2) y donde la complejidad computacional
del algoritmo crece directamente con el orden de 1la potencia entera
elegida, concretamente (k-1)N multiplicaciones por iteracidn (contristese

con los métodos mids actuales LS que necesitan 7N).

Con el objeto de poder elaborar un estudio ordenado sobre las
posibilidades de estos a3lgoritmos, se ha elegido el problema de
identificacidn de planta, tanto trabajando en el dominio del tiempo como en
el de 1la frecuencia, como soporte de 13 implementacién del algoritmo
qgqeneralizado Lk. Esta estructura admite, de manera sencilla, 13 inclusiébn
de wun ruido aditivo de planta, el cual, segdn su estadistica, juega un
papel nuy importante en las prestaciones de la familia de algoritmos bajo
analisis. Para el estudio en el dominio del tiempo se adopta ademas la
hipdtesis de planta transversal. En este caso y con objeto de facilitar el
desarrollo teérico de las expresiones que predicen el comportamiento medio

del algoritmo Lk, se han utilizado hipdtesis simplificadoras (ampliamente
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us3adas en la literatura especializsda) que establecen la estacionareidad
conjunta e independencia de los procesos estocdsticos implicados en el
algoritmo. Tales hipdtesis han permitido conseguir umas expresiones
finales cerradas y fiables paras la evolucidén de la varianza del algoritmo

Lk en un amplio margen dindmico Jdel error de identificacién.

Debido a3l cardcter adaptativo de los algoritmos existe el riesqo de
divergencia, en lugar de convergencla al minimo de la funcidn de error
elegida. Este riesqo se corre fundamentalmente al elegir el paso de
adptacién, el cual regqula el grado de adaptacién local obtenido. En la
Tesis se ha estudiado la mAxima variabilidad permitida a este parametro con
objeto de garantizar 1ls convergencia en varianza, asi como su mejor
eleccién localmente posible para lograr 1a mayor reduccibn de 1a varianzs
del error residual. El paso de adaptacidén es, igudlmente, el responsable
de 13 velocidad de adaptacidn del algoritmo y desajuste final del error.
Este hecho planteas al diseffador un compromiso en su eleccién, y3a que mayor
velocidad y minimo desajuste final son incompatibles. En este punto y como
resultado importante del estudio realizado, hay que seffalar con respecto a
la garantia de convergencia, que en la elecci6n del paso de adaptacidn para
los algoritmos con k=1,2, tan solo es necesario considerar el desajuste
final deseado, mientras que en los algoritmes con k>2 hay que considerar
ademas el error 1inicial, ya que el pasoc de adaptacién a utilizar ha de
cumplir un requisito adicional que depende conjuntamente de las condiciones
inicial y final de la convergencia. Este hecho, aunque un inconveniente,

no es grave en 13 prdctica y no reduce por ello el uso de algoritmos de Kk

elevado.
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Como resumen de las propiedades mads importantes de los algoritmos de
esta familia cabe resaltar: la mayor wvelocidad de adaptacidn de los
algoritmos de k alto con errores de adaptaciém grandes, asi como su gradual
saturacidn cuando el error decrece; el mejor comportamiento en velocidad
y/0 desajuste final de los algoritmos de k alto/bajo cu;ndo el error
residual esta contaminado con ruido aditivo de planta de distribucién
estadistica de cola corta/larga; y 13 independencia del clésico =algoritmo
LMS frente a 1la estadistica del ruido aditivo de planta asi como su
caricter dptimo en ausencia de éste. Estas conclusiones y el conjunto de
expresiones que regulan el comportamiénto medio de los algoritmos, ayudan a
un disefador en la eleccidn del criterio de optimizacién y el disefio del
paso de adaptacidén ante un problema semejante o modelable como el de
identificacidn de planta transversal en el dominio del tiempo. No se
descarta, no obstante, 1a posibilidad de implementar algoritmos diferentes
(distintos k) para diferentes tramos de 1la convergencia wutilizando las

me jores prestaciones locales de cada uno de ellos.

Identico estudio ha sido llevado a cabo en el dominio complejo de 1la
frecuencia, del cual se derivan algoritmos muy parecidos a los obtenidos en
el dominio del tiempo. En este caso las hipétesis de partida son algo
diferentes, aunque fundamentalmente estan basadas en el cardcter de
independencia estadistica conjunta de las variables aleatorias complejas
involucradas. El estudio se fundamenta en el andlisis, en el dominio de la
frecuencia, del comportamiento medio del algoritmo adaptativo generslizado
Lk para cads uno de los coeficientes espectrales del filtro 3 idemtificar.
Esta formulacidn se deriva del uso de la DEFT sobre 1los datos, 1la cual
permite ademds elegir el tamafio del identificador adptativo espectral en
funcion de la aplicacién. Adem3ds, debido 3l procesado bloque (N muestras)

de la DFT, las adaptaciones se realizan cada N instantes de tiempo, de tal

171



manera que el nfmero de operaciones necesario para ellas aumenta més
lentamente, con N, que el necesario en la implementacidn temporal. Las
conclusiones generales derivadas del andlisis del algoritmo generalizado
complejo Lk son, en relacién con la convergencia y el paso de adaptacibn,
cualitativamente similares a las obtenidas en el dominio del tiempo, por lo
que no serdn repetidas. Esta similitud no implica una equivalencia, ya que
el analisis en frecuencia, debido al procesado de 1la DFI, introduce
implicitamente wuna convolucién circular entre la entrada 3l sistema y su
respuesta impulsiva, cliramente distinta a3 la convoluci6n lineal wtilizada

en el dominio temporal.

La implementacidn en paralelo, en el dominio de la frecuencis, permite
utilizar simultdneamente 3lgoritmos adaptativos diferentes paracada una de
las rayas espectrales consideradas. Esto supone una mejor adecuacidn de
las prestaciones de los 3lgoritmos a las situaciones particulares de cada
componente espectral, como por ejemplo mayor o wmenor velocidad de
convergencia y/o mayor desajuste final en el error. Todas estas ventajas,
derivadas de la implementacidn paralelo en frecuwencia, unidas a las propias
del vcriterio de optimizacién considerado, hacen de esta familia de
algoritmos una clars alternativa a3 1la implementacidn temporal donde se

desee una identificacidn espectral localizada.

Como punto final, se reitera que el objetivo fundamental de esta Tesis
ha sido el de contribuir con criterios de optimizacién alternativos 3l de
error cuadritico minimo, desarrollando apropiadamente su formulscibn vy
expresiones correspondientes, los cuales pueden ser aplicados, con ventaja,
en situaciones propiciss. Como ejemplo de situaciones se han presentado
procedimientos cldsicos de estimacion espectral e identificacion

adaptativa, los cuales estaban mejor condicionados para soluciones o
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algoritmos diferentes al cuadritico. Este condicionamiento ha sido
claramente resaltado en la Tesis con objeto de establecer principios que
faciliten 13 eleccién del criterio de optimizacién adecuado ante otros
procedimientos de PIS, diferentes a los tratados, que presenten
caracteristicas similares. No obstante, debido a que el criterio de
optimizacién més adecuado para un problema de estimacién determinado
depende del propio problema, las conclusiones presentadas en este trabajo
contribuyen, solo parcialmente, 3 engrosar el conjunto de recomendaciones
de soluciones y algoritmos m4s propicios que el cuadrdtico, para probleass
cuyas caracterizaciones sean reconocidas como similares a3 las aquli

presentadas.
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VI.2.- SUGERENCIAS DE FUTURAS LINEAS DE TRABAJO

En este trabajo se realizan algqunss aportaciones concretas en la
utilizacién de criterios de minimizacién diferentes al cuadritico. No
obstante, existe un amplio abanico de posibles nuevas lineas de trabajo. A

continuacidén se detallan algqunas de ellas:
- Como complemento al trabajo realizado:

% Andlisis de 1la familis de algoritmos adaptativos con entrada y ruido de

planta coloreados.

4 Formulacién y andlisis de la misma familia de algoritmos adaptativos en

13 frecuencia, con otros ruidos de planta (no Gaussianos).

k An3lisis de prestaciones, en el dominio de 13 {frecuencia, con

enventanado de datos distintos del uniforme.

% Uso de algoritmos mixtos (diferenmtes criterios de optimizacidén en
funcidn del tramo de convergencia) con objeto de acelerar la velocidad

de convergencia y reducir el desajuste final.

%4 Analisis de prestaciones con pasos de adaptacién normalizados por una

potencia entera del proceso de entrada.

k Aproximacién por tramos de los pasos de adaptacién calculados cowmo

dptimos.

4 Formulacién y andlisis del uso de pasos de adaptacién estocdsticos

(dependientes del error residusl) que aceleren la convergencia.
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- Como nuevas lineas de trabajo:

Formulacién y ansdlisis del algoritwo de mdxima pendiente (determinista)
con superficies no cuadrdticas con objeto de promover versiones

estocdsticas alternativas a 1a presentada.

Formulacién y andlisis de la misma familia de algoritmos en filtros con
estructura en celosiz con el objeto de evitar la degradacién del

algoritmo con la dispersidn de los autovalores del proceso de entrada.

Formulacién y andlisis de 1a misma familia de algoritmos en el problema

de deconvolucién adaptativa, con aplicacién inmediata en igualacién de

canales y prediccién lineal.

Andlisis de prestaciones de la familia en aplicaciones tales como:
extrapolacidn de secuencias, segquimiento de tonos, reconocimiento de
sefflal a partir de su mdédulo o fase (métodos de relajacién),

intensificacién de tonos (ALE), eliminacién de interferencias, etc.
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A.1- CALCULO DEL MINIMO DE LA FUNCION OBJETIVO

Sea

f(g):E(I(gp-g)t5+ulk) (a.1.1)
igualando a cero su gradiente se determinan sus maximos y minimos:

0=¥(E(] (g -e) xsul ) (a.1.2)

cambiando el orden de la diferenciacién por el del cAlculo del valor

medio y utilizando (iii.1.6), se obtiene:
0=E(-x(€+u) lc+u|k_2) (a.1.3)

Si se calcula primeramente el valor medio con respecto a u,

condicionado a x:
k-2
0=E(-x E((e+u) [e+u] )/x) (a.1.4)
para k = par:
k-1

(e+u) |e+u)|k-2=(e+u) (a.1.5)

desarrollando (a.1.5) segin el binomio de Newton:

k=1 .
(t:+u)k—1 = iEO ek—l-i ut (a.1.6)

y si la d.f.p. condicional f(u/x) es par respecto al origen (hipdtesis H2

y H3 del Capitulo III), los momentos impares de u son nulos, con lo que:
E((evw) /%) = 14 53 (/) 4.0 c4eB (W /x) (a.1.7)

Observando (a.1.7) y (a.1.4) se comprueba que ¢€=0 es una solucién

que anula el gradiente, para todo k.
para k impar:

(t:-n-u)|e+u|k-'2 = sgn(e+u)|e+u|k-1 (a.1.8)
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en este caso el valor medio condicionado es:
E(./x) = - f:i(e+u)k—1f(u/§)du+ {: (c+u)k‘1f(u/§)du (a.1.9)

que igualmente se anula, para todo k, cuando e€=0.

En ambos planteamientos se ha encontrado al menos una solucién a
(a.1.2) (siendo la misma €=0). Como en el Apéndice A.2 se demuestra la
convexidad estricta de la superficie bajo estudio, la solucién anterior
ha de ser un minimo y ademas la unica solucién que anule su gradiente.

Como segin (iii.1.6) y (iii.1.7), € se puede expresar:
€= (SP‘E) x (a.1.10)

la solucibén =0, valida para cualquier x, fuerza:

Smin=sp (a.1.11)
y sustituyendo esta tiltima expresidn en (a.l.1) se obtiene:
£ . (e)=E(|u])¥) (a.1.12)
min — T
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A.2- ESTUDIO DE LA CONVEXIDAD DE LA FUNCION OBJETIVO

Para el estudio de la convexidad de f(g) se analiza el carécter

positivo de su Hessiano [RAO, 1984 ] definido como:
H(c) = ¥¥(£(c)) (a.2.1)

sustituyendo f(c) por (a.l.1) se obtiene para el elemento i, j de H:

3 k .
hij = — E(|u+(gp-2)t§| ) (1<i, j<N) / (a.2.2)

aciacj

cambiando el orden de 1la diferenciacién por el del valor medio Yy

expresando este en forma condicionada a x, se obtiene:

3 t 1k
h, ., = E(E(——————|u+(c_-c) x| /x) (a.2.3)

diferenciando una vez:

k=2 /)

] t t
hij=—E(xi E— E((u+(3p—g) |u+(3p-g) x| (a.2.4)

ac.
J
En este punto, se divide el an&dlisis en dos partes: casos de k par e

impar. Asi, utilizando (iii.l1.6):
para k = par:

utilizando (a.l1.5), la parcial anterior se puede escribir:

2 (.) = d (.) de_ -x S r° (e+u)k-1f(u/x)du=
3c. de de. J ge, ~®
J J J
k-2
= -(k-1) x; (e+u)” “f(u/x)du (a.2.5)

donde dado el caricter par de k, la integral anterior es siempre

positiva. Por tanto el elemento i,j del Hessiano se puede expresar:
hij=E(xi xj A(x)) (a.2.6)

siendo A(x) una funcién positiva del vector X
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para k = impar (k 1):

utilizando (a.1.9) la parcial anterior se escribe:

3 (.) = -xj —2—(— f:i(£+u)k-1f(u/x)du+ J::(:+u)k—1f(u/x)du)

ac de
J

(a.2.7)
derivando y reagrupando términos se obtiene:

20 = - GeDxg (7 (o) Pr(u/x)au - 1S (esw) P r(u/x)u)
ac.
J

(a.2.8)

donde debido al dominio de integracién y las potencias de los respectivos
integrandos 1la primera integral es positiva y la segunda negativa. Por
tanto, igualmente que en el caso de k=par, el elemento (i,j) del Hessiano

se puede expresar por (a.2.6).

para k = impar (k=1):

en este caso la parcial se expresa como:

20 = x, L (- S f(u/x)du + 47 fu/x)du) (a.2.9)
ac; I ge - -

derivando y reagrupando términos se obtiene.

]

(.) = -2x. f(-e/x) (a.2.10)
ac J
J
donde obviamente f(-e/x) es positiva dado su caricter de f.d.p., y por
consiguiente el elemento (i,j) del Hessiano se puede expresar segin
(a.2.6).
Segin [ GERSHO, 1969 ] , [ GERSHO, 1984 ] si la matriz de covarianza de
x es definida positiva lo es también 1la matriz compuesta por los
elementos hij' Esta condicidén se cumple en nuestro caso, ya que segin la
hipétesis Hl del Capitulo III, x(n) es un proceso estacionario, blanco de
media nula. Por consiguiente, se concluye que el Hessiano de la superficie

objetivo tiene un caricter positivo y por tanto la curva es convexa.
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A.3- CALCULO DE Sl(n) PARA RUIDO DE PLANTA GAUSSIANO

Definida la f.d.p. de u como:
f(u) = (lhénoi) exp(—uz/Zoi)  (a.3.1)

Primeramente, se analiza la expresién de gj(n) (iii.2.2.13).

Para ello llémese:

I,(m,e) Iéelumexp(—uz/Zoi)du (a.3.2)
Iz(m.e) =IT;'umexp(—u2/2oi)du , (m=0,1,...) (a.3.3)

haciendo uso de las siguientes relaciones [ABRAMOWITZ, 1970] :

P(y2/V)+Q(y2/v) =1 (a.3.4)
Q(y2/v) = F(v) J';z t"/2"1exp(-t/2)dt (a.3.5)
F(v) = 1/(2"/2 r(v/2)) (a.3.6)

con r{.) la conocida funcidén Gamma

Realizando en (a.3.5) el cambio t=U2/qi se obtiene:

QUy2/v)

(2F(v)/c¥) 1% uwlexp(-uZ/202)du =
u IYIou u

1—(2F(v)/o:) féylou uv—lexp(-uz/z oi)du (a.3.7)

la cual combindndola con (a.3.2), (a.3.3) y (a.3.4) permite escribir:

I(me) = 20" 1/2 gmL L ®yp( (/g )2 man) (a.3.8)
Iyme) = 202 gl @0 (/g 12 /man) (a.3.9)

donde la funcidén Gamma r(m+1/2) se puede poner como:

[(m—l)!!J?/Zm/z] ; m par (a.3.10.a)
r(—==) =
2
(m—l)!!/Z(m-l)/2 ; m impar (a.3.10.b)
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Atendiendo a (a.3.10) y sustituyendo (a.3.8) y (a.3.9) en (iii.2.2.13)

con m=k-1-j se obtiene para gj[E(n)]:

(m—l)!!czégn(e)P((e/ou)Z/m+l); m par (a.3.11.a)
gj (C) =
(2(m-1)!!oz/\/2n)0[(e/ou)2/m+l); m impar (a.3.11.b)

Segin [ABRAMOWITZ, 1970] la expresién Q(.) toma los siguientes

valores dependiendo del caracter par de m:
para m par:

m/2
Q[(e/o)%/m1]= 245 5 (lel/o)?T texp(-c?/2 62)/(2r-1)11

r=1
+ 1 - erf|e|V2 °u] (a.3.12a)
para m impar:
(m-1)/2
Q[(e/0)%/m1] = exp(-e7/262) [1+ 1 (/o) /(2r)11]  (a.3.12b)
r=1

donde erf(.) es la funcién de error definida como:
t 2
erf(t) = (247) fO exp(-s7)ds (a.3.13)
con la expresién generalizada (a.3.1l) se procede seguidamente al anidlisis
de Sl(n). Solo se 1llevardan a cabo los calculos correspondientes a los
algoritmos Ll y L3, debido a que la forma de proceder con los algoritmos

impares de orden superior es similar y su cémputo tedioso.

A.3.1.- Particularizacidén para L

1

En este caso:

5,(n) = 2ai¢o(n)/ cf(n) (a.3.14)

con
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bo(n) = Telngyfe(n)] fleln)] deln) (a.3.15)
si se sustituye en la expresidén anterior (2.3.11a) con m=0, recordando que

f [e(n)] es Gaussiana y obviando de ahora en adelante en las férmulas la

dependencia de e con n se obtiene:
6 .(n) = (2/ 2n0 ) 1 (a.3.16)
0 € A

con I, = f

A ; eerf(IeI/J§‘ou)exp(—52/2 oi) (a.3.17)

desarrollado en el Apéndice A.7.

Sustituyendo, finalmente, las expresiones adecuadas se obtiene:

Sl(n) = 2 \/2/1u~,;‘:"/¢;;u\/1+s:2 (a.3.18)

donde se ha sustituido 52 = oi(n)/oi.

A.3.2.- Particularizacidén para L

3

En este caso:

s, (n) = (60i/o§(n))(¢O(n)+2¢1(n)+¢2(n)) (a.3.19)

donde utilizando sucesivamente m=0,1,2 en (a.3.11) se obtiene:

con m=2

¢g(n) ,_r”ego( €)f(e)de=

( 20121/@ Ue)fgi;P[(e/cu)z/B] exp(—52/20€2)dc (a.3.20)
donde segin (a.13.12a) y (a.3.4) se puede reescribir como:
_ 2
0y(n) = (20u/\/21roe)IA+(2ou/1roe)IB (a.3.21)
con IA expresado en (a.3.17) e

I =Ige:2exp(—52/2( 1/af+1/ci) )de (a.3.22)
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desarrollados en el Apéndice A.7.

Igualmente (con m=1):

b, (n) = £7e%g, (e)f(e)de=

© 2 2 2 2
(o /w0 )/ e Q[(s/ou) /2] exp(-€~/2 d_)de (a.3.23)
donde sustituyendo (a.3.12b) para m=1 se obtiene:
¢, (n) = (o /7o )1y (a.3.24)

con IB expresado en (a.3.22).

Finalmente, con m=2:
¢, (n) ={:€3g2(6)f(e)dE=
= ( 2/n/ce)f;e3p[(c/ou)2/1] exp(-e2/20§)de (a.3.25)
y sustituyendo (a.3.12a) para m=0
¢,(n) = (V2/x/s )1, (a.3.26)
donde IC es desarrollado en el Apéndice A.7. y se expresa:

o 3 2 2
IC =IO e erf(e/V2 ou)exp(—c /ZOC)de (a.3.27)

Reagrupando términos segin (a.3.19) y sustituyendo las expresiones

para IA’ IB e IC calculadas en el Apéndice A.7., se obtiene apra Sl(n):
Sl(n) = 6v2/nciou[1+252+52/(1+sz)] /\/1+s2 (a.3.28)

donde nuevamente 52= oi(n)/ oi
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A.4.- CALCULO DE Sl(n) PARA RUIDO DE PLANTA LAPLACIANO

Definida la f.d.p. de u como:
flu) = (1/ V2 o, Jexp(- v2lul/ o) (a.4.1)

se evalia la expresién de gj(n) (iii.2.2.13) por medio de sus integrales:

Il(m,e) = féel WFexp(-u/r)du (a.4.2)

Ly(me) = J’TEI uw"exp(-u/a)du , (m=0,1,...) (a.4.3)
llamando

r=u" (a.4.4a)

ds = exp(-u/i) du (a.4.4b)

y derivando e integrando respectivamente se obtiene
dv = m™ L (a.4.5a)
s = -xexp(-u/a) (a.4.5b)

con lo que Il(m,e) e Iz(m,e) resultan al integrar por partes:

—xumexp(—s/x)+xmll(m—1,e) (a.4.6)

Il(m,s)

Iz(m,e)

XUmexp(—E/A)+Am12(m—l,e) (a.4.7)

dos expresiones recurrentes en m.

Las expresiones iniciales son respectivamente

Il(O.e) fgelexp(—u/l)du =\ - exp(-|e|/r) (a.4.8)

I1,(0,¢) ITEIexp(—u/A)du=Xexp(—lel/l) (a.4.9)
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En el Apéndice A.8 se obtienen expresiones cerradas, no recurrentes,

para Il(m,e) e Iz(m,e). Estas son:

m
Il(m,e) = xm+1m!—m!w I xm+l_r|e|r/(r!) (a.4.10)
r=0
m m+l-r
I,(me) =miwI A lel/(r?) (a.4.11)
r=0
donde w = exp(-|e|/x) (a.4.12)

De estas expresiones se obtiene la final para gj [e(n)] tan solo
sustituyendo A= ou/ufg y teniendo presente que m=k-1-j. Esta es:

para m par:

m
g,(c) = misgn(e)[o7/2"% - exp(-|clV2/o)) = o TlelT/(r12 "))
r=0
(a.4.13a)
para m impar:
T mer_r (m-n)/2)
gj(e) = m!exp(—lsvaE/ou) I oo, el /(r12 ) (a.4.13b)

r=0

con estas expresiones se procede al calculo de Sl(n), particularizado
para los algoritmos L1 y L3.

A.4.1.- Particularizacién para Ll

2 2
En este caso: Sl(n) = 20x¢o(n)/ce(n) con:
9o(n) =L e(n)g (n)fe(n)] de(n) (a.4.14)
si se sustituye (a.4.13a) con m=0 se obtiene:

¢o(n) = 2/(J§;0€)Q;e(1—exp(—eJ§70u))exp(—e?/Zoi)de (a.4.15a)

donde desarrollando e integrando
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¢O(n) = ¢2/wc2- (V2/n/o,) I, (a.4.15b)
o 2 2
con I_ = f sexp(—:Jﬁyo -e /20 )de (a.4.16)
D 0 u € .
desarrollado en el Apéndice A.8.
Sustituyendo el valor de ID en (a.4.15b) se obtiene finalmente para
Sl(n):
2 2
Sl(n) = (2V2¢ /au) [1-erf(s)] exp (s°) (a.4.17)
P

con 82 = 02(n)/02.
€ u

A.4.,2.- Particularizacibn para L3

Para este caso:
5,(n) = (665/02(n)) (9(n)+20, (n)+d,(n)) (a.4.18)

sustituyendo sucesivamente m=0,1,2 en (a.4.13) se obtiene:

para m=2

g (n) {E(n)go[s(n)] f[e(n)] de(n) =

(202/J§;ae)Iiot(l—exp(-e¢57°u))exp(-cZ/ZUS) -

~(202/\/75 )17 eZexp(-Hle))de- (V27u/o,) Soexp(-M(c))de

(a.4.19)
donde por simplicidad en la notacidén se ha llamado
2 2
M(e) =evr§70u + € /20E (a.4.20)
Desarrollando (a.4.19):
0. (n) = V2/n0_ - (V27 o )(0°T + V20 I_+I_) (a.4.21)
0 u'e € ubD ukE F

con
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-
[]

e =g e2exp(-M(e))de (a.4.22)

. foesexp(—M(c))dc (a.4.23)

—
1]

desarrolladas en el Apéndice A.8

para m=1
6, (n) =72 (n)g, (e(n)) £ [e(n)] de(n) =

= (ou//;'ce) f; ezexp(-M(e))de+ (V57;/0€)Q;ssexp(—M(e))de

(a.4.24)
que se puede escribir segin el Apéndice A.8:
¢1(n) = (2/V2n os)ﬂqu/JE)IE + I ] (a.4.25)

para m=2
d,(n) =rZ3(n)g, [e(n)] fle(n)]de(n) =

= (V2/w/oe) IZe§exp[—e2/205]de - (VZ/:/oe)d;esexp(-M(c)de

(a.4.26)
donde igualmente se puede escribir:
403
0 (n) = —=— - (V2/x/o_) I, (a.4.27)

.

Reagrupando los términos segin (a.4.18) y utilizando los resultados para

ID' Ie e IF segin el Apéndice A.8, se obtiene finalamente para Sl’ la
siguiente expresién:
s, =,6J§03 ou[ 2s/Vx + (l-erf(s))exp 82] (a.4.28)

donde nuevamente 82 = oi(n)/ US'
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A.5.- CALCULO DE Sl(n) PARA RUIDO DE PLANTA UNIFORME

Definida la f.d.p. de u como
1/2V3 o, lul< V3 o, (a.5.1a)

f(u) =
0 i Jul> \/§cu (a.5.1b)

se evallla la expresién de gj [e(n)] (iii.2.2.13) por medio de sus dos

integrales en los siguientes rangos de ¢ .

1. con |el< V3 o,

Il(m,e) = fgel um/2 V3 6 du = um+l/2(m+1)t/g o (a.5.2a)
u u
I (me) = J’ﬁc u™2 V3 g du = [( V3 )m+1 - ,m+1 /2(m+1 V3,
olme) = [ U o, du = [ 9, € ] o
(a.5.2b)
con estos resultados:
(sgn(e)|e|m+l/(m+l) fgicu ;  m=par (a.5.3a)
g.(e) =
J [( Vg'ou)m+1~le|m+1] /(m+1) V3 o, s m=impar (a.5.3b)
2. con |e|>V3 9,
I, (m )—f‘é_% u™/2 V3 ¢ du = (V3 ¢ )"/2(m+1) (a.5.4a)
1(mel) =79 o, du = % m+ a.5.4a
Iz(m.e) = J’Tel u"/2 V3 o, du=0 (a.5.4b)
De donde se obtiene
sgn(e)( \/'3—cu)m/(m+1) ; m=par (a.5.5a)
gj(e) =
(0] ; m=impar (a.5.1b)
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con las expresiones (a.5.3) y (a.5.5) se procede al calculo de Sl(n),
particularizando para los algoritmos I..1 y L3.

A.5.1.- Particularizacidn para L1

En este caso Sl(n) = 2ci¢o(n)/af(n) con:
0o(n) =rTe(n)gy [e(n)]f[e(n)] | (a.5.6)

donde sustituyendo las expresiones adecuadas de go[e(n)] con m=0 se obtiene:

0p(n) = (V2/x/ o) [(1/V3 o) I+ 1] (a.4.7)
donde segin el Apéndice A.9.

I, =" cexp(-c7/2 of)de (a.5.8)

V3o

u

V30

2 2 2
I, =/4 Ye“exp(-e“/2 ¢)de (a.5.9)
€

sustituyendo los resultados de estas integrales se obtiene para Sl(n):
Sl(n) =2 oierf(\/3/252)/v 3 o, (a.5.10)

A.5.2.- Particularizacién para L3

Para este algoritmo:

5,(n) = (6 o5/ of(n)) [05(n) + 20, (n) + O (n)) (a.5.11)

sustituyendo sucesivamente m=0,1, y 2 en (a.5.3) y (a.5.5) se obtiene:

para m=2

0o(n) =17 e(n)g, [e(n)] £ [e(n)] de(n) =

= (V2/7/0¢)[(1/3V30) 15 +e31g] (a.5.12)
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donde segin el Apéndice A.9:

Ro
— M
Iy =lo

J u c4exp(—c2/2 of)de (a.5.13)

e IG esta definida en (a.5.8)

para m=1

0, (n) =17 e2(n)g, [e(n)] £ [e(n)] de(n) =

= (1/ V2nc€) [¢§buIG - (1/ V3 ou)IJ] (a.5.14)
donde IG e IJ han sido ya definidas
para m=0

¢2(n) ={: es(n)g2 [e(n)] fle(n)] de(n) =

= (Jz/n/oe [ (V3 ou)IJ+II] (a.5.15)
con II deifinida en el Apéndice A.9. como:
II =s eaexp(—e2/2 03) de (a.5.16)

V3o
u

Reagrupando los términos ¢o(n), ¢l(n). y ¢2(n) segin expresa (a.5.11)

y sustituyendo los resultados para IG’ IH’ II e IJ segin el Apéndice A.9
se obtiene finalmente:
2 2 2 2
S,(n) = 60 o [(V3+s°/V3)erf(V3/2s°) + V2/mexp(-3s/2)] (a.5.17)

2 2 2
donde s” = ce(n)/ o,
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A.6.~ CALCULO DE Sl(n) PARA RUIDO DE PLANTA BINARIO

Definida la f.d.p. de u como:
f(u) =[6(u+ou) + 6(u—ou)]/2 (a.6.1)

se evalGa la expresién de g; [e(n)] (iii.2.2.13) por medio de sus dos

integrales para los siguientes rangos de ¢

1. con |el<o
u

Il(m,e) QJEl u" [6(u+ou)+c(u—ou)] /2 du =0 (a.6.2a)

Iz(m,e) IT¥, um[c(u+ou)+6(u—ou)]/2 du = 02/2 (a.6.2b)

con estos resultados:

0 ; m=par (a.6.3a)
g.le) =
Jd ogq; m=impar (a.6.3b)

2. con |e|>0
—_—
Il(m,e) =Igel um[a(u+ou)+6(u—ou)] /2 du = 03/2 (a.6.4a)
I(m,e) =fi’°€| um[a(u+ou)+6(u—cu)]/2 du = O (a.6.4b)

con estos resultados:

sgn(e)cg ; m=par (a.6.5a)
gj(c) ={

0 ; m=impar (a.6.5b)

con estas expresiones para g:j [e(n)] se procede al c&lculo de Sl(n),

particularizando para los algoritmos Ll y L3.

A.6.1. Particularizacién para L1

2 2
En este caso Sl(n) = 20 ¢o(n)/oe(n) con:
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¢0(n)=£: E(n)go[e(n)]f[e(n)] de(n) (a.6.6)
donde sustituyendo las expresiones adecuadas de go[e(n)] con m=0 se obtiene:

dy(n) = (V2/7/0 )1, © (a.6.7)
donde seglin el Apéndice A.9

IG =f: eexp(—52/203)de (a.6.8)

a

sustituyendo el resultado de esta integral en la expresidén de Sl(n) se

obtiene:
s, (n)=(2V27m0>/0 ) exp(-s°/2)/s (a.6.9)
con 52 = °§(“)/°§

A.6.2- Particularizacién para L3

Para este algoritmo
S, (n)=(602/0>(n)) [®_(n)+20_(n)+0_(n)] (a.6.10)
1 x e 0 1 2 o

Sustituyendo sucesivamente m=0,1 y 2 en (a.6.3) y (a.6.5) se obtiene:

para m=2

dy(n) =17 elnlgy [e(n)] fle(n)] de(n) = (V2/wo"/o ) I, (a.6.11)
donde IG fue definida en (a.6.8)

para m=1

b, (n) =7 (n)g, [e(n)] fle(n))de(n) = V27mo /o) I, (a.6.12)

donde segin el Apéndice A.9:

I =J’: eaexp(—ez/Zof)de (a.6.13)
u
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para m=0
b,(n) =17 e(n)g, [e(n)]r[e(n)] de(n) = ( 2/7/5 ) I, (a.6.14)

con II definida nuevamente en el Apéndice A.9 como:

@ 3 2 2
1 =0, e exp(-¢ /208) de (a.6.15)
si se reagrupan los términos ¢O(n), ¢1(n) y ¢2(n) segin expresa (a.6.10) y

se sustituyen los resultados de integrar I I, e I_ se obtiene para Sl(n):

G’ "H I

Sl(n)=12050u [erf (1/2s)+V2/rs exp(—1/252)] (a.6.16)
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A.7.- CALCULO DE LAS INTEGRALES IA’ I_E I UTILIZADAS EN EL APENDICE A.3

R
L

Se define

In(a,b) =fg xn+lerf(ax)exp(—b2x2)dx (a.7.1)
(n=0,2,...)
2

como erf(.)=2/Vx / e‘t dt, la expresién anterior queda:

In(a,b) = 2/v§'4;xn+1 [ Qfxexp(—tz)dt] exp(—b2x2)dx (a.7.2)
Llamando

u=x" ISX exp(-tz)dt (a.7.3a)

dv = x exp(—b2x2)dx (a.7.3b)

resulta al derivar e integrar respectivamente:

du= [(J?72)nxn—lerf(ax)+axnexp(—a2x2)] dx (a.7.4a)

5 exp (-b2x") (a.7.4b)
2b

con lo que integrando (a.7.2) por partes:

In(a,b)=(lﬁﬁb2)[nJ?/2 f; xn—lerf(ax)exp(-bzxz)dx +

+ a foxnexp(—(a2+b2)x3dx (a.7.5)
Donde se observa que la primera integral es In_2(a,b) y la segunda se
deduce facilmente a partir del momento central n-simo de una f.p.d.
Gaussiana. Esto es, haciendo para 1la segunda integral el cambio
2, 2 .2 2 R
x (a"+b" )=y~ se obtiene:

IO xnexp(~(az+b2)x2)dx:(l/(a2+b

2)(n+1)/2) (a.7.6)

Jg}nexp(-ua/Q)du
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Pero segin [PAPOULIS, 1984], para v.a. gaussiana, con n par

E{yn}n(n—l)!!on con lo que, considerando g¢=1 se puede escribir

22n/2 2.2 (n+1)/2)

In(a,b) = — In_z(a,b)+a(n-l)!!/(2b (a~+b7) (a.7.7)
2b
siendo el valor inicial
Io(a,b)=(a/ﬁrb2) I exp(-(a2+b2)xJdx = a/ (262 V a2+b°) (a.7.8)

con estas ecuaciones recurrentes, el calculo de las integrales I, e I es

A C
inmediato.
1, =13 eerf(e/ﬁou)exp(-ez/z of)de= I1,(1/V2q,, 1//20 ) (a.7.9)
I, = s Serf(e/V20 Jexp(-e2/20°)de= 1.(1NV36 , 1/V2 0 ) (a.7.10)
C (0] u € 2 u’ € te

Sustituyendo adecuadamente, se obtiene:
3 2,2
1,=(02/5 )1+ /0 (a.7.11)

1,~20°1(1//20, 1/V20 )+(a°/2 20 )/(1/26°+1/262) >/ %=
e O u € € u € u

=(o§/ou) [2+1/(1+05/03)] /Vl+of/qf (a.7.12)

Definiendo igualmente:

I'(a) = 57 x"exp(-a®x")dx (n=2,4...) (a.7.13)
y llamando t= 2ax se puede expresar (a.7.13) como:

I;(a) = (172(m*1)/2, 41 ’”° texp (-t2/2)dt (a.7.14)

donde deduciendo nuevamente la integral anterior del momento central

n-simo de una f.p.d. gaussiana centrada en el origen se obtiene para I;(a):

, (n/2+1) 1
I (a) =Va(n-1)11/(2 a™th) (a.16.15)
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Expresidén no recurrente que depende exclusivamente de a y n.

La integral buscada IB puede expresarse en términos de In(a) como:

o 2 2 2 2 ' 2 2
IB_ IO e exp(-e /2(c€+ou))d = 12(\1/20€+1/20u) (a.17.16)

con lo que utilizando (a.17.15)

I= ﬁ/ch/(lwf/ofP/Z (a.17.17)

B
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A.8- CALCULO DE LAS INTEGRALES ID’—EE E I UTILIZADAS EN EL APENDICE A.4

Se define:

I (a,b)= 55 x"exp[-b%(ax+x®)] dx (a.8.1)
completando el cuadrado del exponente queda:

In(a,b)=exp(a2b2/4)f; xnexp[-(bx+ab/2)2] dx (a.8.2)
haciendo el cambio bx=u, la anterior igualdad resulta:

n+l

In(a,b)=(1/b )exp(a2b2/4)!g unexp[—(u+ab/2)2]du (a.8.3)

Pero segin [ABRAMOWITZ, 1970 ] (pag. 299), se cumple la siguiente
relacidn integral para la funcién de error complementaria
[erfc(.)=1-erf(.)]:

(2//?n!)f: (t-z)nexp(—tz)dt = i" erfc(z) (a.8.4)

donde ademis, se puede expresar de forma recursiva:

(véase nueva [ABRAMOWITZ, 1970] pag. 299):

iPerfc(ab/2)=—(ab/2n)i™ Yerfc(ab/2)+(1/2n)i™ 2erfc(ab/2) (a.8.5)
(n>1)

con las condiciones iniciales:
1%rfc(ab/2)=erfc(ab/2)=1-erf(ab/2) (a.8.6a)
-1 2 2
i “erfc(ab/2)=(2/Vx)exp(-a“b“/4) (a.8.6b)
Si en (a.8.4) se hace el cambio t-z=u, se obtiene:
.n © n 2
i erfc(z):(Z/V?'n!)jb uexp [-(u+z)” ] du (a.8.7)
Yy si se combinan (a.8.3) y (a.B8.7) resulta fin4lmente para In(a,b):

In(a,b)=(n!J7'/2bn+1)exp(azbz/d)inerfc(ab/2) (a.8.8)
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con esta expresién las integrales referenciadas en el Apéndice A.4. quedan:

155 cexp[-( VZe/o +/20°) ] de= I (2V20%/a , 1/ VZ3,)
1.=s" ezexp[-( Vae/o +52/202)]de= I.(2 JEEZ/G 1/V20 )
E 0 u € 2 e u’ €
1=r" e3exp[—( Vae/o +52/202)]de= I_(2 V_Zcz/a 1/V20)
F 0 u € 3 e u’ €

. Aplicando 1la expresidén recursiva (a.8.5) con las

iniciales (a.8.6) se obtiene:
2 3 2,2
ID_ o - toeexp(oe /ou)erfc(oe /ou )/cxu
3 2,2 2,2 4
IE- J210€(1/2+oe/ou)exp(oe/ou)erfc(oeAJu)— JEoc/ou

o4 3,3 2, 2 4. 2,2
IF- 2(;05(3oE/20u+ou/oh)exp(oeloh)erfc(oe/au)+20e(1+ct/ou)
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A.9- CALCULO DE LAS INTEGRALES I
APENDICES A.5 Y A.6

~ I". II' E I_ UTILIZADAS EN LOS

Ce

Se define

n+

In(a,b)= f: x 1exp(-bzxz)dx (n=0,2...) (a.9.1)

haciendo los cambios:
u=x (a.9.2a)
dv=x exp(-bzxz)dx (a.9.2b)
se obtiene integrando por partes:
In(a,b)=(an/2b2)exp(—a2b2)+(n/2b2) f: xn—lexp(—bzxz)dx (a.9.3)

o igualmente:

I_(a,b)=(a"/2b%)exp(-a"b%)+(n/267)1__(a,b) (a.9.4)
con

Io(a,b)= !: x exp(-bzxz)dx=(1/2b2)exp(-a2b2) (a.9.5)

Con esta expresién recursiva, las integrales IG e II quedan:

I= 5" cexp(-e2/2 02)=I (a, 1NZ o ) (a.9.6)

G ‘a € 0 €

I= 17 exp(-c?/2 o2)=1,(a, 1/VZ q_) (a.9.7)
donde para el Apéndice A.5 a =y 3 LA Y para el Apéndice

A.6. a =0 .
u

Sustituyendo adecuadamente resulta:

Para el Apéndice A.5:

2 2 2
IG— oeexp(—S ou/2 os) (a.9.8)
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2,2, 4 2 2
- - .9.9
I (2+3ou/ae)oeexp( 30u/2o€) (a )
Para el Apéndice A.6:
2 2 2
IG_ oeexp(-ou/Zoe) (a.9.10)
2,2, 4 2 2
II=(2+au/o€) exp(-q1/2c€) (a.9.11)

Definiendo igualmente:

a n -b2x2
IA(a,b): fo X e dx (n=2,4,...) (a.9.12)

haciendo el cambio (t/V2)=bx se obtiene:

(n+1)/2b(n+1))162 ab,n

I!(a,b)=(1/2 tPexp(-t2/2)dt (a.9.13)

y segin [ABRAMOWITZ, 1970] (pag. 942)

’62 b M xp(~t2/2)dt= /x/2(n-1)1! P(2a2b>/n+1) (a.9.14)

donde utilizando las expresiones (a.3.4) y (a.3.12a) del Apéndice A.3 se

obtiene:
P(2a%b%/n+1)=1-Q(2a°b%/n+1) (a.9.15)

I'(a,b)= {a/2(n-1)1 1/72{n+1)/2,n+1

n/2
[erf(ab)—\/Z/wexp(-azbz) 3 (Vﬁéb)zr-l/(Zr-l)!!] (a.9.16)
r=1

con lo que las integrales IH e IJ resultan:

I~ .rg eaexp(—ea/zof)dc= Ié(al 1/ /2 oc) (a.9.17)

a

_ 4 2 2 T
IJ- JO € exp(-¢ /20€)de- 12(81 I/V??oé) (a.9.18)

donde de nuevo, a = \/3 oe para el Apéndice A.5. Yy a=uE para el A.6.
Sustituyendo adecuadamente resulta:
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Para el Apéndice A.5.:
IH=[JE o::erf( Eau/ \/Eoe)- \/gou ciexp(—Sof/zof) (a.9.19)
II=—3ﬁGS(ou/oe+ oi/ 03) exp [-30‘?;/205 ]+

+ 3 /a/2 olerf( 30/ 20 ) (a.9.20)

Para el Apéndice A.6.:

3 2 2 2
IL=yx/2 o, erf(ou/ \/Eoe) - 0.9, exp(-ou/20e) (a.9.21)
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A.10- CALCULO DE S_(N) CON RUIDO DE PLANTA

Seglin la expresién (iii.2.2.29), Sz(n) queda definida como:

2k-2
Sz(n)= [kZNU:/cf(n)] b (Zk—2

2k-2-3,
K3 J
J=0

)E{ed(n)} E{u (a.10.1)

donde se observa la dependencia con respecto a los momentos centrales de
las v.a. e(n) y u. Debido a que se admiten f.d.p. pares para e(n)

(Gaussiana) Yy u, los momentos impares son nulos. Los valores

correspondientes a la v.a. e(n) son, dado su cardcter Gaussiano, los
mencionados en (iii.2.2.3), esto es:
E{e’(n)}= (§-1)!! o7(n) (j=par) (a.10.2)

para la v.a. u, segin las diferentes f.d.p. adoptadas resultan:

a) u es Gaussiana

Igualmente, segin (iii.2.2.3)

E{qu‘z“j} = (2k-3-j)!! o

ﬁk"z‘J , (2k-2-j=par) (a.10.3)

b) u es Laplaciana

Se define el momento central m-simo como:

E{u"}=(2/V2 o) /7 uexp(-V2]ul/o )au (a.10.4)

como I(a)= ﬂ; exp(-ax)dx = é (a.10.5)
se cumple derivando n veces:

d"1(a)/da"=(-1)" 15 x"exp(-ax)dx=(-1)"n1/a™"" (a.10.6)

y por tanto:

E{um}=yf§70u Q; uexp (- anu/ou)du=(vg7ou) dmI(a)/damla=/§70u (a.10.7)
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sustituyendo:

E{u™)= (-1)"':::!«:""1/2"'/2

pero para m par:

m/2, m

m
E{u }= (m!/2 u

)o

¢) u es Uniforme

Se define el momento central m-simo como:

E{um}= (1/2\/§ou) J’ﬁou u"du
_/ggu

con lo que para m=par

E{u™)= (Sm/2

m
/m+1)cu
d) u es Binaria

Se define el momento central m-simo como:

E{u™)=

M o

© m
J_u [a(u+ou)+ s(u-ou)] du
con lo que para m=par:
m m
E{u }= OU

Particularizando 1las expresiones anteriores para los

algoritmos de la familia, esto es L_ a L4, se obtiene:

1
1. Para L,

Sz(n) = No:/oisz

2. Para L

2

Sz(n) = 4N0:(1+82)/82
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(a.10.10)

(a.10.11)

(a.10.12)

(a.10.13)

4 primeros

(a.10.14)

(a.10.15)



3. Para L3

4 2 2.2, 2
27Noxou(1+s ) /s";

Gaussiana

27N0:G§(2+282+84)/82; Laplaciana

S.(n):z
2 27Noioi(3/s+282+s4)/32; Uniforme

27N0:0§(1/3+282+84)/82; Binaria

4. Para L4
240N0404(1+52)3/32;
X u

2

240Nai03(6+6s +3S4+86)/82;

Sz(n): 48N°:°:(9/5+1582+1584+586)/523

240No:oﬁ(1/15+sz+3sz+3s4+ss)/52;
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Gaussiana

Laplaciana

Uniforme

Binaria

(a.10.16a)

(a.10.16b)
(a.10.16c)

(a.10.164)

(a.10.17a)
(a.10.17b)
(a.10.17c)

(a.10.17d)



A.11- CARACTERIZACION DE LA V.A. COMPLEJA X(m,1) Y CALCULO DE SU MOMENTO
ABSOLUTO DE ORDEN r.
Sea la DFT de un registro de L puntos de x(n):
L-1 .
X(m)= x(n)exp(—j2!mn/L)=Xr(m)—in(m (a.11.1)
=0
donde:
L-1
Xr(m)= ¢ x(n)cos(2amn/L) (a.11.2a)
n=0
L-1
xi(m)= £ x(n)sen(2amn/L) (a.11.2b)
n=0

Para caracterizar conjuntamente a Xr(m) y Xi(m) se parte de las v.a.

x(n) definidas independientes y Gaussianas N(O,of) segin la hipétesis H1

del Capitulo IV.

Al estar Xr(m) y xi(m) formadas por la suma de v.a. Gaussianas ellas

mismas son Gaussianas con:
E{Xr(m)}= (0]

E{Xi(m)}= 0
L-1, 2
Var{X (m)}= I o cos” (2«nm/L)
r x
n=0
L-1, >
Var{X.(m)}= I o“sen“(2xnm/L)
1 n=0 X

donde:
2
Var{X_(m)}+ Var{X.(m)}= Lo
r i x
y por tanto, por simetria circular:
Var{X _(m)}= Var{X.(m)}= ozL/Z
r i x
La correlacidén cruzada es:
L-1

ECX_(m)X, ()= 2
n=0
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oi cos(2:nm/L)sen(2:nm/L)=E{Xi(m)xr(m)}

(a.11.3a)

(a.11.3b)

(a.11.3c)

(a.11.3d)

(a.11.4)

(a.11.5)

(a.11.6)



Si se llama W_=exp(j2n/L) se cumple:

L
L-1
z (w;“'“)2=(1-w;2“'“)/(1-w;2'“) (a.11.7)
n=0
pero como
wEZLm = exp(-jamm) = 1 (a.11.8)
se obtiene para (a.11.7):
L-1 2 >
0= ¢ (cos (2xnm/L)-sen”(2ynm/L)-2jsen(2ynm/L)cos(2ynm/L)) (a.11.9)
n=0
de donde se deduce:
L-1
I sen(2w¥xnm/L)cos(2wxnm/L) = O (a.11.10)
n=0
con lo que:
E{Xr(m)xi(m)}= E{Xi(m)xr(m)}= o (a.11.11)

y por 1lo tanto se concluye que la v.a. X(m) es Gaussiana circular

compleja, esto es:

E{Xr(m)}= E{Xi(m)}= o] (a.11.12a)
Var{xr(m)}= Var{xi(m)}= Loi (a.11.12b)
E{Xr(m)xi(m)}= E{xi(m)xr(m)}= 0 (a.11.12¢)

En el caso en que m=0, Xi(m)=0, con lo que
X(m):Xr(m) es una v.a. normal de N(O,Loi).
Para el caso del momento absoluto r-ésimo se procede:

E{|X(m)]|}= E{(Xi(m)+X§(m))r/2} (m#£0) (a.11.13a)
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E{|X(m)|T}= E{lxr(m)lr} (m=0) (a.11.13b)

2 2 .
En el primer caso (m#£0), con el cambio z= Xr(m)+xi(m) se obtiene una
v.a. Rayleigh y en el segundo caso es v.a. Gaussiana. Segiln
[ Papoulis, 1984] , los momentos absolutos de ambas variables aleatorias

son:

Para m#0

(L/Z)P/2 Vx/2 r!!o;; r=impar (a.11.14a)
E{)X(m)] )=

(L/Zr/zr!!o;; r=par (a.11.14b)
Para m=0

Lr/2 \/2/:(r-1)!!o§; r=impar (a.11.15a)
E{|X(m)| )=

Lr/a(r-l)uo::; =par (a.11.15b)
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2k-2
A.12- EVALUACION DE LA ESPERANZA E{|E+U]| }

Sea

2k-2
}

02=E{IE+UI (a.12.1)

donde E y U son

caso 1: 2 v.a. Gaussianas circulares complejas e independientes con

2 2
N(O.GE) y N(O.OU)
caso 2: 2 v.a. Gaussianas reales e independientes

A.12.1 Analisis del caso 1

Q2 se puede escribir como:

2 2, 2k-2
Q=E{[(E_+U ) +(E;+U,)%] } (a.12.2)

y donde realizando los cambios:

A=E +U (a.12.3a)
r r

B=E_+U, (a.12.3b)
1 1

A y B son 2 v.a. Gaussianas independientes con N(O, 0§+ 03)

y realizando nuevamente el cambio:

z= \/AZ + B2 (a.12.4)

Q2 queda como:

02=E{z2k”2} (a.12.5)

es el momento par de una Rayleigh, que segin [PAPOULIS, 1984]

2 2.k-1 2,k-1 2k-2

Q=(2k-2)11(02+o’) =(2k-2)zz(1+a§/ og) < to?

(a.12.6)
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A.12.2 Analisis del caso 2

Q2 se puede escribir como:

2k-2
= .12.7
Q=E{(E_+U ) } (a )
que nuevamente haciendo el cambio
z=E +U (a.12.8)
rr

. 2
resulta una v.a. Gaussiana con N(O,c

et 03) y segin [ PAPOULIS, 1984 ], el

momento par de una v.a. Gaussiana.

2 2,k-1 2,k-1 2k-2

Q,=(2k-3)11 (oa+0) " P=(2Kk-3) 11 (14 05/ S (a.12.9)
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k-2 2
A.13- EVALUACION DE LA ESPERANZA E{|E+U|  “(|E|" + Re(EU*))}

Sea 01=E{IE+UIk'2(IE|2+ Re(EU*) )} (a.13.1)
donde E y U son:

caso 1: 2 v.a. Gaussianas complejas circularmente e independientes

2

de media nula y varianzas 02 U

E Yo

caso 2: 2 v.a. Gaussianas reales e independientes de media nula y

varianzas 2 2
OE °U

Ambos casos se analizan secuencialmente.

a.13.1. AnAlisis del caso 1

Se puede escribir en este caso:

2.(k-2)/2 2

- 2 2
Ql_E{[(Er+Ur) +(Ei+Ui) ] (Er+Ei+ErUr+EiUi)} (a.13.2)
o igualmente:
= fg Jg I(E)f(Er)f(Ei)dErdEi (a.13.3)

r i

donde I(E) es la esperanza condicionada a Er e Ei:

2](k-2)/2

= 2 2, g2
I(E)—Eurui{[(Er+Ur) +(E +U; ) (Er+Ei+ErUr+EiUi)} (a.13.4)

Si, admitiendo independencia y Gaussianeidad para Ur e Ui’ se

realizan los cambios:

Er+Ur=A (a.13.5a)
E,+U, =B (a.13.5b)
z= \/ a%4B° (a.13.5¢)
w=tg 1 (B/A) (a.13.5d)
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El Jacobiano resulta J=1/Z y la nueva funcién de densidad conjunta:

2 2 2
fze=(z/2ncu)exp[-(z +a -22E_cose-2zE sene )/263]

donde se ha usado a2=E§+E§.

Con esto la expresién para I(E) queda:
2 » » k
I(E)=(1/2u0U) fg 5y 2 (Ercose+Eisene ).

. exp[—(za+ a2-22(Ercose+Eisene)/2(3§]dzde

(a.13.6)

(a.13.7)

como segin [ABRAMOWITZ, 1970 ] la funcién modificada de Bessel Io(x) se

puede expresar:
on
Io(x)=(1/2n) Jb exp(xcose)de
haciendo en (a.13.7) el cambio
2 .2
(E_cos6+E_sen8)/\E +E, = cos¢
r i r i
o equivalentemente
¢=¢-tg-1(E /E_)
i'"'r
se obtiene:

2 2, . k-
I(E)=exp(-a /2OU)f0 z

lexp(—zz/Zog).
2% 2 2
.((1/27) Q) (za/oU)cos¢ exp(zacos¢/ou)d¢)dz
pero de (a.13.8) se deduce derivando con respecto a x:
on
X I(')(x)=(1/21r)fo xcos@exp(xcose)de

con lo que I(E) se puede escribir:

I(E):(aexp(—u2/2cu))fg zklé(zaIé(za/oﬁ)exp(—zz/aoﬁ)dz

222

(a.13.8)

(a.13.9)

(a.13.10)

(a.13.11)

(a.13.12)

(a.13.13)



Segin [ABRAMOWITZ, 1970] se cumplen las siguientes soluciones:

' = a.l13.14a
Io(x) Il(X) ( )
jI.=J, (] .13.14
i1y Jl(Jx) (a.13.14b)

!; exp(-aztz)t“‘lJl(bt)dt:(b/aa) r(1/2+p/2)u(,1/2+1/2.2,-b2/4a2)/2au

(a.13.14c)

con lo que combindndolas convenientemente y simplificando para I(E) la

siguiente relacién:

(k/2—1)020k—2

I(E)=2 u

exp(—u2/20§) r(k/2+1)M(k/2+1,2,a2/203) (a.13.15)

donde TI(.) es la funcién Gamma y M(.,.,.) es la funcidén hipergeométrica

confluente definida como:

M(a,b,z)= £ (a) z"/(b) n! (a.13.16)
n=0 n n

con (s)n= F(n+s)/ I'(s)

como este caso particular: a=k/2+1, b=2, se obtiene
(a)n= r(n+1+k/2)/ r(k/2+1) (a.13.17a)

(b)n=(n+1)! (a.13.17b)

con lo que:
2,. 2 iy 2n n
M(k/2+1,2,a /20u)= z (u/oU) r(n+1+k/2)/2 n! (n+l1)! (a.13.18)
n=0

y por tanto:

expeaz/zoi) z (a/oU)an(n+1+k/2)/2nn!(n+1)!
n=0

I(E)=2k/2_1a203_2

(a.13.19)

sustituyendo esta expresién en (a.13.13), teniendo en cuenta que Er y Ei

son Gaussianas independientes y haciendo el cambio 02=E§+E§ se obtiene:
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Q.= (2% k=22, 2y o r(nilek/2)/2%nt (nel)! .
1 u E
n=0
) g;(02“*3/05"02)exp(-a2/202)da (a.13.20)
donde 1/02=1/03+1/o§ (a.13.21)

y la funcidén integral es el momento 2n+2-simo de una v.a. Rayleigh.

Como segin [PAPOULIS, 1984 ], el momento par de una Rayleigh es:

Iw(u2n+3/°2 2n+2

02n+2 - 2n+
0

)exp(—02/202)da= (2n+2)!! 1I‘(n+2)a

(a.13.22)

queda finalmente para Ql la siguiente expresién no cerrada:

k/2 k

Q,=[2 oU/(1+o:/oﬁ)(1+ojVo§)] z r(n+1+k/2)/n!(l+03/o§)n (a.13.23)

n=0

a.13.2. Analisis del caso 2

En este caso:

k-2
Ql-E{lEr+Ur| Er(Er+Ur)} (a.13.24)
donde igualmente que en el caso anterior:

Q,= e I(E)f(Er)dEr (a.13.25)

r
con

k-2
I(E)_EUr {lEr+Ur| Er(Er+Ur)} (a.13.26)

Desarrollando 1la potencia en k-2 por el binomio de Newton y

recordando que Ur es N(O,ai) se obtiene:

para k=par
k-1

I(E)= ¢ (ka)EJ*lf° (1/ 2no2)Uk—l-Jexp(-Uz/202)dU (a.13.27)
j=0 J r =-o U'r r U r
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pero la integral es el momento k-i-j-ésimo ”k—i-j de una Gaussiana con

lo que:

k-1
I(E)= =

k-1 j+l
E (a.13.28)
; ( j ) e a

0 1-jr

para k=impar

k-1 . .
_ k-j\.j+l o [, 2 k-1-j n2/0 2
I(E)= jfo ( j )Er I (1/ 2“°U)Sgn(Er+Ur)Ur exp ( Ur/ZUU)dUr
(a.13.29)
la integral anterior es conocida como gj(Er)’ véase (iii.2.2.11) y en el

caso de Ur gaussiana resulta segin (a.3.11):

E) - (q—l)!!ogsgn(Er)P[(Er/oU)Z/q+1]; q par (a.13.30a)
gJ r = >
(2(q-1)!!03A/5;3Q[(Er/ou) /q+1]; q impar (a.13.30b)
con lo que
k=1 .
1e)= ¢ (“Hedtlg (e) (a.13.31)
j=0 J T 3T

con estas expresiones para I(E) queda findlmente:

para k=par
k-1 k-1

_ k-1 j+l _
Q.= f (. J_ E f(Er)dEr" r (

Ju . (a.13.32)
1 ~1-
§=0 3 k-1-j Er r j=0

k1) M
J TPk-1-3"j+1

donde By es el momento i-ésimo Gaussiano. Se hace notar que los momentos

impares son nulos, al ser Er y Ur de medias nulas.
. para k=impar
) ¢, (a.13.33)
=0
con %(n) definida en (iii.2.2.10) como:
_ j+1
¢..1ErEr gJ.(Er)f(Er)dEr (a.13.34)

J
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integral resuelta para algunos casos particulares (j=0,1,2) en el
Apéndice A.3.

Las expresiones calculadas para Q1 son las generales en el caso de
eleccién arbitraria del orden del algoritmo k. No obstante, en 1los
siguientes dos Apéndices se desarrollan las expresiones cerradas de Q1

particularizadas para los primeros cuatro algoritmos L1 a L4.
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A.14- EVALUACION DE Q1 PARA LOS ALGORITMOS L2 Y L4

Se analizan los casos con:

a) m=0 : v.a. reales

b) m#0 : v.a. complejas

-En el primer caso con m=0 se obtienen respectivamente segin (a.13.32):

para k=2
2
= .14.
Q1 og (a.14.1)
para k=4
2 2 4 4 2,2
Q1-30U0E + 3°E-3°E(1+°U/°E) (a.14.2)

-En el segundo caso con mf£0 partiendo de I(E) (a.3.15) se evalia
primeramente la funcién hipergeométrica confluente M(k/2+1,2, u2/203).

Para ello segiin [ABRAMOWITZ, 1970] se parte de las siguientes relaciones:

M(1,1,z)=exp z (a.14.3a)
M'(a,b,z)=(a/b)M(a+l,b+l,z) (a.14.3b)
M(a+1l,b,z)=M(a,b,z)+(z/a)M'(a,b,z) (a.14.3c)

donde para k=2:

M(2,2,z)=exp 2z (a.14.4)

y para k=4:
M(3,2,z)=M(2,2,z)+(z/2)M'(2,2,2z)=(1+2/2) exp z (a.14.5)

se ha utilizado z=a2/205

considerando ademas que r(n+l)=n!, se obtienen las siguientes expresiones
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para k=2

2

I(E)= a (a.14.6)
para k=4
I(E)=4 0205(1+a2/4ou) (a.14.7)

sustituyendo estas expresiones en (a.13.3), teniendo presente que E_y

Ei son v.a. Gaussianas independientes y haciendo el cambio a = ; Er+Ei

(v.a. Rayleigh) se obtiene segin [PAPOULIS, 1984]

para k=2

Ql= Q: (as/og)exp(—cz/2o§)da=20§ (a.14.8)
para k=4

Q1= {; (1/02)(403 o§+a5)exp(-u2/20§)da=80§ §+80 -80 (l+o /og)

(a.14.9)
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A.15- EVALUACION DE Q1 PARA LOS ALGORITMOS I..1 Y L3

Se analizan los casos con

a) m=0 : v.a. reales

b) m£0 : v.a. complejas
-En el primer caso con m=0 se obtiene
para k=1

Q1=¢0 (a.15.1)

donde segin el Apéndice A.3, expresién (a.3.16)

Ql=(v2/n/au)0§/\/1+o§/63 (a.15.2)
para k=3
Q) =0+20,+0, (a.15.3)

donde segin el Apéndice A.3 utilizando las expresiones (a.3.19) y

(a.3.27) se obtiene:
P 2 2,2 2,2 2,2 2,2
Ql-e 2/noxoU[1+20E/oU+(cE/oU)/(1+0E/0U)]/ Y 1+0E/oU (a.15.4)

-En el segundo caso con m#0 partiendo nuevamente de I(E) (a.l13.15) y
evaluando  igualmente M(k/2+1,2, a2/2 <xﬁ) usando (a.14.3c) con
[ ABRAMOWITZ, 1970 ]):

M(1/2.1.z)=exp(z/2)IO(z/2) {(a.15.5)
se obtiene para k=1 y k=3:
k=1

M(3/2.2.Z)=2M'(1/2.1.z)=[IO(z/2)+Il(z/2)]exp(z/2) (a.15.6)

229



M(5/2,2,2z)=M(3/2,2,z)+(2z/3)M' (3/2,2,2) (a.15.7)
derivando (a.15.5) y considerando la relacidn (segin [ABRAMOWITZ. 1970] ):
(1/20/a2)" (2”91 (2) = (W) (g (2.15.8)

q+r

se obtiene:
M'(3/2.2.2):[310(2/2)/4+Il(z/2)+I2(z/2)/4]exp(z/2) (a.15.9)
con lo que sustituyéndola en (a.15.7) ademds de (a.15.6) se obtiene:

M(5/2.2.z)=exp(z/2)[(1+z/2)I0(z/2)+(1+22/3)Il(z/2)+(z/6)12(z/2)]

(a.15.10)

con este Gltimo resultado y considerando que T (n+1/2)=(2n-1)1!/%/2", se

obtiene segin (a.3.15) las siguientes expresiones particulares:

para k=1
I(E)=2zyn/2 [Io(z/2)+Il(z/2)] exp(-z/2) (a.15.11)
para k=3

I(E)=3zyn/2 [(1+z/2)10(2/2)+(1+22/3)11(2/2)+(z/6)12(z/2)](a.15.12)

con z=u2/2 ﬁf

con estas expresiones de I(E) se obtienen las correspondientes de Q1 en

los casos de k=1 y k=3. Para ambos casos se sustituye en (a.13.3) con

a= E§+E§ (v.a. Rayleigh) y se obtiene:

para k=1

2
0, (V7/2/20,0.) 1> u;exp(-uz/Zcz)[10(02/403)+Il(02/4oﬁ)]dx (a.15.13)
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donde se ha utilizado
1/02=1/o§+1/of) (a.15.14)
haciendo el cambio 02/40U=x se obtiene para le
Q (4\/;7503/02”O x exp(—202x/02)[1 (x)+I, (x)])dx (a.15.15)
1 U’ E'°0 U 0 1
si se llama a las integrales
IP= x exp(—bx)IO(x)dx (a.15.16a)

IQ= X exp(—bx)Il(x)dx (a.15.16b)

como segin [ERDELYI, 1954] se cumple:

© n! > 2
{O xnexp(—ax)JO(xy)dx = Pn(a/v/a +y) (a.15.17)
(a2+y2)(n+1)/2
con Jo(jx)=IO(x) y Pn(.) el polinomio de Legendre de orden n, se obtiene
para IP:
IP=b/(b2-1)3/2 (a.15.18)

como ademds seg(n [ERDELYI, 1954]

f; x exp(—ax)Jl(xy)dx = y/(az+y2)3/2 (a.15.19)
con Jl(jx)=jIl(x) se obtiene para IQ:
1,71/ (b%-1)>/2 (a.15.20)

con estos resultados para IP e IQ' haciendo b=202/o2 y sustituyéndolos
en (a.15.15) se obtiene para Q:

Q,= V7/2 o/ \[1407/63 (a.15.21)
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para k=3
0,=(3 w/20/200) 57 ooexp(-a’/20%) [(1+a /40 T (a/ ay)+

+(1+a2/303)11(02/40U)+h2/1200I2Xu2/4cU)] dx (a.15.22)

donde se ha wutilizado nuevamente (a.15.14). Haciendo 1los cambios

a2/4oU=x y b=203/02 se obtiene para Q, :

Q1=(12Vg7583/o§)f;exp(-bx)[(x+x2)Io(x)+(x+4x2/3)Il(x)+(x2/3)12(x)]dx

(a.15.23)
llamese a las integrales

w© 2
IR— I ¥ exp(-bx)Io(x)dx (a.15.24a)
I= s~ x%exp(-bx)I, (x)d (a.15.24b)
5= o X exp(-bx)I, (x)dx a.l5.

@ 2 :
IT— Ib x exp(-bx)IZ(x)dx (a.15.24c)

donde utilizando la relacién (a.15.17) para resolver IR se obtiene:
1 =(26%41)/(6%-1)%/2 (a.15.25)

nuevamente segin [ERDELYI, 1954]

Ig x2¢axp(-ax)Jl(xy)dx=3ay/(a2+j{2)5/2 (a.15.26)

f; x2exp(—ax)\12(xy)dx=3y2/(a2+y2)5/2

con lo que se obtiene para Is e IT:

IS=3b/(b2—1)5/2 (a.15.27)
IT=3/(b2—1)5/2 (a.15.28)

La expresién (a.15.23) de Q1 se puede escribir como
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— 5 2
Ql=(12/n/2ou/oE) [IP+IQ+IR+(4/3)IS+(1/3)IT] (2.15.29)

con lo que sustituyendo las expresiones oportunas y simplificando se

llega a la expresidén final para QI:

3 2,2
01-3 \/W/ZUE\/1+0U/0E
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