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Resumen. El problema de maximizar el número de vértices que no son visibles dos
a dos en un poĺıgono simple P , (Maximum Hidden Vertex Set) es un problema
NP-duro [6]. En este trabajo se resuelve el problema para dos tipos de poĺıgonos:
espirales e histogramas. Para los primeros se obtiene un algoritmo lineal que re-
suelve el problema MHVS y cotas para el máximo número h de vértices ocultos,⌈

r
2

⌉
+ 1 ≤ h ≤ r + 1, siendo r el número de vértices cóncavos del poĺıgono espiral.

Para poĺıgonos histograma se demuestra que h = r − (p− 1), siendo p el número de
lados fondo.
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1 Introducción y definiciones

El problema original de Galeŕıas de Arte pregunta sobre el número mı́nimo
de guardias necesarios para vigilar el interior de un poĺıgono simple P [7].
En este art́ıculo analizamos el problema inverso: queremos esconder puntos
en un poĺıgono. Dado un poĺıgono P , decimos que H, H ⊂ P , es un conjunto
de puntos ocultos en P si dos cualesquiera de ellos no se ven, es decir, si el
segmento determinado por ellos tiene intersección no vaćıa con el exterior de
P . El problema inicial en este campo es el siguiente: Dado un poĺıgono P ,
hallar un conjunto de puntos ocultos en P que sea de cardinal máximo.

En 1989, Shermer comenzó el estudio del problema de ocultar puntos en
poĺıgnos. En [6] demostró que el problema inicial de ocultación es un proble-
ma NP-duro, tanto para poĺıgonos simples como para poĺıgonos ortogonales.
También obtuvo algunas cotas combinatorias para h, cardinal máximo de un
conjunto de puntos ocultos. En particular demostró que: Si P es un poĺıgono
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con r vértices cóncavos entonce h ≤ r+ 1. (Recordemos que un vértice de un
poĺıgono simple P es cóncavo si su ángulo interior es mayor que π y convexo
en caso contrario). Shermer demostró también que el tamaño máximo de un
conjunto oculto de vértices en un poĺıgono de n vértices es a lo más

⌊
n
2

⌋
, sien-

do esta cota ajustada al igual que la anterior. Para poĺıgonos ortogonales la
cota superior es n−2

2 tanto para conjunto de puntos ocultos como de vértices
ocultos y esta cota se alcanza en los poĺıgonos escalera.

Posteriormente Hurtado extendió la noción de ocultación de puntos a con-
figuraciones geométricas en su tesis doctoral, [4]. Si F es una familia de con-
juntos disjuntos del plano, un conjunto de puntos H se llama conjunto oculto
de F si está contenido en el complemento de la unión de los elementos de F y
el segmento que une dos puntos cualesquiera de H corta a algún conjunto de
F . Si F es una familia de n segmentos disjuntos del plano, Hurtado, Serra y
Urrutia prueban en [5] que F admite un conjunto de puntos ocultos de tamaño
al menos

√
n. Y que existen conjuntos de segmentos que no admiten conjun-

tos de puntos ocultos de cardinal mayor que 2
√
n. Hurtado también obtuvo

resultados sobre ocultación de puntos en familias de triángulos, rectángulos y
hexágonos.

Los problemas de ocultar o esconder objetos en configuraciones geométricas
tienen aplicación, por ejemplo, en juegos de ordenador, donde cada jugador
necesita buscar y coleccionar o destruir el mayor número de objetos posible.
Otra aplicación, descrita por Eidenbenz en [2], es el reparto de parcelas en
un territorio para la construcción de cabañas, en la que se utiliza la versión
tridimensional del problema: ocultación de puntos en poliedros terreno.

Precisemos a continuación la notación que utilizaremos posteriormente.

Problema 1. Dado un poĺıgono P , designamos por Maximum Hidden
Set (MHS), al problema que pregunta por un conjunto H de puntos de P ,
de cardinal máximo y tal que dos cualesquiera de ellos no se vean.

Problema 2. Dado un poĺıgono P , designamos por Maximum Hidden
Vertex Set (MHVS), al problema que pregunta por un conjunto H de
vértices de P , de cardinal máximo y tal que dos cualesquiera de ellos no se
vean.

Como ya hemos indicado, Shermer demostró que ambos problemas son
NP-duros tanto para poĺıgonos generales como para poĺıgonos ortogona-
les (ver [6]). Esta complejidad computacional abre dos ĺıneas de trabajo: la
búsqueda de algoritmos aproximados y la resolución de los problemas pa-
ra tipos especiales de poĺıgonos. La búsqueda de algoritmos aproximados se
inició con el trabajo de Eidenbenz, [3], en el que demostró que ambos proble-
mas son APX -duros para poĺıgonos sin agujeros. Para poĺıgonos con agujeros
demostró en el mismo trabajo que son problemas no aproximables con razón
de aproximación nε para algún ε > 0. En un trabajo reciente, Bajuelos et al.
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[1], han aplicado técnicas metaheuŕısticas para obtener soluciones aproxima-
das a estos problemas de ocultación.

En este trabajo seguimos la segunda ĺınea de investigación, presentando
soluciones a los problemas MHS y MHVS para dos tipos de poĺıgonos, los
poĺıgonos espirales y los poĺıgonos histograma. En la sección 2 se estudian
los problemas para poĺıgonos espirales, describiendo un algoritmo lineal que
resuelve MHVS para poĺıgonos espirales. Además se demuestran cotas ajus-
tadas para el número máximo h de vértices ocultos en un poĺıgono espiral con
r vértices cóncavos. En la sección 3 se analizan los poĺıgonos histograma, para
los que se obtiene que el cardinal máximo h de vértices ocultos verifica que
h = r− (p−1), donde p es el número de un tipo especial de lados del poĺıgono
histograma.

2 Escondiendo puntos en espirales

Definición 1. Un poĺıgono P se dice poĺıgono espiral si todos sus vértices
cóncavos forman una única cadena de vértices consecutivos. (ver Figura 1).

Figura 1. Un ejemplo de poĺıgono espiral con su cadena cóncava

Estudiemos el problema de ocultación de puntos para este tipo de poĺıgo-
nos. En primer lugar resolvemos los aspectos combinatorios de la ocultación
de vértices relacionando el número r de vértices cóncavos de un poĺıgono y h,
cardinal máximo de un conjunto de vértices ocultos en P .

Teorema 1. Si P es un poĺıgono espiral con r vértices cóncavos, entonces el
número máximo de vértices ocultos, h, verifica que

⌈
r
2

⌉
+ 1 ≤ h ≤ r + 1.

Demostración. La cota inferior
⌈

r
2

⌉
+ 1 ≤ h se obtiene comprobando que, si

nos limitamos a considerar los vértices de la cadena cóncava más sus extremos
convexos, siempre podemos marcarlos alternadamente como ocultos, (según se
muestra en la figura 2 (a)). Por tanto, en todo poĺıgono espiral con r vértices
cóncavos se pueden ocultar al menos

⌈
r
2

⌉
+ 1 vértices.

Por otra parte, según demostró Shermer en [6], todo poĺıgono simple P
con r vértices cóncavos se puede descomponer en r+ 1 piezas convexas y por
consiguiente admite a lo sumo r + 1 puntos ocultos. En el caso de poĺıgonos
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(a) (b)

Figura 2. Cotas para h

espirales esta cota se alcanza para vértices, según se muestra en el poĺıgono
de la figura 2 (b).

A continuación presentamos un algoritmo que resuelve el problema MHVS
para poĺıgonos espirales.

2.1 Algoritmo

Aplicando la definición de poĺıgono espiral es fácil observar que su borde
se descompone en dos cadenas de vértices consecutivos C y R, la primera
formada por los vértices convexos y la segunda por los cóncavos. Llamemos
u y v a los extremos de C. El algoritmo propuesto recorre el borde de ambas
cadenas simultáneamente desde u hasta v, añadiendo en cada paso un vértice
al conjunto H de vértices ocultos. La idea fundamental es avanzar de u a v
por ambas cadenas marcando como oculto en cada paso el vértice que menos
ilumine la cadena convexa en el sentido de avance.

Si designamos los vértices cóncavos por {u1, u2, . . . , ur} y los vértices de la
cadena convexa C por {u = v1, v2, . . . , v = vn−r}, la descripción del algoritmo
es la siguiente:

Algoritmo de colocación de vértices ocultos

ENTRADA: Un poĺıgono espiral P de n vértices.
SALIDA: H ⊂ V , subconjunto de vértices ocultos de cardinal máximo.

[01] Marcar como oculto el primer vértice de la cadena
convexa , u ∈ H;

[02] Sean uk, vj los primeros vértices de las cadenas R y C,
respectivamente, no visibles desde el último vértice
oculto a~nadido a H;

[03] Si vj ve al siguiente vértice uk+1 de la cadena cóncava,
entonces marcamos como oculto el vértice uk;
en caso contrario marcamos como oculto el vértice vj .

[04] Repetir el proceso a partir del paso 2



Escondiendo puntos en espirales e histogramas 89

hasta alcanzar el vértice v.

Tipo A

uk

vj

x

Tipo B

uk

vj

x

Figura 3. Colocación de vértices ocultos

La corrección de este algoritmo aśı como su complejidad se analizan en el
siguiente teorema:

Teorema 2. Dado un poĺıgono espiral P , el algoritmo anterior obtiene un
conjunto H de vértices ocultos de cardinal máximo en tiempo O(n).

Demostración. El algoritmo induce una partición del poĺıgono espiral. Para
cada vértice convexo vj marcado como oculto en el paso 3 se considera el
segmento que la semirrecta −−−→vj , uk determina entre uk y la cadena convexa C
y para cada vértice cóncavo uk marcado como oculto en el paso 3 se consi-
dera el segmento que la semirrecta −−−−−→uk, uk+1 determina entre uk+1 y C. Estos
segmentos permiten descomponer el poĺıgono en piezas de dos tipos, A y B.
Las piezas tipo A tienen dos aristas de la cadena R y el vértice común a esas
aristas aparece marcado como oculto. En las piezas tipo B sólo hay una aris-
ta de R y el vértice oculto es de la cadena convexa. En las piezas de ambos
tipos podemos ocultar a lo sumo dos vértices, los vértices convexos son todos
mutuamente visibles y el primer vértice de la cadena cóncava es común con
la pieza anterior,(véase la figura 4). El algoritmo construye un conjunto H de
vértices ocultos con un vértice en cada una de las piezas. Para demostrar que
H es de cardinal máximo probemos que para cualquier otro conjunto H∗ de
vértices ocultos se verifica que |H| ≥ |H∗|.

Si |H| < |H∗| entonces H∗ tiene dos vértices ocultos en alguna pieza de
la descomposición anterior. Sea Q la última pieza con dos vértices ocultos.
Independientemente del tipo de esta pieza, uno de los vértices ocultos en Q
debe ser el primer vértice cóncavo de la pieza, que pertenece también a Q′,
la pieza anterior en la descomposición. Si Q′ fuera de tipo B no podŕıa tener
ningún vértice oculto adicional, por lo que ambos conjuntos H y H∗ tendŕıan
el mismo cardinal en esas piezas. Si Q′ fuera de tipo A sólo podŕıa tener
otro vértice oculto en su primer vértice cóncavo. Aśı se reproduce la situación
inicial de Q en la pieza anterior Q′. Si en el retroceso hacia el vértice u
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encontramos una pieza de tipo B, los conjuntos H y H∗ tendŕıan el mismo
número de elementos a partir de esa pieza. Como la pieza inicial es de tipo B
resulta que cualquier conjunto H∗ tiene a lo más un vértice en cada pieza de
la descomposición. Y se concluye que el algoritmo construye un conjunto H
de vértices ocultos de cardinal máximo.

B

A

B

B

A

A

Figura 4. Descomposición en piezas A y B

La complejidad del algoritmo es lineal. La visibilidad desde los vértices
ocultos en el paso 2 se efectúa en O(n) porque se detecta la visibilidad a cada
vértice en tiempo constante y se avanza, sin retroceso, por las cadenas cóncava
y convexa. Por la misma razón el paso 3 también se realiza en tiempo lineal.

Observación 1. Si escondemos puntos no necesariamente situados en vértices,
entonces siempre se alcanza el valor máximo permitido para el número de
puntos ocultos. En un poĺıgono espiral P con r vértice cóncavos siempre se
pueden ocultar r + 1 puntos, pues basta situar un punto oculto en cada lado
de la cadena cóncava, (ver figura 5).

Figura 5. Puntos ocultos en un poĺıgono espiral

3 Escondiendo puntos en histogramas

En primer lugar definamos esta clase poĺıgonos, usados en ocasiones como
piezas en las descomposiciones de los poĺıgonos ortogonales.

Definición 2. Un histograma vertical P es un poĺıgono ortogonal con un lado
horizontal, llamado la base de P , tal que todo punto de P es visible desde
algún punto de su base.
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Figura 6. Histograma

En este trabajo sólo consideramos histogramas verticales. Denominamos
lado fondo en un histograma a un lado horizontal cuyos extremos son vértices
cóncavos. Como probamos en el siguiente teorema, el número de estos lados
determina la solución al problema MHVS para histogramas.

Teorema 3. Si P es un histograma con r vértices cóncavos y p lados fondo,
entonces el máximo número h de vértices ocultos en P es h = r− (p− 1) y si
no hay lados horizontales alineados existe un conjunto de vértices ocultos de
cardinal h.

Demostración. Realizaremos la demostración por inducción sobre p :

• Caso básico p = 0: En este caso, el histograma es una pirámide (ver
figura 7), en la que se pueden ocultar h = r+ 1 vértices, uno en cada lado
horizontal distinto de la base.

Figura 7. Pirámide

• Paso inductivo: Suponiendo que el resultado es cierto para histogramas
con p fondos, demostremos que también lo es para poĺıgonos con p + 1
fondos. Trazamos un segmento horizontal por el fondo más próximo a la
base y aśı descomponemos P en dos histogramas P1 y P2, y un rectángulo
R, (ver figura 8). Llamamos hi, ri y pi (i = 1, 2) al número de vértices
ocultos en Pi, número de vértices cóncavos de Pi y número de fondos de
Pi, respectivamente, con lo que se tiene que r1+r2 = r−2 y p1+p2 = p−1.
Por hipótesis de induccción tendremos que

h1 = r1 − (p1 − 1) y h2 = r2 − (p2 − 1)

de donde
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P2

R

P1

Figura 8. Descomposición de un histograma

h1 + h2 = (r1 + r2) + (p1 + p2) + 2 = (r − 2)− (p− 1) + 2 = r − (p− 1)

y como en R no podemos situar ningún vértice oculto ya que todos son
visibles desde alguno de los histogramas, tenemos

h = r − (p− 1)

Un conjunto H de vértices ocultos de cardinal h se consigue situando un
punto en el vértice convexo de cada lado horizontal que no sea ni base ni fondo.
(En los lados horizontales con dos vértices convexos sólo se coloca punto en
uno de ellos). En el histograma de la figura 6 se han marcado en negro los
vértices ocultos.

Observación 2. Si escondemos puntos en histogramas también se consigue,
como en espirales, alcanzar el máximo posible. Ocultando un punto en cada
arista horizontal conseguimos ocultar h = r+ 1 puntos siendo r el número de
vértices cóncavos. (Figura 9).

Figura 9. Puntos ocultos en poĺıgonos histograma
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