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Resumen. El problema de maximizar el nimero de vértices que no son visibles dos
a dos en un poligono simple P, (MAXIMUM HIDDEN VERTEX SET) es un problema
NP-duro [6]. En este trabajo se resuelve el problema para dos tipos de poligonos:
espirales e histogramas. Para los primeros se obtiene un algoritmo lineal que re-
suelve el problema MHVS y cotas para el maximo numero h de vértices ocultos,
[g-‘ + 1< h <r+1, siendo r el nimero de vértices céncavos del poligono espiral.
Para poligonos histograma se demuestra que h = r — (p — 1), siendo p el ntimero de
lados fondo.
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1 Introduccion y definiciones

El problema original de Galerias de Arte pregunta sobre el niimero minimo
de guardias necesarios para vigilar el interior de un poligono simple P [7].
En este articulo analizamos el problema inverso: queremos esconder puntos
en un poligono. Dado un poligono P, decimos que H, H C P, es un conjunto
de puntos ocultos en P si dos cualesquiera de ellos no se ven, es decir, si el
segmento determinado por ellos tiene interseccién no vacia con el exterior de
P. El problema inicial en este campo es el siguiente: Dado un poligono P,
hallar un conjunto de puntos ocultos en P que sea de cardinal mdximo.

En 1989, Shermer comenzé el estudio del problema de ocultar puntos en
polignos. En [6] demostré que el problema inicial de ocultacién es un proble-
ma NP-duro, tanto para poligonos simples como para poligonos ortogonales.
También obtuvo algunas cotas combinatorias para h, cardinal maximo de un
conjunto de puntos ocultos. En particular demostré que: Si P es un poligono
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con 1 vértices concavos entonce h < r + 1. (Recordemos que un vértice de un
poligono simple P es concavo si su angulo interior es mayor que 7 y convexo
en caso contrario). Shermer demostré también que el tamafio maximo de un
conjunto oculto de vértices en un poligono de n vértices es a lo més L%J, sien-
do esta cota ajustada al igual que la anterior. Para poligonos ortogonales la
cota superior es "T_2 tanto para conjunto de puntos ocultos como de vértices
ocultos y esta cota se alcanza en los poligonos escalera.

Posteriormente Hurtado extendié la nocién de ocultaciéon de puntos a con-
figuraciones geométricas en su tesis doctoral, [4]. Si F' es una familia de con-
juntos disjuntos del plano, un conjunto de puntos H se llama conjunto oculto
de F' si esté contenido en el complemento de la unién de los elementos de F'y
el segmento que une dos puntos cualesquiera de H corta a algiin conjunto de
F. Si F es una familia de n segmentos disjuntos del plano, Hurtado, Serra y
Urrutia prueban en [5] que F' admite un conjunto de puntos ocultos de tamano
al menos y/n. Y que existen conjuntos de segmentos que no admiten conjun-
tos de puntos ocultos de cardinal mayor que 2y/n. Hurtado también obtuvo
resultados sobre ocultacién de puntos en familias de tridngulos, rectangulos y
hexagonos.

Los problemas de ocultar o esconder objetos en configuraciones geométricas
tienen aplicacién, por ejemplo, en juegos de ordenador, donde cada jugador
necesita buscar y coleccionar o destruir el mayor nimero de objetos posible.
Otra aplicacién, descrita por Eidenbenz en [2], es el reparto de parcelas en
un territorio para la construccién de cabanas, en la que se utiliza la version
tridimensional del problema: ocultaciéon de puntos en poliedros terreno.

Precisemos a continuacién la notacién que utilizaremos posteriormente.

Problema 1. Dado un poligono P, designamos por MAXIMUM HIDDEN
SET (MHS), al problema que pregunta por un conjunto H de puntos de P,
de cardinal maximo y tal que dos cualesquiera de ellos no se vean.

Problema 2. Dado un poligono P, designamos por MAXIMUM HIDDEN
VERTEX SET (MHVS), al problema que pregunta por un conjunto H de
vértices de P, de cardinal maximo y tal que dos cualesquiera de ellos no se
vean.

Como ya hemos indicado, Shermer demostré que ambos problemas son
NP-duros tanto para poligonos generales como para poligonos ortogona-
les (ver [6]). Esta complejidad computacional abre dos lineas de trabajo: la
bisqueda de algoritmos aproximados y la resolucién de los problemas pa-
ra tipos especiales de poligonos. La bisqueda de algoritmos aproximados se
inicié con el trabajo de Eidenbenz, [3], en el que demostré que ambos proble-
mas son AP X-duros para poligonos sin agujeros. Para poligonos con agujeros
demostro en el mismo trabajo que son problemas no aproximables con razén
de aproximacién n® para algiin € > 0. En un trabajo reciente, Bajuelos et al.
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[1], han aplicado técnicas metaheuristicas para obtener soluciones aproxima-
das a estos problemas de ocultacién.

En este trabajo seguimos la segunda linea de investigacién, presentando
soluciones a los problemas MHS y MHVS para dos tipos de poligonos, los
poligonos espirales y los poligonos histograma. En la secciéon 2 se estudian
los problemas para poligonos espirales, describiendo un algoritmo lineal que
resuelve MIHV'S para poligonos espirales. Ademés se demuestran cotas ajus-
tadas para el nimero maximo h de vértices ocultos en un poligono espiral con
r vértices céncavos. En la seccién 3 se analizan los poligonos histograma, para
los que se obtiene que el cardinal maximo h de vértices ocultos verifica que
h=r—(p—1), donde p es el nimero de un tipo especial de lados del poligono
histograma.

2 Escondiendo puntos en espirales

Definicion 1. Un poligono P se dice poligono espiral si todos sus vértices
concavos forman una unica cadena de vértices consecutivos. (ver Figura 1).

Figura 1. Un ejemplo de poligono espiral con su cadena céncava

Estudiemos el problema de ocultaciéon de puntos para este tipo de poligo-
nos. En primer lugar resolvemos los aspectos combinatorios de la ocultacién
de vértices relacionando el ntimero r de vértices céncavos de un poligono y h,
cardinal maximo de un conjunto de vértices ocultos en P.

Teorema 1. 5i P es un poligono espiral con r vértices concavos, entonces el
numero mdximo de vértices ocultos, h, verifica que [g] +1<h<r+1.

Demostracion. La cota inferior [%1 + 1 < h se obtiene comprobando que, si
nos limitamos a considerar los vértices de la cadena céncava mas sus extremos
convexos, siempre podemos marcarlos alternadamente como ocultos, (segin se
muestra en la figura 2 (a)). Por tanto, en todo poligono espiral con r vértices
concavos se pueden ocultar al menos {%1 + 1 vértices.

Por otra parte, segin demostré Shermer en [6], todo poligono simple P
con r vértices concavos se puede descomponer en r + 1 piezas convexas y por
consiguiente admite a lo sumo r + 1 puntos ocultos. En el caso de poligonos
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(a) (b)
Figura 2. Cotas para h

espirales esta cota se alcanza para vértices, segiin se muestra en el poligono
de la figura 2 (b). 0

A continuacién presentamos un algoritmo que resuelve el problema MHV'S
para poligonos espirales.

2.1 Algoritmo

Aplicando la definicién de poligono espiral es facil observar que su borde
se descompone en dos cadenas de vértices consecutivos C' y R, la primera
formada por los vértices convexos y la segunda por los céncavos. Llamemos
u 'y v alos extremos de C'. El algoritmo propuesto recorre el borde de ambas
cadenas simultdneamente desde u hasta v, anadiendo en cada paso un vértice
al conjunto H de vértices ocultos. La idea fundamental es avanzar de u a v
por ambas cadenas marcando como oculto en cada paso el vértice que menos
ilumine la cadena convexa en el sentido de avance.

Si designamos los vértices céncavos por {ug, us, ..., u,} y los vértices de la
cadena convexa C por {u = v1,v,...,v = v,_,}, la descripcién del algoritmo
es la siguiente:

Algoritmo de colocaciéon de vértices ocultos

ENTRADA: Un poligono espiral P de n vértices.
SALIDA: H C V, subconjunto de vértices ocultos de cardinal maximo.

[01] Marcar como oculto el primer vértice de la cadena
convexa , u € H;

[02] Sean wuy, v; los primeros vértices de las cadenas R y C,
respectivamente, no visibles desde el dltimo vértice
oculto afiadido a H;

[03] Siwjve al siguiente vértice ujy; de la cadena céncava,
entonces marcamos como oculto el vértice wug;
en caso contrario marcamos como oculto el vértice v;.

[04] Repetir el proceso a partir del paso 2



Escondiendo puntos en espirales e histogramas 89

hasta alcanzar el vértice v.

Tipo A Tipo B

Figura 3. Colocacién de vértices ocultos

La correccion de este algoritmo asi como su complejidad se analizan en el
siguiente teorema:

Teorema 2. Dado un poligono espiral P, el algoritmo anterior obtiene un
conjunto H de vértices ocultos de cardinal maximo en tiempo O(n).

Demostracion. El algoritmo induce una particién del poligono espiral. Para
cada vértice convexo v; marcado como oculto en el paso 3 se considera el
segmento que la semirrecta m determina entre uy y la cadena convexa C'
y para cada vértice concavo ug marcado como oculto en el paso 3 se consi-
dera el segmento que la semirrecta uy, ugy; determina entre uj,1 y C. Estos
segmentos permiten descomponer el poligono en piezas de dos tipos, A y B.
Las piezas tipo A tienen dos aristas de la cadena R y el vértice comtn a esas
aristas aparece marcado como oculto. En las piezas tipo B sélo hay una aris-
ta de R y el vértice oculto es de la cadena convexa. En las piezas de ambos
tipos podemos ocultar a lo sumo dos vértices, los vértices convexos son todos
mutuamente visibles y el primer vértice de la cadena céncava es comin con
la pieza anterior,(véase la figura 4). El algoritmo construye un conjunto H de
vértices ocultos con un vértice en cada una de las piezas. Para demostrar que
H es de cardinal maximo probemos que para cualquier otro conjunto H* de
vértices ocultos se verifica que |H| > |H*|.

Si |H| < |H*| entonces H* tiene dos vértices ocultos en alguna pieza de
la descomposicién anterior. Sea ) la ultima pieza con dos vértices ocultos.
Independientemente del tipo de esta pieza, uno de los vértices ocultos en @)
debe ser el primer vértice concavo de la pieza, que pertenece también a @',
la pieza anterior en la descomposicién. Si @’ fuera de tipo B no podria tener
ningun vértice oculto adicional, por lo que ambos conjuntos H y H* tendrian
el mismo cardinal en esas piezas. Si Q' fuera de tipo A sélo podria tener
otro vértice oculto en su primer vértice céncavo. Asi se reproduce la situacion
inicial de @ en la pieza anterior @Q’. Si en el retroceso hacia el vértice u
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encontramos una pieza de tipo B, los conjuntos H y H* tendrian el mismo
numero de elementos a partir de esa pieza. Como la pieza inicial es de tipo B
resulta que cualquier conjunto H* tiene a lo més un vértice en cada pieza de
la descomposicién. Y se concluye que el algoritmo construye un conjunto H
de vértices ocultos de cardinal maximo.

Figura 4. Descomposicién en piezas A y B

La complejidad del algoritmo es lineal. La visibilidad desde los vértices
ocultos en el paso 2 se efectiia en O(n) porque se detecta la visibilidad a cada
vértice en tiempo constante y se avanza, sin retroceso, por las cadenas céncava
y convexa. Por la misma razén el paso 3 también se realiza en tiempo lineal.

Observacion 1. Si escondemos puntos no necesariamente situados en vértices,
entonces siempre se alcanza el valor maximo permitido para el nimero de
puntos ocultos. En un poligono espiral P con r vértice céncavos siempre se
pueden ocultar r + 1 puntos, pues basta situar un punto oculto en cada lado
de la cadena céncava, (ver figura 5).

/

Figura 5. Puntos ocultos en un poligono espiral

3 Escondiendo puntos en histogramas

En primer lugar definamos esta clase poligonos, usados en ocasiones como
piezas en las descomposiciones de los poligonos ortogonales.

Definicion 2. Un histograma vertical P es un poligono ortogonal con un lado
horizontal, llamado la base de P, tal que todo punto de P es wisible desde
algun punto de su base.
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Figura 6. Histograma

En este trabajo sélo consideramos histogramas verticales. Denominamos
lado fondo en un histograma a un lado horizontal cuyos extremos son vértices
concavos. Como probamos en el siguiente teorema, el niimero de estos lados
determina la solucién al problema MHVS para histogramas.

Teorema 3. Si P es un histograma con r vértices céncavos y p lados fondo,
entonces el mdzimo niumero h de vértices ocultos en P esh=r—(p—1) y si
no hay lados horizontales alineados existe un conjunto de vértices ocultos de
cardinal h.

Demostracion. Realizaremos la demostracién por induccién sobre p :

e Caso basico p = 0: En este caso, el histograma es una pirdmide (ver
figura 7), en la que se pueden ocultar h = r 4 1 vértices, uno en cada lado
horizontal distinto de la base.

T_T_

Figura 7. Pirdamide

e Paso inductivo: Suponiendo que el resultado es cierto para histogramas
con p fondos, demostremos que también lo es para poligonos con p + 1
fondos. Trazamos un segmento horizontal por el fondo més préximo a la
base y asi descomponemos P en dos histogramas P; y P, y un rectangulo
R, (ver figura 8). Llamamos h;, r; y p; (i = 1,2) al ntimero de vértices
ocultos en P;, nimero de vértices céncavos de P; y numero de fondos de
P;, respectivamente, con lo que se tiene que r1+re =r—2y p1+p2 = p—1.
Por hipétesis de inducccién tendremos que

hi=ri—(p1—1)yha=ra—(p2—1)
de donde
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Figura 8. Descomposicién de un histograma

hi+he=(r1+7r2)+(p1+p2)+2=(r-2)-(p-1)+2=r—-(p-1)

y como en R no podemos situar ningtin vértice oculto ya que todos son
visibles desde alguno de los histogramas, tenemos

h=r—(p—1)

Un conjunto H de vértices ocultos de cardinal h se consigue situando un
punto en el vértice convexo de cada lado horizontal que no sea ni base ni fondo.
(En los lados horizontales con dos vértices convexos sélo se coloca punto en
uno de ellos). En el histograma de la figura 6 se han marcado en negro los
vértices ocultos. 0O

Observacion 2. Si escondemos puntos en histogramas también se consigue,
como en espirales, alcanzar el maximo posible. Ocultando un punto en cada
arista horizontal conseguimos ocultar h = r + 1 puntos siendo r el nimero de
vértices concavos. (Figura 9).

Figura 9. Puntos ocultos en poligonos histograma

Referencias

[1] A. L. Bajuelos, S. Canales, G. Herndndez y A. M. Martins. Estimating the
Maximum Vertex Set in Polygons. Proc. CGA’08, (aceptado).

[2] S.Eidenbenz. How many people can hide in a terrain? Proc. ISAAC’99, LNCS,
vol. 1741, pag. 184-194, 1999.

[3] S. Eidenbenz. (In)-Approximability of Visibility Problems on Polygons and
Terrains. PhD. Thesis, ETH, Zurich, 2000.



Escondiendo puntos en espirales e histogramas 93
[4] F. Hurtado. Problemas geométricos de visibilidad. Tesis Doctoral, Universitat
Politéecnica de Catalunya, 1993.

[5] F. Hurtado, O. Serra, J. Urrutia. Hiding points in arrangements of segments.
Disc. Math., 162,(1-3), pdg. 187-197, 1996.

[6] T. Shermer. Hiding people in polygons. Computing, 42(2-3), pag. 109-131,
1989.

[7] J. Urrutia. Art gallery and illumination problem. In J. R. Sack and J. Urrutia,
editors, Handbook of computational geometry, pag. 973-1027. Elsevier 2000.



	actasVIjmda 99.pdf
	actasVIjmda 100.pdf
	actasVIjmda 101.pdf
	actasVIjmda 102.pdf
	actasVIjmda 103.pdf
	actasVIjmda 104.pdf
	actasVIjmda 105.pdf
	actasVIjmda 106.pdf
	actasVIjmda 107.pdf

