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Resumen

Continuando con el estudio sobre la in-
compatibilidad entre conjuntos borrosos de
Atanassov iniciado en [5], en este art́ıculo se
presentan distintas formas de medir la incom-
patibilidad, bien sea considerando la familia
de t-normas intuicionistas t-representables
mediante t-normas y t-conormas conjugadas,
respectivamente, con la t-norma y t-conorma
de ÃLukasiewicz, o bien tomando otra familia
de t-normas intuicionistas no representables.
Por último, se muestran varios resultados en
los que se evidencia la relación entre las dis-
tintas medidas de incompatibilidad propues-
tas.

Palabras Clave: Conjuntos borrosos intui-
cionistas de Atanassov, t-normas intuicio-
nistas, t-normas intuicionistas representa-
bles, medidas de incompatibilidad.

1 PRELIMINARES

Un conjunto borroso intuicionista de Atanassov
(AIFS) A sobre un universo E [2, 3] es un conjunto
borroso en el sentido de Goguen (véase [10]) cuya
función de L-pertenencia es χA : E → L dada por
χA(x) = (µA(x), νA(x)), con (L,≤L) tal que L =
{(a1, a2) ∈ [0, 1]2 | a1 +a2 ≤ 1} y el orden ≤L definido
como:

a = (a1a2) ≤L (b1, b2) = b ⇔
{

a1 ≤ b1,
a2 ≥ b2,

donde 0L = (0, 1) y 1L = (1, 0) son, respectivamente,
los elementos mı́nimo y máximo de (L,≤L). El con-
junto de todos los AIFSs es isomorfo al de sus funciones
de L-pertenencia, que se representa por LE .

Para extender la noción de incompatibilidad a los
AIFSs es necesario, al igual que en el caso borroso,

contar con instrumentos que modelen la intersección.
Aśı, en [6, 8] se define el concepto de t-norma intui-
cionista de la siguiente manera.

Definición 1.1 Una t-norma intuicionista es una
operación binaria T : L2 → L que es conmutativa,
asociativa, monótona y con 1L como elemento neutro,
es decir, T (a, 1L) = a para todo a ∈ L.

En [6], Cornelis y Deschrijver observan que se pueden
construir t-normas intuicionistas usando conveniente-
mente t-normas y t-conormas (recordemos que son
operaciones binarias en [0, 1] conmutativas, asociati-
vas, monótonas y con elemento neutro 1 y 0, respec-
tivamente -véase, por ejemplo, [1, 11]-). Desafortu-
nadamente, el rećıproco no siempre es cierto, por lo
que para distinguir entre estos dos tipos de t-normas
intuicionistas, Deschrijver et al. en [8] y [9] proponen
la noción de t-representabilidad.

Definición 1.2 ([8, 9]) Una t-norma intuicionista
T se dice t-representable si existen una t-norma
T y una t-conorma S tales que T (a, b) =
(T (a1, b1), S(a2, b2)), ∀a = (a1, a2), b = (b1, b2) ∈ L.

A las t-normas intuicionistas que no cumplen la
condición anterior se les llama no representables.
Ahora estamos en condiciones de introducir la
definición de incompatibilidad entre AIFSs:

Definición 1.3 ([4]) Sea T : L2 → L una t-norma
intuicionista, diremos que dos conjuntos borrosos de
Atanassov A y B, o alternativamente sus funciones de
L-pertenencia χA = (µA, νA), χB = (µB , νB) ∈ LE,
son T -incompatibles si T (χA(x), χB(x)) = 0L para
todo x ∈ E.

De forma análoga al caso borroso, no es suficiente
con señalar que dos conjuntos de Atanassov son T -
incompatibles, o no lo son; por ello, a continua-
ción se introducen los axiomas mı́nimos que una
función debeŕıa cumplir para medir el grado de T -
incompatibilidad entre dos conjuntos de Atanassov.
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Definición 1.4 ([5]) Sea T : L2 → L una t-norma
intuicionista. Se dice que IT : LE ×LE → [0, 1] es una
medida de T -incompatibilidad si verifica las siguientes
condiciones:

(i) IT (χ0L , χ0L) = 1, siendo χ0L(x) = 0L, ∀x ∈ E.

(ii) IT (χA, χB) = 0, si existe x ∈ E tal que
T (χA(x), χB(x)) 6= 0L.

(iii) Simetŕıa: IT (χA, χB)=IT (χB, χA), ∀χA, χB ∈ LE.

(iv) Antimonotońıa: Dados χA, χB ∈ LE con χA ≤L
χB se tiene que IT (χB , χC) ≤ IT (χA, χC) para
todo χC ∈ LE.

2 MEDIDAS DE
TWϕW ∗

ϕ
-INCOMPATIBILIDAD

En esta sección estudiaremos algunas funciones que
miden la incompatibilidad respecto a t-normas intui-
cionistas t-representables asociadas a conectivos con-
jugados de los de ÃLukasiewicz. Es decir, si para cua-
lesquiera a, b ∈ [0, 1], W (a, b) = Max(0, a + b − 1)
y W ∗(a, b) = Min(a + b, 1) definen la t-norma y
la t-conorma de ÃLukasiewicz, respectivamente, y ϕ
es un automorfismo de orden del intervalo unidad
(ϕ : [0, 1] → [0, 1] es una función biyectiva y cre-
ciente), consideraremos la t-norma t-representable me-
diante los conectivos conjugados con W y W ∗ medi-
ante ϕ, o ϕ-conjugados, Wϕ = ϕ−1 ◦ W ◦ (ϕ × ϕ)
y W ∗

ϕ = ϕ−1 ◦ W ∗ ◦ (ϕ × ϕ), i.e. TWϕW∗
ϕ
(a, b) =(

(ϕ−1 ◦W )(ϕ(a1), ϕ(b1)), (ϕ−1 ◦W ∗)(ϕ(a2), ϕ(b2))
)

para cualesquiera a = (a1, a2), b = (b1, b2) ∈ L.

Obsérvese que dos AIFSs χA = (µA, νA), χB =
(µB , νB) ∈ LX son TWϕW∗

ϕ
-incompatibles si y sólo si

para todo x ∈ E se verifica que Wϕ(µA(x), µB(x)) = 0
y W ∗

ϕ(νA(x), νB(x)) = 1, lo que equivale a que

∀x ∈ E

{
ϕ(µA(x)) + ϕ(µB(x)) ≤ 1
ϕ(νA(x)) + ϕ(νB(x)) ≥ 1 (1)

Por lo que si consideramos las regiones en [0, 1]2:

Rϕ = {(a, b) ∈ [0, 1]2 | ϕ(a) + ϕ(b) ≤ 1}
R∗ϕ = {(a, b) ∈ [0, 1]2 | ϕ(a) + ϕ(b) ≥ 1}, (2)

se tiene que χA y χB son TWϕW∗
ϕ
-incompatibles

si y sólo si, para todo x ∈ E, se verifica que
(µA(x), µB(x)) ∈ Rϕ y (νA(x), νB(x)) ∈ R∗ϕ; por
ello tiene sentido denominar a Rϕ y R∗ϕ regiones de
TWϕW∗

ϕ
-incompatibilidad. Esta observaciones sugieren

que una posible forma de cuantificar la incompatibili-
dad seŕıa medir, con la distancia eucĺıdea, cuánto falta
para que (µA, µB) ó (νA, νB) alcancen la frontera en-
tre las regiones de incompatibilidad (véase Fig. 1).

Aśı, se tiene la familia de funciones, dependiente de
la familia de automorfismos de orden en [0, 1], dada
en la siguiente proposición e introducida en [5], que
es una familia de medidas de incompatibilidad como a
continuación probaremos.
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Figura 1: Regiones de TWϕW∗
ϕ
-incompatibilidad y AIFSs

χA y χB TWϕW∗
ϕ
-incompatibles

Proposición 2.1 Sean ϕ un automorfismo de orden
de [0, 1] y Wϕ,W ∗

ϕ la t-norma y la t-conorma ϕ-
conjugadas con las de ÃLukasiewicz. Considérense la
t-norma t-representable asociada a Wϕ y W ∗

ϕ, TWϕW∗
ϕ
,

y la función IWϕW∗
ϕ

: LE ×LE → [0, 1] definida, para
cada χA = (µA, νA), χB = (µB , νB) ∈ LE, por

IWϕW∗
ϕ
(χA,χB)=

Min

(
Inf

x∈E
d((µA(x),µB(x)),R∗ϕ)

d((0,0),R∗ϕ) ,
Inf

x∈E
d((νA(x),νB(x)),Rϕ)

d((1,1),Rϕ)

)
,

donde d es la distancia eucĺıdea, y Rϕ y R∗ϕ son
las regiones de TWϕW∗

ϕ
-incompatibilidad definidas en

(2). Se verifica que IWϕW∗
ϕ

es una medida de TWϕW∗
ϕ
-

incompatibilidad.

Demostración. (i) IWϕW∗
ϕ
(χ0L,χ0L)=1 se comprueba

trivialmente.

(ii) Sean χA, χB ∈ LE , y supongamos que existe
x ∈ E tal que TWϕW∗

ϕ
(χA(x), χB(x)) 6= 0L, esto

es, Wϕ(µA(x), µB(x)) > 0 ó W ∗
ϕ(νA(x), νB(x)) < 1,

o lo que es lo mismo ϕ(µA(x)) + ϕ(µB(x)) > 1 ó
ϕ(νA(x))+ϕ(νB(x)) < 1, es decir (µA(x), µB(x)) ∈ R∗ϕ
ó (νA(x), νB(x)) ∈ Rϕ. Aśı, IWϕW∗

ϕ
(χA, χB) = 0.

(iii) Sean χA, χB ∈ L. Dado que (a, b) ∈ Rϕ si y sólo si
(b, a) ∈ Rϕ (i. e. Rϕ es simétrica respecto a a+b = 1),
y lo mismo sucede con R∗ϕ, entonces para todo x ∈ E
se verifica que

d
(
(µA(x), µB(x)), R∗ϕ

)
= Inf

(a,b)∈R∗ϕ
d ((µA(x), µB(x)),(a, b))

= Inf
(b,a)∈R∗ϕ

d ((µB(x), µA(x)),(b, a))

= d
(
(µB(x), µA(x)), R∗ϕ

)



De la misma manera, se obtiene que
d ((νA(x), νB(x)), Rϕ) = d ((νB(x), νA(x)), Rϕ). Por
tanto, se concluye que IWϕW∗

ϕ
es simétrica.

(iv) Sean χA, χB , χC ∈ LE tales que χA ≤L
χB . Para probar la antimonotońıa de IWϕW∗

ϕ
es

suficiente probar que para todo x ∈ E se sa-
tisfacen las desigualdades d

(
(µA(x), µC(x)), R∗ϕ

) ≥
d

(
(µB(x), µC(x)), R∗ϕ

)
y d ((νA(x), νC(x)), Rϕ) ≥

d ((νB(x), νC(x)), Rϕ). Veamos que aśı es.

Si d
(
(µA(x), µC(x)), R∗ϕ

)
= 0, se tiene que

(µA(x), µC(x)) ∈ R∗ϕ, por ser R∗ϕ cerrado, luego
ϕ(µA(x))+ϕ(µC(x)) ≥ 1. Además, de µA(x) ≤ µB(x),
para todo x ∈ E, se sigue que ϕ(µB(x)) + ϕ(µC(x)) ≥
1, esto es, (µB(x), µC(x)) ∈ R∗ϕ, y por lo tanto,
d

(
(µB(x), µC(x)), R∗ϕ

)
= 0.

Si d
(
(µA(x), µC(x)), R∗ϕ

)
> 0, entonces, dado que R∗ϕ

es un conjunto compacto, la distancia se alcanza en
la frontera de R∗ϕ, que denotaremos por B(R∗ϕ). Sea
(a∗, b∗) ∈ B(R∗ϕ) el punto tal que

d
(
(µA(x), µC(x)), R∗ϕ

)
= d ((µA(x), µC(x)), (a∗, b∗))

y sean los tres segmentos siguientes contenidos en el
segmento [µA(x), 1]× {µC(x)} (véase Fig. 2):

I1 = [µA(x), a∗]× {µC(x)},

I2 = [a∗, ϕ−1(1− ϕ(µC(x))]× {µC(x)},

I3 = [µA(x), 1]× {µC(x)} ∩R∗ϕ.

Dado que µA(x) ≤ µB(x) para todo x ∈ E, se tiene
que (µB(x), µC(x)) ∈ [µA(x), 1]×{µC(x)} = I1∪I2∪I3
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Figura 2: Segmentos I1, I2 e I3 y d((µA(x), µC(x)), R∗ϕ)

Aśı hay tres posibilidades:

a) Si (µB(x), µC(x)) ∈ I1 entonces µA(x) ≤ µB(x) ≤
a∗ y aśı 0 ≤ a∗ − µB(x) ≤ a∗ − µA(x), por lo que
(a∗ − µB(x))2 ≤ (a∗ − µA(x))2 y

d
(
(µB(x), µC(x)), R∗ϕ

) ≤

≤ d ((µB(x), µC(x)), (a∗, b∗))

=
√

(a∗ − µB(x))2 + (b∗ − µC(x))2

≤
√

(a∗ − µA(x))2 + (b∗ − µC(x))2

= d
(
(µA(x), µC(x)), R∗ϕ

)
.

b) Si (µB(x), µC(x)) ∈ I2 entonces

d
(
(µB(x), µC(x)), R∗ϕ

) ≤
≤ d

(
(µB(x), µC(x)), (µB(x), ϕ−1(1− ϕ(µB(x))))

)

= ϕ−1(1− ϕ(µB(x)))− µC(x).

Además,
a∗ ≤ µB(x) implica que b∗ = ϕ−1(1 − ϕ(a∗)) ≥
ϕ−1(1−ϕ(µB(x))) y aśı ϕ−1(1−ϕ(µB(x)))−µC(x) ≤
b∗ − µC(x) ≤

√
(a∗ − µA(x))2 + (b∗ − µC(x))2 =

d
(
(µA(x), µC(x)), R∗ϕ

)
.

c) Si (µB(x), µC(x)) ∈ I3 entonces
d

(
(µB(x), µC(x)), R∗ϕ

)
= 0 ≤ d

(
(µA(x), µC(x)), R∗ϕ

)
.

De la misma forma, se prueba que
d ((νA(x), νC(x)), Rϕ) ≥ d ((νB(x), νC(x)), Rϕ).

Luego, ha quedado demostrado que IWϕW∗
ϕ

es una me-
dida de TWϕW∗

ϕ
-incompatibilidad. 2

El resto de esta sección se dedica a construir otras
funciones para medir la TWϕW∗

ϕ
-incompatibilidad. En

primer lugar, continuaremos con medidas definidas a
través de la distancia eucĺıdea y las regiones de incom-
patibilidad; y, finalmente, construiremos otra función
aplicando otro punto de vista.

Observación 2.2 Sea ϕ un automorfismo de orden
rećıproco del intervalo unidad, esto es, un automor-
fismo de orden que cumpla con la condición ϕ(1− t) =
1 − ϕ(t) para todo t ∈ [0, 1]. Si χA = (µA, νA), χB =
(µB , νB) ∈ LE son TWϕW∗

ϕ
-incompatibles, entonces

la segunda desigualdad de (1) es equivalente a 1 ≥
ϕ(1− νA(x)) + ϕ(1− νB(x)) para todo x ∈ E. Por lo
tanto, χA y χB son TWϕW∗

ϕ
-incompatibles, si y sólo si,

para todo x ∈ E, se verifica que (µA(x), µB(x)) ∈ Rϕ

y (1− νA(x), 1− νB(x)) ∈ Rϕ.

Esta observación sugiere construir otra familia de me-
didas de incompatibilidad asociada ahora a la familia
de automorfismos rećıprocos del intervalo unidad, con-
siderando sólo la región R∗ϕ, como indica la siguiente
proposición, cuya demostración es similar a la anterior.

Proposición 2.3 Sean ϕ un automorfismo de orden
rećıproco del intervalo unidad y TWϕW∗

ϕ
la t-norma t-

representable asociada a Wϕ y W ∗
ϕ, siendo Wϕ,W ∗

ϕ

la t-norma y la t-conorma ϕ-conjugadas con las de
ÃLukasiewicz. Considérese I2

WϕW∗
ϕ

: LE ×LE → [0, 1]



tal que para cada χA = (µA, νA), χB = (µB , νB) ∈ LE,

I2
WϕW∗

ϕ
(χA,χB)=Min




Inf
x∈E

d
(
(µA(x), µB(x)), R∗ϕ

)

d((0, 0), R∗ϕ)
,

Inf
x∈E

d
(
(1− νA(x), 1− νB(x)), R∗ϕ

)

d((0, 0), R∗ϕ)


,

donde d es la distancia eucĺıdea y R∗ϕ la región definida
(2). Se verifica que I2

WϕW∗
ϕ

es una medida de TWϕW∗
ϕ
-

incompatibilidad.

En la proposición anterior se ha limitado el resultado a
automorfismos rećıprocos, ya que de lo contrario no se
cumpliŕıa la condición (ii) de la definición de medidas
de T -incompatibilidad. Por ejemplo, si para todo x ∈
E es χA(x) = ( 1

4 , 1
2 ) y χB(x) = ( 1

8 , 1
2 ), y considerando

el automorfismo ϕ(a) = a2, se tiene que χA y χB

no son TWϕW∗
ϕ
-incompatibles, pero I2

WϕW∗
ϕ
(χA, χB) es

mayor que cero. Por ello, para salvar este inconve-
niente se propone la siguiente familia de medidas de
TWϕW∗

ϕ
-incompatibilidad.

Proposición 2.4 Sean ϕ un automorfismo de or-
den de [0, 1] y Wϕ,W ∗

ϕ las t-norma y t-conorma ϕ-
conjugadas con las de ÃLukasiewicz. Si TWϕW∗

ϕ
es la

t-norma t-representable asociada a Wϕ y W ∗
ϕ, con-

sidérese I3
WϕW∗

ϕ
: LE ×LE → [0, 1] tal que para cada

χA = (µA, νA), χB = (µB , νB) ∈ LE,

I3
WϕW∗

ϕ
(χA,χB)=Min




Inf
x∈E

d
(
(µA(x), µB(x)), R∗ϕ

)

d((0, 0), R∗ϕ)
,

Inf
x∈E

d
(
(ϕ−1(1−ϕ(νA(x))), ϕ−1(1−ϕ(νB(x)))), R∗ϕ

)

d((0, 0), R∗ϕ)


,

donde d es la distancia eucĺıdea y R∗ϕ la región definida
en (2). Entonces, I3

WϕW∗
ϕ

es una medida de TWϕW∗
ϕ
-

incompatibilidad.

Nótese que esta función mide la mı́nima distancia a
la región R∗ϕ de los conjuntos imagen Im(µA × µB)
e Im(Nϕ ◦ νA × Nϕ ◦ νB), siendo Nϕ(a) = ϕ−1(1 −
ϕ(a)), que es una negación fuerte (isomorfismo de [0, 1]
decreciente e involutivo).

Observación 2.5 Si ϕ es una automorfismo de or-
den rećıproco de [0, 1], entonces las medidas I2

WϕW∗
ϕ

y I3
WϕW∗

ϕ
, construidas en las proposiciones anteriores,

coinciden.

Finalizamos esta sección con otra forma de medir
la TWϕW∗

ϕ
-incompatibilidad motivada de manera

diferente a las anteriores. Sabemos que χA =
(µA, νA), χB = (νB , νB) ∈ LE son TWϕW∗

ϕ
-

incompatibles si y sólo si se verifican las inecuaciones
de (1), pero esto es equivalente a que

Sup
x∈E

(ϕ(µA(x)) + ϕ(µB(x))) ≤ 1

Inf
x∈E

(ϕ(νA(x)) + ϕ(νB(x))) ≥ 1

Por ello, tiene sentido cuantificar la incompatibilidad
calculando cuánto falta para que una de las anteriores
desigualdades no se cumpla. Aśı, se tiene el siguiente
resultado, cuya prueba sigue técnicas parecidas a las
de la proposición 3.2

Proposición 2.6 Sean ϕ un automorfismo del inter-
valo unidad y Wϕ,W ∗

ϕ las t-norma y t-conorma conju-
gadas a las de ÃLukasiewicz mediante ϕ. Si TWϕW∗

ϕ
es la

t-norma t-representable asociada con Wϕ y W ∗
ϕ, con-

sidérese I4
WϕW∗

ϕ
: LE ×LE → [0, 1] tal que para χA =

(µA, νA), χB = (µB , νB) ∈ LE, es I4
WϕW∗

ϕ
(χA, χB) =

Max
(

0,Min
(

1− Sup
x∈E

(ϕ(µA(x)) + ϕ(µB(x))),

Inf
x∈E

(ϕ(νA(x)) + ϕ(νB(x))− 1)
))

. Se verifica que

I4
WϕW∗

ϕ
es una medida de TWϕW∗

ϕ
-incompatibilidad.

3 MEDIDAS DE
TWϕ-INCOMPATIBILIDAD

Sea ϕ un automorfismo de orden del intervalo unidad y
consideremos la t-norma intuicionista no representable
[4, 8] definida para (a, b) = (a1, a2, b1, b2) ∈ L2 por

TWϕ(a, b)=





a si b = 1L
b si a = 1L(
Wϕ(a1, b1),W ∗

ϕ(Nϕ(a1), Nϕ(b1))
)

e.o.c
(3)

Al igual que en la sección anterior, para cada automor-
fismo de orden de [0, 1] construiremos dos medidas de
TWϕ-incompatibilidad según las dos distintas v́ıas an-
teriores.

Observemos que χA = (µA, νA), χB = (µB , νB) ∈
LE son TWϕ -incompatibles si y sólo si alguno
de ellos es χ0L o si para todo x ∈ E,
(Wϕ(µA(x), µB(x)), W ∗

ϕ(Nϕ(µA(x)), Nϕ(µB(x)))) =
0L, lo que equivale a que ϕ(µA(x)) + ϕ(µB(x)) ≤ 1.
Por tanto, χA, χB son TWϕ -incompatibles si y sólo
si, para todo x ∈ E, (µA(x), µB(x)) ∈ Rϕ, siendo
Rϕ la región definida en (1), por lo que Rϕ también
será la región de TWϕ-incompatibilidad. Esta obser-
vación sugiere construir una familia de medidas de in-
compatibilidad asociada a la familia de automorfismos
del intervalo unidad, considerando cuánto falta para
que (µA, µB) alcance la frontera de la región de TWϕ-
incompatibilidad con R∗ϕ. Veamos:



Proposición 3.1 Sea TWϕ
la t-norma definida en (3)

y consideremos la función IWϕ
: LE ×LE → [0, 1]

definida para χA=(µA, νA), χB=(µB , νB) ∈ LE por

IWϕ(χA,χB)=
Inf
x∈E

d
(
(µA(x), µB(x)), R∗ϕ

)

d((0, 0), R∗ϕ)
,

donde d es la distancia eucĺıdea y R∗ϕ es la región
definida en (2). Entonces, IWϕ es una medida de TWϕ-
incompatibilidad.

Proposición 3.2 Sea TWϕ la t-norma definida en
(3). La función I2

Wϕ
: LE ×LE → [0, 1] definida para

cada χA=(µA, νA), χB=(µB , νB) ∈ LE por

I2
Wϕ

(χA,χB)=Max
(

0, 1− Sup
x∈E

(ϕ(µA(x)) + ϕ(µB(x)))
)

,

es una medida de TWϕ-incompatibilidad.

Demostración. Es trivial comprobar que
I2
Wϕ

(χ0L,χ0L)=1.

(ii) Sean χA, χB ∈ LE , y supongamos que existe x ∈ E
tal que TWϕ(χA(x), χB(x)) 6= 0L, se verifica:

a) Si χA(x) = 1L ó χB(x) = 1L, entonces µA(x) = 1 ó
µB(x) = 1, y aśı Sup

x∈E
(ϕ(µA(x)) + ϕ(µB(x))) ≥ 1.

b) Si χA(x) 6= 1L y χB(x) 6= 1L, TWϕ(χA(x), χB(x)) =
(Wϕ(µA(x), µB(x)),W ∗

ϕ(Nϕ(µA(x)), Nϕ(µB(x)))) 6=
0L, lo que implica que ϕ(µA(x)) + ϕ(µB(x)) > 1 ó
ϕ(ϕ−1(1 − ϕ(µA(x)))) + ϕ(ϕ−1(1 − ϕ(µB(x)))) < 1,
por lo que Sup

x∈E
(ϕ(µA(x))+ϕ(µB(x))) > 1.

Por consiguiente, tanto si se da a) como b), se obtiene
que I2

Wϕ
(χA,χB)= 0.

(iii) Que I2
Wϕ

es simétrica es inmediato por definición.

(iv) Sean χA, χB , χC ∈ LE tales que χA ≤L χB , en-
tonces µA(x) ≤ µB(x) para todo x ∈ E, y por ser ϕ
creciente ϕ(µA(x)) ≤ ϕ(µB(x)) para todo x ∈ E, de
donde se tiene que

Max
(

0, 1− Sup
x∈E

(ϕ(µA(x)) + ϕ(µC(x)))
)

≥ Max
(

0, 1− Sup
x∈E

(ϕ(µB(x)) + ϕ(µC(x)))
)

.

Esto es, I2
Wϕ

(χA,χC) ≥ I2
Wϕ

(χB,χC).

Luego, I2
Wϕ

es una medida de TWϕ-incompatibilidad. 2

4 COMPARACIÓN ENTRE LAS
MEDIDAS DE
INCOMPATIBILIDAD

Sea TWϕW∗
ϕ

la t-norma intuicionista t-representable
asociada con Wϕ y W ∗

ϕ y consideremos las cuatro medi-

das de TWϕW∗
ϕ
-incompatibilidad definidas en la Sección

2, entonces se cumple la siguiente relación:

Proposición 4.1 Sea el automorfismo de orden ϕ =
id[0,1]. Entonces para todo χA = (µA, νA), χB =
(µB , νB) ∈ LE es cierto que:

IWϕW∗
ϕ
(χA, χB)= Ii

WϕW∗
ϕ
(χA, χB), para i = 2, 3, 4.

Demostración. En efecto, dado que ϕ = id[0,1] es
obvio que I2

WϕW∗
ϕ
(χA,χB) = I3

WϕW∗
ϕ
(χA,χB); además

I4
WϕW∗

ϕ
(χA, χB)=Max

(
0,Min(1−Sup

x∈E
(µA(x) + µB(x)),

Inf
x∈E

(νA(x) + νB(x)− 1)
)

.

Luego, hay tres posibilidades para I4
WϕW∗

ϕ
(χA,χB):

a) Si I4
WϕW∗

ϕ
(χA,χB) = 0, entonces 1 − Sup

x∈E
(µA(x) +

µB(x)) ≤ 0 ó Inf
x∈E

(νA(x) + νB(x)− 1) ≤ 0.

Supongamos en primer lugar, que 1 − Sup
x∈E

(µA(x) +

µB(x)) ≤ 0. Si además fuese 1 < Sup
x∈E

(µA(x)+µB(x)),

entonces existiŕıa x0 ∈ E tal que (µA(x0), µB(x0)) ∈
R∗ϕ, y aśı IWϕW∗

ϕ
(χA,χB) = 0. Si por el con-

trario, fuese 1 = Sup
x∈E

(µA(x) + µB(x)), entonces

para cada n ∈ N se puede encontrar xn ∈
E tal que d

(
(µA(xn), µB(xn)), R∗ϕ

)
< 1/n, con

lo que Inf
x∈E

d
(
(µA(x), µB(x)), R∗ϕ

)
= 0, y aśı

IWϕW∗
ϕ
(χA,χB)=I2

WϕW∗
ϕ
(χA,χB)=I3

WϕW∗
ϕ
(χA,χB)=0.

Supongamos ahora que Inf
x∈E

(νA(x) + νB(x) − 1) ≤
0. Por una parte, como antes, se llega a que
Inf
x∈E

d ((νA(x), νB(x)), Rϕ) = 0, obteniéndose que

IWϕW∗
ϕ
(χA,χB)= 0. Por otra parte, como

0 ≤ 1− Inf
x∈E

(νA(x)+νB(x))=Sup
x∈E

(1− νA(x)− νB(x)),

entonces Sup
x∈E

(1−νA(x))+(1−νB(x)) ≥ 1, y de nuevo,

como antes, Inf
x∈E

d
(
(1− νA(x), 1− νB(x)), R∗ϕ

)
= 0,

con lo que I2
WϕW∗

ϕ
(χA,χB)=I3

WϕW∗
ϕ
(χA,χB)=0.

b) Si 0 < I4
WϕW∗

ϕ
(χA,χB) = 1 − Sup

x∈E
(µA(x) + µB(x)),

entonces de la primer desigualdad se tiene que µB(x) ≤
1 − µA(x) para todo x ∈ E, y de la segunda, que
1− Sup

x∈E
(µA(x) + µB(x)) ≤ Inf

x∈E
(νA(x) + νB(x)− 1) =

1−Sup
x∈E

((1−νA(x))+(1−νB(x))), por lo que Sup
x∈E

((1−
νA(x)) + (1 − νB(x))) ≤ Sup

x∈E
(µA(x) + µB(x)) ≤ 1; y

aśı (véase Fig. 3):
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b
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p/4
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Figura 3: Distancia de (µA(x), µB(x)) a R∗ϕ

IWϕW∗
ϕ
(χA,χB) = I2

WϕW∗
ϕ
(χA,χB) = I3

WϕW∗
ϕ
(χA,χB) =

Inf
x∈E

d((µA(x),µB(x)),R∗ϕ)

d((0,0),R∗ϕ) =
Inf

x∈E
(1−µA(x)−µB(x))

√
2

2
√

2
2

=

I4
WϕW∗

ϕ
(χA,χB).

c) Si 0 < I4
WϕW∗

ϕ
(χA,χB) = Inf

x∈E
(νA(x) + νB(x) − 1),

entonces νB(x) ≥ 1 − νA(x), para todo x ∈ E, y 1 −
Sup
x∈E

(µA(x) + µB(x)) ≥ Inf
x∈E

(νA(x) + νB(x)− 1), por lo

que (véase Fig. 4):
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a

b
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p/4
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n  (x )B

n  (x )A1-

Figura 4: Distancia de (νA(x), νB(x)) a Rϕ

IWϕW∗
ϕ
(χA,χB) =

Inf
x∈E

d((νA(x),νB(x)),Rϕ)

d((1,1),Rϕ) =
Inf

x∈E
(νB(x)−(1−νA(x)))

√
2

2
√

2
2

= I4
WϕW∗

ϕ
(χA,χB).

Y además, νA(x) ≥ 1 − νB(x) para todo x ∈ E,
por lo que para cada x ∈ E I2

WϕW∗
ϕ
(χA,χB) =

I3
WϕW∗

ϕ
(χA,χB) =

Inf
x∈E

d((1−νA(x),1−νB(x)),R∗ϕ)

d((0,0),R∗ϕ) =
Inf

x∈E
(νA(x)−(1−νB(x)))

√
2

2
√

2
2

= I4
WϕW∗

ϕ
(χA,χB). 2

Sea TWϕ la t-norma intuicionista no representable
definida previamente y consideremos las dos medidas
de TWϕ -incompatibilidad dadas en la Sección 3, en-
tonces se cumple la siguiente relación:

Proposición 4.2 Sea el automorfismo de orden ϕ =
id[0,1]. Entonces, para todos χA = (µA, νA), χB =

(µB , νB) ∈ LE es cierto IWϕ(χA,χB)= I2
Wϕ

(χA, χB) .

Por último, es inmediato:

Proposición 4.3 Dados el automorfismo de orden
ϕ = id[0,1] y χA = (µA, νA), χB = (µB , νB) ∈ LE. Se
tiene que si 0 < 1−Sup

x∈E
(µA(x)+µB(x)) ≤ Inf

x∈E
(νA(x)+

νB(x)− 1), entonces es cierto que:

Ii
WϕW∗

ϕ
(χA,χB)= Ij

Wϕ
(χA,χB), i = 1, .., 4, j = 1, 2

5 CONCLUSIONES

En este trabajo se han presentado, en primer lugar,
diversas funciones que miden el grado de incompa-
tibilidad entre dos conjuntos borrosos de Atanassov,
considerando para ello la familia de t-normas intui-
cionistas t-representables TWϕW∗

ϕ
asociada con Wϕ y

W ∗
ϕ. En segundo lugar, se definen diferentes medi-

das de incompatibilidad considerando ahora la familia
de t-normas intuicionistas no representables TWϕ . Y
finalmente, se ha estudiado la relación entre las distin-
tas medidas de incompatibilidad propuestas.

Como inmediatas y futuras ĺıneas de investigación
que continuaŕıan este trabajo, entre otras, señalamos
las siguientes: ampliación del modelo teórico con-
siderando axiomas que modelicen la continuidad de las
medidas de compatibilidad; búsqueda de mecanismos
para agregar estas medidas; relación con otras medi-
das borrosas, en particular, con las medidas de con-
tradicción; investigación de su uso para evaluar los re-
sultados en los procesos de inferencia.
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contradiction and contradiction between two
intuitionistic fuzzy sets. International Journal
of Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-Based
Systems, 16 (3), Pág. 283-300.

[8] G. Deschrijver, C. Cornelis, E. Kerre. Intui-
tionistic fuzzy connectives revisited. Proceedings
of IX Conference of Information Processing and
Management of Uncertainty in Knowledge-Based
Systems (IPMU), Annecy (France), Pág. 1839-
1844, 2002.

[9] G. Deschrijver, C. Cornelis, E. Kerre, On the Rep-
resentation of Intuitionistic Fuzzy T-Norms and
T-Conorms, IEEE Transactions on Fuzzy Sys-
tems, 12 (1), Pág. 45-61, 2004.

[10] J. A. Goguen. L-fuzzy sets. Journal of Mathema-
tical Analysis and Applications, 18, Pág. 145-174,
1967.

[11] E.P. Klement, R. Mesiar, E. Pap. Triangular
Norms, Kluwer Academic Publishers (Dordrecht,
Netherlands), 2000.


