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En esta comunicacion se con31dera eI fcnomeno de descarga de un gas
1 un conducto largo en régimen turbulento. Nuestro primer objetivo ra-
ica cn la modelizacion matematica de dicho problema. Tal descripcion
s Hevada a cabo por medio de la llamada «aproximaciéon hidraulica». Se
nostrard como en los flujos transitorios que se producen en conductos de
na gran longitud L en comparacién con su didmetro D, la apertura de
na valvula en el extremo final del conducto provoca dos etapas de na-
uraleza distinta. En una primera etapa aparecen fendmenos de tipo on-
ulatorio como corresponde a ecuaciones de tipo hiperbdlico. Por el con-
rario en una segunda efapa la presidn se rige por una ecuacidén parabs-
ica no lHneal para la que aparecen fendmenos peculiares. El estudio ma-
ematico del comportamiento asintdtico en esta segunda elapa constituye
1 segundo objetivo de este {rabajo. Se mostrard como ial comportamien-
o asiniotico depende de manera fundamental del valor de la presion am-
iental p, que se presupone en el extremo final del conducto, Sip, > 0
a descarga (p = p, en todo ¢] conducto) se limita a un tiempo finito y de
hecho se produce en todo ¢l conducto simultdneamente. Por ¢l contrario,
i se supone p, = 0 la descarga se produce en un tiempo infinito y el de-
aimiento es de tipo exponencial negativo con el tiempo.
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1,” MODELIZACION = - - -

Como se ha indicado en la introducceidn, para la descripcién del pro-
ceso transitorio de descarga (asi como de carga) de gases en conductos lar-
gos resulta de gran utilidad la «aproximacion hidraulica» {véasc p.e. [14]).
Dado que este tipo de flujos es generaimente turbulento tal aproximacion
admite que Ia velocidad u, la temperatura T, la densidad p y la presién p
son uniformes a través de la seccién como consccuencia de la agitacion
turbulenta. En consecuencia, las antériores magnitudes se suponen fun-
ciones Unicamente de la coordenada x (que mide las distancias a lo largo
det conducto) y del tiempo t. _

Cuando Ia longitud L del conducto es muy grande en comparacion
con su didmetro D (L es del orden de miles de veces D), se producen dos
etapas claramenie diferenciadas como consecuencia de 1z aperiura de una
valvula. Para ilustrar esie cambio en la estructura del flyjo analizaremos,
en esta seccidn, el caso particular de la descarga de un conducto inicial-
mente lieno de gas, en reposo, a 1a presion p, y temperatura T, cuando
el extremo x = L, se abre a la atmésfera, de presion p, << p,. (Sip, > p, el
proceso es de carga), EI movimiento de los gases estd influenciado por el
intercambio de calor con la pared del conductio, cuya temperatura supon-
dremos se manticne constantemente igual al del valor inicial T, L

En el supueste de que la seccidn del conducto s¢ mantenga constante
v se desprecien los efectos, peco importantes aqui, de ia fuerza gravitato-
ria del gas {que supondremos perfecto), las ecuaciones del movimiento sc
escriben en forma cldsica adimensional (véase p.e. [9] [14]).

oM g 2w ep _ fogu oy
il ferrdt
p/P=T [4]

“En estas ecuaciones hemos medido la presién y temperatura con p, ¥
T,, la densidad con su valor inicial p, = p,/ R, T,. R, es 1a constante del
gasy v la relacion de calores especificos y = C, / C,. Como unidad de lon-
gitud utilizaremos la del conducto L y como unidad de velocidad VR, T,
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que muitiplicada por Vy nos da ia velocidad inicial del sonido en ¢l gas.
Como unidad de tiempo utilizaremos L/ VR, T,.

" Las fuerzas de friccion de ia pared estdn modcladas por el término de
fa derecha en la igualdad (2), donde aparece el pardmetro de triccidn
£= AL/ D, proporcional al coeficicnte A de Darcy-Weissbach que a su vez
es funcidn del ntmero de Reynolds local y de 1a rugosidad relativa del con-
ducto. En el movimiento turbulento en tubos lisos puede escribirse
A =ALu/ vy, en tanto que para tubos rugosos y numeros de Reynolds
moderadamente altos A es constante, del orden de 10 (véase, por gjem-
plo, [9]), lo que supondremos cn Io que sigue. Ndtese que a pesar del pe-
quefto valor dc A el pardmetro f puede ser muy grande (f > > 1) caso en
que centrarémos nuestra atencion, Sefialcmos también que para modelar
el calor recibido por el fluido desde la pared hemos hecho uso de la ana-
logia de Reynolds (véase p.e. [9] ¥ [14]) o que conduce ai térmmo de la
derecha en la igualdad (3).

En esta analogia se admite gie los trasvases de cantidad dc movimien-
to y energia, o entalpia de remanso, hacia la pared son debidas al mismo
mecanismo d¢ transporte convectivo por los remolinos de la turbulencia,
Por elio el coeficiente de proporcionalidad, fp lul/2, que aparece multi-
plicando cn (2) a la diferencia de velocidad, u, entre ¢l fluido del centro
del conducto y fa pared es el mismo que multiplica en (3) a la diferencia
catre las entalpias de remanso det fluido en cl conducto v la pared;

(122 +9/(y - 1T - 1).

En el caso que no analizaremos con dctalle aqLu de que la pared del
conducto estuviese aislada térmicamente (en vez de suponer su tempera-
tura constantemente igual a 1) el segundo mmmbro de (3) debe sustituiz-
se por 0.

Por otra parte conv1ene senalar que la ecuacxén (3) quc da 1a evolu-
¢i6n de la entalpia de remanso puede ser sustituida por la ecuacién:,

' s ¥ .—"___..g.., % _,-- Y;Ii N ;
ETS T Ky
QUC describe Ia (:'V'olu'(':ién'_ 'dc' Ia ensropia ln(p;',b"f).' La ecuacién {3°) se ob-
tiene restando a (3) la ecuacién (2) multiplicada por u. En cl caso de que
la pared esté aislada térmicamente, ¢f segundo miembro de (3% debe sus-
tituirse por {lulu(y — 1}/ 2T como corresponde a la produccién de entro-
pia por efecto de la friccion.

Las ecuaciones (1)-(4) tienen lugar en el intervalo 0 < x < 1y para
t = 0, Para determinar ¢l proceso se hace pues necesario afiadir unas con-
diciones iniciales que el nuestro caso corresponden a las s:guxentcs o

: u(O,x)—O, TOR=LpOx)=1,0<x <[, 7w (5)
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As{ mismo es necesario indicar las condiciones de contorno. -
wt,0)=Ccont>0 S s (6)

como corresponde al extremo cerrado del conducto v la condlclon de
«tipo alternativoy. :

plt, 1)=§,‘  -_ | $i- u(t 1);'\/}7?(7’) < I :'. .(';.:'é)

uft, I)/WT(I D=1 si p(t1) S )

como corresponde al extremo abierto a Ia atmosfcra df: piesmn P,
(p, < 1) referida a p,. Este dltimo tipo de condiciones de contorno es con-
secuente con el cardcter hiperbdlico del sistema de ecuaciones (1)-(4).

Las ecuaciones del sistema (1)-{4) con ias ccuaciones dc Enicr de Tos
movimientos unidimensionales, no estacionarios, de gases, amptiiadas con
los segundos términos de (2) y (3) (o {3)) al incluir las fuerzas de friccion
y el intercambio de calor con Ia pared del conducto. Los términos adicio-
nales son de tipo algébrico, por lo que las ecuaciones ampliadas ticnen
¢l mismo sistema dc caracteristicas que las ecuaciones de Euler. Estas vie-
nen dadas {véase, por ejemplo, [5] ) [16]) por

dx dx
—ir = =+ a
dt " dt u“_..a:.” e C c

donde a = Vy T es la velocidad del sonido. Las caracter{sticas de ccuacién
dx/dt = u corresponden a las trayectorias de las particulas materiales o
fluidas, mientras que las otras caracteristicas corresponden a las ondas
acusticas de Mach que se mueven a la derccha © a la izquicrda respecto
det fluido con la velocidad del sonido, Sélo cuando en x = [, u es menor
que a ¢l fluido puede conocer quc es p, la presion exterior. Si p, es sufi-
cientemente baja hay bloguco sénico (u = a) en la seccién de salida don-
de la presidn es mayor que la presidén exterior. Fuera del conducto el gas
siguc expandiéndose adquiriendo, sélo alli, velocidades supersdnicas. -

Nétese que en cl sistema (1)-(7) aparecen nicamente los pardmctros
v v p, de valor del orden de la unidad asi como el pardmetro de fr;cc;on
fque supondnemos f >> 1.

Solucion asintdtica para conductos largos

La cscala elegida para las velocidades, del orden de la del somdo es
la apropiada para medir la velocidad cuando la presién ambiente es una
fraccion del orden de la unidad de gas (p, < 1), pero solo ¢n ios primeros,
momentos del proceso de descarga si f >>> [. En cste caso v es solo de
orden unidad en una primera etapa corta, de duracion 1/, en la que el mo-
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vimiento aparece limitado a una zona pequefa a la salida de longitud
(1 - x) ~ 1/, como se describird a continuacion con mas detalle. Estas es-
calas son las apropiadas para que todos los términos de (2} sean del mis-
mo orden f, 1o que también sucede con todos los términos de (1) v (3).
Por ello durante esta etapa no hay simplificacién posible del sistcma
(1)-(4) pero si de las condiciones iniciales y de contorno.

Para describir €l movimimento en esta primera etapa conviene ut111-
zar cOmo nuevas variables

=1t y x=fx-1) _ 9

de orden unidad. Asi obtenemos 1as ecuaciones:

ap . oPu _o _ (1%)
aT ox .
au ou  sp L S 2
Y o1 + pu > + w2 Plun | C (2%)
I YO I A ST e
(M +u ax){_ln(p!p?)] 5 T IT: : 7 w2t (3%
plp=T, - - @

a resolver para T > 0y x << 0, con la condicidn inicial (§) al igual que la
condicién de contorno (7) en g =0, T= 0. El motivo de estudiar el siste-

ma (1*)-(4*) en % << 0 en vez de sobre el dominio acotado f <y < O ra-

dica en el hecho de que la condicion de contorno (6), ahora sobre y = —f

vy 1 > 0, no juega ningiin papel importante para tiempos t ~ 1, pues el

movimiento resultante estd confinado a la regidn -V y 1 <y < 0, limi-

tada a la izquierda por la linea caracteri(stica correspondiente a la onda de

Mach gue se mueve a la velocidad del sonido.

Para tiempos 1 << | los efectos de la friccidn y del intercambio de
calor con las paredes son despreciables y es posible hacer una descripcion
analitica del proceso de descarga. El movimiento corresponde a una onda
simple de expansidn (véase, por giempio, [16] pdgina 161 y [10] pagina
432) que avanza hacia el conducto en forma autosemejante; esto es, las
variables fluidas son funciones de la variable de semejanza £ = 3/ Vy 1. La
ecuacion de la energia (3*) muestra que ias particulas fluidas mantienen su
entropfa, que por ser uniforme en el estado inicial mantiene su valor uni-
forme posteriormente, Asi pues p/p = 1 y cn virtud de las ecuaciones de
estado se deduce gque si T <<<< 1 entonces:
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p=pr=TH0r D= (rl?;‘-y)“ﬂ(v 1.

o)

Las ecuaciones de contlnmdad ¥ can‘udad dc mov;mlemo puedcn es-

cribirse, teniendo en cuenta (i{)), en forma caracteristica: .

o bien )
d ((Tfl) )={) en —%——u-l—a
L((v%l)?““ )“O on —ge=u-a

Esto es, los invariantes en Riemman:"

2af(y - D+u y  2ally-1)-u

a5

(1'2)_

se conservan respectivamente a lo largo de las caracteristicas C*; queé via-
jan a la derecha respecto al ﬂuldo y C- que viajan a la 1zqulexda (vease

Figura 1)

x (!.l '15)1 ﬂ

- Mk\

N F.igu.ra. i
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Dado que el invariante 2a/(y — 1) + u es uniforme en 1 = 0 para todo
= 0, podemos asegurar que para todo 0 < 7 << | se verifica la rela-

cidn enire a y u dada por _ _

" Por otra parté, puesto que a lo largo de las caractorf st1cas Czaf(y ~D-u
se mantiene constante, en virtud de (13), u y a se mantendran constan-
tes por lo que estas caracteristicas son rectas €n el plano nto

Si la presién ambientic p, es mayor gue un valor P., que dcte;mma—
remos a continuacion el movimiento en la seccién de salida es subsé-
nico (u, - a, <t 0), En este caso, del andlisis de la estructura del flujo a
grandes nameros de Rey'noidé fuera del conducto se puede asegurar que
p. s igual a la presion p, que existe en el exterior, pues el fluido sigue en
forma de chorro con Ia misma seccién que en la salida. En segundo lugar,
se observa que las ondas acusticas que arrancando de y=0ent>0se
propagan scguin las caracteristicas C- {véase la Figura 1} avanzan aguas
arriba en el conducto con velocidadés (a, — u,) constante Jimponiendo al
fluidou=1u, a=4a, yp= ps P, Estos va]orcs v;enen dados, en virtud de
(10) Dor Ta rclacwn . T '

‘V?p =i = Yy (7— 1)u 2 o
ASI pues para asegurar que el ﬂll]O es subsénu:o en Ia seccaén de sa-
hda pa debf: ser superlor ai vaior de pc quc hace u,=3a,= 1}, dado por:

=2V D), {II(VH)P*"* 0 _f: (15)

Entre 1a primera caracteristica C; que sahendo de la seccion de sahda
con la velocidad ~V7y inicia la expansion, y la primera Cl que salien-
do también en 1 = 0 impone al fluido la velocidad u, y presidn p, (esto es
entre las caracteristicas y + Vyt=0 y - (u,— a)}t="0 hay un abanico
de caracteristicas que arranca dei origen ¢ imponen en el fluido presiones
P, < p < 1. La caracteristica que alcanza €l punto y en el instante 7 se
mueve con velocidad y/t dada por:

Wr=u-a=2V7l-1)- a('};*i) (16)

lo que determina a en funcién de ¥/t v por lo tanto cl resto dc las mag-
nitudes fhiidas.

Al disminuir la presién exterior, las magnitudes fluidas no se modifi-
can en el abanico C; — C; sélo el limite C; del abanico. Cuando p, alcanza
el valor p, la caracteristica C;, donde hay una discontiuidad debil, se hace
vertical, pues u, = a,. : '
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Para valores de p, < p, el fluido en el conducto no puede conocer cl
valor de 1a presidn exterior. El chorro generado por la expansion en la sec-
cion de salida es sonico con 1a presidn p, = p,, pero se abre en ¢l exterior
dando Ingar a velocidades supersénicas y p = p, 56lo en el contorno cxte-
rior del chorro.

Los efectos de la friccién para 1 de orden unidad hacen dismmmr las
velocidades generadas por la diferencia de presiones 1 - p,, pues en parte
esta diferencia se emplea para equilibrar las fuerzas de friccién. También
1a presion en la seccién de salida disminuye cuando inicialmente p, < p,,
asegurando que en la seccidn de salida M, = u/a, = 1 hasta que en un ins-
tante T, p, alcanza el valor unidad, 31end0 posteriormente p,=p,.

La descripcion del movimiento en la segunda etapa, T >>> 1, para va-
lores de t tales que el movimiento afecta a todo el conducio v la presion
cae en todas partes desde el valor inicial, es mds simple. Sean {, el tiempo-
caracteristico y u, el valor caracteri(stico de la velocidad u en esta etapa
(los valores de p y p y sus variaciones especiales y temporales en esta eta-
pa son por hipétesis de orden unidad).

Los 6rdenes de magnitud de los dos términos de la ecuacién de con-
tinuidad (1) 1/t ¥ u, son iguales si u, = 1/t,. Si por otra parte anticipamos
que las fuerzas de presién —ap/ox son del mismo orden (unidad) que las
fuerzas de friccidn fuj = 1, entonces los pnmeros términos de aceleracidn
local y conectiva de (2) son del orden uy/t, y uj (es decir del orden 1/f)
v por lo tanto son despreciables frente a los de presién y iriccion, .

Ademas, al suponer que la velocidad u en la segunda etapa es del orden
u, ~ 1/V'F, la ecuacién de la energla (3) muesira que las variaciones de
temperatura T — [ son det orden ui ~ 1/f, por o que la descarga puede
considerarse ahora isoterma.

Asi pues en la segunda ctapa, para valores de t tales que ¢ = 1tV f esde
orden unidad de velocidad v = Vfu, p y p, como funciones de ¢ y %, €5 dc
ncn regidas por el sistema de ecuaciones: :

5o ox 0. s SRR (17
o o My - | |
ax TP (1.3.):
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que es una forma simplificada del sistema (1)-(4). Tal sistema tiene lugar
para ¢ > 0 v x (0,1} y para su estudio ha d¢ acompatharse de las con-
diciones iniciales que en nuesiro ¢aso;

pl0,x)=1, D<x<t R 1)
y las condiciones de contorno que-ahofa soﬁ las sig’uientes_: |

v(§0)=0,_- c>0 - B .(.2'4)

p(c,l)*m-, c>O o . . (22)

La condicién inicial (20) obedece al hecho de que en la etapa ante-
rior, para ¢ ~ 1/f*2, p-1 (yv) difieren de cero sélo en la regidn
(i~ ~ 1/f muy pequefia respecto a 1, Esto junto con la condicién de
gas perfecto dada por (19) justifica (20). Seflalemos también que los tér-
minos despreciados al escribir (18) y (19) son del orden de 1/f respecto a
los retenidos.

Dado que p = 0, dc la relacién (18) -se deduce que sign v=
—sign (ap/ox) y por tanto utilizando (19), el sistema (17) (18) puede escri-
birse en termmos de la presién en la forma: )

. .ep _F N 'ﬂ'pl,lﬁ.sj.gn( ap},] ZOS 0_>0’0<X<1(23)
3o ax \| ox | ax § "
Ln=0. >0 @4
po=p,  °>0 @25)
pOx)=1 o<x<l ~ (26)

Obsérvese Qﬁe en nuestro caso v = U'jr pdr tanto (23)puede escribirse
también corno:

12 o o T .
o, 9 “_ 092] }=0_._ S @n

El problema (23)-(26) tiene, para ¢ < < 1, una solucidn de scm.ejan-
za en la que p y g=o"pu son funcioncs de la variable dec semejanza
n=(1- x)}'cs?"3 y vienen dadas por el sistema:

3 npn &= 0 :: Lo ._ C28)
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=ienﬂ-++(_}0 p=pacnfn:0

La soluci6n determina en particular ef gasto de salida {pu), = 0—”3 £.00.),
siendo g,(p,) el valor de g en £ = 0. En particular, g,(0) = 0.728. La solu-
cién de (23)-(26) pierde su cardcter autosemejante para o de orden uni-
dad y la solucidn ha de ser obtenida numéricamente, El movimiento, y
por tanto la descarga, estan limitados (sip, > 0)aun nempo finitoo =< @,
como se verd en lo quc sigue.

2. TRATAMIENTO MATEMATICO DE LA ECUACION DE LA
PRESION EN LA SEGUNDA ETAPA.

En esta seccion abordaremos el tratamiento matematlco del problema
parabdlico dado por (23)-(26), Nuestro andlisis serd valido también pard
el caso en el que la variable x se mueve; mds en general, en un abiérto re-
gular Q de R® con To que el caso unidimensional resultard por obvia res-
triccién a Q =(0,1) pero a la 'vez mostrarcmos cémo el valor de la di-
mensidén n juega un papel 1mportantc en el desarrollo asmtouco del pro-
blema.

A lo largo de esta seccidn centraremos nuestra atencwn en el sxgulen—
te problema; hallar w:[0,co}x€2 — R solucién de: :

z—‘:’-A wn=0 en(0o)xQ T (30)
AW _ SR o |
—=0 en {0,00) x I c

>y | (0,00) 1 SR 31)
wrsh e (0e0) X Ty e e 3y
w(0,x) = w (x) en Q SRR Y | (33)

siendo A, o g-laplaciano en la notacion usual -

Aqg diV( |vg|q 2 Vg), q >1 T P : (34)

y m un parimetro no negatwo Se suponc aQ partlcmnada en dos partes
disjuntas I', y I, ed:8Q =T, UT, con T', no vacla v de vector unitario
normal exterior v. También supondremos en lo que sigue que:
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h(tx) hheﬂ*yw(x)‘«“’(}enﬁ S (35)

Se puede probar que las condlclones (35)‘ no reprcsentan mnguna li-
mitacidn importante desde el punto de vista matemdtico pero su interds
estd resaltado por 1a formulacidn concreta antes vista,

Antes de seguir hagamos un breve comentario sobre la generalidad de
la formulacién anterior. En primer lugar la ecuacion (30) se reduce al caso
particular de la ecuacion {23) haciendo g=3/2 y m=2.

Por otra parte va se indic6 en Ia seccién anterior que 0tros exponen-
tes m tienen también interés. Asi, por ejemplo, e¢n el movimiento turbu-
lento en tubos lisos el coeficionte de Darcy-Weisshach es de 1a forma
A = Afu/u,) " donde A, &s el valor de A para Ia valocidad de referencia u,.
En dicho caso las fuerzas de rozamiento llevan a réemplazar los términos
de la derecha de las ecuaciones (2) (resp. (2¥) por (k L/Du,) plulu
(resp. —plvl¥v} con lo que en la ecuacida de fa presidn (23) habria que
reemplazar el término p? por p™, En la formulacién (30) equivaldria a ha-
cer m=7/4 y q=11/7. También puede mostrarse (véasc {12]) que en el
caso de finidos incompresibles el fendmeno de descarga (o carga) en con-
ductos largos conduce a una ecuacién para Ia presién renormalizada si-
milar a (23) pero reempiazando el término p? por p. Sefialemos también
que en flujo laminar Ia aproximacion hidrdalica conduce a A =Au,/u lo
que corresponderia a m = |, )

En la formulacién de la seccién anterior Q = (0,1), T, ={0} y I, = {1}
con o gue V=X asi (31) coincide con {24). La consiante h representa,
en ese caso, al valor Vp,, con p, dado en (25). Finalmente indiquemos
que la conchclén inicial (33) incluye obviamente el caso parucular

w,(x) = 1 pero el caso ett el que w, no es constante. liene también un im-
poriante valor fisico,

Sefialemos también que el caso de n = 2 aparece en el estudio de la des-
carga de un gas limitado entrc dos placas de grandes dimensiones com-
paradas con la distancia guc las separa. En ese caso un andlisis similar
mostraria la existencia de dos etapas bien diferenciadas, y que en la se-
gunda de ellas [a presién vendria regida por la ecuacién (30) con g = 3/2
y m =2 en el caso de paredes rugosas y m = 7/8 en el caso de paredes lisas,

Por Gltimo es de resaltar que la ecuacidén parabdlica (30) aparece
en varios contexfos difercnies al de descarga de gases en conductos lar-
gos. Este es ¢l caso, por ejemplo, de filtracién de flutdos en régimen tur-
bulento en un medio poroso {véase p.e. la monografia [6] donde se en-
contraran maiitiples referencias).

La cuestion de la existencia, unicidad y regularidad de soluciones de
problemas del tipo (30)-(33} ha atraido la atencion de numerosos autores
en los ltimos afios. Nuestro objetivo principal ird por otro camino pues
nos centraremos en el -estudio del comportamiento asintdtico, para
{ — co. Respecto a ta éxistencia nos limitaremos a recordar el trabajo 11]
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en el que el problema es «resucito» bajo hipdtesis muy generales sobre w,
¥ que, en cuaiquier caso se aplican a cuando w, ¢s acotada (lo que hare-
mos en lo que sigue), e.d. supondremos

w,eL=(Q) - o - N o (36)
delo que deducimos que;

para una cierta constante M > 0 (*pox ejempio M= ',iw s . S .

El primer resultado de esta seccion afirma, en términos de la presuﬁn
que la descarga del conducto se termina cn un tiempo finito si p, > 0 (0
bien para cualquier p, = 0 en el caso de conductos lisos o fluidos mcom—

presibles).
Teorema 1. Sean mi > 0 y g > I. Supongamos que una de las szgmen-

tes hipotesis es verificada:

h>0 'y g<2(m > ol'c'zrb'z't'rdﬁo);v_” o ; (_38)

heo v ma-y<i )

Entances exurte un t;empo finito T, >0 tal que w(t x) h VI >1 y

Vxe Q. .
Demostracion. Comencemos homogeneizando 1a condicién de contor- .

“no (32). C0n31deremos Z(1,X) = wo(1, x) h. Se tiene quet.

WD _Az-0 en(Oe)xQ

ot

z=0 . en (0,c0)xI, . .
z(Ox) wm(x) h enQ,

SIendo

W)= (z + hyim s;gn(z+h) S (41)

" Para obtener la conclusién segulremos el metodo mtegraI de ia ener—-
gia de manera snmlar a [2]. Supongamos, por el momento que z = 0, lo.
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gue equivale a suponer w™ = h. Multiplicando la ccuacion por z* con
k > 0 a elegir mas tarde ¢ integrando por partes resulta:

—;E‘LBk (z{t)dx + kL IVZ |azk-1 = 0 —_— 42)
siendo:

bbsérvese que si y es derivable (e.d. sih > 06 h =0y m =< 1) se tie-

r

ne que Byr)= Lw‘ (s)s*ds. Nétese que para y dada por (41) se tiene que:
B () = Cr*+t, con C=C(h,m,k) =0 _ {44)

cuando (38) tiene lugar, pues en ese caso w'(2) = C. En el caso de la hi-
pétesis (39), en (44) se tiene que:
mik + 1/m) _ _

Utilizando la designaldad de Poincaré-Sobolev (reéﬁérdesc que
T, + 0) es fécil demostrar que existe una constante C= C(104, g, n)tal
‘que st ueCH{Q) y u=0en I', entonces: _

Bk(r); rk .‘\.1;,;11 -. . - - - (45)

luj e < C k!. Vu|aukdx
I_}(Q) ﬂl I

siendo:
| <o Mark-1) si  gq<n

n—-g :
I =5 <co o si- g=n
T s=o0 o s q?n._

Aplicando Ia desigualdad de Holder y haciendo k = - (a - .q. + 1) -a
| | q
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con a=1 sise supone (38) oa=1/msi se supone (39) se concluye quc |
para una cierta constante positiva M se tiene que: o

d
— LBk(z(t))dx + Mzl iy = 0
Introduciendo:

109 - | Batoya

y utilizando (44) o (45), segtin Ia h1pét351s supuesta se Iiega a Ia demgmi-
dad:

grk-1

: y"(t)+My(t)W£0 T T PO - (46)

Dado que en las dos cicccmncs de 2 se tiene que (q+ k l)f(a ¥ky <1,
por un argumento estdndar se concluye que existe un tiempo finito T, > o
para el que y{t} = 0 ¥t ¢ T,. Dc la definicién de B, se deriva que csto impli-
ca nuesira conciusién. Ei case de z{1,X} no negativo sc trata multiplican-
do por z(t,x) - sign {7z{t,x)) y argumentando en forma similar B .

Observacion 1. En ¢l trabajo [2] se mostré [a anulacién el tiempo fi-
nito para soluciones z de (40) {con condiciones homogéneas de Dmchlet)
bajo la hipodtesis: .

CI rf‘ = \y(r) = Qrf‘ o

con (UB (@< <tyC'y C cmstantes posnwas Noteae que la yf dad‘1
por (41} no cumpic la scgunda desiguaidad. Obsérvesc también que en la
hip6tesis (38) el valor de m es arbitrario y asi la conclusién se tiene si por
ejemplo q=23/2, m=2vy h > 0(en ese caso es m( - D=1

No es dificil mostrar que fas hipdtesis sobre los exponcntes .y qen
el Teorema 1 son Optimas. Asi, por ¢jemplo, st suponemos h=0 y
m{g—-1) > 1 el estudio del comportamiento cualitativo {en el caso de
I', = 0} ha sido ticvado a cabo en [13] mostrandose que aunque puede for-
marse upa zona de anulacion local para tiempos cortos (justificada por el
caracter de difusion lenta) sin embargo 1a solucidon w es 1al que wil,x) > 0
en todo xe Q) coando t es suficientermente grande (la restriccion I, = O no
¢s importanie en ese proceso). El decaimienlo hacia cere cuando 1 — oo
puede verse también en [13]. Cuarde b > 0 basiz hacer ¢l cambio de va-
riable dado en la demostracién del Teorema [ y de nuevo se comprucba
{por ejemplo comparando con subsoluctones adecuadas) quc z no puede
anularse. Ef caso m{q - 1) = | merece la pena ser tratado explicitamente,
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La primera observacion relativa al caso m(q— 1) =1vh= () 0 bien
q=2yvh > 0 Iadlca en la cstzmacmn .

j. Bk(wm(t,x) - h)dx = Cnc-‘“‘ sit>0 . (47)
n .
que se deriva de la ecuacion (46) en la que ahora (g~ 1) =a.

Con el fin de presentar un resultado més preciso que (47) comenza-
remos tratando el caso de h = 0 para lo que estudiaremos previamente las

soluciones de variables separadas de [a ecuacidn (40) {(ahora m >0 y
g > 1 son arbitrarios) e.d. de la forma:

witn) = gve), B v=0 o SRR )
Se ha de tener que __ _ o .
mwwV%)Awmm@)u*O B )

Estamos intercsados en soluciones que se amortigizan'con' el tiempo
por {0 que tomaremos { = —A con A > 0. De 1a igualdad (49} se deduce
que si m{g - 1) =1 entonces:

,gmw%“fvwﬁ  7§;j f]ff":ﬁm

Anélogamentc de (49) y as cond1010nes de contorno (31) (32) se con-
cluye que la f'uncmn z=V" dcbe satxsf‘accr S .

~Az-rzm=0 . enQ

07, : '
Ly O e B 6D

7:=€J“’ enF?_

Sim(g— 1)=1(5)es un problemd dc valmes propms 0o hncal ¥y por
la teoria de puntos criticos para operadores no lineales {véase, por ejem-
pic [3] s¢ tienc que (51) tiene solucion distinta de la trivial si A es un au-
fovalor, Por otra parte del principio fuerte del mdximo se deduce que si
A=Ay {A, primer autovalor del operador A, con las condiciones de con-
tarno ndicadas) entonces la correspondiente antofuncidn es tal que z > ¢
ey LB)

1_‘{3‘)}?1163 de es‘ias (onmd{*racmnf‘s va deemos enunciar mlestro resu’t«
tado de decaimiento cuando t — oo para el caso m(q — 1) =
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Teorema 2. Sea w, = 0 tal que w € CI{Q) tal que satisface las condi-
ciones de contorno (3]) (32). Sea w solucion de (30)-(33) con mfp - 1} =1,
Entonces existen dos constantes t,, T, > 0 tales que si t es suficientemente
grande:

et dyx) < wit,x) < etltrayx) (5
siendo 2, el primer valor propio de (51) y z = v solucion positiva de (51).

Demostracion. La desigualdad segunda se deduce del principio de
comparacién una vez comprobado que:

d7, > Otal que ev(x) = w(x)  enQ ("53)

Para mostrar {53) basta razonar por absurdo. En otro caso se tendria que

(0 = zfx,) < (1/m)"wn(x ) para n £ N vy para alguna sucesién de puntos

X, € £, y por tanto:
Z(x,)
wE(L)

Jm (54)
Como {2 es compacto, existird un punto x, € Q tal que x, — x, donde
ahora x, es una subsucesion de la sucesion primitiva. Como z > 0 y w,
es acotada se tiene que x,e82. Por tanto, si n es suficientemente grande
se verifica que d(x,,002) < L << co y por un resultado bien conocido se
sabe que de la regularidad de 32 se deduce 1a existencia de un {inico pun-
to y,ed£2 (para cada ne N) tal que d(x,,00) = Ix, — v,|. Definiendo las fun-
C1011ES;

L10,d(x,0 0 Ra, 1(s) =%, ~ sV, V, = V(y,),

del teorema del valor medio se deduce que existen 8, y p,&[0,d(x,.00Q)]
tales que

2(x) _ 2y + Va8, - v.(x,00)
WX W)+ VW (L(u,) - V,d(x, 92)

En la region 1”.' se sabe que Vwe - V=0y como z '>_.O s¢ llega a una
contradiccion con (54). En la regidn I'; se sabe que Vz - v < 0 y de nuevo
se alcanza una contradiccién con (54).

La primera desigualdad de (52) seria consecuencia del principio de
comparacidn de soluciones si w,(x) = e toy(x) en ) para algiun 1, > 0, lo
que cs bastante restrictivo, dado que el caso en el que w, puede anularse
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es de importancia y v ¢s estrictamente positiva. Para cvitar esta restric-
cidn mostraremos previamente gue:

«existe T = 0 v 1, > O tales gue w(T,x) = é‘—itﬂv(x) en » (55)

con lo que la primera desigualdad se obtiene de nuevo por comparacion
sobre ¢l dominio (T,o0) X £. Por el principio fuerte del maximo se tiene
que z = v™ satisface z{x) < Md(x,8€2) Vx € Q. Por tanio (55) sc reduce a
mosirar que:

«existe T = 0, y C > 0 tales que wf"('T Y= Cd(ﬁ,bQ) en Q»  (56)

Con el fin de obtener (56) s¢ introduce la familia biparamétrica de fun-
ciones de tipo autosimilaridad:

w (5,15 T,A) = (t + 1)g,(@), 1= %] (t 4 7)- et

donde 1y A son pardmetros positivos ¥ g, viene definida por:

(e ) obed

i
donde p es un exponente arbitrario tal que u & ({,(m + 1)/m) si m <<{,
we (1,2(2-1))simz= 1. No es dificil comprobar (véase [13] que w es
una subsolucion en el sentido de que v, — A(v)™ =< 0 en el interior de su
soporte {ndtese que g,{n) > 0 en {0,a), a = AY™Y, g (a) = 0y (gi){a) <
0). Comparando w con funciones dél tipo v(x - y; 1,A) como en [13] (Teo-
rema 4.3) se obtiene la conclusion (nétese que sobre la frontera I, se tie-

ne que Iw/av =0 asi como v <0, lo que permite la comparacion

v=w)@ ov

ga(m) =

Con respecto al caso de h > 0 scfialemos que el decaimiento cxponen-
cial ocurre cuando q = 2, independientemente del valor de m (véase [8]).
Se puede mostrar que en ¢l resto de los casos en los que no hay cxtincion
on tiempo finito, e.d. si g > 2 el decaimiento hacia h, cuando t—co, es
mds lento que exponencial, siendo modelado por una cierta potencia ne-
gativa de t que depende de q - 2.

Para terminar el estudio del comportamiento para t grande de las so-
luciones de (30)-(33), analizaremos con mds detalle la cxtincién en tiem-
po finito bajo los dos tipos de hipdtesis (38) y (39). Comenzaremos por
el caso massencilloen gue h = 0y mfg — [} << 1. Nuestiro obietivo es «ilus-
trar el perfil» de w(x,t) cuando t—T%*, donde T* es el tiempo de extin-
cién de w, e.d. el primer instante t del tiempo en el que w{t,x) = 0 para
todo x €, asi.como obtener estimaciones sobre como se produce esc de-
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caimiento cerca de t = T* Comencemos calculando las soluciones scpa-
rables wit,x} = g{t}v{x} que se anulan en t = T* De las identidades dadas
en (49) deducimos que: -

g(t)={?»(-1 (@ DT - TR o (59)

¥y 7=vym ha de satisfacer ¢l problema (51), donde A>0Des a'rb.strarlo El
siguienic resultado muestra que el comportam;ento de estas soluciones se-
parables es genérico. . .

Teorema 3. Sea w solucidn de (30)-(33) con h=0y Supongamos que
mig - 1) << 1. Sea la funcidn: . s .

(e, x) = wit,x)/et) o ﬁ L (60)
con g(t) dada por (59). Entonces existe una sucesion creciente {,— T% v una
solucion positiva z de {(51) tal gue U t) -~ z () al menos en ¢l espacio de
Sobolev W' (§), para un cierto s* = 1, cuando i, —~ T* .

La demostracién del Tecorema 3 estd inspirada en el importanie tra-
bajo de Berryman y Holland [4] relativo al caso q = 2. La idea esencial de
la demostracidon es introducir una nueva incégnita u y una nueva csca}a
en cl ucmpo ‘de manera que H(T*) = +co y la funmén e

(ui.fm) =AM +ium  en 0 < 1T <<co, xefl. 62)
u 0 - o eno <T {CO XEF AT (64)

Con ei ﬁn de exphcﬂar cl cambm d{: escala observcmos que: o

- ,ﬁ'gwm__'_" W,
(u]!m) =9 U(t ) w, et ot . WAt e

CLAN - S gz““‘“ E ot



Movimiento de descarga de gases en conductos largos: Modelizacion... 113

(recuérdese que g satisface (49)). Entonces, st a/o1 = gt-™%-D ge conctuye
(62). Utilizando la expresidn {59} y obligando 2 que t{+co} = T* y t{o) =0
se obiiene:

f= TH(1 ~ e -mia- k) | - (69)

La conclusion del Teorema 3 se reduce pues al estudio del comporta-
miento asintdtico, cuando t — +oo , de las soluciones de (62)-(64), mds
concretamente, a demostrar que u(t,-) — z(-) en W's(2). Ndtese que la
ecuacion (62) contiene un término de «calentamiento» dado que A > 0,
sin embargo, tal término es moderado como se aprecia introduciendo
F(T,X) = u(1,X) pues s¢ tiene que W, — A ¥y =A% = 0. La posibilidad de
explosion en tiempo finito de & quedana asi excluida mostrando la mo-
notonia (o acretividad) del operador & — — A (W)™ — AW en adecuados es-
pacios funcionales (L/(£2), 6 H(€2) si q = 2) lo que a su vez conduciria a
a convergencia en esos espacios mediante 1a aplicacion de resultados de
la teorfa abstracta de operadores. Aquf scguiremos o{ro camino que con-
duce a convergencia en espacios «mejores». Antes de entrar en materia
indiquemos los resultados parciales de (11) (si q=2) y (7) (51 m=1y
q = 2).

La demostracion dci Teorema 3 es bastante larga v, como ya-se ha in-
dicado, sigue de cerca el trabajo [4] (donde se suponen soluciones regu-
lares) v {17] {que generaliza {4] a soluciones débiles). Por razones de ex-
tension nos Hmitaremos a indicar los pasos fundamentales de Ia demostra-
cidn,

Lema 1. Existe 1, T:N_’oc- talque: =

f+rm

B ) oy — 0, cuando T, ~» 0 o (66)

Demaostracion. En primer lugar sefialemos gue supondremos gue u es
una solucidn «fuerte) de (62)-(64), en otro caso se procede por aprox;mﬂ-
cién (véase [17] para q = 2). Consideremos el funczonai

=—F hi 4 | ;\‘m .mH - :
J(h) = qLIVhf "D Uj‘hf oo

y para 1 £ (0,c0*) sea:

(1) = Jfufr,)).
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Se tiene que si 9) representa la derivada Gateaux de J:

l—‘m
d i =
E"c__ (I’(T)z << a}(U), > = — [—-r';- u u%. =0

dado que u = 0. Ademds, por ¢l lema que sigue (Lema 2) se tiene que
Lu(m”ﬁm(x,'c)dx estd acotado en 1, luego 3C >0 tal que (1) <=-C

¥1e{0,c0). En consecuencia lim (1) existe y existe una sucesidén 1, —~ o
tal que @ (1,) — (. La conclusién resulta ghora de una simplc manipula-
cién algebraica.

Lema 2. Sea m{g - 1) < 1, w,eLm* Q) y seq T* el tiempo de extincion
de w solucicn de (30} (33) con h = 0. Entonces se tiene gue 3 C,, C,> 0
(dependiente de u,) tal que si t < T*, .

f+m Clem

C‘,(’Z—’*—f) (I—m{q—.'}}.. E'f;lvm.g.;(t,) = Cz (‘I‘* _r) It ~m{q.—.1}). :_- | .. } T (6‘?)
En particular si u(r,x) es definida por (61) sé tiene que 3 ¢, C, > 0'tal que
Viefl, oof.

comsd o . . L . S e

Dérﬁastracid}i. La primera deéigualdad_se deduce integrando la desi-
gualdad diferencial (46) correspondiente a k = | sobre el intervalo (1, T%),
Para mostrar la segunda desigualdad obtendremos previamente que la
funcidn.

Yt} = Lw"‘ * *(t,x}dx]

es una funcién convexa para un cierto vator de b > 0 adecuado, en cuyo
caso se tendrd que 3oe(t,T) tal que y(t) = y(T)+ (1 - T (o} =
(T - -y’(o}), lo que leva a 1a conclusién. Para mostrar la convexidad
de Y(t) basta ver que Y'(s) < Y'(t) para todo s < t. Ahora bien, de la ecua-
cidn y condiciones de contorno se deduce que:

d

-— m P Vwm :
& Lw Yt x)dx =-{(m+{) LI' W (t,x)[ 4
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por 1o que basta mostrar quc si § = t entonces:

UW“‘ * 1('c,x)] Y le‘“(s,x)i“

2 (69)

me-*-l(s,x)) | jlvwm(s',k)w‘

A su vez (69) resulia de la integracidn de Ia siguiente desigualdad dife-
rencial:

= . . (70)

-1
j"wr"“(t,x) j wxe(eale

Para obtener (70) observamos gue:

d—‘ﬁ [Vwmt= =g jm;,wm)m  wn- Iy, = —qm j Awmpwnidx (T1)

Por oira parte: R
L lvﬁsm(t;x)z adx ;_[Q(Aqwm)@max-- -
Tuego aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obticne qt.ac::
2

U *"“*’“’“4*”“]? f ‘*’“4." s [ {A‘*“"“’]wm“., |

0 equivalentamente:

J'Vwmlfl_ - I(A qwm)‘zwm—-l R S (?2)

]-wrn+l Elvwm[q .

' La desigualdad (70) resulta abora de (71) y (72) con b=(1 - m{g-1)¥
(m+1).
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Demostracion del Teorema 3. D¢ ta ecuacién (62) de u 'se tiene que:
j-}f_\qu{'rm . ); fm : n 5 Agg] (u'lfm m+l + B SIQI(U 1.Fm)1]m+'l (?3)

El primer términco de {73) esta acotado por (68). Respecio al segundo tér-
mino chservemos que por la desigualdad de Hélder:

d-m ml f(_mm+ L i-m fimse D12
Qu mog, = ﬂu _ med u =l e

De esta manera aplicando (66) y (68) se deduce que {Au(z,, ) estd
acotada en L=+ 1(20). Por 108 resultados de regnlaridad de [135] se sabe que
existen s y s* con s > | y s* > 1 dependiendo de ¢ > m tales que la su-
cesion fu(t,, - B estd uniformemente acotada en el espacio de Sobolev
We(£)) y por tanlo existe una funcién z(-} y una subsucesion de 1, {que
aun la denominaremos de igual manera) de forma que uz,, - ) — R(-) fuer-
temente en W (Q) para tode § € {0,8).

La convergencia pucde mejorarse dado que como @t} v ["‘;{m;'m; £5-
t4n acotadas sc tiene gue S {Vui ¢ estd uniformementic acotada, lo gue im-

plica que z € WY(X) v que ufz,, -) converge débilmentc a z(-) en W'o(X),
El demostrar que z{-) es una solucion de (50) es estdndar v se basa en 1a mul-
tiplicacion de (62) por una funcidn test y paso al hm‘n“ cuando v, = +co.
Por tltimo, utilizando Ia primera desigualdad de (68) sodeduce quez = 0
no es la solucién trivial, . . .

Observacion. La c'onclusién del Teorema 3 puede ser mejorada bajo
ciertas hipdtesis adicionales: Asi, si la dimensién del espacio es n= 1 en-
tonces la convergencia dada en el Teorema 3 implica la convergencia en
1.2(Q). Por otra parte, puede mostrarse gue en ese caso Z esté univoca-
mente determinada y un simple argumento adicional permite ver que de
hecho U™(t, - ) > z cuando 1 — oo {y no s6lo cuando 7 = 1,). Notese tam-
bién que todo resultado de unicidad para z solucidn de (50) conduce @
que el comportamiento mite, cuando t — oo (o equivalentemente cuando
t — T*) es independiente de la condicion inicial. Sefialemos, por 1ftimo
que se tiene z >0 en Q y asi se concluye que w({t, - } > O en £ si t o5 sp-
ficientemente cercano a T* cuando [a convergencia tiene lugar en 1e(Q).

Con respecto al caso en el que h = 0 v g << 2 {(hipdresis (38)) la stiua-
cidn es mas compleja dado que el probicma pierde su homogenzidad, Pos
el Teorema 1, las soluciones w se hacen idénticamente i a partir de un
{fiempo ﬁmtc-. Sea T* ¢l primer instantc en que eso ocurre. Ahora la Gal-
ca singularidad do la ecuacién ocurre sobre ¥Vw debido a que g <7 2. El
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resultado que sigue muestra que el «perfily en t=T*% ¢5 muy semejanic
al del caso m= 1y h =0, Comencemos definiendo 12 funcién g que mo-
duia el decaimiento cuando (—T*; definamos

() = M2 - qy(T* - e _ (74}
donde A => 0 es arbitrario. Para cnunciar nuestro resultado serd ¢dmodo

trabajar con la formulacién equivalente ya utilizada cn ia demostracion
del Teorema 1. Sea v = w™ —~ h. Entonces v verifica

%‘% I(v) -Ayv=0 en (0, co)x$2
. .EK__,G R " (0, ooy, |+ -
v : - . & , OO 1 L o
o _ (75)
v=0 .. .. . . en (D, co)xI}
v{0, x) = w{x) - h .. en Q.

siendo \%’(V) v+ h)”m SLgn (v + h) TP

T eorema 4 ‘S‘upongamos h > O q < 2 y m= I Sea wﬂe Lm({é’) can
wo(x) = hen Q y sea v(t, x} la solucion de (73). Definamos la ﬁmc;on

.x) = vitx)/8l . U a6

con g(f) dada por ( 74) Entorices existe wna sucesion creciente t,—=T*yuna
funcmn z(x) > 0 verifi canda _ .

L

_Az Ciz=0

en

— =) : o - oo 77
T en p )

con C=1 /m }zf’ “Wm (fe manera gu() V( 1ozl } a! menov e e! Pspa(‘m a’r’
éobofev W* s {Q) para un cierto s* = {, cugnda §, —*1 #,

' Idea -'de o -demost-mczon. Dcﬁnamos la nueva -mcogm'ia i

'u'(t,x) =V{t,x) -
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donde 1 = 7(t) es un cambio de variable cumphendo 2(0) = .0 y ':(T*) 00,
Eligicndo 1() dc manera que 8t/ot = g9, e.d, .

t= T*(I — g2,
se fienc que

a(t,x)u, = A+ daltu eti_:" 0<1 <o, xeQ.

%.‘:_=0 en 0%1<oo,xéf'¥ | .(?8)
u=0 | en 0<t<oo,XEr§:

siendo a(t.x) = w’(v(i,x}). Obsérvese que a € Ly a > Q. Mas coﬁcréta-
mente

(I/m)h-mim < g(1,x) < I/m M-/ g § <m =< 1,
(1/m) MU-mm << g(1,x) = 1/m hO-"m gim > 1, B

con M= l|v+h|l.. (véase p.e. (37)). Noétesc también que a(1,)~=y’'(h)
cuando T>+co, en 2. El esquema del resto de la demostracion sigue de
cerca la det Teorema 3 pero con adecuadas modificaciones en la obten-
cion de cada una de esas etapas. Asi la estimacion sobre u, dada por (66)
debe rcemplazarse por

hfT N} g™ O cuando 1, oo _ (79)

La demostracién de {79) se obtiene multiplicando la ecuacién (78) por
u,, integrando por partes y utilizando las acotaciones sobre a(t,x) asi
como las estimaciones «a priori».

C(T* - 1y < f BVt x)dx = CT* - ty¥e-o, (80)

siendo B, la funcién dada por (43) y C, y C, adecuadas constantes post-
tivas. Las desigualdades (80) son una de las piezas claves ¢ tmplican que

fﬂul(f:,x)dx estd acotada uniformemente en t. La desigualdad de la izquier-

da se deduce de la inecuacién (46). Para obtener la de la derecha se ha
de moedificar convenientemente la demostiracidn del Lema 2 ntilizando el
hecho de que W(r) es decreciente toda vez gue se ha supuesto m > [. El
resto de la demosiracidén det Teorema 3 se adapta ficiimente gracias a las
acotaciones sefialadas sobre aft,x).
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Observacion. Nétese que la conclusién del Teorema 4 conduce, supo-
nicndo h—0, a la dada en el Teorcma 3 para m= 1 y q << 2. Obsérvesc
que la hipotesis m{q — 1) << 1 ahora no garantiza la aplicabilidad del Teo-
rema 4,
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