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Resumen.- En lo que sigue se analiza el comportamiento oscilatoric del sistema de
alimentacién de una central hidroeléctrica, protegido del golpe de ariete por una
chimenea de equilibrio, cuando la potencia suministrada a la red es pequefia frente
a la m&xima teSrica y oscila con frecuencias cercanas a la de resonancia de la chi-

menea,

1. INTRODUCCION

El comportamiento estacionario y no estacio
nario del sistema al que concierne este articu-
lo, ha sido ampliamente descrito en /1/, /2/ y
/3/, fundamentalmente en el supuesto de que la
potencia suministrada a la red sea constante.
En dicho caso, el problema se reduce al estudio
de un sistema autdnomo de dos ecuaciones dife-
renciales ordinarias:

& dgjdg
dr =-glg[voa dr|dv
(1)
dg _ ew
dr ~-EE+1- -y Sl_C__f_ii
Ll dr

donde £, ¢ y T son, respectivamente, la veloci~-

dad adimensional del fluido en el tlnel de ali-

mentacibn, la variacibn del nivel de la chimenea
relativa a la altura total del embalse sobre la

turbina y el tiempo adimensional. El sistema de-
pende ademis de los par8metros adimensionales e,
w Y u, Que son estrictamente positivos y respec-
tivamente, una relacidn entre las 4reas del t-

nel y la chimenea, la potencia suministrada a la
red adimensionalizada y un coeficiente de pérdi-
das en la base de la chimenea.

Las soluciones estacionarias de (1) sélo de-
penden de w y vienen dadas por:

2
£ (1) =uw
o] [} (2)
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Para todo valor de w por debajo del miximo wyg.=
=2/3V/3 existen dos soluciones estacionarias,
siendo inestable la correspondiente al valor o
més alto. La correspondiente al valor inferior
de E, es estable o inestable dependiendo de que
€ sea, respectivamente, menor o mayor que el 1f-
mite de Thoma, 2(1—5%). Esta dltima condicibn se
traduce en que el &rea de la chimenea debe de
ser mayor que un determinado valor, que depende
de w, para que exista alguna solucidn estaciona-
ria estable.

Cuando la solucidén estable, que existe para
valores pequefios de e, pierde estabilidad al cre
cer €, aparece una bifurcacién a soluciones pe-
riédicas, en forma de ciclo limite que rodea a
la solucidn estacionaria en el plano de las fa-
ses (£,5) de (1). Dichas soluciones periddicas
son estables cuando la solucidn estacionaria que
rodean es inestable, y su amplitud y perfodo de-
penden de los parimetros €, w y u.

2, POTENCIA DE SALIDA VARIABLE

El sistema de ecuaciones (1) describe tam-
bién la respuesta de la chimenea cuando la poten
cia extraida, w, es variable con el tiempo. Ana-
lizaremos aquf los efectos de estas variaciones
de w en la respuesta de la chimenea cuando w <<1,
Este caso es importante en la préictica ya que,
con objeto de disminuir las pérdidas por fric-
cién, se opera con valores de w mucho menores
que su valor miximo 2/3V3,

La condicibn w <<1 simplifica en gran medida
los célculos, sin que el comportamiento del sis-



tema pierda la riqueza descrita en el apartado
anterior,

Por otra parte, supondremos que las oscila-
ciones de la potencia en torno a un valor medio,
We, Son pequefias, con una frecuencia de oscila~
cibn muy cercana al valor Ve de resonancia en
primera aproximacién para wg <<1, Escribiremos,
por tanto,

w=w (1+6 wicosVr) (3)

v z/e +6v (%)

donde § =g, <<1y g es tal que W =E°(1-E:)<<1.

Haciendo en (1) el cambio de variable E E-Eq
7= ¢+Eg, y teniendo en cuenta (3):

0% dzjar

& BT T FE (5)
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o _ 8(1+éw cosvr)[;+u—- ]

%5-=-ez+62w Cos VT + 1 drldt
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donde hemos supuesto que la velocidad, §, se man
tiene positiva, lo que es cierto para un rango
amplio de valores de los pardmetros.

Desarrollando as1nt6t1camente las soluciones
gotenc1as de 6, T =8y1 +8%75.t .00, =6zt
2y +..., y utilizando las escalas de tiempo
-r(1+6v//—-+...), $ =718, se obtiene, en prime-
ra aproximacidn:

v, =A(s) sen Ve x+ B(s) cos Yex
(6)

b4

1 =Ve(~-B(s) senve x+ A(s) cos Ve x)

que representa una frecuencia oscilatoria de fre
quencia Ye en la escala corta, con amplitud y fa
se variable en la escala larga.

Al imponer que en segunda aproximacidn no
aparezcan términos seculares se deducen las ecua
ciones que determinan la variacibén de A y B con
la escala larga, s:

%é=ﬁj—-u C)A +VB +u'
gi—-vu (i‘i-z--u'c)s

donde C =/A2+82, u! =4ue2/3w y w'-=VEu)/2.

El estudio del sistema anterior se puede sim
plificar vedeflnlendo las varlables_z los paréme
tros del modo siguiente: o =vu' A/VG', B= /b'B/
Wat, y =2 uT /e, e= (e=2)/2/0 6", u= vV e
o =svu'w'; resultando:

da
-a-a--(e-y)a +uB +1

(7

dag __ -
v ua + (e-y)B
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Las soluciones estacionarias del sistema
(7) se corresponden con las soluciones oscilato
rias en la escala corta del sistema (5), cuya
amplitud sera Co =vu vo/Vu' = /u'(a2rB)/u' ¥
cuya frecuencia es la oscilacién de la potencia,
v. Dichas soluciones se obtienen de:

(e-y Ja_ +uB_ =-

(e—YO)B° - o =0 (8)

2_.2 2
Yo -ao +B°.
Combindndolas adecuadamente resulta:
2. 2 2 _
((e-yo) tu )Yo =1, (9)

ecuacidn que dd la amplitud de las soluciones os
cilatorias de (5) en funcibn de e y u. Calcula-
do un yo >0 en (9) se obtienen facilmente a, y
Bo de (8).

Para representar las soluciones de (9) en
funcidn de los parémetros dibujaremos vy, en fun
cién de u para cada e fijo. En la figura 1 estdn
esquematizadas las curvas yg syg(u) en los tres
casos distintos que se pueden presentar (curvas
(a), (c) y (e)), asi como los dos casos limites
{curvas (b) y (d)); obsérvese que las figuras
son simdtricas con respecto a u=o.

Y - Y
o-(u‘m‘)1/2<e<e1 °
u u, =u u
(a) 12 (b
YO e1<e<2 YO e =2
4 4
o
u, u u u u
2
! (c) 2 ()
YO
€>?2
B
u, u

(e)

Fig. 1



Se observa en dichas figuras que cuando
e>eq =u/¥27 =1.,755... hay valores de u para
los que existen tres soluciones de (9), que co-
rresponden a tres soluciones oscilatorias de
(5) con la frecuencia de oscilacidén de la poten
cia (en primera aproximacidn es la frecuencia
de resonancia, vYe, con potencia constante). Pa-
ra establecer la zona de multiplicidad en el
plano de los parimetros (e,u), se ha dibujado
en la figura 2 (simétrica con respecto a u=0)
la curva que representa u; y u2 (valores en los
que du/dyg =0) en funcién de e y que estd para-
metrizada con Y, del siguiente modo:

1 1 1/2
u =;— 1-=.
° Yo (10)
1
e=Y_ +—
o Y3
o

uj; ¥ ug son las ramas que corresponden a valo-
res de Yg que_son, respectivamente, menores y

mayores que V3.
urp
u =
e, 1.755...
, e, =1.784, ..
ey =1,763...
1k

ey 2 3v2 e

Fig. 2

La zcna de multiplicidad, en la que coexis-
ten tres soluciones estacionarias de (7), estd
delimitada por las curvas uj(e), uy(e) y el eje
Oe. Fuera de esa zona hay una Gnica solucidn es
tacionaria de (7). -

3. ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES

La estabilidad de las soluciones estaciona-
rias de (7) se analiza linealizando (7) alrede-
dor de las soluciones (ag,B,) de (8), obtenién-
dose un sistema lineal de coeficientes constan-
tes, cuya matriz M tiene los siguientes valores
para la traza y el determinante

tr M =2e -3Yo (11)

2 2
det M —(e-Yo) —Yo(e—Yo) +u”, (12)
Lo primero que se observa es que det M<0
si y s6lo si u(du/dy,) >0, es decir, que para
las soluciones que en las curvas (c), (d) y (e)
de la figura 1 estén marcadas a trazos (sclucio
nes intermedias de las tres que aparecen en la
zona de multiplicidad de la figura 2) el deter-
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minante de la matriz M de coeficientes es nega~
tivo, o lo que es lo mismo, dichas soluciones
son inestables, presentando una inestabilidad
de tipo puerto. El resto de las soluciones que
aparecen, tanto en la zona de multiplicidad co-
mo fuera de ella, son focos o nodos que serén
estables, o inestables, dependiendc de que la
traza sea negativa o positiva, respectivamente.
La condicién de traza nula viene dada por:

1/2
by = (—_2”9") - (13)
Le

La curva ug =uz(e) dibujada en la figura 2
delimita las zonas de estabilidad (a la izquier
da de la curva) y de inestabilidad (a la dere-
cha) de la solucién estacionaria inferior, cuan
do estamos en el dominio de multiplicidad (zona
sombreada), y de la solucibn estacionaria @nica,
cuando estamos fueraude ella, Dicha curva es
tangente en e =ej =3/8=1,784.., a la rama u;
del limite de la zona de multiplicidad; si bien,
sblo tiene sentido como linea de cambio de esta
bilidad para e <ej, pues para e >ej (dibujada a
trazos) representa un cambio del signo de la
traza de M cuando el determinante de esta matriz
es negativo, siendo inestable la solucién corres
pondiente, de tipo puerto; por ello el cambio
de signo de M no significa, entonces, un cambio
de estabilidad en la solucidn,

A la vista de la figura 2 se observa que pa
ra e 0, la solucibn estacionaria, Gnica, es es
table, Para e 2e3, en la zona de multiplicidad,
la solucidn correspondiente a la rama superior
de las curvas (c), (d) y (e) de la figura 1 es
estable y las otras dos son inestables; fuera
de la zona de multiplicidad la Gnica solucidn es
tacionaria es inestable. Cuando 0 <e <e, se pre-
sentan cinco casos distintos que estdn esquema-
tizados en la figura 3,

Como resumen podemos observar que para e <0
(e <2) la finica solucibn Cg =0 (estable), del ca
so de potencia constante (w' =0, » =0), se con-
vierte en una solucién oscilatoria con amplitud
Co #0, asi mismo estable, para w' ¥0. Para e >0
(e >2) aparecen dos soluciones con potencia cons
tante: la estacionaria C, =0 convertida en ines-
table y la oscilatoria de amplitud Co =(e-2)/2u'
(Yo =e), que es estable /2/; cuando w' #0 pueden
existir una o tres soluciones oscilatorias, de-
pendiendo de los valores de e y u (figura 2). En
particular, para u >max (up,u3) sdlo existe una
solucidn oscilatoria con Cg =const. que resulta
ser inestable, Como veremos en el apartado si-
guiente, la solucibn oscilatoria estable para po
tencia constante, Yo =e, es sustituida cuando
w'#0 y u>up por una sclucidn doblemente oscila
toria y estable que aparece al desaparecer la so
lucidn oscilatoria estable que corresponde a la
rama superior de las curvas (c), (d) y (e) de la
figura 1.

4. SOLUCIONES CON DOS FRECUENCIAS DE OSCILACION

En los puntos de cambio de estabilidad de
las soluciones estacionarias de (5), correspon-
dientes a u =uj, existe una bifurcacidn de Hopf
/4/, /5/, que estudiada por técnicas de escalas
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mGltiples /6/, /7/, resulta ser supercritica
(las soluciones peribdicas bifurcadas son esta-
bles y rodean la solucidn inestable) para va

res de e mayores que O y menores que epz1,78H...
Esto significa que para 0 <e <e, la solucibn os-
cilatoria estable de (5) que corresponde a valo-
res de |u| <u3, es sustituida por una solucidn
deblemente oscilatoria estable que bifurca de la
anterior y tiene una frecuencia de oscilacién en
la escala corta (x) igual a la de oscilacién de
la potencia, y una frecuencia de oscilacidn
(v2-u1202/2)172 en la escala larga (s). Se obser
va que para valores grandes de v (Co<<1) coexis—
ten en la solucibn las frecuencias de resonancia
y la frecuencia de oscilacidn de la potencia

(V =/E +6v).

Para valores de e >e, aparece otro tipo de
solucidn con doble perfodo de oscilacibn que es
estable y sustituye a la solucidn estable que
corresponde a la rama superior de las curvas
(c), (d) y (e) de la figura 1,

Para comprender cdmo se generan estas solu-
ciones estudiaremos el sistema (7) para el caso
distinguido e >>1 con u.e =v de_orden unidad. Pa
ra elle hacemos el cambio Y =Vq7+3! zel', ¢ =
= arctg(~a/B) y o4 =eoc, resultando el problema
de dos escalas:

ar .

1
(1-T)T -—=sen¢ (14)
ddl e2
o oLy, (15)
dol e? J

Para valores grandes de e2, en una primera
etapa, con gq V1, T evoluciona sin cambio apre-
ciable de ¢ hacia un valor muy prdximo a 1. En
la segunda etapa, o/e? 265 ~1, ' mantiene valo-
res préximos a 1, tales que T-1 n1/e?; en tanto
que ¢ evoluciona, de acuerdo con la ecuacidn

d¢

d02 (186)

=-v-cos ¢

hacia el valor ¢, =-arc cos (-v), solucidn esta-
cionaria estable de (16). Esta solucidn existe

sdlo si |v| <1; en otro caso ¢ creceria o decre
ceria indefinidamente seg@n el signo de v (figu

ra 4).
uole a,o/_e
b
1Y B /e
o]
Fig., &
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