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Resumen.- Se obtienen la fuerza axial y
los momentos de cabeceo en un retén
frontal que trabaja en régimen de lubri
cacidn hidrodindmica. Se analizan simuz
tdneamente los efectos hidrostiticos,
hidrodindmicos y no estacionarios. El
cdlculo de la fuerza y los momentos se
realizan considerando condiciones Som-
merfeld y medio Sommerfeld y para todos
los valores del &dngulo de cabeceo, des-
de caras paralelas a caras con un punto
de contacto. Se da un andlisis simplifi
cado en este Gltimo caso. -

INTRODUCCION

Un retén frontal trabajando en régimen de lu
bricacidén hidrodinémica, ha sido analizado en
las Refs. [1,2,3}. En la Ref. [1] se estudia la
respuesta hidrostdtica debida a una diferencia
de presiones entre el radio interior y exterior
del retén. Los efectos hidrodindmicos debidos a
la rotacidn de una de las caras con respecto a
la otra, se analizan en la Ref. [2] con condicio
nes Sommerfeld y medic Sommerfeld. Los efectos
no estacionarios debidos al aplastamiento de la
pelicula liguida se estudian en la Ref. [3]

En este trabajo se analizan simultédneamente
los tres efectos: hidrostdtico, hidrodindmico y
no estacionaric con condiciones Sommerfeld v me-
dio Sommerfeld. El andlisis se realiza usando
técnicas de perturbaciones para pequefios valores
de la relacidn (Rg-R;)/R, =€ (siendo R, el radio
exterior y R; el radio interior del retén). Se
calculan la distribucidn de presiones, la fuerza
axial y los momentos de cabeceo en forma de desa
rrollos del pardmetro € dando, explicitamente,
dos términos con condiciones Sommerfeld e inclu-
yendo los efectos no estacionarios asociades con
un movimiento arbitrario impuesto al retén.

Cuando la velocidad de giro es grande puede
aparecer cavitacidén en el liquido, dando lugar a
la aparicidén de una burbuja de vapor [HJ. Se uti
lizan aqul las condiciones medio Sommerfeld para
determinar la forma de la burbuja, la distribu-
cidén de presiones, la fuerza axial y los momen-
tos de cabeceo.
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El andlisis se realiza para cualquier valor
del &ngulo de cabeceo, desde caras paralelas a
caras con un punto de contacto. Cuando las caras
estdn préximas al contacto se da un andlisis
aproximado teniendo en cuenta que el pardmetro
B::YRe/ha (siendo Y el &dngulo de cabeceo y h, el
espesor medio de la capa liquida en cada instan-
te) es prdéximo a la unidad.

La solucidn obtenida en este trabajo se com-
para con la solucidn exacta de la ecuacidn de
Reynolds para pequefios &ngulos de cabeceo en el
limite Y>0 con el producto yw (siendo w la velo
cidad angular de giro) finito. También, cuando
nuestros resultados se comparan con los dados en
las Refs. E1,2,3], encontramos diferencias rela-
tivas de orden £ para pequefios valores de €.

FORMULACION DEL PROBLEMA

En la Fig. 1 se describe la geometria del re
tén v el sistema de coordenadas utilizado. E1 es

Re

et

h, (t) !
7777 A
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Fig. 1.- Geometria del retén y
nadas utilizado.

sistema de coorde



pesor de la capa liquida h(r,0,t) estd dado por:
h(r,e,t)=ha(t)+rY(t)cos(6—a(t)), (1)

siendo r la coordenada radial, 0 la coordenada
angular y t el tiempo. La coordenada angular 6 =
=0(t) corresponde al espesor mdximo de la capa
liquida en cada instante. En la Ec. (1) el &ngu-
lo de cabeceo Y(t) es pequefio, pero R.Y(t) esdel
mismo orden que h_(t), de modo que la relacién
YRo/hy = B es de orden unidad.

La ecuacién de Reynolds para un fluido incom

presible es:
33—p]=6ur[2-&+wah] (2)

R RRC-io) I -
Br[rh 3r]+r36[ 36 36

con las condiciones de contorno p(Rl,e t)=p; ¥

p(Re,e t) =pg, donde p es la presidn en la capa

liquida v u el coeficiente de viscosidad del 11~
quido.

La Ec. (2) es v&lida para pequefios valores
de las relaciones:

i) hy/(Re-Ri); ya que en caso contrario la varia
cidn, transversal a la capa liquida, de la
presién (para r y 6 fijos) deberia de retener
se.

ii) {p(p. -Pe )h }/{u(R -R; )} ; para asegurar que
los termlnos convectlvos en las ecuaciones de
Navier-Stokes puedan despreciarse.

Consideraremos que la relacién {uw(R -R;) }/
/{(p;-pg )h2} es de orden unidad y que el tlempo
caracteristlco, asociado con las variaciones tem
porales de h y vy, son del orden de 1/w para que
todos los efectos considerados sean del mismo or
den. Dado que en la mayoria de los casos es
(R -R; ) <<Rg, supondremos que la relacidn € =

?R -R;)/R, es pequefia frente a la unidad y,
por lo tanto, es razonable describir la solucidn
en forma de desarrollos para pequefios valores de
€. Para hacer esto comenzaremos por escribir la
Ec. (2) en términos de las variables adimensiona
les: ¢ = (p-p)/(pPi-Pe)s €= (Rg-r)/(Rg-R3) v T=
=wt. Si escribimos la solu01on en desarrollos
de la forma: ¢ =¢,(£,6,7) +€$1(£,0,T) + ..., se
obtiene,

3% /3E2=2F (8,1) (3)
fo) o 3 H
con las condiciones de contorno ¢,=0 y 1 en £=0
y 1 respectivamente para la primera aproximacién
y

32¢1/8£2 = (4-3H) (3¢ /DE+2EF ) -

(u)

con ¢4 =0 en £=0 y 1 para los términcs de orden
€. Las funciones F (8,T), H(8,T), A(T), C(T) ¥
E(T) se dan en el Apendlce I. Téngase en cuenta
que el término a(h3(ap/ae))/ae no entra en la so
lucién a menos que se retengan términos de orden
de €4 en del desarrollo de ¢.

- ugn® {A+EH+B CH sen(6-a)} ,

Una vez que se conoce la distribucibén de pre
siones p(r,0,t), la fuerza axial F(t) y los mo-
mentos de cabeceo M (t) y M,(t) (véase Fig. 1)
se obtienen del modo siguiente:
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prdrdg, (5)

o]

2m (Rg
o= |
o) Ri

271 (R
Mz<t)=f f €
R.

© i

2T (Re

e
Rj

pr2cos(6—a)drd6,(6)

pr2 sen(0-a)dr d6. (7)

En las secciones préximas las expresiones pa
ra la fuerza axial y los momentos de cabeceo se
dan en la forma adimensional:

(1) =F/{Re(Re-Ri)(pi—pe)}= £fref 4o, (8)

n(T) = M/{Ri(Re—Ri)(pi—pe)} =m_tem+...,  (9)

1

DISTRIBUCION DE PRESIONES, FUERZA AXIAL Y MOMEN-
TOS DE CABECEO

A.- Condiciones de Sommerfeld

Las soluciones periddicas de las Ecs. (3) y
(4), satisfaciendo las condiciones de contorno
arriba indicadas en £=0 y & =1 son:

o, = E-E(1-E)F_,
¢1 = "g(l'g) (F1+(2_€)G1) )

(10)
(11)

que proporcionan la distribucién de presiones en
el reté&n para las condiciones de Sommerfeld, es-
to es: suponiendo capa liquida completa entre
las dos caras del retén. Las funciones I (6,T),
F,(6,7) v G1(8,T) estén dadas en el Apéngice I.

Introduciendo (10) y (41) en (5), (8) y (7)
se obtiene la fuerza axial y los momentos de ca-
beceo,

fo=ﬂ(pi+pe)/(pi—pe)—(AIQ+BI3)/6, (12)
£, = -m(5p,+p )/ {6(ps-p )} + (I,~2m) /4 -
- {AI,-(3A-3B+2E)I, - 3BT, }/12 , (13)
m, = -mgW {2(do/dt) - 1} {1-
-3¢/ [2(1—62)]}/6(1-82)3/2 , (14)

= - 8/(1-8%%/2) {as48/ [2(1-8D)]} (15)

-<n/2m{<1 62)"3% 4y,

+'rTB(3A 2B-2E)/{u(1- s )5/2}+
+ mBB(1+82/4)(1-82) /2 (16)

Las funciones A{T), B(T), E(T) y W(T) que
aparecen agqui, estén gadas en el Apendlce I
mientras que I, (T) —f (1+Bcos §)° 0 de— -1/2
-In_1+[8/n -D]T /as], con I,=2m(1- 82)

A.1.- Caso Estacionario

En el caso estacionario hy, Y y W son cons-
tantes y 00=0, de modo que A, By E son cero y
C=-W. En este caso la fuerza axial y los momen-
tos de cabeceo toman la forma,

f:'n(pi+pe)/(pi—pe)+(ﬂ€/2)[(1-82)_1/2-

-1- (5pi+pe)/(3pi-—3pe)] s (17)



2 _1/2
m = (me/28) [(1-8%) -1],
m_= (v8/6) [1-(3e/2) (1-8%) "] (1-67)7%/?

Por otra parte, la §oluci6n exacta de la
ecuacidén de Reynolds cuando B es pequefio y € de
orden unidad, proporciona los resultados:

(18)
(19)

£=mp_(2-6)/(p,-p ) +(n/e){[(1-¢)%-1]/

/[2 1n(1-)]-(1-8)°}, (20a)
m_= (mi/6)[1-(e/2)3]5 m =0 (20b)

El limite asintético de las Eecs. (17), (18)
y (19) para B~ 0, coincide con (20) cuando sus
segundos miembros se desarrollan en potencias de
€ para € pequefio; sin embargo, el valor de f da-
do en la Ref. [1] difiere de los resultados da-
dos en (17) y (20) en términos del orden de €.
En la Fig. 2 se han representado los valores de
f obtenidos en (17), (20) y el obtenido en 1la
Ref. [1], como funcidén de €. En esta figura pue-
de verse que (17) se aproxima mucho a (20) inclu
so para valores de €= 0'8, fuera del rangoe << 1.

1] L] T T T i 1 1] T
10 SOMMERFELD ECUACION (17) -
- - - —~- REFERENCIA [1]

x—x—x ECUACION (20)
B8=0

0 i i L L 1 L Il i 1
0 2 o 6 ¢ .8 1
Fig. 2.- Fuerza axial f vs. € para B~ 0 y diver-

sos valores de p /p.. Condiciones Som-
e’ Fi
merfeld.

El margen de validez de los resultados dados
en (19) puede aumentarse si la reescribimos en
la forma,

-3/2 -1
mz=[(ﬂ/6)BW(1—62) ]/[1+(3€/2)(1—82) ], (21)

lo cual estd justificado por ser € pequefio. Sin
embargo, las Ecs. (17), (18), (19) & (21) tien-
den a infinito cuando 8+ 1; esto es, cuando las
caras del retén estdn en contacto. De hecho el
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andlisis falla para valores de B del orden de
(1-€), ya que en ese caso los términos de pertur
bacién, de orden €, se hacen tan importantes co-
mo los de orden unidad.

En el Apé&ndice II se obtiene una expresién
para el momento m_, vdlida para R prdximo a la
unidad, donde se “ha resuelto la ecuacidn de
Reynolds para pequefios valores de 1-B. Esta solu
cidén nos lleva a, -

n%1=ﬂ/aw(1—6)3/2€_38 .

(22)
donde la funcidn S se da también en el Apéndice
II. En el caso 1limite £/(1-B) >0, la Ec. (22) se
reduce a,

-3/2

m_ = (mVZW/24)(1-8) {1-3e/[4(1-B)]}, (23)

que coincide con la forma limite, para B->1, de
la Ec. (19). En el limite opuesto, £/(1-B) >,
la Ec. (22) toma la forma:

m,, = 47 [1-(2v2)/3] we 32
que representa el valor de m, cuando las caras
del retén tienen un punto de contacto. En la
Ref. [2] se obtiene el mismo resultado dado en
(24) cuando el valor de MZ de esta referencia se
desarrolla para pequefios Valores de €.

(2u)

Una solucién uniformemente vdlida [5] para
todo B,

m, = bmBiE " [(1-8)/(1+8)]

se puede obtener a partir de las Ees. (21) y(22)
teniendo en cuenta el valor comin de ambas ecua-
ciones en una zona intermedia de valores de B,
dado por la Ec. (23). La Ec. (25) se reduce a
(24) en el limite B>1, y a la (21) para (1-B)v
1. En la Fig. 3 hemos representado el valor de
m_ dado por las Ecs. (21), (22) y (25), donde po
demos ver cémo empalman los resultados de (21) y
(22) en una regidén de valores de B entre 0'8 y
0'95. También puede verse en esta figura cémo
coincide (25) con (21) y con (22) en cada zona
de validez de estas Gltimas.

8/2g (25)

o, /¥ SOMMERFELD
101 4
i —— ECUACION (21) ]
[ ~--- ECUACION (22) ]
[ eeso SOL. COMPUESTA Ec.(25) ]
:100 = 4
b ]
10 €=0"'1 3
]
0 .2 n 6 g .8 1

Fig. 3.- Momento de cabeceo m_ vs. B para €=0'1.
Condiciones Sommerfeld.

En la Fig. 4 se ha representado el valor de
m_, dado por (25), como funcidn de B para varios
valores de €. En esta misma figura se ha repre-



sentado el valor correspondiente de m, dado en
la Ref. [2]

T T T T T T T T T
SOMMERFELD
ECUACION (25)
£=0"01]
—o--o=- REFERENCIA [2]
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Fig. 4.- Momento de cabeceo m_ vs. B para distin
tos valores de €. Condiciones Sommerfeld

A.2.- Efecto de Aplastamiento de la pelicula 1i-
quida

En la Ref. [3] se analiza el caso en que h, ¥y
Y varian con el tiempo con P; =0 yw=0. Es—
tos efectos estdn incluidos en los resultados de
las Ees. (12) a (16), que para este caso, y en
primera aproximacidn para pequefios valores de ¢,
toman la forma:

omuRte®
F- THRGE 1+8 /2 dg 1 dy (26)
h2(1-82)%/2 [(1-p7)g T Y &
5 3
6mTUR” B €
M = e 1 dB 1 dy (27)

* 12162372 |a(1-p7yp O Y T) 7

y MZ=O. Cuando B~ 1 las Ecs.
ducen a,

(26) v (27) se re-

M =(3/2/8)mu(R/n0)e (1-8) > 2(aprar),  (28a)

F=M /R , (28b)
x' e

que tiende a Infinito cuando B+ 1. Mediante el
andlisis realizado en el Apéndice II para B~ 1
se obtiene,

RF=M = 12nu(R:/h§)/3RiiE§'(ds/dt)v , (29)

que en el limite e/(1-B)~+0 se reduce a (28), de
modo que las Ecs. (28), (27) y (29) empalman co~
rrectamente. En el limite opuesto, £/(1-8) >,
la Ec (29) toma la forma,

Rerzmxzzu/§n(1-/§/2>w&5(Ri/hi)(dﬁ/dt) , (30)

que representan los valores finales de F y M
cuando las caras del retén estdn en contacto.

B.~ Condiciones medio Sommerfeld

Cuando se presenta la cavitacidn en la capa
liguida y si se imponen las condiciones medio
Sommerfeld para tener en cuenta este efecto, es-
cribiremos p =p, (siendo p, la presidn de cavita
cidn o presidén de vapor) en la regién donde la
distribucidn de presiones dada por las Ees. (10)
y (11) es igual o menor que Pv' En este caso, la
distribucién de presiones estid dada por las Ecs.
(10) y (11) sblo fuera de la regidn limitada por

las lineas & = EC(G,T)::ECO-+€£C1; donde,

- 2
£ =(F_-1)/(2F )2 J[(F_-1)/(2F )] %4 /F_ (31)
£ oo (1-E I [FyH(2-E_ 6]/ [-F (1-2¢_)]. (32).

Las Ecs. (31) y (32) se obtienen de (10) y (11)
poniendo ¢ +¢€¢, =-¢ , con ¢_=(p -p )/(pe P; ).
Por lo tan%o, la reglon de cav1taglon esta com—
prendida entre E <E <£C y 61 <06<8 Los valo-
res g y E estan dados por (31) y %32) con el
signo menos y mids respectivamente. El valor de 0
aguas arriba, 61, v aguas abajo, 62, se obtienen
de la ecuacidn Ec € ; esto es;

- 2. -
[(F -1)/(2F )]2- (¢ /F )=

= -e(Fg-l)[2F0F1+(3P0+1)G11/(2Fo)” , (33)

que en primera aproximacién toma la forma,

= + -
FO 1+2¢V_.2 ¢V(1 ¢V) . (34)
El signo menos de la Ec. (34) se utiliza cuando
$_<0.
v

B.1.- Caso Estacionario

En el caso estacionario (A=B=E=0=0, C=-W)
las funciones Py, Fq y Gq, dadas en el Apéndice
I y simplificadas para este caso, se sustituyen
en las Ecs. (31) y (32) para obtener la forma de
la burbuja de cavitacidén. En la Fig. 5 hemos re-
presentado las formas de las burbujas dadas por

las Ees. (31) y (32), compardndolas con la forma
dada por,
R
w i
1 T ey
 B<< 1 jﬁ p ~Ec.(31)
Bii=s e=0 vovesEc.(35)]

dd

9o

of. =
ot SO r riA s .

-7 -m/2 g 0

O¢A¢| I

Fig. 5.- Forma de las burbujas de cavitacidn.
B+ 0. Condiciones medio Sommerfeld.



1-€
1—€€C

2 2 2
(1—6&0)[1+(1—6) -( ] —(1—5£C) }BWseneaz

In(1-gg )
o2 c
=he [¢v+ In(1-¢) |

y obtenida de la solucidn exacta de la ecuacién
de Reynolds para valores pequefios de B pero € y
BW de orden unidad. En la Fig. 5 puede verse que
las formas de las burbujas dadas por las Ecs.
(31), (32) y (35) concuerdan muy bien, incluso
para valores de € no muy pequefios.

(35)

La primera aproximacién de la fuerzaaxial y
los momentos de cabeceo se pueden determinar ana
liticamente para ¢, = 0 y cualquier valor de B vy
W. Vamos a dar aqul tres simplificaciones dife-
rentes de estas expresiones que son de interés:

i) Cuando B (y tambiédn 1-B) es de orden unidad
pero W es grande frente a la unidad, la forma de
la burbuja estd dada por,

535: 1+(3+4¢v)(1+Bcos6)3/(6Wsene) . (36)

E— =—(1+4¢ )(1+Bcose)3/(BWsen6) . (37)
siendo 61-ﬂ+(1 R) /BW 8, = 2m- (1+B)3/BW Cuando
Wroo, E +1, g + 0 (excepto cerca de 6 = 01 ¥

g = 62),C61—>W ¥ 8, >2m; de modo que la burbuja
de cavitacidén ocupa la mitad de la capa lubrican
te. La fuerza axial y los momentos de cabeceo to
man la forma:

_at 242
fo—BW/[B(l—B )]+

+(1/2) [(p+p )/ (py-p ) - 2¢V] , (38)
m_ = g%w/[3(1-8%7] (39)
OX
m, = TTBW/[IQ(].—BQ)S/Q] t+
+ (pi+pe)/(pi-Pe)--2<bv (40)
11) Cuando B <<1 pero BW~A 1, se tiene,
£Z=1+1/(BWSene) s EC=0, (41)

con 64 21+ arcsen(1/BW) y B, = 2m-arcsen(1/BW).
El momento de cabeceo Moy €S de orden R <<1 y

3/2

f :ﬂ/2+arcsen(1/6w)+(82W2—1) /(362W2)—

/2
J

~(1/8W) 1n [BW-(8W° ' (42)
m, ‘(BW/12)[ﬂ+2arcsen(1/BW)] s
-[1/2ew)] [m- 2arcsen(1/BW)]+5(6 wlo1y 'O -
[2/(38%7)] 1n [Bu-(8%W2-1) 2] (43)

1i1) Cuando B~+1 (y WA 1) con el andlisis dado
en el Apéndice II, se obtiene,
(4i)

f _=m =2w(1-6)e'3T,
oX

oX

3

moz=(v/§/2)(1—8)3/2w5 S , (45)

donde las funciones T y S se dan también en el
Apéndice II. Cuando R=1, la relacién e/(1-f) >

v las Ecs. (u4u4) y (45) se reducen a,
£ =m _=2(1-1n2)We 2 , (46)
] oX
_ 3/2
my, = 27 (1-2/2/3) We > (17)
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que son los valores de la fuerza axial y los mo-
mentos de cabeceo cuando las caras del retén es-
t&n en contacto.

En la Ref. [2] se da la fuerza axial y los
momentos de cabeceo, con condiciones medio Som-
merfeld, cuando pj =Py =P, = 0. Estos resultados
pueden obtenerse de nuestra solucidn en el 1imi-
te W>>1. Una solucién compuesta [5] para fg,

, vdlida para todo B y con W>>1, puede

vy m
Mox oz (38), (39), (450),

obtenerse a partir de las Ecs.
(44) y (45), tomando la forma,

n_ =8f_=8[8%(1-8)/(1+p) Jwe T, (u8)

OoX

m__ = 26w e3[(1-8)/(1+8)]%? s (49)

Obsérvese que el valor de m
(49) es la mitad del valor dado por la Ec.

dado por la Ec.
(25).

En la Fig. 6 se representan los valores de
fo ¥ Mgy como funcién de €. Como comparacidn se
representan los mismos valores obtenidos en la
Ref, [2]

T T T T T T T T T

MEDIOC SOMMERFELD

L 103 ECUACION (48)

g A £/W REFERENCIA [2]

[ o m,/BW REFERENCIA [2]

107 I
:f/W=mX/BW

Fig. 6.~ Fuerza axial f y momento de cabeceo my
B para distintos valores de €. Con-
diciones medio Sommerfeld. W>>1.

CONCLUSIONES

Se han analizado los efectos hidrostdticos,
hidrodindmicos y no estacionarios en un retén
frontal en régimen de lubricacidén hidrodindmica,
dando una solucidn analitica para pequefios valo-
res de la relacidén (Re—Ri)/Re. Se dan expresio-



nes para la fuerza axial y los momentos de cabe-
ceo, reteniendo la variacidn radial de la pre-
sién hasta términos del orden de (R -R;)/R, con
condiciones Sommerfeld y hasta términos del or-
den de la unidad en el caso de condiciones medio
Sommerfeld. Se dan expresiones analiticas para
todos los valores del dngulo de cabeceo B, inclu
yendo el caso B=1 en que las caras del retén es
tdn en contacto.

La solucidn cuando B—+1 se obtiene en el
Apéndice II utilizando técnicas de perturbacio-
nes [5]. Se muestra cémo la solucién obtenida pa
ra B (y también 1-B8) de orden unidad, empalma co
rrectamente con la solucién vadlida para B~>1.

Los valores de F y My cuando las caras del
retén estdn en contacto, calculados en el caso
estacionario y en condiciones medio Sommerfeld,
Ecs. (46) y (47), coinciden con los valores da-
dos en la Ref. [2] (Eecs. (34) y (46) de esta re-
ferencia) cuando se desarrollan para (R, -Rj)/Rg
<< 1. La Ec. (30) también coincide con los valo-
res de F y My dados en la Ref. [3} para los efec
tos no estacionarios de aplastamiento |vé&anse
Ecs. (22), (23) y (2u) de [3])

Los resultados obtenidos en este trabajo se
comparan también con la solucidn exacta de la
ecuacidén de Reynolds cuando B es pequefio. Esta
comparacidn se presenta en la Fig. 2 para la
fuerza axial en el caso de condiciones Sommer-
feld, y en la Fig. 3 para la forma de las burbu-
jas de cavitacién en el caso de condiciones me-
dio Sommerfeld

Es interesante tener en cuenta que aunque la
ecuacidn de Reynolds es lineal y se puede usar
el principio de superposicién para tener en cuen
ta los tres efectos (hidrostdtico, hidrodindmico
y no estacionario), éstos se deben sumar antes
de imponer las condiciones medio Sommerfeld cuan
do se calcula la forma de las burbujas.

Se han encontrado diferencias del orden de
(Rg-R;)/R, entre nuestros resultados y los dados
en las Refs. [1], 2] v [3], debido a que no to-
dos los términos de la ecuacidn de Reynolds de
orden (Re—Ri)/Re, se han tenido en cuenta en es-
tas referencias.

La descripcidn dada en este trabajo para ca-
ras planas se puede extender ficilmente para re-
tener los efectos de ondulacién de las caras
[6,7}, especialmente para retener la posible va-
riacidén de h, distinta de la dada en (1), con la
coordenada angular.

La forma cerrada de las expresiones aproxima
das dadas en este trabajo para la fuerza axial v
los momentos de cabeceo, son muy {tiles para el
estudio de la respuesta dindmica y estabilidad
del sistema.

APENDICE I

En este Apéndice se dan las funciones que
aparecen en las Ees. (3), (4) y (10) a (16).

A(t) = 2w {d[1n(Bh )] /a1l ,

B(1) = -(2W/B)(dR/at) ,
c(t) =w[2(da/dt) - 1] ,
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E(1) = (W/h ) [dh_/dT+(2h,/B)(dB/dT)] ,
F (8,1) = H2[A+BH+B CH sen(6-1)]

2F (6,7) = 4-3H+8AH2-( 9A-12B+4E)H-9BH | +
+ BCH3(8-9H) sen(6-a) ,
6G, (8 ,T)=-12AH2-4 (4B-3A-E)H3+12BH" -
-12@c(1-H)H3 sen(8-a) ,
H(8,T) = 1/[1+B cos(8-0)] ,
() = [Buo(R_-R)?)/[(p,-p_)n?] .

APENDICE II

En este Apé&ndice presentamos la solucidn
asintdtica de la ecuacidn de Reynolds cuando
B+1. Cuando esto ocurre h—+ 0 cuando 6~>T7 y
r+R, (£+0) y, por lo tanto, las caras del re-
tén estdn préximas a tocar una con otra. Para ob
tener la distribucidén de presiones en esta re-
gidn usaremos las nuevas variables: n=ef/v y
z=(0-m)/V2v, donde v=1-B<<1; siendo n y ¢ de
orden unidad en esta regidn. En las nuevas varia
bles h toma l% forma (véase Ec.(l)) asintdtica,
h/hg = v(1+n+“), y su variacidn con el tiempo,
dh/dt =dh,/dt - (hy/v)(dy/dt); de modo que la
ecuacidén de Reynolds se puede escribir como,

12uR§ 6v/2 uwRZQ

dv

\)h2 dt hQN
a a

3
(pe—pi)%[(lmwz) -g-%] = .

Caso Estacionario

En el caso estacicnario dh,/dt =dy/dt=0_y
la ecuacién de Reynolds s¢ reduce a B[(1+n+c2)3
(3%/3n)]/3n=0, con 0= (e /2)YV72 (/W) v 1, lo
que implica ¢~ (evl/H)™%; de modo que la presién
en la zona cerca del contacto es muy grande com-
parada con la presidén en el resto de la capa 1li-
quida. Obsérvese que las ecuaciones escritas an-
teriormente son s6lo vdlidas para 6-+1m y r -R,.
Téngase también en cuenta que el término 32®/8C2
no interviene en la ecuacidén de Reynolds a menos
que se retengan té&rminos del orden de v<.

Las condiciones de contorno en las nuevas va
riables toman la forma $=0 en n=0y e2/v »0
en n=¢g/v. Integrando la ecuacidén de Reynolds es
crita anteriormente con estas condiciones de con
torno, se obtiene la distribucién de presiones:

- -2
¢ = -zn[(e/v)-n] [(e/v)+2(1422)] 1[1+n+<§2] .

Cuando se imponen las condiciones Sommerfeld
la distribucidén de presiones calculada anterior-
mente nos proporciona: f=m,=0y mz=ﬂWV/§GE_ S.
Mientras que con condiciones medio Sommerfeld se
obtiene: f=my=2We 3T y m_=mW(¥2/2) v/ve3s.
Las funciones S y T estdn dadas por:

S(%) =—§—[1 -1 +%)3/2] +2\)—€'\/§+
+2(1 +2—€\)-)[ -\/T%] +



T(e/Vv) = (e/v) {1+1n [14(e/2v)]} -
- [1+(e/W)] 1n [1+(e/W)] .

En el limite asintdético €/v~+0 las funciones
Sy T toman la forma,

s(e/v) > (e/V)3[1-(3e/4v)] /245 T(e/V) > (e/v)3/2u.

En el limite opuesto €/v-> las funciones Sy T
se reducen a,

s(e/v)>2v2 [1-(2v2/3] (e/v)3/2
T(e/v) > (1-1n2)(e/V) ,

que sustituidos en las expresiones correspondien
tes de f, my y my proporcionan los resultados da
dos en las Ecs. (24), (46) y (47), que represen-

tan los valores de f, my y m, cuando las caras
estdn en contacto (B=1).

Efecto de Aplastamiento de la Pelicula Liquida

Cuando se tienen en cuenta solamente los
efectos del aplastamiento de la pelicula liquida
escribiremos w =0 en_la ecuacidén de Reynolds ob-
teniendo, 3 [(1+n+22)%(dy/3n)]/8n =1, donde
Y= [v(pi—pe)h§¢]/[12uRg(8v/dt)] con las condicio
nes de contorno Y=0 en N=0y YVvV>0 en N=€/v;
lo que nos lleva a la solucidn:

b=nn-e/n] [(ev) + 2014227 (14meg2) 2,

Al imponer las condiciones de Sommerfeld, la
distribucién anterior de prgsiones nos proporcio
na: RSF = My = -12mv/20 u(R3/hZ)(dv/dt)V y M, = 0.
La funcidén V estd dada por:

V(e/v) = 2[VI+(e/V) - 1] (/MW I+(eT2V) .

En el limite ¢/v->0 se tiene V-*(e/v)3/32, y
en el opuesto, £/v->wy V+2(1-/2/2)VeE/V . Este
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Gltimo valor limite de V, sustituido en las ex-
presiones de F y My nos proporciona el resultado
dado en la Ec. (30), correspondiente al caso en
que las caras estén en contacto.

REFERENCIAS

1. Etsion, I., "Nonaxisymmetric Incompressible
Hydrostatic Pressure Effects in Radial Face
Seals'", ASME Journal of Lubrication Technolo-
gy, Vol. 100, N® 3, pp. 379-385, Julio 1978.

2. Etsion, I., "Hydrodynamic Effects in a Mis-
aligned Radial Face Seal", ASME Journal of
Lubrication Technology, Vol. 101, N2 3, pp.
283-292, Julio 1979.

3. Etsion, I., "Squeeze Effects in Radial Face
Seals'", ASME Journal of Lubrication Technolo-
gy, Vol. 102, N2 2, pp. 283-292, Abril 1980.

4. Dowson, D. et al., "Cavitation in Bearings',
Annual Review of Fluid Mechanics, Vo. 11,
pp. 35-66, 1979.

5. Kevorkian, J. et al., "Perturbation Methods
in Applied Mathematics", en "Applied Mathe-
matical Sciences", Vol. 34, New York. Springer-
Verlag 1980.

6. Kuzma, D.C., "Theory of the Mechanismof Seal-
ing with Application to Face Seals', ASME
Journal of Lubrication Technology, Vol. 91,
N2 4, pp. 704-712, Octubre 1969.

7. Sneck, H.J., "The Eccentric Face Seal with a
Tangentially Variying film Thickness', ASME
Journal of Lubrication Technology, Vol. 91,
Ne 4, pp. 748-755, Qctubre 1969.



