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A toda mi familia

Sdlo una cosa debemos aprender y ensenar: "humildad”






Resumen

Dentro de la Geometria Computacional, uno de los campos que ha suscitado mayor interés
entre la comunidad cientifica internacional ha sido el de la Visibilidad, es decir, el conjunto de
problemas que estdn relacionados con los conceptos de iluminacién y vigilancia de estructuras
geométricas, con todas sus posibles variantes.

Los resultados obtenidos en este ambito por los investigadores, se pueden aplicar en algunos
casos para solucionar problemas industriales reales relacionados con la iluminacién o vigilancia,
tales como iluminacién de calles o de naves comerciales. Sin embargo, en muchas otras ocasiones,
los elementos fisicos reales que existen en la actualidad, discrepan en algin sentido de los modelos
tedricos utilizados, con lo cual los resultados obtenido no son aplicables. Por ello, es necesario
utilizar definiciones de visibilidad o iluminacién que se acerquen cada vez mds a situaciones
reales.

Siguiendo este objetivo, presentamos en la primera parte de esta memoria resultados combi-
natorios y algoritmicos utilizando dos definiciones de iluminacién que anaden condiciones a los
conceptos de vigilancia utilizados tradicionalmente: la primera de estas definiciones fue presen-
tada por Ntafos en 1992, se denomina visibilidad de alcance limitado y anade una restriccién a
la distancia méxima de iluminacién desde un determinado punto; la segunda que hemos deno-
minado ¢—buena iluminacién, se presenta en esta memoria por primera vez y su idea funda-
mental se basa en que una estructura geométrica sélo estd bien iluminada si todos los puntos
que la iluminan estdn “bien distribuidos” alrededor de ella. Respecto a la visibilidad de alcance
limitado presentamos resultados combinatorios para poligonos escalera y poligonos pirdmide,
mientras para la t—buena iluminacién presentamos resultados algoritmos que permiten calcular
las regiones iluminadas con esta definicién, por luces situadas en diferentes posiciones respecto
a un poligono P.

Por otra parte existen problemas en el dmbito de la Geometria Computacional que o bien
son de naturaleza NP-dura, o bien no se han encontrado hasta el momento algoritmos eficientes
que los solucionen. Sin embargo, en ambos casos, puede existir la necesidad real de aportar
respuestas a dichos problemas, aunque dichas respuestas sean aproximadas o heuristicas.

Asi, en la segunda parte de esta memoria, presentamos procedimientos metaheuristicos que
abordan problemas con estas caracteristicas. Esquemd&ticamente se han abordado dos problemas.
El primero de ellos es el problema de minimizacién del nimero de luces que iluminan un poligono
P, cuya naturaleza N'P-dura fue demostrada por Lee y Lin en 1964 y el segundo es el problema
de la bisqueda de un nuevo punto en un Diagrama de Voronoi dado, tal que la regién asociada
a este nuevo punto tenga drea maxima en el nuevo Diagrama de Voronoi construido. Para este
segundo problema no se han encontrado hasta el momento soluciones algoritmicas eficientes que
lo solucionen cuando los puntos se encuentran en posicién general, aunque recientemene se han
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presentado soluciones para puntos situados en posicién convexa.

Para atacar heuristicamente el primero de estos problemas necesitamos solucionar
previamente el problema de la bisqueda del conjunto de k luces, con £ > 1, cuyo drea
conjunta iluminada en el interior de un poligono P sea méxima. Este problema que se ana-
liza por separado para el caso k =1y k > 1 constituye el contenido fundamental de la segunda
parte de esta memoria.



Abstract

Within the Computational Geometry, one of the areas that has raised more interest between
the international scientific community has been that of the Visibility, that is to say, the set of
problems that are related to the lighting concepts of the geometric structures, with all their
possible varying.

The results obtained by the researchers, can be applied in some cases to solve real industrial
problems related to the illumination or alertness, such as lighting of streets or of industrial zones.
However, in many other occasions, the real physical elements that exist at present, in some sense
disagree of the used theoretical models, therefore the obtained results are not applicable. Because
of this, it is necessary to use visibility or illumination definitions that are approached increasingly
to real situations.

Continuing with this objective, we present in the first part of this report results using two
illumination definitions, that add conditions to the alertness concepts traditionally used: the
first of these definitions was presented by Ntafos in 1992, and it is designated limited visibility
and it adds a restriction to the distance maximum of illumination; the second that we have
designated t—good illumination, is presented in this thesis for the first time and his fundamental
idea is based in the fact that a geometric structure only is well lit if all the points that illuminate
it are well grouped around it. With respect to the limited visibility we present combinatorial
results for polygons staircase and polygons pyramid with lights located in the vertices, while
for the t—good illumination we present algorithms to compute the regions illuminated with this
definition, by lights located in different situations.

On the other hand they exist problems in Computational Geometry that either they are of
nature N P- hard, or there has not been found until the moment, efficient algorithm that solve
them. However, in either case it can exist the real need of providing answers to said problems,
though such solutions will be approximated or heuristic.

Thus, we present in the second part of this thesis, metaheuristics that approach problems
in these conditions. The first of them is the problem of seeking the minimal number of lights
that illuminate a polygon P, whose nature NP- hard was demonstrated by Lee and Lin in 1964
and the second is the problem of the search of a new point in a Voronoi diagram, such that the
region associated with this new point has area maximum in the new Voronoi diagram. For this
second problem there it has not been found until the moment solutions efficient when the points
are found in general position, though recently there have been presented solutions for points
located in convex position.

To solve the first of these problems we need to solve previously the problem of the search of
the set of k light, with £ > 1, such that the illuminated area for all the lights in the interior of a
polygon P is maximum. This problem that is analyzed separately for the case k =1 and k > 1
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constitutes the fundamental content of the second part of this thesis.
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Introduccion general

Esta memoria se ha dividido en dos partes: una primera parte que hemos llamado “Problemas
de Visibilidad” y una segunda denominada “Métodos heuristicos en Problemas Geométricos”.
Aunque al inicio de cada una de estas partes se presenta una introduccién con los antecedentes y
problemas estudiados, exponemos en esta introduccién general un resumen de dichos problemas
y de las motivaciones de esta memoria.

El problema original de la Galeria de Arte propuesto por V. Klee y que preguntaba cudntas
luces son suficientes para iluminar todo punto interior a un poligono P con n vértices, abrié
un nuevo campo en Geometria Computacional. En este nuevo campo se engloban todos los
problemas que de alguna manera estédn relacionados con la iluminacion o vigilancia [99] de
cualquier estrutura o elemento geométrico. El problema propuesto por V. Klee fué solucionado
por Chvdtal, quien demostré que L%J guardias o luces son siempre suficientes y a veces necesarias
[24] para iluminar un poligono P con n vértices. Ademds muchas variaciones de este teorema
han sido ya estudiados como podemos comprobar en [80] y [99].

Sin embargo, la mayorfa de los resultados tedricos obtenidos respecto a la iluminacion o
vigilancia, son dificilmente aplicables para solucionar problemas reales, ya que las definiciones
de iluminacién que se utilizan se alejan de los elementos fisicos de iluminacién con los que se
cuenta en la actualidad. Por tanto, serfa deseable anadir a las definiciones clésicas de iluminacién,
restricciones que las hagan mads reales. En este sentido, presentamos en la primera parte de esta
memoria, resultados algoritmicos y combinatotios utilizando dos nuevos tipos de iluminacién:
visibilidad de alcance limitado y t—buena iluminacion.

La primera de ellas fue presentada por Ntafos en 1992 en [77], donde se define el concepto
de wvistbilidad de alcance limitado d: “dos puntos son d-visibles si son visibles y su distancia
es a lo mds d”, como se ilustra en la Figura 1. En el Capitulo 3, analizamos esta iluminacién

Novisible
e}

Novisible "
o\

i
/
h
1
\
bt

Figura 1: Visibilidad de alcance d
para dos tipos de poligonos : pirdmides y escaleras. De forma resumida estos son los problemas

Xix



XX Introduccién

analizados:

numero de luces-vertice de alcance L que iluminan un poligono escalera
CombN-v-Es(P,L):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices y un alcance de iluminacién L.

PREGUNTA: ; Cuél es el nimero minimo k de luces-vértice de alcance L. necesarias para ilumi-
nar el poligono P?

numero de luces-vertice de alcance L que iluminan un poligono piramide
CombN-v-Pi(P,L):

ENTRADA: Un poligono P pirdmide de n vértices y un alcance de iluminacién L.

PREGUNTA: ;Cual es el nimero minimo k de luces-vértice de alcance L necesarias para ilumi-
nar el poligono P?

El segundo tipo de iluminacién estudiado se denomina t—buena iluminacion y es presentado
por primera vez en esta memoria. Si tenemos un punto p en el plano euclideo y un conjunto
F ={f1,..., fx} de k focos se dice que “un punto p estd t—bien iluminado por F si todo semi-
plano con borde en p contiene al menos t focos que lo iluminan”. En la Figura 2 el punto p estd
1—bien iluminado por los focos f1, fo v f3, y el punto ¢ no. En el Capitulo 4, resolvemos los

Sra
jop

Figura 2: Un ejemplo de 1—buena iluminacion

siguientes problemas algoritmicos utilizando este tipo de iluminacién:

buena ¢t—iluminaciéon en un poligono no convexo

B2—IPol(P):

ENTRADA: Un poligono P no convexo de n vértices.

PREGUNTA: ;Cémo podemos calcular la regidn 2—bien iluminada por n focos situados en los
vértices de P?

buena 1—iluminacién para un obstaculo convexo

B1-ICKk(C, F):

ENTRADA: Un poligono convexo C' con n vértices y conjunto F' de k focos exteriores a C.
PREGUNTA: ;Cémo podemos calcular la regién 1—bien iluminada por los focos de F'?

Ademads, utilizando técnicas ya estudiadas en Geometria Computacional, analizamos el pro-
blema de la t—buena iluminacion cuando los focos se encuentran en los vértices de un poligono
convexo, (problema Bt—ICon(P)), y cuando los focos se encuentran en el plano en posicién
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general, (problema Bt—1Genk(F)).

Para finalizar esta primera parte de la memoria, presentamos en el Capitulo 5 algoritmos
para el célculo de la regién iluminada, (ahora sin limitacién en el alcance), por un conjunto
F = {f1,..., fr} de k focos interiores a un poligono P. Para este problema que enunciamos:

iluminacion multiple en un poligono

p-Pvk(P,T):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices y un conjunto T' de k luces-punto interiores a él.
PREGUNTA: ;Cémo podemos calcular la zona iluminada por los k focos a la vez?

se presentan dos algoritmos: uno incremental de complejidad O(kn) y otro de doble barrido de
complejidad O(n + klog(kn)).

Por otra parte, existen problemas geométricos que o bien son de naturaleza N'P-dura, o bien
no se han encontrado hasta el momento algoritmos éptimos que los solucionen. Para este tipo de
problemas tiene sentido el estudio de técnicas heuristicas, como pueden ser simulated annealing
[35, 47] o los algoritmos genéticos [29, 55, 40], para solucionarlos. Con el auge de la computacion,
este tipo de técnicas aproximadas estd siendo motivo de atencién por parte de la comunidad
cientifica internacional. El propio Michael Atiyah hace mencién en su articulo “Polyhedra in
Physics, Chemistry and Geometry”, [4], de la necesidad de la utilizacién de dichas técnicas
numericas en el estudio de problemas geométricos.

En este sentido, en la segunda parte de esta memoria, (“Métodos heuristicos en Problemas
Geométricos”), presentamos técnicas heurfsticas para solucionar fundamentalmente dos proble-
mas.

El primero de ellos es el problema MinN-p-Pvk(P), que consiste en minimizar el nimero de

luces que iluminan completamente un poligono P de n vértices y que se estudia en el Capitulo
8.

minimizacién del namero de luces punto que iluminan un poligono
MinN-p-Pvk(P):
ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ;Cu4l es el nimero minimo k de luces punto necesarios para iluminar el poligono
P?

Este problema ha sido estudiado por Lee y Lin [71] y utilizando una reduccién al problema
3-Sat [45], probaron que es un problema NP-duro. Para atacar este problema heurfsticamente,
necesitamos calcular el conjunto de k focos interiores a un poligono P, tal que el drea iluminada
por ellos sea maxima. Este problema se ha estudiado por separado para k = 1, (problema
MaxA-p-PVv1(P) en el Capitulo 7) y k > 1, (problema MaxA-p-Pvk(P, k) en el Capitulo 8).

busqueda del punto de maxima iluminacion interior a un poligono
MaxA-p-Pv1(P):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ;En qué punto interior a P debo colocar una luz para que el drea iluminada por
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dicha luz sea maxima?

bdsqueda de los k puntos de maxima iluminacion interiores a un poligono
MaxA-p-Pvk(P, k):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ;Dénde debo colocar k luces punto en el interior del poligono P para que el drea
iluminada por dichas luces sea mdxima?

El segundo problema tratado de forma heuristica en la segunda parte de esta memoria, es un
problema estudiado recientemente por Dehne y otros [30]. Supongamos que tenemos la red de
metro de un ciudad, como por ejemplo Madrid, como se muestra en la Figura 3', y que queremos
construir una nueva estacién en un punto ¢, que debemos buscar, tal que la regién del plano
que contiene al conjunto de puntos més cercanos de ¢ que de cualquier otra estacién, sea lo més
grande posible. Si asignamos a cada estacién de metro la regién del plano que contiene a los
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Figura 3: Vista de la red de metro de la ciudad de Madrid

puntos més cercanos a esa estacién que a cualquier otra, encontramos una subdivisién de plano
conocida en Geometria Computacional y que se denomina Diagrama de Voronoi, (ver Figura 4).

Por tanto, nuestro problema se puede formular en términos geométricos como la biisqueda
de un nuevo punto ¢ en un Diagrama de Voronoi dado, tal que la regidn de Vorono: asociada a
ese punto en un nuevo diagrama, tenga drea maxima.

maximizacion de la region de voronoi asociada a un nuevo punto
MaxA-p-Vor(N):

ENTRADA: El diagrama de Voronoi de un conjunto N = {p1,pa,...,pn} de n puntos en una
regién R del plano.

PREGUNTA: ;Cuaél es el punto g € R, tal que el drea de la region de Voronoi Rv(q, N U{q}, R),
que se asocia a ¢ en el diagrama de Voronoi Vor(N U {q}, R) sea maxima?

Para este problema no se ha encontrado hasta el momento un algoritmo éptimo que lo

'Plano de la red de metro de Madrid tomada de www.dma.fi.upm/tfcs/flips/Intercambios/Intercambios.html



Figura 4: Vista de la red de metro de la ciudad de Madrid

Introduccion

XXiii

solucione, ni se ha demostrado su naturalera N'P-dura. Dehne y otros [30], lo han estudiado para
el caso concreto de que los vecinos de nuevo punto g estén en posicién convexa. Presentamos en
el Capitulo 9 de esta memoria dos técnicas heuristicas para abordarlo, (simulated annealing-SA

y random search-RS).

A modo de resumen presentamos en las dos siguientes tablas los problemas estudiados y
sus referencias en esta memoria. Mostramos en la Tabla 1 los problemas tratados en la primera
parte y en la Tabla 2, los problemas para los cuales se aporta una solucién heuristica.

Problema Estudiado Posicion luces Solucion Aportada Referencia
CombN-v-Es(P, L) vértices de P { 1n S% TL - } Teorema 3.2.5
LZJ +c sig<L<r
CombN-v-Pi(P, L) vértices de P [#] siL>r Proposicién 3.3.4
Bt—1Genk(F) general O(k?) Seccién 4.2
Bt—I1Con(P) convexa O(n) Teorema 4.3.4
B2—I1Pol(P) vértices poligono P 0(n?) Teorema 4.3.5
B1-ICk(C, F) exteriores convexo C' O(k(logn + logk) + n) Teorema 4.4.2
p-Pvk(P) interior poligono P O(kn) Seccién 5.3
p-Pvk(P) interior poligono P | O(n + klog(kn)) / O(k +n) | Teorema 5.4.10
Tabla 1: Problemas estudiados en la primera parte de la memoria

Incluimos en la Tabla 2 las técnicas heuristica aportadas para cada problema, asi como la
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seccién en la que se encuentra su descripcion.

Random Search-RS

Problema Estudiado | Posicion luces/puntos Solucion Aportada Referencia
Aprox. .
Simulated Annealing — SA Seccion 7.2
Aprox. .,
Algoritmos Genéticos — GA Seccién 7.3
MaxA-p-Pv1(P) interi ligono P Aprox. Seccién 7.4
p interiores poligono Random Search — RS eccion 7.
Aprox. .
Gradiente — GRAD Seccién 7.5
~ O(n*) Seccién 7.8
Aprox. L.
Simulated Annealing — SA Seccién 8.3
MaxA-p-Pvk(P, k) interiores poligono P Aprox. Seccién 8.4
’ Algoritmos Genéticos — GA ’
Aprox. L.
Random Search — RS Seccién 8.5
Siztersgal Seccién 8.7.1
MinN-p-Pvk(P) interiores poligono P
Estrat. .,
S Seccién 8.7.1
Binaria
Aprox. .
. ) Seccién 9.2
MaxA-p-Vor(N) interiores regiéon R SzmulatedA;lrzzealmg—SA

Seccién 9.3

Tabla 2: Problemas estudiados en la segunda parte de la memoria

El estudio de las técnicas disenadas en la segunda parte de esta memoria, precisa de un
conjunto amplio de datos de entrada generados aleatoriamente, que permitan establecer com-
parativas entre todas las heurfsticas. Por ello se ha implementado un generador aleatorio de
poligonos que denotaremos con RPG, cuyos detalles se encuentran en el Apéndice A y cuyo
c6digo comentado se muestra en el Apéndice B. RPG estd basado en el estudio sobre generacién
aleatoria de poligonos realizado por Thomas Auer y Martin Held en [6]. Igualmente para obtener
conclusiones del problema MaxA-p-Vor (), se ha implementado un algoritmo incremental que
construye el diagrama de Voronoi de una nube de puntos generada aleatoriamente. Los detalles,

para este segundo caso, se encuentran en el Capitulo 9.




Capitulo 1

Complejidad, problemas N'P-duros y
algoritmos aproximados

Esta memoria se divide en dos partes: una primera parte, en la que se presentan los resulta-
dos tedricos obtenidos, para solucionar distintos problemas geométricos relacionados de alguna
manera con la iluminacion o vigilancia de poligonos, y una segunda parte en la que se presen-
tan resultados heuristicos o aproximados para problemas geométricos, para los que o bien se
sabe que son de naturaleza N'P-dura, o bien, no se conoce hasta el momento ninguna solucién
algoritmica 6ptima de dicho problema.

De este modo, presentamos en este pimer capitulo una breve introduccién a los conceptos
generales de complejidad computacional y las técnicas heuristicas fundamentales, que serdn
utilizadas en la segunda parte de esta memoria. En este sentido, toda la informacién detallada
de este Capitulo 1 se debe considerar como un resumen de los diferentes temas, que de alguna
manera estdn relacionados con esta memoria y cuya informacién ha sido obtenida de diferentes
referencias bibliogréficas, (que se detallan en cada momento), relacionadas con ellos.

1.1 Primeros Conceptos y Resultados

La teorfa de la complejidad algoritmica se desarrolla para justificar la dificultad en encontrar
la solucién de determinados problemas matemdticos. Segun se explica en el libro de Garey y
Johnsom [45], cuando a alguien le plantean un problema y no lo resuelve, no es conveniente
responderle:

” No he encontrado un procedimiento de solucion, no tengo ni idea sobre el método a sequir”.
mejor serfa responderle:

”"No he encontrado la solucion, pero es imposible resolver este problema”.

Al analizar la complejidad algoritmica de un problema, se justificard la dificultad intrinseca

del problema. Como se verd mds adelante, no se puede hacer una afirmacién tan tajante como
la respuesta ultima. El tipo de respuesta que se ofrecerd serd la siguiente:
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”No he encontrado un procedimiento de solucion para el problema planteado, pero nadie,
entre los numerosos especialistas que estudian este problema y otros problemas equivalentes en
dificultad, lo ha consequido”.

Después de que la teoria de la computabilidad fuera desarrollada, era natural preguntarse
acerca de la relativa dificultad computacional de las funciones computables. Este es el objetivo
de la parte de las Ciencias de la Computacién que se conoce como Complejidad Algoritmica
o Computacional. Rabin, (1960), fu¢ uno de los primeros en plantear esta cuestién general
explicitamente: ;Qué quiere decir que f sea mds dificil de computar que g7 Rabin sugirié una
axiomadtica que fué la base para el desarrollo de la teoria de la complejidad abstracta de Blum
y otros.

Una segunda aportacion ,(1965), que tuvo una relevante influencia en el desarrollo poste-
rior de esta materia fué el articulo de J.Hartmanis and R.R. Stearms, On the computational
complexity of algorithms. Este trabajo fue ampliamente leido y puso nombre a este cuerpo de
conocimiento. En él se introduce la nocién fundamental de medida de complejidad definida como
el tiempo de computaciéon sobre una maquina de Turing multicinta. El articulo también pone
de relieve una cuestién intrinseca que todavia permanece abierta. ;Se puede computar cualquier
nimero irracional algebraico, (por ejemplo \/Q), en tiempo real?, esto es, jexiste una maquina
de Turing que imprima la expresiéon decimal del nimero a una velocidad de un digito cada 100
pasos por ejemplo?

Un tercer hito en los comienzos del tema, (1965), fué el trabajo de A. Cobham, The intrinsic
computational difficulty of funcions. Cobham enfatizé el término ”intrinseco”, es decir, él estaba
interesado en una teorfa independiente de las maquinas. Se pregunté si la multiplicacién es mas
compleja que la suma, y consideré que la pregunta no podria ser contestada hasta que no se
desarrollara prépiamente la teoria. Este autor también definié y caracterizé la importante clase
de funciones llamadas £: las funciones de niimeros naturales que son computables en tiempo
acotado por un polinomio cuyo argumento es la longitud decimal de la entrada.

Otros tres articulos que tuvieron una gran influencia en el posterior desarrollo de la comple-
jidad algoritmica, son los de Yamada (1962), Bennett (1962), y Ritchie (1963). Es interesante
hacer notar que Rabin, Stearms, Bennett y Richie fueron todos estudiantes de Princeton y
practicamente al mismo tiempo.

Varios de los autores pioneros en el tema se cuestionaron cual debia ser la medida de comple-
jidad. La mayoria mencionaron el tiempo o el espacio como elecciones obvias, pero no estaban
convencidos de que fueran las unicas posibles. Por ejemplo, Cobham sugiere que alguna medida
relativa a la nocidn fisica de trabajo produciria el mejor andlisis. Rabin introdujo los axiomas
que una medida de complejidad deberia satisfacer. Con las perspectiva de 25 anios de expe-
riencia, se puede decir que el tiempo y el espacio, (especialmente el tiempo), estdn ciertamente
entre las mds importantes medidas de complejidad. Parece ser que el primer mérito a la hora
de evaluar la eficacia de un algoritmo es su tiempo de ejecucién; sin embargo, recientemente se
estd empezando a considerar el tiempo en paralelo y el tamafio del hardware como importantes
medidas de complejidad.

Otra importante medida de complejidad que podemos atribuir, (de alguna forma al menos),
a Shannon (1949) es la complejidad de circuitos Booleanos, (o complejidad combinatorial). Para
esta medida es conveniente asumir que la funcién f en cuestién transforma cadenas finitas de
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bits en cadenas finitas de bits , y la complejidad C(n) de f es el tamafio del menor circuito
Booleano que calcula f para todas las entradas de longitud n. Esta medida estd muy relacionada
con el tiempo de computacién, (ver [84]), y tiene una teoria propia bien desarrollada, (ver [89]).

Otra importante cuestién puesta de relieve por Cobham es definir con precisién lo que
constituye un paso de computacién. Esto nos lleva a la cuestién de cual es el modelo de com-
putacién adecuado para medir el tiempo de ejecucién de un algoritmo. Las mdquinas de Turing
multicinta son las habitualmente utilizadas en la literatura, pero tienen restricciones artificiales
desde el punto de vista de la implementacion eficiente de algoritmos. Por ejemplo, no hay ninguna
razén convincente de por qué los datos deben almacenarse en cintas lineales. ;Por qué no alma-
cenarlos en drboles?; Por qué no se permite una memoria de acceso aleatorio?

De hecho, bastantes modelos de computacién han sido propuestos desde 1960. Dado que
los ordenadores tienen memoria de acceso aleatorio, parece natural permitir esto en el modelo,
pero céomo hacerlo se ha convertido en una cuestién dificil. Si la méquina puede almacenar
enteros en un solo paso, entonces alguna cota sobre su tamano debe ponerse. (Si el nimero se
duplica 100 veces, el resultado tendra 2190 bits, y no podra ser almacenado en ningiin modelo de
memoria existente. Cook, (1972), propone el uso de la méquinas de acceso aleatorio con coste de
almacenaje. En este modelo se asigna un coste, (mimero de etapas), de aproximadamente log |z|
cada vez que un nimero x se almacena. Esta es una hipétesis de trabajo que funciona, pero
no es completamente convincente. Mds popular es el modelo de méquinas de acceso aleatorio
utilizadas por Aho, Hopcroft y Ullman en 1974, en las que cada operacién envolviendo un entero
tiene coste tnico, pero no se permiten enteros excesivamente grandes, (por ejemplo, su magnitud
debe estar acotada por algin polinomio fijo sobre el tamano de la entrada). Probablemente el
modelo mas satisfactorio desde el punto de vista matemaético es la miquina de modificacién de
memoria de Schénhage (1980), la cual puede interpretarse como una maquina de Turing que
construye su propia estructura de memoria, o bien como una mdaquina de acceso aleatorio de
coste unitario, que solo puede copiar, sumar o restar uno, o guardar o recuperar en un solo paso.
La mdaquina de Schonhage, que es una generalizacién de la méquina de Kolmogorov-Uspenski
(1959), representa la maquina més general que puede construirse haciendo una cantidad acotada
de trabajo en un paso.

Volviendo a la cuestién de Cobham sobre que es un paso, lo que ha quedado claro en los
ultimo 25 anos es que no hay ninguna respuesta clara. Afortunadamente, los distintos modelos
de computacién no son demasiados diferentes en cuanto a tiempo de computacién. En general,
cada uno puede simular a los otros en, a lo més, un tiempo de computacién cuadratico. Entre
los modelos mé&s populares de acceso aleatorio, solo hay un factor logaritmico del tiempo de
computacion.

Esto nos conduce al iltimo concepto importante desarrollado en 1965, la identificacién de la
clase de problemas que se pueden resolver en tiempo acotado por un polinomio sobre la longitud
de la entrada. La distincién entre algoritmos de tiempo polinomial y algoritmos de tiempo
exponencial fué hecha por primera vez en 1953 por Von Neumann. Sin embargo, la clase no fue
definida formalmente ni estudiada hasta que Cobham introduce la clase de funciones O en 1964.
Cobham apunté que la clase estaba bien definida, independientemente del computador elegido,
y dié una caracterizacién en el marco de las funciones recursivas. La idea de que los problemas
computables en tiempo polinomial se corresponden con los problemas tratables fue expresada
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por primera vez por Edmonds 1965, quien llamé a los algoritmos en tiempo polinomial ”buenos
algoritmos”. La notacién, ahora estandar, de P para la clase de los lenguajes reconocibles en
tiempo polinomial fue introducida posteriormente por Karp 1972.

La identificacién de P con los problemas tratables ha sido aceptada generalmente en el
drea desde los anios 70. No es obvio el por qué esto deberia ser cierto, pues un algoritmo cuyo
tiempo de ejecucion sea n'%% no es eficaz, y por contra, un algoritmo con tiempo de ejecucién
20-00017 &j que es eficaz en la préctica. Sin embargo, parece ser un hecho empirico que no existen
problemas con este tiempo de ejecucién tan extremos, (ver [45]). El ejemplo més significativo de
un algoritmo en tiempo exponencial es el algoritmo del simplex de la programacion lineal. Smale
(1982) intenta justificar esto demostrando que el tiempo de ejecucién en media es répido, pero
es importante hacer notar que Khachian (1979) ha demostrado que la programacion lineal esta
en P usando otro algoritmo. Asi , la tesis general de que estar en P equivale a ser un problema
tratable, no se viola.

En este sentido a partir del andlisis de complejidad se han definido varias clases de problemas:
los problemas que se resuelven en tiempo polinomial por una méquina determinista forman la
clase P y los problemas que se resuelven en tiempo polinomial por una maquina no determinista
forman la clase N'P.

La clase N'P-completo es aquella formada por los problemas més dificiles dentro de la clase
NP, y para probar si un problema pertenece a esa clase se requiere que algiin problema N 7P-
completo pueda transformarse a él. Lo anterior, produce la importancia que tiene en computacion
el problema de Satisfactibilidad (SAT), ya que en 1971, Cook demostré que este problema era
NP-completo, y que sirve como base para demostrar que otros problemas son NP-completo.

1.2 Complejidad Computacional

Dentro de la evolucién de la teoria de complejidad, se han encontrado problemas con caracteris-
ticas similares, que pueden ser agrupados en categorias para su estudio.

Los problemas de optimizacion son aquellos en los cuales se busca minimizar o maximizar, (es
decir optimizar), el valor de una solucién en un grupo de soluciones generadas para una entrada
especifica, (instancia). Los problemas de decision son aquellos donde se busca una respuesta
de “si” o “no”. Cualquier problema de optimizacién puede ser manejado como un problema de
decision incluyendo un valor objetivo K para la instancia n. A continuacién formalizamos estos
conceptos:

Definicion 1.2.1 Un problema de decision m es un problema cuya respuesta sélo puede ser
afirmativa o negativa.

Cualquier problema de optimizacion se puede traducir en un problema de decisién sin mas
que acotar la funcién objetivo para preguntar si existe una solucién que mejora dicha cota o no.
Aunque puede parecer mds restrictivo un problema de decisién que el correspondiente de
optimizacion, eligiendo una sucesién de problemas de decisién se puede resolver el problema de
optimizacion. En cualquier caso, una vez analizada la complejidad de los problemas de decision,
se volverd al andlisis del problema de optimizacién. El problema de decisién 7 se plantea a
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partir de un ejemplo genérico, donde se introducen los pardmetros del problema, y una cuestién
planteada sobre el ejemplo genérico y cuya respuesta es afirmativa o negativa.

Al conjunto de todos los ejemplos del problema 7 se le denomina D,. Dado un ejemplo
I € Dy, si la respuesta al problema 7 es afirmativa, se dice entonces que I € Y. En teoria de
complejidad, se trabaja con problemas de decisién, ya que un problema de optimizacién puede
ser reducido a un problema de decision.

En computacién, al hablar de complejidad, no se esté refiriendo a la dificultad que se tendria
para disefiar un programa, o a lo rebuscado de un algoritmo. La teorfa de la complejidad tiene
que ver con dos medidas: tiempo y espacio. La complejidad computacional de un problema es
una medida de los recursos computacionales, (generalmente el tiempo) requeridos para resolver
el problema.

La complejidad temporal tiene que ver con el tiempo que tarda un programa para ejecutarse.
La complejidad espacial estudia la cantidad de espacio de almacenamiento que es necesario para
una operacién. La gran mayorfa de estudios de complejidad estdn orientados hacia el desarrollo
de los algoritmos en funcién al tiempo, por lo que de aqui en adelante, al hablar de complejidad,
se asumird que es en el tiempo.

Es evidente que al medir el tiempo que tarda un programa en ejecutarse, no seria informa-
tivo decir que tarda cinco segundos en una maquina de 166 MHz y que tarda menos en una
mds rdpida. Para que sea relevante el definir la complejidad temporal de un algoritmo, ésta es
expresada no en términos de la méquina, sino en un interesante pardmetro: el tamano de la
entrada.

Al analizar la complejidad de un algoritmo, el tiempo estd expresado en término de pasos
de computacién elementales, (asignaciones, comparaciones, multiplicaciones, etc.), por ejemplo,
una operacién de asignacién ocupa una unidad de tiempo para ejecutarse, un ciclo ocupa el
nimero de iteraciones en que estd definido, etc.

1.2.1 Funcién de complejidad de un algoritmo

Obviamente, el tiempo de cédlculo de un algoritmo dependerd de la dimension del ejemplo elegido,
por lo que la medida de la eficacia debera ser una funcién de la dimensién del ejemplo.

La dimensién de un ejemplo depende de la memoria necesaria para almacenarlo. Eviden-
temente, el nimero de simbolos dependen del esquema de codificacién. No obstante, cualquier
esquema de codificacién razonable es vdlido y no afectard a la complejidad algoritmica. Se
entiende por esquema de codificacién razonable cualquiera que no incluya implicitamente un
conjunto de cédlculos para determinar la solucién del problema.

Considerando esta restricciéon natural, y con el fin de evitar la dependencia explicita del
esquema de codificacion, se suele especificar la dimensién en funcién de alguno de los pardmetros
que identifican el ejemplo.

Con el fin de valorar los algoritmos de forma independiente al soporte utilizado para realizar
los célculos, en lugar de utilizar el tiempo como medida se utiliza el nimero de operaciones
basicas. Por operaciones bdsicas se entiende la suma, multiplicacién, asignacién, comparacion,
etc. En la préctica se observa que un algoritmo ocupa diferente tiempo de ejecucién para entradas
del mismo tamano, pero con diferentes datos. Por ejemplo, un método de ordenacién de valores
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puede tardar menos tiempo si su entrada estd ordenada, o tardar mucho mayor tiempo incluso
con los mismos valores, pero presentados en desorden, es decir, con el mismo tamano de entrada
tiene diferente comportamiento. Por lo anterior, se adopta el criterio de tomar siempre, como
base de andlisis de la complejidad de un algoritmo, el caso en el cual consuma el mayor tiempo
de ejecucién, es decir, el peor caso. La acotaciéon de la definicién de complejidad considera
esta posibilidad al suponer siempre el “peor de los ejemplos”. Se dice asi que la complejidad es
un criterio pesimista y en los libros ingleses llaman al anédlisis de los problemas basado en ella
“worst case analysis”.

Definicion 1.2.2 Un algoritmo tiene funcién de complejidad f(n) cuando el nimero de opera-
ciones bdsicas que necesita para resolver cualquier ejemplo con dimension n estd acotado por el

valor f(n).

Asi en el siguiente ejemplo podemos observar que la funcién de complejidad del algoritmo
que se define es f(n) =4n + 3.

Ejemplo 1.2.3 FEstudiemos la complejidad del siguiente segmento de cédigo:

[1] suma = 0;
2] for(i=1;i<=n;i++)
[3] suma+ = i;

La instruccion 1 ocupa una unidad de tiempo. La instruccion 3 ocupa dos unidades de tiempo,
una para la suma y otra para la asignacion, y es ejecutada n veces, por lo que ocupa 2n unidades
de tiempo. La instruccion 2 tiene involucrada una asignacion que utiliza una unidad de tiempo,
n—+1 comparaciones y n incrementos, por lo que ocupa n+ 2 unidades de tiempo. Ast, el tiempo
total del algoritmo es f(n) =1+2n+ 2+ 2n =4n + 3.

Con el fin de simplificar los cédlculos y considerando que la complejidad de un algoritmo
debe valorar su comportamiento con ejemplos limite, cuando la dimensién del ejemplo se hace
suficientemente grande, se intoduce la complejidad algoritmica de un algoritmo considerando
el grado mayor del polinomio f(n) y evitando las constante.

Definicion 1.2.4 Una funcion de complejidad es del tipo O(g(n)) cuando existe una constante
¢, independiente de la dimensidn n, tal que:

[f(n)] < clg(n)] Vn =mng (1.2.1)
para un ng fijo.

La constante ¢ asf introducida también se puede interpretar para eliminar la dependencia
del tipo de ordenador que procesa las operaciones del algoritmo, ya que un ordenador potente
hard todas las operaciones bdsicas mds rdpidamente que otro menos potente, y se supone que
la rapidez guarda la misma proporcién en todas ellas. Veamos algunos ejemplos que clarifiquen
las definiciones anteriores.
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Ejemplo 1.2.5 El orden de un algoritmo cuyo tiempo de ejecucucion estd dado por f(n) =
3n3 +2n+6 es O(f(n)) = O(n?).
Existen algunas reglas que son ttiles para determinar el orden de un algoritmo:

e Regla 1 (Ciclos For): El tiempo de ejecucién de un ciclo FOr es al menos el tiempo de
ejecucion de las instrucciones dentro de él multiplicado por el nimero de iteraciones.

e Regla 2 (Ciclos For anidados): Se analiza desde dentro hacia afuera. El tiempo total
de una instruccién dentro de un conjunto de ciclos anidados es igual al tiempo de ejecucién
de las instrucciones internas multiplicado por el producto del tamano de los ciclos.

¢ Regla 3 (Condicional): El tiempo de ejecucién nunca es mayor que el tiempo de ejecu-
cién de la condicional méds el mayor de los tiempos de ejecucién de las alternativas.

Ejemplo 1.2.6 El orden del siguiente algoritmo es O(n?).

1] if(i==1)

2] for(i=21i <=N;i++)
[3] suma+ = 1;

[4] else

5] for(i =1;i <=N;i ++)
6 for(j = 1§ <=N;j ++)
[7] suma+ = 1;

Debido a que el tiempo de ejecucion de la condicion es de orden O(1) mds el mayor tiempo
de ejecucion de las alternativas: cuando se cumple la condicion es O(n) y cuando no se cumple
es O(n?), por lo cual el orden es O(1)+O(n?), pero como ya se ha dicho, solo se toma el mayor,
quedando el orden del programa en O(n?).

A los algoritmos de orden n se les llama de orden lineal, los de n? de orden cuadrético, etc.

Una alternativa a la complejidad, (y se suele hacer paralelamente a ésta), es el denominado
andlisis medio que consiste en evaluar el comportamiento real observado a partir de una serie
de ejemplos de prueba de distintas dimensiones.

Con este criterio se compara el tiempo que tarda el algoritmo en cuestién en resolver diver-
sos ejemplos de variadas dimensiones. Al trabajar con tiempos, hay que especificar el tipo de
ordenador que realiza los cédlculos y el procedimiento de generacién de los ejemplos analizados.

No siempre son coincidentes ambos andlisis; asf, por ejemplo, el algoritmo del simplex tiene
una complejidad muy mala, ( es una funcién exponencial de la dimensién del ejemplo), mientras
que su comportamiento medio es muy bueno.

Comparando ambos criterios, que son complementarios, el estudio de la complejidad algorit-
mica se justifica por tres razones:

1. Representa una cota superior del nimero de operaciones para cualquier ejemplo del pro-
blema.
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2. No depende de una distribucién de probabilidad sobre los ejemplos de un problema.

3. Se puede evaluar directamente.

1.2.2 Clasificacion de los algoritmos por su complejidad. Clase P

Segun el tipo de la funcién de complejidad, los algoritmos pueden ser clasificados:

Definicion 1.2.7 Un algoritmo se dice polinomial si la complejidad es una funcién polinomial
en la dimension del problema.

Se puede decir que un algoritmo tiene complejidad polinomial , o se ejecuta en tiempo poli-
nomial, si tiene un orden O(n”). Estos algoritmos se dice que son algoritmos eficientes y los
problemas que se resuelven con estos algoritmos se dice que son problemas tratables. Ejemplos
de algoritmos polinomiales son el algoritmo de multiplicacién de matrices o el método de la
burbuja para ordenar nimeros.

El tiempo de computacién de otros algoritmos, sin embargo, crece exponencialmente res-
pecto al tamafio de los jemplos. Es el caso de algunos algoritmos que tienen una complejidad
exponencial.

Definicion 1.2.8 Un algoritmo se dice exponencial si la complejidad es una funcion exponencial
en la dimensidn del problema, es decir, existen constantes c1, co > 0;dy, do > 1 tales que a partir
de unn >ng:

ad! < f(n) <cady Yn >mng (1.2.2)

Los problemas que se resuelven usando algoritmos de tiempo exponencial se conocen como
problemas intratables y a los algoritmos como algoritmos ineficientes.

Ejemplo 1.2.9 Fl problema de las Torres de Hanoi tiene complejidad de orden 2™. El algoritmo
de las Torres de Hanoi es el siguiente:

[1] void Hanoi (int n,int A, int B, int C)
2 {if(n==1)

[3] MueveAnillo(A, B);

[4] else{

5] Hanoi(n — 1,A,C,B);

6] MueveAnillo(A,B);

7] Hanoi(n —1,C,B,A); }

8}

Debido a que el algoritmo es recursivo, el tiempo de ejecucion puede ser descrito por la
funcion f(n) = 2f(n — 1)+constante. De esta forma se observa que al aumentar el tamano de
la entrada, el tiempo se duplica, (factor de dos), por lo que es facil deducir que el orden del
algoritmo es O(2™).
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Aunque la mayor parte de los algoritmos son polinomiales o exponenciales hay, sin embargo,
otras posibilidades; por ejemplo, cuando la funcién de complejidad es del tipo

g(n) = n'o&™) (1.2.3)

que crece mas rdpidamente que cualquier funcién polinomial y més lentamente que una expo-
nencial. Por otra parte, hay funciones con crecimiento mayor que el exponencial; seria el caso
de la funcién de complejidad.

f(n) =n"" (1.2.4)

Para comprender la importancia que tiene la condicién de polinomial para un algoritmo, se
detalla a continuacién en la Tabla 1.1, para distintos valores de n, la dimensién del ejemplo,
el tiempo en ejecutar los algoritmos a partir de una funcién de complejidad polinomial (n, n?,
n®y n2) o no polinomial (2" y 3™). Se ha supuesto que el ordenador es capaz de realizar 106

operaciones por segundo.

f(n) | n=10 | n=20 | n=30 n =40 n = 50 n = 60
n | .00001 | .00002 | .00003 .00004 .00005 .00006
n? | .0001 | .0004 .0009 .0016 .0025 .0036
n3 .001 .008 027 .064 125 216
n® 3 3.2 24.3 1.7 min | 5.2 min 13 min
2m .001 1.0 17.9 min | 12.7 dias | 35.7 anos 366 sig.
3" 059 | 58 min | 6.5 afios | 3855 sig | 2 x 108 sig. | 1.3 x 103 sig.

Tabla 1.1: Complejidad de un algoritmo

Por tanto, podemos definir formalmente los problemas de decision clase P

Definicién 1.2.10 Un problema de decision es de la clase P cuando existe un algoritmo poli-
nomial que lo resuelva.

El hecho de que haya problemas para los que no se ha encontrado un algoritmo polinomial
induce a pensar que hay problemas en el complementario de P. La cuestién fundamental es si
esta ultima afirmacién es cierta; parece razonable pensar que si.

Ejemplo 1.2.11 FEl problema de encontrar un camino en un digrafo es de clase P. La entrada
del algoritmo es un digrafo G = (V, E) y dos subconjuntos S y T de G. La salida del algoritmo
es un camino de G de un nodo en S a un nodo en T, si el camino existe.

1.3 Algoritmo no deterministico polinomial

Para ilustrar el concepto de algoritmo no deterministico, nos centraremos en el problema de
decisién del viajante: Nadie ha encontrado un algoritmo polinomial que lo resuelva, pero lo que
si es cierto es que, dado un recorrido, en tiempo polinomial se puede decidir si la respuesta al
problema es afirmativa o negativa.
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Definicién 1.3.1 Dado un problema de decision =, se define un algoritmo no deterministico
como aquel procedimiento definido por dos etapas:

v Etapa de Conjetura: En esta etapa se propone para cada ejemplo I € Dy una estructura
S, (solucion factible del problema).

v Etapa de Comprobacién: A partir del ejemplo I y de la estructura S propuesta en la etapa
anterior, en la etapa de comprobacion se determina si la respuesta es SI, NO, o no termina el
procedimiento.

Se dice que un algoritmo no deterministico resuelve un problema de decisién 7 si tiene las
dos propiedades siguientes:

e Sil € Y, entonces existe una estructura S tal que en la etapa de comprobacién la respuesta
es ST.

e Si I ¢ Y, entonces no existe una estructura S con la propiedad anterior.

Nota 1.3.2 Cualquier algoritmo tradicional, (deterministico), se puede interpretar como un
algoritmo no deterministico sin mas que comprimir en una las fases de conjetura y comprobacion.

1.3.1 Clases NP y N'P-completa

La clase de problemas NP est4 formada por todos aquellos problemas de decisién para los cuales
existe un algoritmo de solucién que se ejecuta en tiempo polinomial dentro de una maquina no
determinista. Dicho de otro modo, no se ha encontrado un algoritmo determinista que lo resuelva
en tiempo polinomial.

Definicion 1.3.3 Un algoritmo no deterministico que resuelve un problema de decision w, se
dice que es polinomial si VI € Y, existe alguna estructura S de forma que la etapa de compro-
bacion se realiza en tiempo polinomial.

Obsérvese que la propia definicién asegura que la dimensién de la estructura S estd acotada
polinomial.

Definicion 1.3.4 Un problema de decision es de la clase NP cuando existe un algoritmo no
deterministico polinomial que lo resuelva.

Un ejemplo de problema de decisién de la clase NP es el del problema del viajante.

Proposicion 1.3.5 Cualquier problema de decision de clase P estd incluido en la clase NP,
es decir, P C N'P.

Demostracion. La existencia de un algoritmo, (deterministico), polinomial asegura la existencia
de un algoritmo no deterministico polinomial, segin se vio en la Nota 1.3.2. n

Proposicion 1.3.6 Sim € NP, entonces existe un algoritmo exponencial que lo resuelve.
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Demostracion. El nimero de estructuras propuestas en la fase de conjetura es exponencial en el
peor de los casos respecto de la dimensién del ejemplo en cuestién. n

La cuestién més importante, y que sigue sin ser respondida en la actualidad, es si las clases
P y NP coinciden. Dado que el problema sigue abierto, y considerando la gran cantidad de
recursos movilizados sin encontrar una respuesta afirmativa, en lo que sigue se supondra que:

PCNP P#NP

o graficamente lo podemos ver:

NP

Figura 1.1: Clases Py N'P

Nota 1.3.7 Suponiendo cierta la conjetura P # NP, el objetivo de la teoria que se estd desa-
rrollando es el de clasificar cada problema de decision planteado. Si se demuestra que el problema
es de la clase N'P estrictamente, es decir, no incluido en P, no merece la pena buscar un algo-
ritmo exacto que lo resuelva si la dimension es suficientemente grande. Habrd, pues, que centrar
los esfuerzos en el disenio de algoritmos aproximados o heuristicos.

La definicién de la clase NP puede parecer tan poco restrictiva que induzca a pensar que
cualquier problema de decisién deba pertenecer a dicha clase. Para ver que esto no es cierto, se
introduce el concepto de problema de decisién complementario.

Definicion 1.3.8 Dado un problema de decision w, se define su complementario w¢ como el
problema de decision que verifica que Dy = Dye y VI € Dy

I€Y, e 1¢ Y

Para problemas polinomiales parece natural pensar que tan facil es resolver el problema como
su complementario. Esta idea se concreta en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.3.9 Los problemas de la clase P son simétricos, en el sentido de que
meEP <= 1°eP.

La proposicién anterior no es cierta para la clase N'P. Basta observar que el complementario
del problema del viajante no permite comprobar en tiempo polinomial todas las permutaciones
posibles. Se demuestra asi que fuera de la clase NP hay mds clases de problemas.
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Cuando se trata de clasificar los problemas de decisién por su complejidad o dificultad
para ser resueltos, es fundamental el definir unas reglas precisas que permitan relacionar unos
problemas con otros. En complejidad algoritmica, casi todos los resultados se obtienen asi por
comparacion.

Definicion 1.3.10 Dados dos problemas de decision m y o, y supuesto que el método de
codificacion de los ejemplos es razonable, se dice que existe una transformacion polinomial de
m1 a 7o, Y se denota por w1 X o cuando existe una funcion

fi:Dpy — Dp,
verificando

1. f es computable en tiempo polinomial.
2.NI €Dy, 1 €Yy, < f(I) € Yn,

Ademsds se verfican las siguientes propiedades:

Proposicion 1.3.11 Dados dos problemas w1 y o, se verifica:

mEP=—=m1 €P
Trloch:}{ﬂ'1¢’P:>7T2§é’P (1.3.5)
Proposicion 1.3.12 Dados tres problemas w1, o y 73, se verifica
T &g
{ Ty O T = M1 X T3 (136)

Definicion 1.3.13 Dos problemas w1 y wo son polinomialmente equivalentes cuando m, o o y
T OC 7.

Al ser la relacién o reflexiva y transitiva, induce un orden parcial en el conjunto de los
problemas de decisién de la clase NP. Un conjunto con un orden parcial no asegura que cualquier
par de elementos puedan ser ordenados, en este caso serfa un orden total. Un ejemplo de conjunto
ordenado parcialmente es el cuadrado unidad [0, 1]2 C R? con el orden parcial definido por:

r<y<=ux;<y; j=12
En [0, 1] hay un elemento mayor 1 = (1,1)! de forma que se verifica
<1 Vzelo1)?

Dado el conjunto NP ordenado parcialmente con la relacién o si existiera un elemento
maximal, cualquier problema de decisién m € NP serfa transformable polinomialmente a dicho
elemento maximal. Dicho problema maximal serfa el mas general de todos los problemas de
la clase NP, puesto que un algoritmo que lo resolviera, resolveria cualquier problema de la
clase NP con la misma dificultad. Si hubiese més de un elemento maximal, serfan todos ellos
polinomialmente equivalentes, ya que estarian todos ellos incluidos en la clase N'P. Realmente,
se tendria una clase de equivalencia definida a partir de la relacién o.
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Definicion 1.3.14 La clase N'P-completa es la clase de equivalencia segin la relacién o for-
mada por los problemas mazimales. Dicho de otro modo:

TeNP

7w € N'P-completa < { vr' e NPl o

En consecuencia, si un problema N P-completo pudiera ser resuelto en tiempo polinomial en-
tonces, los problemas de la clase NP podrian ser resueltos en tiempo polinomial. Andlogamente,
si un problema de la clase NP es intratable entonces, todos los problemas NP-completos son
intratables.

La clase de N'P-completos estd en el complementario de la clase P dentro de N'P.

NP
NP-completa :

Figura 1.2: Clases de problemas de decision

Proposicion 1.3.15 Dados dos problemas de decisién w1, mo € N'P, entonces:

m € N'P-completa

} = my € N'P-completa
T &L T

Esta proposicién permite demostrar facilmente cuando un problema de decisién es NP-
completo. El procedimiento para demostrar que 7 es N'P-completo serfa el siguiente:

1. Te NP

2. dn’ € N'P-completa tal que 7’ o 7

La cuestién que queda pendiente es si existe al menos un problema de decisién que sea NP-
completo. La respuesta a esta pregunta es afirmativa y el resultado que se conoce como Teorema
de Cook.

A parte de esta clase de problemas de decisién existen otros problemas que son tan “duros”
como los N'P-completos. Aparece el concepto de problema NP-duro para problemas generales.

Un problema de optimizacion ¢ busqueda estd formado por un conjunto de entradas y para
cada entrada un conjunto de soluciones. Diremos que un algoritmo resuelve un problema de
bisqueda si dada una entrada devuelve respuesta negativa cuando no existe ninguna solucién y
en otro caso proporciona una de sus soluciones.

Es posible generalizar el concepto de transformacién polinomial para problemas de bisqueda.
Esta generalizacién estd motivada por la observacién de que cualquier transformacion polinomial
entre dos problemas de decisién proporciona un algoritmo polinomial que resuelve el primero a
partir de uno, también polinomial, que resuelve el segundo.
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Dados dos problemas de optimizacién o buisqueda 7 y «’, una reduccion de Turing polinomial
de m a " es un algoritmo A que resuelve 7 utilizando una hipotética subrutina S para resolver
7' de forma que, si S fuera un algoritmo polinomial para 7', entonces A seria un algoritmo
polinomial para 7. Si existe una reduccién de Turing polinomial de 7 en 7’ escribiremos 7 ocp 7.

Un problema de bisqueda 7 es NP-duro si existe un problema N7P-completo L tal que
L ocr w. Evidentemente se puede observar que un problema N P-duro no puede resolverse
utilizando un algoritmo polinomial, a menos que P = NP.

Introducimos a continuacion los conceptos fundamentales sobre heuristicas y metaheuristicas.
Debe hacerse notar que en la segunda parte de esta memoria se utilizardn fundamentalmente
las metaheuristicas simulated annealing y los algoritmos genéticos.

1.4 Heuristicas

El conocimiento de que un problema es dificil de resolver es instructivo. Puede incluso ser ttil
si evita que desperdiciemos tiempo buscando un algoritmo que probablemente no exista. Sin
embargo, esto no hace que el problema desaparezca. En ocasiones, se debe hallar algtin tipo de
solucién para el problema, tanto si es dificil como si no. Estos son los dominios de la heuristica
y de los algoritmos aproximados, (ver [85]).

Al hablar de algoritmos heuristicos o simplemente heuristicas, nos referimos a un proce-
dimiento que puede producir una buena solucién para nuestro problema, incluso una solucién
Optima si somos afortunados, pero que por otra parte puede no producir una solucién, o dar
lugar a una que no sea precisamente 6ptima, si no lo somos. La heuristica puede ser probabilis-
tica o determinista. Por otra parte, puede haber casos para los cuales la heuristica, tanto si es
probabilisitca como si no, nunca producird una solucién.

Reservamos el término algoritmo aprorimado para un procedimiento que siempre proprocione
algin tipo de solucién para el problema, aun cuando quizd no llegue a encontrar la solucién
o6ptima. Para que sea 1til, también debe ser posible calcular una cota bien de la diferencia, bien
de la razoén entre la solucién 6ptima y la producida por el algoritmo aproximado.

1.4.1 Algoritmos exactos y heuristicas

Sea el problema de optimizacién combinatoria 7w y sea S;(I) el conjunto de soluciones factibles
asociado a un ejemplo I € D, . Se introduce el valor de la funcién objetivo m(I, o) asociado a
la solucién o € Sx(I). La solucién éptima o* debe verificar, (en un problema de minimo):

mx(I,0%) <mg(I,0) Vo e S:(I) (1.4.7)

Al valor m(I,0*) se le denomina OPT(I).

Definicion 1.4.1 Un algoritmo A se dice que es una heuristica o algoritmo aproximado para el
problema de optimizacion combinatoria m cuando VI € D, encuentra en tiempo razonable una
solucion factible o € Sy(I). Obviamente, se verifica A(I) =my(I,0) > OPT(I).
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La cuestién es cémo se aproxima A(I) al valor OPT,(I). Evidentemente, si el problema
de decisién asociado a 7 es de la clase P, el algoritmo polinomial correspondiente serfa una
heuristica verificando A(I) = OPT,(I) para cualquier ejemplo I € D,. Sin embargo, cuando el
problema sea de la clase NP, el algoritmo no deterministico polinomial no puede ser utilizado
como algoritmo; en este caso hay dos opciones bédsicas:

e Algoritmos exactos: Disefiar un algoritmo de busqueda exacto que recorra todas las
soluciones, (enumeracién explicita), o parte de ellas, (enumeracién implicita). Este enfoque
s6lo vale para problemas de tamano reducido.

e Algoritmos aproximados y/o heuristicas: Buscan una buena solucién aunque no sea
la 6ptima en un tiempo reducido y no pueden asegurar la optimalidad al no recorrer
explicitamente todas las soluciones.

Serfa deseable poder medir el grado de aproximacién de este tipo de algoritmos. Se distinguen
asf las medidas a prior: y las medidas a posteriori.

Medidas de aproximacion a priori

Cociente R4(I): Se define este cociente a partir del problema de minimizacién 7 y de un
algoritmo A :

A()

Rall) = OPT,(I)

(1.4.8)

En el caso de maximizacién se define de forma inversa de forma que, en cualquier caso, se
verifique R4 (1) > 1. Al depender del ejemplo I € Dy, sélo es valido cuando se conozca el 6ptimo,
por lo que limita fuertemente su validez. Seria m4s interesante que no dependiera del ejemplo
para que tuviera una validez general. En esa linea se define el siguiente indice.

Cociente de comportamiento absoluto R4: Se define segtn:
RA:Inf{T2 1/ RA(I) <r VIEDW} (1.4.9)

Es muy dificil, sin embargo, identificar este indice para una heuristica concreta A que resuelve
un problema de optimizacién 7, puesto que debe acotar la funcién objetivo de cualquier ejemplo
1€ D,.

Ejemplo 1.4.2 FEl problema a resolver es el del viajante en el plano euclideo TSPg. Se consid-
era un grafo completo. La heuristica se basa en el drbol soporte de minimo peso y se detalla a
continuacion.
1. Determinar el drbol soporte de minimo peso. Al representarse en el plano los vértices y
al ser la distancia euclidea el grafo es planar.

2. Duplicar las aristas del darbol generador para garantizar la existencia de un circuito eule-
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Figura 1.3: Arbol de soporte minimo y recorrido hamiltoniano

71aN0 que visite todas las aristas y en consecuencia, todos los vértices.
3. Determinar el recorrido hamiltoniano a partir del circuito euleriano:

(a) Determinar un vértice de partida.

(b) Recorrer en el sentido contrario de las agujas del reloj las aristas del circuito euleriano
mientras no se repitan vértices hasta llegar al vértice inicial.

(c) Cuando se llegue a un vértice visitado ir directamente, (sin utilizar aristas del drbol
soporte), al siguiente vértice no visitado siguiendo la ordenacion del circuito euleriano
indicada anteriormente.

Formalmente, sea I un ejemplo del problema citado, sea MST(I) el peso del arbol generador
de peso minimo, sea A(I) la longitud del recorrido determinado por la heuristica anterior y, por
dltimo, sea OPT(I) la longitud del recorrido minimo del problema del viajante para el ejemplo
1. Por construccion del darbol generador, se verifica:

MST(I) < OPT(I) VI € Drsp,
A continuacion se demuestra que
OPT(I) <2-MST(I) VI € Drgp,

de forma que Rq = 2.

El caso limite seria el de un grafo con tres vértices alineados y a una distancia unidad entre
dos consecutivos. En este caso MST(I) =2 y A(I) = 4.

En general, sin embargo, la determinacién de este cociente puede ser muy dificil, puesto que
se calcula para todos los ejemplos del problema. Se utilizan otras medidas que dependen del
ejemplo en cuestion; son las medidas a posteriori.

Medidas a posteriori

Suelen ser més ajustadas que las anteriores y estdn basados en los resultados obtenidos para dis-
tintos ejemplos del problema en cuestion. La dificultad estriba en el conocimiento de la solucién
exacta del problema. Esta serd la medida utilizada para el estudio de los mecanimos heuristicos
que proponemos en esta memoria.
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Basdandose en determinados ejemplos aportados por la comunidad cientifica, se pueden eva-
luar empiricamente las heuristicas. Es lo que se denomina andlisis medio en contraposiciéon
al andlisis del peor de los casos que caracteriza los indices a priori. A continuacién y para
terminar esta seccién se estudian los algoritmos iterativos, voraces, probabilistas y paralelos.
Posteriormente, se estudiaran las meta-heuristicas que permiten construir diferentes algoritmos
aproximados: Temple simulado, Algoritmos genéticos o evolutivos y con Hormigas, Busqueda
Tabu, Grasp.

El término metaheuristica, fue acunado en 1986 por Glover, (ver [52]), al introducir la
bisqueda tabi. Una metaheuristica es una estrategia que rige y controla un conjunto de heurfs-
ticas y/o algoritmos aproximados. Cuando se disena una metaheuristica hay un conjunto de
pardmetros que, al variar sus valores, determinan el conjunto de heurfsticas asociadas.

Desde el punto de vista operativo, una metaheuristica se puede entender como un procedi-
miento parametrizado. La codificacién de una metaheuristica permite aplicar sin ningiin esfuerzo
computacional gran cantidad de heuristicas.

1.4.2 Algoritmos Iterativos

El esquema general de los algoritmos iterativos es muy simple: a partir de una solucién factible,
construir otra mejor e iterar este proceso de mejora hasta verificar cierto criterio de parada.

Sea 2! € X la solucién factible inicial. A partir de 2* € X, se construye otra z*¥+t1 = h(z2*) €
X verificando f(2**1) < f(2*) donde f() es la funcién objetivo del problema de minimizacién.
La eleccién de la funcién k() y el valor inicial 2! caracterizan el método iterativo.

Un caso particular de métodos iterativos son los algoritmos vecinales. Para cada solucién
factible x € X se define el conjunto de soluciones vecinas V (z) y a partir de una distancia A se
limita este conjunto

i) ={y € X / d(z,y) <A} (1.4.10)

Los algoritmos vecinales eligen ¥+1 € Vy(2%).

1.4.3 Algoritmos Voraces (greedy)

A diferencia de los métodos iterativos, que parten de una solucién factible y la mejoran en cada
iteracién, los métodos voraces van construyendo paso a paso la solucién de forma que hasta el
final no se tiene una solucién factible. El nombre se justifica al tratar en cada paso de aportar
lo mejor para la solucién éptima.

Generalmente, los algoritmos voraces y los problemas que éstos resuelven se caracterizan por
la mayorfa de las propiedades siguientes:

Tenemos que resolver algin problema de forma éptima. Para construir la solucién de nuestro
problema, disponemos de un conjunto de candidatos. A medida que avanza el algoritmo, vamos
acumulando dos conjuntos. Uno contiene candidatos que ya han sido considerados y selecciona-
dos, mientras que el otro contiene candidatos que han sido considerados y rechazados. Existe
una funcién que comprueba si un cierto conjunto de candidatos constituyen una solucidn de
nuestro problema, ignorando si es o no éptima por el momento. Hay una segunda funcién que
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comprueba si un cierto conjunto de candidatos es factible , esto es, si es posible 0 no completar el
conjunto anadiendo otros candidatos para obtener al menos una solucién de nuestro problema.
Hay otra funcién mds, la funcidn de seleccidn, que indica en cualquier momento cudl es el més
prometedor de los candidatos restantes, que no han sido seleccionados ni rechazados. Por tltimo,
existe una funcidn objetivo que da el valor de la solucién que hemos hallado.

Para resolver nuestro problema, buscamos un conjunto de candidatos que contituya una
solucién, y que optimice el valor de la funcidn objetivo. Los algoritmos voraces avanzan paso a
paso. Inicialmente, el conjunto de elementos seleccionados estd vacio. Entonces, en cada paso se
considera anadir a este conjunto el mejor candidato sin considerar los restantes, estando guiada
nuestra eleccién por la funcién de seleccién. Si el conjunto ampliado de candidatos seleccionados
ya no fuera factible, rechazamos el candidato que estamos considerando en ese momento. Sin
embargo, si el conjunto aumentado sigue siendo factible, entonces anadimos el candidato actual
al conjunto de candidatos seleccionados. Cada vez que se amplia el conjunto de candidatos
seleccionados, comprobamos si éste constituye ahora una solucién para nuestro problema. En
forma de pseudocédigo una algoritmos voraz lo podemos expresar de la siguiente manera:

[1]  funcidn voraz (C: conjunto) : conjunto

2] {S<0;

[3] mientras C # () y no solucion(S) hacer

[4] x < seleccionar(C);

[5] C—C\{x};

6] si factible (SU {x}) entonces S — SU {x};
[7] si solucidn(S) entonces return(S)

8] si_no return(”no hay soluciones”);

o}

Estd clara la razén por la cual tales algoritmos se denominan voraces: en cada paso, el
procedimiento selecciona el mejor bocado que puede tragar, sin preocuparse por el futuro. Nunca
cambia de opinién: una vez que un candidato se ha incluido en la solucién, queda alli para
siempre; una vez que se excluye un candidato de la solucién, nunca vuelve a ser candidato.

En el algoritmo de Kruskal para el problema del &rbol generador de minimo peso, en cada
paso se anade una arista que no forme ciclo con las anteriormente seleccionadas y que sea la de
menor peso no considerada hasta ese instante.

Desafortunadamente, no siempre se puede garantizar la optimalidad de la solucién obtenida
siguiendo este método. A continuacién se detalla un algoritmo de este tipo para el problema del
viajante.

Ejemplo 1.4.3 ALGORITMO DE LA CIUDAD MAS PROXIMA: Se supone la de-
sigualdad triangular, es decir, para cualquier grupo de tres ciudades a, b y ¢, se verifica siempre
d(a,c) < d(a,b) + d(b,c). El algoritmo se basa en escoger, a partir de una ciudad inicial, la
ciudad mds proxima a ella que no haya sido visitada y construir ast el recorrido hasta unir la
ultima con la primera.
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1.4.4 Algoritmos Probabilistas

Cuando un algoritmo se enfrenta a una decisién, a veces es preferible seguir un curso de accién
aleatorio, en lugar de invertir tiempo en determinar cudl de las alternativas es la mejor. Esta
situacién se produce cuando el tiempo necesario para determinar la opcién 6ptima es excesivo
en comparacién con el tiempo que se ahorra de andlisis en el caso medio al tomar esta decisién
optima.

La caracteristica fundamental de los algoritmos probabilistas es que un mismo algoritmo se
puede comportar de forma distinta cuando se aplica dos veces a un mismo caso. Su tiempo de
ejecucion, e incluso el resultado obtenido, puede variar considerablemente entre usos consecu-
tivos. Esto se puede explotar de muchas maneras. Por ejemplo, no se permite que un algoritmo
determinista pierda el control, (bucle infinito, divisién por cero) porque si hace esto en un caso
dado, entonces nunca se podrd resolver ese caso con ese algoritmo. Por contraste, este compor-
tamiento es admisible para un algoritmo probabilista siempre y cuando se produzca con una
probabilidad razonablemente pequenia en cualquier caso dado: si el algoritmo se atasca, basta
reiniciarlo para ese mismo caso y dispondremos de una nueva oportunidad de éxito. Otra ventaja
de este enfoque es que si hay méds de una respuesta correcta, se pueden obtener varias diferentes
ejecutando el algoritmo probabilista mds de una vez; un algoritmo determinista siempre llega a
la misma respuesta, aunque por supuesto se puede programar para buscar varias.

Otra consecuencia del hecho de que los algoritmos probabilistas se puedan comportan de
forma distinta cuando se ejecutan dos veces con las mismas entradas es que algunas veces les
permitiremos que produzcan resultados erréneos. Supuesto que esto suceda con probabilidad
suficientemente pequena en cualquier caso dado, basta invocar el algoritmo varias veces sobre
el caso deseado para llegar a una confianza arbitrariamente grande de que se ha obtenido la
respuesta correcta. Por constraste, un algoritmo determinista que da respuestas erréneas con
algunas entradas es inadmisible para la mayoria de las aplicaciones, porque siempre fallard en
esas entradas.

Hay tres categorias de algoritmos probabilistas; los dos primeros no garantiza la correccién
del resultados y sin embargo el tercero si:

Algoritmos numéricos

Estos algoritmos producen un intervalo de confianza de la forma “con una probabilidad del 90%,
la respuesta correcta es 59 + 3”. Cuanto més tiempo se conceda a estos algoritmos numeéricos,
mds preciso es el intervalo. Las respuestas de opinién ofrecen un ejemplo familiar de este tipo
de respuestas.

Algoritmos de Monte Carlo

Los denominados algoritmos de Monte Carlo dan la respuesta exacta con una elevada probabi-
lidad, aunque a veces proporcionan una respuesta incorrecta. En general, no se puede saber si
la respuesta proporcionada por un algoritmo de Monte Carlo es correcta, pero se puede reducir
arbitrariamente la probabilidad de error dando més tiempo al algoritmo. Como ejemplo de este
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tipo de algoritmos damos a continuacién un algoritmo para la comprobacién de primalidad.

Comprobacion de primalidad. Es posible que el algoritmo de Monte Carlo méas famoso
sea el que decide si un entero impar dado es o no primo. La comprobacién de primalidad es un
tema crucial en la criptografia moderna.

La historia de la comprobacién probabilista de primalidad tiene sus raices en Pierre de
Fermat, el padre de la Teorfa de los Nimeros moderna. En 1640 enuncié el teorema siguiente,
que a veces se denomina teorema menor de Fermat:

Teorema 1.4.4 (Fermat). Sea n un primo. Entonces ™! mod n = 1 para cualquier entero
atal quel <a<n-—1.

Considérese ahora la version contrapositiva del teorema de Fermat: si n y a son enteros tales
que 1 <a<n-1ysia! modn # 1 entonces n no es primo. Esto sugiere el siguiente
algoritmo probabilista para la comprobacién de primalidad. Suponemos que n > 2:

[1] funcidn MonteCarlo (n: entero) : booleano
2] {a < uniforme(l..n — 1);

[3] si (@"'modn = 1) entonces return(true);
[4] si_no return(false);

5}

. Qué se puede decir, sin embargo, si MonteCarlo(n) devuelve el valor true? Para concluir
que n es primo, necesitarfamos el reciproco y el contrapositivo del teorema de Fermat. Este
resultado dirfa que a® ! mod n nunca es igual a 1 cuando n es compuesto y 1 < a < n — 1.
Desafortunadamente, esto no es cierto, porque 1"~! mod n = 1 para todo n > 2. Un entero
atal que 2 < a <n—2yquea” ! mod n = 1 se denomina testigo falso de primalidad
para n si de hecho n es compuesto. Sin embargo, los testigos falsos son bastantes escasos,
aunque existen nimeros compuestos que admiten una proporcién significativa de falsos testigos.
Afortunadamente, una pequena modificacién de la comprobaciéon de MonteCarlo resuelve esta
dificultad, (ver [17]).

Algoritmos de Las Vegas

Los algoritmos de Las Vegas toman decisiones probabilistas como ayuda para guiarse mas ra-
pidamente hacia una solucién correcta. A diferencia de los algoritmos de Monte Carlo, nunca
proporcionan una respuesta incorrecta. Hay dos categorias principales de algoritmos de Las
Vegas:

1. Puede utilizarse la aleatoriedad para guiar su bisqueda de tal manera que se garantice una
solucién correcta aun cuando se tomen decisiones poco afortunadas: si esto ocurriera, tan
s6lo necesitardn mas tiempo. Este tipo de algoritmos suele utilizarse cuando un algoritmo
determinista conocido para resolver el problema en cuestién es mucho més rdpido en el
caso promedio que en caso peor. Al incorporar un elemento aleatorio, se permite a los
algoritmos de Las Vegas reducir, y a veces eliminar, esta diferencia entre casos buenos
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y malos. Un ejemplo prodria ser el algoritmo de ordenacién Quicksort, tomando como
elemento pivote un elemento aleatorio en el rango del problema.

. La otra categoria de algoritmos de Las Vegas se caracteriza por tomar de vez en cuando
decisiones que los llevan a un callején sin salida. Se pide que estos algoritmos sean capaces
de reconocer su situacién, en cuyo caso se limitardn a admitir el fallo. Este comportamiento
seria intolerable en un algoritmo determinista, por cuanto supondria que no serfa capaz de
resolver el caso considerado. Sin embargo, la naturaleza probabilista de los algoritmos de
Las Vegas hace que esta admision de fallo sea aceptable siempre y cuando no se produzca
con excesiva probabilidad: cuando se produzca un fracaso basta con volver a aplicar el
mismo algoritmo al mismo caso para tener una nueva posibilidad de éxito.

Cuando se permite que falle un algoritmo de Las Vegas, es més cémodo representarlo
en la forma de un procedimiento que en forma de una funcién. Esto permite tener un
pardmetro de salida ézito, que recibe el valor verdadero si se obtiene una solucién, o falso
en caso contrario. La llamada tipica para resolver el caso X es LV(X,y,éxito), donde el
parametro de salida y recibe la solucién siempre que éxito reciba el valor verdadero.

Sea p(z) la probabilidad de éxito del algoritmo cada vez que se le pide que resuelva
el caso x. Para que un algoritmo merezca el nombre “Las Vegas”, exigimos que p(z) > 0
para todo caso x. Es atin mejor si existe una constante 6 > 0 tal que p(z) > ¢ para todo
caso x, puesto que en caso contrario el nimero esperado de repeticiones antes del éxito
podria crecer arbitrariamente con el tamano del caso.

Consideremos el algoritmo siguiente:

[1] funcidn RepetirlLV(x);

2] repetir

[3] LV(x,y, éxito);

4] hasta que (éxito==true);
5] return(y);

Dado que cada llamada LV(X) tiene una probabilidad de éxito p(x), el mimero esperado
de pasadas por el bucle es 1/p(x). Un pardmetro mds interesante es el tiempo esperado
t(x) antes de que RepetirLV(x) tenga éxito. Se puede pensar a primera vista que t(x)
es simplemente 1/p(x) multiplicado por el tiempo esperado que requiera cada llamada a
LV(X). Sin embargo, un an4lisis correcto debe considerar por separado el tiempo esperado
tomado por LV(X) en caso de éxito y en caso de fracaso. Denotemos estos tiempos esperados
mediante s(x) y f(x).

Con probabilidad p(z), la primera llamada a LV(X) tiene éxito al cabo de un tiempo
esperado s(z). Con probabilidad 1 — p(z), la primera llamada a LV(X) fracasa al cabo
de un tiempo esperado f(z). Después, volvemos al punto de partida, y seguimos estando
a un tiempo esperado t(z) del éxito. El tiempo esperado total en este caso es por tanto
f(z) + t(x). Por tanto tenenos:

t(x) = p(x)s(z) + (1 = p(x))(f(2) + t(x)) (1.4.11)
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que se resuelve facilmente

———f(x) (1.4.12)

1.4.5 Algoritmos Paralelos

En otras partes de esta memoria suponemos implicitamente que nuestros algoritmos se ejecu-
tan en una mdaquina que sélo puede ejecutar una instruccién a la vez. Por supuesto, cualquier
méquina moderna simultanea el cdlculo con las operaciones de entrada/salida. Muchas de ellas
simultanean también distintas operaciones aritméticas cuando se calcula una expresién, de tal
manera que las sumas, por ejemplo, se pueden efectuar en paralelo con las multiplicaciones.
Si consideramos esta posibilidad, entonces podemos tener la esperanza de acelerar algunos de
nuestros algoritmos.

Las computadoras capaces de efectuar estos cdlculos en paralelo no estdn todavia muy ex-
tendidas. Sin embargo, su nimero crece, y el interés por los algoritmos paralelos, que aprovechan
esta capacidad, también.

1.5 Metaheuristicas

El auge que experimentan los procedimientos heurfsticos se debe sin duda a la necesidad de
disponer de herramientas que permitan ofrecer soluciones rdpidas a problemas reales. Es im-
portante destacar el hecho de que los algoritmos heuristicos, (por si solos), no garantiza la
optimalidad de la solucién encontrada, aunque su propdsito es encontrar una solucién cercana al
6ptimo en un tiempo razonable. Sin embargo, la gran cantidad de publicaciones donde proble-
mas de gran dificultad son resueltos con gran rapidez, (en muchos casos 6ptimamente), avalan
estos métodos.

Dentro de las técnicas heuristicas podemos encontrar diversos métodos, tales como: Méto-
dos constructivos, de descomposicién, de reduccién, de manipulacién del modelo y de bisqueda
local. Tradicionalmente para resolver un problema dado se disefiaba un algoritmo especifico que
pertenecia a algunos de los métodos enumerados. Hoy dia, el interés primordial de los investi-
gadores del drea es el de disenar métodos generales que sirvan para resolver clases o categorias de
problemas. Dado que estos métodos generales sirven para construir o guiar el diseno de métodos
que resuelvan problemas especificos se les ha dado el nombre de Metaheuristicos. Los pofesores
Osman y Kelly (1995) introducen la siguiente definicién:

“Los procedimientos Metaheuristicos son una clase de métodos aprorimados que estdn dise-
nados para resolver problemas dificiles de optimizacion combinatoria, en los que las heuristicas
clasicas no son ni efectivos ni eficientes. Las Metaheuristicas proporcionan un marco general
para crear nuevos algoritmos hibridos combinando diferentes conceptos derivados de: inteligen-
cia artificial, evolucion bioldgica y mecanismos estadisticos.”

En estas paginas vamos a abordar los procedimientos Metaheuristicos més utilizados y re-
conocidos en Optimizacién Combinatoria: Recocido Simulado, (simulated annealing), Algoritmos
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Genéticos, Busqueda Tabi, Ant System, (Algoritmos con Hormigas), GRASP. Los dos primeros
serdn utilizados en las metaheuristicas propuestas en esta memoria.

1.5.1 Simulated Annealing

Considerando los problemas de optimizaciéon combinatoria como problemas que buscan el 6ptimo
global, se pueden incluir procedimientos de bisqueda estocdstica como alternativas heuristicas.
El temple simulado traduccién del término inglés simulated annealing, se basa en determinados
principios de termodindmica.

Esquema general del método

Un problema de optimizacién combinatoria puede plantearse de la siguiente forma:

Dado un espacio finito de configuraciones o soluciones S = {x1,...,Z}, donde m es la
dimensién de dicho espacio, dada una funcién de costes C' : S — R, determinar z* € S tal que
C(z*) <C(x) VYxelb.

Para entender mejor el temple simulado, se recuerda el esquema general de un algoritmo de
minimizacién local.

Algoritmo de minimizacién local

Seax €S
[1] Repetir
2] {Genera y € V(x) C S;
[3] Evalla 6 = C(y) — C(x);
[4] si (6 < 0) entonces z « y;
[5] tHasta que C(y) > C(x) Yy € V(z);

El problema que tiene este esquema es que depende fuertemente de la solucién inicial elegida.
Por tanto una solucién puede quedar atrapada en un minimo local y no llegar nunca al minimo
global.

El temple simulado introduce una variable de control T, (denominada temperatura), que
permite, con una cierta probabilidad, empeorar la funcién objetivo para asi salir de una hondo-
nada donde ha podido quedar atrapado un minimo local. Esta probabilidad se denomina funcion
de aceptacidn y normalmente se evalia segun:

() (1.5.13)

siendo 6 el incremento o empeoramiento de la funcién objetivo.

La estrategia del temple simulado es comenzar con una temperatura inicial alta, lo cual
proporciona una probalidad también alta de no mejora. En cada iteracién se va reduciendo
la temperatura y por tanto las probabilidades son cada vez méds pequenas conforme avanza el
procedimiento y nos acercamos a la solucién 6ptima. De este modo, inicialmente se realiza una
diversificacién de la busqueda sin controlar demasiado el coste de las soluciones visitadas. En
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iteraciones posteriores resulta cada vez mads dificil aceptar malos movimientos, y por tanto se
produce un descenso en el coste. A igualdad de incremento, la probabilidad de aceptarlo es
mayor para valores de T" altos; en el caso limite 7' = oo se acepta cualquier empeoramiento del
coste; en el valor limite T' = 0 no acepta ningin incremento de la funcién objetivo y se tendria
el esquema normal de minimizacién local.

La probabilidad se introduce a partir de nimeros aleatorios w siguiendo la distribucién
U(0,1). El esquema bésico del temple simulado seria el que resulta de incluir esta modificacion,
(variando el pardmetro 7" desde un valor positivo hasta el valor nulo), en el algoritmo anterior.

Algoritmo de recocido simulado homogéneo

Six € S es la configuracion inicial y 7' > 0 la temperatura inicial, el esquema general del temple
simulado es el siguiente:

[1] Repetir
2] {Repetir
[3] {Genera solucidn y € V(x) C S;
[4] Evalla 6 — C(y) — C(z);
[5] si (6 < 0) entonces z «— y
6] si_no
7] si ((§>0) A (U(0,1) < (7)) entonces = — y;
[8] n«+«n-+ l;
9] tmientras (n < N(T)
[10] Disminuir T;
[11] tmientras (parada==false);

Analogia fisica del recocido simulado

El nombre se justifica por el templado o enfriado controlado con el que se producen determi-
nadas sustancias; es el caso, por ejemplo, del proceso de cristalizacién del vidrio. Inicialmente, a
temperaturas muy elevadas, se produce una amalgama liquida. En este liquido las particulas se
configuran aleatoriamente. El estado sélido se caracteriza por tener una configuracién de minima
energia y es una configuracién concreta, (el minimo global). Para alcanzar esta configuracion,
es preciso templar la amalgama lentamente, puesto que un enfriamento sibito obstaculizaria el
proceso y se llegaria a una configuracién distinta a la esperada, (un minimo local distinto del
minimo global).

El temple simulado se puede considerar como una variacién de la simulacién de Monte Carlo:
en 1953, Metropolis simulé el comportamiento de una coleccién de dtomos a una cierta tempe-
ratura. En cada iteracién, cada dtomo es sometido a un desplazamiento aleatorio que provoca
un cambio global en la energia del sistema (6). Si 6 < 0, se acepta el cambio; en caso contrario,
el cambio se acepta con una probabilidad e(=9/K87T) giendo Kp la constante de Boltzman y
T la temperatura absoluta. Para un nimero grande de iteraciones el sistema alcanza el equili-
brio en cada temperatura, y la distribucién de probabilidad del sistema sigue la distribucién de
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Boltzman:

1 ZE
eKBT
Z(T)

P{Xr=i}=

_E;

siendo F; la energia del estado i y Z(t) la constante de normalizacién Z(t) = Sie P A la
—5

., KpT . ., ., . .
funcién e se la denomina funcién de aceptaciéon y asegura que el sistema converja a la
distribucién de Boltzman.

Implementacion del método

Dado un problema de optimizacién, es preciso adaptarlo al esquema descrito anteriormente, lo
que se consigue concretando los siguientes aspectos:

e Adaptacion del problema:
- Conjunto S de configuraciones o soluciones factibles del problema.
- Funcién de coste C.
- Vecindad de cada configuracion.

- Configuracién inicial.

e Estrategia de templado:
- Temperatura inicial.
- Disminucién de la temperatura en cada iteracion, (por ejemplo T'= oT (0 < a < 1)).
- Ndmero de iteraciones de cada temperatura N (7).

- Criterio de parada.

A continuacién exponemos a modo de ejemplo un algoritmo que utiliza la metaheuristica de
temple simulado para el problema del viajante.

Ejemplo 1.5.1 ALGORITMO DE CERNY: Sea n el nimero de ciudades y sea d;j la
matriz de distancia n X n no necesariamente simétrica. El conjunto de configuraciones es el
conjunto de permutaciones de n elementos:

S ={(s1,.,8n)}

La funcidn de coste es

n
C(Sla ceey Sn) = dsn,81 + E :dsk,3k+1
k=1
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El algoritmo quedaria de la siguiente forma:
v Configuracion inicial: (si,...,sy).

v Temperatura inicial: T.

[1] Inicio
2] (Cqs vy €n) —(S1, ..., Sp);
3] d — C(Cy, .-, Cp)s
[4] Repetir disminuyendo 7 hasta parada
6] {Desde 1 =1 hasta n
[7] {Generar j < {1,.,n} J#1I;
8] / * Generar configuracién vecina j — ésima (t1,...,tn) * /
9] ip— Min{i,j};
[10] Jo— Max{i,j};
[11] tk<— ck k=1,.., io—l;
[13] t—ck kK=Jjo+1,...m;
[14] d'—C(t,.... t,); /
[15] si (d<d) Vv (d>d A u<el™5))) entonces
[16] {d—d;
{17} }(cl, e Cp) — (g, s
16
17 }
18] }
[19] fin

1.5.2 Algoritmos Genéticos

Los algoritmos genéticos estén basados en los mecanismos de la genética y la seleccién natural.
Como se verd més adelante, es la tinica metaheuristica que trabaja simultdéneamente con conjun-
tos de soluciones factibles, que las considerard como individuos de una poblacién que se cruza,
reproduce y puede incluso mutar para sobrevivir.

Fueron introducidos por Holland en 1975 en su trabajo “Adaptation in Natural and Artificial
Systems” [60]. El objetivo de su investigacion era doble: por un lado, explicar de forma rigurosa
los procesos de adaptacién natural en los seres vivos; y, por otro lado, disenar programas de
ordenador basados en dichos mecanismos naturales.

Introduccién

Durante las iltimas décadas ha habido un creciente interés en algoritmos basados en el principio
de la evolucién, (supervivencia del més apto). Entre los algoritmos evolutivos més conocidos se
incluyen los algoritmos genéticos, ([29, 55, 40]), programacién evolucionaria, ([43]), estrategias
evolutivas, ( [7, 74]) y programacién genética, ([69]). El conjunto de estas técnicas se agrupa
bajo el nombre de computacion evolucionaria.
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Los algoritmos evolutivos son métodos robustos de bisqueda, que permiten tratar problemas
de optimizacién donde el objetivo es encontrar un conjunto de pardmetros que minimizan o
maximizan una funcién de adaptacién. Estos algoritmos operan con una poblacién de individuos
A(t) = {azfi, e :ch}, para la iteracién ¢, donde cada individuo z! representa un punto de biisqueda
en el espacio de las soluciones potenciales a un problema dado. El objetivo de un individuo x;
se evalia segin una funcién de aptitud f(z;). Esta funcién permite ordenar del mejor al peor
los individuos de la poblacién.

La poblacién inicial evoluciona sucesivamente hacia mejores regiones del espacio de bisqueda
mediante procesos probabilisticos de:

1. Seleccion de los individuos més adaptados en la poblacién, (a mayor grado de adaptacién
mayor probabilidad de dejar descendencia).

2. Modificacién por recombinacién y/o mutacién de los individuos seleccionados.

La estructura del algoritmo evolutivo bésico es la siguiente:

[1]  Inicio

2] {t<0;

[3] Inicializar(A(t));

[4] Evaluar(A(t));

[5] Mientras(no parada)

[6] {t—t+1;

[7] Seleccionar A(t) a partir de A(t-1);
8] Recombinar y/o mutar A(t);
9] Evaluar A(t);

[10] }

11}

Veamos los elementos que determinan la seleccién y modificacién de los individuos, asi como
las diferentes variantes de éstos.

Algoritmo genético simple

El algoritmo genético simple se aplica a problemas de optimizaciéon de pardmetros continuos de
la forma:

min f(zr1, Tk2, o, Thn), T € liyw) €R, i<y, Vi=1,..n (1.5.14)

donde cada componente xg; tiene un dominio definido por una cota inferior [; y una cota superior
u;, y por lo tanto el espacio de biisqueda es un subconjunto de R™.

A continuacion se especifica un algoritmo genético simple y se explican brevemente sus fun-
damentos.



28 Complejidad, problemas AP-duros y algoritmos aproximados

1. Representacion de la Funciéon de Adaptacion

Un punto de bisqueda que se denota como Ty = (zk1, T2, ..., Tkn ), Se representa mediante
una tira binaria, (binary string). Cada una de las n componentes del vector Ty se codifica
en binario usando b bits. Luego, las representaciones binarias de cada pardmetro se con-
catenan en una sola tira, obteniéndose individuos de largo | = nb bits.

El algoritmo genético considera una poblacién inicial de M tiras binarias de largo I,
generadas aleatoriamente. Para evaluar estos individuos se requiere decodificar cada com-
ponente representada en binario al entero correspondiente entre 0y 2°—1 y luego reescalarlo
en el intervalo real correspondiente al dominio de esa componente segtin la férmula 1.5.14.
Durante el proceso evolutivo, el algoritmo genético genera una nueva poblacién de tamano
M a partir de la poblacién actual y evalia las aptitudes de los nuevos individuos.

2. Operador de de Seleccion

El mecanismo de selecciéon permite orientar la bisqueda a aquellos puntos més destacados,
es decir, con la mayor adapatacién abservada hasta el momento. El operador de seleccién
genera a partir de la poblacién actual una poblacién intermedia del mismo tamano, re-
produciendo con un mayor nimero de copias a los individuos mds aptos y eliminando
o asignando un menor nimero de copias a los individuos menos aptos. El operador de
seleccién no produce puntos nuevos en el espacio de bisqueda, sino que determina qué
individuos dejaran descendencia y en que cantidad en la préxima generacién.

El algoritmo genético simple utiliza una regla se supervivencia probabilista. En analogia
con un problema de teoria de juegos, (multi-armed bandit problem), John Holland postulé
que la estrategia 6ptima de seleccién consiste en aumentar exponencialmente el niimero
de copias del mejor individuo observado respecto al peor. Este método se conoce como
seleccién proporcional.

e SELECCION PROPORCIONAL: La probabilidad de seleccién p;; del i-ésimo indi-
viduo en la poblacién A(t) depende de la adaptacién relativa de éste con respecto a
la poblacién:

fi
> [
7j=1

it = (1.5.15)

donde f; es la adaptacién del j-ésimo individuo. El nimero esperado de copias N,
del ¢-ésimo individuo en la préxima generacion es:

N [i] = Mpi = é (1.5.16)

Ji

donde f; es la adapatacién promedio de la poblacién A(t) y M es el tamaiio de ésta.

La fase de seleccién de un algoritmo genético basado en valores esperados se
compone de dos partes: Determinacién de los valores esperados N, y conversién de
los valores esperados a nimeros discretos de descendencia, (muestreo). El algoritmo
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de muestreo debe mantener una poblacién constante y al mismo tiempo proveer de un
muestreo exacto, consistente y eficiente. El algoritmo de muestreo original propuesto
por Holland se conoce como método de la ruleta.

Método de la ruleta:

(a) Determinar la suma S de las adaptaciones de todas la poblacién.

(b) Relacionar uno a uno todos los individuos con segmentos contiguos de la recta
real [0, 5), tal que cada segmento individual sea igual en su tamano a su grado
de adaptacion.

(¢) Generar un nimero aleatorio en [0, .5).

(d) Seleccionar el individuo cuyo segmento cubre el mimero aleatorio.

(e) Repetir el proceso hasta obtener el nimero deseado de muestras.

El método de la ruleta sufre de una dispersion ilimitada, es decir la discrepancia
entre el nimero esperado de copias y el nimero real obtenido por el método de la
ruleta puede ser la maxima posible. El Muestreo estocdstico universal corrige esta
situacion [7].

Muestreo estocastico universal: Es andlogo a una ruleta con M punteros igual-
mente espaciados entre sf, de modo que con un solo lanzamiento se obtienen M
ganadores. El método no tiene sesgo y su dispersién es la minima posible. El algo-
ritmo es como sigue:

[1] sum—0;
2] ptr—rand() e N[i];
[3] For k=1 to M do
[4] Inicio
5] sum«—sum+N,[i];
6] while(sum > ptr) do
7] Inicio
8] selectind[i];
9] ptr — ptr +1;
[10] Fin
[11] Fin

donde N,[i] es el niimero esperado de copias para el individuo i-ésimo segun la fér-
mula 1.5.16. Debe tomarse en cuenta que éste método puede sélo reducir el error de
muestreo pero no eliminarlo completamente.

Por otra parte la determinacion del valor esperado mediante la férmula 1.5.16 es
muy sensible a la presencia de un individuo super adaptado en la poblacién actual,
pudiendo éste llevarse un elevado nimero de copias generacién tras generacion y
causar una convergencia prematura del algoritmo a un éptimo local, especialmente
para poblaciones pequenias. Una forma de resolver la convergencia por presencia de
superindividuos es usar seleccién por ranking.
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¢ SELECCION POR RANKING: El algoritmo de seleccién por ranking es como sigue:
(a) Ordenar la poblacién del mejor individuo, (x = 1), al peor, (z = M).
(b) Asignar un nimero de copias esperadas segin:

+_

a(z)=nt—(n (1.5.17)

donde
Seal@y=M, 1<npt<2 n =2-n (1.5.18)

siendo " el méximo valor esperado, (1.1 — 1.2 recomendado), y = minimo valor
esperado.

(c) Usar muestreo estocdstico universal para llenar la poblacion.

e SELECCION POR TORNEO: Este método de seleccién no se basa en valores espe-
rados y no requiere por lo tanto de un algoritmo de muestreo. El algoritmo es como
sigue:

(a) Escoger tamano de torneo ¢, (tipicamente ¢ = 2).
(b) Crear una permutacién aleatoria de M enteros.

(¢c) Comparar la adaptacién de los préximos g-miembros de la poblacién y seleccionar
el mejor.

(d) Si se acaba la permutacién, generar una una nueva permutacion.

(e) Repetir hasta llenar la poblacién.

Seleccién por torneos de tamano ¢ = 2 es andlogo a la seleccién por ranking con
n™ = 2, ya que ambos métodos asignan dos copias al mejor, cero copias al peor y una
al promedio.

Los distintos métodos de seleccién pueden ser analizados en términos de su presién
selectiva. Esta se mide como el inverso del tiempo requerido por el mejor individuo para
llenar la poblacién con copias de si mismo, cuando no actia otro operador genético.

Los métodos de seleccién se ordenan en orden creciente de presién selectiva, (para
valores estdndares de sus pardmetros), del modo siguiente: seleccién proporcional, ranking
y torneo [7].

3. Operador de Cruce

El operador de cruce, (crossover), es el operador de busqueda mds importante en los
algoritmos genéticos. Este es un operador que intercambia el material genético de un par de
padres produciendo descendientes que normalmente difieren de sus padres. La idea central
es que segmentos distintos de padres diferentes con alta adaptacién deberian combinarse
en nuevos individuos que tomen ventaja de esta combinacion.

El algoritmo genético explota las regiones con mayor adaptacién, ya que generaciones
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sucesivas de seleccién y cruce producen un nimero creciente de puntos en estas regiones.

El operador de cruce opera con probabilidad p,, (esto permite que en algunos casos no
haya cruce y se mantegan los padres). Dados 'y ¢ un par de padres, de largo [ bits, se
escoge aleatoriamente un punto k € {1,...,] — 1} y se intercambian los bits a la derecha de
esa posicién entre ambos individuos, obteniéndose los descendientes sy v, como se indica
a continuacion:

= (pla"apk—17Qk7"7qt) (1519)

]5_:: (pla -y Pk—1, Pk, "7pt) } — {
q= - <Q17"7qk717pk7"7pt)

(q17 -y qk—1, gk, "7Qt)

STV

El operador crossover de un punto, descrito mas arriba, sufre de un sesgo posicional ya
que un bit cercano al extremo derecho de la tira tiene una alta probabilidad de intercambio,
mientras que un bit en el extremo izquierdo tiene una baja probabilidad de intercambio.
El operador crossover binomial corrige este sesgo, intercambiando bits entre padres sobre
una base bit a bit, con probabilidad p € [0, 1] aleatoria, distinta para cada posicién.

4. Operador de Mutacion

En el algoritmo genético simple, el operador de mutacién juega un papel secundario, invir-
tiendo ocasionalmente un bit. Tasas de mutacién pequenas garantizan que un individuo no
difiera mucho de sus padres en el genotipo, (tira binaria). La mutacién sirve para evitar la
perdida de diversidad producto de bits que han convergido a un cierto valor para toda la
poblacién, y que por tanto no pueden ser recuperados por el operador de recombinacion.
El operador de mutacién invierte cada bit de la tira binaria sobre una base bit a bit con
probabilidad py,:

mip, (G142, @) = (4154355 01) s Vi€ {10}
donde

o qi SiT > Pm
q; = { |~ sir<po (1.5.20)

y 7 € [0, 1] uniformemente aleatorio, distinto para cada bit g;.

Concepto de esquema

Considerando las distintas soluciones del problema de optimizacién combinatoria como cadenas
de caracteres, existe un paralelismo con conceptos de genética: Cada caracter, (bit), es un gen;
la cadena de caracteres, (conjunto de 5 bits por ejemplo), es un cromosoma. De esta forma, las
modificaciones de las distintas soluciones se pueden interpretar como modificaciones genéticas
producidas por la reproduccién, cruce y mutacién de los genes de los cromosomas.

Con el fin de distinguir las caracteristicas de un individuo concreto de una generacion y las
de toda la generacién en concreto, se introduce el concepto de esquema.

Si se incorpora el valor * en los bits, identificando cualquiera de los valores 0 o 1, se representa
el conjunto de las 8 soluciones con 1 en los 2 bits de la izquierda como (11 * ).

Formalmente, se introduce la siguiente notacion:
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V ={0,1} es el alfabeto binario.

k es el nimero de caracteres de la cadena.

n es el tamano de cada generacién de individuos.

t es el indice de la generacién.

A(t) son los individuos de la generacién t-ésima.

V+ =V U{x} es el alfabeto extendido.

e H € V*tF es un esquema.
Para comparar los esquemas se introducen los siguientes conceptos:

Definicién 1.5.2 El orden de un esquema es el nimero de caracteres fijos de dicho esquema.
Se representa por o(H).

Definicién 1.5.3 La longitud de un esquema es la distancia entre las posiciones extremas de
los caracteres fijos. El primer cardcter es el de la izquierda y el dltimo el de la derecha. Se
representa por 6(H).

Si tenemos los esquemas H' = (0% % * ) y H? = (011 * 1%), entonces:

o(HY) =1 o(H?) =4
S(HY=1-1=0 §H*)=5-1=4

Teorema fundamental de los algoritmos genéticos

Este teorema estudia la evoluciéon temporal de los esquemas con el fin de analizar el com-
portamiento de los algoritmos genéticos. Estudia la evolucién de un esquema genético H con
el tiempo, con este objetivo introduce el nimero medio de individuos de la poblacién A(t)
pertenecientes al esquema H como m(H,t).

Segin se describié en la subseccién anterior si hay n individuos en la generacién t, es decir,
|A(t)| = n, la probabilidad de que sobreviva en la siguiente generacion el individuo i-ésimo con
aptitud f; es

b i
’ Zj fj

n
Se denomina fr = > f; la suma total de aptitudes de la generacién t-ésima.
i=1
Considerando inicialmente sélo el operador de seleccién, que genera un niimero aleatorio para
cada individuo de la poblacién A(t), se investiga cuantos de los m(H,t) individuos del esquema

H sobrevivirdn en la siguiente generacion:

m(H,t+1) = > {Prob{i — ésimo individuo generado € H}} (1.5.21)
=1

1=
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La probabilidad de generar un individuo del esquema H es

2jen i (1.5.22)
fr
y esta probabilidad es independiente del indice ¢, por lo que la expresién anterior es
m(H,t+1) = pien b (1.5.23)

fr

Introduciendo la aptitud media de cada individuo de la poblacién f y la aptitud media de
cada individuo del esquema H como f(H)

P % - (1.5.24)
ZjeH i
J(H) = (1) (1.5.25)

se concluye

m(H,t)f(H)
Ir

Dicho de otra forma, un esquema cuya aptitud media supere a la media de la generacién
incrementars su presencia en las generaciones futuras, por lo que sobrevivirdn los esquemas més
aptos.

Para analizar el operador de cruce, se consideran los esquemas siguientes:

f(H)

m(H,t+1)=n =m(H, t)T (1.5.26)

H = (x1%|*%xx0) H/:(***|10>k*)

y se supone que el cruce se realiza con los 3 primeros bits y los 4 tltimos.

Obsérvese que el esquema H no sobrevivird a la siguiente generacién cuando se cruce puesto
que o mantiene los 3 primeros bits o los 4 tltimos, pero nunca ambos. H' si puede mantenerse
en el cruce, pues basta considerar que los 3 primeros bits de H se pueden considerar incluidos
en el esquema H'. El problema surge al separar los bits en esquemas con longitud é muy grande,
(6(H)=5y é6(H')=1).

En los dos esquemas anteriores, venia prefijada la posicién del cruce: entre el tercer y cuarto
bits; en general, sin embargo se puede seleccionar con probabilidad uniforme entre los k£ — 1
caracteres de la cadena. En este caso, la probabilidad de destruir el esquema H serd

6(H) 5

P:—:—
P=E-1 "6

de forma. que la probabilidad de superviviencia del esquema serd

1
PS:l_PD:E
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Sea P, la probabilidad de operar con el operador de cruce. Con esta probabilidad se selecciona
aleatoriamente un padre y una madre para ser sustituidos por sus dos hijos. La probabilidad de
supervivencia de un esquema H es

6(H
pe>1- p i) (1.5.27)
k—1

La desigualdad anterior se justifica al no considerar en la poblacién A(t + 1) aquellos hijos
que pertenecen al esquema H ain en el caso en que el corte de los bits se produzca entre dos
elementos fijos. Por ejemplo, al cruzar (x11|/010%) y (1 % |101%). Combinando los operadores
seleccién y cruce se tiene la siguiente expresion

H 6(H
m(H,t +1) > m(H, t)y(l - PC%) (1.5.28)

Si se incluye el operador de mutacién, que altera cada uno de los caracteres fijos de la
cadena con probabilidad P,,, y considerando que en el esquema H hay o(H) caracteres fijos, la
probabilidad de mantener este esquema serd (1 — P, ).

Para simplificar, considerando a su vez que P,, << 1, se puede suponer la aproximacion
(1 — P)°H) =1 — o(H)Py,. La expresién anterior queda, por consiguiente

f(H) 6(H)

m(H,t+1) > m(H,t)T(l — P~

que se conoce como Teorema fundamental de los algoritmos genéticos.

o(H)Py,) (1.5.29)

1.5.3 Busqueda Tabu

Los origenes de Tabu Search pueden situarse en diversos trabajos publicados hace alrededor de
20 anos. Oficialmente, el nombre y la metodologia fueron introducidos posteriormente por Fred
Glover, (1989). Numerosas aplicaciones han aparecido en la literatura, asi como articulos y libros
para difundir el conocimiento teérico del procedimiento, (ver [54]).

Tabu Search es una técnica para resolver problemas combinatorios de gran dificultad que
estd basada en principios generales de Inteligencia Artificial. En esencia es un metaheuristico
que puede ser utilizado para guiar cualquier procedimiento de bisqueda local en la bisqueda
agresiva del 6ptimo local. Por agresiva nos referimos a la estrategia de evitar que la bisqueda
quede atrapada en un 6ptimo local que no sea global. A tal efecto, la bisqueda tabd toma de la
inteligencia artificial el concepto de memoria y lo implementa mediante estructuras simples con el
objetivo de dirigir la bisqueda teniendo en cuenta la historia de ésta. Es decir, el procedimiento
trata de extraer informacién de lo sucedido y actuar en consecuencia. En este sentido puede
decirse que hay un cierto aprendizaje y que la bisqueda es inteligente.

Con el fin de introducir esta metaheuristica, se estudia un ejemplo de optimizaciéon combi-
natoria que es resuelto con un algoritmo de bisqueda tabu.

Ejemplo 1.5.4 FEl problema a resolver es el de determinar la permutacion optima de 7 mdédulos
con el fin de consequir un mdximo aislamiento. Se supone que para cualquiera de las 7! posibles
soluciones se conoce el valor del aislamiento, que es la funcidon objetivo a maximizar.
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El esquema general de la bisqueda tabu es el siguiente: A partir de una solucién inicial, se
determina una préxima o vecina que la mejore hasta llegar a una solucién aceptable. Se denota
por N(s) C X al conjunto de vecinos de la solucién s € X del problema de optimizacién. En la
biisqueda tabui conviene hablar més que de vecinos de una solucién del conjunto de movimientos
que permite construir una solucién a partir de otra.

Definicion 1.5.5 Dada una solucion s € X, se define un movimiento como un elemento
m € M(s) de forma que permite construir una solucidn vecina:

s=s®me N(s) VYme M(s)
En el Ejemplo 1.5.4, dada la permutacién inicial
s=1(2,5,7,3,4,6,1)

se caracterizan los movimientos a partir de combinaciones de 2 elementos de 7 médulos, de forma
que

M(s)={(i,j) /1<i<j<T} VseX

Se consideran dos soluciones préximas o vecinas cuando intercambian dos mdédulos. Si por
ejemplo, m = (4,5) entonces

s =s®m=(2,4,7,3,5,6,1)

Definicion 1.5.6 Dado un movimiento m € M(s), se define su valor y se denota por v(m) a
la mejora que se produce en la valoracion de la solucion vecina obtenida por dicho movimiento:

f()=f(s®m)=f(s)+v(m) Yme M(s) VseX

A continuacién se aplica al Ejemplo 1.5.4 un esquema de maximizacién local a partir de la
solucién inicial s.

e Iteracion O: Sea la solucion inicial s = (2,5,7,3,4,6,1) con funcién objetivo 10. Los
mejores movimientos, (hay un total de 21), ordenados por su valor son:

m (4,5) | (4,7) | (3,6) | (2,3) | (1,4)
v(m) 6 4 2 0 -1

Se elige el mejor movimiento como el de mdzximo valor, en este caso, m = (4,5). Se
construye la solucion s =s@®m = (2,4,7,3,5,6,1).

e Iteracion 1: Sea la solucidn s = (2,4,7,3,5,6,1) con funcion objetivo 16 obtenida con el
movimiento anterior a partir de la solucion inicial. Los mejores movimientos, ordenados
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por su valor, son:

m | (1,3) ] (23) [ (3,6) ] (1,7) | (1,6)
v(m) | 2 —1 | -1 | 2| —4

Se elige el movimiento m = (1, 3). Se construye la solucién s = sd&m = (2,4,7,1,5,6, 1).

e Iteracion 2: Sea la solucion s = (2,4,7,1,5,6,3) con funcion objetivo 18. Los mejores
movimientos Son:

m (1,3) | (2,4) | (6,7) | (4,5) | (3,5)
o) | 2] A 6] 7] 9

Obsérvese que la situacion es de un minimo local respecto a cualquier movimiento de los
definidos anteriormente. Entre estos movimientos, el mejor es el primero, pero reproduce
la solucion anterior, por lo que se entraria en un ciclo. Ademds el movimiento (4,5) se
utilizé en la iteracion anterior.

En un proceso de bisqueda constituido por una sucesién de movimientos, parece razonable
el exigir que no se repitan los movimientos en un periodo suficientemente corto. Para ello hay
que registrar los movimientos que han modificado las soluciones anteriores.

De ahi el término de memoria a corto plazo que identifica esta metaheuristica que prohibe
determinados movimientos utilizados en las tltimas iteraciones. La memoria de los 1ltimos
movimientos trata de evitar repeticiones sistemédticas en el recorrido por el espacio de soluciones
para diversificar asi el esfuerzo de busqueda.

Se introduce asi el siguiente concepto que da nombre a la metaheuristica.

Definicion 1.5.7 Un movimiento m € M(s) se denomina tabi y se denota por m € T(s),
cuando no interese utilizarlo en las prorimas iteraciones. Se denomina duracion al nimero de
iteraciones que un movimiento tabi no puede ser utilizado.

En el ejemplo se considerard una duracién igual a 3. Con el fin de poder aplicar el algoritmo
de bisqueda tabu se introduce una estructura de datos tabi para conocer en cada iteracién el
nimero de iteraciones tabties que le quedan a cada movimiento. En el Ejemplo 1.5.4, se considera
la matriz triangular superior, donde el valor de la fila 7 y la columna j, (i < j) especifica el nimero
de iteraciones que al movimiento (4, 7) le quedan prohibidas. Obviamente, si no es un movimiento
tabu, el valor del elemento (7,7) de la matriz es 0.

Si se considera una duracién de 3 iteraciones, la secuencia de la iteraciones anteriores de la
tablas tabtes es la siguiente:

e Iteracion 0: La tabla de datos tabi es nula indicando que no hay movimientos tabies:
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e lteracion 1: En la primera iteracion la tabla de datos tabiies quedard:

2 3 4 5 6 7

e lteracion 2:

Obsérvese que el movimiento (4,5) tiene ahora sdlo 2 iteraciones de prohibicion, mien-
tras que el movimiento (1,3) tiene 3 iteraciones. Siguiendo con el desarrollo del ejemplo,
en la iteracion 2, los mejores movimientos, ordenados por su wvalor, y considerando su
cualidad de tabiies o no, son:

m_ | (1,3) | (2,4) | (6,7) | (45) | (3,5)
om) | 2 | 4| -6 [ -7 | -9
eT(s)| T T

Se escoge entonces el movimiento m = (2,4) por ser el mejor no prohibido. Se construye
la solucion s =s®m = (4,2,7,1,5,6,3).
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e Iteracion 3: Sea la solucion (4,2,7,1,5,6,3) con funcion objetivo 14. La tabla de datos
tabi es ahora:

Los mejores movimientos, ordenados por su valor, son:

m_ | (45)]3,5 |17 ](13)](26)
v(m) 6 2 0 -3 —6
cT(s) | T T

Obsérvese que ahora el mejor movimiento es uno tabi. No obstante, este movimiento
consequird una funcidn objetivo superior a la obtenida hasta este momento. Es conveniente,
pues, relajar la prohibicion y elegir este movimiento tabil.

Con el fin de permitir movimientos prohibidos para construir soluciones mejores, se introduce
el siguiente concepto.

Definicion 1.5.8 Un movimiento tabi m € T(s), puede ser aceptado si verifica ciertas res-
tricciones impuestas por la funcidn de aspiracion, que depende de la valoracion de la solucion
actual f(s) y se denota por A(f(s)):

f(s@m) > A(f(s))

Ejemplos de funciones de aspiracién son las siguientes:

1. A(z) = z: Con esta funcién de aspiracién se aceptan movimientos tabues cuando la solucién
obtenida por el movimiento sea mejor a la anterior.

2. A(z) = f(s*): Con esta funcién de aspiracion se aceptan movimientos tabies que mejoren
la mejor solucién obtenida hasta el momento s* € X.

En algunos casos, y con el fin de incorporar movimientos que consigan soluciones sustancial-
mente diferentes a las analizadas hasta el momento, conviene registrar de alguna forma aquellos
movimientos realizados hasta la iteracién presente.

Al registrar los movimientos anteriores y no sélo los ultimos, idea que recogian los movimien-
tos tabues, se denomina memoria a largo plazo la propiedad que recoge el siguiente concepto.
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Definicién 1.5.9 Se llama frecuencia de un movimiento m al nimero de veces que se ha apli-
cado hasta la iteracion actual.

Se incorpora asf en la bisqueda tabi una estrategia de diversificaciéon. Con el fin de utilizar la
frecuencia, se amplia la matriz de datos tabues incorporando en su tridngulo inferior la frecuencia
absoluta de los movimientos hasta la iteracién actual.

En la iteracion dltima del Ejemplo 1.5.4, seria la matriz:

1 2 3 4 5 6 7
1 o 3
2 o -
3 3 o 2
4 1 5 o 1
) 4 o
6 1 o
7T 2 3 o

Hay varias formas de penalizar aquellos movimientos que han sido utilizados més a menudo
en iteraciones anteriores. Se denotara por p(m) la penalizacién de cada movimiento m € M(s).

En el Ejemplo 1.5.4, simplemente se ha restado al valor del movimiento la frecuencia abso-
luta observada para obtener asi un valor penalizado que servird para elegir el movimiento:

m L4 (4] 3,7 [ (L6)](6,5)
v(m) 3 -1 -3 -5 —4
p(m) 1 5 0 0 2

v(m) — p(m) 2 —6 -3 -5 —6
€ T(s) T

La estrategia de diversificacion considera la evolucion del proceso de bisqueda con el fin de
evitar aquellos movimientos mds utilizados. De forma andloga, se puede introducir una estrategia
de intensificacion que favorezca la eleccidn de movimientos con mejores valores.
Implementacion del método
El esquema general de un algoritmo de bisqueda se podria ver de la siguiente manera:

Inicializacion: s € X;s*— s;k < 0;

Proceso:
[1] do
2] {k—k+1;
[3] Generar V*C N(s, k);/ % subconjunto de soluciones vecinas * /
[4] Elegir lamejor s'e V*;
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[5] S «— S/;
[6] if (f(s) <f(s")) s*— ¢
[7] Jwhile (Condicion parada);

El esquema de un algoritmo de bisqueda tabi generaliza el algoritmo anterior incorporando
las caracteristicas introducidas previamente. Concretamente, se tienen las siguientes caracterfs-
ticas:

1. La definicién del conjunto N (s, k) identifica el proceso de bisqueda tabu:
N(s,k)=N(s)—-T

donde T representa el conjunto de las tltimas soluciones obtenidas y a las que se llega con
un movimiento tabu.

2. Formulacién de los movimientos. En lugar de trabajar con el conjunto de vecinos de una
solucién concreta s, es mds eficaz trabajar con movimientos vilidos, de forma que una
iteracion se representa por:

s'=s®m me M(s)
y el conjunto de vecinos se define segin:

N(s)={s'eX /[ImeM(s)\Ns =s®dm}

3. Funcién de aspiraciéon. Para poder aceptar movimientos tabies cuando, por ejemplo, per-
mitan alcanzar valores de la funcién objetivo mejores que los obtenidos hasta el momento.
La actualizacion de la funcién de aspiracién permite flexibilizar la bisqueda variando el
nivel de prohibicién segin evoluciona el algoritmo. Una funcién de aspiracién A(z) = oo
no relajarfa nunca la prohibicién de los movimientos tabues.

Asi, el esquema general seria el siguiente:

Inicializacion: s € X;s*«— s;k « 0; T < 0;A(z) < z;

Proceso:
[1] do / * Movimientos validos x /
2] {M(s,k) —{meM /m¢T v f(s®m) <A(f(s));
3] Vi {s'e X / s'=sam, meMs,Kk)}
[4] Elegir la mejor s’'e V¥,
[5] iIf (f(8) <f(s")) s"s;
6] Actualizar Ty A;
[7] k+— k+ l;
8] s« s';
9] twhile (Condicidn parada);
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1.5.4 EIl Ant System

Segtn se indica en [9], Ant System es el primer algoritmo desarrollado en el drea ACO: Ant
Colony Optimizacion. En ésta se estudian sistemas artificiales que simulan colonias de hormigas
reales, de donde toman su inspiracién. Estos sistemas son utilizados para resolver problemas
de optimizaciéon combinatoria, los cuales pueden ser descritos como problemas cuyo objetivo es
encontrar la secuencia éptima de sus elementos componentes, como por ejemplo el problema
TSP. El algoritmo Ant System, desarrollado por Marco Dorigo, (ver [34] y [33]), es utilizado
para resolver este tipo de problemas.

Inspiraciéon biolégica

Las hormigas son capaces de encontrar el camino més corto desde el hormiguero a una fuente de
comida y viceversa sin usar pistas visuales. Asimismo, son capaces de adaptarse a cambios en el
ambiente. Por ejemplo, que un obstédculo sea colocado en la ruta que estdn utilizando como la
mds corta, como se ilustra en la Figura 1.4. El medio por el que las hormigas logran esto es por
rastreo de la feronoma que ellas mismas depositan mientras caminan.

a— — - - - -
S RN [ T_'.f:-r =
all i

Figura 1.4: Comportamiento Adaptativo de las Hormigas

Todas las hormigas depositan una cierta cantidad de una sustancia llamada feromona mien-
tras caminan y a su vez, cada hormiga prefiere caminar en una direccién rica en feronoma.
Esta simple conducta de las hormigas explica porqué son capaces de ajustarse a cambios en
el ambiente. Cuando un obstdculo inesperado es colocado en el camino que las hormigas estédn
utilizando, las hormigas que estdn justo enfrente del obstdculo no pueden continuar siguiendo
el rastro de feromona y por tanto, deben elegir sobre irse hacia la izquierda o hacia la derecha.
La eleccién es aleatoria, es decir, cada hormiga decide al azar hacia donde irse, pero se espera
que aproximadamente la mitad de las hormigas intente evadir el obstdculo por un lado y la otra
mitad lo haga por el otro, (ver Figura 1.4). De esta forma, las hormigas que eligieron, (aleatoria-
mente), el camino corto, creardn en un cierto tiempo un depdésito de feromona méds fuerte que el
de las hormigas que eligieron el camino largo. De tal forma, pasardn mas hormigas por el camino
corto, (debido a que llegan al otro lado més rédpido que las otras), quedando depositada, por
lo tanto, mds feromona en esa ruta, lo que origina que las hormigas que vienen atras, prefieran
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caminar por ella, reestableciéndose asi, el camino mds corto, (ver [32]).

Resulta obvio que encontrar la ruta més corta es una conducta que parece ser emergente de
la interaccion entre el obstédculo y la conducta distribuida de las hormigas, atin cuando todas las
hormigas caminan aproximadamente a la misma velocidad y depositan también, aproximada-
mente, la misma cantidad de feromona.

El algoritmo

La conducta de las colonias de hormigas es imitada por el algoritmo usando agentes sencillos,
llamados hormigas (ants), que se comunican indirectamente por medio de un mecanismo inspi-
rado en el rastro de feromona. Los rastros de feromona artifical, son un tipo de informacion
numérica distribuida que es modificada por las hormigas y refleja su experiencia en la solucién
de un problema en particular.

Hay tres ideas que el algoritmo de la colonia de hormigas ha adoptado de las colonias reales
de hormigas:

e Se utiliza comunicacion indirecta a través de la feromona.

e Las rutas més cortas tienden a tener una razén maés alta de crecimiento del valor de la
feromona.

e Las hormigas tienen preferencia probabilisitca por las rutas con valores altos de feromona.

Ademsds de estas caracteristicas, se les ha dado a los agentes, (hormigas), capacidades que
no tienen las hormigas reales, pero que ayudan a resolver los problemas. Por ejemplo:

e Cada hormiga es capaz de determinar lo lejos que estd de un estado.

e Poseen informacion acerca de su ambiente y la utilizan al tomar decisiones. Asi, su com-
portamiento no sélo es adaptativo sino también "voraz”, (GRASP!)

e Tienen memoria, la cual es necesaria para asegurar que se generen sélo soluciones factibles,
(por ejemplo, en el TSP, necesitan saber las ciudades que han visitado pues una ciudad
no se puede visitar mas de una vez).

Descripciéon

Veamos un algoritmo Ant System para resolver el problema del viajante, (T'SP), con n ciudades
y distancias d;; entre cada par de ciudades i y j:

1. Las hormigas artificiales se distribuyen inicialmente en las n ciudades de acuerdo a algin
criterio, (aleatoriamente, por ejemplo).

'Los métodos GRASP son algoritmos por reforzamiento, en los cuales siempre se escoge la accién cuya recom-
pensa estimada se la mds alta, (ver subseccién 1.5.5 y [64]).
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2. Posteriormente cada hormiga decide la ciudad a visitar en cada paso de un ciclo que se
repite hasta que todas las ciudades son visitadas exactamente una vez por cada hormiga.
La decisién de qué ciudad visitar, se toma con base a la siguiente expresién, donde p;;
denota la probabilidad de que una ciudad j sea seleccionada para visitarse después de la

ciudad 7.
B
T .
Ty Mg 3 st j e
(07
pij = %%%hmh (1.5.30)
0 en otro caso

1
Siendo 7;; = FRE
ij

e 7;; : cantidad de feronoma entre las ciudades 7 y j.
e o : pardmetro que regula la influencia de 7;;.
e 3 : pardmetro para regular la influencia de 7,;.

e ) : conjunto de ciudades que atin no han sido visitadas.

3. Cuando se termina el ciclo, (cada hormiga ha concluido su recorrido), se calcula la longitud
del recorrido generado por cada hormiga y se actualiza el mejor recorrido encontrado hasta
el momento.

4. Finalmente, se actualizan las cantidades de feromona. Esto se hace con la siguiente férmula:
Tij = pTij + ATyj (1.5.31)

siendo AT;; el incremento total de feromonas en esta iteracién, que se calculard segun:
m
Arij =3 Al (1.5.32)
k=1
tomando ATZ- como el incremento de feromona realizado por la hormiga k en (i, 7).

P si la hormiga viajé por el eje (i,7)
i k

i (1.5.33)
0 en otro caso

donde:

p € [0,1] : es un pardmetro para regular la reduccién de Tij-

e AT;j : es el incremento en la cantidad de feromona en la arista (¢, 7).

e m : es el nimero de hormigas.

. ATfj : es el incremento en la cantidad de feromona en la arista (i, j) realizado por la
hormiga k.
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e () : es un valor constante que representa la cantidad de feromona depositada por una
hormiga en cada recorrido.

e [ : es la longitud del recorrido de la hormiga k.

En cada recorrido, cada hormiga deja una cantidad de feromona dada por L%, donde @ es
una constante y L la longitud de su recorrido. Por lo tanto, en recorridos més cortos se deposita
més feromona. En el algoritmo se simula la evaporacién de feromona que sucede en la realidad.
Las cantidades de feromona se reducen con un factor p antes de que se deposite nueva feromona.
Esto se hace para evitar convergencia prematura.

Los pasos anteriores se repiten t veces, donde t es el nimero de iteraciones.

Pseudocddigo

El pseudocédigo del algoritmo Ant System original es el siguiente, ([19]):

[1] Inicio

2] For t =1 to Max_lter do //Max Iter es el nimero de iteraciones
[3] For k=1tomdo //m es el nimero de hormigas(agentes)

[4] Repetir hasta que la hormiga k complete su recorrido

[5] Seleccionar la siguiente ciudad que va a visitar;

6] Calcular la longitud del recorrido de la hormiga k;

[7] Actualizar los niveles de feromona;

[8] Fin.

1.5.5 Procedimientos GRASP

Los métodos GRASP fueron desarrollados al final de la década de los 80 con el objetivo inicial
de resolver problemas de cubrimientos de conjuntos, (Feo y Resende, 1989). El término GRASP
fue introducido por Feo y Resende en 1995, (ver [86]), como una nueva técnica metaheuristica
de propdésito general.

GRASP es un procedimiento iterativo en donde cada paso consiste en una fase de cons-
truccion y una de mejora. En la fase de construccién se aplica un procedimiento heuristico
constructivo para obtener una buena solucién inicial. Esta solucién se mejora en la segunda
fase mediante un algoritmo de busqueda local. La mejor de todas las soluciones examinadas se
guarda como resultado final.

La palabra GRASP proviene de las siglas de Greedy Randomized Adaptive Search Procedures
que en espanol serfa al asi como: Procedimientos de Biusqueda basados en funciones Voraces
Aleatorizadas Adaptativas. Veamos los elementos de este procedimiento.

En la fase de construccién se construye iterativamente una solucién posible, considerando
un elemento en cada paso. En cada iteracion la eleccién del préximo elemento para ser anadido
a la solucién parcial viene determinada por una funcién greedy. Esta funcién mide el beneficio
de anadir cada uno de los elementos segin la funcién objetivo y elegir la mejor. Notar que
esta medida es miope en el sentido que no tiene en cuenta qué ocurrird en iteraciones sucesivas
al realizar una eleccién, sino unicamente en esta iteracién. Se dice que el heuristico greedy se
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adapta porque en cada iteracién se actualizan los beneficios obtenidos al anadir el elementos
seleccionado a la solucién parcial. Es decir, la evaluacién que se tenga de anadir un determinado
elemento a la solucién en la iteracién j no coincidird necesariamente con la que se tenga en la
iteracién 7 + 1.

El heuristico es aleatorizado porque no selecciona el mejor candidato segin la funcién greedy
adaptada sino que, con el objeto de diversificar y no repetir soluciones en dos construcciones
diferentes, se construye una lista con los mejores candidatos de entre los que se toma uno al
azar.

Al igual que ocurre en muchos métodos deterministas las soluciones generadas por la fase de
construccién de GRASP no suelen ser 6ptimos locales. Dado que la fase inicial no garantiza la
optimalidad local respecto a la estructura de entorno en la que se esté trabajando, (notar que hay
selecciones aleatorias), se aplica un procedimiento de biusqueda local como postprocesamiento
para mejorar la solucién obtenida.

En la fase de mejora se suele emplear un procedimiento de intercambio simple con el objeto
de no emplear mucho tiempo en esta mejora. Notar que GRASP se basa en realizar miiltiples
iteraciones y quedarse con la mejor, por lo que no es especialmente beneficioso para el método
el detenerse demasiado en mejorar una solucién dada.

Implementacion del método

El siguiente esquema muestra el funcionamiento global del algoritmo distinguiendo cada una de
sus fases, que se deben repetir hasta verificar una determinada condicién de parada.

e Fase Constructiva:
- Seleccionar una lista de elementos candidatos.
- Considerar una lista restringida de los mejores candidatos.

- Seleccionar un elemento aleatoriamente de la lista restringida.

e Fase de Mejora:

- Bisqueda local a partir de la solucién construida hasta que no se pueda mejorar més.

e Fase de Actualizacion:

- Si la solucién obtenida mejora a la mejor almacenada, actualizarla.

Al realizar muchas iteraciones, GRASP es una forma de realizar un muestreo del espacio
de soluciones. Las implementaciones GRASP generalmente son robustas en el sentido de que es
dificil el encontrar ejemplos patoldgicos en los cuales el método funcione arbitrariamente mal.

Algunas de las sugerencias de los autores para mejorar el procedimiento son: Se puede incluir
una fase previa a la construccién: una fase determinista con el objetivo de ahorrar esfuerzo a
la fase siguiente. Si se conoce que ciertas subestructuras forman parte de una solucién 6ptima,
estas pueden ser el punto de partida de la fase constructiva.

A modo de idea mads precisa damos a continuacién un pseudocédigo para el método.
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Pseudocddigo

Si consideramos s como la semilla para la generacién pseudoalatoria de niimeros, el pseudocédigo
del algoritmo GRASP general es el siguiente, ([53]):

[1] Funcién GRASP(Max_lter,s)

2] {Leer_Input();

[3] For k =1 to Max_lter do //Max _Iter es el nimero de iteraciones
[4] {Solucidén—Construccion_Aleatoria_Greedy(s);

[5] Solucion—Busqueda_Local (Solucién);

6] Mejorar_Solucion(Solucion,Mejor_Solucion);

7 }

8] return(Mejor_Solucidn);

o}

Tal y como senalan Feo y Resende una de las caracteristicas mds relevantes de GRASP es
su sencillez y facilidad de implementaciéon. Basta con fijar el tamano de la lista de candidatos
y el nimero de iteraciones para determinar completamente el procedimiento. De esta forma se
pueden concentrar los esfuerzos en disenar estructuras de datos para optimizar la eficiencia del
c6digo y proporcionar una gran rapidez al algoritmo.
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Capitulo 2

Introduccion

Uno de los campos mds estudiados en Geometria Computacional es el de la Visibilidad, es decir,
el conjunto de problemas que estén relacionados con los conceptos de iluminacién y vigilancia [99]
en su concepciéon més general. Existe una gran variedad de problemas en este sentido respecto a
la zona a iluminar: poligonos convexos, poligonos mondétonos, poligonos generales, semiplanos,
etc., y también respecto a los objetos que iluminan: luces-vértice, luces-punto, luces-lado,ete. Sin
embargo, existe la necesidad de afiadir a todos los conceptos tedricos de iluminacién elementos
que permitan la utilizaciéon de los resultados obtenidos de forma real o préctica. Por ello, se
presentan en esta parte de la memoria resultados de iluminacién tomando variaciones de la
definicién cldsica de iluminacién, como pueden ser la visibilidad de alcance limitado y la t—buena
tluminacion.

En la segunda parte de esta memoria se presentan algoritmos aproximados o heuristicos que
solucionan distintos problemas de naturaleza NP, entre los que se encuentra el problema ya
mencionado MIiNN-p-Pvk(P). En el estudio de este problema aparece, aunque de forma indi-
recta, el cdlculo del drea iluminada a la vez por k focos interiores a un poligono P de n vértices.
Este problema que denotaremos como p-PVK(P,T) se analiza en el Capitulo 5 presentando dos
algoritmos para solucionarlo: uno incremental de complejidad O(kn) y otro de doble barrido de
complejidad O(n + klog(kn)).

2.1 Conceptos generales de iluminacion

En Geometria Computacional uno de los campos més estudiados es el de Visibilidad. Es ésta una
disciplina en la que se combinan la combinatoria, la geometria y informética y cuyos resultados
tienen aplicaciones en multitud de campos, como la Robdtica, Planificacién de Trayectorias,
Visién por Ordenador, Graficos y Arquitectura Asistida por Ordenador, [11, 28, 70, 73, 101].
Bésicamente la idea de visibilidad mantiene el concepto cldsico del mismo. Dado un conjunto
D en R% se dice que dos puntos x, y € D son visibles en D cuando el segmento Ty esté,
completamente contenido en D. El conjunto D se llamara convero si cualquier par de puntos
del mismo se ven. Un conjunto se dice estrellado si existe un punto que ve a todos los demés. El
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conjunto de puntos con tal propiedad es el niicleo del mismo. Por tanto un conjunto es estrellado
si tiene nicleo no vacio.

Podemos extender el concepto de visibilidad de puntos a conjuntos: si U y V' son regiones
contenidas en D, diremos que U ve fuertemente a V si todo punto de V es visible desde todo
punto de U; diremos que U ve débilmente a V si todo punto de V' es visible desde algin punto
de U.

El concepto de visibilidad cldsico en el que aparece el segmento que une dos puntos puede
generalizarse o variarse cambiando dicho segmento por otros conjuntos [75, 93, 100]. Asimismo
una variante importante del concepto de visibilidad es la visibilidad segin cadenas de k eslabones,
denominada Lg-visibilidad: dos puntos x e y son Lg-visibles en D si existe una poligonal de k
lados contenida en D que conecta ambos puntos [90].

Una parte importante dentro de la Visibilidad es la que se ha venido llamando Galerfas de
Arte y que se inicia en 1973 con un problema planteado por Victor Klee: determinar el minimo
nimero de puntos de un poligono suficientes para ver a todos los demés. Considerando el poligono
como planta de una galeria de arte y los puntos buscados como guardias o focos, tenemos el
nombre de esta importante rama de la Geometria Computacional. Chvatal [24] obtiene la primera
respuesta en 1975: |n/3] es el numero de guardias a veces necesarias y siempre suficientes para
iluminar un poligono P con de n vértices. Este resultado se conoce como Teorema de Galerias
de Arte y el primer tratado monografico fue presentado por O’Rourke en 1987 [80]. Los avances
relacionados con el tema se pueden encontrar en [91].

Chvatal basaba su demostracién en la casuistica. Sin embargo, en 1978 Fisk [42] obtuvo una
demostracién elegante: Obténgase una triangulacién arbitraria del poligono, 3-coloréese el grafo
de dicha triangulacién y coléquense luces en los vértices que van etiquetados con el color menos
frecuente de la coloracién.

Por tanto, |n/3] luces son siempre suficientes para iluminar un poligono P de n vértices,
pero en muchas ocasiones basta con menos. Asi tiene sentido plantear el problema algoritmico
siguiente: dado un poligono calcular el minimo nimero de luces que lo vigilan. Este problema
fue estudiado por Lee y Lin [71] y utilizando una reduccién al problema 3-Sat [45], probaron
que es de naturaleza N'P. Si nos restringimos a poligonos ortogonales, Schuchardt y Hecker
[92] han demostrado que minimizar el nimero de luces punto y vértice que iluminan todo el
poligono es también un problema N P-duro. En esta memoria nos hemos planteado la bisqueda
de un algoritmo aproximado, (no podria ser de otra manera al ser de naturaleza N'P), para la
buisqueda del minimo nimero de luces-punto que iluminan el poligono P. Asi, en el Capitulo 8
proponemos utilizando técnicas heuristicas, (simulated annealing y algoritmos genéticos), solu-
ciones aproximadas a este problema que hemos denotado con MinN-p-PvKk(P). Una solucién
también aproximada pero para luces-vértice fue propuesta en 1987 por Ghosh [49].

Para el problema algoritmico de colocar a lo mds |n/3]| luces se obtuvo un algoritmo
polinémico [5], siendo lineal el algoritmo si consideramos la triangulaciéon de Chazelle [21].

En poligonos ortogonales la cota de luces suficientes para iluminar el poligono se reduce a
|n/4] [65] y pueden situarse en tiempo lineal [36].

Respecto a la iluminacién de poligonos con agujeros no se ha probado la equivalencia combi-
natoria entre iluminacién con luces-vértices y con luces-punto. En este sentido, se define g%’ (n, h)
como el nimero de luces-punto que vigilan todo poligono de n vértices y h agujeros. Para
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luces-vértice se define andlogamente g"' (n,h). Se ha demostrado que g¥’(n,h) = [(n +h)/3]
[13, 59]. Si consideramos poligonos ortogonales con agujeros también ortogonales, se ha obtenido
que el mimero de luces-punto es gt (n, h) = |n/4] [58] y se conjetura que g (n, h) = [(n + h)/4].

2.2 Problemas estudiados

En muchas aplicaciones industriales reales relacionadas de alguna manera con la iluminacion
o wigilancia, tales como iluminacién de calles, de naves industriales, vigilancia de recintos, se
pueden utilizar los resultados tedricos que los investigadores han obtenido en los tltimos anos,
en este campo de la Geometria Computacional. Sin embargo, la utilizacién préctica de estos
resultados nos lleva a que en muchas ocasiones los elementos fisicos reales, que existen en la
actualidad, discrepan en algiin sentido de los modelos tedricos utilizados. Por ello, se deben
anadir a las definiciones cldsicas de iluminacion, elementos que permitan obtener modelos cada
vez mds cercanos a la realidad y que por tanto permitan, cada vez con mayor frencuencia, su
utilizacién en campos de la ingenierfa y la construccién. Presentamos en esta primera parte
de la memoria soluciones a dos problemas planteados en este sentido: la wvisibilidad de alcance
limitado en el Capitulo 3 y la t—buena iluminacion en el Capitulo 4, que de forma introductoria
presentamos a continuacion.

Una de las primeras observaciones que podemos tener en este sentido préctico, es que la
luz que pueden emitir un foco luminoso pierde intensidad segin nos alejamos de dicho foco.
Por tanto, cuando nos alejamos de un foco luminoso suficientemente, la intensidad de luz que
podemos recibir es muy deficitaria y por tanto no se podria considerar que dicho foco nos ilumina.

Teniendo en cuenta esta limitacién, una de las variaciones a la definicién cldsica de ilumi-
nacién es la que presenta en 1992 Ntafos en [77], donde se define el concepto de wvisibilidad de
alcance limitado d: “dos puntos son d-visibles si son visibles y su distancia es a lo mds d”, como
se ilustra en la Figura 2.1.

Novisible
e

No visible. "
o\

Figura 2.1: Visibilidad de alcance d

Ntafos describe algoritmos aproximados para el problema de la Ruta del d- Vigilante, es decir,
encontrar un camino cerrado en un poligono P, (el lugar que se vigila), de forma que cada uno
de los puntos del borde de P sea d-visible desde algin punto del camino. También se estudia
y resuelve de forma aproximada el problema del barrendero con alcance limitado, que es un
problema N'P-duro, y que consiste en buscar un camino para un barrendero, (que segin avanza
barre todos los puntos situados a distancia menor que d), que cubra todo el poligono P.
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Persiguiendo esta misma idea de la limitacién en la visibilidad, en 1995 Sung-Ho Kim y otros
[95] presentan un algoritmo de complejidad O(n) para construir el poligono de d-visibilidad
desde un lado del poligono como se muestra en la siguiente figura, donde aparece el poligono de
d-visibilidad del lado 7;v;11 del poligono P.

Figura 2.2: Poligono de visibilidad limitada desde un lado

Ese mismo ano Jests Garcia [46] realiza en su tesis doctoral un estudio pormenorizado de
la visibilidad de alcance limitado en poligonos convexos, poligonos simples y configuraciones de
poligonos. Si las luces son de alcance L, Garcia llama L,,;, al valor méds pequeno de L para el
que colocando luces de alcance L en todos los vértices de P, éste quede totalmente iluminado.
Designando por D al didmetro del poligono, el intervalo de valores significativos para el alcance
L de las luces situadas en los vértices es [Lpyin, D]. En la tesis se obtienen resultados, tanto
combinatorios como algoritmicos, para poligonos convexos y poligonos simples de n vértices.
Por ejemplo, el intervalo [Lmin, D] se calcula en tiempo O(n) para poligonos convexos y en
tiempo O(nlogn) para poligonos simples, probandose que Ly, < D/ v/3. En cuanto a resultados
combinatorios, se prueba para poligonos simples que el minimo nimero p de luces-vértice que
iluminan el poligono son:

p=n st L = Lpyin
p> f("gl)J siL=D/\V3 (2.2.1)
p= 1|2 siL=D

Si las luces no se sitdan en los vértices del poligono, el estudio de la visibilidad de alcance L
es muy complicado, plantedndose en la tesis numerosos problemas que contindan abiertos. Por
ejemplo, si se tienen k luces en posiciones dadas en el interior de un poligono P, jcudl es el
minimo alcance L para iluminar todo P?, jcudl es el minimo nimero de esas luces que iluminan
P? El tdnico resultado que se presenta en esta linea es un algoritmo para calcular en tiempo
O(k*n), el alcance mimimo Ly, La conjetura es que muchos de los problemas planteados son
NP-completos.

Mis recientemente, en el ano 2001, Ghosh y otros presentan [51] resultados para obtener la
regién visible por un robot que se mueve en el interior de un poligono P con obstdculos, pero con
dos restricciones importantes. La primera de ellas es que el robot tiene una visibilidad limitada
y la segunda es que la visibilidad solo es posible en un conjunto discreto de puntos sobre la
trayectoria que se marque. Nétese que esta segunda condicién impone restricciones importantes
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sobre las definiciones de visibilidad limitada tratadas hasta ahora.

Continuando con el andlisis de la wvisibilidad de alcance limitado, en el Capitulo 3 de esta
memoria estudiamos este tipo de iluminacién para poligonos escalera y poligonos pirdmide. Se
define el concepto de radio r de una escalera y se demuestra en la Seccién 3.2 que en poligonos
escalera Ly, = %7‘. Asimismo se ajustan las cotas combinatorias respecto al nimero de luces-
vértice que iluminan un poligono escalera P de n vértices, probando que el nimero de luces a
veces necesarias y siempre suficientes para vigilarlo son:

{ 1 siL=r (22.2)

L%J+c si§§L<r

Para finalizar este capitulo se presentan en la Seccién 3.3 resultados de alcance limitado para
poligonos pirdmide. Se demuestra que también para este tipo de poligonos Ly, = %r y que si
L > r el minimo nidmero de luces-vértice que iluminan la pirdmide es {%1 Estos problemas
combinatorios han sido denotados por CombN-v-Es(P,L) en el caso de los poligonos escalera

y CombN-v-Pi(P,L) en el de poligonos pirdmide.

El otro tipo de iluminacién que busca la utilidad practica de los resultados es un nuevo
tipo de iluminacién, que se presenta en el Capitulo 4 de esta memoria por primera vez y que
denominaremos t—buena tluminacion. La idea de este tipo de iluminacién se basa en considerar
que un punto no estd bien iluminado si todas las luces que lo iluminan estdn solamente agrupadas
a un “lado” del punto, es decir, si no estdn, en cierto sentido, bien distribuidas alrededor del
punto con una determinada proporcionalidad. Asi, si tenemos un punto p en el plano euclideo
y un conjunto F' = {fi,..., fx} de k focos se dice que “un punto p estd t—bien iluminado por F
st todo semiplano con borde en p contiene al menos t focos que lo iluminan”. Como se puede
observar en la Figura 2.3 el punto p estd 1—bien iluminado por los focos fi, fo v f3, ya que
ninguno de los obstédculos evita que cualquier semiplano que pasa por p deje focos a ambos lados
del mismo. Sin embargo, el punto ¢ no estd 1—bien iluminado ya que dibujando un semiplano
con borde en ¢ que deje a los focos fo y f3 a un lado y fi al otro, éste no iluminara a q.

Sy
Jop T

Figura 2.3: Un ejemplo de 1—buena iluminacién

En este capitulo se define la t—buena iluminacidn y se presentan algoritmos para su calculo
en diferentes situaciones geométricas, que de forma resumida son las siguientes:

e Cuando tenemos un conjunto F' = {fi,..., fr} de k focos en el plano euclideo y no hay
ningin obstédculo que dificulte la visién o vigilancia, (problema Bt—1Genk(F):).
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e Cuando tenemos un poligono P de n vértices y un conjunto F' = {f1,..., fn} de n fo-
cos situados en los vértices del poligono, (problema Bt—ICon(P): si P es convexo y
B2—IPol(P): si no lo es, con t = 2).

e Cuando tenemos un conjunto F' = {f1, ..., fx} de k focos en el plano euclideo y un obstéculo
convexo C' con n vértices que impide la visién, (problema B1—I1CKk(C, F)).

Para finalizar esta primera parte de la memoria que hemos llamado “Problemas de Visibili-
dad”, presentamos en el Capitulo 5 algoritmos para el célculo de la regién iluminada, (ahora sin
limitacién en el alcance), por un conjunto F' = {f1,..., fx} de k focos interiores a un poligono
P. Este problema que denotaremos con p-PVvK(P,T) y para el que se presentan dos algoritmos:
uno incremental de complejidad O(kn) y otro de doble barrido de complejidad O(n+ klog(kn)).



Capitulo 3

Visibilidad de alcance limitado

La visibilidad cldsica utilizada, por ejemplo, para solucionar el problema de Galerias de Arte,
([99]), no introduce el concepto de limitacién en el alcance para la vigilancia o iluminacién de
guardias o luces respectivamente. Esta situacién no es en absoluto real, pues los mecanismos de
iluminacién que se utilizan no tienen un alcance ilimitado.

Por tanto, tiene sentido introducir un concepto de visibilidad o iluminacién donde el alcance
esté limitado a una distancia L, concepto que se estudia en [46] para poligonos convexos , en [77]
para de rutas de vigilancia y en [95] para visibilidad desde un lado del poligono. Formalizare-
mos a continuacién estos conceptos que evidentemente estardn relacionados con el alcance de
iluminacién L.

En esta situacién aparecen preguntas combinatorias y algoritmicas de gran interés, como
pueden ser, por ejemplo: ;Cudl es el alcance minimo L para que, situando una luz en cada
vértice del poligono, se ilumine totalmente? ;Para qué valores de L se puede iluminar todo el
poligono? Dada una longitud L, jcudl es el nimero minimo de luces vértice de alcance L que
iluminan todo el poligono?

En este capitulo respondemos a algunas de estas preguntas para dos tipos concretos de
poligonos: escaleras y piramides.

3.1 Definiciones

Definiremos en primer lugar lo que se entiende por puntos visibles con alcance L y después dare-
mos algunas definiciones particulares para poligonos escalera, que nos ayudaran en el desarrollo
de este capitulo respecto a este tipo de poligonos.

Definicidén 3.1.1 Visibilidad de Alcance L. Dos puntos x e y se dicen visibles con alcance L

en un poligono P, si el segmento xy estd contenido completamente en P y la distancia d (z,y) <
L, (ver Figura 3.1).

Una vez que conocemos el concepto de visibilidad limitada o de alcance limitado veamos las
definiciones propias de los poligonos escalera.

95
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Figura 3.1: Visibilidad de alcance L

Definicion 3.1.2 Poligono escalera. Se denomina poligono escalera a todo poligono ortogo-
nal P, tal que existe un lado horizontal h, (respectivamente vectical v), cuya longitud es igual
a la suma de las longitudes de los restantes lados horizontales, (respectivamente verticales).
Designaremos con la notacion P(V,a1, ag, ...., am), al poligono escalera en el que V es la
interseccion de h y v y a1, aa, ...., @y son los restantes vértices convexos.

Asf si llamamos b;, i = 1,2, ...,m — 3 al vértice céncavo cuya abcisa es la abcisa del vértice
a;—1 y cuya ordenada es la del vértice a;4o, se tiene:

m—3 m—3
ajas + Z biairo =Vanyy biai11 + Gm—10m = Vax (3.1.1)
i=1 i=1
como se muestra en la Figura 3.2.
Definicion 3.1.3 Radio de una escalera. Dado un poligono escalera P(V,a1, ag, ..., am)

se llaman radios exteriores de P y se denotan por ry a los segmentos Va ¥V k=1,2,....m. Se
llama radio de P y se denota por r al mdzimo de los radios exteriores de P.

r=max(ry) Vk=1,2,..,m. (3.1.2)

Para comprender bien la definicién anterior podemos ver la Figura 3.2, donde se dibujan los
radios exteriores de un poligono escalera. Pasemos a estudiar ahora la iluminacién de alcance
limitado en este tipo de poligonos, considerando que las luces se situan sobre los vértices, es
decir considerando luces-vértice y no luces punto.

3.2 lHuminacion de Alcance Limitado en Escaleras

El problema combinatorio que planteamos en este capitulo respecto a los poligonos escalera
consiste bdsicamente en encontrar el nimero minimo de [uces-vértice necesarias para iluminar el
poligono. Evidentemente, dado que estamos estudiando la visibilidad de alcance limitado, esta
cota dependerd del alcance L de iluminacién. Formalmente el problema se puede enunciar de la
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Figura 3.2: Poligono escalera

siguiente manera:

numero de luces-vértice de alcance L que iluminan un poligono escalera
CombN-v-Es(P,L):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices y un alcance de iluminacién L.

PREGUNTA: ;Cudl es el nimero minimo k de luces-vértice de alcance L necesarias para iluminar
el poligono P?

Es evidente que si el alcance de iluminacién L es suficientemente grande el poligono se podré
iluminar con una sola luz. Asi si tomamos L > r, donde r es el radio del poligono, colocando
una luz en el vértice V' tendremos iluminado todo el poligono. Planteamos ahora otro problema
distinto, permitiendo colocar una luz en cada vértice y preguntdndonos por el minimo alcance
de iluminacién, (L), necesario para iluminar todo el poligono.

3.2.1 Alcance minimo

Dado un poligono P, se define L,,;, como el valor mds pequeno para el que colocando luces de
alcance L, en todos los vértices del poligono P, éste quede totalmente iluminado. Por tanto,
el intervalo de valores significativos para el alcance L resulta ser [L,,,r]. El primer problema
que se plantea es el calculo de L,,;,. Damos respuesta a esta cuestion en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.1 Dado un poligono escalera P(V,a1, aa, ...., am) de radio r, se tiene que
Linin = 37

Demostracion. Resulta claro, observando la Figura 3.3, que si tomamos L = %r —e Ve >0,
siempre podemos encontrar un poligono escalera P. que no es posible iluminar colocando una
luz de alcance L en cada uno de sus vértices.

Probemos ahora que todo poligono escalera P de radio r se ilumina con luces vértice colo-
cando en cada vértice una luz de alcance % r. Para ello descomponemos el poligono en cunas
uniendo cada vértice con V', como en la Figura 3.4 Para iluminar P basta iluminar cada una de

esas cunas. Ahora bien, las cunas son de dos tipos: aquellas en que uno de sus tres lados es un
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Figura 3.3: llustracion de P-

lado horizontal del poligono y que llamaremos Tipo H y aquellas en que uno de sus tres lados
es un lado vertical del poligono y que llamaremos Tipo V. Tanto en las cunas de tipo H como
en las de tipo V, la longitud del lado més grande de la cuna es como méximo r. Asi, si llamamos
z al punto medio del lado mayor de cada cuna, la distancia de cada vértice de la cuna al punto z
es siempre menor o igual que % r, con lo que probamos que siempre podemos iluminar las cunas

colocando luces de alcance % r en todos sus vértices y, por tanto, también podemos iluminar

todo el poligono. -
db,;,z)< /2
d(by, z) < /2 TipoV
a
b,
a;

Figura 3.4: Cuiias de un poligono escalera

Ya sabemos, por tanto, que colocando luces de alcance % r en todos los vértices de P ilumi-

namos todo el poligono. Pero, ;cudntas luces vértice necesitamos para iluminar todo el poligono
con un alcance de iluminacién L? Evidentemente esta distancia L debe pertenece al intervalo
de valores significativos para el alcance, [Lyp, 7).

Si L = r, podemos iluminar todo el poligono colocando una luz en V. ;Cuantas luces vértice
son necesarias si L € [Lpn, 7)7

3.2.2 Luces Vértice con alcance L

Todo poligono escalera P con n vértices, se puede iluminar con una sola luz de alcance r. ;Qué
ocurre si disminuimos una cantidad pequena el alcance L? Esta cuestién la estudiaremos en
el Lema 3.2.3, pero previamente analizaremos algunas propiedades que son necesarias para la
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demostracién del Teorema 3.2.5 que caracteriza el nimero de luces para iluminar el poligono P
en funcién de L.

Lema 3.2.2 Los vértices V, a1 y a., son necesarios en algunos casos para iluminar el poligono

P con luces de alcance %

Demostracion. Si nos fijamos en el poligono de la Figura 3.5, es claro que para iluminarlo con una
luz de alcance 5, necesitamos al menos colocar luces en los vértices V, a1 y am, ya que en otro
caso el poligono no quedarfa iluminado. Claramente la situacién extrema serd el rectdngulo en
cuyo caso necesitamos como minimo colocar 4 luces de alcance 3, en cada uno de sus vértices. g

a;

Zonasin m
Iluminar

Figura 3.5: Zona sin iluminar desde a.,

Ya hemos visto en el ejemplo anterior que los vértices V, a1 y a,,, son a veces necesarios para
iluminar el poligono pirdmide P, cuando el alcance de iluminacién es Lpy,. En el siguiente lema
analizamos que ocurre cuando las luces que situamos en los vértices del poligono son de alcance
muy préximo a r, es decir, cuando L = r — ¢, con € tan pequenio como deseemos.

Lema 3.2.3 Si ¢ es suficientemente pequenio, n > 8 y L = r — ¢, entonces existe un poligono
escalera P(V a1, ag, ...., am) de n vértices que necesita L%J + 2 luces de alcance L para ser
iluminado.

Demostracion. Consideramos el poligono de la Figura 3.6, donde todos los vértices convexos a;,
1 =2,....,m — 1 de P se encuentran a distancia r de V. Es obvio que desde V no se ilumina
el fondo de ninguna cuna si L = r — . Desde cada vértice céncavo se iluminan solo sus cufas
adyacentes, por tanto, necesitamos colocar luces en los vértices céncavos alternadamente. Asi,
como el nimero de vértices concavos es 5 — 2, el niimero de luces es:

E (g - 2)J +3= EJ +2 (32.3)

donde el 3 corresponde a los vértices V, a1 y am n
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a;

Zonassin iluminar desde V

Figura 3.6: Visibilidad desde V con L=r —¢

Podemos preguntarnos ahora por el nimero de luces necesarias para iluminar un poligono
escalera P con n vértices, cuando el alcance de iluminacién toma el valor inferior en el intervalo
significativo, es decir, cuando L = 5. Demostramos en el siguiente lema que existen poligonos
escalera en este caso, que necesitan L%J + 4 luces para ser iluminados.

Lema 3.2.4 Si L = 5, entonces existe un poligono escalera P(V,ay, ..., an) de n vértices que
necesita L%J + 4 luces de alcance L para ser iluminado.

Demostracion. En la Figura 3.7 tenemos un ejemplo de un poligono escalera que se ha construido
agrupando sus peldanos de la siguiente manera: tenemos cuatro grupos de peldanos con k vértices
céncavos, siendo k par y tal que el dltimo vértice céncavo de cada grupo dista mds de 5 del
primero del siguiente grupo. Cada grupo necesita % 4+ 1 luces para ser iluminado. Por tanto si
tenemos en cuenta que necesitamos situar también una luz en V', el nimero de focos sera:

4<§+1>+1:2k+5 (3.2.4)

Como P tiene 4k vértices céncavos, se verifica que 4k = § — 2, o lo que es igual 2k = 7 — 1.
Sustituyendo en la 3.2.4 tenemos:

n n
——1+4+5=—+4 3.2.5
g Lte= gt (3.2.5)

Si para alguno de los tramos el nimero de céncavos k es impar, entonces n no es multiplo
de 4, pero como no aumenta el nimero de luces, resulta que dicho niimero es L%J + 4. n

Una vez analizadas las luces a veces necesarias para iluminar P para L =r —cy L = 3, ya
podemos estudiar ya de forma conjunta el nimero de luces necesarias y suficientes para iluminar
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Figura 3.7: P necesita | 2| + 4 luces vértice de alcance L = %

el poligono P. Evidentemente este nimero depende de L, pues por ejemplo si L = r el niimero el
poligono se iluminara colococando una luz en el vértice V. En el siguiente teorema analizamos el
numero de luces necesarias y suficientes para iluminar completamente P, en funcién del alcance
de iluminacién L.

Teorema 3.2.5 Para todo poligono escalera P con n vértices, el numero de luces vértice de
alcance L, a veces necesarias y siempre suficientes para iluminarlo son:

1 st L=r
{ L%J—i—c si§§L<r} (3.2.6)

Demostracion. El caso L = r es evidente colocando una luz en V. En el Lema 3.2.3 hemos visto
que al rebajar ligeramente el alcance, podemos llegar a necesitar un nimero de luces igual a
L%J + 2, es decir en este caso ¢ = 2. Para terminar la demostracién basta comprobar que L%J +4
luces de alcance 5 son sufientes para iluminar cualquier poligono escalera de n vértices. Por el
Lema 3.2.2 tendremos siempre tres luces en los vértices V, a1 y am,.

Como se puede observar en la Figura 3.8, colocando luces de alcance L = 5 en V', a1, a,, y en
los vértices céncavos alternos, (lo que supone un total L%J + 2 luces), puede quedar totalmente
iluminado el poligono P.

Sin embargo, esta “buena” situacién respecto a la iluminacién no siempre se verifica, pu-
diendo darse casos “desfavorables”, que aumentardn el nimero de luces y que analizamos a
continuacion.

e Caso 1: Existen vértices concavos consecutivos que distan mas de 5 o peldafios
de anchura o altura superior a 3.

Segin se muestra en las Figuras 3.7 y 3.9 (a) puede suceder que al colocar luces en los
vértices concavos alternos no quede totalmente iluminado el poligono, si la distancia entre
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Concavos alter nos

Figura 3.8: lluminacion de P con vértices concavos, V,a1 Y am

los dos vértices céncavos que determinan un peldano es superior a L = 5. Para solucionar
esta situacion, (que se puede producir como méximo tres veces), es necesario colocar luces
en ambos vértices céncavos, lo que puede determinar dos vértices adicionales. Por otra
parte, como se muestra en la Figura 3.9 (b), si un peldano de P tiene anchura o altura
superior a 35, puede suceder que necesitemos también colocar una luz en el vértice cénvexo
de dicho peldano. Sin embargo, esta situacién sélamente se puede presentar una vez.

(a)

Figura 3.9: Situaciones de peldafios desfavorables

Por tanto, el niimero de luces de alcance 5 suficientes para iluminar P es:

EJ +242= EJ +4 (3.2.7)

Caso 2: Existen zonas interiores a P sin iluminar desde céncavos alternos.

En este caso, como se muestra en la Figura 3.10, pudiera suceder que colocando luces de
alcance 5 en V' y en dos vértices concavos alternos, by y bgi2, no se iluminara una zona
de P. Colocando una luz en el vértice intermedio bx11 y colocando alternadamente luces

en los vértices concavos a partir de él, quedard iluminado el poligono. ;Cudntas veces se
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puede dar la situacién anterior? En el peor de los casos esta situacion se repetird dos veces
y podrd producir que necesitemos colocar una luz més en un vértice céncavo, por el orden
de colocacién de luces en dichos vértices. Por tanto el nimero de luces suficientes para
iluminar sigue siendo:

{%J +241= FJ +3 (3:2.8)

Zonasin
iluminar

Figura 3.10: Existen zonas interiores a P sin iluminar

Por otra parte podemos tener situaciones en las que tengamos un peldano desfavorable del
Caso 1 y otro del Caso 2, pero s6lamente se pueden dar uno de cada situacion, con lo que el
nimero de luces suficientes para iluminar P seguird siendo L%J + 4. n

Concluido el estudio para poligonos escalera realizamos a continuaciéon un estudio similar
para poligonos pirdmide que en cierto sentido se puede considerar doble pirdmides o generaliza-
ciones de éstas.

3.3 Illuminacién de Alcance Limitado en Piramides

Un poligono pirdmide puede considerarse una generalizacién de un poligono escalera. Por tanto,
tiene sentido plantearse el mismo problema combinatorio estudiado para escaleras. Formalmente
el problema que nos planteamos en esta seccién es el siguiente:

numero de luces-vértice de alcance L que iluminan un poligono piramide
CombN-v-Pi(P,L):

ENTRADA: Un poligono P pirdmide de n vértices y un alcance de iluminacién L..
PREGUNTA: ;Cudl es el nimero minimo k de luces-vértice de alcance L necesarias para iluminar
el poligono P?

Para atacar este problema necesitamos también un conjunto de definiciones similares a las
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dadas para poligonos escalera, tales como el radio de una pirdmide. Estas definiciones se exponen
en la seccién siguiente.

3.3.1 Definiciones

Definicion 3.3.1 Poligono piramide. Se denomina poligono pirdmide a todo poligono orto-
gonal tal que existe un lado horizontal cuya longitud es igual a la suma de las longitudes de los
restantes lados horizontales. Si aq, ..., am son los vértices converos de un poligono pirdmideP, lo
designaremos por P(a1, ag, ...., am).

a a
b, <& 7
a; 4
b; ay
b;
a
b
a; b, £
b b
1
a, L4y

a;

Figura 3.11: Un poligono pirdmide y su grafo de visibilidad
De forma andloga a como definfamos el concepto de radio en un poligono escalera, definiremos
radio de una pirdmide. Para ello utilizamos el concepto de grafo de visibilidad de un poligono

pirdmide.

Definicion 3.3.2 Grafo de Visibilidad de una Piramide. Dado un poligono pirdmide

P(ai, az, ...., am) se llama grafo de visibilidad de P y de denota por GVp(ai, ag, ...., apy)
al grafo cuyas aristas unen los vértices visibles de P. Se llama radio de P y se denota r al
maximo de la longitud de la aristas del grafo de visibilidad GVp(a1, ag, ...., am).

3.3.2 Alcance minimo

Dado un poligono escalera P, se define L,,;, como el valor mas pequenio para el que colocando
luces de alcance L,,;, en todos los vértices del poligono P, éste quede totalmente iluminado.
Veremos méds adelante que el intervalo de valores significativos para el alcance L resulta ser
[Limin, 7] . También se verifica ahora que Ly, = %r, como probamos a continuacién.

Proposicion 3.3.3 Dado un poligono piramide P(ai, ag, ...., ay) de radio 7, se tiene que
Luyin = %7'-

Demostracion. Resulta evidente, observando la pirdmide de la Figura 3.12, que si tomamos
L = %r —¢e Ve > 0, siempre podemos encontrar un poligono pirdmide P. que no es posible
iluminar colocando una luz de alcance L en cada uno de sus vértices.
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Figura 3.12: P. en una piramide

Para finalizar la demostracién de la proposicién debemos probar ahora que todo poligono
pirdmide P de radio r se ilumina con luces vértice colocando en cada vértice una luz de alcance
%7‘. Si unimos los vértices a; 0/y a,, de la pirdmide con el vértice visible céncavo més alto
del lado opuesto, (ver Figura 3.13), podemos observar que solamente necesitamos iluminar la
parte sombreada en oscuro de la pirdmide, pues el resto por un mecanismo de cunas, ( que
denominaremos cunas Tipo 1), como el utilizado en las escaleras es evidentemente visible.

B B H

m—

Caso Limite

Tipol

Figura 3.13: Cufias de un poligono piramide

Para iluminar la parte superior actuamos asi: Uniendo primero el vértice B con H, (que es
el vértice céncavo inmediatamente por debajo de B en el lado opuesto de la pirdmide), aparecen
cunas que llamaremos de Tip0O 2 o cufias ortogonales, que se pueden iluminar c/olgando luces
de alcance %T‘ en todos sus vértices, pues caso limite es aquel en el que el dngulo BHay, es 5. Por
tanto solamente debemos iluminar la pirdmide cuya base es el segmento BH y que podremos
iluminar aplicando un mecanismo recursivo sobre esta subpirdmide. n

3.3.3 Luces Vértice con Alcance L

Igual que se estudié en los poligonos escalera, analizamos a continuacién el nimero de luces
necesarias y suficientes para iluminar el poligono pirdmide. En este caso nos restringimos a luces
vértice con alcance L > r.
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Proposicion 3.3.4 Para todo poligono piramide P con n vértices , el nimero de luces vértice

de alcance L > r, a veces necesarias y siempre suficientes para iluminarlo es [%1

Demostracion. Para demostrar la necesidad de {%] luces, nos fijamos en la pirdmide de la Figura
3.14. Esta pirdmide se forma apilando piezas en forma de L, etiquetadas como indica la figura.
Desde cada pieza no se ilumina el vértice 3 de la pieza inferior, ni el vértice 6 de la pieza superior.
Por tanto necesitamos una luz por cada pieza, es decir, {%] Ademsds las terminaciones de la

pieza superior que se indican en la figura prueban la necesidad de que sea la parte superior de
n

6"

Figura 3.14: Necesidad de

o3

con L>r

Para demostrar la suficiencia debemos probar que todo poligono pirdmide se puede iluminar
con {%1 luces de alcance L > r. Para ello, (ver Figura 3.18), realizamos una descomposicién de
la pirdmide en poligonos estrellados de ocho vértices, cada uno de los cuales tiene seis vértices no
comunes con cualquier otra pieza de la descomposicién. Etiquetamos los vértices de la pirdmide
con un barrido descendente, construyendo las piezas que aparecen: la primera arista horizontal
se etiqueta con 1y 2, (1 a la izquierda), y la siguiente con 3 y 4, (3 en el interior). A continuacion
iremos numerando descendentemente los vértices del poligono hasta el nimero 6, teniendo que:

— Si el vértice 5 es concavo, se etiqueta con 6 al siguiente céncavo en la escalera opuesta y
se cierra la pieza, (esto sucederd necesarimente en la pieza superior).

— Si el vértice 5 es convexo, se etiqueta con 6 al siguiente céncavo de su misma escalera y se
cierra la pieza con el vértice 6 de la pieza superior.

Con estas dos condiciones conseguimos que el vértice 1 siempre sea convexo y el 6 siempre
concavo. Las piezas que aparecen en la descomposicién pueden ser de tres tipos:
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e Tipo A: Los vértices 1 y 3 pertenecen a distinta escalera que 2. Estas piezas son estrelladas
desde el vértice 3 y por tanto, se podran iluminar colocando una luz de alcance L > r en
dicho vértice.

Figura 3.15: Piezas estrelladas Tipo A

e Tipo B: Los vértices 2 y 3 pertenecen a distinta escalera que 1. Estas piezas son estrelladas
desde el extremo de la arista vertical correspondiente a 1.

1 1

4 3 4 3

Figura 3.16: Piezas estrelladas Tipo B

e Tipo C: Los vértices 1, 2 y 3 estdn en la misma escalera. La pieza es estrellada desde el
vértice 6 de la pieza superior.

1 1
2 2
3 3
4 6 4 6
5 6
6 5
1 1
2 3 23
4 5 4 5
6 6
6 6

Figura 3.17: Piezas estrelladas Tipo C
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Es inmediato comprobar que no hay méds tipos de piezas diferentes en la descomposicion y

que todas las piezas son estrelladas desde un vértice. Ademads cada nueva pieza que se construye

utiliza seis nuevos vértices en el etiquetado. Por tanto, con [%W queda iluminada toda pirdmide. g

Figura 3.18: Descomposicion de una pirdmide en poligonos de tipos A, B,y C

Podemos encontrar otras cotas que resultan méds evidentes segin lo visto hasta ahora y que
por ello omitimos aqui su demostracién. Como consecuencia de la Proposicién 3.3.3 podemos
enunciar la siguiente proposicién, cuya demostracién resulta trivial colocando luces de alcance

% en los vértices de P.

Proposicion 3.3.5 Todo poligono pirdmide P de n vértices se puede iluminar con n luces de

alcance %

Por otra parte, como todo poligono escalera se puede considerar un caso particular de poligono
pirdmide, tomando el ejemplo descrito en el Lema 3.2.3 es evidente que:

Proposicion 3.3.6 Si € es suficientemente pequeno y L = r — e, entonces existe un poligono
pirdmide P de n vértices que necesita L%J + 2 luces de alcance L para ser iluminado.

3.4 Conclusiones y trabajos futuros

Hemos estudiado en este capitulo de esta memoria algunos aspectos de la visibilidad de alcance
limitado en poligonos escalera y poligonos pirdmide.. Se demuestra que el intervalo de valores
significativos para el alcance L en dichos poligonos es [5,7], donde 7 es el radio del poligono.
Notese que esta propiedad es general para ambos tipos de poligonos. Ademds se prueba que
L%J + ¢ es el nimero de luces a veces necesario y siempre suficiente para iluminar cualquier
poligono escalera, cuando el alcance L €[%,7) y que esta cota es de [%w para poligonos pirdmide,

con L > r. Queda pendiente el estudio de otros tipos de poligonos ortogonales y de la iluminacién
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con luces no situadas en los vértices. A modo de resumen se presentan en la siguiente tabla los
resultados combinatorios obtenidos. Recuérdese que el problema combinatorio tratado se llamé
CombN-v-Es(P, L), para poligonos escalera y CombN-v-Pi(P, L) para poligonos pirdmide.

Tipo de poligono | L,,;, Problema Combinatorio
Escalera 1y CombN-v-Es(P, L) = ! siL=r
2 ) 2] 1c sif<L<r
Piramide % r CombN-v-Pi(P, L) = [1] siL>r

Tabla 3.1: Resultados obtenidos en visibilidad limitada

El caso de poligonos pirdmide solamente ha sido resuelto cuando L > r. Por tanto queda
abierto el problema CombN-v-Pi(P, L) con L < r para futuras investigaciones.
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Capitulo 4

t—Buena iluminacion

Uno de los objetivos de esta memoria consistia en buscar definiciones de wisibilidad o ilumi-
nacién més reales que permitiesen su utilizacién en campos como la ingenieria 6 la fisica. Asi,
estudiamos en este capitulo la t—buena iluminacidon. La idea de este tipo de iluminacién se basa
en considerar que un punto no estd bien iluminado si todas las luces que lo iluminan estdn agru-
padas tdnicamente a un “lado” del punto, es decir, si no estdn en cierto sentido, bien distribuidas
alrededor del punto.

Asi, consideraremos la siguiente variacién de visibilidad: un punto p estd t—bien iluminado
por un conjunto de luces o focos F' si cada semiplano con borde en x contiene al menos ¢ elementos
de F' visibles desde p. En este capitulo presentamos resultados para el cdlculo de la region t—bien
iliminada, con t = 1 6 t = 2, en diferentes situaciones geométricas. Se analizan también casos
con t general para situaciones que se pueden solucionar utilizando resultados conocidos.

4.1 Introduccion

En muchos problemas geométricos en la ingenieria y la fisica aparece el concepto de iluminacion
o vigilancia. Sin embargo en ocasiones, los resultados obtenidos en Geometria Computacional no
pueden ser utilizados de forma préactica en estos campos al no reflejar totalmente circunstancias
reales.

En el intento de buscar una definicién de iluminacién o vigilancia que se aproxime més a la
realidad, definimos en este capitulo la t—buena iluminacion. La idea fundamental de esta nueva
iluminacién consiste en considerar que un punto p no estd bien iluminado si todos los focos que
lo iluminan estdn en cierto sentido, “mal colocados” respecto de p.

El problema original de la Galeria de Arte propuesto por V. Klee pregunta cuédntas luces son
suficientes para iluminar todo punto interior a un poligono P con n vértices. Chvatal demostré
que L%J guardias o luces son siempre suficientes y a veces necesarias [24]. Muchas variaciones
de este teorema han sido ya estudiados como podemos comprobar en [80] y [99].

En 1994, Belleville y otros, [8], definen el concepto de k — guarding usando guardias situados

en las aristas del poligono. Un poligono P estd k — guardado por un conjunto de guardias si cada

71



72 t—Buena iluminacion

punto de P es vigilado por k guardias y hay a lo més un guardia en cada arista de P. Belleville
y otros obtienen resultados sobre 1 — guarding y 2 — guarding.

Introducimos en el presente capitulo el concepto de t—buena tluminacion donde no sélo
un conjunto de luces deben iluminar un punto p, sino que las luces deben estar bien situadas
alrededor de p. Consideraremos inicialmente que tenemos k luces en el plano euclideo en que
podemos encontrar obstdculos de diferente naturaleza: segmentos, rectas, poligonos, etc. Asi,
podemos definir la t—buena iluminacidn de la siguiente manera:

Definicion 4.1.1 Sea F = {f1, fa, ..., fx} un conjunto de k luces o focos en el plano y O un
conjunto de obstdculos. Un punto p estd t—bien iluminado por L, 1 <t < &

5, si todo semiplano
con borde en p contiene al menos t focos de L que lo iluminan.

Como se puede observar en la Figura 4.1 el punto p estd 1—bien iluminado por los focos f1,
f2 v f3, ya que ninguno de los obstéculos evita que cualquier semiplano que pasa por p deje focos
a ambos lados del mismo. Sin embargo, el punto ¢ no estd 1—bien iluminado ya que dibujando
un semiplano con borde en ¢ que deje a los focos fo y f3 a un lado y f; al otro, éste no iluminard
a ¢. Segun la definicién anterior puede darse el caso que un foco f; pertenezca a la recta que
genera los semiplanos. En este caso consideraremos que f; ilumina ambos semiplanos.

le,\
Jop T

Figura 4.1: Un ejemplo de 1—buena iluminacién

El conjunto de puntos del plano t—bien iluminados por F en presencia de un conjunto de
obstaculos O lo llamaremos region t—bien iluminada por F con respecto a O y lo denotare-
mos con Wi(F,O). Evidentemente la regidn t—bien iluminada puede ser no conexa. Por tanto
hablaremos indistintamente de las regiones o la region t—bien iluminada por un conjunto F' de
focos.

Ahora bien, jqué forma tienen las regiones t—bien iluminadas? En la siguiente proposicién
demostramos que estas regiones son siempre convexas, independientemente de la posicién de los
focos, si el conjunto de obstéculos O es vacio.

Proposicion 4.1.2 Sea F = {fi, fo,..., fx} un conjunto de k de focos. Si el conjunto O de
obstaculos es vacio o ningin obstdculo interseca a CH(F), entonces las regiones Wi(F, O) son
siempre convexas.

Demostracion. Como se muestra en la Figura 4.2, sean a, b dos puntos t—bien iluminados por
F y c un punto del segmento ab. Para cualquier semiplano m que pase por ¢ existe otro 7' que
pasa por by cuyo borde es paralelo al de 7. Como 7’ contiene ¢ focos y 7' C m, entonces ¢ es un
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punto t-bien iluminado. -

Figura 4.2: La region ¢t—bien iluminada es convexa

Estudiamos en este capitulo el calculo de estas regiones en diferentes situaciones geométricas.
En la Seccién 4.2 consideramos el caso en que ningiin obstaculo interseca al cierre convexo del
conjunto de luces, CH(F'), viendo que en este caso la regién t—bien iluminada coincide con
los niveles de profundidad de un conjunto de luces [25]. Este problema se ha denotado con
Bt—1Genk(F) y formalmente se puede enunciar de la siguiente manera:

buena t—iluminacioén en posicién general

Bt—1Genk(F):

ENTRADA: Un conjunto F' de k focos en el plano euclideo en posiciéon general.
PREGUNTA: ;Cémo podemos calcular la region bien t—iluminada por los focos de F'?

En las Secciones 4.3 y 4.4 presentamos dos casos con obstédculos. El primero es el caso en el
que el obstéculo es el borde de un poligono simple y las luces estdn situadas en los vértices. En
este caso estudiamos el calculo de W (F, P) si el poligono es convexo y presentamos un algoritmo
para hallar la regién 2—bien iluminada, Wa(F, P), si el poligono no es convexo.

buena ¢—iluminacion en un poligono convexo

Bt—ICon(P):

ENTRADA: Un poligono convexo P con n vértices.

PREGUNTA: ;Cémo podemos calcular la regidn t—bien iluminada por n focos situados en los
vértices de P?

buena ¢t—iluminacion en un poligono no convexo

B2—I1Pol(P):

ENTRADA: Un poligono P no convexo de n vértices.

PREGUNTA: ;Cémo podemos calcular la region 2—bien iluminada por n focos situados en los
vértices de P?

En el segundo de los casos con obstdculos que estudiamos, existe un obstdculo poligonal
convexo C'y un conjunto F' de k focos o luces exteriores a él, dando un algoritmo de complejidad
O(k(logn—+logk)+n) para el célculo de Wi (F, C'), donde n es el nimero de vértices del convexo.
Este algoritmo precisa de un preproceso que ordene angularmente los focos alrededor del convexo
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con un coste computacional de O(klogk).

buena 1—iluminacién para un obstaculo convexo

B1-I1Ck(C, F):

ENTRADA: Un poligono convexo C' con n vértices y conjunto F' de k focos exteriores a C.
PREGUNTA: ;Cémo podemos calcular la regién 1—bien iluminada por los focos de F'?

Como se puede imaginar un estudio completo de este nuevo tipo de iluminacién, la t—buena
iluminacion, seria muy extenso. Hemos pretendido en este capitulo definir un nuevo concepto de
iluminacién y estudiar problemas concretos que pueden servir como base para la investigacién
en otras situaciones geométricas.

4.2 t—Buena iluminacion sin obstaculos

Si no hay obstaculos, o los obstdculos no intersecan al cierre convexo de F, CH(F), la region
t—bien iluminada coincide con el nivel de profundidad t del conjunto F, (también llamados
niveles de profundidad de Tukey, (depth levels); ver [98] para los articulos originales de Tukey).
En la Figura 4.3 mostramos un ejemplo de esta region.

Figura 4.3: Zona 3—bien iluminada por focos en posicion general

Claverol en [25] demostré que se pueden calcular los niveles de profundidad en tiempo éptimo
O(n?). Podemos aplicar este resultado para calcular las regiones t—bien iluminadas por F,
cuando el conjunto de obstdculos O no intersecan a CH(F), en tiempo éptimo O(k?).

4.3 t—Buena iluminacion en un poligono

Consideremos un poligono P con un foco en cada uno de sus vértices {v1, va, ..., v, } y supongamos
que queremos calcular la regién de P t—bien iluminada por esos focos. Distinguiremos dos casos:
que P sea un poligono convexo o que no lo sea. Veremos en el caso convexo que la regién t—bien
iluminada coincide con el (t — 1)-nicleo de P y por tanto se podré calcular en tiempo ©(n).
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4.3.1 Poligono convexo

Nos planteamos ahora la bisqueda de un algoritmo para el problema Bt—ICon(P), es decir,
buscamos la regién t—bien iluminada por un conjunto F' de focos situados en los vértices de un
poligono convexo P. En [1] se define el r-niicleo de un poligono convexo P de n vértices en los
siguientes términos:

Definicion 4.3.1 Si P es un poligono convexo de vértices V.= {v1,..,u,} yr € Z, 0 <r <mn,
llamamos r-nicleo de P y lo designamos por Ker,(P) al conjunto

Ker,(P)= (| CHWV\{vi,...,v}) (4.3.1)

{ilﬂ“‘7i7‘}

donde la interseccion recorre todos los subconjuntos de r elementos de {1, ...,n} y CH(A) indica
el cierre convexo de A.

En la siguiente proposicién probamos que la regién t—bien iluminada por los vértices de P
es Ker;_1(P), es el (t — 1)-nucleo de P.

Proposicion 4.3.2 Sea P un poligono convexo con n vértices {vi,va,...,vn}. La region t—bien
iluminada por n focos situados en los vértices de P es Ker;—1(P).

Demostracion. Segun la Definicién 4.3.1, Ker;—1(P) es la interseccién de todos los cierres con-
vexos que dejan ¢t — 1 vértices de P fuera de ellos. Por tanto para todo punto p € Ker;_1(P),
cualquier semiplano con borde en p dejard a cada lado al menos t vértices de P y por tanto ¢
focos, (nétese que los focos sobre la recta que determina el semiplano se considera que ilumi-
nan ambos semiplanos). Ademds para cualquier otro punto ¢ ¢ Ker;_1(P) siempre podemos
encontrar un semiplano con borde en ¢ que deja t — 1 focos a uno de sus lados, tomédndolo
adecuadamente paralelo a uno de los semiplanos que determinan Ker;_1(P). n

En la Figura 4.4 se ilustra esta situacién y se construye la region 3—bien iluminada por los
vértices de P, es decir, Kery(P).

y
5
Vs

|£]

| v2

v
Figura 4.4: Region 3—bien iluminada por los vértices de P, (Kerz(P))

Asi, podemos caracterizar la regidn t—bien iluminada de la siguiente manera:
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Lema 4.3.3 Un punto x de un poligono convexro P estd t—bien tluminado por los vértices de
P si y solo si x estd contenido en el semiplano de borde U;v; ¢ que no contiene a v;+1 para todo
i=1,2,...,n (considerando los indices médulo n ).

Por tanto como sabemos que el t-nicleo de un conjunto de puntos en posicién convexa se
puede calcular en tiempo 6ptimo ©(n), podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 4.3.4 La construccion de la region t—bien iluminada por los n vértices de un poligono
convexo se efectia en tiempo ©O(n).

Una vez que hemos estudiado el cédlculo de la regidn t—bien iluminada por focos situados en
los vértices de un poligono convexo P, pasamos a disenar un algoritmo que calculard la Wy (F, P)
con focos situados en los vértices de un poligono P no convexo, (problema B2—I1Pol(P)).
Obsérvese que estudiamos directamente el caso t = 2, pues si t = 1 y los focos se encuentran
situados en los vértices de un poligono P, la regiéon 1—bien iluminada coincide con P, ya que si
triangulamos el poligono todo punto interior cae dentro de algtin tridngulo de dicha triangulacién
y por tanto estd 1—bien iluminado.

4.3.2 Poligono no convexo

Si el poligono P no es convexo y t = 2 debemos sustituir la diagonal 7;v,12 por el camino
geodésico que une v; con v+ en el interior de P. Los puntos de la regiéon poligonal H; deter-
minada por el camino geodésico de v; a v;42 v el vértice v;11no estdn 2—bien iluminados, (ver
Figura 4.5). Si z € H;, un semiplano cuyo borde pasa por z y no corta al camino geodésico de
v; a V;42 contiene menos de 2 focos, por lo que no estd 2—bien iluminado.

Vitz

Figura 4.5: Region H; sin 2—buena iluminacion

Asi, la region 2—bien iluminada esta contenida en la interseccién de las regiones P\ H; para
1 =1,2,...,n. Pero no coincide con ella segin muestra el siguiente ejemplo: en el poligono de la
Figura 4.6, tomando z un punto del tridngulo A(azd), el semiplano determinado por la recta
paralela a da que pasa por z solamente contiene al foco z, por lo que z no es un punto 2—bien
tluminado. Un tridngulo no bien iluminado aparece en cada lado del poligono incidente con el
vértice céncavo.
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Figura 4.6: 2—buena iluminacién en un poligono P

Con todo lo anterior podemos describir el siguiente algoritmo para la construccién de Wa(F, P).
El proceso se divide en tres pasos: los dos primeros construyen las regiones no 2—bien iluminadas
y en el tercero se eliminan de P.

Algoritmo de 2—buena iluminacién en un poligono no convexo

ENTRADA: Un poligono P con n vértices y un conjunto F' = {fi, ..., fn} de n focos situados en
los vértices de P.
SALIDA: La region 2—bien iluminada en el interior de P por F, Wy (F, P).

1. Construccion de las regiones H;. Para cada vértice i trazamos las diagonales
correspondientes al camino minimo desde ¢ al vértice ¢ + 2. La regién comprendida
entre el camino y el vértice i + 1 no estd 2—bien iluminada, (ver Figura 4.6).

2. Construccion de triangulos asociados a lados céncavos. Por cada arista aZ incidente
en el vértice céncavo = se elimina una zona no 2—bien iluminada construida del siguiente
modo, (ver Figura 4.6): Prolongando el lado aZ hacia el interior del poligono cortard a un
lado de P en un punto t. Girando los segmentos at con centro en a y xt con centro en x
y en sentidos contrarios, encontramos los primeros vértices visibles en ambos casos, que
llamaremos ¢ y j respectivamente. Si calculamos ahora el punto de interseccién d de las
rectas zj y ai, podemos construir el tridngulo A(adz) que segiin se justifico anteriormente
es una regioén no bien 2—iluminada. En la figura se muestra también la otra regién no bien
2—iluminada que se obtiene con el otro lado incidente en el vértice céncavo x.

3. Eliminacion de las regiones no 2—bien iluminadas. Eliminar de P las regiones H;
construidas en el Paso 1 y los dos tridngulos adyacentes a cada vértice céncavo de P,
construidos en el Paso 2.

La validez de este algoritmo y su complejidad se analiza en el siguiente teorema:

Teorema 4.3.5 Si P es un poligono con n vértices y F' = {fi, ..., fa} es un conjunto de n focos
situados en sus vértices, el algoritmo anterior construye Wo(F, P) en tiempo O(n?).
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Demostracion. Consideremos un punto ¢ interior a P y que no estd ni en el interior de ningtin
H; i = 1,...,n, ni en el interior de ninguno de los tridngulos adyacentes a vértices céncavos
generados en el Paso 2 del algoritmo.

Si trazamos un semiplano con borde en ¢ éste cortard a dos lados del poligono P, (T;0:11,
T;Uj11), en puntos i1 y 42 respectivamente, (ver Figura 4.7 (a)). Si nos fijamos en uno de los

semiplanos, por ejemplo en el que se encuentran los vértices v; y vj 41, se pueden dar los siguientes
casos:

1. Tanto v; como vj;y1 iluminan a ¢: en este caso g estdrd 2—bien iluminado respecto al
semiplano en el que se encuentran v; y vjy1, (ver Figura 4.7 (a)).

2. Tanto v; como v;1 iluminan a g, pero v; = v;11: en este caso g no estarfa 2—bien iluminado.
Esta situacién no se podrd dar pues esto significaria que g € H;, (ver Figura 4.7 (b)), y
este sector ha sido eliminado en el Paso 1 del algoritmo.

3. Uno de los dos focos no iluminan ¢: si por ejemplo v; no ilumina a ¢, entonces existe un
foco o vértice del poligono v; desde el que se ve el punto ¢, con lo cual este punto estaria
2—bien iluminado respecto al semiplano correspondiente, (ver Figura 4.7 (c)).

4. Uno de los dos focos no ilumina a ¢, pero es uno de los dos focos vj41 0 v; el que impide la
visién desde el otro, (ver Figura 4.7 (d)): en este caso el punto ¢ no estard 2—bien ilumi-
nado. Esta situacién no se podrd dar pues en este caso ¢ estarfa en uno de los tridngulos
adyacentes al lado 7;7;17, eliminado en el Paso 2 del algoritmo.

Figura 4.7: Situaciones con 2—buena iluminacién
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Respecto a la complejidad, en el primer paso el coste de un camino geodésico es lineal.
Por tanto el trazado de todas las diagonales se realiza en O(n?). Para la construccién de los
tridngulos eliminables se necesitan ordenar todos los vértices respecto de todos para encontrar
iy j, (coste O(n?)), més la obtencién del punto ¢, (coste O(n)) y el célculo de los tridngulos
que se realiza en tiempo constante para cada lado, es decir, O(n?) en total. Finalmente debemos
recortar todos los tridngulos con el poligono resultante de eliminar todas las regiones H; de P.
Esto puede hacerse en O(n) para cada tridgngulo, lo que produce un coste final para todos los
triangulos de O(n?). m

Estudiamos a continuacién el célculo de la region 1—bien iluminada por un conjunto
F = {fi,.... fr} de k focos en posicién general en el plano, existiendo un obstdculo convexo
C con n vértices que impide la visibilidad. Este problema lo hemos denotado anteriormente con
B1-ICKk(C, F).

4.4 1—Buena iluminacion con obstaculo convexo

Todo poligono convexo tiene buenas propiedades respecto a la iluminacién o vigilancia. En este
sentido podemos aprovechar dichas propiedades en el diseno de un algoritmo que calcule la
zona 1—bien iluminada por k focos exteriores a él. Segun la Definicién 4.1.1 para la t—buena
tluminacion caracterizamos la 1—buena iluminacion en el siguiente lema cuya demostracién
resulta trivial y por ello omitimos.

Proposicion 4.4.1 Un punto x estd 1—bien iluminado por un conjunto de focos F si existen
tres focos f1, fa, f3 de F' que iluminan a x y tal que el tridngulo A(f1, fo, f3) contiene a x.

Supongamos por tanto que tenemos un convexo C' con n vértices y un conjunto de k focos
exteriores a él, F' = {f1, fo, ..., fr}. Presentamos a continuacién un algoritmo para el problema
B1—-ICK(C, F"). Dicho algoritmo consta de un primer paso de preproceso en el cual ordenaremos
angularmente los focos alrededor del convexo. El coste computacional de este preproceso se puede
dividir en dos apartados:

e Determinacién de las cunas que generan la prolongacién de los lados del convexos y deter-
minacion de los focos que pertenecen a cada cuna. Este paso tiene un coste conocido de
O (klogn), siendo k el nimero de focos y n la cantidad de vértices del convexo C.

e Ordenacién de los focos en cada cuna. La ordenacion debe ser angular y se produce respecto
al vértice v; de C' que determina la cuna. El coste de esta operacion serd O(k;logk;). Si
suponemos que tenemos un nimero t de cunas, el coste total serd:

O (i kl log k‘z> =0 (k‘ log k‘) (4.4.2)
i=1

1=
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Como hemos mencionado anteriormente el algoritmo que presentamos consta de una primera
parte de preproceso y otra segunda donde se engloban los cdlculos propios del algoritmo, como
se detalla a continuacién:

Algoritmo de 1-buena iluminacién para un convexo

ENTRADA: Un poligono convexo C' con n vértices y un conjunto F' = {f,..., fn} de n focos
exteriores a él..
SALIDA: La region 2—bien iluminada por F, Wi (F,C).

1. Preproceso. Determinar las cunas que producen la prolongacién de los lados del convexo
y estudiar los focos que pertenecen a cada cunas. Este preproceso se debe realizar tanto en
las cunias hacia la derecha como las cunas hacia la izquierda, (es decir, cuando recorremos
C' en sentido derecho e izquierdo). En la Figura 4.8 presentamos un ejemplo de ordenacién
de focos alrededor del convexo en sentido derecho.

Obsérvese que una vez realizada las dos ordenaciones, (en sentido derecho e izquierdo),
quedan determinados los focos que vamos encontrando y abandonando al realizar un
barrido por una recta que contiene a cualquier lado de C' y gira en sentido negativo alrede-
dor de él. Los focos que aparecerdan vienen dados por la ordenacién de las cunas derechas
v los que desaparecerdn por la ordenacién de las cunas izquierdas.

Figura 4.8: Preproceso para un convexo

2. Calculo. El algoritmo consta de dos partes. La primera de ellas consiste en el cdlculo de
una zona poligonal A, que es la unién de los cierres convexos dindmicos de los subconjuntos

de F linealmente separados de C. La segunda parte consiste en completar A con sectores
internos de buena iluminacidon S*, que no aparecen en la unién de los cierres convexos. Asi,
la zona bien iluminada por los focos de F' = { f1, fa, ..., fr} serd A Ule S'. .Detalladamente
estos son los pasos de esta parte de célculo.

(a) Construccion del primer convexo:
— Trazar una recta t que contiene a un lado cualquiera de C.
— Construir el cierre convexo de todos los puntos exteriores a t.
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(b) Calculo de A. Uniodn de los cierres convexos dindmicos

— Girar en sentido negativo la recta ¢ y construir de forma dindmica la unién de
los cierres convexos que irdn apareciendo en sentido negativo y desapareciendo
en sentido izquierdo, (ver Figura 4.9).

(c) Completar con sectores internos S.

— Para cada foco f; construir su recta soporte r; a C.

— Girar r; en sentido negativo alrededor de C' hasta encontrar el primer foco que
aparece, f;.

— QCalcular lar recta soporte r; de f; a C.

— Hallar el sector 8 y unirlo a la zona bien iluminada A.

En la Figura 4.9 presentamos la construccién de la zona 1—bien iluminada A resultado de
la unién de los cierres convexos dindmicos y el sector §* a unir para un foco f;.

Figura 4.9: Buena 1—iluminacion con un obstaculo convexo

Nos preguntamos ahora sobre la complejidad de este algoritmo. En el siguiente teorema
establecemos la complejidad del algoritmo que resuelve el problema B1—1CKk(C, F).

Teorema 4.4.2 Dado un conjunto F' = {f1, fo, ..., [} de luces-punto en el plano y un obstdculo
convexo C' de n vértices, la zona 1—bien iluminada se puede calcular en O(k(logn +logk)+n).

Demostracion. Analizamos anteriormente que el coste computacional del preproceso se dividia
en dos partes. Una de ellas es la determinacién de los focos que caen en cada cuna, (O(klogn))
y la otra la ordenacién de cada una de éstas, (O(klogk)).

Respecto a la segunda parte de cédlculo debemos construir los cierres convexos de forma
dindmica, proceso que se realiza en tiempo O(log k) [18]. Por otra parte, debemos construir un
sector para cada foco f;. Ello precisa el cdlculo de 2 rectas soporte a C, que se pueden encontrar
recorriendo en sentido negativo el convexo C'y que por tanto tendrd una complejidad O(k +n).
Asi tenemos

O(klogn+ klogk +logk + k +n) = O(k(logn +log k) + n) (4.4.3)
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que prueba nuestro teorema. -

La complejidad anterior es 6ptima si k € O(n) osi k € O(1). En el primer caso la complejidad
es O(nlogn) y si CH(F) y C son disjuntos la region 1—bien iluminada es CH(F).

4.5 Conclusiones y trabajos futuros

En este capitulo se ha definido el concepto de t—buena iluminacion imponiendo restricciones
sobre la posicién de los focos que deben iluminar un determinado punto. Se han estudiado algo-
ritmos para el cdlculo de las regiones t—bien iluminadas en diferentes situaciones geométricas:
cuando los focos se encuentran en posicién general en el plano y sin obstédculos, cuando los focos
estdn situados en los vértices de un poligono P, (tanto convexo como no convexo), y cuando los
focos se encuentran situados en posicién general en el plano, pero existe un obstdculo convexo
C que impide dicha iluminacién. A modo de resumen los resultados obtenidos se presentan en
la siguiente tabla:

Problema Estudiado Posicion luces Complejidad Computacional
Bt—1Genk(F) general O(k?)
Bt—1Con(P) convexa O(n)
B2—I1Pol(P) vértices poligono P O(n?)
B1-ICk(C, F) exteriores convexo C O(k(logn +log k) +n)

Tabla 4.1: Resultados obtenidos en t—buena iluminacién

Queda abierto un abanico amplio de futuros trabajos en el disefio de técnicas para el calculo
de la t—buena iluminacion con otras condiciones geométricas. Asi, se podria estudiar el cdlculo de
la region t—bien iluminada por focos situados en el interior de un poligono P. Por razonamientos
similares a los que se realizan en el Capitulo 5, estas regiones estdn relacionadas con el cierre
convezo relativo de dichos focos respecto a P. Una vez cdlculado dicho cierre se pueden disenar
algoritmos para el cdlculo de la regién t—bien iluminada, utilizando variaciones de los algoritmos
expuestos en este capitulo, teniendo en cuenta que ahora no en todos los vértices del cierre
convezo relativo se tiene situado un foco y ademds existen focos en su interior.



Capitulo 5

lluminacion multiple en un poligono

El poligono de visibilidad de un punto en el interior de un poligono de n lados puede calcularse
en tiempo lineal, (ver [72]). Si estudiamos una solucién heuristica o aproximada para el problema
MinN-p-Pvk(P), (ver Capitulo 8), aparece de forma casi inmediata el problema del célculo de
la unién de poligonos de wvisibilidad. En este capitulo no estudiamos esta unién, sino que nos
preguntamos sobre la interseccién de poligonos de visibilidad, es decir, sobre el cdlculo del lugar
geométrico de los puntos del poligono iluminados por k focos. Este problema se podria titular
“lluminacion maltiple en un poligono” y como nicleo de un conjunto de puntos ha sido estudiado
por Ghosh, ([50] describe un algoritmo para la bisqueda de un punto interior al poligono P
iluminado por k focos) y por Ke y O’Rourke en su versién generalizada [67]. Planteamos en
este capitulo otra solucién al problema que aunque no reduce la complejidad sustancialmente, si
resulta interesante respecto a la sencillez de los algoritmos descritos. Se presentan dos algoritmos.
Uno incremental de complejidad O(kn) en el que cada insercién se realiza en tiempo lineal. Otro
hace uso del cierre convezo relativo. Una vez calculado, lo que puede hacerse en O(n+klog(kn)),
el algoritmo resuelve el problema en tiempo O(n + k).

5.1 Introduccidn

Un problema clésico en el campo de la Geometria Computacional es el problema de la galeria de
arte, (ver [99]), sobre iluminacién de un poligono. Se conocen cotas combinatorias ajustadas sobre
el nimero de luces necesarias para iluminar un poligono P de n vértices. Sin embargo, minimizar
el nimero de luces necesarias para iluminar un poligono dado es un problema N P-completo.
En este sentido, resulta interesante el estudio de las propiedades que tienen los poligonos de
vistbilidad de puntos en el interior de un poligono P. Estas propiedades podrdn ayudar en la
biisqueda de soluciones aproximadas en nuestros problemas de visibilidad, como estudiamos en
la segunda parte de esta memoria.

El problema que planteamos en este capitulo es el siguiente: “Dado un poligono P de n
vértices y un conjunto T de k focos dentro de él, calcular la region iluminada por todos ellos a
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la vez”. Formalmente lo podemos enunciar de la siguiente manera:

iluminacion maltiple en un poligono

p-Pvk(P,T):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices y un conjunto 7' de k luces-punto interiores a él.
PREGUNTA: ;Cémo podemos calcular la zona iluminada por los k focos a la vez?

Comenzamos definiendo en la Seccién 5.2 los conceptos bdsicos sobre visibilidad dentro de un
poligono P. En la Seccién 5.3 se presenta un algoritmo incremental de complejidad O(kn) para
el calculo de la interseccion de poligonos de visibilidad. En la Seccién 5.4 definimos el concepto
de foco esencial y se presenta un algoritmo de complejidad O(n + klog(kn)), utilizando para
ello una técnica de doble barrido.

5.2 Definiciones y Propiedades

Damos a continuacion las definiciones bésicas sobre visibilidad que nos ocuparédn en el transcurso
de este capitulo.

Definicion 5.2.1 Dado un conjunto D de R? se dice que dos puntos x,y € D son visibles en D
cuando el segmento Ty estd completamente contenido en D.

Definicién 5.2.2 Dado un poligono P, se llama poligono de visibilidad de un punto t de P,
que denotaremos con V(P,t), al poligono que contiene a todos los puntos visibles desde t en el
poligono P.

méstil

(b)

Figura 5.1: (a) Poligono de visibilidad (b) Poligono de visibilidad con mastil

La definicién anterior de poligono de visibilidad puede producir regiones de visibilidad que
no son poligonos simples, como se muestra en la Figura 5.1 (b). Estos poligonos los llamaremos
poligonos de visibilidad con mdstiles y se considerardn situaciones degeneradas. Ni esta situacién
ni aquella en la que dos focos estén alineados con un vértice de P se considerardn en este trabajo.

En el lema siguiente se exponen algunas propiedades bésicas de los poligonos de visibilidad.

Lema 5.2.3 Si P es un poligono de n vértices, el poligono de visibilidad de un punto t, V(P,t),
es un poligono estrellado con, a lo sumo, n vértices. Los lados de V (P, t) o bien estdn contenidos
en los lados de P o son cuerdas que unen un vértice de P con un punto de otro lado de P.
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5.3 Algoritmo incremental

Presentamos a continuacién un algoritmo incremental de complejidad O(kn). Este algoritmo es
6ptimo si se procesan los focos al vuelo (segin van llegando). Analizamos en primer lugar el caso
en que tenemos tnicamente dos focos t1 y t9, generalizando a continuacion a k focos.

5.3.1 Algoritmo de interseccion

Dado un poligono P y dos puntos interiores t; y to a P, cuyos poligonos de visibilidad son
V(P,t1) y V(P,t2), describimos un algoritmo para el cdlculo del poligono interseccién, (que
denotaremos con V(P,t1,t2)), distinguiendo dos casos: que t; y to sean visibles o que no lo
sean. Si son visibles, el cdlculo de Vi(P,t1,t2) se reducird a calcular el poligono de visibilidad
de t; dentro de V(P,t3), (es decir, V(P t1,ta) = V(V(P,t2),t1)), o a calcular el poligono de
visibilidad de ta dentro de V(P,t1). Si los puntos ¢1 y t2 no son visibles podemos distinguir dos
subcasos: el primero de ellos es que no exista un punto ¢ que vea a ambos puntos t1 y to, en
cuyo caso Vi(P,t1,t2) = 0; por el contrario, si existe un punto ¢ que vea a t1 y to, V7(P,t1,t2) =
V(V(P,t1),c) N V(V(P, t2),c). Ademés el poligono solucién serd estrellado desde este punto c.

A continuacién describimos con detalle los pasos del algoritmo que se ilustra en la Figura
5.2, estudiando los casos posibles.

Algoritmo de interseccién de dos poligonos de visibilidad

ENTRADA: Dos poligonos de visibilidad V (P, t1) y V (P, t2).
SALIDA: El poligono interseccion Vi(P,t1,t2) = V(P,t1) NV (P, t2).

1. Caso A — t1 y to visibles.

— Calcular V(P,t1).
— Vi(P,t1,t2) = V(V(P,t1),t2).

2. Caso B — t1 y t2 no son visibles. El segmento t1t5 corta a P. Consideramos las cadenas
de P que empiezan y terminan en dicho segmento, como se muestra en la Figura 5.2 y
se calcula el cierre convexo H de la unién de dichas cadenas. Los pasos son:

— Si t1 6 to estdn contenidos en H entonces Vi(P,t1,t2) = () y fin.

— En caso contrario, se trazan las semirrectas soporte de H desde t1 y t2 y se calcula
su punto de interseccién ¢p. Si ¢; no existe, Vi (P, t1,t2) = 0 y fin.

— Sitic1 o tac; ¢ P entonces Vi(P,ty,to) =0 y fin.
En otro caso V(P t1,t2) = V(V(P,t1),c1) N V(V (P, t2),c1).

Siguiendo la misma idea de este algoritmo para la interseccién de dos poligonos de visibilidad,
podemos disenar el siguiente algoritmo para calcular la iterseccién de k poligonos de visibilidad.
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Figura 5.2: (a) Puntos visibles (b) Cadenas generadas por puntos no visibles

Interseccién de k poligonos de visibilidad

Realizar la interseccién de k poligonos de wvisibilidad, correspondientes a los focos tq, ..., t, se
puede realizar de forma incremental utilizando como caso bésico el algoritmo anterior. Describi-
mos el paso k para la interseccién de V(P ty,...,tx—1) con V (P, t).

Algoritmo de interseccion de & poligonos de visibilidad

ENTRADA: El poligono V;(P,t1,...,tx_1) estrellado desde cx_1 y V (P, tg).
SALIDA: El poligono interseccion Vi(P,t1,....,tx) = V(P,t1) N... NV (P, tx).

1. Caso A — c¢i_1 y ty visibles.

- VI(Pvtla 7tk) = V(V(P7 tk),Ck_l)ﬂ VI(P7t17”'7tk—1)'

2. Caso B — c¢,_1 y tr no son visibles. El segmento cp_1t; corta a dP. Consideramos las
cadenas de P determinadas por dicho segmento, como se ha explicado en el algoritmo
anterior, y se calcula el cierre convexo H de la unién sde dichas cadenas.

2.1.
2.2.

2.3.

Si cx_1 6 tg estdn contenidos en H entonces V(P t1,...,tx) = () y fin.

En caso contrario, hallar la recta soporte desde ¢t a H y calcular, si existe, el punto de
interseccion cg con V(P ty, ..., tx—1) més cercano a tx. Si ¢x no existe Vi (P, t1, ..., tg) =
() y fin.

Si txcx ¢ P entonces Vi(P,t1,...,tx) = 0 y fin. En caso contrario V(P t1,...,tx) =
V(V[(P, T1,eeny tkfl), Ck) N V(V(P, tk), Ck).

Como consecuencia del algoritmo anterior tenemos el siguiente lema.

Lema 5.3.1 Si el poligono interseccion de k poligonos de visibilidad Vi(P,t1,...,tx) es no vacio
entonces es un poligono estrellado.
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Estudio de la Complejidad

La complejidad del algoritmo es O(kn) ya que es un proceso incremental en el que cada insercién
se realiza en O(n). Efectivamente, en el Caso A se calcula un poligono de wvisibilidad y una
interseccion de dos poligonos estrellados desde un mismo punto. Ambas operaciones se calculan
en O(n). En el Caso B el cédlculo del cierre convexo H se realiza en tiempo lineal ya que las
cadenas estdn ordenadas. El paso 2.1. se realiza en O(logn) y el 2.2. en O(n). Un argumento
similar al del Caso A prueba que el apartado 2.3. se realiza en tiempo lineal.

5.4 Algoritmo de doble barrido

Si los focos se dan de uno en uno y se actualiza la regiéon comiin de visibilidad tras cada insercién,
el algoritmo anterior es éptimo. Si se conocen todos los focos, es posible obtener un algoritmo
maés rdpido que presentamos en esta seccion.

5.4.1 Focos esenciales

Definicion 5.4.1 Dado un poligono P de n vértices y un conjunto T = {t1,...,tx} de k focos
interiores a P, se dice que el foco t; es no esencial si Vi(P,T) = Vi(P,T\{t;}). En caso contrario
llamaremos a t;, foco esencial.

Pero, jcudntos focos esenciales podemos tener dentro de P? En la siguiente proposicion
relacionamos el nimero de focos esenciales con el de cadenas céncavas, (es decir cadenas que
s6lo contienen veértices céncavos), que aparecen en P.

Proposicion 5.4.2 Por cada cadena céncava de un poligono P de n vértices, tendremos a lo
sumo 2 focos esenciales.

Demostracion. Si nos fijamos en la Figura 5.3 observamos que cuando la cadena céncava estd
generada unicamente por 1 vértice, los focos esenciales se encuentran en los sectores determinados
por las rectas que continenen a los segmentos 7;_10; y U;0;+1, donde v; es el vértice concavo, (en la
Figura 5.3 (a) se muestran marcados con una fecha gris y otra negra). Los focos que determinan
la menor zona iluminada sobre la otra seccién de la zona céncava, se encuentran lo més cerca,
(angularmente), posible a los segmentos T;_10; y T;0;51, pues en otro caso iluminarfan mayor
zona. Ademés cualquier otro vértice que encontremos a continuacién no serd esencial para esta
cadena céncava, ya que iluminardn mayor zona en el otro sector de la concavidad. Por tanto,
para encontrar dichos vértices es suficiente girar los segmentos anteriores en ambos sentidos
alrededor de v; hasta encontrar dichos vértices, o hasta alinearse con el otro segmento, (lo que
indicara que en uno de los sectores no tendremos vértice esencial).

Cuando el ndmero de vértices céncavos es mayor que 1, la situacién es similar, pero la
biisqueda de los vértices asociados a los focos esenciales cambia. La diferencia radica en la forma,
de giro. Los giros ahora no se deben realizar sobre un tnico vértice céncavo, sino que se debe
cambiar el centro del giro al siguiente vértice concavo, cuando el giro se alinea con la siguiente
arista de P. Asi, si nos fijamos en la Figura 5.3 (b) y comenzamos girando el segmento T;_3v; 1
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alrededor de v;_1, pararemos cuando nos alineamos con el segmento v;_1v;, cambiando en este
caso el centro del giro al vértice v;. Este proceso se itera hasta encontrar el foco esencial t5.
A continuacién repetimos el proceso comenzando por el otro extremo de la cadena céncava, es
decir, por el segmento 7; 127,13, hasta hola que tal estamos encontrar el foco esencial t3.

Figura 5.3: Focos esenciales sobre cadenas concavas

La construccion realizada para la buisqueda de los focos esenciales determina también en este
caso, que el nimero de focos esenciales debe ser 2, uno por cada zona de la concavidad, ya que
nos interesan los focos méds cercanos, (angularmente), a los primeros lados de la cadena céncava,
Estos focos son los que iluminan la menor zona posible de la otra cara de la concavidad y por
tanto serdn esenciales en la interseccién. Cualquier otro foco iluminard mayor zona de la otra
cara de la concavidad y por tanto no serd esencial para la interseccion. n

Como consecuencia de esta proposicién anterior podemos enunciar la siguiente que determina
el nimero méximo de focos esenciales que pueden aparecen en el interior de un poligono P de n
vértices.

Proposicion 5.4.3 Si P es un poligono con n vértices, el nimero de focos esenciales que pode-
mos tener en su interior es a lo sumo n. Ademds esta cota es ajustada.

Demostracion. Segtn la Proposicién 5.4.2, el mimero de focos esenciales por cada cadena céncava
de un poligono P es 2. Como sabemos el niimero maximo de cadenas céncavas de un poligono P
de n vértices es 5, de donde se deduce que la interseccion tiene a lo sumo n vértices. Ademds la
Figura 5.4 muestra que dicha cota es ajustada, pues tenemos un poligono con el mismo niimero
de vértices que focos esenciales. m

Del mismo modo que se puede acotar el niimero de focos esenciales, podemos establecer una
cota para el nimero de vértices del poligono interseccién. Se demuestra que el niimero de vértices
de dicho poligono es a lo més n, siendo n el nimero de vértices del poligono inicial P.

Teorema 5.4.4 Si T = {t1,...,tx} es un conjunto de k focos interiores a un poligono P de n
vértices, entonces el poligono Vi(P,T) tiene a lo sumo n vértices. Ademds dicha cota es ajustada.
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Figura 5.4: Cota ajustada de la Proposicion 5.4.3 y del Teorema 5.4.4

Demostracion. A cada vértice v de V7 se le asocia de manera univoca un vértice del poligono del
siguiente modo: Si es un vértice del poligono se le asocia el mismo. En caso contrario, existen
dos focos esenciales y dos semirrectas que parten de ellos y que se cortan en v, apoyiandose en
dos vértices u1 y ug de P. Si entre u; y ug hay algin vértice de P, se le asigna éste a v. En otro
caso, ni w1 ni ug son veértices de la interseccién. Asociamos v a uy (resp. ug), si sig(uy,v,us) < 0
(resp. > 0). Ademéds la cota es ajustada, segin se muestra en la Figura 5.4. m

5.4.2 Cierre convexo relativo

El cierre convexo relativo de un conjunto T de k focos dentro del poligono P, CCR(P,T), (ver
[97]), es la herramienta adecuada para eliminar focos no esenciales. En los siguientes lemas
estudiamos las relaciones entre este cierre convexo relativo y los focos esenciales interiores a un
poligono P.

Lema 5.4.5 Si P es un poligono de n vértices y T un conjunto de k focos interiores a P,
entonces CCR(P,T) contiene en su frontera a todos los focos esenciales.

Demostracion. Si calculamos el cierre convexo relativo de un conjunto T' de focos interiores a
P, obtenemos un poligono como el que se muestra en el interior del poligono de la Figura 5.5.
Los vértices de C'C'R son o bien focos, o bien vértices céncavos de P. Ademds, si un foco ¢; estd
unido con un vértice céncavo v;, entonces t; es un foco esencial asociado a la cadena céncava
a la que pertenece v;, ya que es el foco méds cercano angularmente al lado del poligono al que
pertenece v;, (el lado correspondiente al sector en el que estd el foco t;). -

El célculo del cierre convexo relativo tiene un coste computacional que es O(n + klog(kn))
y constituye la parte mas costosa de nuestro algoritmo final de doble barrido, para el calculo de
V7. Observando también la Figura 5.5, deducimos de forma inmediata el siguiente lema.

Lema 5.4.6 Los vértices concavos de CCR(P,T) son vértices de P y la region comin de visi-
bilidad de T no varia si se antaden a T dichos vértices

Segin se mencioné en el resumen inicial, el objetivo fundamental de este capitulo es el
estudio de algoritmo para el cdlculo del lugar geométrico de los puntos interiores a un poligono
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Figura 5.5: Cierre convexo relativo de un conjunto T de focos interiores a P

P iluminados por k focos, es decir, el cdlculo de la interseccién de sus poligonos de visibilidad.
Estudiamos a continuacién la idea general de otro algoritmo que llamaremos de “doble barrido”,
pues realizamos dos barridos: uno hacia la derecha y otro hacia la izquierda. Presentamos en el
Seccién 5.4.3 este algoritmo para un dnico foco, generalizando en la Seccién 5.4.4 a un conjunto
de focos situados en los vértices de una regién convexa, (es decir, situados en posicién convexa), y
que por ello titularemos “region de visibilidad de un convezxo por doble barrido”. Finalmente en la
Seccién 5.4.6 presentamos el algoritmo para el caso en que las luces-punto o focos se encuentren
en posicién general en el interior de P.

5.4.3 Regidén de visibilidad de un punto por doble barrido

El algoritmo para el cédlculo de la regién de visibilidad de un punto en un poligono es bien cono-
cido [72]. No obstante, en esta seccién presentamos una variante del mismo cuya generalizacién
permitird resolver nuestro problema de iluminacién miiltiple.

Definicion 5.4.7 Dado q interior a P, decimos que v; es un punto de giro hacia afuera, (resp.
hacia adentro), respecto a q si los dngulos Zv;_,qu; y Zviquit1 tienen signos distintos y vit1 y
q estan en lados opuestos (en el mismo lado) de la recta que pasa por la arista v;—1v;.

Figura 5.6: (a) Giro hacia adentro (b) Giro hacia afuera

Sea P? el poligono P pero recorrido en sentido contrario. Entonces los puntos de giro hacia
adentro para P son puntos de giro hacia afuera para P°. Asi podemos definir el siguiente algo-
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ritmo para calcular el poligono de visibilidad de un punto ¢ interior a un poligono P, V(P,q).

Algoritmo I: Region de visibilidad de un punto por doble barrido

ENTRADA: Un poligono P de n vértices y una luz-punto q en su interior.
SALIDA: El poligono de visibilidad V (P, q).

Bésicamente recorremos el poligono P eliminando todos los puntos de giro hacia afuera.

e Dado v un punto de giro hacia afuera puede ocurrir que exista un punto a(v) tal que se
dan las siguientes circunstancias:

1. a(v) estd en la interseccién del borde de P con la recta que une a g con v.
2. v estd entre a(v) y ¢

3. No existe ningiin punto del borde de P entre v y a(v).

e Si recortamos P trazando cuerdas entre v y a(v) para todo punto de giro hacia afuera
v para el cual existe a(v) conseguimos un poligono P’ sin puntos de giro hacia afuera.
La determinacién de los puntos v y a(v) se puede realizar en tiempo lineal haciendo un
recorrido de los veértices v; de P en el que en cada paso se calcule el dangulo Zv;_1qv; (por
ello el nombre de barrido) mientras se mantienen unas estructuras con los candidatos a

a(v;).

e Ahora basta con cambiarle la orientacién a P’ y aplicarle el barrido anterior para conseguir
un poligono sin giros, ni hacia afuera ni hacia adentro, que es el poligono de visibilidad
V(P,q).

Este algoritmo se puede generalizar para calcular la regién iluminada por focos situados en
posicién convexa. En este sentido hablaremos de visibilidad de un convexo.

5.4.4 Region de visibilidad de un convexo por doble barrido

Consideremos ahora un poligono convexo @ con k vértices y sea p un punto exterior a @, (que
podrd ser un vértice de nuestro poligono P). Como se muestra en la Figura 5.7 existe un dinico
vértice w; de @ tal que p estd a la izquierda de w;—1w; y a la derecha de w;w;+1, ya que @ es
convexo. Sea [(p) = w;. Similarmente existe un tnico vértice w; de @ tal que p estd a la derecha
de wj_1w; y a la izquierda de wjw;y1. Sea r(p) = w;. Aprovechando la convexidad de @ se
pueden determinar I(p) y 7(p) en tiempo log k.

Supongamos que @ estd contenido en el poligono P de n vértices y que los puntos exteriores
p para los que calcularemos I(p) y 7(p), son los vértices del poligono P. Podemos definir el
siguiente algoritmo de doble barrido para calcular la zona visible desde todos los vértices del
convexo Q:
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Figura 5.7: Vértices I(p) y r(p) en un convexo @ para un punto p exterior

Algoritmo 11: Region de visibilidad de un convexo por doble barrido

ENTRADA: Un poligono P de n vértices y un conjunto 7' = {t1,...,t;} de k luces en posicién
convexa.
SALIDA: El poligono de visibilidad V(P,T).

Igual que el Algoritmo I sélo que en el primer barrido los vértices v de giro hacia afuera y los
puntos a(v) se calculan con respecto a I(v), y en el segundo barrido se calculan respecto a r(v).

Este algoritmo tiene complejidad O(nlog k), ya que se deben calcular los focos o luces punto
l[(v) y r(v) para cada vértices v del poligono P. En el caso general que estudiamos en la Seccién
5.4.6, aparece un conjunto de focos en posicién convexa, situados en una regién del poligono que
tiene todos sus vértices convexos, excepto dos. Estas zonas las llamaremos orejas de P y para
solucionar el caso general, necesitamos aplicar el algoritmo de doble barrido para un convexo
descrito, pero restringido a esta oreja. Esta situacién se analiza en el siguiente punto.

5.4.5 Orejas

Ahora sea () un poligono simple con vértices to, ... ,tx1o = to tal que los vértices ti,... ,t; son
convexos, es decir, el angulo que forman los vectores t;_1t; y ;t;11 es positivo si 1< i< k.

Sea P un poligono de n vértices tal que: (1) la arista t;41tp también es una arista de P, (2)
Q es interior a P salvo por 5 1ty. Notese que si eliminamos la arista comin 1ty obtenemos
un poligono simple O cuyo interior estd dado por la interseccién del exterior de @) y el interior
de P. Llamamos oreja a cualquier poligono que se pueda describir de esta forma.

Sea C la interseccién de los semiplanos izquierdos de los vectores tgtx 1, tgr1to y tot1. Quere-
mos hallar la regién comin de visibilidad de los focos t1, ... ,t; dentro de PNC. Para ello basta
generalizar cuidadosamente el Algoritmo II de modo que los vértices de giro hacia afuera v de
P y los puntos a(v) se calculen con respecto al vértice adecuado t; de @, 1 < i < k. Llamemos a
este algoritmo el Algoritmo I11. Este algoritmo tiene complejidad O(nlogk). El resultado de
aplicarle el Algoritmo III a una oreja O es una oreja O’. La regiéon comin de visibilidad dentro
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Figura 5.8: llustracion de poligono oreja
de PN C se obtiene intersecando O’ con C.

5.4.6 Caso general

Consideremos finalmente el caso general en el que tenemos un conjunto de k puntos interio-
res a un poligono simple P. Sea R la region comin de visibilidad de los k focos, es decir,
R =NV (P, t;).

Sea C'CR el cierre convexo relativo del conjunto de los k focos dentro del poligono P. Asu-
mimos que no hay focos en el interior de CCR ya que sabemos que los focos esenciales estdn
siempre en el borde de éste.

Si CCR es convexo, entonces aplicamos el Algoritmo II. Si no, como se ilustra en la Figura
5.9, los vértices de CC'R son de dos tipos: focos y vértices del poligono P. Los vértices convexos
de CCR son exactamente los focos salvo en el caso en que CCR no es un poligono simple.
En este caso, en virtud del Lema 5.4.6, anadimos los vértices céncavos al conjunto de focos
sin que la regién de visibilidad comun varie. Por lo tanto CCR estd dividido en k' cadenas
convexas maximales, (1 <k’ <k), cuyos vértices interiores son focos y cuyos vértices extremos
son vértices del poligono y k' cadenas céncavas cuyos vértices interiores son vértices del poligono
y los extremos focos.

Sean, C', ... ,Cy las cadenas convexas de CCRy W1,... , Wy las céncavas. Sean p; v ¢; los
puntos extremos de C; y supongamos que p; antecede a ¢; al recorrer C;. Llamemos O} al poligono
con borde dado por la cadena convexa C; con la orientacién cambiada y por la cadena poligonal
que coincide con P entre p; v ¢;. Sea O; el poligono que se obtiene al aplicar el Algoritmo III a
O;.

Consideremos los dos semiplanos S; y S, izquierdos asociados a las aristas extremas de una
cadena concava W;. Como los vértices extremos de W; son focos es claro que la regién R ha de
estar contenida en S; NS, en caso de que Wj realice un giro total menor que 7. Si el giro es
igual o mayor que 7 entonces R = (). Por lo tanto asumimos que todas las cadenas concavas W;
realizan giros menores que .

Sea C = ();(5;NS;). Sabido es que se puede calcular C en tiempo klog k. Claramente R C C,
luego R = 0 si C = (). Ademés, se verifica que si C # () entonces los poligonos O} son orejas y
por lo tanto también lo son los O;.
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Sea N el niicleo de CCR es decir, el conjunto de puntos interiores a C'C' R que ven a todos los
vértices de CCR, N = RNCCR. Como R C C cabe preguntarse quien es CNCCR. Observando
también la Figura 5.9, podemos enunciar la siguiente proposicion:

Proposicion 5.4.8 Sea P un poligono con n vértices y CCR el cierre convexo relativo de
un conjunto de focos en su interior. Entonces si N es el nicleo de CCR, C = (,(SiNS)) y
R =V (P, t;), Vt; € T, se tiene:
CNCCR=NCRCC (5.4.1)

ysiCNCCR =10y R+#D entonces existe i tal que R CO;.

Y por lo tanto, la zona comin de iluminacién estard generada por el nicleo de CCR més
las zonas iluminadas en las orejas que estén dentro del convexo C. Asi, podemos enunciar la
siguiente proposicion:

Proposicion 5.4.9 En las condiciones expuestas anterioremente se tiene que:

R=NU (C N (UZOZ)) (5.4.2)

Figura 5.9: Caso general para el algoritmo de doble barrido

La pregunta que podemos hacernos ahora es si serd posible recortar C con todos los O; en
tiempo O(k + n). Efectivamente, esto serd asi porque basta intersecar la oreja O; con aquella
parte de C que sale de CCR atravesando la cadena convexa Cj.

Notese que el borde de C puede intersecar a una cadena C; en a lo sumo dos puntos, pues
los semiplanos que definen a C pueden intersecar a C; en a lo sumo un punto. Sean s; y r;
los puntos donde el borde de C interseca a C; saliendo y entrando de C'C'R respectivamente,
si existen. La determinacién del conjunto de los s; y r; se puede hacer en tiempo O(k). Para
ello intersecamos los conjuntos CC'R y C mediante el conocido algoritmo de las hoces para dos
convexos, pero adaptado a la presente situacién: al avanzar por CCR saltamos de la tltima
arista de cada cadena convexa a la primera de la siguiente, ya que sabemos que estas aristas
junto con la cadena céncava que limitan estdn en el exterior de CCR.
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Si los bordes de CCR y C no se cortan, entonces C € CCR 6 R = C N O; para alguin 1.
Tomamos un vértice v cualquiera de C y en tiempo O(n + k) determinamos si v € CCR. Si
pertenece, tendremos que C = N = R y hemos terminado; si no pertenece, entonces N = ) y
hay que hallar el tnico j tal que R C O;. Obsérvese que, por definicién de C, necesariamente
Zw;vw;41 s positivo si w; v w;41 son vértices consecutivos de cualquier cadena céncava Wy. Si
ademds Zz;vz; 41 fuese positivo para todo par de vértices consecutivos de cualquier C; entonces
tendriamos que v pertenece a N. Como estamos suponiendo N = () concluimos que existe Cj, tal
que Zz;vz;41 es negativo. Este jo es inicoy R C Oj,. Para obtener R sencillamente intersecamos
el convexo C con la oreja Ojy, que es un poligono acotado por una cadena poligonal convexa y
otra estrellada.

Si los bordes de CCR y C se cortan, podemos recortar C con todos los O; en tiempo O(k+n),
pues ya conocemos los puntos r; y s;. Intersecamos la oreja O; con la parte de C que sale de
CCR atravesando la cadena convexa C;. Esto es poco méds que intersecar un convexo con un
estrellado y se realiza en O(k; 4+ n;) pasos, donde k; es el nimero de vértices de C entre s; y r;,
n; el nimero de vértices de la oreja O;. Como > k; < k, > n; < n se sigue que la interseccién
de C con todos los O; se realiza en tiempo O(k +n). El conjunto que se obtiene al recortar C de
esta manera es la regién comin de visibilidad R.

Concluimos por lo tanto con el siguiente teorema, que determina la complejidad de nuestro
algoritmo si no tenemos en cuenta el calculo del cierre convexro relativo del conjunto de focos,
interiores a P.

Teorema 5.4.10 Si se conoce el cierre convexo relativo del conjunto de focos, se puede hallar
la region comin de visibilidad R en tiempo O(k + n).

5.5 Conclusiones

Para resolver el problema de la iluminacion mailtiple, hemos obtenido dos algoritmos. Por una
parte, un algoritmo incremental de complejidad O(kn) y, por otra, un algoritmo de doble barrido
de complejidad O(n + klog(kn)). Ambos calculan la interseccién de k poligonos de visibilidad
en un poligono. En la siguiente tabla se exponen a modo de resumen los resultados obtenidos
en este capitulo.

Tipo de algoritmo Posicién luces p-Pvk(P)
Incremental interior poligono P O(kn)
DobleBarrido interior poligono P O(n + klog(kn))

Tabla 5.1: Resultados sobre iluminacién multiple
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Capitulo 6

Introduccion

Algunos problemas en el &mbito de la Geometria Computacional son de naturaleza N'P-dura. No
obstante en muchas ocasiones, se tiene la necesidad de obtener una respuesta al problema aunque
ésta sea aproximada. Asi, para este tipo de problemas tiene sentido el estudio de algoritmos
aproximados para solucionarlos. Presentamos en esta parte de la memoria soluciones heuristicas
a problemas geométricos, que o bien, son N'P-duros o se desconoce hasta el momento una cota
o6ptima que lo solucione.

Esquematicamente se han abordado dos problemas: el problema MinN-p-Pvk(P), que con-
siste en minimizar el nimero de luces que iluminan completamente un poligono P de n vértices
y el problema MaxA-p-Vor(N), que buscard donde situar un nuevo punto p en un diagrama
de Voronoi ya dado de N puntos, tal que la regién de Vorono: asociada a p en el nuevo dia-
grama, tenga drea méaxima. Para solucionar el problema MinN-p-Pvk(P) ha sido necesario
atacar previamente dos problemas: el problema MaxA-p-Pv1(P), que busca el punto interior
a un poligono P de n vértices, cuya drea iluminada sea méxima, (para el que se presentan cua-
tro métodos heuristicos y una prueba experimental sobre un algoritmo exacto polinomial), y el
problema MaxA-p-Pvk(P, k), que maximizard el drea iluminada por k luces interiores a P.

Dada la naturaleza aproximada de los algoritmos presentados se describen también los resul-
tados experimentales obtenidos por las implementaciones heuristicas construidas para solucionar
estos mismos problemas utilizando técnicas como son Recocido Simulado, (simulated annealing
SA), y los algoritmos genéticos introducidas en el Capitulo 1. Ademas de estas técnicas generales
se presentan métodos construidos expresamente para estos problemas.

6.1 Situacion previa

Entre los problemas clédsicos en Geometria Computacional y méds concretamente dentro del
campo de la visibilidad se encuentran los problemas de minimizacién del nimero de luces-punto
y luces-vértice que pueden iluminar completamente un poligono P con n vértices. Formalmente
estos problemas que denotaremos con MinN-v-Pvk(P) y MinN-p-Pvk(P) los podemos enun-
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ciar de la siguiente manera:

minimizacion del namero de luces vértice que iluminan un poligono
MinN-v-Pvk(P):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ; Cudl es el nimero minimo K de luces vértice necesarios para iluminar el poligono
pP?

minimizacién del numero de luces punto que iluminan un poligono
MinN-p-Pvk(P):
ENTRADA: Un poligono P de n vértices.
PREGUNTA: ;Cuél es el mimero minimo K de luces punto necesarios para iluminar el poligono
P?

En la Figura 6.1 presentamos un poligono generado aleatoriamente P con 50 vértices, como

ejemplo de entrada para estos dos problemas y por tanto para los problemas que mencionaremos
mas adelante MaxA-p-Pv1(P) y MaxA-p-Pvk(P, k).

Soiporn Garsmdn

Figura 6.1: Una entrada para problema MinV-p-PV1(P) con un poligono P de 50 Vértices

Los dos problemas de minimizacién mencionados han sido estudiados por Lee y Lin [71] y
utilizando una reduccién al problema 3-Sat [45], probaron que son problemas NP-duros. Si nos
restringimos a poligonos ortogonales, Schuchardt y Hecker [92] han demostrado que minimizar el
ntimero de luces punto y vértice que iluminan todo el poligono es también un problema N P-duro.

Por tanto, cabe preguntarse sobre el diseno de algoritmos aproximados o heuristicos que solu-
cionen estos problemas. En este sentido, existen pocos andlisis que ataquen estos problemas de
forma heuristica. Encontramos en la bibliografica estudios de Ghosh [49], donde se presenta una
heurfstica greedy de complejidad O(n°logn) que produce como méximo O(logn) veces el min-
imo nimero de luces-vértice necesarias para vigilar un poligono P con n vértices. Mejorando estos
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resultados, Efrat y Har-Peled han obtenido recientemente una solucién O(log kqpt)-aproximada
[37].

Respecto a puntos en el interior del poligono P también existen pocos trabajos. Una heurfs-
tica greedy que ha sido estudiada consiste en buscar en primer lugar el punto de maxima ilumi-
nacién en el interior de P, para a continuacién repetir el proceso sobre el poligono que se obtiene
al eliminar en P el poligono de visibilidad del punto obtenido en el primer paso. Utilizando este
algoritmo Hochbaum y Pathria [57] construyen una (1 — 1/e)-aproximacién para el problema
més general Set-Cover. Por otra parte, Ntafos y Tsoukalas [78] describieron como buscar para
cada 6 > 0 un punto z, interior a un poligono P, cuyo &rea iluminada sea (1 — 6) fhopt- Basén-
dose en estos resultados Cheong y otros en 2004 [23], han demostrado que para § > 0 se puede
computar en O((n?/6%)log3(n/6)) la busqueda de un punto = € P tal que u(z) > (1 — ) Hopt
siendo u(x) el drea iluminada por el punto z, obteniendo mediante técnicas greedy un algoritmo
también aproximado para la busqueda de la k luces-punto de méaxima iluminacién. Este pro-
blema directamente relacionado con MinN-p-Pvk(P), lo denotaremos en la siguiente seccién
con MaxA-p-Pvk(P, k).

La utilizacién de técnicas voraces o greedy para solucionar estos problemas puede producir
un error tan grande como se quiera sobre ciertos poligonos, como se muestra en el poligono
de la Figura 6.2, en el que utilizando técnicas greedy se consigue una 4-aproximacion, uti-
lizando el cociente Ra(I) descrito en el Capitulo 1. Por ello, presentamos en esta memoria
soluciones heuristicas para el problema MinN-p-Pvk(P), atacando previamente los problemas
MaxA-p-Pv1(P) y su generalizacién MaxA-p-Pvk(P, k). Se dan respuestas utilizando dife-
rentes técnicas heuristicas como son por ejemplo simulated annealig y los algoritmos genéticos
descritos también en el Capitulo 1.

Figura 6.2: Un poligono P en el que una técnica greedy produce una 4-aproximacion

Respecto a los problemas tratados no relacionados con los conceptos de wvisibilidad, se han
estudiado problemas enmarcados dentro de los Diagramas de Voronoi . Se conocen algoritmos
6ptimos para calcular el diagrama de Voronoi de una nube de puntos [99]. Sin embargo, dado
un diagrama de Voronoi de n — 1 puntos, encontrar un punto ¢ tal que el drea de la zona
asignada a este punto en un nuevo diagrama de Voronoi sea maxima es un problema que se
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encuentra abierto y que trataremos en esta memoria de forma aproximada. Formalmente lo
podemos enunciar de la siguiente manera:

maximizacion de la region de voronoi asociada a un nuevo punto
MaxA-p-Vor(N):

ENTRADA: El diagrama de Voronoi de un conjunto N de puntos en el plano..

PREGUNTA: ;Cuadl es el punto g, tal que el drea de la region de Voronoi que se le asocia en el
diagrama de Voronoi de la nube N U {q} sea méxima?

En la Figura 6.3 presentamos una entrada para este problema sobre un conjunto N de
cardinal 50, generado aleatoriamente. En el Apéndice B se encuentran los c6digos implementadios
para la construccién de los diagramas de Voronot de nubes de puntos generadas aleatoriamente
y que se utilizardn para realizar las experimentaciones de las heuristicas sobre este problema.

ChiagraTs e voronal Genersca Cardl Hj = 50

Figura 6.3: Una entrada para problema MaxA-p-Vor(C) con Card(C)= 50

Recientemente Dehne y otros [30], han estudiado este problema para el caso concreto de
que los vecinos del nuevo punto ¢ estén en posicién convexas. En esta memoria presentamos
soluciones heuristicas para problema general, sin exigir ninguna condicién sobre el punto gq.
Estas soluciones pueden permitir realizar un estudio para la bisqueda de una solucién exacta
del problema, o para la demostracién de su naturaleza NP-dura.

6.2 Problemas estudiados

Como se ha mencionado en la seccién anterior los problemas tratados en esta parte de la memo-
ria se enmarcan dentro de dos d&mbitos: visibilidad y geometria computacional en general. Como
se ha mencionado en el apartado anterior dentro de los problemas de wvisibilidad nuestro objetivo
final es dar respuesta de forma aproximada al problema MinN-p-PvK(P); sin embargo, para
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solucionar este problema necesitamos abordar previamente otros problemas, que nos ayudardn
a atacarlo, y que detallamos a continuacion:

busqueda del punto de maxima iluminacién interior a un poligono
MaxA-p-Pv1(P):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ; Dénde se debe colocar una luz punto en el interior del poligono P para que el drea
iluminada por dicha luz sea méaxima?

El analisis y estudio de este problema lo realizamos en el Capitulo 7, donde se presentan
cuatro métodos heuristicos para solucionarlo, (exponiendo la comparativa de los resultados ex-
perimentales obtenidos). Estas técnicas nos permitirdn construir la superficie que se obtiene
asociando a cada punto x de un poligono P su drea iluminada y que denominaremos superficie
de dreas. Observando dichas superficies comprobamos que aparece una descomposiciéon S del
poligono P en regiones de visibilidad. Dicha descomposicién esté contenida en otra descomposi-
cién 7 ya estudiada por Bose y otros [15]. Utilizando estas descomposicién presentamos también
en el Capitulo 7 un estudio para la bisqueda de un algoritmo exacto polinomial que solucione
el problema MaxA-p-Pv1(P). Todas las experimentaciones, tanto de las heuristicas como el
estudio de la superficie de dreas, se han realizado sobre conjuntos de poligonos generados alea-
toriamente, mediante un generador aleatorio RPG, (implementado en esta memoria), como se
menciona en la Seccién 6.3.

Una vez realizado el estudio del problema MaxA-p-Pv1(P), nos planteamos la bisqueda
heuristica, (ya que nuestro problema final es N'P-duro), de los k, con 2 < k < n, puntos cuya
zona de iluminacién conjunta dentro de un poligono P de n vértices sea maxima. Este problema
lo podemos enunciar de la siguiente manera:

busqueda de los k puntos de maxima iluminacion interiores a un poligono
MaxA-p-Pvk(P, k):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ;Dénde se deben colocar k luces punto en el interior del poligono P para que el
drea iluminada por dichas luces sea maxima?

Responder positivamente al problema MaxA-p-PVK(P, k) es el paso previo para solucionar
heuristicamente nuestro problema final MinN-p-Pvk(P). Ambos problemas se abordan en el
Capitulo 8. Se presentan algoritmos aproximados tedricos y se describen e implementan técnicas
heuristicas utilizando entre otras simulated annealig SA y algoritmos genéticos GA. La elecciéon
de este tipo de algoritmos para solucionar nuestros problemas se basa en que son considerados
como una de las técnicas heuristicas mds potentes y eficaces, lo que estd motivando que estos
algoritmos sean utilizandos, cada vez con mads frecuencia, en diferentes campos de investigacion
(62, 74, 87].

Por otra parte, para resolver con técnicas heuristicas el problema MaxA-p-Pvk(P, k) nece-
sitamos calcular el drea iluminada por k focos interiores a un poligono, es decir, necesitamos
calcular la unién de k poligonos de visibilidad correspondientes a k luces punto interiores al
poligono P. Este problema ha sido solucionado por Cheong y Oostrum [83], con un algoritmo
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de complejidad O(((k(h + 1)% + knlogk)log(k + n)), siendo n el nimero de vértices y h el de
agujeros del poligono P. Sin embargo, dada la necesidad de implementacién del algoritmo para
solucionar heuristicamente este problema, hemos utilizado una pequena modificaciéon del algo-
ritmo de recorte de Weiler-Atherton [56] para la unién de poligonos de visibilidad, (que puede
ser un poligono con agujeros), como se describe en el Capitulo 8.

Para finalizar presentamos en el Capitulo 9 las descripciones y los resultados experimentales
obtenidos por los métodos disefiados para solucionar el problema MaxA-p-Vor(C). Para ello,
se utilizan diagramas de Voronoi construidos para nubes de puntos generadas aleatoriamente.

6.3 Sobre las implementaciones

Todos los métodos heuristicos presentados en esta segunda parte de la memoria han sido im-
plementados y se encuentran detallados en el Apéndice B. Por ello, no se expondran detalles
de implementacién tales como estructuras de datos, funciones, mapas de memoria, etc.., en las
descripciones de los métodos heurisiticos. En el Apéndice B se presentan también las imple-
mentaciones diseniadas para la obtencién de los resultados experimentales, asi como las note-
books implementadas con el paquete mateméaticos MatLab para la visualizacién de los resultados
obtenidos por las heuristicas: poligonos de visibilidad, unién de poligonos de wvisibilidad, nubes
aleatorias, diagramas de Voronoi, etc..

El lenguaje utilizado para todas los programas de ordenador ha sido C++ por considerarlo
un lenguaje de alto nivel con la potencia necesaria para abordar los los problemas a estudiar.
Se ha elegido MatLab para construir los programas de visualizacién, por su similitud con C++
y por la versatilidad de dicha herramienta.

Para la obtencién de resultados experimentales de los problemas MaxA-p-Pv1(P),
MaxA-p-Pv1(P) y MinN-p-PVvK(P), se ha implementado un generador aleatorio de poligonos
que denotaremos con RPG, cuyos detalles se encuentran en el Apéndice A y cuyo cédigo se
muestra en el Apéndice B de listados. RPG esta basado en el estudio sobre generacién aleatoria
de poligonos realizado por Thomas Auer y Martin Held en [6].

Igualmente para obtener conclusiones del problema MaxA-p-Vor(N), se ha implementado
un algoritmo incremental que construye el diagrama de Voronoi de una nube de puntos generada
aleatoriamente. Para que este algoritmo resulte realmente eficiente es preciso que las estructuras
de datos que acomparnien al diagrama de Voronoi tengan informacién acerca de las regiones
adyacentes. De este modo, una vez localizado un punto ¢ y construido el segmento bisector, se
puede pasar de una regién a su contigua en tiempo constante. Los detalles de estas implementa-
ciones asi como de todas la heurfsticas relacionadas con este problema se presentan también en
el Apéndice B, omitiendo dichas explicaciones en la descripcién de los métodos heuristicos que
se presentan en el Capitulo 9 para solucionar el problema MaxA-p-Vor(N).



Capitulo 7

Buscando el punto de maxima
Iluminacion

Proponemos en este capitulo soluciones al problema de bisqueda de la [uz-punto de maxima
iluminacién para un poligono P de n vértices. Este problema lo hemos denotado en el capitulo
anterior como MaxA-p-Pv1(P) y se solucionara en primer lugar utilizando 4 heuristicas dife-
rentes haciendo un estudio comparativo de los resultados obtenidos por ellas. Las dos primeras
estdn basadas en técnicas generales como son el recocido simulado, (nos referiremos siempre a ¢l
con simulated annealing), y los algoritmos genéticos, descritos en el Capitulo 1. Las otras dos,
son heuristicas disenadas expresamente para solucionar MaxA-p-Pv1(P). Se realiza un estu-
dio detallado de los resultados obtenidos por ellas, utilizando para ello el generador aleatorio
de poligonos RPG descrito en el Apéndice A, y cuya implementacion se puede encontrar en
el Apéndice B. Las soluciones propuestas en este capitulo para el problema MaxA-p-Pv1(P)
tendran continuidad en el Capitulo 8, donde estudiaremos la bisqueda del conjunto de k luces-
punto que maximicen su drea iluminada, (MaxA-p-Pvk(P, k)) y que serd el paso previo para
dar respuesta al problema MinN-p-PVKk(P).

Profundizando més en el estudio MaxA-p-Pv1(P) estudiamos también un algoritmo deter-
minista polinomial basado en una descomposicién del poligono P en regiones de visibilidad. Dicha
descomposicién estd relacionada con los resultados presentados por Bose en [15]. Concluimos el
capitulo exponiendo algunos resultados experimentales sobre el porcentaje de drea que puede
iluminar una luz-punto en un poligono P, respecto al nimero n de vértices de éste. Este problema
lo denotaremos con PorA-p-Pv1(P) y se comprobard utilizando técnicas heuristicas basada en
SA y RS, que este porcentaje disminuye siguiendo una curva exponencial.

7.1 Introduccidon

Sabemos que |n/3] luces es el minimo nimero de guardias que vigilan todo poligono de n vértices
[42]. Sin embargo no todos los poligonos requieren este nimero de guardias para vigilarlo. Por
tanto, tiene sentido plantear el problema algoritmico siguiente: dado un poligono calcular el

105
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minimo niumero de luces que lo iluminan. Como se vié en el Capitulo 6, este problema que hemos
denotado con MinN-p-Pvk(P), ha sido estudiado por Lee y Lin [71] y utilizando una reduccién
al problema 3-Sat [45], probaron que es un problema NP-duro. Como primera aproximacién
planteamos en este capitulo la busqueda de la luz-punto interior a un poligono P de mdxima
iluminacién. Este problema lo podemos formular de la siguiente manera:

busqueda del punto de maxima iluminacion interior a un poligono
MaxA-p-Pv1(P):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ;En qué punto interior a P debo colocar una luz para que el drea iluminada por
dicha luz sea méxima?

Abordamos este problema de dos formas diferentes: mediante técnicas heuristicas y mediante
un algoritmo polinomial cuya demostracién se presenta de forma experiemental. Respecto a
la primera forma desarrollamos cuatro técnicas heuristicas que dan respuestas aproximadas al
problema. Dos de estas técnicas estdn basadas en métodos generales de aproximacién heuristicas
y las otras dos han sido desarrolladas expresamente para solucionar el problema MaxA-p-
Pv1(P).

1. Las técnicas generales utilizadas han sido simulated annealing y algoritmos genéticos. Una
introduccion a estas técnicas se puede encontrar en el Capitulo 1.

o Simulated Annealing-SA: Esta técnica estd basada en el templado o enfriado con-
trolado con el que se producen determinadas sustancias; es el caso, por ejemplo, del
proceso de cristalizacion del vidrio. En nuestro caso el mecanismo de enfriamiento se
asocia con la bisqueda de puntos interiores al poligono P, de tal forma que cuanto
mds baja sea la temperatura a la que sometemos el proceso mayor serd la probabi-
lidad de que el punto producido por el algoritmo se encuentre préximo al éptimo.
En la Seccién 7.2 estudiamos las adaptaciones de MaxA-p-Pv1(P) a SA: conjunto
S de configuraciones, vecindad, estrategias de templado y temperatura inicial. En la
Seccidén 7.6 se realiza un estudio detallado de los resultados de la heuristica sobre una
base de datos de poligonos generados aleatoriamente con el generador aleatorio RPG
atendiendo a distintos criterios de estos elementos.

e Algoritmos Genéticos-GA: Como se mencioné en el Capitulo 1 los algoritmos genéti-
cos han sido muy 1itiles en el tratamiendo de multitud de problemas. En este capitulo
haremos uso de tales algoritmos para aproximar el problema MaxA-p-Pv1(P). En la
Seccidén 7.3 presentamos la adaptacién del esquema general de GA a nuestro problema,
determinando el genotipo del problema, la funcién objetivo utilizada y los operadores
de seleccién, cruce y mutacién disenados. Es importante destacar que el esquema
genético que presentamos para solucionar MaxA-p-Pv1(P), se generalizard para
solucionar MaxA-p-Pvk(P, k) como su extension natural. Ademds dicho esquema
se utilizard también para solucionar el problema MaxA-p-Vor(XN) que buscard el
punto que maximice el drea de su regién de Voronoi. Por tanto, podemos considerar
el algoritmo genético que presentamos en este capitulo un esquema general que podré
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ser adaptado a problemas geométricos de distinta naturaleza y no sélo a problemas
de wisibilidad. Fn la Seccién 7.6 presentamos también los resultados aportados por
GA frente a las demds heuristicas expuestas.

2. Las dos técnicas heuristicas especificas disenadas estdn relacionadas con la bisqueda
aleatoria, (random search, RS), sobre el conjunto de soluciones del problema.

e Random Search-RS: Dado un poligono P de n vértices podemos realizar una biisqueda
aleatoria sobre el conjunto de puntos interiores a P para maximizar la regiéon ilumi-
nada por uno de éstos. Evidentemente el tamano del conjunto de puntos aleatorios
sobre el que realizar la bisqueda determinard en gran medida la optimalidad del
método. En la Seccién 7.4 presentamos esta heuristica y en la Seccién 7.6 los resul-
tados comparativos respecto a SA y GA.

o Método del Gradiente-GRAD: Para todo punto p interior a un poligono P, que no sea
un méaximo local respecto al problema MaxA-p-Pv1(P), existird una direccién v tal
que si movemos p en esa direccién el drea iluminada aumente, es decir, que p puede
deslizarse siguiente un vector de “gradiente positivo”, respecto al drea iluminada.
Siguiente esta idea presentamos en la Seccién 7.5 lo que denominamos el método del
gradiente-GRAD, realizando posteriormente un estudio comparativo de los resultados
aportados sobre la misma base de datos de poligonos generados con la que se han
realizado los estudios de SA, GA y RS y que han sido generados por un generador
aleatorio de poligonos desarrollado también en esta memoria y que denominamos
RPG, (ver Apéndice A).

Las técnicas que aparecen en la bibliografia para solucionar el problema MaxA-p-PV1(P) y
su generalizacion MaxA-p-PVvKk(P, k) son algoritmos teéricos aproximados que utilizan técnicas
greedy para solucionar el problema, segiin se menciona en el Capitulo 6 [23]. Aunque en esta
memoria aportamos heurfsticas que solucionan de forma real dicho problema, podemos pregun-
tarnos si existird un algoritmo exacto que lo solucione. En este sentido, presentamos en la Seccién
7.8 un estudio sobre un algoritmo exacto de complejidad polinomial. Si a cada punto p interior
a un poligono P le asociamos su porcentaje de drea iluminada respecto a P, podemos construir
una superficie que hemos denominado superficie de dreas, (aportamos ademds en el Apéndice B
las implementaciones necesarias para construir dichas superficies). Observando dichas superficies
comprobamos que existe una particiéon de P respecto a la iluminacién. Esta particion, que deno-
taremos con S, estd contenida en una descomposicién del poligono P estudiada por Bose [15], en
un conjunto de regiones 7 = { Ry, Ra, ..., Rp, }, (ver Figura 7.21), que tienen buenas propiedades
respecto a la vigilancia o iluminacién. Dicha descomposicién tiene asociado un digrafo G7, de
tal forma que a cada region R; se le asocia un nodo n; del grafo; un nodo n; se relaciona con
otro nodo n; si las regiones asociadas I; y R; comparten un lado y desde la regién R; se ve un
vértice mds o un vértice menos de P que desde la regién R;. De esta manera aparecerdn en el
grafo GT nodos-fuente que corresponde a regiones de 7 tal que todas las regiones que comparte
algiin borde con ella ven un vértice menos. Evidentemente si P tiene niicleo, sélo tendremos un
nodo-fuente en G7, asociado precisamente a dicho nicleo. Veremos en la Seccién 7.8 que los
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vértices de las regiones R;, son puntos especiales respecto a la iluminacién y determinardn el
punto o la luz-punto de méxima iluminacién buscada, que permitird construir un algoritmo de
complejidad O(n?).

Una vez encontrado el punto de méxima iluminacién, es decir, una vez solucionado el pro-
blema MaxA-p-PVv1(P), nos preguntamos sobre el porcentaje méximo de drea del poligono
P que puede iluminar una luz-punto. Este problema lo hemos denotado con PorA-p-Pv1(P)
y para dar respuesta a él se ha realizado un estudio experimental utilizando SA y RS, (cuyos
resultados se exponen en la Seccién 7.6), en el que probamos que de forma aproximada que
dicho porcentaje es de orden O(n?), siendo n el niimero de vértices de P. Evidentemente, una
pregunta que prodremos hacernos en el Capitulo 8 es si seguird siendo cuadrético el porcentaje
de drea iluminada por k luces-punto interiores a P. A esta pregunta responderemos en dicho
capitulo.

Para la generacién aleatoria de los poligonos se ha implementado un generador aleatorio de
poligonos descrito por Auer y Held en [6] y expuesto en el Apéndice A de esta memoria. Los
c6digos en C++ de las implementaciones, tanto de los algoritmos como del Generador Aletario
de poligonos, (RPG), se encuentran detallados en el Apéndice B. Todas las experimentaciones
han sido realizadas sobre una computadora Pentium V a 2.5Gh.

7.2 EIl problema MaxA-p-Pv1(P) con simulated annealing-SA

Retomando lo descrito en el Capitulo 1 sobre la técnica heuristica de simulated annealing, (reco-
cido simulado, SA), podemos abordar, siempre de forma aproximada, problemas de optimizacién
combinatoria que pueden plantearse de la siguiente forma:

Dado un espacio finito de configuraciones o soluciones S = {x1,...,x,}, donde m es la
dimensién de dicho espacio, dada una funcién de costes C' : S — R, determinar z* € S tal que
C(z*) <C(x) Vzesh.

Si x € S es la configuracién inicial y T la temperatura en cada iteracién siendo Ty > 0 la
temperatura inicial, el esquema general del simulated annealig, es el siguiente:

[01] do

[02] {do

[03] {Genera solucidn y € Vecindad(x) C S;
[04] Evalla 6 — C(z) — C(y);

[05] iT(0<0)zx—y

[06] else

07] i ((6>0)A(U0,1) < el@)) z —y;
[08] n—n+1;

[09] twhile (n < N(T));

[10] Disminuir T;

[11] twhile (parada==false);

Utilizando esta técnica heuristica se ha abordado el problema MaxA-p-Pv1(P) implemen-
tando un algoritmo en el lenguaje de programaciéon C++ y adaptando los elementos de la heuris-



El problema MaxA-p-Pv1(P) con simulated annealing-SA 109

tica a nuestro problema como se indica en el siguiente apartado. Los cédigos implementados se
encuentran en el Apéndice B, con los correspondientes comentarios de implementacion.

7.2.1 Adaptacion del problema

Simulated annealing, (recocido simulado, SA), se puede considerar como una variacién de la
simulacién de Monte Carlo. En cada iteracién, cada dtomo es sometido a un desplazamiento
aleatorio que provoca un cambio global en la energia del sistema (6). Si 6 < 0, se acepta
el cambio; en caso contrario, el cambio se acepta con una probabilidad e(=%/T) siendo T la
temperatura absoluta.

Recordemos el enunciado concreto del problema:

basqueda del punto de maxima iluminacion interior a un poligono
MaxA-p-Pv1(P):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ; En qué punto interior a P se debe colocar una luz para que el drea iluminada por
dicha luz sea maxima?

Por tanto, la entrada del problema serén simplemente los n vértices, (dados en sentido
positivo), del poligono P y la salida serén las coordenadas (x,y) de un punto p interior a P.
Mostramos en la Figura 7.1 una entrada para MaxA-p-PVv1(P) y la salida producida por
la heuristica, visualizando el punto de mdxima iluminacién y su correspondiente poligono de
visibilidad mediante los programas de visualizaciéon implementados con el paquete informédtico
MATLAB y cuyos cédigos también se encuentran en el Apéndice B.

Solioern S Wbl Cerarssz A 0 ITI0T Pees W OEN

Figura 7.1: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pv1(P) con SA

Los elementos de configuracién de la heurfstica adaptados a nuestro problema se pueden
describir de la siguiente manera:
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Conjunto S de configuraciones:

El conjunto de configuraciones o soluciones factibles de nuestro problema serdn todos los puntos
que se encuentran en el interior del poligono P. Asi, consideraremos que el conjunto de configu-
raciones es infinito y que cada elemento, (cada punto), viene determinado por sus coordenadas
(z,y) en el plano.

S ={p1 = (x1,y1),p2 = (22,¥2), s Pn = (Tn, Yn), ---} (7.2.1)

Funcioén de coste C:

La funcién de coste C' : S — R asignard a cada elemento de la configuracién S un valor real.
En nuestro caso para cada p; € S la funciéon de costes producird un valor que representa el
drea iluminada por una luz-punto situada precisamente en el punto p;, es decir, representard el
drea del poligono de visibilidad del punto p;, que es un punto interior a P. Para la obtencién
de este valor se ha implementado un algoritmo lineal, (ver [72]), para el célculo del poligono
de wvisibilidad V (P, p;) de un punto p; € S. Como todo poligono de visibilidad es un poligono
estrellado desde el punto de iluminacién, V (P, p;) es un poligono estrellado desde p; y por tanto
se puede descomponer en la unién de los tridngulos T} que se formén al unir cada vértice de
V(P,p;) con p;, (V(P,p;) = U§:1 Tj). La funcién de costes para p; serd la suma del drea de los
tridngulos T con 7 = 1, ..., k.

k
C(pi) =Y Area(T}) (7.2.2)
j=1

Una vez que conocemos la funcién de costes C, analizamos en el siguiente apartado la funcién
de vecindad utilizada, es decir, la funcién que producird el siguiente elemento de S a analizar a
partir del elemento p;.

Vecindad de cada configuracion:

Segun se indica en el esquema general de simulated annealing SA, para cada elemento x € S, se
debe obtener un elemento y € .S en la vecindad de x que serd el elemento a analizar en la siguiente
iteracién de la heuristica. Asi, para cada punto p; = (x;,y;) debemos determinar mediante la
funcién de vecindad el siguiente punto p; = (z},y;) a analizar. La bondad de los resultados que
produzca la heuristica dependerd en gran medida de la funcién de vecindad utilizada.

En nuestro algoritmo, dado un punto p; = (x;,y;) la funcién de vecindad calcula las coor-
denadas del punto p; sumando a cada coordenada de p; un valor real que sigue la distribucién
N(0,1). Para obtener ntimeros aleatorios distribuidos uniformemente hemos utilizado la propia
funcién rand de que dispone el lenguaje C y para los nimeros aleatorios distribuidos normal-
mente hemos utilizado el método de Box-Muller [16]. El nimero x € [a, b) seguira la distribucién
normal N(0,1) si

Plr <y = JLQ_W / Yo ar vy e [nb) (7.2.3)
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El método de Box-Muller nos permite obtener, a partir de dos niimeros u; y ug distribuidos
uniformemente, otros dos nimeros ny y ng normalmente distribuidos, mediante las férmulas

{ ny = /—2*In(uy)sen(2 ™ uz)

7.2.4
ng = /—2*In(uy) cos(2 7 uz) ( )

Segun la implementacién realizada los poligonos que generamos en nuestra investigacién se
encuentran situados en el plano real y en el cuadrado de vértices {(0,0), (1,0),(1,1),(0,1)}. Por
ello si sumamos a cada coordenada del punto p; = (x;,y;) un valor que siga la distribucién
N(0,1), el punto obtenido serd un punto exterior al poligono P con una probabilidad alta. Asi,
una vez generados los valores n; y ng estos han sido divididos por un factor de vecindad div, (que
ird aumentando con cada temperatura), con lo que el punto obtenido tiene una probabilidad mas
alta de ser interior a P. Hemos considerado en nuestro algoritmo div = 10.0, (recuérdese que nos
encontramos en el cuadrado de veértices {(0,0), (1,0),(1,1),(0,1)}), con lo cual conseguimos que
los puntos estudiados no estén concentrados para evitar entrar en maximos locales. En forma de
pseudocédigo la funcién que genera el vecino p} = (x,y}) al punto p; = (x;,y;), tiene la siguiente
forma:

Funciéon Generar-Vecino

ENTRADA: Un poligono P de n veértices, {vi,...,v,}, un punto p; = (z;,v;) y un factor de
vecindad div.
SALIDA: Un punto p} = (x},y,) vecino de p; e interior a P.

[01] u; «rand()*1.0/RAND_MAX;

[02]  uy —rand()*1.0/RAND_MAX;

[03] do

[04] {n1 «Sqrt(-2.0*In(u1))*sin(2 « 7 * u2);
[05] ng «Sqrt(-2.0*In(u1))*cos(2 * m x us) ;
[06] T = x; + ni/div;

[07] yh =z + na/div;

[08] twhile (p) = (z},y;) exterior a P);

[09] div < div/0.9999;

[10] return p};

Pero el algoritmo heuristico necesita unos datos iniciales de los que partir, es decir, nece-
sita una configuracién inicial. Esta configuracién inicial segin se mencioné en el Capitulo 1
depende de la naturaleza del problema. En el siguiente apartado exponemos la generacién de la
configuracién inicial utilizada.

Configuracién inicial:

La configuracion inicial que necesita nuestra heuristica para solucionar el problema MaxA-p-
Pv1(P) se traduce en un punto inicial pg interior a P, que se considerard como primera solucién
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a analizar y en su caso a iterar. La eleccién de este primer punto py a estudiar se realiza de
forma aleatoria, generando mediante la funcién rand sus dos cooordenadas. La tinica condicién
exigida al punto pg es que sea un punto interior al poligono P.

En forma de pseudocddigo la funcién que genera la configuracion inicial tiene la siguiente
forma:

Funcion Generar-Configuracion Inicial

ENTRADA: Un poligono P de n vértices, {v1, ..., vn }.
SALIDA: Un punto py = (zo, yo) interior a P.

[01] do

[02] {zo «rand()*1.0/RAND_MAX;

[03] yo <—rand()*1.0/RAND_MAX;

[04] twhile (po = (x0,y0) exterior a P);
[09] return pg;

Los elementos mds importantes en la estrategia heuristica de S A son la eleccién de la tempe-
ratura inicial Tp, la reduccién de esta temperatura y el nimero de iteraciones del método heuris-
tico para cada temperatura 7;. Todos estos elementos los exponemos en la siguiente subseccién.

7.2.2 Estrategias de templado

La optimalidad del simulated annealing depende en gran medida de las condiciones de tempera-
tura elegidas para cada problema. Esto es, la temperatura inicial T y la disminucién de dicha
temperatura en cada iteracién.

Temperatura inicial:

Podriamos decir, en general, que una de las propiedades que debe verificar todo método heuris-
tico de busqueda es la de no ser dependiente de la solucién inicial elegida. Asi, seria recomendable
que simulated annealing parta de una temperatura inicial alta, con lo cual ird recorriendo tem-
peraturas alejadas de la éptima. Sin embargo, no parece conveniente considerar para Ty valores
fijos independientes del problema. Segin se muestra en [31], si consideramos que pudiera ser
aceptable con un tanto por uno ¢ de probabilidad una solucién que sea un g por uno peor que
la inicial Sy, tendriamos

o=t = o(T)O6D)  pp C(So) (7.2.5)

K
—In(¢)
donde C(Sp) representa el coste de la solucién inicial. En este sentido, la bibliografia aconseja
realizar diferentes andlisis sobre la temperatura inicial a elegir ya que ésta puede depender en gran
medida del problema a solucionar. Siguiendo esta idea, se ha realizado un estudio comparativo
teniendo en cuenta tres tipos diferentes de temperatura inicial Tp:
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e Una temperatura inicial segiin se indica en 7.2.5:

1
To = ———C(5)
—In(¢)
donde Sy representa la configuracién inicial generada por la funcién Generar-Configura-
cion Inicial. En nuestro estudio comparativo consideraremos Ty = C(Sp).

e Una temperatura inicial dependiente del nimero de vértices del poligono P: Ty = f(n),
por ejemplo f(n) = n, como serd otro de nuestros casos de comparacion.

e Una temperatura inicial constante: Ty = 100.0.

En la Seccién 7.6 vemos como los resultados obtenidos para el algoritmo con funciones
dependientes de n no mejoran los resultados obtenidos con Ty = 100.0, (es decir no mejora el
area iluminada), pero se incrementa, en algunos casos, el tiempo de respuesta del algoritmo.

Disminucion de la temperatura en cada iteracion:

A pesar de la numerosas investigaciones realizadas, no existe ningiin mecanismo 6ptimo que
garantice la convergencia de SA de forma répida y eficiente. En general un buen programa de
enfriamiento es aquel en el cual el equilibrio es alcanzado o aproximado en cada temperatura,
a pesar de que existen buenos motivos para creer que el tiempo requerido es exponencial en la
inversa de la temperatura [94]. En este sentido, se ha realizado un anélisis sobre diferentes tipos
de decrecimientos de temperatura que aparecen en la bibliografia.

Existen numerosos estudios que demuestran que la mayor desventaja de SA es su lenta
convergencia [47]. Asi, Geman y Geman [48] prueban que esta técnica heuristica converge usando
una funcién inversamente proporcional a una funcién logaritmica del tiempo, (que denotaremos
con convergencia cldsica C'SA), es decir:

k=1,2,.. (7.2.6)

La desventaja de 7.2.6 es la lentitud de la convergencia de T'(k) a 0 y por ello no la tendremos
en cuenta en nuestro analisis, ya que los tiempos de respuesta con este decrecimiento de tempe-
ratura son demasiado elevados. Posteriormente Szu y Hartley [96] propusieron una convergencia
rapida, (F'SA), usando la funcién de tiempo 7.2.7, que fue mejorada por Ingber [61], (VFSA),
proponiendo la funcién 7.2.8.

To
= =1,2,.. 2.
(k) % k=12, (7.2.7)
T(k) = g k=1,2,.. (7.2.8)

Finalmente Yao propone una nueva funcién de decrecimiento, (N.SA), mediante la funcién:
T

T = o

k=1,2,.. (7.2.9)



114 Buscando el punto de maxima iluminacion

En la Seccién 7.6 se muestran los resultados y los tiempos utilizados para diferentes poligonos
generados aleatoriamente con dos de los tipos de decrementos propuestos: FISA y VFSA). El
tipo de decremento NSA se ha descartado por el motivo contrario que se descarto C'SA: la
rapidez de NS A evita la biisqueda exhaustiva del punto de maxima iluminacion.

Todos los resultados obtenidos se han comparado con un tipo de decremento recomendado
por Dowsland para atacar problemas en la practica [35] , que consiste en considerar una velocidad
geométrica de decrecimiento, es decir:

T(k) = oT(k — 1) (7.2.10)

donde « representa un factor de enfriamiento 0 < o < 1.

NuUmero de iteraciones de cada temperatura N(7T) :

El valor de N(T') debe ser lo suficientemente grande como para que el sistema llegue a alcanzar
su estado estacionario para esa temperatura 1. En nuestro algoritmo el nimero de iteraciones
para cada temperatura es inversamente proporcional a T'. Con esto se consigue que la bisqueda
se optimice para temperaturas bajas, que serd cuando las soluciones se encuentren més cercanas
al 6ptimo. Asi, la funcién de iteracién para cada temperatura T, elegida sera:

N(T) =1/T (7.2.11)

Criterio de parada:

En los experimentos recogidos en la bibliografia con simulated annealig para resolver problemas
de optimizacion, se presentan diferentes criterios de parada respecto al valor de la temperatura
final Ty. En teorfa, la temperatura correspondiente al “sistema frio” deberfa ser 7' = 0. Sin
embargo, bastante antes de llegar a ese valor es practicamenten nula la probabilidad e=#/T de
que se acepte un movimiento hacia una solucién peor. Por lo tanto, normalmente se puede
finalizar con valores T > 0, sin pérdida de calidad en la solucién. En este sentido, la condicién
de parada elegida en nuestro algoritmo consiste en finalizar la bisqueda cuando la temperatura
sea menor que 0.005, es decir, Ty < 0.005. Evidentemente para temperaturas de parada menores
la solucién estard mds cercana al 6ptimo, pero el tiempo de respuesta del algoritmo aumentars.

Otros criterios utilizados de sistema frio consisten en detener la biisqueda cuando para una
temperatura T no se haya conseguido obtener una solucién que mejore la mejor solucién hallada
hasta ese instante. Esta condicién puede obtener mejoras en el tiempo respecto a nuestra eleccion,
pero puede desechar soluciones que mejoren la solucién actual y que se encuentren tras una
iteraciéon de S A en la que no mejora la funcién objetivo.

Presentamos en la Figura 7.2 un ejemplo de ejecucién de nuestro algoritmo SA para un
poligono P con 25 vértices, ejecutado con temperatura inicial constante Ty = 100, con un
decremento de temperatura en cada iteraciéon T'(k) = ﬁ_—ok k =1,2 ..., y una temperatura final
de parada Ty = 0.005. En (a) se muestra el poligono P y en (b) el punto de médxima iluminacién
generado por el algoritmo S A y su poligono de visibilidad, dando el 4rea y el porcentaje iluminado
o vigilado. En el apartado (c¢) mostramos la nube de puntos analizados por el algoritmo y como
se puede observar la disminucién de la temperatura produce que la densidad de puntos sea mayor



El problema MaxA-p-Pv1(P) con simulated annealing-SA 115

entorno al 6ptimo, a medida que disminuye dicha temperatura. Finalmente presentamos en (d)
todos los elementos conjuntamente.
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Figura 7.2: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pv1(P) con SA To =

T T .:'I; R TR T T T

(a)
IR B ¢ T e e ey e
(c) (d)

100 T(k) = &

Ty =0.005 N(T) = +

ALGORITMO SIMULATED ANNEALING SA T0=100:

* Poligono de visibilidad calculado
- Punto de area maxima........ (0.767686,0.536000)
- Area maxima................. 0.24464 71.8762%

Pasamos a continuacién a describir los elementos utilizados para la construccién de un algo-

ritmo que solucione también el problema MaxA-p-Pv1(P), pero utilizando otra técnica heuris-
tica como son los algoritmos genéticos.
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7.3 EIl problema MaxA-p-Pv1(P) con algoritmos genéticos-GA

Holland [60] y Golberg [55] desarrollaron los fundamentos teéricos de la teorfa de los algorit-
mos genéticos, usando la teorfa de esquemas. Una breve descripcién a esta teorfa se encuentra
expuesta en la Seccién 1.5.2. La idea fundamental de un algoritmo genético es que la poblacién
inicial evoluciona sucesivamente hacia mejores regiones del espacio de bisqueda mediante dos
procesos fundamentalmente:

e Seleccion de los individuos més adaptados en la poblacién, (a mayor grado de adaptacién

mayor probabilidad de dejar descendencia).

e Modificacién por recombinacién y/o mutacién de los individuos seleccionados.

La estructura de un algoritmo evolutivo bdsico es la siguiente:

[01] begin

02] {t<0;

[03] Inicializar(A(Y));

[04] Evaluar(A(t));

[05] while(no parada)

[06] {t—t+1;

[07] Seleccionar A(t) a partir de A(t-1);
[08] Recombinar y/o mutar A(t);
[09] Evaluar A(t);

10] }

1] )

[12] end

Asi segiin Michalewicz [74] y segun se menciona en [87], un algoritmo genético ha de tener
las siguientes cinco componentes:

1.

2.

D.

Una representacion genética de las soluciones posibles del problema (codificacion).
Una manera de crear una poblacion inicial de soluciones posibles (genomas y poblacién).

Una funcién que evalide a los individuos y haga el efecto de la seleccién natural, clasificando
las soluciones atendiendo a su “fortaleza” (funcién objetivo).

Operadores genéticos que permitan alterar la composicién de las soluciones, (seleccién
cruce y mutacion).

Valores de varios pardmetros que utiliza el algoritmo genético.

A continuacién describimos estas componentes disefiadas para el problema MaxA-p-Pv1(P)
y que han sido las utilizadas en la implementacién del algoritmo correspondiente cuyo cédigo se
encuentra en el Apéndice B.
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Codificacion
Dada una entrada del problema, un algoritmo genético debe poder alcanzar una solucién del
problema para dicha entrada. Las posibles soluciones del problema se deben poder representarse
de alguna manera en el algoritmo genético mediante un conjunto de pardmetros, a menudo lla-
mados “individuos” o “genomas”. En términos genéticos, este conjunto de pardmetros constituye
el “genotipo” y la codificacién para una determinada solucién constituye el “fenotipo”.

En el algoritmo genético desarrollado para el problema MaxA-p-Pv1(P) se ha considerado
que un individuo es un gen, que viene representado por las coordenadas de un punto, (individuo),
interior al poligono P.

G = ((z,9))

Esta codificacién de individuo o genoma serd ampliada en el Capitulo 8 donde se estudia el
problema MaxA-p-PVK(P, k) y donde cada individuo de la poblacion estard codificado por un
genoma con k genes

G = ((x1,m1), (@2, 2), -, (Tk, Yr)) (7.3.12)

siendo k el cardinal del conjunto de puntos cuya visibilidad se quiere maximizar.

Genoma y poblacion

La poblacién para una determinada generacion estard formada por un conjunto de genomas. El
nimero total de genomas que hemos de elegir para cada poblacién debe ser tal que tengamos
suficiente diversidad para poder garantizar la eficiencia del algoritmo y que éste produzca buenos
hijos durante el proceso de evolucién.

El tamano de la poblacién deberd ser lo suficientemente grande como para garantizar la
diversidad pero no tanto que perjudique la eficiencia del algoritmo. Segun la bibliografia [87] un
cardinal adecuado de poblacién es el doble de la longitud del genoma, sin embargo, en nuestro
caso se ha tomado como tamafno de poblacién el nimero de vértices del poligono, relacionando
de esta manera la entrada del problema con los elementos de la heuristica.

Asi, la poblacién para la generacién ¢ de nuestro algoritmo vendrd representado por:

At) ={GY, G, ...,GLY (7.3.13)

donde cada G! representa a un individuo o genoma perteneciente a la poblacién A(t) y n es el
nimero de vértices del poligono P.

Funcién objetivo

Debemos definir en este paso la funcidon objetivo. Esta funcién debe ayudarnos a realizar la
mejor seleccién posible de individuos que deberédn reproducirse, de manera que asignars valores
més altos a las soluciones cuanto mads se acerquen a la solucién 6ptima. Asi, a cada individuo
o genoma G = ((x;,y;)) se le asignard un valor igual al drea de la zona iluminada por el gen
(x4,9i). Si V(P,(x;,9;)) es el poligono de visibilidad de (x;,y;) dentro del poligono P, éste se
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podra expresar como V' (P, (x;,y;)) = ']7-:1 Tj, siendo T j =1, ..,q el conjunto de tridngulos en
los que se puede descomponer V (P, (z;,y;)) al ser un poligono estrellado. Por tanto la funcién
objetivo de nuestro algoritmo genético se define

F(G) =" Area(Ty) (7.3.14)
j=1

Para el calculo de los poligonos de visibilidad se ha implementado un algoritmo lineal [72],
cuya implementaciéon se encuentra en el Apéndice B. Consideraremos como evaluacién de la
poblacién A(t), es decir, como fitness de la poblacion al mdximo valor de f(GY) Vi = 1,...,n.
Denotaremos el fitness de una poblacion A(t) en la generacién ¢ mediante

F(A(t) = max F(GH (7.3.15)
i=1,...,n
Pasamos a continuacién a explicar los mecanismos de seleccién cruce y mutacién utilizados
en nuestro algoritmo y el fitness de poblacién considerado.

Seleccion, cruce y mutacion

Los operadores de seleccidon, cruce y mutacion son elementos importantes en todo algoritmo
genético, pues determinarédn el éxito de los mecanismos de reproduccién del algoritmo. El ope-
rador de seleccion debe elegir aleatoriamente de la poblacién unos padres, de forma que los
individuos para los que la funcién objetivo sea mayor tengan mayor probabilidad de ser elegi-
dos. El método de seleccién utilizado en nuestro algoritmo es el de seleccion proporcional im-
plementado mediante el método de la ruleta, (ver Capitulo 1), de tal forma que los individuos
con mayor funcién objetivo tengan mayor probabilidad de ser elegidos. Los pasos seguidos en la
implementacién de éste método son los siguientes:

(a) Determinar la suma S de las adaptaciones de toda la poblacién.

(b) Relacionar una a uno todos los individuos con segmentos contiguos de la recta real [0, .5),
tal que cada segmento individual sea igual en su tamano a su grado de adaptacion.

(c¢) Generar un nimero aleatorio en [0, .5).
(d) Seleccionar el individuo cuyo segmento cubre el nimero aleatorio.
(e) Repetir el proceso hasta obtener el nimero deseado de muestras.

n

Asi, si {GY, ...,GL} es la poblacién en la generacién t y S = Z f(GY), elegimos un niimero

=1
aleatorio r uniformemente distribuido entre 0 y S. Si 7 < f(GY) elegimos el individuo G%, en

i—1 7
otro caso elegimos el individuo G! tal que > f (G;) <r< > f (G;) Este mecanismo se repite
j=1 j=1

dos veces para obtener los dos padres de nuestra generacién ¢, G¢ y G;.
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Una vez seleccionados los padres para la generacién ¢, (G’;, G;) pasamos a modificarlos
mediante el operador de cruce como se mencioné en la Seccién 1.5.2. Para ello generamos alea-
toriamente un nimero r (0 < r < 1). Si r es mayor que la probabilidad de cruce p. estos
individuos pasaran sin ser modificados a la generacién siguiente, en caso contrario seran someti-
dos al proceso de cruce. El mecanismo de cruce utilizado es el cruce en un solo punto descrito
en la férmula 1.5.19. Elegimos al azar un nimero aleatorio 1 < r < k e intercambiamos los genes
de los padres a partir del gen que ocupa el lugar r. Evidentemente como el caso que nos ocupa
en esta seccién es k = 1, este operador de cruce producird , en caso de aplicarse, un intercambio
del gen de un padre por el gen del otro padre y viceversa. Por ello, consideramos para k = 1 que
no tenemos operador de cruce, modificando los genes de una generacién a la siguiente mediante
el operador de mutacién.

Sin embargo si k > 1, caso que trataremos en el capitulo siguiente para solucionar el problema
MaxA-p-Pvk(P, k), si tendra sentido este operador de cruce, ya que en este caso cada individuo
padre vendra representado por k genes, con k > 1y el operador de cruce en un punto producird
una mezcla de los genes de cada padre a partir del gen r. Asi, si los genomas de los padres
seleccionados vienen descritos por:

Gt = (@), @ ), (@ ), @) 0)))
G5 = (@), @), @), ) )))

tendremos tras el procedimiento de cruce los genomas

Gt = (@ y"), e @5, @Oy ), 09 -
ot — (29 O INONTRCING (i) () (7.3.17)
] (@, yy)s s @), (@ e ), e (2 )

Obtenidos los padres, (que son también hijos en el caso k = 1), para la generacién ¢ + 1 les
aplicaremos el operador de mutacién. Para cada individuo G = ((x;, y;)) generamos un nimero
aleatorio r (0 < r < 1). Si r es mayor que la probabilidad de mutacién p,, no serd sometido a
mutacién, en caso contrario generaremos dos nimeros aleatorio a y b que siguen la distribucién
N(0,1) y sustituiremos el gen (x;,vy;) por (z; + a/100,y; + b/100). Debe recordarse en este
punto que los poligonos que produce el generador aleatorio de poligonos RPG implementado
y descrito en el Apéndice A, se generan en el cuadrado unidad, es decir, en el cuadrado de
vértice{(0,0),(0,1),(1,1),(1,0)}, por lo que tiene sentido sumar a cada coordenada de un gen
un nimero aleatorio que siga la distribucién N (0, 1) dividido por 100.

(7.3.16)

Condicion de parada

Si en un nimero suficientemente grande de generaciones la funcion objetivo no se ha modificado,
podemos suponer que estamos cerca del éptimo. Por ello, se ha considerado en nuestro algoritmo
genético como condicién de parada que el fitness de la poblacién F(A(t)) no varie durante un
nimero h de generaciones. En nuestro caso se ha considerado h = 20. Es decir AG para cuando

3t e N/ F(A(t+h)) < F(A(t)) Vh=1,...,20

y por tanto t representa la generacién de parada.
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Presentamos en la Figura 7.3 un poligono de 25 vértices generado aleatoriamente por RPG
y la solucién aportada por el algoritmo genético GA, indicando el punto de maxima iluminacién
encontrado, el drea iluminada y el porcentaje de ésta respecto al drea del poligono total. Com-
parando con el resultado obtenido con SA se observa con en este caso se mejora el porcentaje
de drea iluminada. Mostramos en la Figura 8.16 la curva de crecimiento de la funcién objetivo
segin avanza el algoritmo en cada generacion.
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Figura 7.3: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pv1(P) con GA p. = 0.8 p.,, = 0.05

ALGORITMO GENETICO GA pc=0.8 pm=0.05:
* Poligono de visibilidad calculado
- Punto de &rea maxima........ (0.770995,0.553071)
- Area maxima................. 0.24740 72.6870%

Debe hacerse notar que la heuristica AG para el caso k = 1 la podemos considerar un caso
particular de un algoritmo random search que estudiamos en la siguiente seccién, ya que se
omite el operador de cruce al utilizar cruce en un punto. En este sentido, se podrian consi-
derar otros operadores de cruce que eliminaran esta dificultad, como podrian ser cruce en un
punto con cadenas binarias. Sin embargo se ha preferido utilizar esta particularidad para que
exista homogeneidad entre los operadores utilizados para resolver el problema MaxA-p-Pv1(P),
(k=1), y el problema MaxA-p-Pvk(P, k) con k > 1 que estudiaremos en el capitulo siguiente.

Asimismo, es importante detacar que todas las experimentaciones para esta heuristica AG
han sido realizadas tomando como probabilidad de cruce p, = 0.8 y como probabilidad de
mutacién p,, = 0.5. Como se mencionard en la seccién de conclusiones uno de los trabajos
pendientes es intentar ajustar mds, mediante la experimentacién, estas dos probabilidades.
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7.4 Aproximacion a MaxA-p-Pv1(P) con random search-RS

Proponemos en esta seccién lo que podriamos considerar el algoritmo més sencillo, (pero no por
ello menos eficiente), que soluciona de forma heuristica el problema MaxA-p-Pv1(P). La idea
del algoritmo es realizar una busqueda aleatoria, (random search), sobre los puntos interiores al
poligono P. Para ello se generard una nube N = {p1, ..., pp,} de m puntos interiores al poligono
P y se realizard una bisqueda secuencial sobre N del punto p; € N tal que

Area(V(P,p;)) > Area(V(P,p;)) Vi#i i,5€{l,..,m} (7.4.18)

siendo V' (p;) el poligono de visibilidad del punto p; interior a P.
Recordemos el enunciado del problema MaxA-p-Pv1(P):

basqueda del punto de maxima iluminacion interior a un poligono
MaxA-p-Pv1(P):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ;FEn qué punto interior a P debo colocar una luz para que el drea iluminada por
dicha luz sea maxima?

En forma de pseudocdédigo la funcién que genera la nube es la siguiente:

Funcion Generar-Nube

ENTRADA: Un poligono P de n vértices, {v1,...,v,} y un entero m.
SALIDA: Un conjunto N = {pi, ..., pm} de m puntos interiores a P.

01] & «1;

02] N ={};

[03] do

[04] {do

[05] {z —rand()*1.0/RAND_MAX;
[06] y —rand()*1.0/RAND_MAX;
[07] twhile (p = (z,y) exterior a P);
[08] pi — (z,y);

[09] N — NUp;i;

[10] i—i+1;

[11] twhile (i <=m);

[12] return N;

Evidentemente el tamano de la nube de puntos N debe estar relacionado con el nimero de
vértices del poligono, de tal forma que para poligonos con mayor nimero de vértices el valor de
m sea mayor. Sin embargo, se debe considerar un tamafno “razonable” para la nube pues en otro
caso el tiempo de respuesta de la heuristica serfa demasiado elevado, ya que nuestro algoritmo
debe calcular la zona iluminada y por tanto el poligono de visibilidad V (P, p;) para todo punto
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p; perteneciente a N. Hemos considerado un tamano de nube m = 50 n. Es importante destacar
que si se utiliza un algoritmo lineal para construir cada poligono de visibilidad V (P, p;) [72],
(que ha sido el utilizado en la implementaciones en C++ del Apéndice B), la complejidad de
nuestro algoritmo resulta ser O(mn).

En forma de pseudocddigo el algoritmo RS propuesto es el siguiente:

Algoritmo RS-MaxA-p-Pv1(P)

ENTRADA: Un poligono P de n vértices, {v1,...,v,}.
SALIDA: Una [uz-punto de maxima iluminacién en P.

[01] &rea « 0;

[02] N < Generar_Nube(P,50n);

[03] for (p; € N)

[04] {Calcular el poligono de visibilidad de p; en P,V (P,p;);
[05] if (area < Area(V(P,p;))

[06] area — Area(V (P, p;));

[07] P < pi

[og] }

[09] return p;

Presentamos en la Figura 7.4 un ejemplo de ejecucién de este algoritmo sobre el poligono
P de 25 vértices, (generado aleatoriamente con nuestro generador RPG), de la Figura 7.2 y la
Figura 7.3, junto con la nube analizada.

Noétese la diferencia entre la Figura 7.2(d) y la Figura 7.4, donde se muestran las nubes
de puntos analizados que producen dichos algoritmos. En la primera, (producida por SA), se
aprecia como la nube tiene mayor densidad entorno al 6ptimo, mientras en la segunda los puntos
estdn uniformemente distribuidos.

Es importante apreciar en este ejemplo que aunque la nube generada para RS tiene sélamente
1250 puntos frente a los 20381 que se muestra en la Figura 7.2(d) para el algoritmo SA4, la
diferencia del 4rea iluminada es de orden de 2 - 1072, Ello quiere decir que aunque SA produce
mejor aproximacion en la solucién pero consume mayor tiempo de ejecucién frente a RS, que
produce una solucién menos exacta. Por ello, si se desea obtener una solucién muy exacta del
problema, (jugando el tiempo un papel secundario), serda adecuado la utilizacién del algoritmo
SA, mientras que si el tiempo es un factor importante, pero la solucién puede ser menos exacta
serd mas adecuado el algoritmo RS. Si en RS se generase una nube de puntos de igual tamano
a la estudiada por SA, los resultados serdn parecidos ya que aunque SA busca en torno al
6ptimo, también puede visitar puntos no deseados con una cierta probabilidad. Estas y otras
conclusiones se analizardn en la Seccién 7.6, en la que se realizard un estudio comparativo de
todos los algoritmos expuestos.
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Figura 7.4: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pv1(P) con RS m = 50 - 25 = 1250

ALGORITMO RANDOM SEARCH RS m=1250

* Poligono de visibilidad calculado
(0.766808,0.509995)

- Punto de area maxima........
0.2442116 71.1340%

- Area maxima......cooouoo...

7.5 Un nuevo enfoque. El gradiente-GRAD

Presentamos en esta secciéon la iltima heurfstica disenada para solucionar el problema
MaxA-p-Pv1(P) y que no estd basada en ninguna técnica heuristica general como pueden
ser simulated annealing 6 los algoritmos genéticos. La idea fundamental consiste en considerar
que todo punto p interior a un poligono P de n vértices, que no sea un méximo local, se puede
desplazar segin un “gradiente positivo” de drea iluminada.

Asi, dado un punto p interior al poligono P consideremos un conjunto {p, ..., py } de v puntos
vecinos de p, que disten [ de él y de tal forma que los vectores que unen dichos puntos con p
formen secuencialmente y en sentido positivo un dngulo 27 /v. Es decir, podemos estudiar un
conjunto v de puntos alrededor de p que estén a una distancia 3 de él y tomar aquel punto que
mds aumente el drea iluminada, moviendo p a dicho punto para analizar la siguiente iteracion.
En la Figura 7.5 podemos ver el conjunto de puntos vecinos a analizar tomando v = 8.

Disefiamos a continuacién una funcién que determina el mejor vecino de entre los v posibles,
al que debemos mover el punto p para que el drea iluminada aumente el méximo, es decir
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Figura 7.5: Vecinos a analizar para un punto p interiora P v = 8

movemos p seglin un gradiente positivo de drea iluminada:

Funcién Generar-Candidato

ENTRADA: Un poligono P de n vértices, un punto p = (z,y) interior o en el borde de él, un
entero v de vecinos a analizar y un factor de separacion (.
SALIDA: Un punto ¢ tal que Area(V(P,q)) > Area(V(P,p)).

01] a«— Area(V(p));

[02] «« 0.0;

03] i« 10;

(04] g« p;

05 while (i <=v)

[06] {z* «— x + (0 * cos(av));
[07] y*—y+(Bxsin(a));
[08] cand «— (z*, y*);

[09] if(Area(V (P, cand)) > Area(P, q))
[10] q <—cand;

[11] + 41

[12] a— a—l—%r;

(3]}

[14] return g;

Evidentemente se conseguird un mejor ajuste cuanto mayor sea el nimero v de vecinos a
analizar y menor sea el factor de separacién de dichos vecinos, respecto de p, es decir, cuanto
menor sea (. En la implementacion realizada en el Apéndice B para esta heuristica se ha con-
siderado v = 16 y 8 = 0.001.

Sin embargo, nos preguntamos ahora si serd suficiente colocar aleatoriamente un punto p
en el interior del poligono y hacer que este punto se mueva segin un gradiente positivo hasta
que se sitie en un punto tal que todos los vecinos a él tengan menor drea. Evidentemente, esto
producird frecuentemente que p converja a un méximo local. Para evitar esta situacién se ha
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considerado que tenemos inicialmente una luz en todos los vértices del poligono P, haciendo
que cada una de ellas converja a un méximo local. A continuacién se elige como solucién del
problema MaxA-p-Pv1(P) el mejor de estos maximos locales.

La pregunta que podemos hacernos ahora es la siguiente: ;jestamos seguros que la solucién
a nuestros problema se encuentra entre el conjunto de maximos locales generados? Las experi-
mentaciones llevadas a cabo indican que la respuesta a esta pregunta es afirmativa. En forma
de pseudocédigo el algoritmo gradiente-GRAD se puede representar de la siguiente manera:

Algoritmo GRAD-MaxA-p-Pv1(P)

ENTRADA: Un poligono P de n vértices, {vi, ..., v }..
SALIDA: Una luz-punto de maxima iluminacién en P.

[01] cambios « 1;

[02] max « 1;

[03] for (v;) /*Hacemos una copia de los vértices de P*/
[04] ¢ < Vi

[05] while(cambios # 0)

[06] {cambios « 0;

[07] for (q;)

[08] {¢; < Generar_Candidato ¢;;

[09] ar — Area(V(P,c;)); /*Movemos cada q; segin el gradiente positivo™*/
[10] if(ar > Area(V (P, q))

[11] {g; — ci;

[12] cambios «cambios+1;

[13] if(ar > Area(V (P, gumax))

[14 max «— i;

[15] }

[16] }

[17] } /*Devolvemos el punto mdximo*/

[18] return gmax;

Para finalizar mostramos en la Figura 7.6 la solucién aportada GRAD al ejemplo que hemos
mostrado al finalizar todos las heuristicas. La Figura 7.6(b) muestra la solucién aportada, (esta
indicada con una flecha y un punto més oscuro), y los caminos que recorren los vértices cuando
se mueven en el sentido positivo del gradiente de drea. Obsérvese que cada conjunto de vér-
tices tienden a un éptimo local y que uno de ellos es la solucién que aporta el algoritmo. En
este ejemplo la solucién aportada por GRAD mejora las heuristicas anteriores. Este hecho serd
importante en los resultados presentados en la Seccién 7.6, donde estudiaremos también otros
pardmetros como es el tiempo empleado por cada método aproximado.
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Figura 7.6: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pv1(P) con GRAD v = 16 8 = 0.001

ALGORITMO GRADIENTE GRAD v=16 (5=0.001
* Poligono de visibilidad calculado
- Punto de area maxima........ (0.769406,0.554380)
- Area maxima................. 0.248077 72.88530%

7.6 Resultados. Tests comparativos

Segin se puede desprender de las secciones anteriores existe una gran cantidad de combinaciones
de los pardmetros que influyen sobre nuestras heuristicas y en especial sobre simulated annea-
ling, (SA). Evidentemente la comparacién de los resultados que se puedan obtener no se puede
hacer sobre un tdnico poligono P, pues ello no representaria ningin dato comparativo. Con la
finalidad de obtener datos que nos permitan determinar conclusiones se ha realizado un estudio
comparativo aplicando cada posible combinacién de pardametros de la heuristica SA, a cuatro
conjuntos de 50 poligonos cada uno de ellos. El primero de estos conjuntos estard formado por
50 poligonos con 50 vértices generados aleatoriamente con RPG; el segundo por 50 poligonos
de 100 vértices y el tercero y el cuarto por 50 poligonos de 150 y 200 vértices respectivamente.
Para cada poligono se ha obtenido el porcentaje de drea iluminada por la luz-punto de méxima
iluminacién, (que soluciona por tanto el problema MaxA-p-Pv1(P)), el tiempo empleado para
obtener dicha solucién y el nimero de iteraciones empleadas por el algoritmo. Ello nos permi-
tird concluir cual es la mejor combinacién de los pardmetros que influyen sobre cada una de la
heuristicas expuestas: SA, GA, RS y GRAD.

7.6.1 Awnalisis de parametros para SA

Segun la Seccién 7.2 los pardmetros que determinan la bondad de la heuristica SA los hemos
divididos en dos grupos como mostramos de forma resumida en el siguiente esquema:
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e Adaptacion del problema

— Conjunto S de configuraciones.
— Funcién C' de coste.
— Vecindad de cada configuracion.

— Configuracién inicial.
e Estrategias de templado

— Temperatura inicial Tg.

Disminucién de la temperatura en cada iteracion.

— Numero de iteraciones en cada temperatura N ().

Criterio de parada.

La mayoria de estos elementos se encuentran ya fijados y descritos en la Seccién 7.2, pero
existen 2 pardmetros que deben ser analizados para encontrar la combinacién de su valores que
mejor se adapta a nuestro problema. Estos son, la eleccién de la tempea inicial Ty y la disminucién
de la temperatura en cada iteracion. En este sentido, segin lo expuesto en la Seccién 7.2 tenemos
nueve posibles combinaciones en la eleccién de Ty y el decremento de la temperatura. Estas
combinaciones producirdn nueve Casos que compararemos realizando un estudio heuristico y
generando para ello, (utilizando nuestro generador aleatorio de poligonos RPG, descrito en el
Apéndice A y cuya implementacién se encuentra en el Apéndice B), un conjunto de 50 poligonos
de 50, 100, 150 y 200 vértices y comparando el drea iluminada, el tiempo empleado y el nimero de
iteraciones realizadas por la heuristica. Debe hacerse notar que en todos los casos se ha impuesto
una condicién para la temperatura final de parada Ty < 0.005. Si este valor se disminuye la
solucién se acercard méds al 6ptimo, pero los tiempos de respuesta aumentardn ya que el niimero
de configuraciones evaluadas serd mayor. Los resultados obtenidos para cada caso, indicando la
temperatura inicial Ty y el tipo de decremento son los siguientes:

» Caso 1: Tp=C(S) Ti= 1% (FSA)

Presentaremos los resultados obtenidos en este primer caso en la siguiente tabla.

| Vértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones |

50 50.3236 14.44 4621.82
100 33.4460 22.30 2322.84
150 23.7555 29.70 1638.48
200 17.4808 28.18 1076.30

Tabla 7.1: Resultados Caso 1: Tp = C(So) Tk = 1% (FSA)

En esta tabla se expone, como se puede observar, la media del procentaje de drea iluminada,
la media del tiempo empleado en segundos y la media del nimero de iteraciones de llamada
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del algoritmo. Andlogamente presentamos en las Tablas 7.2, 7.3 los resultados obtenidos en los
Casos 2 y 3.

» Caso 2: Ty =C(S) Tp=2 (VFSA)

| Vértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones

50 28.6057 0.14 37.84
100 14.5109 0.10 18.96
150 9.1404 0.12 13.24
200 6.8468 0.20 12.18

Tabla 7.2: Resultados Caso 1: To = C(So) Tr = L2 (VFSA)

» Caso 3: Tp=C(Sy) Tp=aT-1 (a=0.9)

| Vértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones

50 40.2871 0.74 270.36
100 20.3790 0.88 129.48
150 13.4328 1.44 98.60
200 11.4124 2.06 99.88

Tabla 7.3: Resultados Caso 1: Tp = C(So) Th =« Tr—1 (a=0.9)

Como se puede observar en estos tres primeros casos, la eleccién de una temperatura inicial
Ty dependiente de la funcién de costes C sobre la configuracién inicial Sp, provoca que el nimero
de iteraciones en la bisqueda sea demasiado pequeno, si el decremento de la temperatura es un
decremento répido, como sucede con VFESA. Ademds, si el nimero de vértices del poligono
es grande el valor de C(Sp), (que corresponde al drea iluminada por el punto que determina
la configuracién inicial), tiende a ser pequenio, con lo cual el valor de la temperatura inicial
To = C(Sp) seréd pequenio y muy cercano a la condicién de parada, y por ello la solucién obtenida
se alejard del éptimo. Todos estos resultados se pueden observar en las Tablas 7.1, 7.2 y 7.3, en
las cuales vemos como para estos tres primeros casos la mejor solucién aportada corresponde a
un decremento de temperatura lento como es F'SA, con un nimero mayor de iteraciones y un
tiempo de respuesta superior, es decir, la mejor solucién aportada en estos tres primeros casos
es la que produce el Caso 1.

En los tres siguientes casos haremos depender la temperatura inicial de la entrada del
problema, es decir, del nimero de vértices n del poligono P. Se ha considerado una temperatura
inicial lineal en el nimero de vértices Ty = n, pudiendo ser motivo de futuras investigaciones el
estudio del comportamiento de la heuristica para funciones no lineales en la temperatura inicial.

Los resultados obtenidos se muestran en la Tablas 7.4, 7.5 y 7.6 para los tres decrecimientos
de temperatura considerados respectivamente.
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» Caso 4: Tp=n Tp=1% (FSA)

| Vértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones
50 51.4632 29.52 10156
100 34.7576 218.08 20381
150 24.7619 509.46 30629
200 19.7551 1333.46 40897

Tabla 7.4: Resultados Caso 1: To =n T) = 12 (FSA)

» Caso5: To=n T=2 (VFSA)

| Vértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones

50 26.2933 0.18 82
100 16.1801 1.16 159
150 10.4725 3.38 240
200 7.6786 7.92 318

Tabla 7.5: Resultados Caso 1: To =n Tk = ¢ (VFSA)

» Caso 6: To=n Tp=aTr1 (a=0.9)

| Vértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones

50 37.9920 1.22 523
100 20.8935 8.78 1020
150 15.5067 25.68 1519
200 12.7956 55.42 2018

Tabla 7.6: Resultados Caso 1: To=n Tpx =a Tk-1 (a=0.9)

Comparando estos tres 1ltimos casos con los tres primeros para los mismo tipos de decre-

mento de la temperatura, es decir, el Casol con el Caso 4, el Caso 2 con el Caso 5 y el Caso
3 con el Caso 6, vemos claramente como si la temperatura inicial depende de n, la solucién
aportada por el algoritmo mejora en todos los casos aunque el tiempo y el nimero de itera-
ciones del algoritmo también aumenta, sobre todo cuando el decrecimiento es mds lento como
sucede en el Caso 4. Sin embargo, si el decrecimiento de temperatura es F'SA, (Casos 1y 4), las
soluciones aportadas no difieren sustancialmente como vemos comparado las Tablas 7.1 y 7.4.
Por tanto, podemos concluir que en general si se busca una solucién més cercana al 6ptimo es
mds adecuado elegir una temperatura inicial dependiente del nimero de vértices del poligono P,
aunque si el decrecimiento de la temperatura es lento la eleccién de la temperatura inicial no
resulta influyente.

Analizados estos seis primeros casos podemos obtener las siguientes conclusiones:
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e Mejora en general la solucién aportada por SA cuando la temperatura inicial depende del
nimero de vértices de P.

e Si el decrecimiento es lento como F'SA, la eleccién de la temperatura inicial, (T = C(Sp)
6 Tp = n ), no resulta determinante. Un decrecimiento geométrico Ty, = a Tp—1 (o = 0.9)
produce mejores soluciones que un decrecimiento mas rdpido como V F'SA.

Analizamos en los tres siguientes casos como se comportan los tres decrecimientos si la
temperatura inicial es un valor constante. Como el nimero de vértices de los poligonos analizados
es 50, 100, 150 y 200, se ha elegido un valor constante Tp = 100.0. Los resultados obtenidos se
muestran en las tres siguientes tablas.

» Caso 7: Tp=100.0 Ty =& (FSA)

| Vértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones

50 51.7463 69.46 20381
100 34.0813 219.12 20381
150 23.5467 458.84 20381
200 19.5442 781.06 20.381

Tabla 7.7: Resultados Caso 1: Tp = 100.0 T} = £ (FSA)

» Caso 8: Ty =100.0 T, =2 (VFSA)

| Veértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones

50 27.5832 0.46 159
100 13.8940 1.30 159
150 10.7000 2.56 159
200 7.7105 4.26 159

Tabla 7.8: Resultados Caso 1: Tp = 100.0 T} = 32 (VFSA)

» Caso 9: Ty =100.0 Ty =a Tx—1 (a=0.9)

| Veértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones

50 38.9342 2.88 1020
100 21.3399 9.90 1020
150 14.6113 19.44 1020
200 11.4176 31.24 1020

Tabla 7.9: Resultados Caso 1: Tp = 100.0 Tx = a Tk—1 (a=0.9)
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Observando estos tres dltimos casos comprobamos sorprendentemente como para una tempe-
ratura inicial constante Ty = 100.0 los resultados mejoran cuando el decrecimiento de la tempe-
ratura es lento, como se puede observar comparando las Tablas 7.4 y 7.7. Sin embargo, este
crecimiento no se puede observar si el decrecimiento de la temperatura es mdas rdapido como
sucede en los Casos 8 y 9.

Debemos recordar que hemos tomado una temperatura de parada Ty < 0.005. Evidente-
mente, si esta temperatura se disminuye los resultados de las heurfstica mejoran y en mayor
medida aquellos casos que se encuentran més lejos de encontrar el 6ptimo, es decir para decre-
cimientos de temperatura més rdpidos: VFSA y geométrico. Por tanto, si se desea una soluciéon
aceptable y rdpida se podra obtener reduciendo la temperatura de parada y utilizando un de-
crecimiento répido como Ty, = a Ti—1 (a = 0.9),(geométrico).

Es importante observar que el conjunto de variantes respecto a los pardmetros de SA que
se podrian estudiar es casi infinita. Hemos pretendido en esta memoria encontrar referencias
generales para dichos pardmetros, haciendo notar que un estudio méas exhaustivo en futuras
investigaciones podrian mejorar los resultados obtenidos.

Asi, las conclusiones generales que podemos deducir del estudio realizado para SA respecto
al problema MaxA-p-Pv1(P) son las siguientes:

e Decrecimientos lentos de temperatura mejoran la solucién, aunque el tiempo de respuesta
del algoritmo es mayor.

e En general las mejores soluciones se consiguen tomando una temperatura inicial depen-
diente del nimero de vértices n del poligono P, aunque para poligonos con un nimero de
vértices pequetio, (n < 200), una temperatura inicial constante produce mejores resultados.

e Los decrecimientos rdapidos son ttiles cuando se desean peores soluciones pero rapidas. En
estos casos una temperatura de parada menor a 0.005 mejora las soluciones.

e En general los mejores resultados respecto a porcentaje de drea iluminada se obtienen en
el Caso 4: Ty = n T}, = ﬂ_ok (FSA). Este serd el caso que utilizaremos para realizar la
comparativa con el resto de heuristicas disenadas.

Presentamos en la Figura 7.7 un diagrama de tallos para mostrar de forma resumida los
resultados de los casos anteriores. La coordenada x representa el Caso x, la coordenada y el
nimero de vértices del poligono donde se ha aplicado la heuristica SA y la coordenada z el
porcentaje medio iluminado. Los puntos representan los elementos de cada una de las tablas.

7.6.2 Comparativa con GA

Exponemos en la siguiente tabla los resultados de aplicar la heuristica algoritmos genéticos-G A
al mismo conjunto de poligonos aleatorios generados con RPG y utilizados para analizar SA.
Recuérdese que se exponen el porcentaje medio de area iluminada, el tiempo empleado por el
método y el nimero de iteraciones. Para cada nimero de vértices se ha aplicado la heuristica a
50 poligonos, considerando p,, = 0.8, p. = 0.05.
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Diagrama de tallos para cada uno de los Casos

L L -
(1] £ ] o
" o ¥
Fii] L]
*
¥
=1 . B | L * ¥
L N B
[1] w
1 o | T o
[ e Dl 1
¥ L 3 15
L] [ 14
Caso 1
E L N° de Vértices

i

Figura 7.7: Resultados obtenidos para cada Caso en SA

Vértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones

50 50.2310 24.16 5426
100 31.4112 215.94 12304
150 20.0216 604.23 18694
200 17.9814 1903.23 32711

Tabla 7.10: Resultados para la heuristica GA p. = 0.8 p,, = 0.05

Como podemos apreciar el porcentaje de drea iluminada disminuye para todos los vértices
respecto a los datos de la Tabla 7.4, (Caso 4 SA). Ademss el tiempo de respuesta de GA es
mayor que el aportado SA, creciendo para mayor mimero de vértices.

7.6.3 Comparativa con RS

Analizamos en este apartado los resultados obtenidos al aplicar la heuristica random search
(RS), al mismo conjunto de poligonos utilizados para realizar la comparativa de casos con SA.
Debe recordarse que se generaron, (utilizando nuestro generador RPG), aleatoriamente cuatros
conjuntos de 50 poligonos de 50, 100,150 y 200 vértices respectivamente, sobre los que se aplicé
la heurfstica. En la siguiente tabla se exponen las medias de porcentajes de drea iluminada,
tiempo empleado y nimero de iteraciones empleadas por el algoritmo para cada conjunto de
poligonos agrupados por el nimero de vértices. Es importante destacar que en RS el niimero de
iteraciones estd prefijado y de forma constante en la entrada del algoritmo al generar la nube de
puntos a analizar.

Comparando los datos de la Tabla 7.11 con los mejores resultados obtenidos por SA, que
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son los expuestos en la Tabla 7.4 de la pagina 129, observamos que RS mejora cada una de las
variables analizadas: porcentaje de drea iluminada, tiempo de ejecucién y nimero de iteraciones.

| Vértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones |

50 51.8114 5.52 2500
100 34.9657 38.74 5000
150 24.5818 114.86 7500
200 21.5381 215.48 10000

Tabla 7.11: Resultados para la heuristica RS k£ = 50

Este resultado se debe a que SA escanea regiones alejadas del 6ptimo con determinada
probabilidad. Si se toma en SA una temperatura de parada inferior a la elegida para realizar los
andlisis, Ty < 0.005, los resultados obtenidos por SA mejoran a los obtenidos por RS, pero el
tiempo de respuesta es mucho mayor. Por tanto, podemos concluir que SA es un algoritmo que
produce buenos resultados frente a otras técnicas heuristicas, pero en contrapartida obtenemos
una lenta convergencia frente a RS. En este sentido RS proporciona buenas soluciones con un
tiempo de respuesta rapido.

Debemos destacar que RS estaba basado en la generacién aleatoria de un nimero kn puntos
interiores al poligono P de n vértices, (en las experimentaciones se ha elegido & = 50). La eleccién
de este pardmetro k estd directamente relacionado con la rapidez y la solucién obtenida. Cuando
mayor sea su valor mas préximo al 6ptimo estara la solucién obtenida y mayor serd, por tanto,
el tiempo de respuesta del algoritmo. Presentamos en la Figura 7.9 los resultados obtenidos en
la Tabla 7.11 en forma de grafica relacionando el nimero de vértices con el porcentaje de drea
iluminada, comparado con los resultados obtenidos por el resto de heuristicas.

7.6.4 Comparativa con GRAD

La heuristica GRAD estd basada en la idea de que toda luz-punto interior a un poligono P puede
moverse en el interior de P, segin un gradiente positivo de drea iluminada. Asi, si colocamos
una luz en cada vértice de P y hacemos converger dichos puntos en el sentido del gradiente,
cada luz tenderd a un méximo local. El método convergeria més rédpidamente si colocdsemos
menor nimero de puntos iniciales, es decir, si no colocdsemos una luz en cada vértice de P. Sin
embargo, como se muestra en la Figura 7.8, el mimero de méaximos locales puede llegar a ser
O(n). Por ello se debe inicializar GRAD colocando una luz en cada vértice del poligono P.

La experimentacién realizada permite deducir que el méximo global buscado se encuentra
entre uno de estos méaximos locales, pudiendo ser més de un méximo global, (por ejemplo si P
tiene nicleo). Como se puede comprobar en la Tabla 7.12 los resultados obtenidos por GRAD
son sorprendentemente buenos comparando con todas las heuristicas anteriores. GRAD mejora
los porcentajes de drea iluminada para los cuatro conjuntos de poligonos estudiados, (con 50,
100, 150 y 200 vértices), en un tiempo aunque superior a RS, pero aceptable. Debe hacerse notar
que el nimero de iteraciones de GRAD aumenta respecto a las heuristicas anteriores. Esto se
debe a que de los v vecinos analizados para mover cada luz-punto en el sentido positivo del
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Figura 7.8: Un poligono con O(n) maximos locales para el problema MaxA-p-Pv1(P)

gradiente muchos estardn fuera de P y por tanto no debe construirse su poligono de visibilidad
y asf calcular su regién iluminada, con lo que el tiempo en estas iteraciones disminuye.

Los resultados que se muestran en la siguiente tabla han sido también obtenidos al ser apli-
cada GRAD sobre el conjunto de poligonos generado aleatoriamente con RPG, (utilizado tam-
bién en las anteriores heuristicas), mostrando porcentaje de drea iluminada, tiempo de ejecucién
y nimero de iteraciones se muestran en la siguiente tabla:

Vértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones

50 53.3707 18.68 28880
100 35.1292 101.54 65792
150 25.5142 240.42 106464
200 21.9597 458.62 142336

Tabla 7.12: Resultados para la heuristica GRAD

En la Figura 7.9 mostramos en forma de gréafica los datos de las Tablas 7.4, 7.10, 7.11 y 7.12,
que relacionan el nimero de vértices de P con el porcentaje medio de drea iluminada. Podemos
comprobar como GRAD obtiene mejores resultados para todos los vértices analizados.

7.6.5 Analisis y conclusiones

Presentamos en este apartado un anélisis de los datos expuestos en las tablas anteriores. En
primer lugar analizamos si dichos datos son significativamente diferentes para cada heuristica y
después presentamos a modo de ejemplo, las curvas de crecimiento sobre la funcidn objetivo que
produce la ejecucién de cada heuristica. Ademds presentamos las curvas de crecimiento medio,
obtenidas realizando la media, iteracién a iteracién, de todas las curvas de crecimiento resultado
de aplicar cada heuristica a 50 poligonos con 100 vértices.

Contraste de hipdtesis

La comparativa entre los resultados obtenidos por las diferentes heuristicas tiene sentido, si son
significativamente diferentes, es decir, si podemos asegurar que las distribuciones que siguen
dichos resultados son distintas. Para comprobar esta situacién se han realizado contraste T de
hip6tesis, (utilizando el software mateméatico MatLab), con un nivel de significacién del 95%,
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Figura 7.9: Resultados para GRAD con v = 16 8 = 0.001 frente a RS, SA 'y GA

usando los resultados obtenidos sobre los 50 poligonos de 50, 100, 150 y 200 vértices cada uno
de ellos, empleados para obtener las medias de las tablas de datos resumen expuestas, respecto
al porcentaje iluminado. Las respuestas aportadas por los contrastes realizados se presentan en
la siguiente tabla, indicando con el signo ‘+’ si el contraste es significativo y con ‘~ si no lo es:

1. Contrastes para n = 50:

| Algoritmo | SA | GA | RS | GRAD |
SA . + + +
GA + o + +
RS + + ° +
GRAD + + + .

Tabla 7.13: Tabla de contrastes realizados para los datos de poligonos con 50 vértices

2. Contrastes para n = 100:

| Algoritmo | SA | GA | RS | GRAD |
SA . + + +
GA + o + +
RS ¥ + . -
GRAD + + — .

Tabla 7.14: Tabla de contrastes realizados para los datos de poligonos con 100 vértices

Por tanto RS y GRAD no son significativamente diferentes para 100 vértices.
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3. Contrastes para n = 150:

[ Algoritmo | SA | GA | RS | GRAD |
SA . + + +
GA + . + +
RS + + . +
GRAD + + + .

Tabla 7.15: Tabla de contrastes realizados para los datos de poligonos con 150 vértices

4. Contrastes para n = 200:

| Algoritmo | SA | GA | RS | GRAD |
SA ° + + +
GA + . + +
RS ¥ + . -
GRAD + + — .

Tabla 7.16: Tabla de contrastes realizados para los datos de poligonos con 200 vértices

Asi de los contraste realizados podemos deducir que RS y GRAD no obtienen resultados
significativamente diferentes, aunque en media observamos que GRAD obtiene mejor resultado
en porcentaje de drea iluminada. El resto de heuristicas generan resultados significativamente
diferentes.

Curvas de crecimiento

Llamamos curva de crecimiento a la curva que relaciona la iteracién ¢ —ésima de un algoritmo de
optimizacién con el valor de la funcion objetivo en dicha iteracién. Presentamos en este apartado
las curvas de crecimiento que se genera al aplicar cada una de nuestras heurfsticas al poligono
de la Figura 7.1. Ademds para G A presentamos dos curvas: una que muestra la evolucién de la
funcion objetivo en relaciéon con el nimero de generaciones y otra en relacién con el nimero de
iteraciones. Para la comparativa con el resto de métodos se ha utiliza esta segunda. Finalmente
presentamos las curvas de crecimiento medio para poligonos con 100 vértices.

1. Mostramos en la Figura 8.15 esta curva para el problema MaxA-p-Pv1(P) aproximado
con simulated annealing SA, (debe hacerse notar que se visualizan para todas las heurfs-
ticas el mismo nimero de iteraciones, lo que permitird una comparativa m4s clara).

Podemos comprobar como la convergencia es rdpida. Ademds segiin aumentan las itera-
ciones de la heuristica y por tanto disminuye la temperatura 7', disminuye la funcién de
aceptacién e(F) y por tanto disminuye la probabilidad de obtener soluciones peores que
la actual acercdndonos al 6ptimo buscado. Presentamos acontinuacién la curva de creci-
miento aportada por la heuristica algoritmos genéticos GA.
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Figura 7.10: Curva de crecimiento para MaxA-p-Pv1(P) con SA

2. Para la heuristica GA mostramos en la Figura 8.16 (a), la curva de crecimiento respecto

SRR N I T O

a cada generacién y en la Figura 8.16 (b), respecto al nimero de iteraciones, también
tomando como poligono inicial el de la Figura 7.1:
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Figura 7.11: Curvas de crecimiento para el problema MaxA-p-P1k(P) con GA

Como podemos comprobar, los operadores disefiados permiten hacer tender la funcidn
objetivo hacia la solucién, estableciendo zonas en las que dicha funcién permanece estable.
Sin embargo la respuesta de la heuristica es peor a SA.

. Mostramos en la siguiente figura, la curva de crecimiento que produce RS, al aplicar la

heuristica al poligono de la Figura 7.1. Se ha considerado un nimero de puntos interiores
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m = 3500. Podemos comprobar como la convergencia es también rapida e incluso mejora

a SA.
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Figura 7.12: Curva de crecimiento para MaxA-p-Pv1(P) con RS

4. La curva de crecimiento que se obtiene con la aplicacién de GRAD al poligono de la Figura
7.1 se muestra a continuacion.
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Figura 7.13: Curva de crecimiento para MaxA-p-Pv1(P) con GRAD

Esta curva se ha construido tomando en cada iteracién el punto que maximice el drea
iluminada al mover cada vértice de P segin un gradiente positivo de drea iluminada. Se
ha ejecutado la heuristica tomando v = 16, (nimero de puntos que se estudian alrededor
de uno dado) y 8 = 0.001, (distancia al punto). Aunque en este ejemplo la convergencia
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de GRAD es més lenta que SA, mostraremos en la Figura 7.15, como en media GRAD
converge mas rapidamente que SA, segin el nimero de iteraciones.

Mostramos en la Figura 7.14 todas las curvas de crecimiento de este ejemplo conjuntamente.
Como podemos comprobar el porcenteje de drea iluminada aportado por RS, SA y GRAD, son
practicamente iguales. Sin embargo la mejor heuristica respecto a la convergencia es RS. Los
peores resultados son aportados por GA.

R

3] O 130 L 20 I bt 0 L=iLE 5000
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Figura 7.14: Comparativa de curvas de crecimiento para el problema MaxA-p-Pv1(P)

No obstante, estas curvas de crecimiento estdn referidas al poligono de la Figura 7.1. Para
poder obtener conclusiones més claras, se ha construido la curva de crecimiento medio para cada
heuristica con poligonos de 100 vértices. Para ello se ha aplicado cada heuristica a 50 poligonos
de 100 vértices, obteniendo la curva de crecimiento para cada poligono y calculando finalmente
la media de todas ellas en cada iteraciéon. En la Figura 7.15 se muestran las curvas resultantes.

Asi, de las Tablas 7.4, 7.10, 7.11 y 7.12 y de la Figura 7.15, podemos obtener las siguientes con-
clusiones que agrupamos en tres aspectos: mejor porcentaje de drea ilumina por el punto solucién,
rapidez de convergencia respecto al nimero de iteraciones y mejor relacion iteraciones/tiempo.

e Respecto al porcentaje de area iluminada por el punto solucién, GRAD proporciona
los mejores resultados en todos los nimeros de vértices analizados. Sin embargo, el nimero
de iteraciones del método es elevado respecto a las otras heuristicas. Esto es debido a que
escaneamos un conjunto v de vecinos de cada punto, cuando lo movemos segin un gradiente
positivo de area, para focos situados en los vértices del poligono. Asi, escanemos rutas de
visibilidad que aunque se alejan mucho del 6ptimo son visitadas.

La heuristica RS obtiene buenos resultados en porcentaje de drea iluminada. Aunque
sensiblemente superiores a la solucién de S A, son muy similares a los aportados por GRAD.
Ademas el tiempo y el nimero de iteraciones de RS es mucho més pequeno que el aportado
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Figura 7.15: Curvas de crecimiento medio para MaxA-p-Pv1(P) con n = 100

tanto por GRAD, como por SA, para las cuales el tiempo de respuesta es similar. Los
peores resultados los proporciona GA. Esto es debido a que para k = 1 el operador de
cruce disenado se anula, (ya que cada individuo estd formado por un tnico gen) y por
tanto GA se transforma en bisqueda pesudo-aleatoria.

Ademas de los contrastes realizados se deduce que RS y GRAD no obtienen porcentajes
de drea iluminada significativamente diferentes.

e Respecto a la convergencia de las heuristicas, podemos observar en la Figura 7.15,
el mejor método es RS, seguido de GRAD y S A. Por tanto, RS se puede utilizar cuando se
desee obtener resultados buenos con una rédpida convergencia y sin embargo, la heuristica
GRAD es recomendable cuando se desea optimizar la solucién de MaxA-p-Pv1(P).

e Finalmente analizamos la relacion iteraciones/tiempo. Esta relacién puede medir el
tiempo empleado por cada técnica en realizar operaciones propias de la heuristica, como
por ejemplo en GA el cruce o la mutacién. En este sentido el mejor método es de nuevo
GRAD, seguido de RS. Aunque ambos métodos se limitan a analizar puntos en el interior
del poligono, RS necesita generar una nube alatoria de puntos a analizar, mientras que
GRAD no necesita dicha generacién, ya que los puntos a analizar son los vecinos de cada
punto.

Con estas conclusiones que acabamos de exponer, cabe hacerse una pregunta. Si una bisqueda
aleatoria para el problema MaxA-p-PVv1(P), obtiene resultados mas que aceptables, jserd posi-
ble encontrar un algoritmo exacto que solucione dicho problema?. En la Seccién 7.8, analizamos
esta posibilidad.
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7.7 Sobre el porcentaje de area iluminada

Una vez solucionado el problema MaxA-p-Pv1(P), nos podemos hacer la siguiente pregunta:
“sexiste alguna relacidn entre el nimero de vértices n del poligono P y el drea iluminada por la
luz-punto de mdxima iluminacion?”. Evidentemente para un poligono concreto P la respuesta
a esta pregunta no tiene ningin interés cientifico, pues existirdn poligonos con 100 vértices por
ejemplo, que se iluminardn totalmente, (si P es un poligono estrellado) y otros poligonos con el
mismo nimero de vértices donde el porcentaje iluminado cambiard sustancialmente. Asi, real-
mente la pregunta a la que queremos dar respuesta en esta seccién es la siguiente:

“Si tomdsemos un nimero suficientemente grande de poligonos P con n vértices y calculdse-
mos la luz-punto de maxima iluminacion, ;cudl seria en media el porcentaje de drea iluminada?,
sexiste en media alguna relacion entre n y el porcentaje de drea iluminada?”

Este problema que hemos denotado como PorA-p-Pv1(P) en la pagina 108, podemos enun-
ciarlo de la siguiente manera:

porcentaje de area maxima iluminada por un punto interior a un poligono
PorA-p-Pv1(P):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ;Cual es el porcentaje medio maximo de drea iluminada por 1 luz interior a P?

Para dar respuesta a esta pregunta se ha realizado un estudio empirico usando para ello dos
de las heuristicas disenadas para solucionar el problema MaxA-p-Pv1(P), como son simulated
annealing (SA) y random search (RS), descritas en las Secciones 7.2 y 7.4 respectivamente.
Utilizando el generador aleatorio de poligonos, (RPG), descrito en el Apéndice A, cuya imple-
mentacién se encuentra en el Apéndice B de listados, se han generado 50 poligonos de n vértices
para todo n con 5 < n < 300 y miltiplo de 5. Es decir, se han generado aleatoriamente 50
poligonos con 5,10, 15, 20, ..., 295, 300 vértices y a cada poligono se le ha aplicado SA y RS, para
obtener la luz-punto p de maxima iluminacién, calculando a continuacién el porcentaje de drea
iluminada por este punto p con respecto al drea total de P. Es importante destacar que no se ha
utilizado en esta seccién la mejor heuristica respecto a la aproximacién para MaxA-p-Pv1(P),
(como podria ser GRAD), ni se ha utilizado la mejor combinacién de pardmetros de SA, (como
podrian ser los descritos en el Caso 4). Esto ha sido debido a que el conjunto de poligonos
sobre el que se han realizado las experimentaciones es muy grande, (3000 poligonos aleatorios),
y la utilizacién de una heurfstica de convergencia muy lenta harfa interminable la obtencién de
conclusiones. Por ello, se han utilizado tanto para RS como para SA pardmetros que permi-
tan obtener conclusiones aceptables en tiempos también aceptables. Como comprobaremos més
adelante la igualdad entre los resultados obtenidos por RS y SA nos permiten concluir que las
respuestas obtenidas para PorA-p-Pv1(P) son coherentes.

Una vez obtenidas las correspondientes tablas de datos, se ha realizado un ajuste de datos
exponencial, linealizando los datos a una funcién de la forma f(z) = C'e y obteniendo el ajuste
por minimos cuadrados, en el intento de buscar una relacién para el problema PorA-p-Pv1(P).

De forma esquemadtica el proceso seguido se puede enumerar de la siguiente manera:
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1. Generar aleatoriamente 50 poligonos de n vértices, Vn € N, con N = {6m / 1 < m < 60}.

2. Para cada poligono generado obtener dos soluciones para MaxA-p-Pv1(P). Una mediante
el algoritmo heuristico basado en SA, tomando con Ty = 100.0 y decrecimiento de tempe-
ratura F'SA y otra mediante RS generando en el interior del poligono una nube de puntos
de cardinal constante e igual a 1000.

3. Para cada n € N, obtener la media de los resultados obtenidos.

4. Buscar el ajuste por minimos cuadrados més adecuado.

Veért. \ Pol. 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10
20 38.15 88.33 87.76 80.44 89.53 93.38 87.93 49.82 50.86 94.82
40 29.09 49.57 63.71 46.07 6739 71.36 5591 41.46 56.95 61.95
60 28.22 31.95 4751 41.98 56.16 37.02 3545 35.68 42.92 51.89
80 2740 2353 27.61 47.52 3449 38.03 41.68 33.68 23.85 36.91
100 25.68 34.85 29.40 18.99 37.07 30.78 38.26 30.75 20.93 32.76
120 35.21 39.01 31.39 33.71 1855 23.19 24.78 28.02 24.74 35.44
140 16.88 29.70 12,59 21.39 3436 30.80 21.57 24.69 15.73 17.58
160 14.45 19.68 2045 30.09 22.47 18.83 34.61 1876 31.06 26.67
180 21.23 11.79 17.64 35.82 1942 12.83 20.03 14.51 24.34 24381
200 6.43 9.67 14.23 1742 1353 6.21 13.71 32.08 6.16 16.54

Tabla 7.17: Resumen de resultados obtenidos para PorA-p-Pv1(P) con SA

Dado que las tablas de resultados obtenidas son excesivamente extensas, presentamos en
la Tabla 7.17 y en la Tabla 7.18 los resultados obtenidos de forma resumida para un nimero
reducido de vértices y de poligonos.

Vért.\ Pol. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
20 82.89 80.54 60.07 86.71 76.62 94.39 7895 63.88 8L.79 91.03
40 60.53 63.06 53.96 81.23 65.50 66.11 61.69 43.68 69.58 69.10
60 57.29 48.58 40.50 54.07 48.22 27.06 27.71 33.65 3242 31.74
80 36.85 53.25 29.35 33.21 33.28 28.70 30.06 44.87 36.20 42.30
100 32.03 28.61 36.72 2592 2584 25.66 31.08 21.58 31.30 28.68
120 37.69 19.90 4524 21.85 1887 23.03 3573 2296 23.00 21.07
140 25.14 21.88 2289 3233 2544 25.03 28.20 27.11 35.05 23.36
160 26.00 22.19 18.82 2786 22.01 29.07 24.94 23.58 33.95 2237
180 17.68 19.72 1997 1594 15.01 18.13 2147 1947 1796 16.10
200 29.27 1797 16.98 23.44 14.07 24.09 18.67 15.24 19.59 18.28

Tabla 7.18: Resumen de resultados obtenidos para PorA-p-Pv1(P) con RS

Los resultados expuestos pertenecen a los 10 primeros poligonos estudiados para cada nimero
de vértices entre 5y 200, (n € T con T = {10m / 2 < m < 20}). En la primera tabla presentamos
los resultados obtenidos con SA y a continuacién igualmente un subconjunto de los resultados
obtenidos con RS se exponen en la Tabla 7.18.
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Una vez obtenidos los porcentajes de iluminacién, se ha realizado Vn € N, donde
N = {5m /1 < m < 60} la media aritmética del porcentaje de érea iluminada en cada
poligono. Estos resultados en relacién con el nimero de vértices se presenta en la Tabla 7.19,
para los datos obtenidos con SA.

Vért. | Porc. Veért. | Porc. Veért. | Porc. Veért. | Porc. Veért. | Porc.
5 98.6566 65 44.2580 125 | 27.8563 185 19.3340 245 13.2700
10 94.9616 70 41.2938 130 | 26.7448 190 17.3852 250 11.6692
15 90.3411 75 36.0209 135 | 26.3963 195 17.2018 255 13.0079
20 79.5730 80 36.2998 140 | 23.3431 200 17.4670 260 12.8916
25 71.1568 85 35.5531 145 25.6746 205 12.9919 265 12.6103
30 66.4919 90 33.5678 150 | 22.5237 210 14.8448 270 10.8111
35 58.9272 95 33.1926 155 | 23.2230 215 13.7625 275 11.2890
40 55.3656 100 | 33.1054 160 | 24.0753 220 13.8101 280 12.6866
45 56.2684 105 29.4391 165 21.5645 225 14.0747 285 11.5929
50 51.0337 110 28.9052 170 19.7577 230 14.9315 290 11.3349
55 48.4308 115 30.1182 175 20.8267 235 12.7207 295 11.8130
60 44.3851 120 | 29.0504 180 19.4689 240 13.8738 300 9.8661

Tabla 7.19: Media de procentajes obtenidos para PorA-p-Pv1(P) con SA

La Tabla 7.20 muestra los porcentajes medios de drea iluminada obtenidos con random
search, (RS). Cabe destacar en este caso que los resultados medios obtenidos son mejores que
los obtenidos para el algoritmo SA, (como se conclufa en la Seccién 7.6).

Vért. | Porc. Vért. | Porc. Vért. | Porc. Vért. | Porc. Vért. | Porc.
5 99.9963 65 40.6310 125 | 27.5746 185 19.2084 245 16.2833
10 95.5174 70 43.9509 130 26.9230 190 18.9315 250 15.6145
15 86.6315 75 40.2370 135 | 26.9035 195 19.2759 255 15.8374
20 80.2708 80 37.9494 140 | 26.4575 200 19.4373 260 15.4738
25 78.8411 85 34.9265 145 | 23.5207 205 18.7137 265 15.6835
30 67.0270 90 35.0069 150 | 25.2084 210 18.5222 270 14.7700
35 65.1300 95 34.5968 155 21.8473 215 17.6543 275 13.8955
40 59.7022 100 33.7020 160 22.8641 220 17.1431 280 15.4472
45 52.8365 105 | 32.4159 165 | 24.3561 225 16.3656 285 15.0835
50 51.5249 110 31.4142 170 22.1526 230 17.7643 290 14.3062
55 51.3046 115 29.8624 175 | 22.1181 235 16.5838 295 14.7489
60 45.8039 120 | 28.5371 180 | 20.4027 240 16.4227 300 12.5990

Tabla 7.20: Media de procentajes obtenidos para PorA-p-Pv1(P) con RS

Se ha realizado a continuacién un ajuste por minimos cuadrados para los puntos que rela-
cionan el niimero de vértices con el porcentaje medio iluminado. Exponemos a continuacién el
mecanismo de linealizacién seguido.
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Linealizacion de datos a la funcién y = Ce?®

Dado un conjunto de m puntos con las abcisas distintas {(z;, y;) }7"; hemos aproximado por una
curva exponencial de la forma

y = Cet? (7.7.19)
Tomando logaritmos en ambos lados de la igualdad tenemos:
In(y) = Az + In(C) (7.7.20)

y realizando el cambio de variables Y = In(y), X = x y B = In(C), resulta la realcién lineal con
las nuevas variables X e Y

Y =AX +B (7.7.21)

Los puntos originales (x;,y;) (1 < i < m) se han transformado con el cambio de variables en
(X;,Y;) = (z4,1n(y;)). Este proceso se denomina método de linealizacion de datos. Las ecuaciones
normales de Gauss para la ecuacién Y = AX 4 B serdn las de la recta de regresién en minimos
cuadrados de los puntos {(X;, Y;)}7":

{ AT X7) + B (X, Xi) =2k XY

- - (7.7.22)
AQ L X)) +mB =3 "Y;

Conocidos los valores de los coeficientes A y B, se halla el valor del pardmetro C' = eP.

Aplicando este mecanismo a los datos expuesto en las Tablas 7.19 y 7.20 se ha obtenido un
ajuste exponencial, que se analiza a continuacién y que muestra como la disminucién de drea
sigue un decrecimiento exponencial en funcién de los vértices del poligono.

Ajuste de datos obtenido

La funcién exponencial obtenida utilizando este mecanismo de ajuste por minimos cuadrados
para ajustar los datos de la Tabla 7.19 es:

fsa(z) = 90.775448 ¢~0-009382 (7.7.23)

En la Figura 7.16 presentamos los resultados de la Tabla 7.19 y el ajuste exponencial
obtenido. Como se puede observar la curva de datos se ajusta satisfactoriamente a fga(x),
de donde podemos concluir que el porcentaje de drea iluminado por la luz-punto de mdxima
iluminacién disminuye de forma exponencial. Analégamente en la Figura 7.17 presentamos los
resultados del mismo estudio pero realizados con el algoritmo de RS, y que ajustardn por tanto
los resultados presentados en la Tabla 7.20. Como se puede observar también la curva de datos
se aproxima satisfactoriamente a la curva obtenida para el ajuste exponencial, que es en este
caso:

frs(z) = 89.717914 ¢~ 0-008633z (7.7.24)
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Presentamos en la Figura 7.18 la comparativa de las gréficas obtenidas para el ajuste ex-
ponencial para el algoritmo SA como RS, que muestra evidentemente como los resultados
obtenidos por ambas extrategias aportan la misma conclusién aproximada para el problema
PorA-p-Pv1(P), esto es, que existe en media una relacién Ce~4% entre el nimero de vértices
de un poligono P y el porcentaje iluminado por la luz-punto de médxima iluminacién interior a
P.

Ajuste exponencial para SA Ty=100 T,=Ty/1+k

A s e (e b i T kil
=

] - Ll o h el T e w
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Figura 7.16: Ajustes por minimos cuadrados para MaxA-p-Pv1(P) con SA

Ajuste exponencial para RS Puntos= 1000
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Figura 7.17: Ajustes por minimos cuadrados para MaxA-p-Pv1(P) con RS
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Figura 7.18: Comparativa de ajuste cuadratico con SA 'y RS

7.8 Aproximacion a un algoritmo exacto para MaxA-p-Pv1(P)

Las soluciones aportadas en las secciones anteriores permiten encontrar de forma aproximada
el punto de méxima iluminacién interior a un poligono P de n vértices. Podemos preguntarnos
ahora si existird un algoritmo exacto que solucione el problema MaxA-p-Pv1(P). Como se
mencioné anteriormente en las referencias bibliograficas en las que se estudia este problema [23],
se disenian también algoritmos aproximados para la bisqueda del punto de méxima iluminacién.

Presentamos en esta seccién una prueba pseudo-experimental para un algoritmo exacto de
complejidad polinomial O(n%), que soluciona nuestro problema.

7.8.1 Superficie de areas

Utilizando las implementaciones disefiadas en esta memoria para la busqueda del punto de
méxima iluminacién, podemos construir lo que llamaremos la superficie de dreas de un poligono
de n vértices P. Si a cada punto interior a P se le asocia su porcentaje de drea iluminada
respecto al drea total de P, podemos construir una superficie que mostrard el comportamiento
de la funcién de dreas de los puntos interiores al poligono. Observando estas superficies podremos
comprobar si el punto de médxima iluminacién se sitia en alguna regién especifica del poligono
que tenga caracteristicas especiales respecto a la forma de P.

El método utilizado para generar dicha superficie ha consistido en tomar una nube de puntos
interiores al poligono P. Para esta nube se ha construido la triangulacién de Delaunay, [82]. Si el
cardinal de la nube es suficientemente grande y a cada punto se le asocia su porcentaje de drea
iluminada, podemos construir un mallado manteniendo la estructura plana de la triangulacién
de Delaunay que representa nuestra superficie de dreas. En forma esquemaética general los pasos
seguidos para la construccién de la superficie han sido los siguientes, (recuérdese que los poli-
gonos que utilizamos en nuestras experimentaciones ha sido generados por RPG en el cuadrado



Aproximacién a un algoritmo exacto para MaxA-p-Pv1(P) 147

unidad).

1. Generar en el cuadrado unidad, ((0,1) x (0,1)), un mallado rectilineo M donde cada
regién del mallado es un cuadrado de lado «a, con « suficientemente pequenio. En nuestras
experimentaciones se ha considerado a = 0.005.

2. Construir una nube de puntos N formada por todos los vértices del mallado M interiores
al poligono P.

3. Generar la triangulacién de Delaunay de puntos de V.

4. Para cada punto p € N construir su poligono de visibilidad, (se ha utilizado un algoritmo
lineal [72]), y calcular su drea.

5. Obtener la superficie que se genera asociando a cada punto p € N su drea iluminada
manteniendo las aristas de la triangulacién de Delaunay.

Las estructuras de datos, asf como los cédigos y detalles de las implementaciones que permiten
construir la superficie de dreas y su visualizacién mediante el paquete matem&atico MatLab, se
encuentran en el Apéndice B de listados.

Si generamos aleatoriamente un poligono P y construimos su superficie de dreas obtenemos
un resultado como el que se muestra en la Figura 7.19, donde se representa el poligono P y su
superficie de dreas asociada.

Figura 7.19: Superficie de Areas para un poligono P con 15 vértices

Como se puede apreciar en la figura anterior la superficie de dreas produce una descomposi-
cién, (que denotaremos con S), de P en regiones de visibilidad. Estas regiones estdn generadas
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por el arreglo de semirrectas que se obtienen al prolongar los lados de P que inciden en los
vértices céncavos. En la Figura 7.20 se muestra la planta de la superficie de dreas, donde se
puede apreciar con mayor claridad la descomposicién.
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Figura 7.20: Planta de la superficie de areas para el poligono de la Figura 7.19

Esta descomposicién estd contenida en la descomposicién presentada en 1992 por Bose y
otros [15], (que denotaremos con 7'), de un poligono P en regiones de visibilidad, para realizar
un estudio sobre vigilancia de vértices. Resumimos en el siguiente apartado los elementos més
importantes de la descomposicién analizada por Bose.

7.8.2 Descomposicion de un poligono P en regiones de visibilidad

Un poligono P de n vértices se puede descomponer en un conjunto 7 = {Ri, R, ..., Ry} de
regiones de visibilidad, (ver Figura 7.21). Esta descomposicién se describe en [15] y es la des-
composicién inducida por los segmentos obtenidos al unir cada vértice de P con los vértices
céncavos visibles desde él, (llamaremos W; al conjunto de segmentos generados por cada vértice
v;). Realmente es una particularizacién para los vértices de P, del concepto de ventana para un
punto g interior a P, que se presenta en este mismo articulo.

En [15] se demuestra que estas regiones R; tienen caracteristicas importantes con relacién a
la visibilidad entre las que destacamos las siguientes:

e Toda region de visibilidad R; en un poligono simple P es convexa.

e Desde todos los puntos de una region de visibilidad R; se ve el mismo conjunto de vértices
de P. Lamaremos a este conjunto, conjunto de visibilidad.
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e Los cardinales de los conjuntos de visibilidad asociados a dos regiones R; y R; que com-
partan una arista, se diferencian en una unidad. Es decir desde regiones adyacentes se ve
un vértice més o un vértice menos de P.

e Hay O(n?) regiones de visibilidad en un poligono simple con n vértices y existen poligonos
con n vértices que tienen ©(n3) regiones de visibilidad.

e Al conjunto 7 = {Ry, Ry, ..., Ry, } de regiones de visibilidad se le puede asociar un digrafo
dual G. Este digrafo contendrd una arista a;; entre los nodos n; y nj, asociados a las
regiones de visibilidad R; y R; de 7 si desde R; se ve un vértice de P més que desde R;.
Asf este digrafo G tendrd fuentes y sumideros. Si P es un poligono con nicleo, G tendra
una unica fuente asociada precisamente al niicleo de P.

e Kl digrafo GG inducido por una descomposicién 7 de un poligono P con n vértices tiene
O(n?) sumideros y existen poligonos P con n vértices cuyos digrafos asociados tienen ©(n?)
sumideros.

Sumidero

Figura 7.21: Descomposicion 7 de un poligono en regiones de visibilidad y su digrafo dual

Podemos preguntarnos ahora que relacién existe entre esta descomposicién del poligono P
y la descomposiciéon que aparece al generar nuestras superficies de dreas: la descomposicién S,
estd contenida en la descomposicién de Bose 7 en el sentido que se indica en el siguiente lema.

Lema 7.8.1 Si P es un poligono de n vértices, entonces el arreglo de segmentos que generan la
descomposicion S de P estd contenido en el arreglo de segmentos que generan la descomposicion

7.

Demostracion. Por definicién, tanto la descomposicién S como la descomposiciéon 7 estan gen-
eradas por las semirrectas que se obtienen al unir los vértices céoncavos de P con un conjunto de
vértices del poligono. Si v es un vértice céncavo aparecen alrededor de él en forma de abanico este
conjunto de semirrectas, (ver Figura 7.21), de tal forma que las dos semirrectas mds internas del
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abanico corresponden con la prolongacién de los lados de P incidentes en v. Por construccién en
S sélamente aparecen estas semirrectas internas, mientras en 7 tendremos el abanico completo
de semirrectas. n

Presentamos en la Figura 7.26 la descomposiciéon S del poligono de la Figura 7.21, donde se
presenta la descomposicién 7.

Figura 7.22: Descomposicion S de un poligono en regiones de visibilidad y su digrafo dual

La descomposicién S juega un papel esencial respecto a la bisqueda del punto de méxima
iluminacién que solucione el problema MaxA-p-Pv1(P). Las caracteristicas de esta descompo-
sicién y su utilizacién para resolver nuestro problema se analizan en la siguiente seccién.

7.8.3 Las descomposiciones S y el problema MaxA-p-Pv1(P)

Las descomposiciones S y 7 juegan un papel esencial para la bisqueda del punto de méxima
iluminacién interior a un poligono P. Una caracteristica importante de S serd la cantidad de
regiones de visibilidad en que divide a P, que debe ser inferior a la cantidad de O(n?), que son
las regiones en que 7 divide a P. Demostramos en el siguiente lema que la descomposiciéon S
divide a P en O(n?) regiones de visibilidad.

Lema 7.8.2 Si P es un poligono simple de n vértices y S = { Ry, Ra, ..., Ry} la descomposicion
en regiones de visibilidad descrita, entonces hay O(n?) regiones de visibilidad y existen poligonos
con n vértices que tienen O(n?) regiones de visibilidad.

Demostracion. El conjunto de segmentos W que determina la descomposicion S, estard formado
por la frontera de P, que denotamos con bd(P), més el conjunto de dos segmentos W; generados
por cada vértice céncavo v; de P. Asi, la subdivisién inducida por W = bd(P) U |J_; W;, es
precisamente el conjunto de regiones de visibilidad. Ademds cada conjunto W; se puede construir
en tiempo constante ya que estd formado por los segmentos que se obtienen al prolongar los dos
lados incidentes en cada vértice concavo. Esto implica que la construccién del conjunto W tiene
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un coste O(n). Ademds el nimero de intersecciones de dos segmentos es a lo mds uno, con lo
cual el niimero maximo de intersecciones es O(n?).

Segin la Férmula de Euler, ([14]), si G es un grafo plano conexo v — e + f = 2, donde v es
el nimero de vértices, e es el nimero de aristas y f es el de caras de G. También se sabe que
e < 3v — 6. Por tanto

f<2—v+3v—6=2v—4=n>—4 (7.8.25)

de donde se deduce que el niimero de regiones es O(n?).
Por otra parte el poligono de la Figura 7.23 es un poligono con ©(n?) regiones de visibilidad
en la descomposicién S.

| [

Figura 7.23: Un ejemplo con O(n?) regiones de visibilidad en la descomposicién S

En este ejemplo observamos como cada almena superior genera 7 regiones de visibilidad

por cada almena de la derecha. Esto producird 7z regiones de visibilidad, a las que es preciso

sumar las regiones generadas por las propias almenas que son 7. Con lo que queda probado la
existencia de poligonos que tienen O(n?) regiones de visibilidad en su descomposicién S. n

La cuestién fundamental ahora es determinar que relacién existe entre las regiones de la
descomposicién S y el punto de maxima iluminacién solucién del problema MaxA-p-Pv1(P).
Observando las superficies de dreas, podemos apreciar como el punto de maxima iluminacién se
encuentra sobre un vértice de una regién R; € S. Asf enunciamos la siguiente conjetura:

Conjetura 7.8.3 Dado un poligono P con n vértices, el punto de mdzima iluminacion se en-
cuentra sobre un vértice de una region de visibilidad R; € S.

Para comprobar esta conjetura, (para la que no se ha encontrado una demostracién exacta y
que por tanto serd estudio de futuras investigaciones), se ha realizado un estudio experimental
sobre poligonos generados aleatoriamente con nuestro generador RPG. Para ello se ha implemen-
tado la descomposicién S descrita anteriormente, (los cédigos correspondientes se encuentran
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en el Apéndice B), hallando los vértices de las regiones R; € S y para cada uno de ellos se ha
calculado su drea iluminada, tomando finalmente el mejor de ellos respecto al drea iluminada.
En la siguiente tabla presentamos los resultados obtenidos con este algoritmo para 15 poli-
gonos con vértices entre 30 y 100 vértices. Los resultados obtenidos tomando el mejor vértice de
las regiones R; € S han sido comparados con los resultados que se obtendrian si aplicdsemos a
estos mismo poligonos la heuristica GRAD, (que es la que mejor resultado ha obtenido segiin
los estudios experimetales expuestos anteriormente). Como se puede observar el vértice de las
regiones R; € S siempre mejora el drea iluminada y GRAD hace tender la solucién hacia ese
vértice. Por tanto, parece claro que el punto de médxima iluminacién estd en uno de los vértices de
las regiones R; pertenecientes a la descomposicién S de P en regiones de visibilidad. Como hemos
demostrado en el Lema 7.8.2 el niimero de estas regiones es O(n?) siendo n el nimero de vértices
del poligono P, lo que nos permitira disefiar un algoritmo de complejidad O(n?) para solucionar
el problema MaxA-p-Pv1(P). Es importante destacar que la utilizacién de la descomposicién
S para solucionar el problema de la biisqueda del punto de méxima iluminacién se presenta en
esta memoria por primera vez. Ademds es la primera vez también que se presenta, (aunque sea
de forma experimental), un algoritmo exacto para solucionar el problema MaxA-p-Pv1(P).

Poligono || Vértices || Area GRAD | Punto GRAD || Area R, € S | Punto R; € S
1 30 0.200991 (0.1223,0.6804) 0.200995 (0.1225,0.6801)
2 35 0.259864 (0.2372,0.0208) 0.260086 (0.2368, 0.0208)
3 40 0.239474 (0.8948,0.3907) 0.239565 (0.8950, 0.3913)
4 45 0.397329 (0.0363,0.7863) 0.400391 (0.0364, 0.8054)
5 50 0.335408 (0.1109,0.2543) 0.335433 (0.1109, 0.2542)
6 55 0.212166 (0.1106,0.3482) 0.212238 (0.1105, 0.3483)
7 60 0.234215 (0.9736,0.2101) 0.236457 (0.9747,0.2227)
8 65 0.164105 (0.9208,0.3368) 0.164116 (0.9209, 0.3372)
9 70 0.163398 (0.0566,0.4257) 0.163622 (0.0551,0.4190)
10 75 0.159547 (0.8432,0.0998) 0.159550 (0.8429,0.0998)
11 80 0.167627 (0.0552,0.5607) 0.167630 (0.0529, 0.5608)
12 85 0.160772 (0.0009,0.6471) 0.160779 (0.0007,0.6472)
13 90 0.129282 (0.9651, 0.6029) 0.129295 (0.9651, 0.6030)
14 95 0.159435 (0.0071,0.7953) 0.159459 (0.0070,0.7951)
15 100 0.131729 (0.0727,0.7946) 0.131771 (0.0726,0.7949)

Tabla 7.21: Comparativa tomando el mejor vértice de R; € S frente a GRAD

Sin embargo hasta ahora solamente hemos presentado ejemplos que certifican la certeza de
la Conjetura 7.8.3. Necesitamos realizar un estudio mds amplio que garantice que el punto de
méxima iluminacién y que soluciona por tanto el problema MaxA-p-Pv1(P), se encuentra sobre
un vértice de una regién R; € S. Para ello, se ha aplicado esta técnica sobre un conjunto de
poligonos con un nimero de vértices entre 5 y 100 y miiltiplo de 5, generando 50 poligonos para
cada numero de vértices. El resultado obtenido ha sido de nuevo comparado con el resultado
que se obtendria si aplicdsemos a estos mismo poligonos la heuristica GRAD.

En la Figura 7.24 mostramos la gréfica de las medias de porcentaje obtenida mediante estas
dos técnicas. La curva superior representa los porcentaje obtenidos tomando el mejor vértice
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de las regiones R; € S y la inferior los obtenidos mediante GRAD. Para poder comparar con
més claridad ambas graficas presentamos en la Figura 7.25 cuatro ampliaciones de esta gréfica,
tomando las porciones de graficas correspondientes a poligonos con un nimero de vértices entre
5y 25 en la figura (a), entre 25 y 50 en la figura (b), entre 50 y 75 en la figura (c) y entre 75 y
100 en la figura (d). Como se puede observar el porcentaje mejora en todos los casos tomando el
mejor vértice de las regiones R; € S, aunque pricticamente resultan idénticos sobre todo para
poligonos con menos de 50 vértices.
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Figura 7.24: Resultados obtenidos al tomar el mejor vértice de la descomposicion S frente a Grad

En consecuencia tenemos un conjunto de poligonos, (los de la Tabla 7.21), en los que el drea
iluminada aumenta tomando el vértice que mayor area ilumina de las regiones R; € S, respecto a
la técnica heuristica que mejores resultados proporcionaba para el problema MaxA-p-Pv1(P),
como era gradiente-GRAD. Ademds en media el porcentaje de drea iluminada en el primer caso
también es mayor que el obtenido por GRAD. Podemos deducir por tanto, (siempre de forma
experimental), que dado un poligono P de n vértices, el punto que soluciona el problema MaxA-
p-PVv1(P) se encuentra en un vértice de una region R; perteneciente a la descomposicién S de
P, en regiones de visibilidad descrita anteriormente.

Por tanto, hemos presentado una prueba experimental de la Conjetura 7.8.3, que nos per-
mitird como veremos a continuacién disenar un algoritmo exacto polinomial para solucionar
el problema MaxA-p-Pv1(P). Este algoritmo calculard el conjunto de regiones de visibilidad
S ={R1, Ra, ..., Rp,} vy los poligonos de visibilidad de los vértices de las regiones de S, tomando
como solucién aquel vértice que ilumine mayor drea, es decir, aquel vértice cuyo poligono de
vistbilidad dentro de P tenga mayor drea. Jugardn un papel esencial el nimero de vértices que
puedan llegar a tener las regiones de la descomposicién S, tanto para el diseno de un algoritmo
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que solucione el problema MaxA-p-Pv1(P), como para el estudio de la complejidad del mismo.
En el siguiente lema demostramos que este nimero es lineal.

Lema 7.8.4 Si P es un poligono con n vértices y S = {Ri1, Ra,..., R} su descomposicion
en regiones de visibilidad, entonces el nimero de vértices de toda region de visibilidad R;
Vi=1,...,n es O(n) y hay regiones con O(n) vértices.

Demostracion. Segtn la construcciéon de S, cada vértice de P puede anadir a toda regién de
visibilidad dos lados como m&aximo, con lo cual el nimero de vértices es O(n). Ademés todo
poligono convexo P tiene una tnica regién de visibilidad R, que coincide con él mismo y con su

ntcleo. Por tanto tendrd exactamente n vértices. n
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Figura 7.25: Ampliaciones de la Figura 7.24
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Asi, el algoritmo para solucionar el problema MaxA-p-Pv1(P), en forma de pseudocédigo
lo podemos describir de la siguiente manera.

Algoritmo MaxA-p-Pv1(P)

ENTRADA: Un poligono P de n vértices, {vi, ..., vp }..
SALIDA: Una luz-punto de maxima iluminacién en P.

01] Construir el conjunto de regiones de visibilidad S ={Ry, Ra,..., Rnn};
04] ¢ «NULL;

05] area« 0;

06] for (R; €S)

07] for (v; € R;)

]
]
]
|
8] {Calcular el poligono de visibilidad de v; en P,V (v;);
]
]
]
]
]

09 if (area < Area(V (P, v;))

10 area — Area(V (P, v;));q < vi;
11 q — vi;

12 }

13 return q;

Este algoritmo determina que el problema MaxA-p-Pv1(P) es un problema que se puede
resolver en tiempo polinomial como se prueba a continuacion.

Teorema 7.8.5 Si P es un poligono con n vértices, el problema MaxA-p-Pv1(P) se puede
resolver en tiempo polinomial O(n?).

Demostracion. Segin se mencioné en el Lema 7.8.2 el conjunto de segmentos W = bd(P) U
Ui, W; tiene cardinal O(n). Por otra parte, segtin Chazelle y Edelsbrunner [20], se puede buscar
la subdivisi6én inducida por un conjunto de segmentos en posicién general en O(glog g+1), donde
g es el nimero de segmentos e ¢ el nimero de intersecciones, lo que nos lleva a una complejidad
O(nlogn + n?) = O(n?).

Por otra parte existen O(n?) regiones con O(n) vértices segin el Lema 7.8.4. Para cada uno
de estos vértices debemos calcular su poligono de visibilidad con un coste O(n) [72]. Ademds
el nimero de intersecciones de dos segmentos que generen S es a lo sumo uno, con lo cual el
niimero méximo de vértices es O(n?). Por tanto el tiempo final serd O(n3), lo que justifica que
el problema MaxA-p-Pv1(P) se puede solucionar en tiempo polinomial. -

Es importante destacar que si se utilizase la descomposicién 7, el nimero de regiones de
visibilidad serfa O(n3) ya que en este caso a cada vértice céncavos se le asocia un niimero lineal
de regiones [15]. En este caso obtendriamos una complejidad también polinomial pero de un
grado mayor O(n?).

Mostramos en la Figura 7.26 un ejemplo de la aplicacién de este algoritmo basado en la
descomposicién S. En la figura (a) mostramos el poligono P y su descomposicién en regiones
de visibilidad; en la figura (b) aparece ademads el vértice de esta descomposicién de mdxima
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iluminacién. Como podemos observar la solucién es précticamente la misma que las soluciones
aportadas por las heuristicas random search (RS) y gradiente (GRAD), que se presentan en las
figuras (c) y (d) respectivamente.
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Figura 7.26: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pv1(P) con la descomposicion S en regiones
de visibilidad

ALGORITMO DESCOMPOSICiON S
* Poligono de visibilidad calculado
- Punto de area maxima........ (0.494148,0.501424)
- Area maxima................. 0.212658 98.0229%
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7.9 Conclusiones y trabajos futuros

Presentamos en este capitulo cuatro heuristicas para solucionar el problema de la bisqueda del
punto de méxima iluminacién interior a un poligono P de n vértices: simulated-annealing SA,
algoritmos genéticos GA, random search RS y método del gradiente GRAD. En las Secciones
7.2,7.3, 7.4y 7.5 se han expuesto cada uno de los métodos y en la Seccién 7.6 se han analizado
los pardmetros de cada una de las técnicas obteniendo resultados comparativos tanto en por-
centaje de drea iluminada, como en tiempo de respuesta de los métodos, concluyendo que GRAD
obtiene los mejores resultados medios. Sin embargo queda pendiente para futuras investigaciones
un andlisis pormenorizado de algunos pardmetros que influyen sobre GA, como pueden ser la
probabilidades de cruce y mutacion.

En la Seccién 7.7 se ha realizado un estudio experimental para encontrar relaciones matemaéti-
cas entre el nimero de vértices n de P y el porcentaje de drea iluminada, concluyendo que esta
relacién sigue un decrecimiento exponencial de la forma ce™P". Finalmente en la Seccién 7.8 se
ha analizado experimentalmente un algoritmo de complejidad polinomial para solucionar el pro-
blema MaxA-p-Pv1(P), utilizando para ello la descomposiciéon de P en regiones de visibilidad
y quedando pendiente la bisqueda de una desmostracién exacta de la Conjetura 7.8.3.

A modo de resumen se presentan en la siguiente tabla los métodos heuristicos y los estudios
realizados en relacién con el problema MaxA-p-Pv1(P). Presentamos también los pardmetros
analizados para cada heuristica.

Problema Solucién | Complejidad Pardametros
Aprox. Casos 1 a 9 — (Comparativa con 4)
Simulated Annealing — SA | Caso 4: To=nT; = lL_f_’i(FSA) Ty < 0.005
Aprox. Selec.: proporcional / Cruce: 1 punto
Algoritmos Genéticos — GA pe = 0.8 p,, =0.05
Aprox.
MaxA-p-Pv1(P) Random gearch - RS m = 50n
Aprox. B B
Gradiente — GRAD v=16 5 =0.001
~ O(n?) _
PorA-p-Pv1(P) ae O —

Tabla 7.22: Técnicas Disefiadas para el problema Max-P-Pv1(P)

Segun se indicé en el Capitulo 3 una restricciéon importante que se le puede imponer a la
iluminacion es la limitacion en el alcance. Un estudio interesante que se podria realizar en futuras
investigaciones es el comportamiento de estas métodos heuristicos cuando a la iluminacién se
le impone esta restriccién. Asimismo, seria interesante realizar un estudio similar tomando el
concepto de buena t—iluminacion analizado en el Capitulo 4.
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Capitulo 8

Minimizacion del niumero de luces
que iluminan un poligono

Los métodos heuristicos presentados en el capitulo anterior para el problema MaxA-p-Pv1(P)
y que buscan el punto interior a un poligono P de mdxima iluminacién, pueden ser generalizados
para buscar el conjunto de k puntos interiores a P cuyo drea conjunta iluminada sea m&xima.
Este 1ltimo problema se ha denotado en el Capitulo 6 como MaxA-p-PVK(P, k). Presentamos
en este capftulo tres técnicas heuristicas para solucionar este problema: métodos basados en
stmulated annealing (SA), técnicas basadas en algoritmos genéticos (GA) y por ultimo algoritmos
de busqueda aleatoria o random search (RS). Evidentemente la funcién objetivo utilizada en
todas las técnicas del capitulo anterior cambia sustancialmente ahora, ya que necesitaremos
calcular el drea iluminada por k luces. Dada la necesidad de implementaciéon de esta funcién
objetivo, hemos utilizado para el cédlculo de la unién de poligonos de visibilidad una pequena
modificacién del algoritmo de recorte de Weiler-Atherton [56], que describimos también en este
capitulo.

Finalmente presentamos técnicas de busqueda binaria y secuencial para solucionar el
problema N P-duro que motivé esta parte de la memoria y que es el problema MinN-p-Pvk(P),
que minimizard el nimero de luces que iluminan un poligono P de n vértices. Con todas las
técnicas expuestas, (cuyas implementaciones se encuentran también en el Apéndice B), se han
realizado estudios experimentales utilizando nuestro generador aleatorio de poligono RPG, que
nos permiten obtener conclusiones tanto para el estudio comparativo de las técnicas heuristicas
que solucionan MaxA-p-PVK(P, k), como para averiguar si en media el mimero minimo de luces
que iluminan un poligono P de n vértices es inferior a [n/3].

8.1 Introduccion

Para todo problema de naturaleza NP-dura tiene sentido el estudio de técnicas heuristicas o
aproximadas que le den respuesta ya que no es posible encontrar un algoritmo determinista

159
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polinomial que lo solucione. Segin demostraron Lee y Lin [71] el problema MinN-p-Pvk(P)
que busca el minimo nimero de luces interiores a un poligono P de n vértices para iluminarlo
completamante, es de esta naturaleza N'P-dura. Formalmente este problema lo hemos enunciado
de la siguiente manera:

minimizacién del numero de luces punto que iluminan un poligono
MinN-p-Pvk(P):
ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ;Cuél es el mimero minimo K de luces punto necesarias para iluminar el poligono
P?

Para solucionar este problema es necesario previamente buscar para todo niimero entero k
y todo poligono P, donde debo colocar k luces interiores a P, de forma que el drea iluminada
sea méxima. Este problema tiene formalmente el siguiente enunciado:

busqueda de los k£ puntos de maxima iluminacion interiores a un poligono
MaxA-p-Pvk(P, k):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ;Dénde se deben colocar k luces punto en el interior del poligono P para que el
drea iluminada por dichas luces sea méaxima?

Abordamos este problema mediante tres técnicas heuristicas que son una generalizacién de
las disenadas en el capitulo anterior para el problema MaxA-p-Pv1(P):

o Simulated Annealing-SA: En la Seccion 8.3 presentamos las adaptaciones de
MaxA-p-Pvk(P, k) a SA. Igual que se estudio en el capitulo anterior para el problema
MaxA-p-Pv1(P) necesitamos determinar los siguientes elementos: conjunto de configura-
ciones S, vecindad, estrategias de templado y temperatura inicial. La mayor modificacién
estd relacionada con el conjunto S de configuraciones y la vecindad de cada una de ellas.
Hemos elegido en este caso la mejor combinacién de los pardametros temperatura inicial y
disminucion de la temperatura, que se obtuvo en el andlisis realizado en el capitulo anterior
para el problema MaxA-p-Pv1(P). Esta combinacién fue la analizada en el Caso 4 de
la Seccién 7.6.1, donde Tp = ny T = % (FSA), siendo n el numero de vértices del
poligono P.

o Algoritmos Genéticos-GA: Como se mencioné en la Seccién 7.3, las técnicas y operadores
descritos alli para solucionar el problema MaxA-p-Pv1(P) son una particularizacién de
los mecanismos que permitirdn abordar el problema MaxA-p-PVK(P, k) mediante estas
técnicas genéticas. Presentamos en la Seccién 8.4 los elementos que determinan el algo-
ritmo genético: codificacién, genoma, poblacién, funcién objetivo y operadores de cruce y
mutacion. En la Seccién 8.6 se analizan los resultados obtenidos y las comparativas con las
otras dos heuristicas disenadas: simulated annealing-SA y random search-RS. Las técni-
cas genéticas diseniadas para el problema MaxA-p-Pvk(P, k) deben considerarse técnicas
generales que se adaptan a los distintos problemas estudiados en esta memoria. En este
sentido, en el Capitulo 9 se expondran las adaptaciones necesarias para abordar también
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mediante estas técnicas genéticas el problema MaxA-p-Vor(N), que buscard el punto
cuya region de Voronoi asociada tenga drea méxima.

e Random Search-RS: Ampliando la técnica random search-RS disenada en el capitulo
anterior para solucionar el problema MaxA-p-Pv1(P) presentamos en la Seccién 8.5
los mecanismos utilizados para solucionar el problema MaxA-p-Pvk(P, k) mediante una
buisqueda aleatoria. Como se expondré los resultados obtenidos en este caso son peores res-
pecto RS en contraposicién a los obtenidos por RS para el problema MaxA-p-Pv1(P).

La principal diferencia entre el estudio heuristico presentado para el problema MaxA-p-
Pv1(P), (que busca el punto de méxima iluminacién interior a un poligono P de n vértices), y
el estudio que presentamos en este capitulo para el problema MaxA-p-PvKk(P, k), (que propor-
cionard el conjunto de k puntos o focos interiores al poligono P que maximice el drea iluminada
por al menos un foco), radica en la construccion de la funcién objetivo que utilizaran las técnicas
aproximadas. En el primer caso, el conjunto de configuraciones o soluciones factibles eran todos
los puntos interiores del poligono P, de tal forma que la funcidn objetivo asociada a un punto ¢
era igual al drea de su poligono de visibilidad en el poligono P, V(P,t). Sin embargo en el caso
del problema MaxA-p-PVK(P, k), el conjunto de soluciones factibles serdn todos los posibles
conjuntos @ = {t1, ..., tx} con k puntos interiores al poligono P y por tanto, la funcién objetivo
a evaluar en este caso, serd igual al drea del poligono unidn de los poligonos de visibilidad de
tie@QVi=1,...k, (V(Pt)).

El célculo de la unidn de k poligonos de visibilidad fue solucionado por Cheong y Oostrum
[83], con un algoritmo de complejidad O(((k(h + 1)2 + knlog k) log(k +n)), siendo n el nimero
de vértices y h el de agujeros del poligono P. Sin embargo, dada la necesidad de implementacién
del algoritmo, hemos utilizado una pequena modificacién del algoritmo de recorte de Weiler-
Atherton [56] para la unién de poligonos de visibilidad, (que puede ser un poligono con agujeros).
En la siguiente secciéon analizamos algunas caracteristicas respecto a la unidn de poligonos de
visibilidad y exponemos el algoritmo utilizado para su implementacién.

8.2 Uniodn de Poligonos de Visibilidad

Todo poligono de visibilidad es un poligono sin agujeros, pues una misma luz no puede iluminar
la parte anterior y posterior de un agujero. Por tanto la unién de dos poligonos de visibilidad es
un poligono sin agujeros. Por otra parte la unidn de poligonos de visibilidad puede ser no conexa
como mostramos en la siguiente proposicién, cuya demostracién resulta inmediata.

Proposicion 8.2.1 Sea P un poligono y dos puntos interiores a él t1 y to, cuyos poligonos de
visibilidad son V(P,t1) y V (P, ta) respectivamente. Entonces el poligono union de V(P,t1) y
V (P, t2) que denotaremos con V (P, t1,t2) es conexo si y solo si la interseccion es no vacia.

Si un poligono P es un poligono con agujeros la unién de poligonos de visibilidad de puntos
interiores a él, puede ser también un poligono con agujeros. Sin embargo, si unimos més de dos
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poligonos de visibilidad de un poligono P sin agujeros, ;seguird siendo siempre un poligono sin
agujeros? En la siguiente proposicién demostramos que esta afirmacién es falsa.

Proposicion 8.2.2 Sea un poligono P un poligono sin agujeros y k puntos interiores t1,ts, ..., ti,
cuyos poligonos de visibilidad son V(P t1), V(P,t2),...,V (P, tx) respectivamente. El poligono
union V (P, ty,ta,...,t) puede ser un poligono con agujeros.

Demostracion. Sea el poligono de la Figura 8.1y t1, ta, t3 y t4 cuatro puntos interiores al poligono
cuyos poligonos de visibilidad son V (P, t1), V(P,t2), V(P,t3) y V (P, t4) respectivamente. Vemos

cléaramente que V(P t1,t9,t3,t4) es un poligono con agujeros. n
. tI
Z
e
L
o]
o t;

Figura 8.1: Unién de poligonos de visibilidad de un poligono

Llegados a este punto nos podemos preguntar si podemos encontrar un algoritmo para el
céclulo del poligono unidn de n poligonos de wvisiblidad. Fn la siguiente subseccién estudiamos
el algoritmo de Weiler-Atherton para la unién de poligonos generales y describimos algunas
pequenas adaptaciones cuando se aplica sobre poligonos de visibilidad dadas las caracteristicas
especiales de éstos.

8.2.1 Algoritmo de Weiler-Atherton con Poligonos de Visibilidad

Existen algoritmos que permiten construir la unién de dos poligonos utilizando técnicas de
recorte. En este sentido podemos mencionar los algoritmos de Liang-Barsky, Cyrus-Beck, Cohen-
Sutherland, Nicholl-Lee-Nicholl y Weiler-Atherton, (ver [44, 56]). Todos ellos estén relacionados
con el recorte de segmentos y poligonos y permite construir el poligono unidn de dos poligonos
planos P; y P». Daremos una breve descripcién del algoritmo de Weiler-Atherton, que nos
permita determinar posibles adaptaciones de este algoritmo cuando los poligonos P, y P» son
poligonos de visibilidad de dos puntos t; y to interiores a un poligono P.

La idea bésica en el algoritmo de recorte de Weiler-Atherton consiste en recorrer alternativa-
mente el borde de cada poligono hasta encontrar un punto de interseccién, construyendo como
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veremos més adelante el poligono unién. Para simplificar la exposicién denotaremos en lo que
sigue a un poligono P sin agujeros de vértices z1, T2, ..., T con P(x1,x2, ..., xy).

Segun se ha mostrado en la Proposiciones 8.2.1 y 8.2.2 la unidn de poligonos de visibilidad
puede estar formada por varias componentes conexas, que a su vez pueden contener agujeros. En
este sentido generalizaremos el concepto de poligono, diciendo que un poligono es un conjunto
de componentes poligonales no conexas que pueden ser de dos tipos: componentes “principales”
y componentes “agujeros”, de tal forma que toda componente “agujero” esta contenida en una
componente “principal”’. La diferencia esencial entre componentes “agujeros” y componentes
“principales”, impuesta por la aplicacién del algoritmo, radica en que el recorrido de ambos
tipos de poligonos es inverso, es decir, que las componentes principales se recorrerdn en sentido
positivo y los agujeros en sentido negativo.

Como todo poligono de visibilidad es un poligono sin agujeros y por tanto una componente
“principal”, para calcular la unién de k poligonos de visibilidad serd suficiente ir uniendo cada
poligono V (P, t;), con las componentes, (agujeros o principales), resultado de unir los poligonos de
visibilidad de los puntos anteriores V' (P, t1, ..., t;—1). Ademds como veremos més adelante la unién
de dos componentes “principales” puede producir otras componentes “principales” o “agujeros”,
mientras que la unién de una componente “principal” con un “agujero” producird un agujero
recorte de éste, (si no estd contenido en la componente “principal”), més la propia componente
“principal”. Exponemos en el Ejemplo 8.2.5 un caso particular para la unién de un poligono
con un agujero, (una componente “principal” y una componente “agujero”) y otro sin agujeros,
(una dnica componente “principal”). Como se puede observar aparece una componente agujero
nueva que queda orientada negativamente. En el Apéndice B se detallan las implementaciones y
las estructuras de datos necesarias para la construccién de la unidn de poligonos de visibilidad.

Descripcion del algoritmo de Weiler-Atherton

Inicialmente el algoritmo parte de un vértice exterior de uno de los poligonos, avanzando en dicho
poligono hasta encontrar un punto de interseccién, para saltar en ese momento a un vértice del
segundo poligono. Podemos describir el algoritmo con los siguientes pasos:

ENTRADA: Dos poligonos Pj (a1, az,..,a;) vy Pa (b1, ba, .., bt).
SALIDA: El poligono unién Pj (a1, as,..,a;) U Py (b1, ba, .., by).

e Preparacion:

1. Determinar los puntos de interseccién de Py y Ps.

2. Crear dos listas circulares L1 y Lo que se obtienen al recorrer los vértices de Py y P
respectivamente, e incluir los puntos de interseccién encontrados entre cada par de
vértices.

e Calculo:

1. Tomar el primer vértice a1 de la lista L1, exterior a Ps.
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2. Seguir los nodos de la lista L1 hasta encontrar un punto p; de interseccién e incluir
todos los nodos analizados, en la lista resultado, (que serdn los vértices del poligono
union).

3. Buscar el punto p; en la lista Lo.

4. Seguir todos los nodos de la lista Lo a partir de p;, hasta encontrar un punto ps de
interseccién e incluir todos los nodos analizados en la lista resultado.

5. Volver a la lista Ly y repetir el proceso hasta encontrar en el punto de partida a;.

El algoritmo de Weiler-Atherton es sencillo en su implementacién, pero teniendo en cuenta
la naturaleza de los poligonos de visibilidad, es frecuente que se compartan vértices entre un par
de poligonos que debemos unir. En este caso el algoritmo de Weiler-Atherton descrito necesitard
anadir condiciones adicionales como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.2.3 Sean los poligonos triangulares Py(ay,az,a3) y Pa(b1,be,b3) de la Figura 8.2 y
tal que as = ba. Evidentemente as y ba son puntos de interseccion.

a;

N a
b, D 2

b,

D;

a;
b,

Figura 8.2: Un ejemplo del algoritmo de Weiler-Atherton

St calculamos las listas circulares marcando los puntos con v para los vértices y ¢ para los
puntos de cortes tenemos:

VL= {[alav] s [GQ,C] s [a37v] 5 [pl,C] ) [pQ,C] 5 [alav]}
V Ly = {[b1,v], [p2, ], [b2, ], [p1, €], [b3, ], [b1, 0]}

Aplicando el algoritmo tendriamos el poligono suma determinado por los vértices:

Py U Py = {ay,a2,p1,p2,b2,p1,p2,b2, ...}

probando asi que la construccion entra en bucle infinito, que no determina por consiguiente el
poligono union.

Por tanto, necesitamos anadir condiciones adicionales cuando utilizamos el algoritmo de
Weiler-Atherton para unir poligonos de visibilidad. Analizamos éstas en el siguiente apartado.
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Condiciones adicionales

Las dificultades del algoritmo de Weiler-Atherton aparecen cuando nos encontramos puntos de
interseccién que son vértices de alguno de nuestros poligonos Pj (a1, ag, ..,ar) 6 Pa (b1, b, .., bt),
como sucede en el caso as = bo. En este caso debemos distinguir si el siguiente vértice en el
poligono en curso, (en nuestro caso as de P;), se encuentra en el interior o en el exterior del otro
poligono, (en nuestro caso P;). En el caso de que el siguiente vértice se encuentre exactamente
sobre el borde la decisién serd indistinta, como se analiza a continuacién.

Supongamos que existe un punto de interseccién que coincide con vértices de P} y Ps, sea

a; = b;. Distinguimos tres casos que se representa en la Figura 8.3, segin la posicién de los
vértices a;1 y bi+1 de P; y P» respectivamente.

ai+l
-
;
b \?i b, a., ; b, a;
v r v 7
! 7 b; I /b ' / bi
\ / | / \ /
\ | ' \ | a |
} \ \ \ i+1
\ \ \ ] \ \
\ - \ | - ] X - ]
S ! - \. / - " [
Caso 20 Caso P Cao

Figura 8.3: Puntos de Interseccion sobre los vértices

Analizando cada uno de los casos se verifica que(aia—m X bzb—m) > 0 en el primer caso,
(c‘zia—m X bzb—m) = 0 en el segundo caso y (%THI X bibi+1) < 0 en el Wtimo caso. Por tanto seré
necesario modificar el algoritmo de Weiler-Atherton cuando se aplica a poligonos de visibilidad,
anadiendo una funcién de chequeo en el punto 3 del cdlculo. Ademads si partimos de un punto
vértice y no tenemos en cuenta si han sido visitados todos los puntos de corte, pueden quedar
algunas componentes, (agujeros o principales), sin analizar, como se puede apreciar en el Ejemplo

8.2.5 si partimos del vértice a. Asi, podriamos describir dicho célculo para poligonos de visibilidad
de la siguiente manera:

e Calculo: Sea C = {p1, ..., ps} la lista de todos los puntos de corte.

1. Tomar el primer punto de corte p1, eliminarlo de C' y buscarlo en la lista L.

2. Seguir los nodos de la lista L, hasta encontrar un punto po de interseccién, eliminar
p2 de C e incluir todos los nodos analizados, en la lista resultado, (que seran los
vértices del poligono unién). Sea a; el punto siguiente a ps en Lj.

3. Buscar el punto py en la lista Lo. Si llamamos b; el punto siguiente a p2 en Lo, pasar
a4 si (ani X pgbi) <= 0. En caso contrario pasar a 5.

4. Seguir todos los nodos de la lista Le a partir de p2, hasta encontrar un punto p3 de
interseccion e incluir todos los nodos analizados en la lista resultado.

5.

Volver a la lista L y repetir el proceso hasta encontrar en el punto de partida p;. En
este caso se ha encontrado una componente conexa que puede ser “agujero”, (si estd
orientada negativamente), o “principal”, (si estd orientada positivamente).
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6. Si C # (0 volver a 1.

Nota 8.2.4 FEvidentemente la modificacion expuesta para el Algoritmo de Weiler-Atheton es
aplicable también cuando el punto de interseccion sea sélamente vértice de uno de los poligonos
y no de los dos.

Ademds las ampliaciones realizadas sobre el algoritmo de Weiler-Atherton no reducen la
complejidad en el célculo de los puntos de interseccién de una arista a;a; 11 con un poligono
P(z1,72,...,75), (que serd O(n?)), al tener que contrastar dicha arista con todos los vértice de
P. La cota O(n?) se puede reducir aplicando una técnica de barrido, (ver [10]), para calcular las
x intersecciones de n segmentos y que permite obtener una complejidad O((n + x) logn).

Presentamos a continuaciéon un ejemplo para la unién de un poligono P; formado por una
componente “principal” A y un “agujero” B, con otro poligono P» formado por una tnica
componente “principal” C, (debe recordarse que todo poligono de visibilidad esté formado por
una unica componente “principal”, por tanto, el mecanismo seguido en este ejemplo es el seguido
para unir el poligono de visibilidad de un punto t; interior al poligono P, V(P,t;), con el conjunto
de componentes, (agujeros y principales), resultantes de unir los poligonos de visibilidad de todos
los puntos ¢y, ..., t;—1, V(P t1, ..., ti—1).

Ejemplo 8.2.5 Consideremos dos poligonos Py y Pa, tal que Py estd formado por una compo-
nente “principal” A de vértices A = {ay, a2, a3, as} orientada en sentido positivo y una compo-
nente agujero B de vértices B = {b1,ba, b3, by} orientada en sentido negativo y Py estd generada
por una Uinica componente principal C' de vértices C = {c1, ¢z, 3, 4, C5, C6, C7, C8 } orientada posi-
tivamente. Sean l1,l2,13,14,15 y lg los puntos de interseccion de Py y Ps.

¢

Figura 8.4: Un ejemplo de unién de poligonos con agujeros

Para calcular el poligono unién de Py y Py se debe calcular la union de C, (que es la unica
componente de Py ), con cada componente de P;.
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1. Calculando las listas circulares correspondientes y aplicando el algoritmo, se puede apreciar
en la Figura 8.5, como la union de las componentes principales A de Py y C de Ps, produce
una nueva componente princial D de Py U Py con vértices D = {l1, a4, lg, cg,c1,¢2,3,C4}
y una componente agujero E, también de Py U Py, de vértices E = {l3, c5, cg,l3}.

2. Por otra parte, la unién de la componente agujero B de Py y la componente principal C
de Py, produce una componente agujero F' de Py U Pa, que es un recorte de B de vértice

F = {l4> l57 b27 b3}

]
a, D
Jbz F b, I
Iy
“s— 1 I, c
I, E 1
Cs Cs
c ¢

Figura 8.5: Resultado de la union de los poligonos de la Figura 8.4

A modo de ejemplo presentamos en la Figura 8.6 el poligono producido por la implementacién
realizada en esta memoria del algoritmo de Weiler-Atherton para la unién de poligonos de
visibilidad. En la figura (a) presentamos el poligono inicial; en la figura (b) visualizamos también
un conjunto luces interiores al poligono; en la figura (c) presentamos el poligono resultante de
unir todos los poligonos de wvisibilidad correspondientes a las luces interiores y por ultimo en
la figura (d) mostramos todos los elementos conjuntamente. Como se puede apreciar la unidn
de poligonos de wisibilidad puede ser un poligono formado por varias componentes conexas
con agujeros. Para el cédlculo del drea de este tipo de poligonos se han triangulado todos las
componentes del poligono, (agujeros y principales), utilizando un algoritmo Scan de Graham
para triangulacién de poligonos simples [68], se ha calculado el drea de todas las componentes,
de tal forma que sumando el drea de todas las componentes “principales” y restando el drea de
las componentes “agujeros” tenemos el drea del poligono unidn. Para comparar el porcentaje
de drea iluminado se ha repetido también el mismo proceso de triangulacién sobre el poligono
inicial P, como se mencioné en el capitulo anterior. Los cédigos para la construccién de la
union de poligonos de visibilidad asi como las programas para las visualizacién con el paquete
matematicos Matlab se puede encontrar en el Apéndice B de listados.

Una vez descrito el mecanismo para unir poligonos de visibilidad utilizado, podemos contruir
ya la funcién de costes o funcién objetivo de nuestros métodos aproximados. Exponemos a

continuacién los elementos disenados en las heuristicas que solucionan el problema MaxA-p-
Pvk(P, k).
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il "ol I el Lk D el e

(a) (b)
() ()

Figura 8.6: La union de poligonos de visibilidad puede ser un poligono no conexo con agujeros.

8.3 EI problema MaxA-p-Pvk(P, k) con simulated annealing-SA

La utilizacién de simulated annealing SA para solucionar de forma aproximada el problema

MaxA-p-PVK(P, k) comparte mucho elementos de configuracién con los utilizados por esta

misma técnica para abordar el problema MaxA-p-Pv1(P), adaptados evidentemente ahora a

la busqueda del conjunto, (y no de un solo punto), de k puntos cuyo drea conjunta iluminada

sea méxima. Por ello haremos un andlisis més detallado en los elementos diferenciadores como

son fundamentalmente los relacionados con la funcion objetivo o funcién de costes.
Recordemos el enunciado concreto del problema:
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bdsqueda de los k puntos de maxima iluminacion interiores a un poligono
MaxA-p-Pvk(P, k):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ;Dénde debo colocar k luces punto en el interior del poligono P para que el drea
iluminada por dichas luces sea médxima?

Por tanto, la entrada del problema seran los n vértices, (dados en sentido positivo), del
poligono P y la salida serdn las coordenadas de k puntos {(x1,y1), (22, y2), ..., (Tk, yx) } interiores
a P. Tgual que se hizo para el caso k = 1, mostramos en la Figura 8.7 un ejemplo de la aplicacién
de la heuristica SA para el problema MaxA-p-PVK(P, k), sobre un poligono P de 19 vértices y
con k = 2, (es decir, se buscan dos puntos tal que el drea conjunta iluminada sea maxima).

Saligere e Vel Unidn Gasssda =] Areas D130  Poe T8
i
L ]
Foligoro mzul
-] 1 Tons kmmasdn
i
[
| |
|
] | e T
" 4
o |
|
-I |
] i i ] i e i iL] i

Figura 8.7: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pvk(P, k) con SA k =2

Los elementos de la heuristica adaptados a nuestro problema se pueden describir de la
siguiente manera:

Conjunto S de configuraciones:

El conjunto de configuraciones factibles para el problema MaxA-p-Pvk(P, k) estard formado
por todos los conjunto de k puntos interiores al poligono P. Cada punto vendra determinado por
sus coordenadas cartesianas (z,y). Asf el conjunto S de configuraciones lo podemos representar:

S = {Sl = {($%,y}), ) (xllwyli)}wsé = {(w%y%)a A (xiayl%)}v ey S = {(x?hy?)a X (w;cl:ylrcl)}ﬂ }

Cada elemento de S representa una solucién factible para nuestro problema, de tal forma que
la solucién S; que proprocionard de forma aproximada la heuristica serd aquella tal que el drea
conjunta iluminada por los puntos que la forman sea méxima. Para calcular este drea se utilizard
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el algoritmo de union de poligonos de wisibilidad expuesto en el punto anterior y determinara el
valor la funcién objetivo o funcién de costes para cada elemento de la configuracion.

Funcioén de coste C:

La funcién de costes, funcién objetivo o funcién fitness C' : S — R asignard a cada ele-
mento de S un valor real. Asi, dado un conjunto S; € S, de k puntos interiores al poli-
gono P, S; = {p} = (2%,4}),....p}, = (2},,¥;)} la funcién de costes producird un valor real
que representa el drea conjunta iluminada por todas las luces-punto de S;. Si denotamos por
V(P, S;) al poligono unién resultado de unir todos los poligonos de visibilidad de los puntos de
Si, (V(P,py), ..., V(P,p},)), estard formado por un conjunto de ¢ componentes “principales”, cada
una de las cuales denotaremos con C P}, m = 1,..,¢ y un conjunto de [ componentes “agujeros”
que denotatemos con CA} h =1,...,1. De esta forma V (P, S;) lo podemos expresar de la forma:

¢ , ! ,
VI(P,S;) = U CP,\ U CAj (8.3.1)
m=1 h=1
y la funcién de costes para S; € S la definimos de la forma:
t , l '
C(S;) = > Area(CP.) — > Area(CA}) (8.3.2)
m=1 h=1

recordando que para las pruebas experimentales de la heuristica, el drea de cada componente
“principal” o “agujeros” se calcula mediante un mecanismo de triangulacién de cada componente,
([68]).

La funcién de costes se debe aplicar a cada elemento .S; del conjunto de configuraciones.
Ademds en cada iteracién se debe obtener una solucién factible S;,; € S en funcién de la
solucién factible anterior S; € S, como se explica en la Seccién 1.5.1. La funcién de vecindad
utilizada en este caso para el problema MaxA-p-Pvk(P, k) es una ampliacién de la utilizada
para el problema MaxA-p-Pv1(P) en el capitulo anterior. En este caso a cada elemento de S,
que es un punto p;'- = (ZL‘;, y;) se le asignard un vecino, sumando a cada coordenada un valor real
que sigue la distribucién N(0,1).

Vecindad en cada configuracion

Segun se indico en el estudio de la heuristica simulated annealing SA, para cada elemento S; € S,
se debe obtener un elemento S; 11 € S en la vecindad de S; y que seré el elemento a analizar en la
siguiente iteracién de SA. En nuestro caso, dado S; = {p} = (2%, 4}),...,pL = (z%,v%)} la funcién
de vecindad obtendra cada elemento p;*l j=1,....k de S;t+1 sumando a cada coordenada de p§
j =1,...,k un valor real que sigue la distribucién N (0, 1), es decir:

i L N(0,1) j=1,..k
{:L“ 3 +N(0,1) j=1,.., (8.3.3)

1 /
Yy =y +N(0,1) j=1,.k

Tgual que se explicé para el caso k = 1 en el capitulo anterior, para obtener nimeros aleatorios
distribuidos uniformemente hemos utilizado la funcién rand de que dispone el lenguaje C y para
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generar nimeros aleatorios distribuidos normalmente se ha implementado el método Box-Muller
[16], que permite obtener a partir de dos nimeros u; y ug distribuidos uniformemente, otros dos
numeros n1 y no normalmente distribuidos, mediante las férmulas

{ ny = /—2*In(uy)sen(2 m uz) (8.3.4)

ng = y/—2*In(u1) cos(2 7 ug)

Asi si denotamos por div el factor de vecindad por el que se dividirdn n; y ng, como se
explicé para el problema MaxA-p-Pv1(P) en la Seccién 7.2, la funcién que genera el vecino
Si+1 al elemento S;, se puede expresar de la siguiente manera en forma de pseudocédigo:

Funcion Generar-Vecino

ENTRADA:
Un poligono P de n vértices, {v1, ..., vn }.
Un elemento de S, S; = {p} = (z%,9),...,p%, = («%,y)}.
Un factor de vecindad div.
SALIDA:
Un conjunto de k puntos S;1 = {pi™! = (2 i), ...,pfjl = (xﬁjl, y,’jl)} interiores a P,
que constituyen un vecino de S;.

[01]  Sit1 < 0;

02]  for(p} = («4,%) € i)

03]  {uy <rand()*1.0/RAND_MAX;

(04] ug «—rand()*1.0/RAND_MAX;

[05] do

[06] {n1 <Sqrt(-2.0*In(u1))*sin(2 * 7 * uz);
[07] ng <—SqQrt(-2.0*In(u1))*cos(2 * 7 * uz);
[08] 3:2“ — x; + ni/div;

[09] Yt — i+ no/div;

[10] jwhile (pi' = (271,yi™") exterior a P);
[11] Sivr — S;U{pit};

[12] treturn S;y1;

La configuracién inicial determina la situacién de partida de simulated annealing SA. En
nuestro caso dicha configuracién estard formada por un conjunto de k£ puntos interiores al poli-
gono P, ampliando asf lo descrito para el problema MaxA-p-Pv1(P) en el Capitulo 7.

Configuracién inicial:

La configuracién inicial que necesita SA para aproximar el problema MaxA-p-Pvk(P, k) es un
primer elemento Sy del conjunto de configuraciones S, formado por un conjunto de k£ puntos
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interiores al poligono P.

Este primer conjunto de puntos se debe generar aleatoriamente siguiendo el mismo meca-
nismo que se utilizé para el caso k = 1. En forma de pseudocédigo, la funcién que generard esta
primera configuracion inicial se puede describir de la siguiente manera:

Funcion Generar-Configuracion Inicial

ENTRADA: Un poligono P de n vértices, {v1, ..., v, }.
SALIDA: Un conjunto Sp = {p§ = (2%, 49),...,p}) = (2%, y})} de k puntos interiores a P.

[01]  Sp « 0;

[01] for(i=1toi=k)

01 {do

02] {29 —rand()*1.0/RAND_MAX;

03] y9 —rand()*1.0/RAND_MAX;

[04] twhile (p9 = (29,19) exterior a P);
[09] So « So U {p};

[09] treturn Sp;

Estrategias de templado y criterio de parada:

La heuristica simulated annealing SA para la bisqueda de los k puntos interiores a un poligono
P quedara totalmente determinada si conocemos ademads de la funcién de coste, la vecindad
de cada elemento de la configuracién y la generacién de la configuracién inicial, las estrategias
de templado utilizadas: temperatura inicial y decrecimiento de la temperatura. En este sentido
se realizé en el capitulo anterior un estudio pormenorizado de diferentes tipos de temperatura
inicial y de disminucién de esta, produciendo nueve Casos que fueron motivos de estudio. Para el
problema MaxA-p-PVk(P, k) que nos ocupa en este capitulo se ha utilizado la combinacién de
temperatura inicial y disminucién de temperatura que mejores resultados obtuvieron para k = 1
en el capitulo anterior y que fueron los obtenidos en el Caso 4 : Ty = n para la temperatura
inicial y T'(m) = 1£m para la disminuacién de la temperatura en cada iteracién m. Asimismo el
ndimero de ejecuciones de la heuristica para cada temperatura 7" serd N(T') = 1/T igual que en
el caso k = 1 y el criterio de parada igualmente Ty < 0.005. De forma esquemética exponemos
los criterios utilizados en la heuristica:

g Ty = n (n ndimero de vértices de P).
a T, = %%n (m nimero de iteracién).
a N(T) = 7.

a Ty < 0.005.
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Figura 8.8: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pvk(P, k) con SA k=21, =n T(k) =

El problema MaxA-p-Pvk(P, k) con simulated annealing-SA 173

Presentamos en la Figura 8.8 un ejemplo del resultado obtenido por SA para un poligono
con 19 vértices, k = 2, ejecutado con estos criterios.

(¢)

Ty =0.005 N(T) = %+

(d)

_ _To
1+k

ALGORITMO SIMULATED ANNEALING SA T0=19 K=2:
* Poligono de visibilidad unién calculado

- Puntos de area maxima........

- Area maxima........

p1=(0.494151,0.596570)
p2=(0.690905, 0.404886)
0.330682 83.7119%
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Ademss en la Figura 8.8 (c) se puede observar la nube utilizada por SA en la bisqueda y
como se puede observar, la nube no es tan densa entorno a los puntos solucién como ocurria
en la Figura 7.2 para k = 1. Esta densidad de puntos es debida a que la biisqueda se realiza
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Figura 8.9: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pvk(P, k) con SA k=3 To =n T(k) = 1—?&
Ty = 0.00005 N(T) = %

ALGORITMO SIMULATED ANNEALING SA T0=19 K=3:
* Poligono de visibilidad unién calculado
- Puntos de &rea méxima........ p1=(0.475441,0.592153)
p2=(0.807935,0.230839)
p3=(0.606423,0.557482)
- Area maxima.................. 0.36432 92.2283%



El problema MaxA-p-Pvk(P, k) con algoritmos genéticos-GA 175

conjuntamente para k = 2 y por tanto, se analizardn parejas de puntos con uno de los puntos
muy alejado del 6ptimo, lo que produce que el otro punto también se desplace a posiciones més
desfavorables y se genere una configuracién mds uniforme de los puntos interiores analizados. Si
aplicamos SA al mismo poligono, pero con k = 3 y la condicién de parada a Ty < 0.00005,
obtenemos una nube de bisqueda como la que se muestra en la Figura 8.9 (c), en la que
se puede observar como la nube generada determina también la regiones de visibilidad de la
descomposicién S estudiada en el capitulo anterior. Esta situacién hace sospechar que la solu-
cién al problema MaxA-p-Pvk(P, k) también se va a encontrar entre los vértices de las regiones
de visibilidad R; € S. Adem4s, tanto en la Figura 8.8, para k& = 2, como en la Figura 8.9,
para k = 3, se puede observar como las soluciones aportadas tienden hacia vértices de dicha
descomposicién, lo que serd motivo de futuras investigaciones. Sin embargo, debe recordarse que
tenfamos O(n?) regiones R; € S, con O(n) vértices cada una de ellas, con lo cual tenemos O(n?)
puntos para los cuales debemos estudiar el drea iluminada por todo subconjunto de k puntos.
Teniendo en cuenta esta situacién y que el problema de minimizacién del nimero de luces-punto
que iluminan un poligono P, (MinN-p-Pvk(P)), es N'P-duro, se justifica si cabe atin mds la
utilizacién de técnicas heuristicas para solucionar nuestro problema MaxA-p-Pvk(P, k) y por
tanto el problema MinN-p-Pvk(P).

Pasamos a continuacién a describir los elementos utilizados para la construcciéon de un
algoritmo que solucione también el problema MaxA-p-PVK(P, k), pero utilizando otra técnica
heuristica como son los algoritmos genéticos.

8.4 El problema MaxA-p-Pvk(P, k) con algoritmos genéticos-GA

Presentamos en esta seccién las componentes de la heuristica GA, disenadas para solucionar
el problema MaxA-p-PVvKk(P, k) y que han sido utilizadas en la implementacién del algoritmo
correspondiente cuyo cédigo se encuentra en el Apéndice B de listados.

Codificacion, genoma y poblacién

El problema MaxA-p-PVvKk(P, k) consiste en la bisqueda de un conjunto de k luces interiores a
un poligono P con n vértices, tal que el drea conjunta iluminada por todas las luces sea maxima.
Recordemos el enunciado formal del problema:

busqueda de los k puntos de maxima iluminacion interiores a un poligono
MaxA-p-Pvk(P, k):

ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ;Dénde debo colocar k luces punto en el interior del poligono P para que el drea
iluminada por dichas luces sea méxima?

De forma natural podemos ampliar la estructura de individuo G = ((z,y)), (formada por
las coordenadas de un punto interior al poligono P, que se diseno para solucionar el problema
MaxA-p-PVv1(P) en el capitulo anterior), a nuestro caso, en el que un individuo esté codificado
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por un genoma con k genes

G = ((w1,91), (22,92), -, (Tks Yr)) (8.4.5)

siendo k el nimero de luces buscadas.

El tamano de poblacién elegido estd relacionado con la entrada del problema, es decir, con el
nimero de vértices n del poligono P. Asi, la poblacién para la generacion t de nuestra heuristica
vendra representado por:

A(t) ={GY, G5, ..., Gl } (8.4.6)

donde k es el nimero de luces-punto buscadas y G! representa a un individuo o genoma
perteneciente a la poblacién A(t). Definimos en el siguiente apartado la funcidn objetivo de
nuestra heuritica, tanto para un genoma o indwiduo G, (que serd equivalente a la funcion de
costes definida para una configuracién S en simulated annealing SA), como para una poblacién

A(b).

Funcion objetivo

A cada individuo G! = ((mgi),ygi)), (xg),yéi)), e (J;,(j),y,(:))) i = 1,...,n de una poblacién A(t),
se le debe asociar un valor igual al drea conjunta iluminada por todos los puntos (:L‘g-i),yj(-i))
j =1,...,k, que lo componen. Si asociamos un individuo G* con la definicién de configuracién
factible S; ¢ = 1,2, ..., realizada para la heuristica simulated annealing SA, podemos definir la

funcidn objetivo para cada individuo G% i = 1, ...,n de una poblacién A(t) de la siguiente manera:

f(GY) = 3 Area(CPL) —

l
m=1 h=

Area(CAY) (8.4.7)
1

donde CP., m = 1,..,w y C’AZ h = 1,...,] representan a las “componentes principales” y
“componentes agujeros” respectivamente, resultado de unir, (en las implementaciones mediante
el algoritmo de Weiler-Atherton), los poligonos de visibilidad en P de los puntos que componen

G, (V(P, (wgi),yj(.i)) j =1,...,k). Este poligono unién lo podemos denotar por tanto
w . l .
V(P,GH) = |J CP.L\ U CA} (8.4.8)
m=1 h=1

La funcién fitness o funcion objetivo de una poblacion A(t) se definird como el valor maximo
obtenido al aplicar la funcién objetivo a cada uno de los individuos que componen la poblacién

F(A(t)) = max f(GY (8.4.9)
i=1,....kn
Los operadores de seleccién, cruce y mutacién elegidos son los expuestos en la Seccién 7.3
para el problema MaxA-p-Pv1(P). Sin embargo, detallamos en el siguiente apartado alguno
de sus elementos.
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Seleccion, cruce y mutacion

El operador de seleccion utilizado en la heuristica GA ha sido el de seleccion proporcional
implementado mediante el método de la ruleta, (ver Capitulo 1). Por tanto, los pasos seguidos
en la implementaciéon de este método son los mismo a los utilizados en la Seccién 7.3 para
solucionar el problema de la bisqueda del punto de méxima iluminacién, (MaxA-p-Pv1(P)),
vy que repetimos a continuacién:

(a) Determinar la suma S de las adaptaciones de toda la poblacién.

(b) Relacionar uno a uno todos los individuos con segmentos contiguos de la recta real [0, .5),
tales que cada segmento individual sea igual en su tamano a su grado de adaptacién.

(c¢) Generar un nimero aleatorio en [0, .5).
(d) Seleccionar el individuo cuyo segmento cubre el nimero aleatorio.

(e) Repetir el proceso hasta obtener el nimero deseado de muestras.

kn

Ast, si {GY,...,GL,,} es la poblacién en la generacién ¢ y S = > f(GY), elegimos un nimero
i=1

aleatorio r uniformemente distribuido entre 0 yS.Sir< f (GY) elegimos el individuo G%, en

otro caso elegimos el individuo G? tal que Z f (Gt) <r< Z f (Gt) Este mecanismo se repite
j=1
dos veces para obtener los dos padres de nuestra generac1on t, Gly G;.

Una vez seleccionados los padres para la generacion ¢, (Gi, Gg) pasamos a modificarlos
mediante el operador de cruce como se mencioné en la Seccién 1.5.2. Para ello generamos alea-
toriamente un nimero r (0 < r < 1). Si r es mayor que la probabilidad de cruce p. estos
individuos pasardn sin ser modificados a la generacién siguiente, en caso contrario serdn someti-
dos al proceso de cruce. El mecanismo de cruce utilizado es el cruce en un solo punto descrito en
la férmula 1.5.19. Elegimos al azar un niimero aleatorio 1 < r < k e intercambiamos los genes de
los padres a partir del gen que ocupa el lugar r. Asi, si los genomas de los padres seleccionados
vienen descritos por:

Gt — (@gw,ygﬂ),..., @ ), @, 8 ), (;E,g),y,ﬁ’))) (8.4.10)
G} = ((xﬁ”,yi s @ ), @2y @) ))>

tendremos tras el procedimiento de cruce los genomas

Gt = (@), s @0 ), @y, @ )

. ; oG (8.4.11)
G5t = (@), e @ ), (@ ), @ 0)))

Cruzados los padres Gt, Gt y obtenidos los hijos G| ot G “t se les aplicara a éstos el operador
de mutacion. Este operador sumara a cada coordenada de los k puntos que componen el gen de
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cada uno de los hijos, un nimero aleatorio que sigue la distribucién N (0, 1), con una determinada
probabilidad py,. De esta manera para cada punto ((,y)) perteneciente a G;* o G;-t, generamos
un nimero aleatorio r (0 < r < 1). Si r es mayor que la probabilidad de mutacién p,, no serd
sometido a mutacién, en caso contrario generaremos dos nimeros aleatorio a y b que siguen la
distribucién N(0,1) y sustituiremos el punto (z,y) por (z + a/100,y + b/100).

La condicién de parada para nuestra heuristica ha sido la misma a la disenada para solucionar
el problema MaxA-p-Pv1(P). Por ello, se ha considerado en nuestro algoritmo genético como
condicién de parada que el fitness de la poblacién F(A(t)) no varie durante un nimero h de
generaciones. En nuestro caso se ha considerado h = 20. Es decir AG para cuando

3t e N / F(A(t+h)) < F(A(t) Yh=1,..,20

y por tanto t representa la generaciéon de parada.

A modo de ejemplo presentamos en las Figuras 8.10 y 8.11 el resultado de aplicar la heurfs-
tica GA al poligono de la Figura 8.9, con k = 2 y k = 3. Los resultados se han obtenido tomando
las probabilidades de cruce y mutacién p. = 0.8 y p,, = 0.05 respectivamente y como se puede
comprobar son préicticamente iguales a los obtenidos con S A, con alguna variacién siendo sen-
siblemente inferior el valor de la funcidn objetivo en el caso k = 2 y sin embargo, minimamente
superior para k = 3.
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Figura 8.10: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pvk(P, k) con GA k=2 p. = 0.8 p,, = 0.5

ALGORITMO GENETICO GA pc=0.8 pm=0.05 K=2:
* Poligono de visibilidad uniéon calculado
- Puntos de area maxima........ p1=(0.492748,0.603879)
p2=(0.697624,0.425612)
- Area maxima.................. 0.31757 80.3926%
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Figura 8.11: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pvk(P, k) con GA k = 3 p. = 0.8 pm, = 0.5

ALGORITMO GENETICO GA pc=0.8 pm=0.05 K=3:
* Poligono de visibilidad unién calculado
- Puntos de area méxima........ p1=(0.483805,0.607203)
p2=(0.617147,0.579044)
p3=(0.883998,0.221208)
- Area maxima..........eeeenn.. 0.36577 92.5945%

8.5 Aproximacion a MaxA-p-Pvk(P, k) con random search-RS

Podemos utilizar para solucionar MaxA-p-Pvk(P, k) técnicas de bisqueda aleatoria sobre el
conjunto de configuraciones o soluciones factibles de nuestro problema. Para ello, igual que se
propuso en la Seccion 7.4 para solucionar el problema MaxA-p-PV1(P), se generard una nube
aleatoria N = {S1,So, .., S} pero ahora de subconjuntos de k puntos, es decir, de soluciones
factibles de nuestro problema. Por tanto:

Si ={pi = (=, 9}), ., 0p = (@yyp) i=1,...,m
La solucién que proporcionard la heurfstica se obtendrd realizando una bisqueda secuencial
de la configuracion S; € N tal que el drea conjunta iluminada en el interior de P, por sus k

puntos sea méxima.

Area(V(P,S;)) > Area(V(P,S;)) Vj#i i,j€{l,..,m} (8.5.12)
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Utilizando la funcién Genera-Nube descrita en la pédgina 121 para generar una nube de m
puntos, (en nuestro caso seran k), la funcién que generard la nube de configuraciones N la
podemos describir de la siguiente manera:

Funcion Generar-Configuraciones

ENTRADA: Un poligono P de n vértices, {v1,...,v,}, y dos nimeros enteros: m, (nmimero de
configuraciones), y k, (tamano de la configuracion).

SALIDA: Un conjunto N = {51, ..., S} de m conjuntos con k puntos interiores a P cada uno
de ellos.

[01] 1 «1;

02] N ={};

[03] do

[04] {S; < Generar — Nube(P, k);
[09] N — NUS;;

[10] i—i+41;

[11] twhile (i <=m);

[12] return N;

Como se mencioné en el Capitulo 7 el cardinal de la nube de configuraciones N juega un
papel fundametal en el resultado de la heuristica. En este sentido, se debe considerar un tamano
“razonable” para la nube N pues en otro caso el tiempo de respuesta de la heuristica seria
demasiado elevado, (para cada punto p; € S; j = 1,...,k, siendo S; € N una configuracién de
puntos, se debe calcular su poligono de visibilidad V (P, p;), calculando después la unién de estos
poligonos de visibilidad mediante el algoritmo de Weiler-Atherton descrito y triangulando dicho
poligono, (que pueden ser no conexo y con agujeros), para calcular su drea). Se ha considerado
que N tiene m elementos, es decir, m conjuntos de k puntos, con m = 50kn, siendo n el nimero
de vértices del poligono P. De esta forma tanto el nimero n de vértices del poligono P, como
el niumero k de luces buscadas, influyen en el cardinal de la nube de configuraciones. Debe
recordarse que para k = 1, es decir, para resolver el problema MaxA-p-Pv1(P), se considerd
m = 50n.

En forma de pseudocédigo el algoritmo RS propuesto para el problema MaxA-p-Pvk(P, k)
es el siguiente:

Algoritmo RS-MaxA-p-Pvk(P, k)
ENTRADA: Un poligono P de n vértices, {v1, ..., v, }.
SALIDA: Un conjunto S = {p1 = (x1,v1), ...,k = (T, yx)} de k luces-punto, cuyo drea conjunta
iluminada en P es maxima.
[01] &rea « 0;
[02] N < Generar_ Configuraciones(P,50kn,k);
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[03] for (S; € N)

[08] {Calcular el poligono de visibilidad union de p; € S; en P,V(P,S;);
[09] if (area < Area(V(P,S;))

[10] area — Area(V (P, S;));

[11] S« Si;

[12] }

[13] return S;

Presentamos en las Figuras 8.12 y 8.13 el resultado de aplicar RS al poligono de la Figura
8.9, con k =2y k = 3, con las nubes de puntos empleadas.
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Figura 8.12: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pvk(P, k) con RS k = 2 m = 1900

ALGORITMO RANDOM SEARCH RS m=1900 K=2:
* Poligono de visibilidad uni6on calculado

- Puntos de &rea méxima........ p1=(0.489831,0.597144)
p2=(0.691022,0.341987)
- Area maxima.................. 0.322462 81.6312%

Como se puede observar los resultados obtenidos son peores a los mostrados por simulated
annealing SA, cuya respuesta es incluso muy distinta en las coordenadas de uno de los puntos
solucién, (p3 = (0.6064423,0.557482) con SA y p3 = (0.715221,0.801295) con RS), para k = 3;
sin embargo el porcentaje iluminado es muy similar para ambas heuristicas, (92.22% en SA
y 91.79% con RS). Es importante destacar que para el problema MaxA-p-Pv1(P), es decir
para k = 1, RS tenfa mejor comportamiento que SA, tanto en tiempo de ejecucién, como en
porcentaje de drea iluminada, como se analizé en el capitulo anterior.
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Figura 8.13: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Pvk(P, k) con RS k =2 m = 1900

ALGORITMO RANDOM SEARCH RS m=2850 k=3:
* Poligono de visibilidad uni6n calculado
- Puntos de &rea méxima........ p1=(0.475843,0.593192)
p2=(0.798341,0.230712)
p3=(0.715221,0.801295)
- Area maxima.................. 0.36263 91.79853%

8.6 Test comparativos

Para realizar un estudio comparativo de las tres heuristicas expuestas se han aplicado, (igual que
se hizo en el capitulo anterior para el problema MaxA-p-Pv1(P)), sobre cuatro conjuntos de
50 poligonos con 50, 100, 150 y 200 vértices cada uno de ellos, considerando k£ = 3 y obteniendo
las medias de porcentaje de drea iluminada, tiempo empleado por la heuristica y nimero de
iteraciones. Los resultados obtenidos se presentan en las tres siguientes tablas:

» Resultados simulated annealing-SA

| Veértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones

50 88.4000 376.12 10156
100 62.4080 916.68 20381
150 51.7010 2012.33 30629
200 40.5849 4491.36 40897

Tabla 8.1: Resultados simulated annealing-SA k = 3




» Resultados algoritmos genéticos-GA.

Test comparativos

| Vértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones
50 85.0311 778.8 12278
100 56.2565 1835.2 14504
150 45.9120 3625.2 20602
200 33.6129 5429.8 33793

Tabla 8.2: Resultados algoritmos genéticos-GA k = 3

» Resultados random search-RS.

| Vértices | % Area visible | Tiempo en seg. | Iteraciones
50 88.4106 260.04 7500
100 58.6558 765.92 15000
150 47.7797 1598.40 22500
200 37.9243 3368.08 30000
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Tabla 8.3: Resultados random search-RS k =3

En la siguiente figura mostramos gréficamente los resultados de estas tres tablas. La coorde-
nada x representa el nimero de vértices de los poligonos entrada y la coordenada y el porcentaje
medio de drea conjunta iluminada por k = 3 luces en el interior de cada poligono, respecto a
su drea, es decir, el drea del poligono unidn de tres poligonos de wvisibilidad correspondientes a
puntos interiores al poligono.
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Figura 8.14: Resultados para SA Tp = n T; = -2 frente a RS y GA
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Como podemos apreciar SA obtiene mejores resultados tanto en drea iluminada, como en
tiempo de ejecucién y en nimero de iteraciones. Sin embargo, para un nimero pequeno de
vértices RS obtiene también resultados aceptables, aunque el nimero de iteraciones es superior

a SA.

Contraste de hipotesis

Para poder obtener conclusiones sobre los resultados obtenidos es necesarios que los datos pro-
ducidos con cada heuristica sean significativamente diferentes, es decir, que los porcentajes ilu-
minados en cada caso no sigan la misma distribucién. Por ello, se han realizado contrastes T,
(utilizando el software matematico MatLab), con un nivel de significacién del 95%, utilizando
los resultados obtenidos sobre los 50 poligonos de 50 vértices, cuyos medias se encuentran en las
primeras filas de las tablas anteriores. Las respuestas aportadas por los contrastes realizados se
presentan en la siguiente tabla, indicando con el signo ‘+’ si el contraste es significativo y con

‘~’ si no lo es:
| Algoritmo | Simulated annealing-SA | Algorit. genéticos-GA | Random Search-RS |
Simulated annealing-SA . + —
Algorit. genéticos-GA + . +
Random Search-RS — + °

Tabla 8.4: Tabla de contrastes realizados para los datos de poligonos con 50 vértices

Segun los resultados obtenidos, podemos concluir que RS y SA no obtiene resultados sig-
nificativamente diferentes para poligonos de 50 vértices. Debe observarse no obstante, que para
poligonos con mayor nimero de vértices el drea iluminada aplicando la segunda heuristica mejora
el obtenido por SA. En la siguiente tabla mostramos el resultado de los contrastes realizados
sobre los resultados de poligonos con 100 vértices.

| Algoritmo | Simulated annealing-SA | Algorit. genéticos-GA | Random Search-RS |
Simulated annealing-SA . + +
Algorit. genéticos-GA + ° +
Random Search-RS + + °

Tabla 8.5: Tabla de contrastes realizados para los datos de poligonos con 100 vértices

Para 150 y 200 vértices el contraste sigue siendo positivo.

Curvas de crecimiento

Presentamos en esta seccién a modo de ejemplo las curvas de crecimiento de los ejemplos de las
Figuras 8.8 para la heuristica SA y de la Figura 8.10 para la heuristica GA:

1. Las curvas de crecimiento relacionan la iteracién i — ésima del algoritmo con el valor de
la funcion objetivo en dicha iteracién. Mostramos en la Figura 8.15 esta curva para el
problema MaxA-p-Pvk(P, k), k = 2, aproximado con simulated annealing SA, tomando
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el poligono ejemplo de la Figura 8.8, (debe hacerse notar que para poder comparar mejor
el comportamiento de las heuristicas se han considerado un niimero similar de iteraciones
en todas ellas, aunque ya hemos estudiado anteriormente el nimero de iteraciones que
utiliza cada método para los pardmetros utilizados).
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Figura 8.15: Curva de crecimiento para el problema MaxA-p-Pvk(P, k) con SA k =2

Comparando esta grafica con la Figura 7.10, (curva de crecimiento de SA para k = 1),
observamos como cuando el nimero de luces aumenta las oscilaciones en la iteraciones
iniciales también aumentan. Esto es debido a que en este caso el valor de §, que representa
la diferencia de la funcidon de coste o funcidn fitness C' en una iteraciéon ¢ y en ¢ + 1,
converge mds lentamente. Ello produce que aumente la probabilidad de encontrar un valor
aleatorio uniforme U(0,1) tal que U(0,1) < e(%é) y por tanto la probabilidad de visitar
configuraciones desfavorables.

. En el caso de la heuristica GA para el mismo poligono inicial, mostramos dos curvas de
crecimiento, (Figura 8.16): la figura (a) representa en la coordenada x la generacién de GA
y en la coordenada y el porcentaje de area iluminada para cada generacién; la segunda
curva sin embargo, muestra en la coordenada z cada iteracién o llamada a la funcion
objetivo. Esta segunda curva nos permite establecer una comparativa més clara con la
curva de la Figura 8.15, obtenida para la heuristica simulated annealing-SA.

Podemos observar como la funcidn fitness o funcion objetivo a maximizar va aumentando
a medida que avanza el algoritmo genético, presentando intervalos en las que el drea de
zona iluminada permanece estable. Por tanto, los operadores disenados permiten tender a
la solucién aproximada del problema MaxA-p-Pvk(P, k). Ademés para GA la curva de
crecimiento no presenta las oscilaciones que manifiesta la curva de crecimiento para SA,
con lo cual serfa mas recomendable esta heurfstica si el nimero de iteraciones es bajo.
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Figura 8.16: Curvas de crecimiento para el problema MaxA-p-Pvk(P, k) con GA k =2

3. Para la tercera heuristica estudiada, random search-RS, la curva de crecimiento manifiesta
una convergencia més rdpida que las otras dos heuristicas estudiadas. Ademas el resultado

final mejora a la heuristica GA, lo que en media también se produce como hemos apreciado
en la Tabla 8.3.
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Figura 8.17: Curva de crecimiento para el problema MaxA-p-Pvk(P, k) con RS k = 2

La Figura 8.18 muestra las tres curvas de crecimiento conjuntamente. Como podemos
observar en este ejemplo concreto, los mejores resultados son los obtenidos por RS, aunque

su convergencia es mds lenta. Esta misma idea se observa en las tablas de datos expuestas
anterioremente.
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Figura 8.18: Comparativa de curvas de crecimiento para el problema MaxA-p-Pvk(P, k)

Sin embargo se necesita realizar un estudio detallado sobre un conjunto mas numeroso de
poligonos aleatorios para poder obtener conclusiones. En la Figura 8.19 mostramos las curvas
de crecimiento medio de poligonos con 100 vértices. Para obtener estas curvas se ha aplicado la
técnica binaria a 50 poligonos de 100 vértices, considerando k = 3 y obteniendo las curvas de
crecimiento para cada una de ellas. Finalmente se ha realizado la media iteracién a iteracién de
cada una de las curvas.
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Figura 8.19: Curvas de crecimiento medio para MaxA-p-Pvk(P,k) conn =100y k=3
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Asi, de la figura anterior y de las Tablas 8.1, 8.2 y 8.3, podemos determinar las siguientes
conclusiones:

e En general simulated annealing-SA obtiene mejores resultados para el problema MaxA-
p-Pvk(P, k), en porcentaje de drea iluminada.

e Una busqueda aleatoria o random search-RS, obtiene buenos resultados, aunque peores
que SA. Ademids la convergencia de esta técnica es rdpida con respecto a las otras dos
estudiadas. Segin los contrastes realizados SA y RS no son significativamente diferentes,
para poligonos con pocos vértices, (el contraste se ha realizado para los datos obtenidos
con 50 vértices).

e Los algoritmos genéticos-GA, obtienen en media peores resultados que RS y SA, ademds
la convergencia de GA es similar a RS y SA, respecto al mimero de iteraciones, pero el
tiempo medio de respuesta de la heuristica es mayor, es decir, la relacién tiempo/iteracion
€s mayor.

Una vez analizado el problema MaxA-p-Pvk(P, k), estamos ya en condiciones de aportar
una respuesta aproximada para MinN-p-PVK(P). Debe recordarse que este problema, que es
de naturalera N'P-dura [71], fué el que motivé este capitulo.

8.7 EI problema MinN-p-Pvk(P)

Formalmente el problema MinN-p-Pvk(P), lo hemos enunciado de la siguiente manera:

minimizacién del numero de luces punto que iluminan un poligono
MinN-p-Pvk(P):
ENTRADA: Un poligono P de n vértices.

PREGUNTA: ;Cuél es el mimero minimo K de luces punto necesarios para iluminar el poligono
P?

Proponemos dos estrategias para buscar el nimero minimo de luces que iluminan comple-
tamente el poligono P: una estretegia secuencial que partiendo de k = 1 aumentara su valor de
uno en uno hasta encontrar un k tal que el drea conjunta iluminada por las luces que propor-
cione MaxA-p-Pvk(P, k), sea igual al area de P y una estrategia binaria, que partiendo del
intervalo [1, L%H, ird dividiendo sucesivamente dicho intervalo en funcién del drea iluminada
por sus extremos, hasta encontrar un intervalo de la forma [a, a 4 1], proporcionando la solucién
a+ 1. Los detalles y los datos aportados por las experimentaciones realizadas se muestran en la
siguiente seccion.

8.7.1 Estrategia secuencial

Partiendo de k = 1, podemos ir aumentado dicho valor hasta encontrar k tal que el drea conjunta
iluminada por las k luces de méxima iluminacién aportadas por MaxA-p-PVK(P, k), sea tan
cercana como queramos al drea de P. En forma de pseudocddigo esta estrategia la podemos
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representa de la siguiente manera:

Algoritmo estrategia secuencial

ENTRADA: Un poligono P de n vértices, {v1, ..., v, }.
SALIDA: Un entero k, que representa al nimero minimo de luces que iluminan completamente
P.

01] & «O0;
03] AP < Area(P);
03] do

]
]
]
4 {k— k+1;
]
]
]

05 AS —Area MaxA-p-Pvk(P, k);
08 twhile (AS < AP);
10 return k;

8.7.2 Estrategia binaria

Si represetamos también con Area MaxA-p-Pvk(P, k), al area iluminada por lis k luces de
médxima iluminacién aportada por alguna de la heuristicas construidas para este problema, un
pseudocédigo que represente la estrategia secuencial se puede expresar de la siguiente manera:

Algoritmo estrategia binaria

ENTRADA: Un poligono P de n vértices, {v1, ..., v, }.
SALIDA: Un entero k, que representa al nimero minimo de luces que iluminan completamente
P.

[01] a«1;

[01] b — L%J ;

03] AP <« Area(P);

[03] do

[04]  {AS «Area MaxA-p-Pvk(P, |%2]);
08] if(AS < AP)

08] a— |5

[08] else

08] b [

[08] twhile (b#a+1);
[10] return b;

Los datos comparativos aportados por ambas estrategias para poligonos generados aleato-
riamente con nuestro generador aleatorio de poligonos RPG se muestran en la siguiente seccién:
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8.7.3 [Estudios comparativos

En la siguiente tabla mostramos el nimero de luces que se producen como solucién y el tiempo
utilizado por ambas estrategias para poligonos generados aleatoriamente con un nimero de
vértices comprendidos entre 10 y 100. Para las llamadas al problema MaxA-p-Pvk(P, k) se ha
utilizado la heuristica simulated annealing-SA, descrita en la Seccién 8.3 y que ha obtenido los
mejores resultados en los tests comparativos.

Veértices Secﬁléilegial Tiempo en Sseg. bfnugﬁfa Tiempo en seq.
10 2 32.0 2 18.0
20 3 99.0 3 77.0
30 3 118.0 3 199.0
40 4 353.0 4 991.0
50 7 1426.0 8 1839.0
60 9 2690.0 9 2565.0
70 11 3364.0 11 3321.0
80 15 4634.0 14 4167.0
90 19 5546.0 19 4987.0
100 23 7356.0 24 6285.0

Tabla 8.6: Comparativa de estrategias para MinN-p-Pvk(P)

De los datos de la Tabla 8.6 se deduce que la estrategia binaria es més recomendable a medida
que aumenta el nimero de vértices del poligono, ya que en este caso el tiempo empleado por dicha
estrategia es menor al empleado por la estrategia secuencial, siendo la solucién aportada por
ambas estrategias practicamente igual. Ademads se observa como el nimero de luces es siempre

inferior a L%J )

- Solucion media para
Vertices MinN-p-Pvk(P)
5 1.0000
10 1.2571
15 2.0000
20 2.5714
25 3.0857
30 4.2286
35 5.0857
40 5.9137
45 6.5423
50 7.2610

Tabla 8.7: Luces minimas medias para iluminar P

En la Tabla 8.7 mostramos la solucién media aportada por la estrategia binaria para poli-
gonos con un nimero de vértices entre 5 y 50 y multiplos de 5. Para cada nimero de vértices
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se ha aplicado la estrategia a un total de 50 poligonos generados aleatoriamente con nuestro
generador RP(G, obteniendo posteriormente la media de la respuesta de dicha estrategia para
MinN-p-Pvk(P).

Representamos estos datos en la Figura 8.20 (a). Dibujamos también la recta y = £, y el
ajuste por minimos cuadrados lineal que relaciona el niimero de vértices en la coordenada x, con
el nimero minimo de luces necesarias en media para iluminar un poligono con x vértices.

Homwr . rowran wwde A oy
-

Mrme rewa i

246 409
? " 1669 " 2576 . T _ 26 409
“1669" 2576

(a) (b)

Figura 8.20: Datos medios y su ajuste para el problema MinN-p-Pvk(P)

Como se puede comprobar en media el nimero minimo de luces que iluminan un poligono

P con n vértices es inferior a L%J, siendo el ajuste lineal que se obtiene

24 4
y 9 T _oisal (8.7.13)

Y= 1669" 2576 6.78 7

donde x representa el nimero de vértices de P. En la Figura 8.20 (b) representamos el ajuste
de datos obtenido y la curva y = Z. Podemos deducir que en media el mimero mfnimo de luces
que ilumina un poligono P con n vértices es aproximadamente 7.

8.8 Conclusiones y trabajos futuros

En este capitulo hemos presentado soluciones heuristicas para el problema de minimizacién del
nimero de luces que iluminan un poligono P con n vértices. Este problema los hemos denotado
con MinN-p-PvKk(P) y para solucionarlo se han estudiado dos posibles estrategias: secuencial
y binaria. Ambas estrategias necesitan el cdlculo del conjunto de k puntos interiores a P, tal
que el drea conjunta iluminada por estas k luces sea maxima. Este problema lo hemos denotado
con MaxA-p-Pvk(P, k) y se analizan tres método heuristico para su aproximacién: simulated
annealing-SA, algoritmos genéticos-GA 'y random search-RS.
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Se ha realizado también un estudio comparativo sobre la bondad de cada uno de los méto-
dos para el segundo problema y sobre cada una de las estrategias para el primero, utilizando
poligonos generados aleatoriamente con RPG. Finalmente se presentan los resultados de un
estudio experimental que muestra que en media el nimero minimo de luces que iluminan un
poligono completamente es aproximadamente %, siendo n el nimero de vértices del poligono.
Para la realizacién de todos estos andlisis se ha considerado que un poligono estd completamente
iluminado si lo estd en un 99% de su drea. De forma resumida presentamos en la siguiente tabla

las heuristicas presentadas, asi como los pardmetros utilizados en cada una de ellas.

Problema Estudiado Solucién Aportada Parametros

Aprox. _ Ty

Simulated Annealing-SA To=n T =g (FSA) Ty < 0.005
Aprox. Selec.: proporcional / Cruce: 1 punto

MaxA-p-PVK(P, k) Algoritmos Genéticos-GA p. = 0.8 p,, =0.05
Aprox. _
Random Search-RS m = 50kn
Estrat.
. Secuencial ,
MinN-p-Pvk(P) Fetrat seguin MaxA-p-Pvk(P, k)

Binaria

Tabla 8.8: Técnicas disefiadas par los problemas MaxA-p-Pvk(P, k) y MinN-p-Pvk(P)

Es importante notar que la estrategia del gradiente-GRAD presentada en el capitulo anterior
para solucionar el problema MaxA-p-Pv1(P), no se utiliza en este capitulo, pues puede suceder
como se muestra en la Figura 7.6 (b), que ni colocando luces en todos los puntos de convergencia
de focos situados en los vértices de P, podamos iluminarlo completamente.

Se puede considerar también un abanico amplio de problemas que pueden ser estudiados
en futuras investigaciones. En primer lugar se podria hacer un estudio mds exhaustivo de los
pardmetros de cada una de las heuristicas, probando por ejemplo otros operadores de cruce o
mutacion en los algoritmos genéticos o otros decrecimientos de temperatura en simulated annea-
ling. También serfa interesante la construccién de técnicas heuristicas similares a las presentadas
en este capitulo, pero donde el poligono inicial sea un poligono con agujeros o tomando varia-
ciones de la iluminacién cldsica como puesden ser las iluminacion de alcance limitado presentada
en el Capitulo 3, o la t—buena luminacion presentada en el Capitulo 4.

Igualmente se podria estudiar la relacién existente entre la descomposiciéon S de P y la
minimizacién de luces: jcolocando luces en los vértices de S iluminaremos completamente P?
Intutivamente la respuesta a esta pregunta parece ser afirmativa, aunque el coste computacional
de este método serfa demasiado elevado.



Capitulo 9

Maximizacion de la region de
\oronol

Dada una regién del plano R y un conjunto N de n puntos en ellas, podemos encontran una
subdivisién de dicha regién, asociando a cada punto del conjunto los puntos de la regién que se
encuentran mas cerca de dicho punto, que de cualquier otro del conjunto. Sabido es que dicha
subdivisién se denomina diagrama de Voronoi y que estd intrinsecamente relacionada con la
triangulacion de Delaunay [12].

Un problema para el que actualmente no se conocen cotas algoritmicas eficientes, (descono-
ciendo incluso si podria llegar a ser un problema N P-duro), es el problema de buscar un nuevo
punto ¢ en R, tal que la regién que se le asocie a q en el diagrama de Voronoi del conjunto
N U{q}, tenga drea méxima. Presentamos en este capitulo dos técnicas heuristicas que abordan
este problema. La primera de ellas es una técnica simulated annealing-SA y la segunda una
técnica de busqueda aleatoria o random search-R.S.

9.1 Introduccidon

Dentro de la Geometria Computacional una de la estructuras mas conocidas son los Diagramas de
Voronoi, [12]. Segin se ha mencionado anteriormente, si tenemos un conjunto N = {p1, pa, ..., pn}
de n puntos en un regién plana R, podemos asociar a cada punto p; € N, el conjunto de puntos de
R que estdn mds cerca de p; que de cualquier otro punto p; € N i # j. Esto permite obtener una
subdivisién de R que se denomina diagrama de Voronoi del conjunto N en Ry que denotaremos
con Vor(N, R). En la Figura 9.1 exponemos un ejemplo del diagrama de Voronoi de una nube
de 150 puntos en el cuadrado unidad.

Formalmente una region de Voronoi y un diagrama de Voronoi se pueden definir de la
siguiente manera:

Definicion 9.1.1 Dada una region R del plano euclideo y un conjunto N = {p1,p2,...,pn} de
n puntos en R, se define la region de Voronoi de un punto p; € N y se denota con Rv(p;, N, R)

193
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Figura 9.1: Una entrada para problema MaxA-p-Vor(N) con Card(N)= 150

como el conjunto de puntos de R que estdn mds cerca de p;, que de cualquier otro punto de N:
Ro(pi, N,R)={x € R / |pi— x| < |pj — | Vpj € N j #1i} (9.1.1)

Por tanto,el conjunto de regiones asociadas a todos y cada uno de los p; € N anteriores
constituyen el diagrama de Voronoi.

Definicion 9.1.2 Dada una regién R del plano euclideo y un conjunto N = {p1,p2,...,pn} den
puntos en R, el diagrama de Voronoi de N en R es el conjunto de todas las regiones de Voronosi

de puntos del conjunto N :
n

Vor(N,R) = |J Rv(pi, N, R) (9.1.2)

i=1
El problema que estudiamos en este capitulo de forma heuristica, es el de la bisqueda de un
nuevo punto g € R, tal que su region de Voronoi Rv(q, N U {q}, R) tenga drea méxima. Este
problema que denotaremos con MaxA-p-Vor(N), lo podemos enunciar de la siguiente manera:

maximizacion de la region de voronoi asociada a un nuevo punto
MaxA-p-Vor(N):

ENTRADA: El diagrama de Voronoi de un conjunto N = {p1,p2,...,pn} de n puntos en una
regién R del plano.

PREGUNTA: ;Cudl es el punto ¢ € R, tal que el drea de la region de Voronoi Rv(q, NU{q}, R),
que se asocia a q en el diagrama de Voronoi Vor(N U {q}, R) sea maxima?

Consideraremos en todo lo que sigue que R es el cuadrado unidad, es decir, es el cuadrado
de veértices {(0,0),(1,0),(1,1),(0,1)}. Asi, todos los diagramas de Voronoi construidos aleato-
riamente se encuentran restringidos a dicho cuadrado, por lo que realmente R es una regién fija
en los estudios de nuestras heuristicas.
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No existen muchas referencias sobre el problema MaxA-p-Vor(XN) en la bibliografia. Fun-
damentalmente ha sido referenciado en el contexto de juegos geométricos, donde cada jugador
podrd mover sus puntos o introducir nuevos puntos de tal forma que se maximice el drea de las
regiones de Voronoi de cada jugador; ver las descripciones de Okabe y otros [79], Cheong y otros
[22] y Ahn y otros [2]. Sin embargo, en ninguna de estas referencias se da un método explicito
para maximizar la regiéon de Voronoi de un nuevo punto. Sélo recientemente Dehne y otros [30],
han estudiado este problema para el caso concreto de que los vecinos del nuevo punto g estén
en posicién convexa, demostrando en este caso que existe un médximo local.

Siguiendo la misma linea de los dos 1ltimos capitulos estudiamos ahora dos técnicas heuris-
ticas que abordan el problema MaxA-p-Vor (V). La primera de ellas estd basada en la heuris-
tica simulated annealing-SA y la segunda sigue un mecanismo de bisqueda aleatoria o random
search-RS. Se ha realizado también un estudio comparativo de ambos métodos sobre conjuntos
de diagramas de Voronoi generados aleatoriamente, cuyos resultados se exponen en la Seccién
9.4.

e Simulated Annealing-SA: La entrada para el problema MaxA-p-Vor(NV) difiere sustan-
cialmente de los datos de entrada de los problemas tratados hasta ahora, ya que en este
caso el elemento de entrada es un diagrama de Voronoi de un conjunto N de puntos,
mientras que en los problemas tratados anteriormente siempre contdbamos con un poli-
gono cuya regién iluminada se deseaba maximizar de una u otra forma. Sin embargo, el
dato de salida de todos los problemas es un punto p = (z,y) del plano, que en el caso
que nos ocupa maximice el drea de su region de Voronoi, mientras que en los problemas
anteriores maximizaba su regién iluminada. Por tanto, debemos determinar los elementos
de la heuristica para el caso concreto del problema MaxA-p-Vor(N): funcién de coste
C, conjunto S de configuraciones, vecindad, estrategias de templado y temperatura ini-
cial. Como se muestra en la Seccién 9.2 se ha considerado, como se hizo para el problema
MaxA-p-PVvK(P, k), la mejor combinacién de los pardmetros temperatura inicial y dis-
minucidn de la temperatura, que se obtuvo en el andlisis realizado en el Capitulo 7 para el
problema MaxA-p-Pv1(P). Esta combinacion fue la analizada en el Caso 4 de la Seccién

7.6.1,donde Ty =ny Ty = 147_;’% (FSA), siendo n ahora el cardinal del conjunto N.

e Random Search-RS: Dado el diagrama de Voronoi de un conjunto NN de puntos, sobre
una regién R del plano, podemos realizar una bisqueda aleatoria sobre el conjunto de
puntos de R. El tamafio de la nube de puntos sobre la que se realiza la bisqueda jugara
un papel esencial en el método y que en nuestro caso estard relacionado con el cardinal del
conjunto N. En la Seccién 9.3 presentamos esta heuristica y en la Seccién 9.4 los resultados
comparativos respecto a SA. A pesar de la sencillez de RS comprobaremos como aunque
tiene una convergencia rapida, obtiene peores resultados en media que S A. Por tanto serd
itil cuando deseemos respuestas rdapidas, pero poco 6ptimas.

La realizacién de estudios experimentales con los métodos heuristicos que exponemos, nece-
sita de el cdlculo de diagramas de Voronoi de nubes de puntos aleatorios. Exponemos a conti-
nuacién de forma resumida el algoritmo incremental construido para el cdlculo del diagramas de
Voronoi, cuya implementacién se puede encontrar en el Apéndice B de listados.
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9.1.1 Algoritmo incremental para la construccién de un diagrama de Voronoi

Existen numerosos métodos para construir el diagrama de Vorono: de una nube de puntos y por
consiguiente su dual, la triangulacion de Delaunay. En este apartado tinicamente daremos los
detalles generales del algoritmo implementado para construir diagramas de Voronoi sobre nubes
de puntos aleatorios, que necesitaremos en nuestras experimentaciones.

El método incremental es uno de los mds importantes debido a su simplicidad. Este método
comienza con un diagrama de Voronoi simple, con un punto y lo modifica anadiendo otros puntos
uno a uno. En este proceso, cuando se aiade un nuevo punto p, se detecta en primer lugar la
region de Voronoi en la que se encuentra p, generada por el punto g. La inclusién de p en la
regién de g hace necesario el cdlculo del bisector entre estos dos puntos. Este bisector cortard en
dos puntos, w; y wy a la regién de q. Estos puntos serdn el origen para continuar construyendo
bisectores entre p y el resto de sus nuevos vecinos hasta completar un nuevo poligono convexo,
la nueva region de Voronoi de p.

Figura 9.2: Construccién de la regién de Voronoi de un nuevo punto p

Para que este algoritmo resulte realmente eficiente es preciso que la estructura de datos
que acompaiie al diagrama de Voronoi tenga informacién sobre las regiones adyacentes. De este
modo, una vez localizado un punto ¢ y construido el bisector, se puede pasar de una regién a su
contigua en tiempo constante.

La eleccion del algoritmo incremental ha sido debida a que la propia definicién del problema
MaxA-p-Vor(N) induce un proceso incremental al buscar un nuevo punto p tal que su region
de Voronoi, (la regién punteada en la figura anterior), dentro del diagrama de Voronoi que se da
como entrada, tenga drea maxima. Dicho drea serd el valor de la funcidn objetivo o funcidn de
coste a maximizar de forma aproximada por las heuristicas simulated annealing-SA y random
search-RS, cuyos elementos detallamos a continuacidn.

9.2 EI problema MaxA-p-Vor(XN) con simulated annealing-SA

Aunque la formulacién de MaxA-p-Vor(N) es diferente a los problemas estudiados en los
capitulos anteriores mediante simulated annealing-SA, el diseno de esta heuristica comparte
muchos de los elementos de configuracién disefiados para los problemas MaxA-p-PVv1(P) y
MaxA-p-Pvk(P, k). En el caso que nos ocupa la entrada del problema sera el diagrama de
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Voronoi de un conjunto N = {p1, p2, ..., pn } de puntos en el plano, como se muestra en la Figura
9.1 para un conjunto de 150 puntos. Asi, los elementos de la heuristica adaptados a nuestro
problema se pueden describir de la siguiente manera:

9.2.1 Adaptacion del problema

Segun se explicé en el Capitulo 1, si z € S es la configuracién inicial y T la temperatura en cada
iteracién, siendo Ty > 0 la temperatura inicial, el esquema general del simulated annealig, es el
siguiente:

[01] do

[02] {do

[03] {Genera solucion y € Vecindad(z) C S;
[04] Evalla 6 — C(z) — C(y);

[05] iIf(0<0)z—y

[06] else

07] if (6> 0)AU0,1) < elT)) 2 — y;
08] nen+1;

[09] twhile (n < N(T));

[10] Disminuir T;

[11] twhile (parada==false);

Por tanto, necesitamos detallar el conjunto S de configuraciones, la funcidon de coste C, el
criterio de vecindad, la configuracién inicial elegida y las estrategias de templado.

Conjunto S de configuraciones

El conjunto de configuraciones o soluciones factibles para MaxA-p-Vor(N) serdn todos los
puntos p = (x,y) que se encuentren en el interior de la regién R, ya que queremos maximizar el
area de la region de Voronoi Rv(p, N U{p}, R). En nuestro caso, dicha regién R es el cuadrado
de vértices {(0,0),(1,0),(1,1),(0,1)}. Asi, consideraremos que el conjunto de configuraciones es
infinito y que cada elemento, viene determinado por sus coordenadas (x,y) en el plano.

S={p1=(x1,11),p2 = (x2,92)s s Pn = (Tn:Yn), .-} (9.2.3)

Funcién de coste C:

La funcién de coste C' : S — R asignard a cada punto p; € S, (p; € R), un valor real igual al
area de la regidn de Voronoi de p; en el diagrama de Voronoi del conjunto de puntos N U {p},
siendo N el conjunto de entrada del problema MaxA-p-Vor(N). Como toda region de Voronoi
es convexa, el cédlculo de su drea es inmediato utilizando la triangulacién que se obtiene al unir
el punto p; con los vértices de la regién. Asi:

C(p;) = Area(Rv(p, N U{p}, R) (9.2.4)
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La vecindad elegida para cada elemento de la configuracién analizado serd la misma a la
utilizada en los capitulos anteriores para los problemas de iluminacién, teniendo en cuenta que
ahora cada elemento de S sélo debe verificar que pertenezca al interior de R.

Vecindad de cada configuracion:

La funcién de vecindad debe encontrar el punto p; = (z;,y;) a analizar tras p; = (x;,y;). Esta
funcién calcula las coordenadas del punto p} sumando a cada coordenada de p; un valor real que
sigue la distribucién N (0, 1).
! — i+ N(0,1) (9.2.5)
Para la obtencién de nimeros aleatorios que siguen la distribucién N (0, 1), se ha utilizado
también el método de Box-Muller [16], expuesto en la férmula 7.2.4. Ademds, como todas nues-
tras experimentaciones estdn realizadas sobre diagramas de Voronoi de puntos generados aleato-
riamente en el cuadrado unidad, es decir, en el cuadrado de vértices {(0,0), (1,0), (1,1),(0,1)},
si sumamos a cada coordenada del punto p; = (z;,y;) un valor que siga la distribucién N (0, 1),
el punto obtenido serd un punto exterior al a dicho cuadrado con una probabilidad alta. Asi,
una vez generados los valores normales estos han sido divididos por un factor de vecindad div,
(que ird aumentando con cada temperatura), con lo que el punto obtenido tiene una probabili-
dad mas alta de ser interior. Hemos considerado en nuestro algoritmo div = 10.0. En forma de
pseudocddigo la funcién que genera el vecino p; = (2}, y}) al punto p; = (x;,y;), tiene la siguiente
forma:

{ a:;:a:i—i-N(O,l)
/

Funcion Generar-Vecino

ENTRADA: Una regién R del plano, un punto p; = (x;,¥;) y un factor de vecindad div.
SALIDA: Un punto p; = (x}, ;) vecino de p; e interior a R.

[01] u; «rand()*1.0/RAND_MAX;

[02] wuy «rand()*1.0/RAND_MAX;

[03] do

[04] {n1 <Sqrt(-2.0*In(u1))*sin(2 * 7 x uz);
[05] ng «—SQre(-2.0*In(u;))*cos(2 « m * uz) ;
[06] T = x; + ni/div;

[07] yh =z + na/div;

[08] twhile (p, = (z},y.) exterior a R);

09]  div « div/0.9999;

[10] return p.;

La configuracién inicial y las estrategias de templado son simulares a las expuestas en el
Capitulo 7 para el problema MaxA-p-Pv1(P), teniendo en cuenta que como funciones de
templado se ha elegido la combinacién de temperatura inicial y funcién de disminucién que
mejores resultados proporcioné en este capitulo.
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Configuracién inicial:

Nuestra heuristica considera como configuracién inicial un punto pg interior a R, (para nosotros
el cuadrado unidad), que se considerard como primera solucién a analizar y en su caso a iterar.
La eleccién de este primer punto pg a estudiar se realiza de forma aleatoria, generando mediante
la funcién rand sus dos cooordenadas.

En forma de pseudocddigo la funcién que genera la configuracién inicial tiene la siguiente
forma:

Funcion Generar-Configuracion Inicial

ENTRADA: Una regién R del plano.
SALIDA: Un punto py = (zo, yo) interior a R.

[01] do

[02] {zo «rand()*1.0/RAND_MAX;

(03] yo <—rand()*1.0/RAND_MAX;

[04] twhile (po = (x0,y0) exterior a R);
[09] return pg;

Estrategias de templado y criterio de parada

Las estrategias de templado y el criterio de parada determinan en gran medida la convergencia
de la heuristica para cada problema. Se han considerado los mismos criterios de templado que los
elegidos para solucionar el problema MaxA-p-Pvk(P, k) en el capitulo anterior, pero adaptados
a nuestro problema. Asi, la temperatura inicial dependerd de la entrada de la heuristica, Ty = n,
siendo n el cardinal del conjunto de puntos N, del que se tiene el diagrama de Voronoi como
entrada de la heurfstica. Por otra parte, en cada iteracién se ha elegido una disminucién lineal
de la temperatura en funcién del nimero de iteraciones, es decir, T; = %, siendo N(T') = % la
funcién que determina este nimero de iteraciones para cada temperatura 7.

Sin embargo, en el problema MaxA-p-Vor (V) observamos una rapida convergencia de la
heurfstica hacia el valor éptimo, por lo que la condicién de parada considerada ha sido Ty <
0.025, siendo Ty < 0.005, la elegida en los capitulos anteriores. De forma esquemética exponemos

los criterios utilizados en la heuristica:

a Ty =n (n cardinal del conjunto V).

a T, = 11& (¢ nimero de iteracion).

a N(T) = .

o Tj < 0.025.

Exponemos en la Figura 9.3 un ejemplo del resultado obtenido por SA, tomando como
entrada de MaxA-p-Vor(N), el diagramd de Voronoi de 150 puntos de la Figura 9.1.
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Presentamos en la figura (a) el diagrama de Voronoi inicial, en la figura (b) la solucién
aportada por SA, en la figura (c) la nube de puntos analizada y el la figura (d) todos los
elementos. Como se puede observar la nube de puntos estudiada converge hacia la solucién
aportada por la heuristica.

(B 3 AMFh Ll bk ) USRS VWO AT Al DL =& 1L

(a) (b)

Al e VO T Al LR SET AL

(c) (d)
Figura 9.3: Un ejemplo de la aproximacion del problema MaxA-p-Vor(XN) con SA Card(N) = 150 Tpo = 150
T(k) =12 Ty =0.025 N(T) = £
ALGORITMO SIMULATED ANNEALING SA T0=150
* Region de Voronoi méxima calculada
- Punto de &rea maxima........ p=(0.292940,0.579075)
- Area maxima. ... ..oooooooo... 0.015227 1.5227%

Pasamos a continuacién a explicar los elementos de la heuristica random search-RS, que
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bédsicamente consistird en realizar una bisqueda aleatoria sobre el conjunto infinito de configu-
raciones factibles del problema.

9.3 El problema MaxA-p-Vor(N) con random search-RS

Proponemos en esta seccién una técnica heuristica de bisqueda aleatoria o random search-R.S,
sobre el conjunto de todos los puntos interiores a la regiéon R, (en las experimentaciones el
cuadrado unidad), donde se encuentra la nube de puntos N, cuyo diagrama de Voronoi es la
entrada de nuestro problema MaxA-p-Vor (V). Para ello se generard una nube 7' = {p1, ..., pm }
de m puntos interiores a la regién R ,a la que nos restringimos, realizando una bisqueda de
p; € T, tal que:

Area(Ru(p;, TU{p;}, R)) > Area(Rv(p;, TU {p;i},R)) Vji#i 4,je{l,...m}  (9.3.6)

Necesitaremos por tanto, un mecanismo para generar la nube de puntos 7. Este mecanismo,
que exponemos en forma de pseudocédigo en la siguiente funcién, es igual a la generacién de las
nubes aleatorias disefiadas en capitulos anteriores para las técnicas RS.

Funcion Generar-Nube

ENTRADA: Una regién poligonal plana R, y un entero m.
SALIDA: Un conjunto T' = {p1, ..., pm } de m puntos interiores a R.

[01] i —1;

02] T ={};

[03] do

[04] {do

[05] {z —rand()*1.0/RAND_MAX;
[06] y —rand()*1.0/RAND_MAX;
[07] twhile (p = (z,y) exterior a R);
[08] bi (ZL‘, y);

[09] T—TUp;;

[10] i—i+41;

[11] twhile (i <=m);

[12] return T';

Se ha considerado un tamano de nube aleatoria m = 50n, siendo n el cardinal del conjunto
de puntos N, que son entrada del problema. Con ello conseguimos que el tamano de T esté
relacionado con n, incrementando la busqueda cuando el diagrama de Voronoi de entrada sea
de mayor nimero de puntos. Evidentemente para cada punto p; € T, se debe calcular su regidn
de Voronoi Rv(p;, T U{pi}, R)), utilizando para ello un paso del algoritmo incremental para el
célculo de diagramas de Voronoi, presentado en la Seccién 9.1.1.
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Asi, el algoritmo RS propuesto lo podemos resumir de la siguiente manera:

Algoritmo RS-MaxA-p-Vor(N)

ENTRADA: Una regién poligonal plana R y una nube N = {p1, ..., p,} de puntos interiores..
SALIDA: Un punto p interior a R, tal que Rv(p, N U{p}, R) tenga drea maxima.

[01] area«< 0

[02] T < Generar Nube(R,50n);

[02] Calcular el diagrama de Voronoi Vor(N,R);

[03] for (p;eT)

[08] {Calcular la regién de Voronoi Ruv(p;, N U{p;},R);
[09] if (area < Area(Rv(p;, N U {p;}, R)))

[10] area — Area(Ru(p;, N U {p;}, R));

[11] P =D

(2]}

[13] return p;

Presentamos en la Figura 9.4 el resultado de aplicar RS al mismo conjunto de puntos N y
por tanto al mismo diagrama de Voronoi inicial utilizado en el ejemplo de la heuristica SA, en
la Figura 9.3.

CHaFiFdi 6 W0 LeRaihds T i Woees perem A

(a) (b)

Figura 9.4: Un ejemplo de la aproximacién del problema MaxA-p-Vor(XN) con RS m = 50 - 150 = 7500

ALGORITMO RANDOM SEARCH RS m=7500:
* Region de Voronoi maxima calculada
- Punto de area maxima........ p=(0.2938332,0.583819)
- Area maxima................. 0.015227 1.5227%
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En este ejemplo podemos comprobar como SA obtiene un resultado mejor que RS, aunque
muy parecido. Sin embargo, el esfuerzo en nimero de iteraciones de SA es mayor que RS,
ya que por ejemplo en este caso, RS utiliza 7500 iteraciones frente a las 6629 de SA. En el
siguiente apartado se exponen los resultados obtenidos por los tests comparativos realizados
sobre ambas heurfsticas, utilizando para ello un conjunto de diagramas de Voronoi generados
aleatoriamente. Se presentan también las curvas de crecimiento sobre ejemplos concretos y las
curvas de crecimiento medio sobre un conjunto de 50 diagramas de Voronoi aleatorios, pudiendo
comparar de este modo el rendimiento de cada heurfstica.

9.4 Test comparativos

Siguiendo la misma idea de los test comparativos realizados en los capitulos anteriores, pre-
sentamos en la Tabla 9.1 y en la Tabla 9.2 el resultado de aplicar simulated annealing-SA y
random search-RS, (con los pardmetros que se han indicado anteriormente), sobre diagramas
de Voronoi de 50, 100, 150 y 200 puntos generados aleatoriamente sobre el cuadrado unidad.
Para cada niumero de puntos han sido generados a su vez 50 diagramas diferentes, aplicandoles
ambas heuristicas y obteniendo el drea de la regidn de Voronoi del punto solucién, el tiempo de
respuesta del método y el nimero de iteraciones o llamadas a la funcidn fitness o funcion de
coste utilizadas. Los resultados medios obtenidos son los siguientes:

» Resultados simulated annealing-SA

| Puntos | % Area region Voronoi | Tiempo en seg. | Iteraciones

50 4.6257 5.28 2156
100 2.5271 31.84 4381
150 1.9191 96.4 6629
200 1.5203 218.58 8897

Tabla 9.1: Resultados simulated annealing-SA To =n T; = 22 (VFA)

1+4

» Resultados random search-RS.

| Puntos | % Area region Voronoi | Tiempo en seg. | Iteraciones

50 4.1845 5.96 2500
100 2.4519 35.64 5000
150 1.8676 111.36 7500
200 1.4709 246.92 10000

Tabla 9.2: Resultados random search-RS m = 50n

En la siguiente figura representamos graficamente los resultados de la dos tablas anteriores.
La coordenada x representa el nimero de puntos del diagrama de Voronoi de entrada, es decir,
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el cardinal del conjunto N y la coordenada y la media del porcentaje, (respecto al cuadrado
unidad R), de drea de la region de Voronoi del punto solucién aportado por cada heuristica para
MaxA-p-Vor(N).
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Figura 9.5: Resultados para SA Tp =n T; = +& frente a RS
Como podemos comprobar SA obtiene mejores resultados en todos los pardmetros: drea de
la region de Voronoi, tiempo de respuesta y nimero de iteraciones. Ademds, esta diferencia se
hace méds notable para un nimero pequeno de puntos del diagrama de Voronoi inicial.

Contraste de hipotesis

Observando la gréafica anterior, parece que el contraste podria ser negativo a medida que aumenta
el nimero de puntos n. Por ello, se han realizado contrastes T, (utilizando el software matemético
MatLab), con un nivel de significacién del 95%, utilizando los resultados obtenidos sobre los 50
diagramas de Voronoi de 200 puntos, cuyos medias se encuentran en las tltimas filas de las tablas
anteriores. Las respuestas aportadas por los contrastes realizados se presentan en la siguiente
tabla, indicando con el signo ‘+’ si el contraste es significativo y con ‘~’ si no lo es, y como
podemos apreciar los resultados obtenidos son significativamente diferentes.

| Heuristica | Simulated annealing-SA | Random Search-RS |
Simulated annealing-SA ° +
Random Search-RS + °

Tabla 9.3: Tabla de contrastes realizados

Para el resto de puntos analizados el contraste sigue siendo positivo. Presentamos a conti-
nuacion las curvas de crecimiento, es decir, las curvas que refleja las respuestas o aproximacion
de las heuristicas en cada iteracién, de tal forma que podamos obtener una comparativa méis
clara respecto a la rapidez de convergencia de cada método.
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Curvas de crecimiento

Las Figuras 9.6 y 9.7 muestran las curvas de crecimiento de SA y RS, aplicados al diagrama de
Voronot de la Figura 9.1, cuyas soluciones se presentan en las Figuras 9.3 y 9.4 respectivamente.
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Figura 9.6: Curva de crecimiento para el problema MaxA-p-Vor(N) con SA

La siguiente figura muestra la curva de crecimiento para RS, tomando el mismo nimero de
iteraciones que las utilizadas por SA..

ik

Foceniajs dms megian da wronal

Figura 9.7: Curva de crecimiento para el problema MaxA-p-Vor(XN) con RS

Podemos observar como RS converge més rdpidamente, aunque obtiene en media peores
resultados. Serd importante saber, sin embargo, si esta convergencia rapida que se observa en
RS para este ejemplo, serd una caracteristica de la heurfstica. Para comprobarlo se han relizado
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las medias, (iteracion a iteracion), de todas las curvas de crecimiento obtenidas al aplicar cada
una de las heuristicas sobre 50 diagramas de Voronoi generados aleatoriamente, de 100 puntos
cada uno de ellos, (los utilizados para obtener las tablas de resultados). Las curvas obtenidas se
representan en la siguiente figura:
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Figura 9.8: Curva de crecimiento medio para diagramas de Voronoi de 100 puntos

Como podemos observar la convergencia de RS es mds rapida que la aportada por SA, pero
sin embargo RS obtiene en media peores resultados. Por tanto, podemos obtener las siguientes
conclusiones respecto a la comparativa de las dos heuristicas:

e En general simulated annealing-SA obtiene mejores soluciones para el problema MaxA-p-
Vor(N) que random search-RS, tanto en édrea de la regidn de Voronoi del punto solucién,
como en tiempos de respuesta y en nimero de iteraciones.

e Con mayor nimero de iteraciones random search-RS obtiene peores medias en drea de
region de Voronoi del punto solucién que simulated annealing-SA.

e La heuristica random search-RS converge més rdpidamente que simulated annealing-SA
hacia la solucién, por tanto serd ttil cuando deseemos obtener una respuesta al problema
MaxA-p-Vor(N) en un mimero pequeno de iteraciones, aunque perdamos optimalidad
de la respuesta.

9.5 Conclusiones y trabajos futuros

Se han presentado en este capitulo soluciones heuristicas al problema de la bisqueda de un
punto p en una regién poligonal R, (en el estudio experimental el cuadrado unidad), tal que el
area de la region de Voronoi Rv(p, N U {p}, R) sea méxima, siendo N = {py, ..., pn} una nube
de puntos de la que se tiene su diagrama de Voronoi Vor(N, R) como entrada del problema. La
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primera de las heurfsticas sigue una técnica simulated annealing y la segunda un mecanismo de
bisqueda aleaotoria o random search. En media el primer método obtiene mejores resultados,
aunque la convergencia de una bisqueda aleatoria es mds rdapida. Este hecho es debido a que
S A realiza una biisqueda sobre conjuntos de puntos alejados del 6ptimo cuando la temperatura
es alta, (en las primeras iteraciones), pero posteriormente focaliza mejor la zona de busqueda,
obteniendo mejores respuestas medias.

Siguendo el mismo esquema de capitulos anteriores presentamos en la siguiente tabla los
problemas tratados y las soluciones aportadas:

Problema Estudiado Solucién Aportada Parametros
Aprox. T
. - To=n T, = £ (FSA) Ty <0.025
MaxA-p-Vor(N) Simulated Annealing-SA
Aprox.

Random Search-RS m = 50n

Tabla 9.4: Técnicas disefiadas para el problema MaxA-p-Vor ()

Queda pendiente como trabajo futuro el estudio del comportamiento de otras técnicas heuris-
ticas, como por ejemplo los algoritmos genéticos sobre el problema MaxA-p-Vor(N).

Por otra parte, siguiendo la misma idea de la superficie de dreas presentada en el Capitulo
7 para un poligono aleatorio P, podemos construir lo que llamaremos la superficie de Voronoi:
a cada punto p = (x,y) perteneciente a la regién R, donde tenemos el diagrama de Voronoi de

(a) (b)

Figura 9.9: Un ejemplo de superficie de Voronoi (a) y su planta (b)

una nube de puntos N, Vor(N, R), le asignaremos una coordenada z, cuyo valor serd igual al
area de la region de Voronoi Ru(p, N U{p}, R), generando una superficie que ilustra el drea de
dichas regiones para puntos introducidos en Vor(N, R). En la Figura 9.9 mostramos la vista
y la planta de una superficie de Voronoi, correspondiente a un diagrama de Voronoi de 25
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puntos aleatorios, incluyendo en la parte inferior de la superficie la solucién aportada por SA.
En la figura (a) podemos apreciar como la superficie se eleva alrededor del éptimo aportado
por la heuristica y en la figura (b), podemos intuir que las circunferencias que cincunscriben
a los tridngulos de la triangulacion de Delaunay asociada al diagrama de Voronoi, juegan un
papel importante en la solucién del problema MaxA-p-Vor(N). El estudio detallado de estas
superficies podria ser también motivo de futuras investigaciones.

Por otra parte, una ampliacién interesante de este problema que podra ser motivo de futuros
trabajos es la bisqueda no de un sélo punto, sino de k& puntos en un diagrama de Voronoi dado,
tal que la suma de las dreas de las regiones de Voronoi de estos k puntos se maxima. Una
posible solucién de esta variante podria utilizar técnicas greedy, (ver Capitulo 1), basadas en
las soluciones aportadas para MaxA-p-Vor(N) en cada punto.

Todas las implementaciones utilizadas en este capitulo, tanto para la generacién aleatoria
de diagramas de Voronoi, como las correspondientes a las heuristicas disenadas, se encuentran
en el Apéndice B de listados. Por motivos de espacio, no se ha incluido sin embargo, el cédigo
implementado para la obtencién de las superfices de Voronoi.



Apendice A

Sobre la Generacion Aleatoria de
Poligonos

La generacion aleatoria en experimentos computacionales es una faceta muy estudiada por los
investigadores. Realmente, el concepto aleatorio en una méquina se debe entende como pseu-
doaleatorio, ya que todo elemento generado por un ordenador contiene de alguna manera una
componente no aleatoria. En particular, la generacién de poligonos aleatorios es necesaria cuando
se desean contrastar algoritmos en los que dicho poligonos juegan un papel importante en la en-
trada del problema, como son las entradas de las heuristicas disenadas para solucionar nuestros
problemas MaxA-p-Pv1(P), MaxA-p-Pvk(P, k) y MinN-p-Pvk(P). Existen en la bibliogra-
fia numerosos estudios sobre este tema ([6, 38, 81]), que muestran diferentes técnicas de gene-
racién aleatoria de poligonos contrastando sus ventajas e inconveniente. Dado que para realizar
nuestras experimentaciones se necesita generar poligonos aleatoriamente se ha optado por elegir
un generador presentado por Auer y Held en [6], denominado “Steady Growth”, (“Crecimiento
Constante” ). Presentamos brevemente en este apéndice la lineas generales de este método de
generacion aleatoria de poligonos. Ademds, este generador que denotaremos con RPG, ha sido

implementado expresamente en esta memoria y su c¢édigo en lenguaje C se puede encontrar en
el Apéndice B.

El problema de la generacion aleatoria de poligonos es un problema importante cuando se
desea contrastar el consumo real de algoritmos que tienen como entrada un conjunto de poligonos
P.

Concretamente consideremos que tenemos un conjunto C' = {vy,...,v,} de n puntos en el
plano generados uniformente y queremos construir un poligono simple P cuyos vértices sean
los puntos de C. En este contexto el poligono P se podra generar con probabilidad 1/k si
existen k poligonos simples diferentes que puedan tener a C' como conjunto de vértices. En la
implementacion disenada en esta memoria el conjunto C' se genera utilizando la funcién rand()de
C+-+, perteneciente a stdlib.h, que genera aleatoriamente, (pseudoaleatoriamente), puntos con
distribucién uniforme. Ademds en nuestro caso el conjunto de puntos C' y por tanto el poligono

209
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P, estard generado siempre sobre el cuadrado unidad, es decir sobre el cuadrado de vértices

{(07 0)7 (17 0)7 (]" 1)7 (07 1)}'
En forma de pseudocddigo la funcién que produce el conjunto C' se puede expresar de la
siguiente manera:

Funcion Generar-Conjunto Inicial

ENTRADA: Un niimero entero positivo n.
SALIDA: Un conjunto C' = {vy,...,v,} de puntos uniformemente distribuidos en el cuadrado
unidad..

01] i« 1;

02]  C—{}

[03] while (i <=n)

[04]  {z «rand()*1.0/RAND_MAX;
[05] y —rand()*1.0/RAND_MAX;
[06)] vi — (2,9);

[07] C — CUu;

o8] }

[09] return C;

El método “Steady Growth” o de “Crecimiento Constante”, (por tanto nuestro generador
RPQ@), presentado por Auer es un método incremental que parte de un terna aleatoria de puntos
del conjunto C' y por tanto de un tridngulo, que no contiene a ningin otro punto del conjunto
en su interior. En cada iteracién ¢ con 1 <17 < n — 3, se construye un poligono P; que anade un
punto mds de C entre sus vértices. Dividimos el método en dos pasos: inicializacién y proceso.

1. Inicializacion Seleccionar aleatoriamente tres puntos si, sa, s3 € C, (es decir representan
tres puntos cualesquiera del conjunto no necesariamente los tres primeros), tal que ningin
otro punto de C' estd en CH({s1,s2,s3}), (CH(T) representa el cierre convero de un
conjunto de puntos T'). Llamemos C1 = C'\ {s1, 2,53} y P1 = CH({s1, $2,53}).

2. Proceso Para cada iteracién i con 1 <17 < n — 3, realizar las siguientes tareas:

(a) Tomar aleatoriamente un punto s; € C; tal que ningin punto de Cjy1 = C; \ {si},
estd contenido en CH (P;—1 U {s;}).

(b) Buscar una arista (vg,vg41) de P,—1 que sea completamente visible desde s;, reem-
plazéndola por las aristas (v, s;) y (8i, vk+1) para construir P;.

Es importante destacar que el punto s; € C; necesario en el Paso a siempre existe, pues es
suficiente tomar el punto més cercano a C' H(P;_1). No ocurre lo mismo en el Paso b, pues segin
se ilustra en la Figura A.1 puede darse el caso de que no existe ninguna arista de P que sea
completamente visible por el punto p.
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Figura A.1: El punto p no ve ninguna arista del poligono

Sin embargo, si p estd fuera de C'H(P) existe al menos una arista que es completamente
visible desde p. Esta propiedad se puede probar fdcilmente por induccién como se muestra en
[6]. EL procedimiento “Steady Growth” puede construir un poligono simple de n vértices en
tiempo O(n?), ya que en cada paso se deben computar el conjunto de aristas visibles, (esto
puede hacerse en tiempo lineal como probaron Joe and Simpson [63]).

Este Apéndice debe considerarse como un pequeno resumen del método de generacidn aleato-
ria de poligonos implementado en esta memoria para la obtencién de resultados sobre los métodos
heuristico disenados. Para el estudio méds detallado, tanto de “Steady Growth” como de otras
técnicas puede verse [6].
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Apeéendice B

Comentarios de Implementacion

Presentamos en este apéndice los c6digos en lenguaje C de las implementaciones realizadas para
el estudio de todas nuestras heuristicas. Exponemos en primer lugar los tipos, las estructuras de
datos y el cédigo de nuestro generador aleatorio de poligonos RPG, analizado en el Apéndice
B. A continuacién se presentan los cédigos de los métodos con la misma secuencialidad con la
que aparecen y se analizan en el transcurso de esta memoria. Es importante destacar que para
intentar reducir la extensién de este apéndice sélamente se incluyen los cédigos mas importantes
que determinan el seguimiento de la heuristicas, omitiendo las implementaciones de funciones
auxiliares o secundarias.

B.1 Introduccion

Respecto a las secciones en las que exponemos los cédigos que solucionan nuestos problemas, se
presentan los cédigos de todas las heuristicas implementadas para cada problema. Ademés se
presentan también los cédigos realizados para la obtencién de datos o resultados sobre conjuntos
aleatorios de poligonos, que nos han permitido obtener las conclusiones de los estudios expe-
rimentales expuestos en los capitulos anteriores. Finalmente se presentan también los ficheros
-m realizados con el software MatLab, que permitan visualizar de forma gréfica todos los datos
y resultados de nuestros métodos, tales como poligonos, puntos, zonas visibles, etc.. Todos los
c6digos y programas ejecutables se encuentran en el CD-ROM adjunto a esta memoria.

En forma esquemadtica los cédigos de este apéndice se presentan con la siguiente secuencial-
idad.

1. B.2: Estructuras, tipos de datos y prototipos de funcién.
2. B.3: Generardor aleatorio de poligonos RPG, segin lo descrito en el Apéndice B.

3. B.4: Métodos aproximados para el problema MaxA-p-Pv1(P).

e Implementaciones basadas en la heuristica simulated annealing-SA.
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e Implementaciones para la heuristica random search-R.S.

e Implementaciones para la heuristica gradiente-GRAD.

e Implementaciones para el estudio de la descomposicién S de un poligono P.
e Coédigos para obtener datos sobre el problema PorA-p-Pv1(P).

e (Cdbdigo para la construccion de la superficie de dreas de un poligono.
4. B.5: Implementaciones relacionadas con MaxA-p-Pvk(P, k).

e Unién de poligonos de visibilidad.
e Implementaciones basadas en la heuristica simulated annealing-SA.
e Implementaciones con algoritmos genéticos-AG.

e Implementaciones para la heuristica random search-RS.

5. B.6: Cédigos relacionados con el problema MinN-p-Pvk(P).

6. B.7: Implementaciones para MaxA-p-Vor(N).

e Tipos de datos adicionales.
e Construccién del diagrama de Voronoi.
e Métodos aproximados para el problema MaxA-p-Vor(N).

— Implementaciones basadas en simulated annealing-SA.

— Implementaciones con random search-R.S.

7. B.8: Funciones de célculos generales y programa principal.

8. B.9: Subrutinas de visualizacién de datos con MatLab

B.2 Estructuras y tipos de datos

Presentamos a continuacién en forma de cédigo los tipos de datos necesarios en nuestras imple-
mentaciones. Estos tipos recogen todos los tipos de datos que permiten el manejo de nuestros
problemas. Entre los mds importantes podemos destacar: puntos, segmentos, poligonos simples
y poligonos con agujeros.

Tipos de datos

Los tipos de datos se exponen de la misma manera que se encuentran en el cédigo fuente. Se
ha intentado que el nombre de todas las estructuras de datos sean lo suficientemente explicitos
para que se identifique al elemento geométrico que representa.



Estructuras y tipos de datos

typedef struct s
{double x;
double y;
char tipo;
}punto;

Ahora_definimos dos listas enlazadas de puntos. Este tipo de datos nos permitirad definir
un poligono como una lista de puntos. En nuestro caso un poligono sera una lista de pun-
tos ordenados en sentido antihorario.

struct lista_elementos
{punto p; _ )
struct lista_elementos *sig;
struct lista_elementos *ant;

typedef struct lista_elementos lista;

imos ahora_el tipo ?Qligono con agujeros. Sera necesario para la implementacion del
algoritmo de unidn de poligonos de Wernler-Atherton. Un poligono_en general se considera
una lista de nodos. Cada nodo sera un poligono con un tipo asociado. El tipo de un nodo
podra ser “P”, (principal), 6 *A”, (agujeros). Realmente se entiende un poligono como un
conjunto de poligonos principales tal que cada uno puede tener o no agujeros.

_______________________________________________________________________________________ */
typedef struct
{char tipo; //El tipo podra ser agujero “A” o prinipal “P’
lista *puntos;
}nodo;
struct lista elementos3 = _
{nodo dat; /7poligono principal
struct lista_elementos3 *sig; //agujeros
}
typedef struct lista_elementos3 poligono;
Generalizamos también el concepto de individuo. Un individuok es una lista de k puntos.
_______________________________________________________________________________________ */

typedef lista individuok;
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Incluimos a continuacién los prototipos de funcién de las subrutinas y funciones mads im-
portantes. Algunas de las funciones que se implementan en el cédigo no necesitan su prototipo

debido al orden en que aparecen implementadas, por lo que se omiten en este listado.

double vectorial(punto pl,punto p2,punto p3);

bool cortan(punto pl,punto p2, punto p3, punto p4);

bool verificar(punto pu,lista *pol, lista *au,unsigned long int a,unsigned long int b);
void creapoligono(lista *polig,unsigned long int n);

bool Es_Ordenada_vertice(punto punt,lista *polig);

int cortes(punto punt, lista *polig);

void creanube(lista *nube, lista *polig,unsigned long int n);
void ver(lista *p);

void Conjunto_Inicial(lista *polig, unsigned long int n);
void Calcular_triangulo(lista *conjunto, lista *triang);
double angulo(punto pl,punto p2, punto p3, punto p4);

lista *Cierre_Convexo(lista *conjunto, lista *micierre);

int Dentro(lista *poligono, lista *quedan);

int cortes_bis(punto p,punto g, lista *poligono);

bool Iguales(punto pl, punto p2);
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bool Pertenece(punto p,lista *polig);

void RPG(lista *poligono, lista *conjunto);

void RPG_MONOTONO(lista *poligono, lista *conjunto);

long int longitud(lista *poligono);

bool es_oreja(punto pl, punto p2, punto p3,lista *poligono);

double area(punto pl,punto p2, punto p3);

double area_poligono(lista *poligono);

double modulo(punto p, punto q);

bool cortanrectas(punto rl,punto r2,punto ql, punto g2, double *x,double *y);

lista *calpolvisi(punto p, lista *poligono, lista *polvisi);

double areapolvisi(punto p,lista *poligono);

void Menul(int *op);

void Menu2(int *op);

void Menu3(int *op);

lista *MaxDet_PV1(lista *nube, lista *poligono,lista *polvisi,punto *p, double *a,double ar);

punto generapunto(lista *polig);

lista *MaxRsSV_PV1(double tpi,double dt,lista *poligono, lista *polvisi,punto *p,double *a,double ar);

void elegirl(lista *hormigas, listah *mishormigas, lista *poligono,double cir,punto *h,double *fh);

void elegir2(lista *hormigas, listah *mishormigas, lista *poligono,double cir,punto *h,double *fh);

void elegir3(lista *hormigas, listah *mishormigas, lista *poligono,double cir,punto *h,double *fh);

void actualizarferomona(listah *mishormigas,punto h,double fh,double red);

lista *MaxAnts_PV1(unsigned long antsini,unsigned long int ants,unsigned long int iter,double red,
double cir,lista*poligono, lista *polvisi,punto *p,double *a,double ar);

bool punto_int(punto p, lista *poligono);

bool Incluido(lista *poll, lista *pol2);

lista *Anadir(lista *1,punto p);

lista *InSeg(punto pl,punto p2,lista *tri);

lista *unelistas(lista *I1,lista *12); .

bool VerticesDentro(lista *tril,lista *tri2);

double area_poligonobis(lista *poligono);

double ArealnterPolPol(punto pl,lista *polvisil,punto p2,lista *polvisi2);

void Resultados_MaxDet PV1(void);

bool Poli_Correcto(lista *poligono);

lista *Limpiar(lista *polig);

lista *lista_cortes_total (lista *solu, lista *poligonol, lista *poligono2);

double area_poligonoagujeros(poligono *polig);

lista *desbrozar (lista *polig);

lista* contrastar(lista *11,lista*12,char c);

lista *eliminar(punto p,lista *I);

bool valido(punto p,lista *previa,lista *polig);

poligono *LimpiarSolucionRS(poligono *polvisi,lista *polig,lista *ps,double a,double *area);

Segun se muestra en el Apéndice B sobre la generacién aleatoria de poligonos, ninguno de los
métodos es totalmente aleatorio, ya que la aleatoriedad real se transforma en pseudoaleatoriedad
cuando hablamos de codificacién. Presentamos en el siguiente punto el cédigo implementado para
nuestro generador aleatorio de poligonos RPG. Como este generador precisa de otros algoritmos
tales como el célculo del cierre convexo, (CH), se detallan también las implementaciones de los
algoritmos en cada caso.

B.3 Generador aleatorio de poligonos RPG

El algoritmo elegido para el calculo del cierre convexo, (CH), ha sido Scan de Graham, (ver [82]),
debido a su eficiencia y rapidez de célculo, (su complejidad es O(nlogn), siendo n el nimero de
puntos). La implementacién construida para este algoritmo es la siguiente:

Cierre convexo, (CH)

En el propio cédigo se explican con comentarios cada uno de los pasos seguidos.
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lista *Cierre_Convexo(lista *conjunto, lista *micierre)
{lista *aux,*ymin,*auxl;
double angulos[Tamcierre];
punto cierre[Tamcierre];
double ang,temp;
punto pi, p2 p3;
int i,n,m;
i=0;
aux=conjunto;
while(aux!=NULL)
{cierre[i]=aux->p;

aux=aux->sig;
++i ]

}

aux=conjunto;
pl.x=(conjunto->p.x+conjunto->sig->p.x+conjunto->sig->sig->p.x)/3;
p%.yzgconjunto—>p.y+conjunto—>sig—>p.y+conjunto—>sig—>sig—>p.y)/3;
pz-Xx=1;

p2.y=pl.y;

aux =conjunto;
whlie(auxl-NULL)
{ang=angulo(pl,p2,pl,aux->p);

if(aux->p.y<pl.y)
?ngulos[l] (2*pi)-ang;

//Copiamos la lista en el cierre

//Elegimos un punto como el baricentro formado por los tres primeros puntos

//Construimos el vector de angulos

e
angulos[i]=ang;
if(aux->sig!=NULL) ++i;
aux=aux->sig;

}

//0rdenamos el cierre y el vector de angulos de menor a mayor

wh||e£n<|)

{m=n+ B

whlle(m<—

{if(angulos[m]<angulos[n])
{temp=angulos[n];
angulos[n]=angulos[m];
angulos[m]=temp;
p3=cierre[n];
cierre n =cierre[m];
cierre[m]=p3;
FH+m;

}Hn;

//Lo guardamos en una lista circular
micierre->p.x=cierre[0].x
micierre->p.y=cierre[0]. y,

n=1;
aux=micierre;
while(n<=i)

{aux->sig=(lista*)mal loc(sizeof(lista));
aux=aux->sig;
aux->p=cierre[n];
++n;
aux->sig=micierre;
0 //Buscamos la ordenada minima
n=0;
aux=micierre;
ymin=micierre;
while (n<=i) )
{if(aux->p.y<ymin->p.y)
ymin=aux;
aux=aux->sig;
++n;

%ux:ymin;
otra //Vamos recorriendo con productos vectoriales
ra
whlle(vectorlal(aux >sig->p,aux->p,aux->sig->sig->p)>=0.0)
{auxl=aux->sig;
aux->sig=aux->sig->sig;
free(auxl);}
aux=aux->sig;
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aux->ant=ymin;
while(aux!=ymin)
{if(vectorial (aux->sig->p,aux->p,aux->sig->sig->p)<0.0)
{auxl=aux; _
aux=aux->sig;
aux->ant=auxl;

else )
{auxl=aux->sig; _ }
aux->sig=aux->sig->sig;
free(auxl);
aux=aux->ant;

if (aux==ymin)

goto Otravez;

}
aux=ymin->sig;
while(aux!=ymin)
{auxl=aux; _

aux=aux->sig;

%gx1—>sig:NyLL;
micierre=ymin;
return(micierre);

} //fin Cierre_Convexo

La codificacién del generador aleatorio de poligonos junto con todas las funciones auxiliares
necesarias se presenta a continuacién. Este generador ha sido utilizado para la realizacién de
todas las experimentaciones sobre poligonos en nuestras heuristicas. Como se puede observar en
la codificacién se ha intentado buscar la mayor aleatoriedad posible. En este sentido la semilla de
generacion aleatoria producida por la funcién srand() del lenguaje C++, se ha hecho depender
de una funcién que depende del tiempo de compuatadora.

Generador aleatorio de poligonos RPG

Como se mencioné en el Apéndice B se ha implementado para nuestros estudios un generador
aleatorio de poligonos, (RPG), basado en los estudios que Auer y Held presentaron en 1996, [6].
Se incluye, ademsés de la codificacién de nuestro generador, las implementaciones de todas las
funciones auxiliares a éste, indicando al inicio de las mds importantes un comentario sobre su
funcion.

Disefiamos una primera funcidn que genera una nube de puntos en nuestro cuadrado unidad,

es decir, el cuadrado de vértice (0,0},(1,0),81,1) y (0,1). La nube se mantiene mediante
una lista_enlazada. El conjunto inicial generado se_guarda ademas en un fichero de datos
para su visualizacion posterior con los correspondientes programas de MatLab, expuestos
en la Seccidn B.9 de la pégina 285.

void Conjunto_Inicial(lista *polig, unsigned long int n)
{unsigned long int i;
lista *aux;
punto punt;
FILE *conjunto; //Creo un fichero de texto para guardar el poligono

conjunto=fopen(“ “c:\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\conjunto.txt””, ““w+””);

//se genera un punto
punt_x=(1.0*rand())/(RAND_MAX);
punt.y=(1.0*rand())/(RAND_MAX);

//se guarda en la lista y en el fichero de datos
polig->p.x=punt.x;
polig->p.y=punt.y;
polig->p.tipo=“v”;
fprintf(conjunto, “ “%f %f\n””,punt.x,punt.y);
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aux=polig;

punt.x=(1.0*rand())/(RAND_MAX); //se genera un punto
punt.y=(1.0*rand())/(RAND_MAX); //se guarda en la lista
aux->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));

aux=aux->sig;

aux->p.x=punt.x;

aux->p.y=punt.y;

aux->p.tipo=°v’;

fprintf(conjunto, “ “%Ff %f\n””,punt.x,punt.y);
punt.x=(1.0*rand())/(RAND_MAX); //se genera un punto
punt.y=(1.0*rand())/(RAND_MAX); //se guarda en la lista
aux->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));

aux=aux->sig;

aux->p.x=punt.x;

aux->p.y=punt.y;

aux->sig=NULL;

fprintf(conjunto, “ “%f %f\n””,punt.x,punt.y);

//ya tenemos generados los tres primeros puntos.
//todo poligono tiene como minimo 3 vértices

1=4;
while(i<=n)
{punt.x=(1:0*rand())/ (RAND_MAX);
punt.y=(1.0*rand())/(RAND_MAX);
if(i==n
{an—>sig:(!ista*)malIoc(sizeof(lista));
aux=aux->sig;
aux->p.x=punt.x;
aux->p.y=punt.y;
aux->sig=NULL;
fprintf(conjunto, “ “%f %f\n””,punt.x,punt.y);

//se guarda el punto en el fichero

else
{aux->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
aux=aux->sig;

aux->p.x=punt.x;

aux->p.y=punt.y;

fprintf(conjunto, “ “%f %f\n””,punt.x,punt.y);

//se guarda el punto en el fichero
FH+i;

fclose(conjunto);
}/*fin Conjunto_Inicial*/

Buscamos el triangulo inicial vacio de puntos,que nos permita comenzar_la generacion. Los
vértices de este triangulo no pueden estar alineados y deben estar orientados en sentido
positivo para conseguir que el poligono generado P tenga este mismo sentido.

void Calcular_triangulo(lista *conjunto, lista *triang)
{lista *auxl, *aux2, *aux3,*punto;
int cor;
bool fin=false;
auxl=conjunto;
while((aux1!=NULL)&&(Fin==false))
{aux2=aux1->sig;
while((aux2!=NULL)&&(Fin==Ffalse))
{aux3=aux2->sig;
whiIe((aux@!:NULL%&&(fin:zfalse))
{if(vectorial (auxl->p,aux2->p,aux3->p)1=0)
{if(vectorial (auxl->p,aux2->p,aux3->p)>0)
{triang->p=aux1l->p;
triang->sig=(lista*) malloc(sizeof(lista));
triang->sig->p=auxZ->p;
triang->sig->sig=(lista*) malloc(sizeof(lista));
triang->sig->sig->p=aux3->p;
triang->sig->sig->sig=NULL;

//Vamos estudiando todos los trios de punteros posibles

else

{triang->p=aux1l->p;

triang->sig=(lista*) malloc(sizeof(lista));
triang->sig->p=aux3->p;
triang->sig->sig=(lista*) malloc(sizeof(lista));
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triang->sig->sig->p=aux2->p;

trian8—>si8—>si8—>gig=NULL?
%untozconjunto;

or=0-

cor=0;
while((punto!=NULL))
{if(((punto->p.x'=auxl->p.x)||(punto->p.y!=auxl->p.y))&&((punto->p.xI=aux2->p.x)||
(punto->p.y!'=aux2->p.y))&&((punto->p.x1=aux3->p.x)||(punto->p.y=aux3->p.y)))
cor=cor+cortes(punto->p,triang);
punto=punto->sig;

1
1f(cor==0
f§n=true?
}//del if
aux3=aux3->sig;
gux2=aux2—>sig;
guxlzauxl—>sig;
};*fin Conjunto_lInicial*/

La siguiente funcién calculara el angulo que forman dos vectores. Los vectores vendran
dados por los puntos que determinan sus extremos.

double angulo (punto pl,punto p2, punto p3, punto p4)

{double u[2];
double v[2];
double mI,m2;
u[0]=p2.x-pl.x;
u[1]=p2.y-pl.y;
v[0]=p4.x-p3.x;
v[1]=p4.y-p3.y;

//Mbédulos

ml=sqrt((u[0]*u[0])+(ul1]*ul1])):
m2=sqrt((v[01*v[0])+(v[1]*V[1]));
return(acos( (Q[OT*v[O])+([1]*v[1]))/(m1*m2)));

Ahora iremos afiadiendo incrementalemente puntos siguiendo el mecanismo RPG. Utilizaremos
el algoritmo de cierres convexo, (CH), anterior. La siguiente funcién nos da como salida
la cantidad de puntos pertenecientes a una lista quedan hay dentro de un poligono.

int Dentro (lista *poligono, lista *quedan)
{int i=0;
lista *aux;
aux=quedan;
while(aux!=NULL) ; a
{if(fmod(cortes(aux->p,poligono),2.0)1=0.0) ++i;
aux=aux->sig;

rgturn(i);

Necesitamos conocer el nimero de cortes que tiene un segmento con un poligono. Esto sera
realizado por la funci6n cortes_bis.

int cortes_bis(punto p,punto g,lista *poligono)
{int i=0; lista *aux;
aux=poligono;
i1f(aux!=NULL)
{while(aux->sig!=NULL)
{if(cortan(p.qg,aux->p,aux->sig->p)==true)++i;
aux=aux->sig;

%f(cortan(p,q,aux—>p,poligono—>p)==true)++i;

return(i);
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bool lIguales (punto pl, punto p2)
{if((long double(fabs(pl.x-p2.x)<=0.00001))&&long double((fabs(pl.y-p2.y)<=0.00001)))
Feturn(true)
e

return(false);

bool listaslguales(lista *I1,lista *12)
{lista_ *auxl,*auxz;
int fin
fin=0;
aux1=i1;
aux2=12
|f(Iong|tud(I1)l longitud(12))
return(fals a
whlle((auxll ULL)&&(Fin==0)
if(lguales(auxl->p,aux2->p)==true)
{auxl=auxl->sig;
aux2=aux2->sig;

else

_fin=1;

if(fin==0)
return(true);

else
return(false);

Vamos a disefiar una funcién que nos diga si un punto ve los dos extremos de un segmento
sin cortar al resto de lados del poligono. Esta funcion serd fundamental en el mecanismo
incremental que implementamos.

bool ve(punto pl, punto p2, punto p3, lista *poligono)
{lista *triangulo,*aux;
int d; ) B L
//Construimos el triangulo inicial

trlangulo-(llsta*) malloc(sizeof(lista));
triangulo->p=p2;

triangulo->sig= (Ilsta*) malloc(sizeof(lista));
triangulo->sig->p=pl;

triangulo->sig->sig= (Ilsta*) malloc(sizeof(lista));
triangulo->sig->sig->p=p3;
triangulo->sig->sig->sig= =NULL ;

//Vamos a contar los puntos del poligono que no sean ni p2 ni p3 y que estén
//dentro del triangulo. La funcion Limpiar libera la memoria dinamica.

aux=poligono;

whllegaux' =NULL)

{if((Tguales(aux->p,p2)==false)&&(lguales(aux->p,p3)==Ffalse))
if(fmod(cortes(aux->p,triangulo),2.0)!=0.0)++d;
aux=aux->sig;

%f((d=:0)&&(cortes_bis(pl,p2,p0|igono)::Z)&&(cortes_bis(pl,p3,poligono)==2))
return(true)

e
return false);
triangufo=Limpiar(triangulo);

}

bool Pertenece(punto p,lista *polig)
{lista *aux;
int i1=0;
aux=polig;
while (aux!=NULL) )
{if(lguales(aux->p,p)==true) ++i;
aux=aux->sig;

}
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if(i!=0)
return(true);
els

e
return(false);

Ya estamos en condiciones de disefiar nuestro generador aleatorio de poligonos basado en
la teoria expuesta en el Apéndice B.

void RPG(lista *poligono, lista *conjunto)
{lista *aux,*cierreaux,*auxl,*aux2;
bool seguir;
FILE *poligon;
//Generamos el triangulo inicial
Calcular_triangulo(conjunto,poligono);
//Si la longitud del conjunto es 3 finalizamos.
if (longitud(conjunto)==3)
goto fin; //si no seguimos
) //Quitamos los tres elementos del conjunto
aux=conjunto;
while(Pertenece(aux->p,poligono)==true)
{auxl=aux; //Miramos al principio
aux=aux->sig;
conjunto=aux;
auxl->sig=NULL;
auxl=Limpiar(auxl);

b }
auxl=aux; _
aux=aux->sig;
while(aux!=NULL) }
{if(Pertenece(aux->p,poligono)==true)
{aux2=aux; //Seguimos hasta el final
auxl->sig=aux->sig;
aux=auxl;
aux2->si1g=NULL;
aux2=Limpiar(aux2);
aux=aux->sig;

else
{auxl=aux; _
aux=aux->sig;

}

|n§cio:time(NULLa;
while(conjunto!=NULL)
{aux=conjunto;
: } } //Tomo un punto
conjunto=conjunto->sig;
) //Lo quito del conjunto
aux->sig=NULL;
) //Lo afnado al poligono
aux2=poligono;
while(aux2->sig!=NULL) aux2=aux2->sig;
aux2->sig=aux;

//Calculo el cierre del nuevo poligono
cierreaux=(|istat? malloc(sizeof(lista));
cierreaux->sig=NULL;

cierreaux=Cierre_Convexo(poligono,cierreaux);

Quito el punto del poligono mirando los elementos del
conjunto dentro del cierre convexo. Por otra parte si
dentro_del conjunto no hay ningun punto perteneciente
al conjunto restante se anade el punto al poligono.

aux2=poligono;

While(aux2—>siE!:aux) aux2=aux2->sig;
aux2->sig=NULL;

if(Dentro(cierreaux,conjunto)==0)

{aux2=poligono;

seguir=true;

while((aux2->sig!=NULL)&&(seguir))
{if(ve(aux->p,aux2->p,aux2->sig->p,poligono)==true)
sequir=false;
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else }
aux2=aux2->sig;

%f(aux2—>sig!=NULL)
{aux->sig=aux2->sig;
aux2->sig=aux;

else :
aux2->sig=aux;

else )
{aux2=conjunto;
while(aux2->sig!=NULL)
aux2=aux2->sig;
aux2->sig=aux;
//Limpiamos memoria
cierreaux=Limpiar(cierreaux);
} /*Fin while*/

fin: //Guardamos datos para si visualizacion con MatLab
aux=poligono;

poligon=fopen(““c:\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\poligono.txt””,““w+””);
while(aux!=NULL)
{fprintf(poligon, “ “%1f %IF\n””,aux->p.x,aux->p.y);

aux=aux->sig;

%close(poligon);
} /*Fin RPG*/

Generador aleatorio de una clase de poligonos mondétonos

Como se puede observar en la Seccién 7.6, algunas de nuestras experimentaciones se basan en
una clase particular de poligonos monétonos. Presentamos a continuacién la implementacién de
un generador para este tipo de poligonos.

El mecanismo de constuccién de nuestros poligonos moénotonos_es el siguiente: ordenamos
los puntos por su abcisa, tomando después el primero ¥ el daltimo de estos puntos para
construir el segmento que los une; ahora gene[amos as_cadenas mondtonas de los puntos
situados por encima de este segmento y por debajo;para finalizar se unen los extremos de
dichas cadenas monétonas.

void RPG_MONOTONO(lista *poligono, lista *conjunto)
{lista *aux;
int i,n,m,n1,ml;
double pend;
unto tot[Tamcierre], inf[Tamcierre],sup[Tamcierre],temp;
ILE *polrgon;
_ //guardamos todo el conjunto en listatotal
i=-1;
aux=conjunto;
while(aux!=NULL)
i=i+l;
tot[i]=aux->p;
aux=aux->sig;

}

0 //0rdenamos esta lista por la abcisa
n=0;
while(n<i
{m:U+£Z )
O ES ) e tot ] 0
if(tot[m] . x<tot[n].x
{temngo%[n];
tot n]:tot[m];
tot[m]=temp;
FHim;
}Hn;

1 //Construimos la lista inferior y superior
n=-1;
m=-1;
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pend= (tot[l] -y-tot[0].y)/(tot[i].x-tot[0].X);

aux=conjunto

whllegauxl-NULL)

{if (((@aux->p.y-tot[0].y)-pend*(aux->p.x-tot[0].x))<=0)
:ggtn]-aux >p;

else
{++m;
supfm]=aux->p;

aux=aux->sig;
//0rdenamos ahora la lista inferior y la superior

nﬁzl 1<n)
while(nl<n
{ml= n%
Whlle( =n)
{if( |nf[ml x<|nf[n1] X)
{temp=1nf]nl];
inf[n1]=inf[m1];
inf[ml]=temp;

++m1;
}1+n1

whlle§nl<m)

ml=n

Whlle(m1< m)

{if(sup[ml] -x<sup[nl]-x)
{temp=sup[n1l];
sup[nl]=sup[ml];
sup[ml]=temp;

}}++Tl
++n

}

i=0 //Se guarda en el poligono
1=0; R

pollgono—>p=|nf[|];

1=i+1;

aux=poligono;

while(i<=n)

{aux->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
aux=aux->sig;

aux->p=inf[i];
i=i+l;
//1a superior al revés

wh|ie (i>=0)
{aux->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
aux=aux->sig;

aux->p=sup[i];
__I;

%ux—>sig:NULL;
] //Lo guardamos ahora en el fichero del poligono
aux=poligono;
poligon=fopen(“ “c:\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\poligono.txt’”,““w+>”);
while(aux!=NULL)
{fprintf(poligon, “ “%1f %1F\n””,aux->p.X,aux->p.y);
aux=aux->sig;

%close(poligon);
}/*fin RPG_MONOTONO*/

En ocasiones se ha necesitado generar poligonos con caracteristicas especificas para validar
la correccién de ciertos algoritmos. Esto se ha conseguido implementado los correspondientes
ficheros.m gréficos de MatLab,(que nos permiten dibujar en la pantalla del ordenador un
poligono determinado) y cuyas implementaciones se encuentran en la Seccién B.9. Una vez
dibujados el poligono con estas funciones, es necesario incorporarlo a nuestro cédigo C++ para
aplicarle las técnicas heuristicas. Esto se consigue con las siguientes funciones.
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Y 4
hat?iguiente funcién leerd el poligono pintado mediante el fichero.m generapoligono de
atlab.
_______________________________________________________________________________________ */
void Lectura RPG(lista *poligono)
{FILE *poligon;
lista *aux;
punto punt;
poligon=fopen(““c:\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\poligono.txt”’,““r’”);
fscanf(poligon, “ “%If %If\n””,&punt.x,&punt.y);
poligono->p.x=punt.x; //se guarda en la lista
poligono->p.y=punt.y;
aux=poligono;
while(feof(poligon)==0)
{fscanf(poligon, “ “%If %If\n’’,&punt.x,&punt.y);
aux->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
aux=aux->sig; //Vamos generando la lista
aux->p.x=punt.x;
aux->p.y=punt.y;
felose(poligon) //Cerramos la lista
close(poligon);
aux—>5|%=NdiL;
}
/)
La siguiente funcién leerd la nube pintada mediante el fichero.m generanube
de MatLab. */

void Lectura NUBE(lista *nube)
{FILE *poligon;
lista *aux;
punto punt;
poligon=fopen(““c:\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\nube.txt*”,““r””);
fscanf(poligon, ““%1f %If\n””,&punt.x,&punt.y);
nube->p.x=punt.x; //se guarda en la lista
nube->p.y=punt.y;
aux=nube; )
while(feof(poligon)==0)
{fscanf(poligon, ““%If %If\n””,&punt.x,&punt.y);
aux->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
aux=aux->sig;
//Vamos generando la lista
aux->p.x=punt.x;
aux->p.y=punt.y;

felose(pol igon) //Cerramos la lista
close(poligon);
aux->5|g=NﬁiL;

}
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B.4 Meétodos aproximados para el problema MaxA-p-Pv1(P)

Presentamos los c6digos implementados para solucionar el problema MaxA-p-Pv1(P). Los pro-
gramas aparecen con la misma secuencialidad con la que se expusieron en el Capitulo 7. Teniendo
en cuenta que los cédigos para la heuristica GA en este caso k = 1, se encuentran contenidos en

los cédigos para el problema MaxA-p-Pvk(P, k), esta secuencialidad es la siguiente:
1. Implementaciones basadas en la heuristica simulated annealing-SA.
2. Implementaciones para la heuristica random search-RS.
3. Implementaciones para la heuristica gradiente-GRAD.

4. Implementaciones para el estudio de la descomposicién S de un poligono P.
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5. Cédigos para obtener datos sobre el problema PorA-p-Pv1(P).

Incluimos a continuacién la implementacion de funciones axiliares a nuestras heuristicas.
Algunas de estas funciones son importantes para el funcionamiento de los métodos, como pueden
ser la construccién del poligonos de visibilidad de un punto interior a un poligono, (calpolvisi),
y el célculo del drea de éste, (area_poligono), mediante la triangulacién por “orejas”[68]. Estas
funciones implementan la funcidn objetivo o funcidon fitness de nuestras heuristicas y que se debe
maximizar.

Debemos realizar en esta parte algunas_ funciones que permitan calcular el area de cual-
quier poligono. Para ello es preciso triangular un poligono y después calcular el area de
cada uno de los triangulos. En el caso de un poligono de visibilidad, (funcién que habra
que implementar también), serd mds facil triangular este poligono pues es un poligono
estrellado, (con tomar un_punto interior y unirlo con los vértices tendremos triangulado
el polfgono. Veamos en primer lugar un poligono que triangule un poligono dado por sus
vértices y que estan quardados en_una matriz. Implementamos una funcion que calcula el
nimero de nodos que quedan en una lista.

long int longitud(lista *poligono)
{lista_*aux;

long int i;

i=0;

aux=poligono;

while(aux!=NULL)

{aux=aux->sig;
++i;

}
return(i);
! urn(i

long int longitudc(lista *poligono)
{lista_*aux;
long int i;

1=0;

aux=poligono;
while(aux->sig!=poligono)
{aux=aux->sig;

++i;

%eturn(i);

Un triangulo es oreja si el poli%ono es un triangulo o el segmento que une pl con p3 esta
dentro del poligono y no hay cortes con los lados. Esto lo "hacemos mirando que el seg-

mento p1p3 solo corta al poligono en los veértices, (el n°de cortes sera 4) y el punto
medio de pip3 esti dento del poligono.

bool es_oreja(punto pl, punto p2, punto p3,lista *poligono)
{punto medio;

medio.x=(pl.x+p3.x)/2;

medio.y=(pl.y+p3.y)/2;

//Miramos si estan alineados o si es un triangulo
if((fabs(vectorial(pl,p2,p3))<=0.0000001)||(longitud(poligono)==3)|
((cortes(medio,poligono)%21=0)&&(cortes_bis(pl,p3,poligono)==4) ))
Feturn(true);

else
return(false);

Damos a continuacion un algoritmo que calcula el area de un triangulo dado por sus tres
vértices.

double area(punto pl,punto p2, punto p3)
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{double sp,I11,12,13;
11=sqrt(((pl.x-p2.x)*(pl.x-p2.x))+((pl.y-p2.y)*(pl.y-p2.y)));
12=sqrt(((pl.x-p3.x)*(pl.x-p3.x))+((pl.y-p3.y)*(pl.y-p3.y)));
13=sqrt(((p3.x-p2.x)*(p3.X-p2.x))*+((p3.y-p2.y)*(p3.y-p2.y)))
sp=((11+12+13)/2.0);
i1f((sp*(sp-11)*(sp-12)*(sp-13))<=0)

return(0.0);

else
return(sqrt(sp*(sp-11)*(sp-12)*(sp-13)));

Creamos ahora una funcidn que guarda tanto en una lista como en un fichero los vértices
del poligono tal que cada tres consecutivos forman un triangulo de la triangulacion del
poligono. Calculamos asi el area del poligono.

double area_poligono(lista *poligono)
{double ar=0; )
lista *aux,*auxl,*aux2,*aux3,*copia;
time_t ini,actu; _
FILE *triangulacion;
; //Hacemos una copia del poligono para no perderlo
aux=poligono;
if(aux==NULL) return(0);
1f(aux!=NULL } :
{copia=(lista*) malloc(sizeof(lista));
copia->p=aux->p;
aux=aux->sig;
auxl=copia;

I
while(aux!=NULL) ) :
{auxl->sig=(lista*) malloc(sizeof(lista));
auxl=auxl->sig;
auxl->p.x=aux->p.x;
auxl->p.y=aux->p.y;
aux=aux->sig;

%ux1—>sig=NULL;
//Vamos buscando orejas y guardandolas en el fichero
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triangulacion=fopen(““c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\tri.txt’”,““w+*”);

while(longitud(copia)>3)
{auxl=copia; _
aux2=copia->sig; _
aux3=copia->sig->sig;
ini=time(NULL); }
while(es_oreja(auxl->p,aux2->p,aux3->p,copia)==false)
{actu=time(NULL); _ _ }
if(difftime(actu, ini)>3){ar=-1.0;goto fin;}
if(aux3->sig==NULL)
{auxl=auxl->sig; //La oreja esta en el Gltimo triangulo
aux2=aux2->sig;
aux3=copia;

else :
if(aux2->sig==NULL)
{auxl=auxl->sig;
aux2=copia; _
aux3=aux3->sig;

else }
if(auxl->sig==NULL)
{auxl=copia; _
aux2=aux2->sig;
aux3=aux3->sig;

}
else )
{auxl=auxl->sig;
aux2=aux2->sig;
aux3=aux3->sig;
}

}

//Ya encontré una oreja
//La guardo en el fichero y la quito de la copia

fprintf(triangulacion, “ “%f %f\n””,auxl->p.x,auxl->p.y);
fprintf(triangulacion, “ “%f %f\n’”,aux2->p.x,aux2->p.y);
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fprintf(triangulacion, “ “%f %f\n’”,aux3->p.x,aux3->p.y);
ar=ar+ area(auxl->p,aux2->p,aux3->p);

//Sumamos las area de triangulos
//Liberamos aux2 con cuidado de que aux2 haya caido justo en copia
if(aux2==copia) _
copia=copia->sig;
{au§2—>si%:NULL;g
aux2=Limpiar(aux2);

else )

{aux=copia;

while(aux!=NULL)

{if(aux->sig==aux2)
{aux->sig=aux->sig->sig;
aux2->sig=NULL; //Liberamos aux2
aux2=Limpiar(aux2);

auizaux—>sig;

l}
fprintf(triangulacion, “ “%f %f\n””,copia->p.x,copia->p.y);
fprintf(triangulacion, “ “%f %f\n””,copia->sig->p.x,copia->sig->p.y);

fprintf(triangulacion, “ “%f %f\n’”,copia->sig->sig->p.Xx,copia->sig->sig->p.y);
ar=ar+area(copia->p,copia->sig->p,copia->sig->sig->p);

//Sumamos el area del daltimo triangulo

//Lo guardamos en la ultima fila del fichero
//El ultimo triangulo no lo guardo en el fichero

fprintf(triangulacion, “ “%If %f\n””,ar,0);
;glgse(triangulacion);

in:
copia=Limpiar(copia);
ieturn(ar);

double modulo(punto p, punto q)
{double v1,v2;

vl=Q.X-p-X;

v2=(.y-p.y;
return(sqrt((vi*vl)+(v2*v2)));

Implementamos ahora un algoritmo gue calculara el poligono de visibilidad de un_punto
interior de un poligono. Para calcular el area de este poligono podemos usar la funcion
anterior o tener en cuenta que_ al ser un poligono estrellado el punto de la luz se debe
poder unir con todos los vértices triangulando el poligono y podemos calcular el area de
esos poligonos. Implementamos una funcion que nos Informa si1 dos rectas dadas por un par
de @untos se cortan en el plano. En el caso que sea asi nos devuelve las coordenadas del
punto.

bool cortanrectas (punto rl,punto r2,punto gl, punto g2, double *x,double *y)
{double v1,v2,wl,w2; punto p;
v1l=r2.x-rl.x;
v2=r2.y-rl.y;
wl=g2.x-ql.X;
w2=g2.y-ql.y;
if((v1*w2)==(v2*wl)) //Son paralelas
return(false);

else

{x=(ql.x*(q2.y*(r1.x-r2.x)-rl.x*r2.y+rl.y*r2.x)-q2.x*(ql.y*(r1.x-r2.x)-rl.x*r2.y+rl.y*r2.x))/
Ql-x*(rl.y-r2.y)+gl.y*(r2.x-r1.x)+q2.x*(r2.y-rl1.y)+q2.y*(rl.x-r2.x));
*y=(gl.x*q2.y*(rl.y-r2.y)-ql.y*(q2.x*(rl.y-r2.y)+rl.x*r2.y-rl.y*r2.x)+q2.y*(rl.x*r2.y-rl.y*r2.x))/
Ql-x*(rl.y-r2.y)+gl.y*(r2.x-r1.x)+q2.x*(r2.y-rl.y)+q2.y*(rl.x-r2.x));

//Miramos ahora si (x,y) esta en el segmento gqlg2 y en
//sentido positivo
p-X=*X;
P.y=*y;
if((lguales(p,ql)|lguales(p,q2))&&((((p-x-r1.x)1=0)&&(((r2.x-r1.x)/(p-x-r1.x))>0))||
(((p-y-r1.y)1=0)&&(((r2.y-rl1.y)/(p.y-r1.y))>0))))
return(true);
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e=1S‘?(vectorial(r1,p,ql)/vectorial(rl,p,q2)<0)&&((((p.x—r1.x)!=0)&&(((r2.x—r1.x)/(p.x—rl.x))>0))n
(((p-y-rl.y)1=0)&&(((r2.y-r1.y)/(p.y-rl1.y))>0))))
return(true);
else
return(false);

}

La funcidn cortan rectas anterior solamente calcula los puntos de interseccidn en un sen-
tido. Vamos a simplificarla un poco para que calcule en ambos sentidos

bool cortanrectasbis (punto ril,punto r2,punto ql, punto g2, double *x,double *y)
{double v1,v2,wl,w2; punto p;
e rEate
\%
wl=qg2. ¥ ql ¥
w2=g2.y-ql
|f((v1*w2)——(v2*w1)) //Son paralelas
Feturn(false)
se
{*x (Q1-x*(q2.y*(r1.x-r2.x)-rl.x*r2.y+rl.y*r2.x)-g2.x*(ql.y*(r1.x-r2.x)-rl.x*r2.y+rl.y*r2.x))/
(@l.x*(rl.y-r2.y)+ql.y*(r2.x-r1.x)+q2.x*(r2.y-rl.y)+q2.y*(rl.x-r2.x));
*y=(ql.x*q2.y*(rl.y-r2.y)-ql.y*(q2.x*(rl.y-r2.y)+rl.x*r2.y-rl.y*r2.x)+q2.y*(rl.x*r2.y-rl.y*r2.x))/
(Ql.x*(rl.y-r2.y)+ql.y*(r2.x-r1.x)+q2.x*(r2.y-rl.y)+q2.y*(rl.x-r2.x));
P-X=*X;

p.y="y;
if(lgualesbis(p,ql)|/lgualesbis(p,q2))
Feturn(true)

e

if ((vectorial(rl,p,ql)/vectorial(rl,p,q2)<0.0))
return(true);

else

return(false);

}

Implementamos ahora un algoritmo que calculara el poligono de visibilidad de un punto
El algoritmo implementado es un algoritmo lineal, (ver [72]).

lista *calpolvisi(punto p, lista *poligono, lista *polvisi)
{lista *copia,*aux,*auxl,*aux2,*aux3,*aux4,*aux11,*aux22;
punto paux, pauxl

double cx,cy,d;

time_t inicio, actual ini2,para2,ini3,para3;

//Lo guardamos todo en una lista circular

aux=poligono;

if(aux!=NULL)

{copia=(lista*) malloc(sizeof(lista));
copia->p=aux->p;
aux=aux->sig;
auxl=copia;

}

while(aux!=NULL

{aux1- >SI? (Ilsta*) malloc(sizeof(lista));
auxl=auxl->sig;

auxl->p.x=aux->p.x;

auxl->p.y=aux->p.y;

aux=aux->sig;

a3x1—>sig=NULL;
//De momento no es circular
//Buscamos el primer punto de corte mas cercano a p
//Buscamos el primer elemento

aux=copia;

paux.x=1.0;

aux.y=p.y;
g y=p-Yy;

wh||e(aux >sig!=NULL)
{if(cortanrectas(p,paux,aux->p,aux->sig->p,&cx,&cy)==true)
{pauxl.x=cx;
pauxl. y-cy,
if(modulo(p,pauxl)<d)
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{aux2=aux; _
auxl=aux->sig;
d=modulo(p,pauxl);
polvisi->p=pauxi;

aux=aux->sig;
//Analizamos el ultimo lado para cerrar el poligono

if(cortanrectas(p, paux,aux->p,copia->p,&cx,&cy)==true)
{pauxl.x=cx;
pauxl.y=cy;
if(modulo(p,pauxl)<d)
{aux2=aux; _
auxl=copia;
d=modulo(p,pauxl);
polvisi->p=pauxl;
}}
//Fin primer elemento. Ahora los demas.
} ) //Ahora hacemos la lista circular
aux->sig=copia;
aux3=polvisi; //aux3 apunta al ultimo punto introducido en polvisi
aux4=aux3;
//Anadimos el vértice al que apunta aux4
//que es el primero
while(aux4!=aux2) //Hasta que demos toda la vuelta
//Tomamos el mas cercano para ver que el n°de cortes es
//2 con el punto m&s cercano a P entre aux4->p y auxl->p

{if(modulo(p,auxd->p)<modulo(p,auxl->p))
aux=aux4;
else
_aux=auxl; ;
if(fabs(vectorial (p,aux4->p,auxl->p))<=0.00000000001)
if(cortes_bis(p,aux->p,poligono)==2)
{aux3->sig=(lista*) malloc(sizeof(lista));
aux3=aux3->sig;
aux3->p=auxl->p; //En este if estudiamos todos los casos de alineacion
aux4=auxl; _
auxl=auxl->sig;

}

else

{aux4=auxl;
auxl=auxl->sig;

eise }
if((vectorial (p,aux4->p,auxl->p))>0.0)

//Positivo. Se afiade si los cortes son 2

if(cortes_bis(p,auxl->p,poligono)==2)
{aux3—>si?:(lista*) malloc(sizeof(lista));
aux3=aux3->sig;

aux3->p=auxl->p;

aux4=auxl; _

auxl=auxl->sig;

}

else //Sino simplemente se avanza

{aux4=auxl;
auxl=auxl->sig;

eise //Producto vectorial negativo
//El vértice se esconde

if ((cortes_bis(p,auxl->p,poligono)!=2)&&(cortes_bis(p,aux4->p,poligono)==2))

{fquxaud;
aaxé—;sigz(lista*) malloc(sizeof(lista));
aux3=aux3->sig;

while(aux->sigl!=aux4)
{if(cortanrectas(p,aux4->p,aux->p,aux->sig->p,&cx,&cy)==true)
{pauxl.x=cx;
pauxl.y=cy;
if(modulo(p,pauxl)<d)
{aux22=aux;
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auxll=aux->sig;
d=modulo(p, pauxl);
aux3->p=pauxl;

aux=aux->sig;

gux4=aux22;
auxl=aux11;

: //El vértice que vemos es el nuevo
else

if ((cortes_bis(p,auxl->p,poligono)==2)&&(cortes_bis(p,aux4->p,poligono)!=2))
{aug =aux1- >sig;

aux3 >5ﬂg (lista*) malloc(sizeof(lista));
aux3=aux3->sig;
while(aux!=aux4)
{if(cortanrectas(p,auxl->p,aux->p,aux->sig->p,&cx,&cy)==true)
{pauxl.x=cx;

pauxl.y=cy;

if(modulo(p,pauxl)<d)

{d=modulo(p, pauxl)

aux3->p=pauxi;

aux aux->sig;

aux3 >SI§ (lista*) malloc(sizeof(lista));

aux3=aux3->sig;

aux3->p=auxl->p;

aux4=auxi;

auxl=auxl->sig;

}

else _ _
//No se ve ninguno. Seguimos

{aux4=aux1;

auxl=auxl->sig;

}/*Bel while*/
aux3->sig=NULL;
aux=polvisi;
//Marcamos los vértices con tipo ‘v’
while (aux!=NULL) //Posteriormente se utilizarad en la unién de poligonos
{aux->p.tipo=“v”’
aux=aux->sig;
} } //Limpiamos la copia
aux=copia;
while(aux->sig!=copia) aux=aux->sig;
aux->sig=NUL
copia= leplar(copia);
return(polvisi);
aux=Limpiar(aux);
auxl=Limpiar(auxl);aux2=Limpiar(aux2);
aux3=Limpiar(aux3);aux4=Limpiar(aux4);auxll=Limpiar(aux1l);aux22=Limpiar(aux22);

}
/e
Disefiamos una funcién que se utilizard para guardar todos los poligonos de visibilidad y
poder visualizarlos con Matlab.
_______________________________________________________________________________________ */
void guardar(punto p,lista *poligono,double ar)
{FILE *visi;

lista *aux:

double area;
area—areapolvisi(p poligono);

visi=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\polvisi.txt’”,““w+*”);
aux=poligono;

while(aux!=NULL)

{fprintf(visi, ““%f %F\n’’,aux->p.x,aux->p.y);

aux=aux->sig;

} //Guardamos el punto y area en el fichero para pintarlo

fprintf(visi, ““%If %If\n"”,p.x,p.y
fprintf(visi, ““%1f %1f\n>”,area, ((area)*lOO)/ar)
fclose(visi);
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}

Implementamos ahora un algoritmo que calculara el poligono de visibilidad de un punto
Ya hemos implementado las funciones_gque calculan el ?ollgono de visibilidad y que trian-
ulan_Podemos definir ahora una funcion que calcula el area de un poligono de” visibilidad
ado con el punto. Como es un ?ollgono estrellado es suficiente calcular el area de todos
los triangulos que se forman al unir el punto con todos los lados.

double areapolvisi(punto p,lista *poligono)
{lista *auxl,*aux2;
double ar=0;
auxl=poligono;
aux2=auxl->sig;
while(aux1l->sig!=NULL)
{ar=ar+area(p,auxl->p,aux2->p);
auxl=auxl->sig;
aux2=aux2->sig;

}

ar=ar+area(p,auxl->p,poligono->p);
return(ar);

//Sumamos el triangulo que cierra

Implementaciones basadas en la heuristica simulated annealing-SA

Presentamos los cédigos correspondientes a la heuristica S A para solucionar el problema MaxA-
p-PVv1(P). Incluimos comentarios sobre los tipos de decremento de la temperatura utilizados.

TIPO 1 : T(K)=(T0)/(In(1+k))
TIPO 2 : T(k)=(T0)/ 1+k)a
TIPO 3 : T(k)=(T0)/(exp(k))
TIPO 4 : T(k)=(T0)/(exp(exp(k)))
TIPO 5 : T(k)=(0-9)(T(k))
lista *MaxSA_PV1(int tipor,double tpi,double dt,int *itera,lista *poligono,lista *polvisi,
punto *p,double *a,double ar)
{unsigned long int i,k;
long hora;
int horasistema; a )
punto pl,p2; lista_*polix,*poliy,*aux; _
double apolix,apoliy,delta,tk,U,U1,U2,div;
FILE *visits,*rastro; _ }
rastro=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\rastro.txt’”,““w+””);

//Generamos una primera solucion

hora=time(NULL); //Generamos una semilla de sistema
horasistema=(unsigned int) hora/2;

srand(horasistema);
//Creamos el punto/

pl=generapunto(poligono);
fprintf(rastro, “ “%f %f\n””,pl.x,pl.y);

//Lo guardamos en rastro

polix=(lista*) malloc(sizeof(lista));
polix=calpolvisi(pl,poligono,polix);
EE?!ix:areapolvisi(pl,polix);

tpizlongitud(poligono);

tk=tpi; //tpi; TEMPERATURA INICIAL

-1
i=1;
do

U2=(1.0*rand())/(RAND_MAX): ) )
p2.x=pl.x+((sqrt(-(2.0*log(U1)))*sin(2.0*pi*U2))/10.0);
p2.y=pl.y+((sqrt(-(2.0*log(U1l)))*cos(2.0*pi*U2))/10.0);

{%alzgl.o*randggglgRAND MAX;;
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Jwhile(punto_int(p2,poligono)==Ffalse);

poliy=(lista*) malloc(sizeof(lista));
poliy=calpolvisi(p2,poligono,poliy);
apoliy=areapolvisi(p2,poliy);

fprlntf rastro, “ “%f %f\n”’,p2.x,p2.y);

*jtera=*itera+i; )
//Generamos una nueva solucion
) : //Calculamos delta

delta=apoliy-apolix;

if(delta>=0)
{polix= leplar(pollx)
polix=poli
apollx =apoliy;
1=p2;

//Estudiamos el cambio

fprintf(rastro, “ “%f %f\n””,pl.x,pl.y);

1 O*randEP)/(RAND MAX) ;
F((U<exp(( elta)/(fk)))&&(polly >p.x1=-10.0))
{prlntf(“*”
polix= leplar(pollx)

polix=pol |¥
apollx apoliy;

fprlntf(rastro “<o%f %F\n””,pl.x,pl.y);

2t (o

{case 0:tk=dt*tk;break;

case 1:tk= (tpl)/log(1+k) break;

case 2:tk=(tpi)/(1+k); break;

case 3:tk=(tpi)/exp(k); break;

case 4:tk=(tpi)/(exp(exp(k)));break;
case 5:tk=(0.9)*tk;break;

=k+1;
le—dlv/O
printf(* \n\t%lf A7, tk);
}whlle(tk>0 0005); _ -
*p=pl; //Actualizamos la salida
*a=apolix; //Guardamos en un fichero par ver en Matlab

visits= fopen( c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\polvisirs.txt’>”,““w+”7);
aux=poli
Whlle(aux' NULL)
{fprintf(visits, “ “%f %f\n’”,aux->p.x,aux->p.y);
aux=aux->sig;
} //Guardamos el punto y area en el fichero para pintarlo

fprintf(visits, ““%If %If\n””,(p).x,(*p).y);
fprintf(visits, ““%If %1f\n””,apolix, ((*a)*100)/ar);
fclose(visits

fclosegrastrog

return(polix)

}

Implementaciones para la heuristica random search-RS.

La heurfstica RS estd basada en la biisqueda sobre una nube de puntos interiores al poligono
P, generada aleatoriamente mediante la funcién creanube, cuyo cédigo se puede encontrar en
el conjunto de funciones generales y programa principal.

Implementaremos primero un algoritmo de busgueda aleatoria, que consiste simplemente_en
recorrer la nube interna _de poligono calculada y tomar el punto cuyo _polfgono de visibi-
lidad tenga mayor area. Evidentemente este sistema no serad el mas 6ptimo.
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lista *MaxRS_PV1(lista *nube,lista *poligono, lista *polvisi,punto *p, double *a,double ar)
{lista *aux,*polvisiauxl;

double areaux=0,area=0;

FILE *visidet;

int i=1;

aux=nube;

while(aux!=NULL) ) :
{polvisiauxl=(lista*) malloc(sizeof(lista));

polvisiauxl=calpolvisi(aux->p,poligono,polvisiauxl);

areaux=areapolvisi(aux->p,polvisiauxl);

printf(““\n\t\t %d AREA=\t %I1f’”,i,areaux);

++i;

if(areaux>area) o
{polvisi=Limpiar(polvisi);
polvisi=polvisiauxl;
area=areaux;

*p=aux->p;

}

else o o o
if(areaux!=0) polvisiauxl=Limpiar(polvisiauxl);
aux=aux->sig;

}

*a=area;
viside}:fopen("c:\\santiagO\\diSCOS\\doctoradO\\PVGC\\Pruebas_Heur_Pl\\MatIab\\poIvisidet.txt",“w+”);
aux=polvisi;

while(aux!=NULL)

{fprintf(visidet, “ “%f %f\n””,aux->p.x,aux->p.y);

aux=aux->sig;

¥ //Guardamos el punto y area en el fichero para pintarlo
fprintf(visidet, “ “%If %1\n"", (*p).x, (*p)-Y);

fprintf(visidet, “ “%If %1f\n”” ,area, ((*a)*100)/ar);

fclose(visidet);

aux=Limpiar(aux);

return(polvisi);

}

//Ahora lo guardamos en el fichero

Implementaciones para la heuristica gradiente-GRAD.

Ademsds del cédigo correspondiente a la heuristica incluimos funciones auxiliares necesarias en
el método aproximado. Por ejemplo la funcién candidatos, obtiene el punto de méxima ilumi-
nacién alrededor de un punto dado, siguiendo las ideas expuestas en la Seccién 7.5.

Implementaremos primero un aI?or!tmo de busqueda aleatoria, ?ue consiste simplemente  en
Ahora ¥a podemos implementar el método del gradiente. Para ello guardaremos los vértices
del poligono en una lista auxiliar,los vamos transformando segin el gradiente vy al final
nos quedamos con el mejor.

lista *MaxGRAD_PV1(int *itera,lista *poligono,lista *polvisi,punto *p, double *a,double ar)
{lista *aux,*auxl,*copia,*polvisiauxl;
double areaux=0,area=0;
int cambios=1,j;
Eunto paux;
ILE *visigrad,*rastro;
igitro:gopen("c:\\santiaQO\\diSCOS\\doctoradO\\PVGC\\Pruebas_Heur_Pl\\MatIab\\rastro.txt",“w+”);
itera=0;
aux=poligono;
if(aux!=NULL) } }
{copia=(lista*) malloc(sizeof(lista));
copia->p=aux->p;
aux=aux->sig;
auxl=copia;

3
while(aux!=NULL) ) :
{aux1->sig=(lista*) malloc(sizeof(lista));
auxl=auxI->sig;
auxl->p.x=aux->p.xX;
auxl->p.y=aux->p.y;
aux=aux->sig;
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%ux1—>sig=NULL;
//Ahora le aplicamos a la lista el método del gradiente
//hasta que en una de las vueltas no tengamos cambios
while(cambios!=0)
{cambios=0;
aux=copia;
J=1;
while(aux!=NULL) _
{printf(““%d:>",j++);
if(aux->p.tipo!=“F*) //Si con un punto hemos terminado no lo analizamos mas
{paux=aux->p;
Candidato(poligono,&(aux->p),0.001);
*iteraz*ité?a+lg; ( P) )
|f(Iggales(pagx,aux—>p)::false)
cambios=cambios+1;
else )
aux->p.tipo=“F”;

aux=aux->sig;

%rintf(‘f\nc—%d \n ”7,cambios); //Guardamos el rastro
auxl=copia;

while(aux1!=NULL)

{fprintf(rastro,” “%f %f\n’”,auxl->p.x,auxl->p.y);
auxl=auxl->sig;

}

}

aux=copia;
while(aux!=NULL) } : }
{if((fmod(cortes(aux->p,poligono),2.0)1=0.0)&&(Es_Ordenada_vertice(aux->p,poligono)==false))
{polvisiaux1=NULL;
polvisiauxl=(lista*) malloc(sizeof(lista));
polvisiauxl=calpolvisi(aux->p,poligono,polvisiauxl);
areaux=areapolvisi(aux->p,polvisiauxl);
if(areaux>area) o
{polvisi=Limpiar(polvisi);
polvisi=polvisiauxl;
area=areaux;
*p=aux->p;

}

else
if(polvisiauxl->p.x!1=10.0)
polvisiauxl=Limpiar(polvisiauxl);

//Buscamos el mejor candidato

else }
aux=aux->sig;

//Ahora lo guardamos en el fichero
a=area;
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visigrad=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\polvisigrad.txt’”,““w+””);

aux=polvisi;

while(aux!=NULL)

{fprintf(visigrad, “ “%f %f\n’”,aux->p.x,aux->p.y);
aux=aux->sig;

}

//Guardamos el punto y area en el fichero para pintarlo

fprintf(visigrad, “ “%1f %If\n””,(*p)-x,(*p).y);
fprintf(visigrad, “ “%1f %1f\n””,area, ((*a)*100)/ar);
fclose(visigrad) ;fclose(rastro);

aux=Limpiar(aux);

return(polvisi);

mplementamos ahora una funcién que calcula el mejor candidato alrededor de un nuevo
unto.

oid Candidato (lista *poligono,punto *p,double inc)

double area=0.0,areaux=0.0,areapol;

lista *polvisiaux;

punto cand,paux;

int k; : :
//Vamos mirando cada uno de los candidatos
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areapol=area_poligono(poligono);

cand.x=(*p).x;cand.y=(*p).y; cand.tipo=(*p).tipo;

paux=cand;
1f((fmod(cortes(cand,poligono),2.0)!1=0.0)&&(Es_Ordenada_vertice(cand,poligono)==false))
{polvisiaux=(lista*) malloc(sizeof(lista));
polvisiaux=calpolvisi(cand,poligono,polvisiaux);

areaux=areapolvisi(cand,polvisiaux);

if((areaux>area)&&(areaux<areapol)) {area=areaux; paux=cand;}

%or(kzo;k<64;++k) ) i ) h
{cand.x=(*p) -x+(inc*cos(k*(2*pi/64)));cand.y=(*p) .y+(inc*sin(k*(2*pi/64)));
if((fmod(cortes(cand,poligono),2.0)1=0.0)&&(Es_Ordenada_vertice(cand,poligono)==Ffalse))
{polvisiaux=(lista*) malloc(sizeof(lista));
polvisiaux=calpolvisi(cand,poligono,polvisiaux);
areaux=areapolvisi(cand,polvisiaux);
if((areaux>area)&&(areaux<areapol)) {area=areaux; paux=cand;}
}
¥

p=paux;
}

Implementaciones para el estudio de la descomposicién S de un poligono P.

Presentamos los c6digos necesarios para construir la descomposiciéon S de un poligono P, en
regiones de visibilidad. Esta descomposicién fue estudiada en la Seccién 7.8 y permitia realizar
un estudio para obtener un algoritmo exacto que soluciona el problema MaxA-p-Pv1(P).

Implementamos finalmente para el problema Max_p_PV1 un _pequefio cédi?o que permita

justificar la hipétesis que tenemos sobre la descomposicion S. Para ello calcularemos

todos los vértices concavos_ y calcularemos los puntos de interseccion de las regiones

8eneradas por la descomposicion al prolongar los lados adyacentes a vértices concavos.
ada vez que encontremos un vértice coéncavo lo guardaremos en una lista y colocaremos

después de él sus dos vértices _adyacentes. Finalmente calcularemos la lista de cortes.

gggeﬁamos previamente una funcion que afiade elementos a una lista, aunque estén repe-
idos.

lista *AnadirR(lista *I,punto p)
{lista *aux;

|f(I=;NULL3 ) )
{I:(I[§§a* malloc(sizeof(lista));

1->p=p;
I—>giS=NULL;

else
{aux=1; -
while(aux->sig!=NULL)
aux=aux->sig;
aux->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
aux=aux->sig;
aux->p=p;
aux->sig=NULL;

%eturn(l);

Disefiamos una funcidén especial de cortanrectas para que sea en sentido positivo en ambos
segmentos.

bool cortanrectasP (punto rl,punto r2,punto ql, punto g2, double *x,double *y)
{double v1,v2,wl,w2; punto p;

vl=r2.x-rl.x;

v2=r2.y-rl.y;

wl=g2.x-gl.X;

w2=q2.y-ql.y;

1f((v1*w2)==(v2*wl

« )==( » //Son paralelas
return(false);
else



Métodos aproximados para el problema MaxA-p-Pv1(P)

{x=(ql.x*(q2.y*(r1.x-r2.x)-rl.x*r2.y+rl.y*r2.x)-q2.x*(ql.y*(r1.x-r2.x)-rl.x*r2.y+rl.y*r2.x))/
QL-x*(rl.y-r2.y)+gl.y*(r2.x-r1.x)+q2.x*(r2.y-rl1.y)+q2.y*(rl.x-r2.x));
*y=(ql-x*q2.y*(rl.y-r2.y)-ql.y*(q2.x*(rl.y-r2.y)+rl.x*r2.y-rl.y*r2.x)+q2.y*(rl.x*r2.y-rl.y*r2.x))/
Ql-x*(rl.y-r2.y)+gl.y*(r2.x-r1.x)+q2.x*(r2.y-rl.y)+q2.y*(rl.x-r2.x));

//Miramos ahora si (X,y) estad en el segmento qlg2 y en
//sentido positivo
pP-X=*X;

=%\

returnitrue);

}

lista *MaxS_PV1(int *itera,lista *poligono,lista *polvisi,punto *p, double *a,double ar)
{lista *pcortes; o

lista *previa,*aux,*auxl,*aux2,*aux3,*polvisiauxl,*aux4;
punto punt,puntaux,puntl, untz,gaux;

double x,y,areaux=0,area=0,ml,m2;

FILE_*visidet,*fnube;

int i,cambios;

previa=NULL;

pcortes=NULL;

aux=poligono;

) } //hacemos la lista circular

while(aux->sig!=NULL)

aux=aux->sig;

aux->sig=poligono;

) //Analizamos los tres primeros vértices

auxl=poligono;

aux2=auxl->sig;

aux3=aux2->sig;

if(vectorial (aux3->p,auxl->p,aux2->p)<0)
{previa=AnadirR(previa,aux2->p);

previa=AnadirR(previa,auxl->p);

previa=AnadirR(previa,aux3->p);

auxl=auxl->sig;
aux2=aux2->sig;
aux3=aux3->sig;
//Le damos toda la vuelta alrededor

whi le(aux1!=poligono)
{if(vectorial (aux3->p,auxl->p,aux2->p)<0) //aux2->p es céncavo
{previa=AnadirR(previa,aux2->p);
previa=AnadirR(previa,auxl->p);
previa=AnadirR(previa,aux3->p);

iy -
auxl=auxl->sig;
aux2=aux2->sig,
aux3=aux3->sig;

}

aux=poligono;

while(aux->sig!=poligono)
aux:aqx—>S|E;

aux->sig=NULL;

//Quitamos la circularidad de poligono

//Vamos calculando los puntos de interseccion
) //y vamos guardando en cortes
aux=previa;
while(aux!=NULL) ) o i
{punt.x=aux->p.x; //Anadimos el vértice concavo
punt.y=aux->p.y;
punt.tipo=“V~";
aux->p.tipo=-V’;
pcortes=AnadirR(pcortes,aux->p);
auxl=aux->sig;
aux2=aux1l->sig;
aux3=aux2->sig;
ff!ush(stdin&;
while(aux3!= ULLB )
{if(cortanrectasP(auxl->p,aux->p,aux3->sig->p,aux3->p,&x,&y)==true)
{punt.x=x;
punt.y=y;

237
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punt.tipo=“17;
if(lguales(punt,auxl->p)==Ffalse)
{if((x>0.0)&&(x<1.0)&&(y>0.0)&&(y<1.0))
1T(((fmod(cortes(punt,poligono),2.0)==0.0)|/(Es_Ordenada_vertice(punt,poligono)==true))==false)
if((cortes_bis(aux->p,punt,poligono)<=2)&&(cortes_bis(aux3->p,punt,poligono)<=2))
{pcortes=Anadir(pcortes,punt);}

1f(cortanrectasP(auxl->p,aux->p,aux3->sig->sig->p,aux3->p,&x,&y)==true)
{pun%.x:x;
unt.y=y;
Bunt.%igoz‘l’;
if(lguales(auxl->p,punt)==false)
{if((x>0.0)&&(x<1.0)&&(y>0.0)&&(y<1.0))
if(((fmod(cortes(punt,poligono),2.0)==0.0)|/(Es_Ordenada_vertice(punt,poligono)==true))==false)
if((cortes_bis(aux->p,punt,poligono)<=2)&&(cortes_bis(aux3->p,punt,poligono)<=2))
{pcortes=Anadir(pcortes,punt);}

1f(cortanrectasP(aux2->p,aux->p,aux3->sig->p,aux3->p,&x,&y)==true)
{punt.x=x;
punt.y=y;
punt.tipo=“17;
if(lguales(aux2->p,punt)==false)
{if((x>0.0)&&(x<1.0)&&(y>0.0)&&(y<1.0))
1F(((fmod(cortes(punt,poligono),2.0)==0.0)|/(Es_Ordenada_vertice(punt,poligono)==true))==false)
if((cortes_bis(aux->p,punt,poligono)<=2)&&(cortes_bis(aux3->p,punt,poligono)<=2))
{pcortes=Anadir(pcortes,punt);}

1f(cortanrectasP(aux2->p,aux->p,aux3->sig->sig->p,aux3->p,&x,&y)==true)
{punt.x=x;
punt.y=y;
punt.tipo=“17;
if(lguales(aux2->p,punt)==false)
{if((x>0.0)&&(x<1.0)&&(y>0.0)&&(y<1.0))
1T(((fmod(cortes(punt,poligono),2.0)==0.0)||(Es_Ordenada_vertice(punt,poligono)==true))==false)
if((cortes_bis(aux->p,punt,poligono)<=2)&&(cortes_bis(aux3->p,punt,poligono)<=2))
{pcortes=Anadir(pcortes,punt);}

aux3=aux3->sig->sig->sig;

//Antes de seguir miramos si la prolongacién de los lados céncavos corta al poligono

aux4:poligono;
ml=2; m2=2;
while(aux4->sig!=NULL)
{if((lguales(auxl->p,aux4->p)==false)&&(lguales(auxl->p,auxs->sig->p)==Ffalse)
&&(lguales(aux->p,aux4->p)==false)&&(lguales(aux->p,auxd->sig->p)==false))
if(cortanrectas(auxl->p,aux->p,aux4->p,aux4->sig->p,&x,&y)==true)
{puntaux.x=x;
puntaux.y=y;
if(modulo(aux->p,puntaux)<ml)
{m1=modulo(aux->p,puntaux);
puntl=puntaux;

i%((Iguales(aux2—>p,aux4—>p)==false)&&(lguales(aux2—>p,aux4—>sig—>p)==false)
&&(lguales(aux->p,aux4->p)==false)&&(lguales(aux->p,auxd->sig->p)==false))
if(cortanrectas(aux2->p,aux->p,aux4->p,auxd->sig->p,&x,&y)==true)
{puntaux.x=x;
puntaux.y=y;
1f(modulo(aux->p,puntaux)<m2)
{m2=modulo(aux->p,puntaux);
punt2=puntaux;

aux4=aux4->sig;

//Ahora el ultimo lado

if((lguales(auxl->p,aux4->p)==false)&&(lguales(auxl->p,poligono->p)==Ffalse)
&&(lguales(aux->p,aux4->p)==false)&&(lguales(aux->p,poligono->p)==Ffalse))
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if(cortanrectas(auxl->p,aux->p,aux4->p,poligono->p,&x,&y)==true)
{puntaux.x=x;
puntaux.y=y;
1f(modulo(aux->p,puntaux)<ml)
{ml=modulo(aux->p,puntaux);
puntl=puntaux;

}

}
if((lguales(aux2->p,aux4->p)==false)é&&(lguales(aux2->p,poligono->p)==Ffalse)

&&(lguales(aux->p,auxd->p)==false)&&(lguales(aux->p,poligono->p)==false))
if(cortanrectas(aux2->p,aux->p,aux4->p,poligono->p,&x,&y)==true)
{puntaux.x=x;

puntaux.y=y;

1f(modulo(aux->p,puntaux)<m2)

{m2=modulo(aux->p,puntaux);
punt2=puntaux;

}
}
puntl.tipo=°C’;
punt2.tipo=°C”;
1f(ml!=2)pcortes=AnadirR(pcortes,puntl);

if(m21=2)pcortes=AnadirR(pcortes,punt2);
aux=aux->sig->sig->sig;

}

//Ahora calculamos el mejor de los puntos de corte, es decir, de la lista pcortes

//Ahora ya avanzamos

if(pcortes==NULL) //Si pcortes==NULL el poligono es convexo

{aux=poligono;

while(aux!=NULL)

{pcortes=Anadir(pcortes,aux->p);
aux=aux->sig;printf(“<.””);

aux=pcortes;
fnube=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\nube.txt’”,““w+’7”);
while(aux!=NULL)
{if (aux->p.tipo==V”)
fprintf(fnube, “ “%f %f %d\n’”,aux->p.x,aux->p.y,1);

else
fprintf(fnube, “ “%f %f %d\n’’,aux->p.x,aux->p.y,2);
aux=aux->sig;

%close(fnube);
aux=pcortes;

1=1;
whife(aux!=NULL)
{paux=aux->p;
Candidato(poligono,é&(aux->p),0.0001);
polvisiauxl=(lista*) malloc(sizeof(lista));
polvisiauxl=calpolvisi(aux->p,poligono,polvisiauxl);
areaux=areapolvisi(aux->p,polvisiauxl);
printf(““\n\t\t %d Punton (%f,%F)-(%F,%F) %c AREA=\t %.51F”,1,paux.x,paux.y,aux->p.xX,aux->p.y,
) aux->p.tipo,areaux);
++1;
if( areaux>area)
{polvisi=Limpiar(polvisi);
polvisi=polvisiauxl;
area=areaux;
*p=aux->p;

aux=aux->sig;

//Ahora lo guardamos en el fichero
*a=ar
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ea;
visidet=fopen(““c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\polvisibose.txt””,““w+””);

aux=polvisi;

while(aux!=NULL)

{fprintf(visidet, “ “%f %f\n”’,aux->p.x,aux->p.y);
aux=aux->sig;

}

//Guardamos el punto y area en el fichero para pintarlo

fprintf(visidet, ““%If %1F\n"”, (*p).x, (*p)-Y);
fprintf(visidet, “ “%I1f %1f\n’”,area, ((*a)*100)/ar);
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fclose(visidet);
aux= leplar(aux)
return(polvisi);

}

Incluimos a continuacién los cédigos que han permitido construir la curva de crecimiento
del porcentaje de area iluminada por una luz-punto interior a un poligono P, en funcién del
nimero n de vértices de éste. Segiin se mostré en la Seccién 7.7 esta curva es de la forma ae ",
respondiendo asi al problema PorA-p-Pv1(FP).

Codigos para obtener datos sobre el problema PorA-p-Pv1(P)

Incluimos en primer lugar el cédigo utilizado para obtener resultados mediante la heurfstica
simulated annelaig-SA y a continuacién las implementaciones para obtener la tabla también de
porcentajes con la heuristica random search-RS. Los cédigos para generar y leer bases de datos
de poligonos aleatorios, utilizando nuestro generador aleatorio RPG, se encuentran en la seccién
de cédigos generales de este apéndice.

1. Mediante simulated annealing-SA

void Resultados MaxRSTO_PV1Datos(void)
{FILE *Resultados;
punto puntoreal;
int vertices,polig,i,itera;
lista pollgonoreal *poIV|S|reaI
double apreal apvisl;
pollgono pollgonos *aux;

char cadena[lOO] nombre[100]; }
//Pedimos datos de los poligonos

printf(““\n * Cuantos vertlces?”)
scanf(““%d””,&vertices)

printf(““\n * Nombre dei fichero de datos?’”);

fflush(stdin);

gets(nombre);

printf(““\n * Cuantos llevamos?’”);

scanf(““%d””,&polig);

poligonos=NULL;
poligonos=Lectura_Poligonos(poligonos,nombre);
aux=poligonos;

printf(““\n Poligonos leidos satisfactoriamente’”);
getche()

whlie(|< polig)
i
auxzaux->sig;

%rintf(“\n Situados en el poligono %d””,i);
getche();

while(aux!=NULL)
{Resultados=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab
a’’);

\\Result_MaxRSTO_PV1.txt’”,““a”
if(aux==poligonos)
?rlntf(Resultados “\n””);
igonoreal=aux->dat.puntos;
apreal=area_poligono(poligonoreal);
printf(*c 3 ”7);
//busco el mejor punto
printf(“ 4 *7);
polvisireal= (IIStaLP malloc(S|zeof(I|sta))
polvisireal->sig=NUL
poIV|S|reaI-Mast_PV1(0 100,0.9,&itera,poligonoreal,polvisireal,&puntoreal ,&apvisi,apreal);
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polvisireal=Limpiar(polvisireal);printf(““+””);
poligonoreal=Limpiar(poligonoreal);printf(““+”7);

//guardamos el porcentaje en el fichero

fprintf(Resultados, “ “%If >, ((apvisi)*100)/apreal);

polig=polig+l;

printf(““\n Ejecutado....vertices:\thd poligono:\thd - %I1f““,vertices,polig,((apvisi)*100)/apreal);
fc!osegResultados);

printf(““\n * Otro ?°”);

ff!g§h(stdin);

c=°S”;

aux=aux->sig;

//hemos terminado todos los poligonos de un ndmero de vértices

2. Mediante random search-RS

void Resultados_MaxDet_PV1Datos(void)
{FILE *Resultados;
punto puntoreal;  _
int vertices,polig,i; o
lista *pol|gonore@i!*p0IV|S|real,*nubereal;
double apreal ,apvisi;
poligono *poligonos,*aux;
char c;

char cédena[lOO],nombre[lOO];

printf(““\n * Cuantos vertices?’”);
scanfg“%d”,&vertices)' }

printf(““\n * Nombre dei fichero de datos?””);
fflush(stdin);
gets(nombre);

printf(““\n * Cuantos llevamos?’”);
scanf(““%d””,&polig);

poligonos=NULL;
poligonos=Lectura_Poligonos(poligonos,nombre);
aux=poligonos;

printf(““\n Poligonos leidos satisfactoriamente’”);
ge’fche();

1=1;
while(i<=polig)

{++i; )

aux=aux->sig;

%rintf(“\n Situados en el poligono %d’”,i);
getche();

while(aux!=NULL) : }
{Resultados=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab
\\Result_MaxDet PV1.txt’’,““a’”);
if(aux==poligonos)
fprintf(Resultados, ““\n””);
poligonoreal=aux->dat.puntos;
apreal=area_poligono(poligonoreal);

nubereal=(|ista*} malloc(sizeof(lista));
creanube(nubereal ,poligonoreal,1000);

//busco el mejor punto

polvisirealz(llstat? malloc(sizeof(lista));
polvisireal->sig=NULL;
polvisireal=MaxDet_PV1(nubereal,poligonoreal,polvisireal,&puntoreal,&apvisi,apreal);
nubereal=Limpiar(nubereal);
polvisireal=Limpiar(polvisireal);printf(““+””);
poligonoreal=Limpiar(poligonoreal);printf(““+””);

//guardamos el porcentaje en el fichero

fprintf(Resultados, “ “%If *”,((apvisi)*100)/apreal);

polig=polig+1;

printf(““\n Ejecutado....vertices:\thd poligono:\thd - %If””,vertices,polig, ((apvisi)*100)/apreal);
fc!osegResultados);

printf(““\n * Otro ?””);

fflush(stdin);
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c=*S": )
aux=aux->sig;
//hemos terminado todos los poligonos de un namero de vértices

}

Cabdigo para la construccion de la superficie de areas de un poligono

La superficie de dreas de un poligono P es la superficie que se obtiene al asociar a cada punto
de un poligono su porcentaje de drea iluminada. Asf si (x,y, z), es un punto de dicha superficie
las dos primeras coordenadas representan un punto interior a P, mientras z representan el
porcentaje de drea iluminada por dicho punto. La construccién de la superficie de dreas nos
permitié establecer la Conjetura 7.8.3. Con el siguiente cédigo se obtienen los puntos de la
superficie, que se podran visualizar con el correspondiente programa de Matlab, incluido en la
Seccion B.9 de este Apéndice.

Disefiamos una pequefia funcion que nos permitira construir la superficie de &reas.Es decir
tenemos un poligono, generamos una nube en su interior, calculamos el &rea iluminada por
todos los puntos de la nube, construimos el delaunay, (esto en matlab),de las coordenadas
x,y y lo levantamos hacia arriba, para ver que forma puede tener la superficie_de areas.
En” la funcion solamente calculamos para cada punto de la nube su éarea iluminada y Ilo
guardamos todo en el fichero superficie.txt

void Superficie(lista *nube, lista *poligono)
{lista *aux,*polvisiauxl;
double areaux=0,area=0;
FILE_*super;
int i=1;
aux=nube; : } o
super=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\superficie.txt’”,““w+’”);

while(aux!=NULL) ) :

{polvisiauxl=(lista*) malloc(sizeof(lista));
polvisiauxl=calpolvisi(aux->p,poligono,polvisiauxl);
areaux=areapolvisi(aux->p,polvisiauxl);
fprintf(super, ““%If %IFf %1f\n””,aux->p.Xx,aux->p.y,areaux);
printf(““%If %If %1f\n””,aux->p.X,aux->p.y,areaux);
polvisiauxl=Limpiar(polvisiauxl);
aux=aux->sig;

}

//Ahora lo guardamos en el fichero

fclose(super);

Vamos a disefiar un programa igual al anterior, pero generando una malla, que nos permita
dibujarlo en matlab

void SuperficieBis(lista *poligono)
{lista *polvisiauxl;
double areaux=0;
FILE *super;
float x,y;
punto p;
su8e6=fopen("c:\\santiagO\\di5005\\doctoradO\\PVGC\\Pruebas_Heur_Pl\\Matlab\\superficie.txt",“w+”);
y=0.0;

while(y<=1.0)
x=0.0;

while(x<=1.0)

{areaux=0.0;
p.X=X;

p-y=y;

if(punto_int(p,poligono)==true)
{polvisiauxl=(lista*) malloc(sizeof(lista));
polvisiauxl=calpolvisi(p,poligono,polvisiauxl);



Implementaciones relacionadas con MaxA-p-Pvk(P, k) 243

areaux=areapolvisi(p,polvisiauxl);
polvisiauxl=Limpiar(polvisiauxl);
printf(super, ““%lf >’ ,areaux);
printfs“%.Sf “4.X);

Xx=x+0.005;

printf(super,““\n“*);
rintf(““\n“*);

5=y+0.805; )

close(super);

B.5 Implementaciones relacionadas con MaxA-p-Pvk(P, k)

Presentamos los cédigos relacionados con el problema MaxA-p-PVK(P, k), es decir, el problema
de la bisqueda de k puntos de mdxima iluminacién. Las implementaciones de las heuristicas
siguen la misma a la presentada en el Capitulo 8. Antes de presentar los cédigos de la heuristica
exponemos la implementaciones para construir la unién de k poligonos de visibilidad mediante
el algoritmo de Weiler-Atherton analizado en la Seccién 8.2.

Union de poligonos de visibilidad

Incluimos en primer lugar un conjunto de funciones auxiliares, como por ejemplo las que permiten
construir las listas circulares mencionadas en el algoritmo de Weiler-Atherton, que permitirdn
finalmente construir una funcién para calcular el poligono, (no conexo y con agujeros), que puede
producir la unién de k poligonos de visibilidad.

bool pertenece_segm(punto p, punto pl,punto p2)

{if(lguales(p,pl)||lguales(p,p2))
Feturn(true);

se

if(long double(fabs(modulo(p,pl)+modulo(p,p2)-modulo(pl,p2)))<=0.000000000000001)
ieturn(true);

else

e

return(false);

La siguiente funcion produce los cortes de dos segmentos.Si son iguales se considera que
hay dos cortes.

lista *cortesegmentos(punto pl,punto p2, punto p3, punto p4,lista *I)
{double v1,v2,wl,w2;
punto p;
v1=p2.X-pl.x;
v2=p2.y-pl.y;
w2=p4.y-p3.y;
I=NBLL¥ pe-y
if(pertenece_segm(pl,p3,pd)==true)
I=Anadir(l,pl);
if(pertenece_segm(p2,p3,pd)==true)
I=Anadir(l,p2);
if(pertenece_segm(p3,pl,p2)==true)
I=Anadir(l,p3);
if(pertenece_segm(p4,pl,p2)==true)
I=Anadir(l,p4);
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if((I==NULL)&&((vectorial (pl,p3,p4)/vectorial (p2,p3,p4))<=0.0)&&
((vectorial (p3,pl,p2)/vectorial (p4,pl,p2))<=0.0
{p-x=(p3.x*(p4.y*(pl.x-p2.x)-pl.x*p2.y+pl.y*p2.x)-p4.x*(p3.y*(pl.X-p2.x)-pl.x*p2.y+pl.y*p2.x))/
(p3.x*(pl.y-p2.y)+p3.y*(p2.X-pl.x)+p4.x*(p2.y-pl.y)+p4.y*(pl.x-p2.X));
P-y=(p3.x*p4.y*(pl.y-p2.y)-p3.y*(p4.x*(pl.y-p2.y)+pl.x*p2.y-pl.y*p2.x)+p4.y*(pl.x*p2.y-pl.y*p2.x))/
. (p3.x*(pl.y-p2.y)+p3.y*(p2.x-pl.x)+p4.x*(p2.y-pl.y)+p4.y*(pl.X-p2.X));
if((pertenece_segm(p,pl,p2)==true)&&(pertenece_segm(p,p3,pd)==true))
I=Anadir(l,p);

}
return(l);
3 m

bool punto_int(punto p,lista *poligono)
{if((fmod(cortes(p,poligono),2.0)1=0.0)&&(Pertenece(p,poligono)==false))
return(true); } : ) }
else //Los vértices se consideran interiores
return(false);

Disefiamos ahora una funcién que nos dice si un poligono estd incluido en el interior de
otro. Podriamos tener esta situacioén.

bool Incluido(lista *poll, lista *pol2)
{int 1, 4
lista *aux;

aux=pol1;

J=0;

whlle(auxl NULL)

{|f(punto int(aux->p,pol2)==true)

aux aux->sig;

} =longitud(poll);
if(|== )
Feturn(true);

else
return(false);

bool Hay_interseccion(lista *poll,lista *pol2)
{Ilsta Saux
aux poll
while (aux->sig!=NULL)
{i=i+cortes_bis(aux->p,aux->sig->p,pol2);
aux=aux->sig;

%f(i!:O)
Feturn(true);

else
return(false);

lista *Anadir(lista *1,punto p)
{lista *aux;

|f(|==NULL

{I =(lista*)malloc(sizeof(lista));

I- >§u5 NULL;

else
aux=
{lf(Pertenece(p I)==false) //Para que no se repitan vértices
{while(aux->sig!=NULL)
aux=aux->sig;
aux->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
aux=aux->sig;
aux->p=p;
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aux->sig=NULL;

return(l);
3 O]

lista *unelistas(lista *11,lista *12)
{lista *aux;
aux=12;
while (aux!=NULL)
{11=Anadir(11,aux->p);
aux=aux->sig;

%eturn(ll);

Reproducimos aqui la_funcion que calcula el area de un poligono, pero sin la parte final
para guardar en el fichero. LLamaremos a esta funcién area_poligonobis.

double area_poligonobis(lista *poligono)
{double ar=0; )
lista *aux,*auxl,*aux2,*aux3,*copia;
//Hacemos una copia del poligono para no perderlo
if (longitud(poligono)>=3)
{aux=poligono;
if(aux!=NULL)
{copia=(lista*) malloc(sizeof(lista));
copia->p=aux->p;
aux=aux->sig;
auxl=copia;

}
while(aux!=NULL) ; )
{aux1l->sig=(lista*) malloc(sizeof(lista));
auxl=auxl->sig;
auxl->p.x=aux->p.x;
auxl->p.y=aux->p.y;
aux=aux->sig;

gux1—>sig:NULL;
//Vamos buscando orejas y

while(longitud(copia)>3)
{auxl=copia; _
aux2=copia->sig; _
aux3=copia->sig->sig;
while(es_oreja(auxl->p,aux2->p,aux3->p,copia)==false)
{if(aux3->sig==NULL)

{auxl=auxl->sig;

) //La oreja esta en el ultimo triangulo
aux2=aux2->sig;
aux3=copia;

else )
if(aux2->sig==NULL)
{auxl=auxl->sig;
aux2=copia; _
aux3=aux3->sig;

else }
if(auxl->sig==NULL)
{auxl=copia; _
aux2=aux2->sig;
aux3=aux3->sig;

}

else :
{auxl=auxl->sig;
aux2=aux2->sig;
aux3=aux3->sig;}

arzar+ area(auxl->p,aux2->p,aux3->p);

} //Sumamos las area de triangulos
aux=copia;
while(aux!=NULL)
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{if(aux->sig==aux2)
{aux->sig=aux->sig->sig;
free(aux2);

aux=aux->sig;

}

¥ //Sumamos el area del ultimo triangulo
ar=ar+area(copia->p,copia->sig->p,copia->sig->sig->p);
//Lo guardamos en la ultima fila del fichero
copia=Limpiar(copia);
}/*del primer if*/
return(ar);

Disefiamos una funcién tal que dado un segmento con un par de puntos y un poligono nos da
como solucién una lista con los puntos de corte con el poligono ordenados de menor a
mayor por la distancia al punto.

lista *lista_cortes(lista *solu,punto pl,punto p2,lista *poligono)
{lista *aux,*solaux,*auxl;
punto vector[Tamcierre];
punto p;
double x,y;
int i=0,m,n;
aux=pol1gono;
solu=NULL;
if(aux!=NULL) _
{while(aux->sig!=NULL)
//Vamos mirando lo cortes con los lados del poligono
{solaux=cortesegmentos(pl,p2,aux->p,aux->sig->p,solaux);
if(solaux!=NULL)
{auxl=solaux;
while(aux1!=NULL)
{vector[i].-x=auxl->p.x;
vector[i].y=auxl->p.y;
yegtgr[i].tipo=‘c’;
i=i+l;

auxl=aux1->sig;

aux=aux->sig;

//Miramos el altimo lado
solaux=cortesegmentos(pl,p2,aux->p,poligono->p,solaux);
if(solaux!=NULL)

{auxl=solaux;
while(aux1!=NULL)
{vector[i].x=aux1l->p.x;

vector[i].y=auxl->p.y;
vector[i].-tipo=*c”;
1=i+1; ;
auxl=auxl->sig;
}

}

for(m=0;m<i-1;++m)

fgr$n=m+l;n<|;++nz
if(modulo(pl,vector[m])>modulo(pl,vector[n]))

{p=vector[m];

vector[m]=vector[n];
vector|[n]=p;

//0rdenamos el vector por el método de la burbuja

0 //Lo guardamos en una lista
n=0;

if(1>0) _ : )
{solu=(lista*)malloc(sizeof(lista));
solu->p.x=vector[n]-x;
solu->p.y=vector[n].y;
solu—>P.tipo:vector[n].tipo;
aux=solu;

aux->sig=NULL;

++n;
whife(n<i) ) )
{aux->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
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aux=aux->sig;
aux->p.x=vector[n].x;
aux->p.y=vector[n].y;
aux—>p:tiﬁo=vector[n].tipo;
aux->sig=NULL;

++n;

return(solu);

Diseflamos ahora una funcion que crea una lista circular segun_indica el algoritmo con los
vértices seguidos de sus puntos de interseccién hasta el vertice siguiente:

lista *lista_circular(lista *solu, lista *poligonol, lista *poligono2)
{lista *aux,*cortes;
solu=NULL;
cortes=NULL;
if( ollﬂonolzzNULL)
solu=NULL;
else )
{aux=poligonol;
while(aux->sig!=NULL)
{cortes=lista_cortes(cortes,aux->p,aux->sig->p,poligono2);
if((Pertenece(aux->p,cortes)==true))
aux->p.tipo="c’;
solu=Anadir(solu,aux->p);
solu=une!istasgsolu,cortes);
cortes=Limpiar(cortes);
aux=aux->sig;

¥ : //Ahora el daltimo lado
cortes=lista_cortes(cortes,aux->p,poligonol->p,poligono2);
if((Pertenece(aux->p,cortes)==true))

aux->p.tipo="c’;

solu=Anadir(solu,aux->p);

solu:une!istasgsolu,cortes);

cortes=Limpiar(cortes);

//Ahora la hacemos circular

aux=solu; : }
while(aux->sig!=NULL) aux=aux->sig;

aux->sig=solu;

}
return(solu);
}/*fin lista_circular*/

Diseflamos ahora una_funcion que crea una lista circular segun indica el algoritmo con. En
esta parte vamos a implementar todo los relativo a la unién de k pollggnos. Aqui termina-
remos teniendo una_funcion que nos dara el area de la union de k po |gonos. Empezaremos
disefiando un algoritmo para la unién de dos poligonos generales que pueden tener agujeros
,(recordemos que la union de poligonos de visibilidad puede ser un poligono con agujeros.
Después iteraremos este proceso para calcular la interseccion de k poligonos de visibili-
dad. Esta_funcién sera la base para calcular un fitness para calcular_los k puntos de ma-
xima ¥luminacién. Con esta funcién minimizar el n°de luces que iluminaréan un poligono
en un porcentaje elevado sera facil.Creamos una funcién que nos da la lista de cortes.

lista *lista_cortes_total(lista *solu,lista *poligonol, lista *poligono2)
{lista *aux,*cortes;
solu=NULL;
cortes=NULL;
if( ollﬂonolzzNULL)
solu=NULL;
else )
{aux=poligonol;
while(aux->sig!=NULL)
{cortes=lista_cortes(cortes,aux->p,aux->sig->p,poligono2);
soluzune!isgasgsolu,cortes);
cortes=Limpiar(cortes);
aux=aux->sig;

}

) //Ahora el ultimo lado
cortes=lista_cortes(cortes,aux->p,poligonol->p,poligono2);
solu=unelistas(solu,cortes);
cortes=Limpiar(cortes);

247
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}
return(solu);
}/*fin lista cortes_total*/

lista *eliminar(punto p,lista *I)
{lista *auxl,*aux2
|f(Pertenece(p,I)——true)
{|f(|gua|es(l—>p p)==true)
{auxi=1;
1= I->S|g,
free(auxl);

else
{aux2=1;
auxl-l->5|g
while(lguales(auxl->p,p)==false)
{aux2=aux1;
auxl=auxl->sig;

} . .
aux2->sig=auxl->sig;
free(auxl);

return(l);

Disefiamos una funcién que afiade un nodo a un poligono general, es decir, un conjunto de
componentes conexas con agujeros.

poligono *Anadir_Nodo(poligono *p,nodo n)
{poligono *aux;
if(longitud(n.puntos)>=3)
{if(p==NULL)
{p=(poligono*)malloc(sizeof(poligono));
p->dat=n;
p->sig=NULL;

else
{aux=p;
while(aux->sig!=NULL)
aux=aux->sig;
aux->sig= (poligono*)malIoc(sizeof(poligono));
aux=aux->sig;
aux->dat=n;
aux->sig= NULL;

%eturn(p);

poligono *Juntar_Poligonos(poligono *pl,poligono *p2)
{pollgono *aux;
aux=p2;
while(aux!=NULL)
{pl=Anadir_Nodo(pl,aux->dat);
aux=aux->sig;

%eturn(pl);

A continuacion implementamos_las funciones que permiten unir_componentes _del poligono con
un_nuevo poligono de visibilidad que es una componente prlnC|paI Se distinguen dos casos:
unién con un agujeros y unién con una componente principal.

poligono *Union_Nodo_Agujero(poligono *solu, nodo n,lista *I)
{lista *circularl,*circular2,*auxl,*aux2,*aux;
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solu=NULL;

nodo finali;

punto p;

int i,esta; )
if(Hay_interseccion(n.puntos, I)==false)
solu=Anadir_Nodo(solu,n);

else )
{final _tipo=“A’;
final . puntos=NULL;
} //Un agujero solo puede generar un Gnico agujero
circularl=NULL;
circular2=NULL; _ )
circularl=lista_circular(circularl,l,n.puntos);
circular2=lista_circular(circular2,n.puntos,1);
auxl=circularl; _ ;
while(auxl->p.tipo!=“c”) auxl=auxl->sig;
aux=auxl;
esta=1;

1=1;
while((lguales(auxl->p,aux->p)==false)||(i==1))
++ ]
{pzagx1—>p;
p.tipo=°v’;
final .puntos=Anadir(final .puntos,p);
if(auxl->p.tipo==°c”)
{if(esta==1)
aux2=circular2;
else
aux2=circularl; }
while(lguales(aux2->p,auxl->p)==false) aux2=aux2->sig;
if((vectorial (auxl->p,auxl->sig->p,aux2->sig->p)<0)&&(auxl->sig!=aux))
{auxl=aux2->sig;
if(esta==1)
esta=2;
else
esta=1;

else ;
auxl=auxl->sig;

}
else }
auxl=auxl->sig;

}

solu=Anadir_Nodo(solu,final);
return(solu);

poligono *Union_Nodo_Agujero2(poligono *solu, nodo n,lista *I)
{lista *circularl,*circular2,*cortes,*cortesl,*aux,*auxl,*aux2,*aux3, *aux4;
solu=NULL;

nodo_final;

int i,esta;

Eunto p;

ool fin;

time_t ini,para,ini2,para2;

cortes=NULL;

cortes=lista_cortes_total (cortes,n.puntos,I);
cortesl=lista_cortes_total(cortesl,l,n.puntos);
cortes=unelistas(cortes,cortesl);

final .puntos=NULL;

1f((n.puntos!=NULL)&&(I'=NULL))
{if(Incluido(l,n.puntos)==true)

solu=Anadir_Nodo(solu,n);

else
if((cortes==NULL)&&(Incluido(n.puntos, I)==False))
solu=Anadir_Nodo(solu,n);

else

if(cortes!=NULL)

{circularl=NULL;

circular2=NULL; _ )
circularl=lista_circular(circularl,l,n_puntos);
circular2=lista_circular(circular2,n.puntos,l);
circularl=contrastar(circularl,circular2,“c”);
circular2=contrastar(circular2,circularl, “c*

’
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cortes=contrastar£cortes,circularl,‘I’g;

cortes=contrasta
ini2=time(NULL);
while(cortes!=NULL)
{para2=time(NULL);

cortes,circular2, I’

if(difftime(paraz,ini2)>4_0) {printf(““ 2 *”);solu=NULL;goto finl;}

final .puntos=NULL;
auxl=circularl;

while(lguales(auxl->p,cortes->p)==false)

auxl=auxl->sig;
aux=auxl;
esta=1;

=17
ini=time(NULL);

LL);
while((lguales(auxl->p,aux->p)==Ffalse)||(i==1))

{para=time(NULL);
++i;

p=auxl->p;
p.tipo=“v*;

final .puntos=Anadir(final .puntos,p);

if(auxl->p.tipo==c”)

{cortes=eliminar(auxl->p,cortes);

if(esta==1)
aux2=circular2;
else

aux2=circularl;
while(lguales(aux2->p,auxl-
aux2=aux2->sig;
if((vectorial (auxl->p,auxl-
{auxl=aux2->sig;
if(esta==1)

esta=2;

else

esta=1;

else }
auxl=auxl->sig;

}
else )
auxl=auxl->sig;

%f(final.puntos!:NULL)
{final.pgntos:dgsbrozar(final

final .tipo=“A";
}solu:Anadir_Nodo(squ,finaI)
Y/ /1°While _
cortes=Limpiar(cortes);
cortesl=Limpiar(cortesl);

>p)==Ffalse)
>sig->p,aux2->sig->p)<0.0)&&(auxl->sig!=aux))

.puntos);

//Limpiamos cortes y listas circulares

aux=circularl; :
while(aux->sig!=circularl)
aux=aqx—>5|E;
aux->sig=NULL;
circularl=Limpiar(circularl);
aux=circular2;

while(aux->sig!=circular2) aux=aux->sig;

aux->sig=NULL;
circular2=Limpiar(circular2);
}//else

return(solu);

Una funcion para determinar si un

poligono _es principal o un agujero. Lo haremos mirando

el sentido de giro.Se genera un punto interior al poligono tal que los segmentos que unen
este punto con los dos primeros puntos del poligono estén dentro del poligono. Después se

mira el sentido de giro.

char Tipo_Pol(lista *polig)
{lista *aux,*ymin;
char c;

ymin=polig;

aux=polig;
while(aux!=NULL)_
{if(aux->p.y<ymin->p.y)

//Buscamos el nodo de ordenada minima
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ymin=aux; _
aux=aux->sig;

}

aux=polig;
while(aux->sig!=NULL) aux=aux->sig;
aux->sig=polig;

//Hacemos la lista circular

} //Buscamos ymin

aux=polig;

while(aux->sigl=ymin)

aux=aux->sig;
//Podemos calcular el prodcuto vectorial de los
//tres vértices. El mas bajo y los adyacentes

if(yggtorial(ymin—>p,aux—>p,ymin—>sig—>p)<:0.00001)

c=“P”;

else
CoA”: ) ) ]
; //Quitamos la circularidad
aux=polig;
while(aqx—>sig!=polig) aux=aux->sig;
aux->sig=NULL;
return(c);

poligono *Union_Nodo_Principal (poligono *solu, nodo n,lista *I,char *c)
{lista *circularl,*circular2,*cortes,*cortesl,*aux,*auxl,*aux2,*aux3, *aux4;
solu=NULL;

nodo_final;

int i,esta;

Eunto p;

ool fin;

cortes=NULL;

cortes=lista_cortes_total (cortes,n.puntos,I);
cortesl=lista_cortes_total(cortesl,l,n.puntos);
cortes=unelistas(cortes,cortesl);

|I(00ﬁtes==NULL)

CoiNT -

final .plntos=NULL;
1f((n.puntos!=NULL)&&(I'=NULL))
{if((Incluido(n.puntos, I)==true)&&(*c==“N"))
{final .tipo=“P”;
final .puntos=1;

solu=Anadir_Nodo(solu,final); } : , o )
//Miramos si los poligonos estan incluidos

else
if((Incluido(l,n.puntos)==true)&&(*c==“N"))

*o=t 7 ;
solu=Anadir_Nodo(solu,n);

else

if(cortes==NULL)

{final .tipo="P”;
final .puntos=1;
solu=Anadir_Nodo(solu,final);
solu=Anadir_Nodo(solu,n);

else
{circularl=NULL;
circular2=NULL; }
circularl=lista_circular(circularl,l,n_puntos);
circular2=lista_circular(circular2,n.puntos,1);
ini2:time(NULLa;
while(cortes!=NULL)
{final .puntos=NULL;
auxl=circularl;
ini3=time(NULL);
while(lguales(auxl->p,cortes->p)==Ffalse)
auxl=auxl->sig;
aux=aux1;
esta=1;

i=1
while((Iguales(auxl->p,aux->p)==false)||(i==1))

251



252 Comentarios de Implementacion

{para=time(NULL);

p auxl >p,

p.tipo=‘v

final. puntos Anadir(final .puntos,p);
if(auxl->p.tipo==“c”)
{cortes=eliminar(auxl->p,cortes);

if(esta==1)
aux2=circular2;
else

aux2=circularl;
whlle(lguales(auxz >p,auxl->p)==false)
aux2=aux2->sig;

%f((vectorial(aux1—>p,aux1—>sig—>p,aux2—>sig—>p)<0.0))
{auxl=aux2->sig;
if(esta==1)
esta=2;
else
esta=1;

else }
auxl=auxl->sig;

else :
auxl=auxl->sig;

%f(final.puntos!:NULL)

{final .puntos=desbrozar(final .puntos);
final . tipo=Tipo_Pol (final .puntos);
solu=Anadir_Nodo(solu,final);

}//1%While
cortes=Limpiar(cortes);
cortesl=Limpiar(cortesl);

) //Limpiamos cortes y listas circulares
aux=circularl; )
while(aux->sig!=circularl)

aux:aqx—>3|€;

aux->sig=NULL;
circularl=Limpiar(circularl);
aux=circular2;
while(aux- >S|g'-C|rcuIar2) aux=aux->sig;
aux->sig=NUL

circular2= leplar(C|rcuIar2),
}//else

}return(solu);

_______________________________________________________________________________________ */
lista *Asignar_Nodo_Principal(poligono *p,lista *I)
{poligono *aux;
aux=p;
if(aux!=NULL)
{while((aux->dat.tipo!=“P”)&&(aux->sig!=NULL))
aux=aux->sig;
return(aux->dat.puntos);
}
}
Y 2
La siguiente funcion permite eliminar un nodo principal
*
_______________________________________________________________________________________ /

poligono *Eliminar_Nodo_Principal(poligono *p,lista *I)
{poligono *auxl,*aux2;
iT((p!=NULL)&&(11=NULL))
{if((p->dat.tipo==“P’)&&(listaslguales(p->dat.puntos, I)==true))
{aux1=p;
p=p->sig;
free(auxl);

else
{aux2=p;
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auxl=p->sig;
while((auxl->dat.tipo!=“P”)||(listaslguales(auxl->dat.puntos, )==Ffalse))

{aux2=aux1;
auxl=auxl->sig;

%f((auxl—>dat.tipo==‘P’)&&(aux1—>dat.puntosz:l))
{aux2->sig=aux1->sig;
free(auxl);

}
%eturn(p);
}

poligono *Limpiar2(poligono *polig)
{poligono *aux;
if(polig!= NULL)
{aux=polig;
polig=po |g >sig;
free(aux);
polig= L|mp|ar2(po||g)
return(polig);
}//Limpiar2(aux);

Disefiamos una funcion que produce el poligono general resultado de unir un poligono de
visibilidad con un poligono general,(conjunto de componentes no conexas y con agujeros).
*

poligono *Union_Poligono_lista(poligono *solu,poligono *p,lista *I)
?ollgono *aux,*soluparcial ,*soluparciall, *auxl
ista *cogla ,*alx3,*aux2;

nodo fina
solu=NULL;
soluparC|aI NULL ;
char car; ; ) ;
//Hacemos una copia para unir a los agujeros, pues con los
w31 //agujeros debemos utilizar siempre la lista original

|f(aux3l NULL)

{copla-(llstaE? malloc(5|zeof(llsta))
copia->p=aux

aux3=aux3->sig;

aux2=copia;

\%vhlle(aux3l =NULL)

{aux2- >S|§ (Ilsta*) malloc(sizeof(lista));
aux2=auxZ->si

aux2->p.x=aux >p X;
aux2->p.y=aux3->p.y;

aux3=aux3->sig;

%ux2—>sig=NULL;
//fin copia
aux=p;
while(aux!=NULL)
{if(aux- >dat t|po=:‘A‘)
{printf(“* a
soluparC|aI1 NOLL;
soluparciall=Union_Nodo_Agujero2(soluparcial ,aux->dat,copia);
if(soluparciall1!=NULL)
{solu=Juntar_Poligonos(solu,soluparciall);
soluparciall=Limpiar2(soluparciall);

%f(aux >sig==NULL)
{final .tipo="P”;
final .puntos=1;

oluparC|aI=NULL;
soluparcial=Anadir_Nodo(soluparcial,final);
solu=Juntar_Poligonos(solu,soluparcial);
soluparcial=Limpiar2(soluparcial);

}

else

{soluparcial=Union_Nodo_Principal (soluparcial ,aux->dat,1,&car);
if((aux->sig!=NULL)&&(car==S"))
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{I=Asignar_Nodo_Principal (soluparcial,l);
soluparcial=Eliminar_Nodo_Principal (soluparcial,l);

else
if((aux->sig!=NULL)&&(car==“N"))
?oluparcialeliminar_Nodo_Principal(soluparcial,I);

else
if((aux->sig!=NULL)&&(car=="1"))
{I=Asignar_Nodo_Principal(soluparcial,l);
soluparcial=Eliminar_Nodo_Principal(soluparcial,l);

i%(soluparcial!:NULL)
{solu=Juntar_Poligonos(solu,soluparcial);
soluparcial=Limpiar2(soluparcial);
aux=aux->sig;
}
return(solu);
Parece que ya tenemos la union. Disefiamos una funcion Construye_Union, tal que dado un

?oligong normal y una lista de puntos interiores a él, nos devuelve el poligono union de
os poligonos de” visibilidad de todos los puntos

poligono *Construye_Union(poligono *solu, lista *poligo, lista* nube,double a,double *apa)
{lista *polvisi,*auxx,*solauxy;int i;
poligono *soluaux;
nodo final; _ }
FILE *Bolunlonagu1eros;
solu=NULL;
@ugxznube;
i=0;
whi!e%auxx!zNULL)
i=i+l;
adelante:
o //Calculo el primer poligono de visibilidad
polvisi=NULL;
polvisi=(lista*) malloc(sizeof(lista));
polvisi=calpolvisi(auxx->p,poligo,polvisi);
i1f((polvisi==NULL)||(polvisi->p.x==-10)||(longitud(polvisi)==1))
{printf(““Ya estamos’”);
auxx->p=generapunto(poligo);
goto adelante;}
if(polvisi!=NULL)
{polvisi=desbrozar(polvisi);
1f(auxx==nube
{final _tipo=“P”;
final .puntos=polvisi;
solu=Anadir_Nodo(solu,final);

else
{soluaux=Union_Poligono_lista(soluaux,solu,polvisi);
solu=L|mE|ar2(solu);

solu=NULL; )
solu=Juntar_Poligonos(solu,soluaux);

soluaux=Limpiar2(soluaux);
auxx=auxx->sig;
}
}
soluaux=solu;
while(soluaux!=NULL)

{soluaux->dat.puntos=desbrozar(soluaux->dat.puntos);
soluaux=soluaux->sig;

//Limpiamos la solucion

lapazarea_poligonoagujeros(solu);

printf(““\n\n\t\t\t* Area Poligono Inicial %If *Area lluminada %l1f\n’”,a,*apa);

polunionagujeros=fopen(*“c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1
\\Matlab\\polunionagujeros.txt’”,““w+””);

soluaux=solu;

while(soluaux!=NULL

{solauxy=soluaux->dat.puntos;

while(solauxy!=NULL)



Implementaciones relacionadas con MaxA-p-Pvk(P, k) 255

{fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n””,solauxy->p.x,solauxy->p.y);
solauxy=solauxy->sig;

%f(soluaux—>dat.tipo=:‘P’)
Tprintf(polunionagujeros,“%f %f\n””,2.0,2.0);
else

fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n*”,2.0,1.0);
soluaux=soluaux->sig;

%printf(polunionagujeros,“%f %f\n>”,*apa, (*apa*100.0)/a);
fclose(polunionagujeros);
return(solu);

lista *desbrozar(lista *polig)
{lista *aux,*auxl,*aux2;
if(longitud(polig)>=3)
{auxl=polig;
aux2=polig->sig;
while(aux2->sig!=NULL)
{if(pertenece_segm(aux2->p,auxl->p,aux2->sig->p)==true)
{auxl->sig=aux2->sig;
aux=aux2; R
aux2=aux2->sig;
free(aux);

else
{auxl=aux2;
aux2=aux2->sig;
}
}

%eturn(polig);
}

double area_poligonoagujeros(poligono *polig)
{?Qllgono *aux;
ista *auxl,*aux2;
double area,areaaux;
char c;
area=0; _
aux=polig;
while(aux!=NULL)
{c=aux->dat.tipo;
switch(c) )
{case “P”:areaaux=area_poligono(aux->dat.puntos);
if (areaaux!=-1.0)
areat+=areaaux;
else :
{area=0;goto fin;}
break; )
case “A’:areaaux=area_poligono(aux->dat.puntos);
if (areaaux!=-1.0)
area=area-areaaux;
else :
{area=0;goto fin;}
break;

aux=aux->sig;
in:
return(area) ;

double fitnessk(lista *indi,lista *poligo)
double area;
ouble areapol;



256 Comentarios de Implementacion

int prlmeravez 1;
poligono *polaux;
areapol= area _poligono(poligo);
polaux=NULL
polaux= Construye_Un|0nB|s(poIaux,p0Iigo,indi,areapol,&area);
polaux=Limpiar2(polaux);
//Limpiamos el poligono solucioén
return((area*100.0)/areapol);

Tenemos ya implementados todos los c6digos que permiten encontrar el valor de la funcion
fitness o funcidn objetivo de nuestro problema. Pasamos a continuacién a exponer las imple-
mentaciones disenadas para cada una de las heuristicas que solucionan el problema MaxA-p-
PVvKk(P, k).

Implementaciones basadas en la heuristica simulated annealing-SA

Podemos entender el siguiente programa como una generalizacién de expuesto anteriormente
para simulated annealing-SA con el problema MaxA-p-Pv1(P), con esta misma heuristica.
Como se puede observar la variacién fundamental radica el la funcién objetivo utilizada, pero la
estructura de la heuristica es la misma.

La implementacion utilizada e igual a la disefiada para la biusqueda del punto de maxima
iluminacion.

poligono *MaxRS_PVK(int tipor,double tpi,double dt,int *itera,lista *polig,poligono *polvisi,lista *ps,
int k,double a,double *apa)

{unsigned long int i,ki, t

long hora;

int horasistema;

punto pl,p2; lista *psaux,*psauy, *aux,*auxl,*solauxy;
oll?ono *soluaux;
doub ?saux ,apsauy,delta,tk,U,U1,U2,div;

FILE *po unlonagu1eros *rastro
rastro=fopen(““c: \\santlaQO\\d|SCOS\\doctoradO\\PVGC\\Pruebas Heur_P1\\Matlab\\rastro.txt””,““w+>”);

//Generamos una primera solucioén

hora=time(NULL);
//Generamos una semilla de sistema

horasistema=(unsigned int) hora/2;
srand(horasistema) ;
psaux=NULL;
for(t=0; t<k ++ 2
{pl.x=(i.0*rand())/(RAND_MAX);

pl.y=(1.0*rand())/(RAND_MAX);
whlle((fmod(cortes(pl polig),2.0)==0.0)||(Es_Ordenada_vertice(pl,polig)==true))

{pl.x=(1.0*rand())/(RAND_MAX);
pl.y=(1.0*rand())/(RAND_MAX);

psaux=Anadir(psaux,pl);
}aps?ux:fitnessk(psaux,polig);

tk=tpi;
glv-lo 0;

{i=1
do
{aux=psaux;
//Genero una nueva solucién moviendo un
//poco los puntos anteriores
psauy=NULL;
while(aux!=NULL)
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{{Ul-El O*randggglgRAND MAxg

U2=(1.0*rand())/(RAND_MAX

p2.X=aux->p. X+ (($qrt(=(2.0*log(U1)))*sin(2.0*pi*U2))/div);
p2.y=aux->p.y+((sqrt(-(2.0*log(Ul)))*cos(2.0*pi*U2))/div);
Ywhile(punto_int(p2,polig)==false);

psauy= Anadlr(psauy p2);

aux=aux->sig

literaz*itera+l; //Miramos el area iluminada por la nueva solucién
apsauy=fitnessk(psauy,polig);
//Calculamos delta
delta=apsauy-apsaux;
//Estudiamos el cambio
if(delta>0).
{psaux=Limpiar(psaux);
psaux=psauy;
apsaux=apsauy;
auxl=psaux;
while(aux11=NULL)
{fprintf(rastro,
auxl=auxl->sig;

}}

else
1.0*rand())/ (RAND_MAX
{|f£U<exp((dg%%a /(tk))))
{psaux=Limpiar(psaux);
psaux=psauy;
apsaux=apsauy;
auxl=psaux;
while(aux1!1=NULL)
{fprintf(rastro,” “%f %f\n’”,auxl->p.x,auxl->p.y);
auxl=auxl->sig;

}
}}

“%f %f\n>~,auxl->p.x,auxl->p.y);

//Si no depende de la temperatura

btk (o

{case 0:tk=dt*tk;breal

case 1:tk= (tpl)/log(1+k|) break;

case 2:tk=(tpi)/(1+ki); break;

case 3:tk=(tpi)/exp(ki); break;

case 4:tk=(tpi)/(exp(exp(ki)));break;
case 5:tk=(0.9)*tk;break;

dIdeIV/(O 99);
|_
prlntf(“\n\t%lf A7, tk);
Jwhile(tk>0.0005);
ps=psaux;
//Actualizamos la salida

o //Guardamos en un fichero par ver en Matlab
polvisi=NULL;
polvisi=Construye_Union(polvisi,po lig,ps,a,&*apa);
polvisi=LimpiarSolucionRS(polvisi,polig,ps,a,&*apa);

//Ahora lo guardamos en el fichero.

polunionagujeros=fopen(““c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1
o \\Matlab\\polvisirsk.txt’”,““w+*”);

soluaux=polvisi;

while(soluaux!=NULL

{solauxy=soluaux->dat.puntos;

while(solauxy!=NULL)

{fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n’”,solauxy->p.x,solauxy->p.y);
solauxy=solauxy->sig;

%f(soluaux->dat.tipo==‘P’)
fprintf(polunionagujeros,“%f %f\n>”,2.0,2.0);

fprlntf(?olunionqgujeros,“%f %f\n>”,2.0,1.0);
soluaux=soluaux->sig;

}

//Pintamos los puntos
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solauxy=ps;

while(solauxy!=NULL)

{fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n””,solauxy->p.x,solauxy->p.y);
solauxy=solauxy->sig;

%printf(polunionagujeros,“%f %f\n””,2.0,3.0);
fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n””,*apa, (*apa*100.0)/a);
fclose(polunionagujeros);

fclose(rastro);
return(polvisi

}

Implementaciones con algoritmos genéticos-AG

Incluimos los cédigos para el algoritmo genético descrito en la Seccién 8.4. Se exponen también
las funciones para la ejecucién de los operadores de cruce y mutacién utilizados.

Parece que ya tenemos la union. Disefiamos una funcion Construye Union, tal gque dado_ un
Implementamos ahora un algoritmo genético_para calcular los k_ puntos de méaxima ilumina-
cion. De forma resumida los elemenos que interviene son los siguientes:

Individuo:Una lista con k puntos. L

Poblacion:Un vector con kn individuos; n vértices de P.

Seleccion:Proporcional por ruleta.

Cruce:En un punto.

Mutacion;Sumado_a cada coordenada N(0,1)/100 con probabilidad pm.

Generacion inicial: Aleatoria. Se genera dentro de la funcion.

Evaluar poblacion : fitnessk del mejor individuo. _ _ _ .

Paso_de generacion: Sustituir el hijo por el peor individuo de_la poblacion.

Condicion de parada: Cuando en 100 generaciones no cambie el fitness.
La funcion devolvera el poligono union.

poligono *MaxGNT_PVK(int *itera,lista *polig,poligono *polvisi,lista *ps,int k,double a,double *apa)
{FILE *polunionagujeros,*rastro;
poligono *soluaux,*polvisi2,*aux;
punto pl;
lista *poblacion[Tampobla],*aux1;
//Guarda la poblacion en cada generacién

lista *padrel,*padre2,*hijo,*solauxy;

double pc=0.8;
//Probabilidad de cruce
double pm=0.05;

double P;
double objaux,obj=0;

int i,m,pdl,pd2;
int t,j,hora,horasistema;

//Probabilidad de mutacién
//Valor del mejor individuo de cada poblacion

//Contador y generacién aleatoria
//Generamos la poblacion inicial de kn individuos

rastro=fopen(““c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\datoscurva.txt’”,““w+*”);
hora=time(NULL); _ ) : )
horasistema=(unsigned int) hora/longitud(polig);
§r8nd(horasistema);
J=03
) //Contador nimero de individuos
auxl=polig;
while(j!=k*longitud(polig))
{poblacion[j]=NULL;
//Creamos los puntos y los guardamos en poblacion
poblacion[j]=NULL;
for(t=0;t<k;++t
{pl-x=(1.0*rand())/(RAND_MAX);
pl.y=(1.0*rand())/(RAND_MAX);
while((fmod(cortes(pl,polig),2.0)==0.0)|/(Es_Ordenada_vertice(pl,polig)==true))
{p1.x=(1.0*rand())/(RAND_MAX);
pl.y=(1.0*rand())/ (RAND_MAX);
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poblacion[j]=Anadir(poblacion[j],pl);

++j; :
auxl=auxl->sig;

p?intf(“\n\n\t\t 1.- Poblacion Inicial 0K*”);
//Generamos el fitness del mejor individuo de la
//poblacion inicial

obj=evaluarpoblacionk(poblacion,polig);
fprintf(rastro, ““%f\n"",0bj);

1=0;
printf(““\n\n\t\t 2.- Evaluacion Poblacion Inicial OK obj=%1¥>",0bj);

//Entramos en el bucle de iteracidn
while(i<=20) ) )
{*itera=*iteratk*longitud(polig);

//Seleccionamos dos individuos

printf(““\n\n\t\t 3.- lteracion: valor de i=%d””,i);
Ruletak(poblacion,é&pdl,&pd2,polig);

//Generamos un n [0,1] para comparar con pc
9:21 .0*rand())/ (RAND_MAX);
if(P<=pc)
Crucek(poblacion,pdl,pd2,polig);

//Cruzamos los hijos
//Mutamos

Mutak(poblacion,pdl,pd2,polig,pm);

//Pasamos a la nueva generacion en Mutak
//Evaluamos poblacion

objaux=evaluarpoblacionk(poblacion,polig);
fprintf(rastro, “ “%f\n””,objaux);

printf(““\nFitness ultima poblacion %If - %d --%1f””,objaux,i,obj);
if(objaux>obj)

i=0;
obj=objaux;
else
++1
%//whlie
closegrastro);

printf(““\n\n\t\t 4.- lteracion: Fin 0K””);

//Tomamos el mejor individuo de la poblacion final

obj=0;j=0;
for(t=0;t<k*longitud(polig);++t)
{objaux=Ffitnessk(poblacion[t],polig);

if(objaux>obj)

{obj=objaux;

J=t;
}}
ps=poblacion[j];

o //Construimos unién
polvisi=NULL;
polvisi=Construye_Union(polvisi,polig,ps,a,&*apa);

//Ahora lo guardamos en el fichero

polunionagujeros=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1
\\Matlab\\polvisigntk.txt>”,““w+’”);

soluaux=polvisi;

while(soluaux!=NULL

{solauxy=soluaux->dat.puntos;

while(solauxy!=NULL)
{fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n””,solauxy->p.x,solauxy->p.y);
solauxy=solauxy->sig;

%f(soluaux—>dat.tipo==‘P’)
Tprintf(polunionagujeros,“%f %f\n>”,2.0,2.0);
S

else
fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n””,2.0,1.0);
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soluaux=soluaux->sig;

//Pintamos los puntos
solauxy=ps;
while(solauxy!=NULL)
{fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n””,solauxy->p.x,solauxy->p.y);
solauxy=solauxy->sig;

%printf(polunionagujeros,“%f %f\n””,2.0,3.0);
fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n’”,*apa, (*apa*100.0)/a);
fclose(polunionagujeros);

fclose(rastro);
return(polvisi);

Disefiamos_una funcion que nos da la EVALUACION DE LA POBLACION es decir, el fitpessk del
me ?r individuo de la poblacion.Esta es el fitness de la poblacion o la evaluacion de la
poblacion.

double evaluarpoblacionk (lista *poblacion[],lista *poligo)
int i=0;

{double obj=0,objaux;

obj=fitnessk(poblacion[i],poligo);
for(i=1;i<longitud(poblacion[0]*longitud(poligo);++i)
{objaux=Ffitnessk(poblacion[i],poligo);
if(objaux>obj)
obj=objaux;

%eturn(obj);

Las implementaciones de los operadores de seleccién, cruce y mutacién son las siguientes:

1. Operador de Seleccion

Parece que ya tenemos la union. Disefiamos una funcion Construye Union, tal que dado un
La funcion_Ruletak nos devolverd como dos parametros de salida_las celdillas de la
poblacion_i y j donde se encuentran_los padres seleccionados.La funcién CrucekBis susti-
tuird el individuo i1 y j por los hijos obtenidos con cruce en 1 punto.Finalmente la fun-
cién Mutak mutard los nuevos hijos que se encontraran ya en las posiciones i y j.

void Ruletak(lista *poblacion[],int *i, int *j,lista *poligo)
{QO%b{e vectorfitness[Tampobla],suma, sumaux, sumapar;
int t,a;
suma=0.0;
for (t=0; t<longitud(poblacion[1]*longitud(poligo);++t)
{vectorfitness[t]=Fitnessk(poblacion[t],poligo);
suma=suma+vectorfitness[t];

do
{a=RAND_NAX;

while(a==RAND_MAX) a=rand§B;
§8mapar:suma*((l.0*a)/RA _MAX);

sumaux=vectorfitness[t];
while(sumaux<sumapar

{t=t+1; }
sumaux=sumaux+tvectorfitness[t];

i=t;
a=RAND_MAX

whi le(a==RAND_NAX) a=rand§3;
t§8q}aparzsuma*((l.0*a)/RA MAX) ;

sumaux=vectorfitness[t];
while(sumaux<sumapar

{t=t+1; }
sumaux=sumaux+tvectorfitness[t];

//Hacemos girar la ruleta para le 1°padre

//Ahora ruleta para el segunda padre
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-
printf(“* Seleccion %d %d””,*i,*j);
Yhile(*i==*});

}

2. Operador de Cruce

void Crucek(lista *poblacion[],int i, int j,lista *poligo)
{lista *hijol,*hijo2,*auxl,*aux2;
punto E;
int U,k;
double t;
hijol=NULL;
hijo2=NULL;

} o //Genero un n°entero aleatorio
t=longitud(poblacion[i]);
U=1.0+((doubIeEt}*rand())/(RAND_MAX));
auxl=poblacion[i];
aux2=poblacion[j];

//Mezclo en un punto
for(k=1:k<=U; ++k)
{hijol=Anadir(hijol,auxl->p);
hijo2=Anadir(hijo2,aux2->p);
auxl=auxl->sig;
aux2=aux2->sig;

%or(k:u+1;k§=t;ffk

{hijol=Anadir(hijol,aux2->p);
hijo2=Anadir(hijo2,auxl->p);
auxl=auxl->sig;
aux2=aux2->sig;

}

//Mutamos y pasamos a la generacion siguiente

hijol=Mutak(hijol,poligo,0.2);printf(““Hay mutacion’”);
hijo2=Mutak(hijo2,poligo,0.2);printf(““Hay mutacion’’);
Pasok(hijol,poblacion,poligo);
Pasok(hijo2,poblacion,poligo);
poblacion[i]=Limpiar(poblacion[i]);
poblacion[j]=Limpiar(poblacion[j]);

poblacion[i]=hijol;

poblacion[j]=hijo2;*/

siguiente.

Diseflamos ahora el operador de MUTACION.Le sumamos una N(0,1)/10 a cada componente de
cada punto.

lista *Mutak(lista *indi,lista *polig,double pm)
{double U1,U2,N1,N2; _
int i,U,t,hora,horasistema;
?gnto p;
lista *aux;_
i=longitud(indi);
//Elegimos un gen. Es mutacién por sustitucion
U=1.0+((double(i)*rand())/(RAND_MAX));
« M 0)/( - /}&utamos cada individuo de la poblacion
aux=indi;
while aux!=NULL3
{g=(( .0*rand())/ (RAND_MAX));
0

6U1= 1.0*rand(3)/ RAND_MAX);
2=(1.0*rand())7 (RAND_NAX);
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//Genero dos normales
N1=((sqrt((-2.0*log(1-U1)))*sin(U2)));
N2=((sqrt((-2.0*log(1-U1)))*cos(U2)));
Jwhile((N1>1.0)||(N2>1.0));

N1=N1/100.0;

N2=N2/100.0;

p.x=aux->p.x+N1;

p.y=aux->p.y+N2;
if((fmod(cortes(p,polig),2.0)!1=0.0)&&(Es_Ordenada_vertice(p,polig)==false))
{printf(““\n Antes (%f,%f)",aux—>p.x,aux—>p.y);

aux->p.x=aux->p.x+N1;

aux->p.y=aux->p.y+N2;

//Lo sumo a las coordenadas a cada punto

aux=aux->sig;

}%eturn(indi);

void Pasok(lista *indi,lista *poblacion[], lista *poligo)
{QOub!e_ogjzloo,objaux;
int i,indice=0;
lista *aux;
FILE *rastro; B B
rastro=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\rastro.txt>’,““a’”);

for(i=0;i<longitud(poblacion[1])*longitud(poligo);++i)
//Buscamos el peor individuo de la poblacidn

{objaux=Fitnessk(poblacion[i],poligo);
aux=poblacion[i];

while(aux!=NULL)

{fprintf(rastro, “ “%f %f\n””,aux->p.x,aux->p.y);
aux=aux->sig;

i%(obj aux<obj)

{obj=objaux;
indice=i;

}}

//Anora lo sustituimos
poblacion[indice]=Limpiar(poblacion[indice]);
poblacion[indice]=indi;
fclose(rastro);

}

Implementaciones para la heuristica random search-RS

Andlogamente incluimos los cédigos para la bisqueda aleatoria o random search-RS.

lementamos como primera aproximacion una funcién que busca de manera aleatoria una
ta con k puntos de maxima_iluminacién. La idea basica consiste en ir generando muchas
tas y quedarnos con la mejor.

———
e
nuno

poligono *MaxRS_PVK(lista *nube, lista *polig,poligono *polvisi,lista *ps,int k,double a,double *apa)
{lista *aux,*auxl,*aux2,*psaux,*solauxy;
double area=0;
poligono *polaux,*soluaux;
int 1,j; i
FILE *polunionagujeros;
aux=nube;
fa8a=0;
J=U;
while(aux!=NULL)
{+];
printf(““ %d k-elemento\n’’,j);



Cadigos relacionados con el problema MinN-p-PVvK(P) 263

i1 //Genero un conjunto con k elementos de la nube
i=1;

psaux=NULL;
while(i<=ﬁ}

{psaux=Anadir(psaux,aux->p);

auxl=aux; _

aux=aux->sig;

free(auxl);

++i;

}

polaux=NULL;
polaux=Construye_Union(polaux,polig,psaux,a,&area);
if(area>*apa)
{polvisi=Limpiar2(polvisi);
polvisi=polaux;
aux2=ps->sig;
aux2=Limpiar(aux2);
S->p=psaux->p;
Bs—>gigzNULL;P
auxl=psaux->sig;
while(aux1!=NULL)
{ps=Anadir(ps,auxl->p);
auxl=auxl->sig;

//Construyo su unio6n

%sauszimpiar(psaux);
*apa=area;

else
{psaux=Limpiar(psaux);
polaux=Limpiar2(polaux);

}}
; } //Guardamos la solucion }

printf(““\n\n\t\t\t* Area Poligono Inicial %If *Area lluminada final %If\n”’,a,*apa);
polunionagujeros=fopen(““c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\polvisidetk._txt’”,““w+””);
soluaux=polvisi;
while(soluaux!=NULL

{solauxy=soluaux->dat.puntos;

while(solauxy!=NULL)

{fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n>”,solauxy->p.x,solauxy->p.y);

solauxy=solauxy->sig;

%f(soluaux—>dat.tipo==‘P’)
Tprintf(polunionagujeros,“%f %f\n>”,2.0,2.0);
else

fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n””,2.0,1.0);
soluaux=soluaux->sig;

}

solauxy=ps;

while(solauxy!=NULL)

{fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n””,solauxy->p.x,solauxy->p.y);
solauxy=solauxy->sig;

//Pintamos los puntos

%printf(polunionagujeros,“%f %f\n””,2.0,3.0);
fprintf(polunionagujeros, “ “%f %f\n’”,*apa, (*apa*100.0)/a);
fclose(polunionagujeros);

return(polvisi);

}

B.6 Cadigos relacionados con el problema MinN-p-PvK(P)

Una vez implementadas las funciones necesarias para calcular los k& puntos de méxima ilumi-
nacion, (utilizando cada una de las heuristicas), se pueden utilizar para solucionar el problema
MinN-p-PvK(P) realizando una bisqueda secuencial o binaria, del nimero minimo k de luces
necesarias para iluminar el poligono P o un porcentaje elevado de su drea, como por ejem-
plo el 99%. Exponemos a continuacién el cédigo de cada una de estas estrategias, analizadas
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en el Capftulo 8. Se muestran sélamente el cédigo para ambas estrategias utilizando simu-
lated annealing-SA, para solucionar cada una de las llamadas al problema MaxA-p-PVK(P, k).
Para los otros dos métodos heuristicos, (GA y RS), se debe cambiar la llamada a la heuristica
correspondiente.

Estrategia secuencial

void Min_P_PVK_SA_Secuencial (lista *polig,double a)
{lista *mispuntos,*minube,*solauxy;
poligono_*mipoligonounion,*soluaux;
double m!area,gorcentaje;
int mik,itera=0;
FILE *polunionagujeros;
mik=1;
miarea=0;
porcentaje=0;
//Empezamos con 1 luz y aumentamos hasta iluminar 99%
while(porcentaje<99.0)
{mipoligonounion=NULL;
mjspuntos:(listatP malloc(sizeof(lista));
mispuntos->sig=NULL;
mipoligonounion=MaxRs_PVK(0,4.0*longitud(polig),0.95,&itera,polig,mipoligonounion,mispuntos,mik,a,&miarea);
porcentaje=(miarea*100.0)/a;
if(porcentaje<99.0)
{mipoligonounion=Limpiar2(mipoligonounion);
mispuntos=Limpiar(mispuntos);

%rinﬁf(“ \mt\t\t Numero de puntos %d.- PORCENTAJE %.30f””,mik,porcentaje);//getche();
++mik;
}

Estrategia binaria

Implementamos ahora el mismo mecanismo de bisqueda,pero no secuencial. Empezaremos en el
intervalo [1,n/3] y vamos mirando el punto medio y dividiendo el intervalo como en el método
de la biseccién, hasta tener un intervalo de longitud 1. En este caso daremos el extremo superior
del intervalo,ya que si damos el inferior corremos el peligro de estar en un intervalo en el que el
inferior no llega y el superior sfi.

void Min_P_PVK_SA_Binaria(lista *polig,double a)
{lista *mispuntos,*minube,*solauxy;
pollgono_*mlpol|gonoun!on,*soluaux;
double miarea,porcentaje;
int_mia,mib, itera=0;
FILE *polunionagujeros;

mia=1l; _ )
mib=longitud(polig)/3;
miarea=a;
porcentaje=100.0;
whjlef(mib—mia)!zla
{mipolrgonounion=NULL;
mispuntos=(llstat? malloc(sizeof(lista));
mispuntos->sig=NULL;
mipoligonounion=MaxRs_PVK(0,4.0*longitud(polig),0.90,&itera,polig,mipoligonounion,mispuntos,
: : 5mia+mib)/2,a,&miarea);
porcentaje=(miarea*100.0)/a;
printf(““\n\t\t\t Numero de puntos [%d-%d] ->%d.- PORCENTAJE %.30f””,mia,mib,(miatmib)/2,porcentaje);
if(porcentaje<99.0)
mia=(mia+mib)/2;
else
mib=(mia+mib)/2; o )
mipol igonounion=Limpiar2(mipoligonounion);
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mispuntos=Limpiar(mispuntos);

%ipoligonounion:NULL;

mispuntos:(llstat? malloc(sizeof(lista));

mispuntos->sig=NULL ;

mipoligonounion=MaxRs_PVK(0, longitud(polig),0.95,&itera,polig,mipoligonounion,mispuntos,mib,a,&miarea);
porcentaje=(miarea*100.0)/a;

printf(““ \n\t\t\t Numero de puntos [%d,%d].- PORCENTAJE %.30f””,mia,mib,porcentaje);
mipoligonounion=Limpiar2(mipoligonounion);

mispuntos=Limpiar(mispuntos);

B.7 Implementaciones para el problema MaxA-p-Vor(N)

Incluimos en esta seccién las implementaciones realizadas para el estudio heuristico del problema
MaxA-p-Vor(C). Dividimos estos programas en tres apartados:

1. Tipos da datos: Incluimos los tipos de datos adicionales a los expuestos de forma general
en la Seccién B.2. Se determina la estructura necesaria para representar un diagrama de
Voronoi, que serd una lista enlazada de nodos que incluirdn un punto, su region de Voronoi
asociada y una lista de vecindades que permitird optimizar la construccion.

2. Construccion del diagrama de Voronoi: Presentamos el cédigo implementado para
la construccién del diagrama de Voronoi de una nube de puntos. El algoritmo elegido ha
sido un algoritmo incremental, ya que para solucionar el problema MaxA-p-Vor (V) nos
interesara obtener la region de Voronoi Rv(p, N U {p}, R) de un nuevo punto p, que se
pretende anadir a la estructura, tal que su drea sea maxima.

3. Métodos aproximados para el problema MaxA-p-Vor(XN): Exponemos las imple-
mentaciones realizadas para solucionar heuristicamente este problema mediante algoritmos
basadas en simulated annealing, (SA), y random search, (RS).

Tipos de datos

Un diagrama de Voronoi serd una lista enlazada de nodos. Cada nodo incluye las coordenadas
de un punto p, la region de Voronoi asociada a este punto Rv(p, N U {p}, R) y una lista de
punteros a nodos, que contiene a todos los vecinos de p. Es importante que la estructura contenga
informacién sobre las vecindades de un punto, pues esto permitird optimizar la construcciéon del
diagrama de Voronoi.

___________________________________________________ */
struct lista_elementos4
{punto p; //punto

lista *zona; //region de voronoi asociada a p

struct vecinos : } }
{struct lista_elementos4 *inf; //Lista de punteros a vecinos
struct vecinos *sig;

*vec;
struct lista_elementos4 *sig; //siguiente nodo de voronoi

}:
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typedef struct lista_elementos4 voronoi;

Los siguientes cddigos contienen los programas necesarios para construir el diagrama de
Voronot de un conjunto de puntos situados en el cuadrado unidad es decir el cuadrado de
vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1).

Construccion del diagrama de Voronoi

Presentamos las implementaciones que permiten construir de forma incremental el diagrama de
Voronoi asociado a un conjunto de puntos. Incluimos también de forma explicativa el conjunto de
funciones necesarias para llegar al programa final CalculaVoronoi. En forma de pseudocédigo
el algoritmo se describe en X.

Definimos una funcioén que nos permitira leer los datos introducidos por el usuario usando
la funcién generaconjunto de MatLab

void Lectura_CONJUNTO(lista *conjunto)
{FILE *conj;

lista *aux;

punto punt;

_ _ //Abrimos el fichero
conj=fopen(“ “c:\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\conjunto.txt’”,““r””);
fscanf(conj, “ “%If %lf\n””,&punt._x,&punt.y);
conjunto->p.x=punt.x; //se guarda en la lista
conjunto->p.y=punt.y;
aux=conjunto;

while(feof(conj)==0)

{fscanf(conj, “ “%If %If\n””,&punt._x,&punt.y);
aux->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
aux=aux->sig; //Vamos generando la lista
aux->p.x=punt.x;
aux->p.y=punt.y;

: //Cerramos la lista
fclose(co?ﬂP;
aux->sig=NULL;

}

Vamos a disefiar una funcién que nos_ diga si un punto ve los dos extremos de un segmento
Disefiamos una primera funcion que mira si dos zonas son vecinas, mirando si comparten
algun lado de su borde.

bool vecinas(lista *zonal,lista *zona2)

{lista *auxl,*aux2;

auxl=zonal;

if((zonal==NULL)||(zona2==NULL))
return(true);

else
{while(auxl->sig!=NULL)
{aux2=zona2;
while(aux2->sig!=NULL)
{if((Iguales(auxl->p,aux2->sig->p)==true)&&(lguales(auxl->sig->p,aux2->p)==true))
return(true);
aux2=aux2->sig;
} //Ahora miramos el Gltimo lado de zona2

if((lguales(auxl->p,zona2->p)==true)é&&(lguales(auxl->sig->p,aux2->p)==true))
return(true);
auxl=auxl->sig;
} //Ahora miramos el Gltimo lado de zonal
aux2=zona2;
while(aux2->sig!=NULL)
{if((lguales(auxl->p,aux2->sig->p)==true)&&(lguales(zonal->p,aux2->p)==true))
return(true);
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aux2=aux2->sig;
//Ahora miramos el Gltimo lado de zona2

if((lguales(auxl->p,zona2->p)==true)é&&(lguales(zonal->p,aux2->p)==true))
return(true);
return( alseg;

}

Definimos ahora una funcion tal _que dada una_zona de voronoi, un punto y los extremos de
un segmento con borde en la region de voronoi transforma la regi6on de voronoi en una
nueva, que es aquella de las dos en que el segmeno divide a la zona y en la que se esta
el punto; psl y ps2 son dos punteros que apuntan al primer extremo del segmento donde se
encuentran nuestro punto de interseccion.

lista *nuevazona(lista *zona, punto p, punto sl, punto s2,lista *psl,lista *ps2)
{lista *zonaux,*auxl,*aux2;
punto pl,p2;
char c; )
//Hacemos circular zona
auxl=zona; ;
while(auxl->sig!=NULL)
auxl=auxl->sig;
auxl->sig=zona;
//Vamos a crear la primera zona
//Tomo un punto cualquiera sl o s2 y lo guardo en zonaux
zonaux=NULL; : ;
zonaux=(lista*)malloc(sizeof(lista));
zonaux->p=sl;
zonaux->sig=NULL;
auxl=zonaux;,
aux2=psl->sig;
//Ya esta localizado, ahora seguimos hasta encontrar
//el otro extremo s2 y lo vamos guardando
while(aux2!=ps2)
{auxl->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
auxl=auxl->sig;
auxl->p=aux2->p;
auxl->sig=NULL;
aux2=auxZ->sig;
} //Ahora guardamos el Gltimo aux2
auxl->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
auxl=auxIl->sig;
auxl->p=aux2->p;
aux1l->sig=NULL;
//Ahora guardamos s2
auxl->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
auxl=auxl->sig;
auxl->p=s2;
auxl->sig=NULL;

Ya esta construida la primera zona. Si el punto p es
interior a esta zona ya hemos terminado, en caso con-
trario debemos construir la otra zona

if(fmod (cortes(p,zonaux),2.0)!1=0.0)
{auxl=zona;
while(auxl->sig!=zona)
auxl=auxl->sig;
aux1l->sig=NULL;
zona=Limpiar(zona);
return(zonaux);

else o
zonaux=Limpiar(zonaux);

uito el punto del poligono mirando_los elementos del

i _llegamos hasta aqui es que la primera zona no ha
valido'y debemos calcular la segunda. Repetimos el
mismo proceso, pero cambiar sl y s

zonaux=NULL; : ;
zonaux=(lista*)malloc(sizeof(lista));
zonaux->p=s2;
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zonaux->sig=NULL;
auxl=zonaux;,
aux2=ps2->sig;
while(aux2!=psl)
{auxl->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
auxl=aux1l->sig;
auxl->p=aux2->p;
auxl->sig=NULL;
aux2=auxZ->sig;

¥ //Ahora guardamos el dltimo aux2
auxl->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));

auxl=auxI->sig;

auxl->p=aux2->p;

aux1l->sig=NULL;

//guardamos sl
auxl->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
auxl=auxl->sig;
auxl->p=sl;
auxl->sig=NULL;
auxl=zona; ;
while(auxl->sig!=zona)

auxl=auxl->sig;
auxl->sig=NULL;
zona=Limpiar(zona);
return(zonaux);
}/*fin nuevazona*/

Veamos ahora una funcién tal que dado un punto y su zona de voronoi asociada y otro punto
devuelve como solucion dos puntos sl y s2 que son los puntos de interseccion de la regidn
de_voronoi asociada al primer punto con la mediatriz del segmento que une los dos puntos
iniciales. Ademas en auxl nos devuelve un puntero al primer estremo del segmento que con-
tiene dicho punto, e igual con le segundo.

void puntosinterseccion(punto pl,lista *zonapl,punto p2,punto *sl,punto *s2,lista **psl,lista **ps2,int *i)
{?gnto ml,m2,p;
dlsg? *aux;
ouble x,y;
char c; //Determinamos dos puntos ml y m2 que pertenecen a la mediatriz de pl y p2
ml.x=(pl.x+p2.x)/2;
ml.y=(pl.y+p2.y)/2;
m2.x=((p1.x+p2.x)/2)+pl.y-p2.y;
m2.y=((pl.y+p2.y)/2)+p2.x-pl.X;
*ps{:§6EL;y p2.y)/2)+p p
*ps2=NULL;
ggfzgonapl;

i=0;
while((aux->sig!=NULL)&&(*11=2))
{if(cortanrectasbis(ml,m2,aux->p,aux->sig->p,&x,&y)==true)
{ifg*i==0)
{i s1) .X=x;
*s1).y=y;
psl=aux;
Fj=Fj+1; //Miramos lado a lado

aux=aux->sig;
1 : //Ahora miramos el ultimo lado
1f((cortanrectasbis(ml,m2,aux->p,zonapl->p,&x,&y)==true)&&(*i!1=2))
{(*s2) .x=x;

*s2).y=y;

*ps2=aux;

*1=*1+1;

}

La siguiente funcion elimina de la lista de vecinas de un nodo de voronoi la referencia a
una vecina vec
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voronoi _*eliminarvecina(voronoi *nodo, voronoi *veci)
{voronoi::vecinos *aux5,*aux6; o
auxb=nodo->vec; //Buscamos el nodo a eliminar
if(aux51=NULL) )
{if(nodo->vec->inf==veci)
{aux5=nodo->vec; B}
nodo->vec=nodo->vec->sig;
aux5->sig=NULL;
free(auxb);

else
{aux6=aux5; _

aux5=aux5->sig;
while(aux5->infl=veci)
{aux6=aux5; _

aux5=aux5->sig;

) ; //Ahora lo eliminamos

aux6->sig=aux5->sig;

aux5->si1g=NULL;
free(auxb);

return(nodo) ;

La siguiente funcion hace lo contrario que la anterior. Afiade un vecino a la lista de
vecinos de un nodo.

voronoi _*sumavecino(voronoi *vor, voronoi *veci)
{voronoi::vecinos *aux; } )
} //Afadimos a cada uno como vecino del otro
if(vor->vec==NULL) ) ) : :
{vor->vec=(voronoi ::vecinos*)mal loc(sizeof(voronoi: :vecinos));
vor->vec->inf=veci;
vor->vec->sig=NULL;

else
{aux=vor->vec;
while(aux->si1g!=NULL)
aux=aux->sig;
aux->sig=(voronoi: :vecinos*)malloc(sizeof(voronoi::vecinos));
aux=aux->sig;
aux->inf=veci;
aux->sig=NULL;

}
return(vor);

Disefiamos ahora una funcidén tal que dada un voronoi y un nodo de él actualiza su lista de
vecindades.

voronoi _*actual izavecindades(voronoi *vor)
{voronoi *aux,*aux2;
voronoi::vecinos *auxl,*aux3;
//Buscamos el nodo donde se encuentra el punto
aux=vor;
auxl=vor->vec;
while(aux1!=NULL) }
{if(vecinas(aux->zona,auxl->inf->zona)==false)
{aux3=aux1l->sig;
aux2=aux1l->int;
auxl->inf=eliminarvecina(auxl->inf,aux);
auxl=auxl->sig;
aux=eliminarvecina(aux,aux2);

else )
auxl=auxl->sig;

}
return(vor);

Disefiamos una funcién que nos_da la Ion?itud del diagrama de voronoi. Esto es necesario
pues si el diagrama de voronoi es un solo punto no se precisa hacer nada

int longvoronoi(voronoi *vor)
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{voronoi *aux;
int i;
aux Vor';

whlie(aux'-NULL)
{aux=aux->sig;
++1;

%eturn(i);

Disefiamos ahora_dos funciones para limpiar memoria. Limpiar3 limpia una lista de vecinos
y Limpiar4 limpia una lista de voronoi

voronoi::vecinos *Limpiar3(voronoi::vecinos *vec)
voronoi::vecinos *aux;
if(vec!=NULL)
{aux=vec;
vec=vec->sig;
free(aux);
vec= leplar3(vec)
ieturn(vec)

}

voronoi *Limpiar4(voronoi *vor)
{voronoi *aux;
|f(vorl-NULL)
{aux=vor;
vor=vor->sig;
aux->zona=Limpiar(aux->zona);
aux->vec=Limpiar3(aux->vec);
free(aux);
vor=Limpiar4(vor);
return(vor);

//Limpiar3(aux);

A continuacién presentamos las funciones que calcularan el diagrama de Voronoi de un
conjunto de puntos. La primera de ellas, (anadepunto), anade un punto con su regién de Voronoi
a un diagrama de Voronoi ya existente. La segunda, (Calculavoronoi), calcula del diagrama
de Voronoi de un conjunto de puntos.

voronoi *anadepunto(voronoi *vor,punto p)
{voronoi *aux,*aux2,*visitas, *IlstaveC|nos
lista *auxl, *psl *p52 *pel, *pe2
punto sl1,s2,el, el;
VOronoi 1 1Vecinos *aux3,*aux4;
char c;
int cort,v; 3 B
//Creamos una zona de memoria para guardar el nodo asociado al punto p
aux=(voronoi*)malloc(sizeof(voronoi));
//E1 hodo siguiente es NULL y guardamos el cuadrado unidad
aux->p=p;
aux->sig= NULL
aux->vec=NULL
aux- >zona—(||sta*)malloc(S|zeof(I|sta))
aux->zona->p. x-O 0
aux->zona->p.y=0
aux->zona->sig= NULL
auxl=aux->zona;
//Ya hemos guardado el (0,0), ahora los otros tres puntos
auxl->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
auxl=auxl->sig;
auxl->p.x=1.0;
auxl->p.y=0.0;
auxl->sig= =NULL ;
//Repetimos
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auxl- >Slf (lista*)malloc(sizeof(lista));
auxl=aux >sug,
aux1l->p.x=1.0;
aux1l->p.y=1.0;
auxl->sig=NULL;

auxl->s f (lista*)malloc(sizeof(lista));
auxl=auxl->sig;
auxl->p.x=0.0;
auxl->p.y=1.0;
auxl->sig=NULL;

if(vor==NULL)

vor=aux;

else

{aux2=vor;

Whlle(aUX2 >sig!=NULL)
aux2=aux2->sig;
aux2->sig=aux;

//Ahora lo afiadimos al final de la lista de voronoi

Tenemos guardado al final de la lista de voronoi el
nodo correspondiente a p. Ahora buscamos en que zona
de voronoi esta y vamos actualizandolo todo

aux2=v
Whlle(fmod(cortes(p aux2->zona),2.0)==0.0)
aux2=aux2->sig;

//Nodo localizado. Trabajamos primero en la zona inicial
if(longvoronoi(vor)>1)
{puntosinterseccion(aux2->p,aux2->zona,p,&el,&e2,&pel, &pe2,&cort);

if(cort==2)
aux2->zona=nuevazona(aux2->zona,aux2->p,el,e2,pel,pe2);

puntosinterseccion(aux->p,aux->zona,aux2->p,&sl,&s2,&psl1,&ps2,&cort);
if(cort==
aux->zona=nuevazona(aux->zona,aux->p,sl,s2,psl,ps2);

//Guardamos nodos visitados

visitas=NULL;

visitas= (voron0| *Imalloc(sizeof(voronoi));

visitas->zona=NULL;

visitas->sig=NULL;

visitas->vec=NULL;

visitas=sumavecino(visitas,aux2);
; //Nodos a visitar
listavecinos=NULL;

listavecinos= (voron0| *Imal loc(sizeof(voronoi));
listavecinos->zona=NULL;

listavecinos->sig=NULL;

listavecinos->vec=NULL;

aux3=aux2->vec;

while(aux31=NULL)

{listavecinos=sumavecino(listavecinos,aux3->inf);
aux3=aux3->sig;

}
while(listavecinos->vec!=NULL)
{aux3=listavecinos->vec;
listavecinos->vec=listavecinos->vec->sig;

aux2=aux3->inf;
puntosinterseccion(aux2->p,aux2->zona,p,&el,&e2,&pel,&pe2,8cort);
SW|tch(cort)

{case 0 free(aux3)

break

case 2:aux2->zona=nuevazona(aux2->zona,aux2->p,el,e2,pel,pe2);

puntosinterseccion(aux->p,aux->zona,aux2->p,&sl,&s2,&psl,&ps2,&cort) ;
if(cort==2)
aux->zona=nuevazona(aux->zona,aux->p,sl,s2,psl,ps2);
visitas=sumavecino(visitas,aux2);
free(aux3)
aux3=aux2->
v%/hlle(aux3l NULL)

v=0-

aux4=visitas->vec;

while(aux4!=NULL)

{if(aux3->inf==aux4->inf) ++v;

aux4=aux4->sig;

%ux4=listavecinos—>vec;
while(aux4!=NULL)
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{if(aux3->inf==aux4->inf) ++v;
aux4=aux4->sig;
}
if(v==0) _ ] ) ) ]
I1stavecinos=sumavecino(listavecinos,aux3->inf);
aux3=aux3->sig;

//Ahadimos vecinos

) break;

}
Ya hemos terminado. Ahora solamente falta por actua-
lizar las vecindades de las zonas de voronoi _que se

encuentran en visitas. Afadimos a cada nodo visitado
aux y actualizamos vecindades.

aux3=visitas->vec;

while(aux31=NULL) } )
{aux3->inf=actualizavecindades(aux3->inf);
aux3=aux3->sig;

Yo

aux3=visitas->vec;

while(aux3!=NULL) ;
{aux=sumavecino(aux,aux3->inf);
aux3->inf=sumavecino(aux3->inf,aux);
aux3=aux3->sig;

//Ahora ya limpiamos visitas para la siguiente pues sus datos ya no se van a utilizar
visitas=Limpiar4(visitas);
listavecinos=Limpiar4(listavecinos);

}
return(vor);

voronoi *CalculaVoronoi(voronoi *vor,lista *nube,double *a)
{lista *aux;

voronoi *auxl;

FILE *fvoronoi;

vor=NULL;

aux=nube;

while(aux!=NULL)

{vor=anadepunto(vor,aux->p);

aux=aux->sig;

Lo vamos a guardar ahora todo en el fichero fvoronoi
que sera voronoi.txt en disco duro. Lo haremos igual
que _los poligonos con_agujeros. Marcamos 2.0 2.0 para
indicar que es un ?ollgono.Las siguientes coordenadas
son siempre las del punto correspondiente a la zona
que acabamos de pintar

fvoionoi:fopen("c:\\PVGC\\Pruebas_Heur_PZ\\MatIab\\voronoi.txt”,“w+”);
auxl=vor;
while(aux1!=NULL)
{aux=aux1->zona;
while(aux!=NULL) _
{fprintf(fvoronoi, “ “%f %f\n’”,aux->p.x,aux->p.y);
aux=aux->sig;

%printf(fvoronoi,“%f %f\n””,2.0,2.0);
fprintf(fvoronoi, < “%f %f\n”~,auxl->p.x,auxl->p.y);
fprintf(fvoronoi, “ “%f %f\n””,2.0,3.0);
if(auxl->sig==NULL)
{*a=area_poligonobis(auxl->zona);
fprintf(fvoronoi, “ “%1f %1f\n>”,*a, (*a)*100);

auxl=auxl->sig;

%close(fvoronoi);
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return(vor);
}/*fin construccién de voronoi*/

A continuacién exponemos los cédigos de cada una de las heuristicas construidas para el
problema MaxA-p-Vor (V). Previamente exponemos dos funciones que nos ayudan a estudiar
el drea de la regidn de Voronoi asociada a un punto del cuadrado unidad. La primera de ellas
copia un diagrama de Voronoi y la segunda es la funcién fitness asociada a un punto en un
diagrama de Voronoi.

voronoi *copiarvoronoi(voronoi *vor,voronoi *cop)
{voronoi *aux,*auxcop,*auxl;

lista *auxzona; )

voronoi : :vecinos *auxvecinos;

int i=1;

aux=vor;  _ ) i
cop=(voronoi*)malloc(sizeof(voronoi));
Cop->p=aux->p;

cop->sig=NULL;

cop->zona=NULL;

cop->vec=NULL;

//Copiamos la primera zona

auxzona=aux->zona;
while(auxzonal=NULL)
{cop->zona=Anadir(cop->zona,auxzona->p);
auxzona=auxzona->sig;

}

auxcop=cop;,

aux=aux->sig;
while(aux!=NULL) ) } :
{auxcop->sig=(voronoi*)malloc(sizeof(voronoi));
auxcop=auxcop->sig;

auxcop->pzaux->p;

auxcop->sig=NULL;

auxcop->zona=NULL ;

auxcop->vec=NULL;

//Ahora copiamos el resto de las zonas

//Copiamos la zona
auxzona=aux->zona;
while(auxzonal=NULL)
{auxcop->zona=Anadir(auxcop->zona,auxzona->p);
auxzona=auxzona->sig;

} .
aux=aux->sig;

Ahora copiamos los vecinos.Debe_tenerse en_cuenta que primero se deben copiar todas las
zonas para luego hacer referencia a las direcciones donde se encuentran los vecinos pero
en la copia, no en la original.

//Copiamos vecinos

auxcop=cop;

aux=vor;

while(aux!=NULL)

{auxvecinos=aux->vec;

while(auxvecinos!=NULL)

{auxl=cop;
while(lguales(auxl->p,auxvecinos->inf->p)==false)
auxl=auxl->sig;
auxcop=sumavecino(auxcop,auxl);
auxvecinos=auxvecinos->sig;

aux=aux->sig;  _
auxcop=auxcop->sig;

%eturn(cop);
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Diseflamos ahora dos funciones para limpiar memoria. Limpiar3 limpia una lista de vecinos

Disefiamos la funcién fitness, tal que dado un daigrama de_voronoi g un nuevo punto nos

devuelve el area de la zona del punto si lo afadimos al _diagrama. Se ha_debido copiar el

diagrama, para que el antiguo no_se modifique. Mucho cuidado pues_las listas de vecinos

son punteros y nos se pueden copiar directamente, pues copiamos direcciones del_ voronoi
ue se_quiere preservar. Se_debe mirar donde estan los vecinos en la copia y copiar estas
irecciones nuevas en las listas de vecinos.

double FitnessVor(voronoi *vor,punto p)
{voronoi *copia,*auxv;
double area;
copia=NULL;
copia=copiarvoronoi (vor,copia);
copia=anadepunto(copia,p);
auxv=copia;
while(auxv->sig!=NULL)
auxv=auxv->sig;
area=areapolvisi(p,auxv->zona);
copia=Limpiar4(copia);
return(area);

}

Implementaciones para la heuristica simulated annealing-SA

Los cédigos para SA siguen la misma estructura que los expuetos para el problema MaxA-p-
Pv1(P).

voronoi *MaxSA_VOR(int tipor,double tpi,double dt,int *itera,voronoi *vorini,lista *conjunto,punto *p, double
*
a
{unsigned long int i,k;
long hora;
int horasistema;
punto pl,p2; _
double areaux,areauy,delta,tk,U,U1,U2,div;
FILE *rastro,*datoscurva; }
rastro=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\rastro.txt’”,““w+””);
datoscurva=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\datoscurva.txt’”,““w+’”);

//Generamos una primera solucién
hora=time(NULL); //Generamos una semilla de sistema

horasistema=(unsigned int) hora/2;
srand(horasistema);

pl.x=(1.0*rand())/(RAND_MAX);
pl.y=(1.0*rand())/(RAND_MAX);

//Creamos el punto/

//Calculamos el area de pl
areaux=FitnessVor(vorini,pl);
fprintf(rastro, “ “%f %f\n””,pl.x,pl.y);

//Lo guardamos en rastro
//Guardamos datos para curva crecimiento

Egiﬁntf(datoscurva,“%If\n",areaux*lO0.0);

divélQ.O;
tk=tpi; //TEMPERATURA INICIAL
%9 1 //Generamos una nueva solucion
i=1;
do

U2=(1.0*rand())/(RAND MAX) : i i i
p2.x=pl.x+((sqrt(-(2.0*log(U1)))*sin(2.0*pi*U2))/div);
p2.y=pl.y+((sqrt(-(2.0*log(U1l)))*cos(2.0*pi*U2))/div);
Jwhile((p2.x>=1)|(p2-x<=0)||(p2.y>=1)|(p2.y<=0));
areauy=FitnessVor(vorini,p2);

*itera=*itera+l;
//Calculamos delta

{%Slzgl.o*randggglgRAND MAX%;

delta=areauy-areaux;
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//Estudiamos el cambio
if(delta>=0)
{areaux =areauy;

pl=p2;
//Sino depende de la temperatura

el
1.0*rand RAND_MAX
-fEU<exp((190)o*%e|ta7/tk)))
{printf(*“*>7);
areaux areauy,

pl=p2;

]
fprlntf(rastro ““%F %F\n”’,p2.x,p2.y);
fprintf(datoscurva, “%If\n”,(*a)*loo.O);

while ((i)<=(tk

}SW|tchgglgor§ 2%

{case 0:tk=dt*tk;break;
case 1:tk=(tpi)/log(1+k);break;
case 2:tk=(tpi)/(1+k); break;
case 3:tk=(tpi)/exp(k); break;
case 4 tk-(tpl)/(exp(exp(k))) break;
case 5:tk=(0.9)*tk;break;

=k+1
div= dlv/O 999;
pr|ntf(“\n\t%lf ..... %If\t””,tk,areaux);

lwhlle(tk>0 025);

*a—areaux )
conjunto= Anadlr(conjunto,*p);

vorini=CalculaVoronoi (vorini,conjunto,&*a);
fclosegrastro)

//Actualizamos la salida

fclose(datoscurva);
return(vorini);

}
Implementaciones para la heuristica random search-RS
Asimismo, las implementaciones para RS son las siguientes:

voronoi *MaxRS_VOR(lista *nube,voronoi *vorini,lista *conjunto,punto *p, double *a)
{lista *aux;

double areaux=0.0;

int i1=1;

FILE *rastro,*datoscurva;

rastro=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\rastro.txt” “w+?
datgsgurva—fopen(“c \\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur Pl\\MatIab\\datoscurva txt” “w+??);
(*p)-x=0.0;

p)- y—0 0;

aux=nu
whlle(auxl-NULLe
{areaux=FitnessVor(vorini,aux->p);
printf(““\n\t\t Punto %d analizado (%I1f,%l1f) Area %I1f’”,i,aux->p.x,aux->p.y,areaux);
fprintf(rastro, “ “%If %If\n””,aux->p.x,aux->p.y);
fprlntf(datoscurva,“%If\n”,areaux*loo.O);
|f(areaux>(*a))
{*p=aux->p;
*a=areaux;

aux=aux->sig;
++i;

conjunto=Anadir(conjunto,*p);
vorini=CalculaVoronoi (vorini,conjunto,&*a);

fclose(rastro);
fclose datoscurva)
return(vorini);

}
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B.8 Funciones de calculos generales y programa principal.

Las técnicas heuristicas implementadas necesitan un conjunto de funciones auxiliares para su
ejecucion. Estas funciones estdn relacionadas con el manejo de estructuras geométricas clésicas.
Asi, se necesita saber cuando dos rectas o dos segmentos se cortan, la longitud de un segmento,
etc. Algunas de estas funciones estdn contenidas en secciones anteriores, sin embargo, otras mas
generales se presentan a continuacién junto programa principal disenado para la ejecucién de
todos los métodos. Debe recordarse que no se han incluido todas estas funciones, (para reducir
la extensién de este apéndice), y que s6lamente se exponen las que se han considerado maés
relevantes.

La siguiente funcion calcula el producto vectorial de dos vectores son extremos en un
punto-

_______________________________________________________________________________________ */
double vectorial (punto pl,punto p2,punto p3)
{punto u,v;
//Calculamos el primer vector
u-x=(p2.x-pl.x);
u.y=(p2.y-pl.y);
//Calculamos el segundo vector
v.x=(p3.x-pl.x);
v.y=(p3.y-pl.y);
return((u.x*v.y)-(v.x*u.y));
P,
Una funcién que estudia si dos segmentos se cortan.
_______________________________________________________________________________________ */

bool cortan(punto pl,punto p2, punto p3, punto p4)
{double v1,v2,wl,w2;
v1=p2.x-pl.x;
v2=p2.y-pl.y;
wl=p4.x-p3.X;
W2=p4.y-p3.y;
if((v1*w2)==(v2*wl))
//Son paralelas
return(false); ) ) }
else //Miramos si hay 2 iguales

if(((p1l.x==p3.x) & (p1.y==p3.y))||((pl.x==p4.x)&&(pl.y==p4.y))||
((p2.x==p3.X)&&(p2.y==p3.y)) |I((p2-X==p4.X)&&(p2.y==p4.Y)))
rfégrn(true);
e
if((vectorial(pl,p3,p4)==0)| (vectorial (p2,p3,p4)==0)||
(vectorial (p3,pl,p2)==0)||(vectorial (p4,pl,p2)==0))
return(true);

else
if((vectorial(pl,p3,p4)/vectorial (p2,p3,p4)>0)||
(vectorial (p3,pl,p2)/vectorial (p4,pl,p2)>0))
return(false);

else
return(true);

void delay(long 1)
{long x,y,z;
for(x=0;x<=i;++x
f0r2y=0:y<=i ;++yg
for(z=0;z<=i;++z);

Funcion Es_Ordenada_vertice determina que la ordenada de un determinado punto no coinci-
da con la de ningin vértice, para que no se puedan producir cortes en vértices y de esta
manera puntos que estan fuera del poligono podrian incluirse en la nube de puntos.



bool Es_Ordenada_vertice(punto punt,lista
{unsigned long int i;

lista *aux;

1=0;

aux=polig;

whlle(auxl NULL)

{if(punt.y==aux->p.y) ++i;

aux=aux->sig;

S
Iﬁéiﬁ?ﬂ%false);

*polig)

else
return(true);

Funciones de calculos generales y programa principal.

La funcion cortes determina el nimero de cortes entre los lados de un poligono y el _seg-

mento que
en 1.

int cortes(punto punt,
{lista *aux;

int c=0;

punto untl;

aux=po |g;
puntl.x=2.0;

lista *polig)

une un punto generado con el punto que esta en la misma ordenaday la” abcisa

//Los extremos se consideran s6lo una vez

puntl.y=punt.y;
if(aux!=NULL)
{while (aux->sig!=NULL)

{if((cortan(punt, puntl,aux->p,aux->sig->p)==true)&&(punt.y!=aux->p.y)) ++c;

aux=aux->sig;

}

//Como el ultimo lado del poligono no lo tenemos en
//cuenta se debe estudiar por separado
if((cortan(punt,puntl,aux->p,polig->p)==true)&&(punt.yl=aux->p.y)) ++c;

return(c);

la heuristica random-search.

La siguiente funcién crea una nube de puntos interiores a un poligono.

Sera necesaria en

void creanube (lista *nube,lista *polig,unsigned long int n)

{unsigned long int i;
lista *aux;
punto punt;

//Fichero para guardar la nube

int horasistema;
int hora;
FILE *fnube;

fnube=fopen(“ “c:\\santiago\\discos\\doctorado\\PVGC\\Pruebas_Heur_P1\\Matlab\\nube.txt””,““w+””);

hora=time(NULL);

//Generamos una semilla de sistema

horasistema=(unsigned int) hora/n;
srand(horasistema);

//Creamos el primer punto

punt_x=(1.0*rand())/(RAND_MAX);
punt._y=(1.0*rand())/(RAND_MAX);

while((fmod(cortes(punt,polig),2.0)==0.0)|/(Es_Ordenada_vertice(punt,polig)==true))

{punt.x=(1.0*rand())/ (RAND_MAX);
punt.y=(1.0*rand())/(RAND_MAX);

nube->p.x=punt.x;
nube->p.y=punt.y;
nube->sig=NULL;

//Guardamos en la nube

fprintf(fnube, “ “%f %f\n””,punt.x,punt.y);
aux nube;

whlle (i< 3
{punt. x (1 *rand())/ (RAND_MAX) ;
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punt.y=(1.0*rand())/(RAND_MAX);
//Genero un punto y lo verifico

while((fmod(cortes(punt,polig),2.0)==0.0)|/(Es_Ordenada_vertice(punt,polig)==true))
{punt.x=(1.0*rand())/ (RAND_MAX);
punt.y=(1.0*rand())/(RAND_MAX);

if (i==

{au§ >si% (lista*)malloc(sizeof(lista));
aux=aux->sig;

aux->p.x=punt.x;

aux->p.y= ﬁunt \Y;
aux->si1g=NULL

fprlntf(fnube ““%f %F\n””,punt.x,punt.y);

else
{aux->sig=(lista*)malloc(sizeof(lista));
aux=aux->sig;

aux->p.x=punt.x;

aux->p.y=punt.y;

fprintf(fnube, “ “%F %F\n””,punt.x,punt.y);
i

{%Iose(fnube);

void ver (lista *p)
{lista *aux; unsigned long int i=1;
aux=p;
pr i ntf( €c \n***************** 2 ) ;
while (aux!=NULL) a
{printf(““\n (%f %F) %c’”,aux->p.X,aux->p.y,aux->p.tipo);
aux=aux->sig
++i;

}}

void ver2 (poligono *p)
{poligono *aux; unsigned long int i=1;
aux=p;
p r- i ntf( €c \n***************** 72 ) ;
while (aux!=NULL) )
{printf(““\n Poligono %d’”,i);
ver (aux->dat.puntos);

aux=aux->sig;
++i;

}}

Construimos funciones que nos permitira tener mends con las diferentes técnicas que ire-
mos onstruyendo.

_______________________________________________________________________________________ */
void Menul(int *op)

{system(““cls””);

printf(““\n\n\t\t ’7);
printf(““\n\t\t OPCIONES GENERALES DE IMPLEMENTACION:””);

printf(C““\m\t\t-———---- e el e oo \n>%);

printf(““\n\t\t 1.- Algoritmos Pvl.\n’”);

printf(““\nm\t\t 2.- Algoritmos Pvk.\n’?);

printf(““\n\t\t 3.- Solucion MIN_P_PvVKk_RS.\n”?);

printf(““\n\t\t 4.- Solucion MIN_P_Pvk_SA .\n”?);

printf(““\n\t\t 5.- Solucion MIN_P_Pvk_GNT.\n”?”);

printf(““\mt\t-——-—— - ’7);
printf(““\n\t\tOpcion?..””);

scanf(““%d””,op);
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¥ //Genético en PvK

void Menu2(int *op)

{system(““cls’”);
printf(““\n\n\t\t ’7);
printf(““\n\t\t MENU DE OPCIONES IMPLEMENTADAS PV1:*7);
printf(““\mt\t-——-———m \n””);

printf(““\nm\t\t 1.- Algoritmo MaxRS_PV1.””);

printf(““\n\t\t 2.- Algoritmo MaxSA_PV1.””);

printf(““\nm\t\t 3.- Algoritmo MaxGRAD_PV1.”7);

printf(““\n\t\t 4.- Superficie de Areas por Mallas.\n’”);

printf(““\n\t\t 5.- Por la Descomposicion S.\n’”);

printfC“  \mt\t-——— ’7);
printf(““\n\t\tOpcion?..”7);

scanf(““%d””,op);

void Menu3(int *op)
{system(““cls’”);
printf(““\n\n\t\t ’7);
printf(““\n\t\t MENU DE OPCIONES IMPLEMENTADAS PVK:”7);
printf(c M\ \n”%);
printf(““\n\t\t 1.- Construccion Union.””);
printf(““\n\t\t 2.- Algoritmo MaxRS_PVK.*?);
printf(““\nm\t\t 3.- Algoritmo MaxGNT_PVk.””);
printf(““\n\t\t 4.- Algoritmo MaxSA_PVk.’?);
printf(C“  \mt\t-——- e ’7);
printf(““\n\t\tOpcion?..””);
scanf(““%d””,op);
}

void MenuResultados(int *op)
{system(““cls’”);
printf(““\n\n\t\t ’7);
printf(““\n\t MENU DE RESULTADOS DE TODAS OPCIONES IMPLEMENTADAS:””);
printf( M\ \n”%);
printf(““\n\t\t 1.- Resultados MaxRS_PV1.””);
printf(““\n\t\t 2.- Resultados MaxSATO-Tp1=100-Tr=0.9-0.005_PV1.””);
printf(““\n\t\t 3.- Resultados MaxRs_Casos.””);
printf(““\n\t\t 4.- Resultados MaxS_PV1.\n””);
printf(c M\ ’7);
printf(““\n\t\tOpcion?..””);
scanf(““%d””,op);

A continuacién incluimos el cédigo del programa principal, o funcién principal:

//Constantes
#define Tamcierre 1000
3.1416

ne ?I .
#define Tampobla 325

} ) //Ficheros include
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <time.h>

#include <stddef.h>

#include <math.h>

#include <ctype.h>

#include <conjio.h>

#include <io.h>

#include <dos.h>

#include <string.h>

) ) //Ficheros aux.
#include ““tipos.h””

#include ““prototipos.h””

#include ““general.h’”

#include ““rpg.h’”

#include ““Max_PV1.h>”

#include ““Max_PV2.h*”

#include ““Max_PVK.h*~
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#include ““resultados.h””
#include ““temporal.h’”’
#include ““voronoi.h””
#include ““superficie.h’”
#include ““reduccion.h’’

void maln(}_ } : : } o
{lista *poligonoreal,*poligonolreal,*poligono2real,*poligonounion,*indik;

lista *nubereal;

lista2 *nubereai2;

lista *conjunto; o

lista *polvisireal ,*polvisireal2;

poligono *poliunionreal;

punto puntoreal;

//Declaracion variables

double aunion,areal,area2,ainter,apreal,apvisi,tempini,decretemp,cireal,redreal;
unsigned long int tipo,vertices,puntos,individuos,antsreal,antsinireal,itereal; }

int opcion,opcionl,opcion2,opcion3,opciond,tiporreal ,horasistema,i,k,nrectas, iteraciones;
int tamano,verti,llevamos;
char c,nombre[100];

unto pl,p2;

ong hora; ;
voronoi *diagramavoronoi;

double avoronoi;

apvisi=0;
system(““cls’”);
printf(“ “\n\m\t\t\t ’7);
printf(““\n\t\t\tMETODOS APROXIMADOS EN PROBLEMAS GEOMETRICOS””);
printf(““\m\t\t\t—-———- - oo ’7);

printf(““\n\n\t\t\t 1.- PROGRAMA DE PRUEBAS P1’”);
printf(““\n\n\t\t\t 2.- PROGRAMA DE RESULTADOS P1\n\n’?”);
printf(““\n\t\t\t\t 3.- PROGRAMA DE PRUEBAS P2*”);
printf(““\n\n\t\t\t 4.- PROGRAMA DE RESULTADOS P2\n\n’”);
printf(““\nmt\t\t\t 5.- GENERACION ALEATORIA DE POLIGONOS\n’”);
printf(““\m\t\t\t--————- ’7);
printf(““\mt\t\t N
printf(““\n\t\tOpcion?..””);
scanf(““%d””,&opcion);
if(opcion==1)

d

0

{system(““cls’”);

printf(*“\mt\t\t PROGRAMA DE PRUEBAS P1:77);
printf(‘*“\mt\t\t-----——- - ’7);
printf(““\n\t\t\t * Generar poligono S/N?..7”);
Fflush(stdin);

c=toupper(getche());

if((c=="S’ B

{printf(““\n\m\t\t\t * Vertices? ..’7);
scanfg“%ld",&verticps);
printf(““\nm\t\t\t * Tipo: General (1) Monotono (2)*7);
scanf(““%ld””,&tipo);

hora=time(NULL); _ ;
horasistema=(unsigned int) hora/2;
srand(horasistema);

//Semilla aleatoria

//Conjunto inicial
conjunto=(lista*) malloc(sizeof(lista));
Conjunto_lInicial(conjunto,vertices);
poligonoreal=(lista*) malloc(sizeof(lista));
switch(tipo)
{case 1:RPG(poligonoreal,conjunto);break;
case 2:RPG_MONOTONO(poligonoreal,conjunto);break;

. //E1 poligono se leera del fichero

else

{printf(““\n\n\t\t\t * Pinte el poligono y presione enter’”);
getche();
poligonoreal=(lista*) malloc(sizeof(lista));
Lectura_RPG(poligonoreal);

}printf(“\n\t\t ........................................................ ’7);
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printf(““\n\t\t * Poligono Generado’”);

apreal=area_poligono(poligonoreal);

printf(““\n\t\t * Poligono Triangulado’”);

printf(““\n\t\t * EI AREA del Poligono Generado es %If””,apreal);
printf(““\n\t\t * EI AREA del Poligono Visibilidad %1f””,apvisi);

9L 41 0 G 1 1 PN ’?);
c=getche();

Menul(&opcionl);

switch(opcionl)

{case 1:Menu2(&opcion2);

switch(opcionZ)

{case l:printf(““\n\t\t 1.-ALGORITMO RANDOM- SEARCH ’7);
prlntf(“\n\t\t —————————————————————— ’7);
printf(““\n\n\t\t * Puntos Interiores? ..””);
scanf(““%ld””,&puntos);

nubereal= (Ilsta*? malloc(S|zeof(I|stag)
creanube(nubereal,poligonoreal ,puntos

polvisireal= (IIStaLP malloc(S|zeof(I|sta))
polvisireal->sig=NUL

polvisireal= MaxRS_PVl(nubereal,pollgonoreal,polvisireal,&puntoreal,&apvisi,apreal);
printf(““\n\n\t\t * Poligono de visibilidad calculado’”);
printf(““\n\n\t\t - Punto de area maxima........ \t(%lf,%1F)””,puntoreal .x,puntoreal .y);
printf(““\n\m\t\t - Area maxima................. \twlf’” ,apvisi);
nubereal=Limpiar(nubereal);
olvisireal=Limpiar(polvisireal);
real
case 2:printf(““\mt\t 2.-ALGORITMO SIMULATED ANNEALING:"7);
prlntf(“\n\t\t ————————————————
printf(““\nm\t\t * Tipo de Reducci6n? 2277);
scanf(“%d” &tiporreal);
printf(““\n\t\t * Temperatura Inicial? ..””);
scanf(““%lf’”,&tempini);
decretemp=0;
|f(t|porreal =0)
{printf(““\n\t\t * Decremento Temperatura? ..’7");
scanf(““%1f*”,&decretemp);

p%lvisirealz(lista*) malloc(sizeof(lista));
system(““cls’’);

printf(““\n\n\t ¥
printf(““\n\t MaxSA_PV1 DIAGRAMA DE ACEPTACION DE MOVIMIENTOS:*”);
printf(““\n\n\t ¥

printf(““\n\t\t\t””);

polvisireal=MaxSA_PV1(tiporreal,tempini,decretemp,&iteraciones,poligonoreal,polvisireal,

&puntoreal ,&apvisi,apreal);

printf(““\n\n\t\t * Poligono de visibilidad calculado””);

printf(““\n\t\t - Punto de area maxima = (%I1f,%1f)””,puntoreal .x,puntoreal .y);

printf(““\n\t\t - Area maxima %If””,apvisi);

olvﬁsireaI=Limpiar(poIvisireal)'

real

case 3: prlntf(“\n\t\t 3.-ALGORITMO GRADIENTE: ”)'

printf(*“\mt\t —~—-——-——————

polvisireal= (IIStahP malloc(5|ze0f(llsta))
polvisireal->sig=

polvisireal= MaxGRAD_PVl(&|teraC|ones poligonoreal,polvisireal,&puntoreal,&apvisi,apreal);

printf(““\n\n\t\t * Poligono de visibilidad calculado’”);

printf(““\n\n\t\t - Punto de area maxima........ \t(%If,%1F)””,puntoreal .x,puntoreal .y);
printf(““\n\n\t\t - Area maxima................. \twlf’” ,apvisi);
olv&sireaI=Limpiar(poIvisireal)'
real
case 4: prlntf( “\m\t\t 4.-CALCULO DE LA SUPERFICIE DE AREAS POR MALLAS ’7);
printf(““\m\t\t ~———--—————_—-— — . . . — — . — . —————— ’7);

SuperficieBis(poligonoreal);
Erlntf(“\n\n\t\t * Superficie finalizada por mallas’”);

case 5:printf(““\nm\t\t 9.-DESCOMPOSICION S:”7);
printf(“ “\m\t\t —-—-————— ’7);

polvisireal= (IIStaLP malloc(sizeof(lista));
polvisireal->sig=NUL

polvisireal= MaxS_PVl(&lteraC|ones poligonoreal,polvisireal,&puntoreal,&apvisi,apreal);
printf(““\n\n\t\t * Poligono de visibilidad calculado’”);
printf(““\n\n\t\t - Punto de area maxima........ \t(%lf,%1F)””,puntoreal .x,puntoreal .y);
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printf(““\nm\m\t\t - Area maxima..............--. \twlf*” ,apvisi);
olvisireal=Limpiar(polvisireal);
reak;
}break; :
case 2:Menu3(&opcion3);
switch(opcion3)

{case 1 prlntf(“\n\t\t 1.-PROBANDO LA UNION ”)'
printf(*“\mt\t ————————————————-
printf(““\n\t\t\t * Generar nube S/N7 77);
fflush(stdin);
c—toupper(getche())
if((c=="S’

{printf(“*\n\n\t\t\t * Puntos Interiores? ..””);
scanf(““%ld””,&puntos);

prlntf(“hn Nube de %l1d””,puntos);

nubereal

nubereal—(llsta*} malloc(5|zeof(llsta3)
creanube(nubereal ,poligonoreal ,puntos
poliunionreal=NULL

poliunionreal= Construye_Union(poliunionreal,poligonoreal,nubereal,apreal,&apvisi);

else
{printf(““\n\m\t\t\t * Pinte la nube y presione enter’”);

getche();
nubereal= Sllsta*) malloc(S|zeof(I|sta))
Lectura _NUBE(nubereal);

printf(™ \n\n\t\t}F * ‘Nube Leida\n””);
poliunitonreal=N
poliunionreal=Construye_Union(poliunionreal,poligonoreal,nubereal,apreal,&apvisi);

reak;

case 2: prlntf(“\n\t\t 2.-ALGORITMO RANDOM-SEARCH_PVK: ”)'
printf(““\mt\t -———-———— ’7);
printf(““\n\m\t\t\t * Valor de k? ..”7);
fflushgstdln)
scanfg “%d”
printf(* \n\n\t\t\t * Cantidad de k-elementos? ..”7%);
scanf(* %Id” ,&puntos);
nubereal=NULL
nubereal= (Ilsta*} malloc(sizeof(lista));
creanube(nuberea pollgonoreal K*puntos);
poliunionreal=NULL
|nd|k-(llstatP malloc(S|zeof(I|sta))
indik->sig=N

ollﬁnlonreal =MaxRS _PVK(nubereal ,poligonoreal ,poliunionreal, indik,k,apreal ,&apvisi);
real
case 3: prlntf(“\n\t\t 3.-ALGORITMO GENETICO_PVK:"?);

printf(“*“\m\t\t -———---——— ’7);

printf(““\n\m\t\t\t * Valor de k? ..”7);

fflush(stdin);

scanf(£“%d” &ka
pollunlonreal LL;

indik= (IlstatP malloc(5|zeof(llsta))
indik->sig=N
ollﬂnlonreal-MaxGNT PVK(&iteraciones,poligonoreal,poliunionreal, indik,k,apreal,&apvisi);
real
case 4: prlntf(“\n\t\t 4_.-ALGORITMO SIMULATED ANNEALING_PVK: ”)'
printf(““\m\t\t —-————— - ”);
printf(““\n\m\t\t\t * Valor de k? ..”7);
fflush(stdin);
scgnf$ “d” ", &K) ;
print (“\n\t\t * Tipo de Reduccion? ..”7%);
scanf(““%d””,&tiporreal);
printf(“\n\t\t * Temperatura Inicial? ..”7%);
scanf(““%1f””,&tempini);
decretemp=0;
|f(t|porrea| =0)
{printf(““\n\t\t * Decremento Temperatura? ..””);
scanf(““%1f””,&decretemp);

%oliunionreal =NULL ;

indik= (IIStaLP malloc(S|zeof(I|sta))

indik- >sig= NUL

system(““cls’?);

printf(““\n\n\t ”7);
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printf(““\n\t MaxRS_PVK DIAGRAMA DE ACEPTACION DE MOVIMIENTOS:*”);
printf(““\n\n\t ¥
printf(““\m\t\t\t””);
poliunionreal=MaxRS_PVK(tiporreal,tempini,decretemp,&iteraciones,poligonoreal,
poliunionreal,indik,k,apreal,&apvisi);

break;

case 5: prlntf( “\mt\t 5.-ALGORITMO DEL GRADIENTE MaxGrad_| PVK ’7);
printf(““\m\t\t - ————-———— ’7);
printf(“ “\n\m\t\t\t * Valor de k? ..””);
fflush(stdin);

scanf(““%d”” & a
poliunionreal=NULL;

|nd|k—(llstatP malloc(S|zeof(I|sta))

indik->sig=N
ollﬁnlonreal MaxGRAD_PVK(poIlgonoreal,poliunionreal,indik,k,apreal,&apvisi);
reak;
}oreak;
case 3: prlntf(“\n\t\t 3.- SOLUCION MIN_P_PVK_RS: ”)'
printf(‘“\mt\t -————--———— ’7);
Min_P_PVK_RS(poligonoreal ,apreal);
break;
case 4: prlntf(“\n\t\t 4.- SOLUCION MIN_P_PVK_SA: ”)'
printf(*“\m\t\t - —————-————— N
Min_P_PVK_SA(poligonoreal ,apreal);
break;

case 5: prlntf(“\n\t\t 6.- SOLUCION MIN_P_PVK_ GNT ”)'
printf(*“\m\t\t —~—————-————— - ;
Min_| P PVK_GNT(poligonoreal ,apreal);

bre
}/*del 1°SWItCh*/ )
printf(““\n\n\t * Desea repetir el programa S/N.. *7”);
fflush(stdin);
—toupper(getchar())
if(c=="N") )
poligonoreal=Limpiar(poligonoreal);

Jwhile(c!=°N"); :
i //fin de PROGRAMA DE PRUEBAS
else

//PROGRAMA DE RESULTADOS.ESTAS FUNCIONES NO SE INCLUYEN*/
//LLAMADAS ITERATIVAS A METODOS.

if(opcion==2)
{MenuResultados(&opcion4);
switch(opcion4)

{case 1l:Resultados_MaxDet PV1$) break;
case 2:Resultados_MaxRSTO_PV1i(); break;
case 4:Resultados” MaxCasosEg break;
case 5:Resultados”MaxS_PV1 ‘break:

/*fin PROGRAMA DE RESULTADOS*/

|f(opC|on==3)

{{system( ‘cls”’

printf(*“\mt\t\t PROGRAMA DE PRUEBAS P2:77);
prlntf(“\n\t\t\t —————————————————————————————————— ’7);
printf(““\nm\t\t\t * Generar conjunto de puntos S/N?..77);

fflush(stdin);

c= toupper(getche())

if((c==:S7))

{printf(* \n\n\t\t\t * Puntos? ..”7);
scanf(““%l1d””,&puntos);

//Genero un conjunto de puntos del cual calcular el diagrama de voronoi

hora=time(NULL);

hora5|stema—(un5|gned int) hora/2;

srand(horasistema) ;
conjunto=(lista*) malloc(sizeof(lista));

Conjunto_Inicial(conjunto,puntos);
printf(““\n-Conjunto generado’”);

%Ise //El conjunto se leerca del fichero

{printf(““\n\m\t\t\t * Pinte el conjunto y presione enter ’’);
getche();
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}/l

conjunto=(lista*) malloc(sizeof(lista));
Lectura_CONJUNTO(conjunto);
} //Ahora ya calculamos el diagrama de voronoi
diagramavoronoi=NULL;
diagramavoronoi=CalculaVoronoi(diagramavoronoi,conjunto,&avoronoi);
system(““cls””);
printf(““\n\n\t\t ’7);
printf(““\n\t\t MENU DE OPCIONES IMPLEMENTADAS MaxA-P-Vor:’”);
printf(“ \mt\t-——— o \n”%);
printf(““\n\t\t 1.- Algoritmo MaxRS_VOR.”?”);
printf(““\nm\t\t 2.- Algoritmo MaxSA_VOR.””)
printf(““\n\t\t 3.- Calculo de la Superficie de Voronoi.””);
printf(“ \n\mt\t-—-—-—m o \n"7);
printf(““\n Opcion...””);
scanf(““%d””,&opcion);
switch(opcion)
{case 1 prlntf(“\n\t\t 1.-ALGORITMO RANDOM SEARCH ”)'
printf(*“\m\t\t ————-—-————- ;
printf(““\n\n\t\t * Puntos a analizar? ..”);
scanf(““%ld””,&puntos);
hora=time(NULL); _ }
hora5|stema-(un5|gned int) hora/2;
srand(horasistema);
nubereal= fllsta*g malloc(sizeof(lista));
Conjunto_Inicialbis(nubereal,puntos);
diagramavoronoi=MaxRS_VOR(nubereal ,diagramavoronoi,conjunto,&puntoreal ,&avoronoi);
printf(““\n\n\t\t * Zona de area maxima calculada’”);
printf(“\n\n\t\t - Punto de area maxima........ \t(WIF,%1F)”” ,puntoreal .x,puntoreal .y);
printf(““\n\n\t\t - Area maxima................. \thlf’”,avoronoi);
nube&eal =Limpiar(nubereal);
case 2: prlntf(“\n\t\t 2.-ALGORITMO SIMULATED ANNEALING ”)'
printf(*“\m\t\t ————-—-—— ;
printf(““\n\n\t\t * Tipo de Reduccion? ..”7);
scanf(“%d”,&tiporreal);
printf(““\n\n\t\t * Temperatura Inicial? ..””);
scanf(“%lf” &tempini);
decretemp=0;
|f(t|porreal 0)
{printf(““\n\t\t * Decremento Temperatura? ..””);
scanf(““%1f”” ,&decretemp);
%ystem(“cls”);
printf(““\n\n\t ’);
printf(“\n\t MaxSA_VOR DIAGRAMA DE ACEPTACION DE MOVIMIENTOS:”7);
printf(““\n\n\t ’?);
printf(““\mt\t\t””);
1teraciones=0;
diagramavoronoi=MaxSA_VOR(tiporreal ,tempini,decretemp,&iteraciones,diagramavoronoi,conjunto,
&puntoreal ,&avoronoi) ;
printf(““\n\n\t\t * Zona de area maxima calculada’”);
printf(“\n\n\t\t - Punto de area maxima........ \t(lIf,%1F)””,puntoreal .x,puntoreal .y);
printf(““\n\n\t\t - Area maxima................. \th1f’” ,avoronoi);
rlntf(“\n\n\t\t - lteraciones. ... .. .......... \thd””, iteraciones);
re
case 3:

Supe&f|0|eVor(dlagramavoron0|)

5iagramavoronoi=Limpiar4(diagramavoronoi);

conjunto=

printf(*
fflush(s
c=touppe
if(c=="N’
conjunt
while(c!=
fin cons

Limpiar(conjunto);

“\n\n\t * Desea repetir el programa S/N.. *”);
tdin);

r(getchar())

o=Limpiar(conjunto);

truccion diagrama de Voronoi y por tanto opcion 3%/

// Opciones de resultados para MaxA-P-Vor(N).
//ESTAS FUNCIONES NO SE INCLUYEN EN EL APENDICE

else
if(opcion==4)
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{system(““cls’”);
printf(““\n\n\t\t ’7);
printf(““\n\t MENU DE OPCIONES IMPLEMENTADAS RESULTADOS MaxA-P-Vor:”7);
printf(*“\m\t\t-———--------- e e p o e e el e ol \n”%);

printf(““\n\t\t 1.- Resultados Algoritmo MaxRS_VOR.”7);

printf(““\n\t\t 2.- Resultados Algoritmo MaxSA VOR.”7);

printf(““\n\mMt\t-—————- \n"7);
printf(““\n Opcion...””);

scanf(““%d””,&opcion);

switch(opcion)

{case l:printf(““\n\t\t 1.- RESULTADOS ALGORITMO RANDOM SEARCH:*7);

Eesu&tadosMaxRS_VOR();
reak;
case 2:printf(““\n\t\t 1.- RESULTADOS ALGORITMO SIMULATED ANNEALING:”?);

ResultadosMaxSA_VOR();
break;

A

se
if(opcion==5)

{do

{system(““cls’”);
printf(““\mt\t\t ’7);
printf(““\n\t\t\t PROGRAMA DE GENERACION POLIGONOS:*”);
printf(*“\mt\t\t---—----------- o b e e e e e e e o ’7);
printf(““\n\n\t\t\t * Cantidad de poligonos?..7”);
fflush(stdin);
scanfg ‘%d”,&tamang?; } :
printf(““\n\n\t\t\t * Vertices de cada poligono?..””);
scanf(““%d””,&verti);
printf(““\n\n\t\t\t * Nombre del fichero?..””);
fflush(stdin);
gets(nombre);
printf(““\n\n\t\t\t * Cuantos llevamos?..””);
scanf(““%d””,&llevamos);
Gen@ra[_Poli?onos(tamano,verti,nombre,llevamos);
poliunionreal=NULL;
poliunionreal=Lectura_Poligonos(poliunionreal ,nombre);
ver2(poliunionreal);

printf(““\n\n\t * Desea repetir el programa S/N.. *”);
fflush(stdin);
c=toupper(getchar());

lwhile(c!:‘N‘);

}/*fin main*/

B.9 Subrutinas de visualizacion de datos con MatLab

Incluimos a continuacién los programas implementados con el paquete matemdtico MatLab
para ver los resultados obtenidos por los programas en C. Estos programas permiten visualizar
elementos tales como poligonos generados, poligonos de visibilidad, unién de poligonos de visibi-
lidad, superficie de dreas, etc. También permiten dibujar poligonos y nubes de puntos interiores
al poligono. Para reducir el cédigo expuesto se incluyen sélamente las subrutinas de visualizacién
bdsicas. De esta manera para visualizar las soluciones de cada heuristicas, aunque realmente son
programas distintos, pues los ficheros de lectura son distintos, sélo incluimos la visualizacién de la
solucién de una de las heuristicas para cada problema. Ademds, algunos cédigos de visualizacién
que se consideran auxiliares tampoco se incluyen.
Dividimos los programas en cuatro bloques:

e Programas de visualizacién general

e Programas relacionados con el problema MaxA-p-Pv1(P).
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e Programas para visualizar resultados de los problema MaxA-p-Pvk(P, k) y MinN-p-
Pvk(P).

e Programas de visualizacién para MaxA-p-Vor(N).

Programas de visualizacion general

» Incluimos un pequeno cédigo que permite visualizar el poligono generado con nuestro
generador aleatorio RPG.

A=load(“c:\santiago\discos\doctorado\PVGC\Pruebas_Heur_P1\Matlab\poligono.txt’);
nc S|zeEA ,1);

for |¥% nc1

x(i i

OEdeE

en

fill(x,y,“y”),title(“Poligono Generado”);
hold on;

grid;

» El siguiente cédigo se utilizard para generar un poligono y una nube mediante el ratén. De
esta forma podemos estudiar el comportamiento de poligonos que no han sido generados
con RPG. El cédigo para generar o pintar un poligono es el siguiente:

clf;axis([0,1,0,1]);grid
title(“Introducir Poligono en sentido positivo FIN: Boton derecho raton”);
i=1;bot= [] =[1;t=[1;
[f| texto fopen( C: \\santlagO\\d|SCOS\\doctorad0\\PVGC\\Pruebas Heur_P1\\Matlab\\poligono.txt*, “w”);
[x,y,bot]= glnput(l)
while( botgl )==1
fprintf(fi %f wf\n”,x(1),y(1));

HOERGE

I|ne§[z] ,[tD:;
[x Y, bot] ginput(l);

st fclose(f|)

axis(axis);

flllgz t,“¢c), title(“Poligono Generado®);
hold on;

grid;
» La siguiente subrutina permite generar una nube de puntos interior a un poligono:

pintarpoligono;
title(* Introdu0|r Nube FIN: Boton derecho raton”);
i=1;bot= [] =[1;t=[1;

[fi,texto fopen( C: \\santlaQO\\d|SCOS\\doctoradO\\PVGC\\Pruebas Heur_P1\\Matlab\\nube.txt’,“w”);
[x,y,bot]= glnput(l)
wh|le(b %

fprintf( | ‘%f %F\n’,x(1),y(1));

z(1)=x(1

t(i)=y(1);

9|0t§><(1) @, s

[x y,bot]=ginput(l);
st fclose(fl)
axis(axi g
title(“Nube Generada”);

hold on;
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» El siguiente programa nos permite visualizar una triangulacién conseguida segiin un al-
goritmo de triangulacién Scan de Graham [68]. Esta triangulacién serd necesaria para
calcular el drea del poligono P y asfi, el porcentaje de drea iluminada por un conjunto de k
puntos interiores a él, es decir, nos permitird calcular el valor de la funcién objetivo para
el problema MaxA-p-PVvk(P, k).

A=load(“c:\santiago\discos\doctorado\PVGC\Pruebas_Heur_Pl\Matlab\triangulacion.txt”);
nc=sizeEA,1);

{],y— 1

whlie(|<nc)

X‘[],y [;

end
if(i==nc
|§ 1(x, 3,‘0’) grid, title([“Triangulacion Generada. Area Total: *,num2str(A(i,1))]);
else
fill(x,y,“c”),grid,title(“Triangulacion Generada: ’);
hold on;
end
end _
for j=1:3
x()=ACi,1);
e%éj)=A(l,2);
fill(x,y,“c”),title([“Triangulacion Generada. Area Total: ”,num2str(A(nc,1))1);

grid;

Programas relacionados con el problema MaxA-p-Pv1(P)

» El siguiente cédigo permite visualizar el poligono de visibilidad solucién de cualquiera de
las heuristicas disenadas para MaxA-p-Pv1(P). Se muestra también el drea iluminada y
el punto solucién:

A=load(“c:\santiago\discos\doctorado\PVGC\Pruebas_Heur_Pl\Matlab\polvisidet.txt”);
nc= S|zeEA ,1);

fOF?IX% ]012

i

JoEGeat

EIII(X .Y, “c?),grid, title(“Poligono de Visibilidad Generado®);
0

i=i

p OtgA(l ,1)L,A3,2),4%7);

ﬁl}le([ Poligono de Visibilidad Generado Area: ’,num2str(A(i,1)),“ Porc: ~,num2str(A(i,2)),“%’]);
old on;

grid;

» Para visualizar la descomposicién S de un poligono es regiones de visibilidad se ha imple-
mentado el siguiente cédigo:

A=load(“c:\santiago\discos\doctorado\PVGC\Pruebas_Heur_P1\Matlab\nube.txt”);
nf=size(A,1);
for i=1:nf

plot(A(i,1),A(i,2),“.%);

if A(| 3)——

J=itl;

while (j< nf)&(A( .3)==2)
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Iineg_[A(i .1)L.AGL.D1LIAG,2) ,AG2)D)5

en
—_l,

Fl siguiente programa permite visualizar por pantalla la superficie de dreas construida
para un determinado poligono P:

A=load(“c:\santiago\discos\doctorado\PVGC\Pruebas_Heur_P1\Matlab\superficie.txt”);
nc:sizeSA);

x=0:0.005%1;

y=0:0.005:1;

[X Y]-meshgrld(x y);

for i=l:nc
for j=1:nc

Zéi,j)=A(i,j)+0-5;
en

end

surfl(X,Y,2);

shading interp;
colormap gray;

hold on;contour(X,Y,Z2);

title(“Superficie de Areas’);

Finalmente incluimos un cédigo que permite visualizar el conjunto de puntos visitas por
una heuristicas en todas sus iteraciones.
A=load(“c:\santiago\discos\doctorado\PVGC\Pruebas_Heur_P1\Matlab\rastro.txt”);

Rflglze(A ,1);

[0]

pIot(A(i,l),A(i,Z));
end

hold off;

Programas para los problemas MaxA-p-Pvk(P, k) y MinN-p-Pvk(P)

» El siguiente cédigo nos permite visualizar el poligono unién de k£ poligonos de visibilidad,

(debe recordarse que puede ser un poligono con varias componentes conexas con agujeros).
Este programa serd necesario para visualizar el resultado de los métodos diseniados para
los problemas MaxA-p-Pvk(P, k) y MinN-p-Pvk(P).

A=load(“c:\santiago\discos\doctorado\PVGC\Pruebas_Heur_P1\Matlab\polunionagujeros.txt”);

%Primero pintamos poligonos principales
nc S|zeEA ,1);
;y=11:
Q1r= /121293_12 0)
i i,1)~=2.
xgj):A(!,l):
y(J)=A(I,2);

|f(A§ ,2)==2.0)
S es y, “c ), title(“Poligono Generado®);
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Xz [],y—[]

old on;
end
end ) :
%Ahora pintamos los agujeros

A,1l
R
|f£ﬁzl 1) 2 -0)
yg) A(- 3!
J+

|f(A§| 0)
X y, W ) title(“Poligono Generado”);

X{]y[]
old on;
end
end
hold on
tltle([ Poligono de Visibilidad Generado Area: ”,num2str(A(i,1)),*“ Porc: ”,num2str(A(i,2)),“%’]);

grid;

Programas de visualizacion para MaxA-p-Vor(N)

» Kl siguiente cédigo dibuja el diagrama de Voronoi de una nube de puntos, construido para
visualizar las soluciones de las heuristicas disefiadas en el Capitulo 9 para el problema
MaxA-p-Vor ().

A=load(“c:\santiago\discos\doctorado\PVGC\Pruebas_Heur_P2\Matlab\voronoi.txt”);

%Primero pintamos las regiones y a continuacion los puntos
nc S|zeEA ,1;
E] y=11
or i=l:nc-1
|f$ﬁ(|,1)~=2.0)
y(J)—A( i.2);
_J+
|f$A(| ,2)==2.0)

|::n -
flll(x y,2W ), title(“Diagrama de Voronoi Generado”);

f&ll(x ,Y,“g”),title(“Diagrama de Voronoi Generado’);
en

end
Xf[] ;y=11;

old on;
end
end
%Ahora la nube de puntos

nc= S|zeEA ,1);

X—[]_,y— 1;

*or i=l:nc-1
|f$ﬁ(| 1) 2 -0)
y()= A(l 2)

=)+1;
e|f§A(| 2)——3 0)
if(1==nc-1
ot(x,y, .7);
e

els
plot(x,y,*.”);
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title([“Diagrama de Voronoi Area: ”,num2str(A(i,1)),“ Porc: ’,num2str(A(i,2)),“%’]);
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