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はじめに

昨年の米国大統領選挙において，大方の予想を裏切ってトランプ氏が勝っ

た｡ 数々のスキャンダルや暴言にもかかわらず，白人中間層の多くが民主党

のクリントン氏ではなく彼に投票したと言う｡ 正確にはその理由は分らない

が，私は背後に，所得格差の拡大と彼らの雇用減少があると思う｡ 貿易自由

化と移民の流入は国全体ではパイを大きくするが，所得の再分配と訓練機会
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覚書：高校数学で学ぶ格差分析

上 島 康 弘

要旨

小論では，当学会会員 (甲南大学経済学部生) を対象にして，トマ・ピケ
ティ『21世紀の資本』を題材に経済学者が格差問題をどう分析するのかを紹
介する｡ 通常の講義では数学を用いずに分析の結果だけを話すが，本来，自
ら方法までを理解することが望ましい｡ 高校で対数と微分を学んだ学生に，
講義ノートの数学付録として読んでほしい｡

キーワード：格差分析, 再分配のない貿易自由化, 資本/所得比率,
資本分配率
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の提供がなければ勝ち組と負け組を作り出す｡ グローバル化によって当初に

は未熟練者だけが打撃を受けたが，今日では中国からの輸入の急増が中間層

の雇用を浸食しつつある (Autor, Dorn, Hanson and Song [2014])｡

技術進歩もまた，所得の不平等化をもたらすもう一つの重要な要因である｡

米国では1980年代から大卒者と高卒者の間の賃金格差が拡大し，経済学者は

原因の究明に奮闘した｡ 主因とされたのは，情報通信技術の普及という技術

変化だった｡ 代表的な論文 Autor, Katz and Krueger [1998] の産業クロスセ

クション分析によると，就業者一人あたりのコンピュータ関連機器への投資

額の高いところほど大卒者シェアの変化ポイントが有意に高い｡ もちろん，

新興工業国からの輸入の増加が一定程度，国内の低技能者の相対賃金を下げ

たことを示す研究もある (Borjas, Freeman and Katz [1992], Sachs and Shatz

[1994] など)｡ 今日では，人工知能を組み込んだ新たな自動化によって，近

い将来，大量の技術的失業が生まれると予測する研究者もいる｡

経済学者は不平等の問題をどのように分析しているのか｡ 小論では，高校

で対数と微分を学んだ当学会会員 (甲南大学経済学部生) を対象にして，格

差分析の方法を説明する｡ 通常の講義では数学を用いずに，結果だけをかい

つまんで話すことになる｡ しかし，アプローチの妥当性を自ら評価できなけ

れば，もっともらしい言説にだまされてしまう｡ 合わせて，高校数学の有用

性を感じて，モデル分析や，そこから導かれる仮説の検証に興味をもっても

らえれば幸いである｡ 今回は, ピケティ『21世紀の資本』の主張する

�����と資本分配率の関係 (�と�は次節で定義する) を取り上げる｡ 講義

ノートの数学付録のつもりで読んでほしい｡

� 問題

資本主義の経済には �����を満たすような内在的な性質があるのか，こ

のとき富の不平等は拡大するのか｡ この問いを簡単な経済モデルを使って検
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討しよう｡ 言うまでもないが, モデルとは，現実の多くの側面を捨象した，

けれども自己完結した小宇宙のことである｡ 経済学者はここで何が起きるの

かを調べることで，経済現象の背後にある因果関係を知ろうとする｡ モデル

を数式で表現する必要はないが，数学は「推論の達人」として役に立つ－

中学校で応用問題を連立方程式に直して解いたように，式をたてて操作すれ

ば頭を使わなくても答にたどりつける｡ もっとも，数学的に美しくても，荒

唐無稽なものもある｡ たとえエレガントでなくても，導かれる命題が事実と

整合的なモデルを評価すべきことは言うまでもない｡

� モデルの描写

まず経済変数を記号で表そう｡ ��を�時点 (�期) における一国の生産量，

��を労働者数，��を物的資本 (機械や設備)，��を労働者 1 人あたりの賃

金，��を物的資本 1単位当たりの使用料，��を貯蓄 (一国の所得 (＝一国の

生産量) のうちで消費せずに投資 (＝物的資本の増加) にあてる分) とし，

	を資本減耗率 (物的資本のうち生産に使用して磨り減った分) とする｡

上記の変数から次の指標を定義する：

・ 
��
�������

��

：資本分配率 (資本所有者の取り分の割合)，

・ ���
��

��

：資本/所得比率または資本係数，

・ ���
��

��

：貯蓄率 (所得に占める貯蓄の割合)，

・ ��
��

�

��

：経済成長率 (一国の所得 (＝一国の生産量) の変化率)｡

ここで，変数の右肩にあるダッシュは，この変数の時点�に関する微分を表

わす｡ 先進国における「典型的な値」は，����, 
�����, �������, �������,

������である (ピケティ [2014，p. 57，p. 173])｡
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代表的企業の生産関数を

�������������������

とし， 1 次同次性を仮定しよう (すなわち，関数 ������のすべての変数が

２倍になると関数の値も 2 倍になる)｡ 資本と労働の量にかかる係数

�������は効率パラメーターとよばれ，技術進歩によって上昇する｡ もし企

業が利潤最大化を図るならば，資本の使用料 ��は，要素市場での需給均衡

により次のように決まることに注意しよう：

���資本の限界生産力＝資本収益率，
�������

��

�

また，貯蓄	�と資本減耗率
の定義から，資本の増加分について

��
��	��
��������
����������������������
�� ���

が成り立つ｡ 以上が, ��	�
と資本/所得比率，資本分配率の関係を探る舞

台 (モデル) である｡

� モデルの展開

上記のモデルにおいて，資本/所得比率�と資本収益率��，資本分配率��

の三つがどう決まるのかを見よう｡ すなわち,「資本/所得比率には均衡水

準があるのか，それはどのように決まるのか，資本収益率にとってどんな意

味があるのか，それと国民所得における資本と労働の分配との関係は？」

(ピケティ [2014, p. 173]) を考える｡ 以下では，貯蓄率��は時間の経過に

関して一定 ���だと仮定する｡

１ 資本主義の法則

次の二つの式が役に立つ｡ まず

���
�������

��

������ ���
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次に，( 1 )を使って得られる式：

��
��

�

�� �
�

�
��

��

�
��

�

��

�
��

�

��� �����
�

��

������� � ��	

である｡ 前者は恒等式，すなわち，経済変数がどんな値をとっても成立する

式であり，ピケティ氏の著書 [2014〕では「資本主義の第一基本法則」とよ

ばれる｡

２ 命題

このモデルがどのように運行するのかを調べよう｡

【命題 1】

��の成長率が時間の経過に関して一定ならば，��の成長率も一定で

��の成長率に一致する：

��の成長率＝��の成長率��

このとき，資本/所得比率��は一定の値をとり，それを�と書けば

��
�

�
�

である｡

《証明》

上記( 1 )により

��

�
�

�

��

��

である｡ よって，左辺が一定ならば��は一定値�をとり，��の定義に

より��の成長率�は��の成長率に等しい｡ (証明終り)

逆に，

【命題 2】(Blume and Durlauf [2015, pp. 756�757])

��の成長率が一定で �
���ならば，資本/所得比率 ��は一定の値
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に収束する｡ その値を�と書けば，

��
�

���

である｡ よって，長期的に��の成長率は��の成長率�に等しい｡

《証明》

上記( 3 )により

��
�������������

が成り立ち，これを満たす解は

���	���������������
�

���

である｡ よって，���	�ならば，�
� のとき

��
 ��
�

���

である｡ (証明終り)

したがって，資本または所得が一定の率で成長するならば，資本/所得比

率は一定の値，��
�

���
に収束する｡ これを変形すると ��

�����

�
�

�


�

である｡ ここで，�
�
�����

�
������は純貯蓄率である｡ 時間が経過す

ると資本/所得比率が ��
�


�
に収束することは,「資本主義に第 2 法則」と

よばれる (ピケティ [2014，pp. 172�179])｡

この式は，(世界大戦や大恐慌などの) ｢ショックや危機の影響がなくなっ

たときに，資本/所得比率が長期的に向かう潜在的な均衡水準」(ピケティ

[2014, pp. 178�179]) を教えてくれる｡ 実際，日本では太平洋戦争によっ

て国富全体の 4 分の 1 が失われたが，
(１)

戦後，資本/所得比率は上昇して2010

年には ��
����	

���
�
�����を回復した (ピケティ [2014，表 5�1 (p. 182) と図

100



5�3 (p. 180)])｡

資本/所得比率が一定であるならば，生産関数の形を限定できる｡

【命題 3】(宇沢の定理)

��と��が同一の率�で，労働者数も一定率，��
��

�

��

で成長するなら

ば，生産関数はハロッド中立型であり，技術進歩率は ���でなければ

ならない｡ すなわち， 1次同次の生産関数 ������に対して，ある 1次

同次の関数 ������が存在して

�����������������������������
��

�

��

�������

が成立する｡

《証明》

証明は容易だが，
(２)

直観的に言えば，

������������������������� ���
������

���	 

において，左辺の ��と右辺の ��が同じ率 �で成長するためには，���

は定数で，
������

���

の成長率が �でなければならないからである｡ (証

明終り)

よって，このとき次の指標も一定になる：

・効率単位で測った資本/労働比率，	��
��

�����

(∵分母の �����も

������の率で成長するから)，

・資本収益率，
����������������

��

�����

��	 
 ( ∵������� は
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������の一番目の変数に関する導関数であり，これはゼロ次同次で

ある)，

・資本分配率，�(∵( 2 ))｡

このような状態を均整成長経路 (balanced growth path) と言う｡

では，ショックや危機によって均整成長経路から外れたときに，経済は再

びそこに戻ろうとするだろうか｡ たとえば，日本が直面しているショック－

(戦争や恐慌ではなく) 技術進歩率や人口増加率の低下 ��������が起き

たとき，資本収益率や資本分配率は以前のものよりも高くなるのか｡ 次の命

題がこれに答える｡

【命題 4】

技術進歩率と人口増加率がそれぞれ一定の率��と�で成長するとき，

経済がいまどのような状態であっても，資本/労働比率，��はしだいに

一定の値��に収束する｡ ここで，��は

��������������	���

を満たすただ一つの解である (図を

参照)｡
(３)

すなわち，経済はしだいに


�と ��が一定の率 ������で成

長する均整成長経路に近づいて，そ

こではすでに見たように，資本収益

率は

������������

資本/所得比率は

��
�

�����	
�

��

�
�
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(３) いわゆる Inada 条件が満たされて，資本の限界生産力は 0の近くまで逓減する
としよう｡



資本分配率は

������������������
�

���	�


である｡

《証明》

��を�に関して微分すると

��
��

��

����

�
��

�

��

�
��

�

��

�
�

�

�	 
���������������	�
����

�� ����

である｡ よって，いま ��が ��より小さいならば ��
���だから ��は ��

まで上昇し，同様に，��が ��より大きいときには ��まで低下する｡

�����のときにはここにとどまる｡ (証明終り)

このモデルでは ��と �の大小関係を確定できないが，上の式から

��

�	

�
��

�
が成り立つ｡「典型的な値」では，����	だから ����が観察され

そうである｡

さらに，図から分かるように，���	�
というショックが生じると，

新しい均整成長軌道では

������������
��

�

�
��� ��

�

��	 
�����
�

���	�

�

となり，資本分配率が以前より上昇するか，低下するかは分らない｡ しかし，

次に示すように，生産関数において資本と労働の代替弾力性が 1より大であ

るときには，資本分配率は上昇する｡ また，新たな均整成長経路に収束する

過程において，資本/労働比率も，資本分配率も上昇する｡

【命題 5】(Piketty [2015, 脚注 5 ])

生産関数において資本 ����と労働 ������の代替弾力性，�が 1 よ
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り大ならば，(均整成長経路上であってもなくても)

���� ��� および ��� � ��
�

�� �
���	��


������

��

�� �
が成り立つ｡

《証明》

代替弾力性の定義によって，

���
��������	��
���

�����������	���
�

これを変形して

�������������	�������������	��
����

さらに，両辺に ����������	��
���を加えると

�����
�����

���
�� ����������
��

	��
�� ��
すなわち，

���
��

����� �������

�
�����

を得る｡ したがって，���のときには，��が上昇すると右辺はプラス

になり��も上昇する｡ 同様に，��が低下すると��も低下する｡ (証明

終り)

おわりに

均整成長経路においては，資本/所得比率も資本分配率も一定であり，

����ならば ����だが，逆ならば ����である｡ 技術進歩率や人口成長率

が低下したとき，たしかに，資本と労働が代替的であれば，新たな均整成長

経路に向かう途中では資本/所得比率と資本分配率の上昇が同時に起きる｡

けれども，これは収束までの現象であり，しかも技術進歩率や人口成長率が

上昇したときには逆の現象が起きる｡ よって，資本主義の本質的な特徴とは
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(185)

言えない｡ そもそも富の不平等化を正しく分析するには，代表的個人を前提

にした成長モデルでは限界がある｡ ここで紹介したモデルは，ピケティ氏の

主張を検討するための導入部分と理解すべきである｡
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