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総　説

モデル予測多目的最適化

中山弘隆

甲南大学 知能情報学部 知能情報学科
神戸市東灘区岡本８－９－１, 658-8501

（受理日 2008年 5月 28日）

概 要
現実の工学設計問題では評価関数が設計変数の陽な関数として与えらず，種々のシミュレー

ションや実際の実験を通じてその値が得られる場合が多い．通常，このようなシミュレーション
や実験には多大の計算時間あるいはコストを必要とする．このようなシミュレーションや実験の
回数をできる限り少なくするために，評価関数形を近似しながら最適化を行う方法がモデル予測
最適化である．
一方，実際の意思決定問題ではあれもこれもよくしたいという多目的最適化問題になることが

多い．多目的最適化においては，「あちらをたてればこちらがたたず」といった目的関数をギリギ
リまで高めた解を Pareto解といい，通常これを意思決定の解の候補とする．Pareto解は一般に
唯一に定まらず，集合となる．これを Paretoフロンティアといい，実際の意思決定では，Pareto
フロンティアからどの解を一つ選ぶかが重要である．古くからある対話型解法はいかに効率よく
意思決定者の望む解を得るかに腐心している．
本論文では，多目的最適化に対するモデル予測最適化手法について解説を行う．この中で，モ

デル予測のための手法として，最近の話題になっている機械学習の方法であるサポートベクター
マシン（Support Vector Machine: 略して SVM)について多目的最適化のアプローチからいくつ
かの方法が開発されていることを紹介する．さらに，Paretoフロンティアの近似生成のための進
化型計算法や他の方法についても言及する．

キーワード: 多目的最適化，計算知能，サポートベクターマシン，サポートベクター回帰，逐
次近似最適化

1 多目的最適化における予備知識

多目的最適化問題は，一般に次のように定式化される．

(MOP) 目的 : f(x) := (f1(x), . . . , fr(x)) −→ min

制約 : x ∈ X ⊂ Rn.

定義 1.1 (ベクトル不等式). y1, y2 ∈ Rrに対し

y1 < y2 ⇐⇒ y1
i < y2

i , ∀i = 1, . . . , r (1)

y1 � y2 ⇐⇒ y1
i � y2

i , ∀i = 1, . . . , r (2)

y1 ≤ y2 ⇐⇒ y1 � y2, y1 	= y2 (3)
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定義 1.2 (Pareto解). f(x) ≤ f(x̂)となるような x ∈ X が存在しないとき，この x̂をPareto
最適，あるいは単にPareto解という．

今後の分析には設計変数xの空間で考えるよりも，図 1のように目的関数 f の空間で考える方が便
利なことが多い．x̂がPareto解であるとは幾何学的には ŷ(= f(x̂))に対し ŷ + Rr−が ŷ以外に f(X)
と共通点を持たないことである．ただし，Rr− := {y ∈ Rr| y � 0}.
目的関数の空間におけるPareto解の集合をParetoフロンティア あるいは効率フロンティアとい
う．実際の意思決定では最終的には何か１つの決定案を決めなければならないから，通常は各目的の
バランスを考慮してこの Pareto解の中から１つの最終案が選ばれる．

)(Xf
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)ˆ(xf

図 1: Pareto解（太線の部分）

注 1.1. f(x) < f(x̂)となるようなx ∈ Xが存在しないとき，この x̂を弱Pareto最適，あるいは単
に弱Pareto解 (weak Pareto solution)という．x̂が弱Pareto解であるとは幾何学的には ŷ(= f(x̂))
に対し ŷ +int Rn−が f(X)と共通点をもたないことである．図 3のように，弱Pareto解は１部の目的
関数をその値に留めておいて，他の目的関数を改善できる余地があるので，意思決定の観点からは必
ずしも満足できる解ではないが，理論上，弱 Pareto最適性しか保証できないことがしばしば起こる．
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but not Pareto optimal

図 2: 弱 Pareto解

Pareto解を求めるために古くから最も良く用いられている方法がスカラー化である．多目的最適
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化における目的関数はベクトル値であるので，これをいったんスカラー値に変換する．このスカラー
化目的関数に対する本質的な性質は次の定理によって与えられる．

定理 1.1. F をベクトル値目的関数 y = f(x)をスカラー化するスカラー化関数としよう．F が y

に関して Pareto順序を保存するとき，すなわち，任意の y1,y2 ∈ f(X)に対して

y1 ≤ y2 ⇒ F (y1) < F (y2) (4)

を満たすとき，F をX 上で最小化する解 x0は Pareto解である．

代表的なスカラー化関数の例としては

1) F1(f(x)) = w1f1(x) + . . . + wrfr(x),

2) F∞(f(x)) = max1 i r wifi(x),

3) F̃∞(f(x)) = max1 i r wifi(x) + α
∑r

i=1 wifi(x)

などがある．1)は線形荷重和, 2)は Tchebyshevスカラー化関数, 3)は拡大 Tchebyshevスカラー化
関数と呼ばれている．

1)の線形加重和はParetoフロンティアが非凸な場合，窪んだ所にあるPareto解を抽出できないこ
と，2)の Tchebyshevスカラー化関数では抽出した解が弱 Pareto解である可能性があること，など
から 3)の拡大 Tchebyshevスカラー化関数が最も良く用いられる．
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(1) 線形荷重和
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(2) Tchebyshevスカラー化関数
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(3) 拡大 Tchebyshev
スカラー化関数

図 3: 弱 Pareto解

2 対話型解法

Pareto解は「あちらを立てればこちらが立たず」といった状態であるが，実際の意思決定ではPareto
解の中から目的関数のバランスを考えて一つの決定解を選ぶ必要がある．このとき，「あちらをどの程
度立て，こちらをどの程度犠牲にするか」を考えるトレードオフ分析が重要となる．多目的意思決定
においてはこのトレードオフ分析をいかにやりやすくして，意思決定者が思いのままの解を簡単に得
られるようにするかが最も大きな課題である．
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対話型解法においては意思決定者の価値観に関する情報として何をとるかが重要となる．通常，ス
カラー化関数として線形加重和をとり，意思決定者の価値観に関する情報として重みをとることが多
いが，これには重大な欠陥がある．非凸な問題に適用できないことはもちろん，重みを大きくすれば
対応する目的関数が改善されるという誤った常識によっていわゆるモグラたたきの現象が起こり，な
かなか思い通りの解が得られないことが日常的に起こっている．このような問題を克服するものとし
て現在では意思決定者の価値観に関する情報として各目的に対する希求水準をとった希求水準法がよ
く用いられている．以下に，希求水準法の中の一つである満足化トレードオフ法 [8]を紹介する．

満足化トレードオフ法では意思決定者の望み通りの解が得られるまで，希求水準を変更する．アル
ゴリズムはおおまかにいって次の 2つのステップからなりたつ．
Step 1. （補助最適化） 与えられた希求水準 fi (i = 1, . . . , r)に対し，次のような補助最適化問
題を解く．

(AP) 目的 ： z + α

r∑
i=1

wifi(x)　→ min

制約 ： wk
i (fi(x) − f

k
i ) ≤ z (i = 1, . . . , r)

x ∈ X.

Step 2. （トレードオフ） 示された解に納得できないとき，全体のバランスを考え，意思決定者は
希求水準を設定し直す．現在の解はすでにPareto最適だから，ある目的を改善しようと思えば，別の
目的を犠牲にせざるをえない．また，現在の解はある程度最初の価値判断に沿ったものであるから，
その解に納得できないといっても，普通は新たな希望値は現在の解から極端に離れるということはな
い．あちらをどの程度たて，こちらをどの程度犠牲にするかというトレードオフ分析は現在の解を基
準にしてそこからどう動くかを判断すればよい．
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図 4: 満足化トレードオフ法

注 2.1. 補助最適化問題 (AP)はもともと拡大 Tchebyshevスカラー化関数最小化

max
1≤i≤r

wi(fi(x) − f i) + α
r∑

i=1

wifi(x) → min. (5)
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であるが，このままでは目的関数が滑らかでないため，等価な滑らかな問題に変換したものである．
さて，第 i番目の目的関数に対する理想値を f∗

i としよう．これは，たとえば fiの値が小さいほどよ
いときには

f∗
i < min{fi(x)| x ∈ X}

で定めてもよいし,経験上分かっていればそれを用いてもよい．このとき，wk
i を

wk
i =

1

f
k
i − f∗

i

(6)

とすることができる．このようにすれば，(5)式の第 1項は理想点 f∗
i を基準として測った希求水準 fi

までの不達成度とみなすことができる．ここで，(5)式第 1項にマイナス値をとることを許している
から，(5)式を最小にするということは希求水準を達成してもなおかつできる限り fiの値が小さくな
るように努力することになる．これが Pareto最適性を保証する大きな原因となる．
注 2.2. 目的関数の数が多くなると全ての目的関数に対し，改善量や犠牲量を答えるのは意思決定
者にとって大きな負担となる．そこで，意思決定者にとってどちらかといえば改善すべき目的の方が
重要であるから，改善量だけ答えてもらい，犠牲にすべき量は数理計画の感度解析の理論やパラメト
リック分析の手法を用いて自動的に計算する方法も提案されている [9]．

満足化トレードオフ法のこれまでの応用例としては，斜張橋架設時精度管理支援システム，債券
ポートフォリオ決定支援システム，飼料配合設計支援システム，セメントの原料石最適配合，プラス
ティック成形材の原料調合，鉄鋼製造プロセスにおけるトライ選択問題，射線外照射治療計画，広域
水運用計画への対話型多目的計画法の応用等がある [10, 18]．

3 Pareto フロンティアの生成法

遺伝アルゴリズム等の進化型計算法を多目的最適化におけるParetoフロンティアの近似生成に適用
したのは 1985年の Shafferによる VEGA(Vector Evaluated Genetic Algorithm)が最初とされるが，
本格的に研究されだしたのは 1989年のGoldbergや，1993年の Fonseca-Flemingによるランクとい
う概念が出されてからである．ランクの概念は Pareto順序に基づき他の点に比べてどれだけ優位に
あるかの指標で，注目している点よりも優れている点が他に何個あるか，あるいはその注目している
点が優越している他の点は何個あるかを数えてランクを決める．このランクにより正確な Paretoフ
ロンティアにどれだけ近いか（すなわち，convergence）を考慮するが，Paretoフロンティア全域を
万遍なく近似する（divergence）ということも重要である．この divergenceのために，ニッチとシェ
アリングという概念が考えられている．ニッチは注目している点の近くに（すなわち，ニッチ半径と
呼ばれる一定距離内に）どれだけ他の点があるかを表すもので，シェアリングは適合度を近傍にある
点でシェアすることにより，それらの適合度を減少させるものである．これにより，疎な Pareto解
の適合度が高くなり，Pareto解が密集している所よりも優先される．

以上が EMO(Evolutionary Multi-Objective Optimization)と呼ばれる進化型計算法による多目的
最適化の基本アイデアであるが，convergenceと divergenceの観点から種々の工夫が施されて，現在で
はDebらによるNSGA(Non-dominated Sorting Genetic algorithm)，およびその改良版NSGA-IIや
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Zitzler-Thieleによる SPEA(Strength Pareto Evolutionary Algorithm)，およびその改良版 SPEA2
がよく用いられている [2, 3]．進化型計算法の適用以外にも，DEA(Data Envelopment Analysis)ある
いはそれを一般化したGDEA(Generalized Data Envelopment Analysis)を用いる方法 [26]やPareto
フロンティアの近似生成を 1クラス分類の問題と見なし SVM(Support Vector Machine)を適用する
方法 [27]も考えられている．

Paretoフロンティアの近似生成は，2個の目的関数のときは図示されたParetoフロンティアによっ
て目的間のトレードオフ状況が一目で分かるので意思決定にも役立つ．しかし，3個の目的関数にな
ると Paretoフロンティアを図示することはできても目的間のトレードオフ状況を把握することが困
難になる上，それ以上の目的関数になると図示することさえできなくなる．通常，意思決定の解は
Paretoフロンティアから一つ選ぶ必要があり，意思決定の立場からは Paretoフロンティアを求めて
からその後どうするかが問題となる．

実際の多くの意思決定問題では意思決定者は必ずしも Paretoフロンティア全域に関心があるわけ
ではなく，Paretoフロンティアをこの 関心ある領域で近似生成すれば十分と考えるアプローチも出
てきている．多くの場合，この関心ある領域は意思決定者の希求水準に最も近い領域になるので，こ
こに希求水準法との融合が考えられる．これについては，第 6章で詳述する．また，多数ある目的の
トレードオフ分析については [26]を参照．

4 モデル予測最適化

実際の工学設計の問題では目的関数が設計変数の陽な関数として表すことができず，設計変数の値
を決めたとき，構造解析，熱解析，流体解析，振動解析等の数値シミュレーションや実モデルでの実
験を行うことにより初めて目的関数の値が求められることが多い．通常，このような数値シミュレー
ションや実験には多大の時間やコストを要する．多目的最適化を実際の工学設計に応用しようとする
とき，これらのシミュレーションや実験の回数はできる限り少ない方がよい．このために目的関数や
制約関数を近似しながら最適解を求めようとする方法が研究されている．これらはメタモデリング，
逐次近似最適化，モデル予測最適化等，いくつかの名前で呼ばれているが，基本的には同じである．

《近似関数の生成》

近似関数の生成にはこれまで最適な実験配置によってより少ない実験点で精度良く近似関数を生成
しようとする応答曲面法がよく知られている．サンプル点での関数値の測定にノイズを含む通常の
物理的実験を元々の考察の対象とする実験計画法では誤差を同分布に従う独立な確率変数とするこ
とが多く，また，近似関数は多項式に取られることが多い．一方，コンピュータ実験のように関数値
の評価にノイズを含まない場合には，地質調査に端を発する Kriging法を用いる研究も盛んである．
Kriging法では異なるサンプル点での誤差は互いに独立ではなく，相関をもち，それらのサンプル点
の距離が近いほどその相関も高いと仮定される．近似関数としては一定値プラスそれからの誤差（乖
離）とする場合（ordinary Kriging）や，適当な基底関数による線形回帰関数プラス誤差を用いる場
合（universal Kriging）などがある．また，RBFネットワークやサポートベクターマシンによる回帰
(SVR)等の計算知能を用いた回帰も良く用いられる [15, 16]．

《追加点の選定》
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関数の評価回数をできる限り少なくするために，少なめのサンプル点から出発し，十分な近似最適
解が得られるまで，少しずつサンプル点を追加し，それに基づいて近似関数の修正を行うということ
で近似精度を向上させる．モデル予測最適化における最大のポイントはいかにうまくこの追加サンプ
ル点を定めるかにある．

もし，単に近似目的関数の最適値を追加サンプル点とすると，初期近似で得られた関数の最適値付
近のみを追加し続け，正しい最適値とは異なる極値に収束する可能性が高い．これは目的関数の近似
に対し，大局的情報が不足するのが原因である．また，大域的な情報のみを求めて，予測した最適値
付近の点を追加しないでいると，今度は逆に，最適値付近の詳細な情報を得ることができなくなり，
求めたい最適値を精度良く見つけだすことが困難になる．そこで，局所情報と大局情報を同時に追加
する方法が提案されている [12]．

伝統的によく用いられている応答曲面法は比較的低次の多項式を用い，実験計画法の理論に基づい
て近似関数を生成している．追加点の選定には実験計画法におけるD最適性や A最適性を用いるこ
とが多いが，追加点が一部の領域に偏ってしまう欠点がある．

1998年に提案された EGO(Efficient Global optimization)においては，Kriging法による期待改善
量 (Expected Improvement; EI)が用いられている．EIとは，目的関数の最小値をとる可能性のある
部分，またはサンプル点の密度が疎な部分に高い値を与える指標である．また，あるパラメータ gを
導入することによりこれらのバランスを調節することも提案されている [22]．

以上の他にも，機械学習理論において予測点での汎化誤差を最小にするという観点からの能動学習
もある [25]．

《近似関数に対する最適化》

近似された関数は通常は滑らかな関数であるので，その最適化には微分情報を用いる通常の最適化
手法の他，遺伝アルゴリズムや PSO(Particle Swarm Optimization)等のメタヒューリスティック手
法が適用可能であり，問題に応じて使い分ければよい．

5 非線形関数の効率的な近似

ここでは一般の非線形関数の近似に有効な RBF(Radial Basis Function)ネットワークとサポート
ベクターマシン (Support Vector Machine，略して SVM)について簡単に紹介する．

5.1 RBFネットワーク

RBFネットワークは，入力層（素子数 n 個)，中間層（素子数 m 個)，出力層（本論文では 1個)
の 3層からなる階層型ニューラルネットワークの 1つである．j 番目の中間素子の出力関数として主
にガウス関数

hj(x) = exp
(
−‖x − cj‖2

r2

)
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を用いる．出力素子からの出力は，中間層素子の出力の加重和

O(x) =
m∑

j=1

wjhj(x)

である．RBFネットワークの学習は，xiにおける教師値 yi (i = 1, · · · , p) とネットワークの出力値
との差の 2乗和と結合係数 w の抑制項を加えた式

Cost =
p∑

i=1

(yi − Oi(x))2 + λ

m∑
j=1

w2
j

が最小となるような w = (w1, · · · , wm)を求めることである．

ここで，

HT
p = [h1 · · · hp]

で，hT
j = [h1(xj), . . . , hm(xj)], および Λ は λを対角成分にもつ対角行列とするとき，

A = (HT
p Hp + Λ)

とおけば, 上記最小化の必要条件として，y = (y1, · · · , yp)とするとき

Aŵ = HT
p y

を得る．したがって，RBFネットワークにおける学習は逆行列

A−1 = (HT
p Hp + Λ)−1

を求めることに帰着される．
注 5.1. RBFネットワークにおいて，パラメータ cj，λ および r の値を適切に定めることは重
要である．ここでは，各学習点 xi (i = 1, · · · , p)の位置に基底関数を置くことにする．すなわち，
ci = xi (i = 1, · · · , p)．さらに rおよび λに関しては，通常，交差検証法 (cross validation)によって
定めるが，簡易法として [7]で与えられている目安の式を若干修正した

r =
dmax
n
√

nm

による方法も提案されている [13]．ただし， dmax は学習点間の最大距離，n は学習点の次元，m は
基底関数の数である．他に，非線形最適化の手法を用いて基底毎の最適な rを求める方法も提案され
ている [1]．

5.2 サポートベクターマシン

サポートベクターマシン (Support Vector Machine: 略して SVM)は，近年マシンラーニングとく
にパターン分類や関数近似の効果的な方法として注目を集めている．この方法におけるキーワードは
最大マージン分離超平面，カーネルトリックである．以下，これらについて簡単に述べよう．
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5.2.1 パターン分類

《最大マージン分離超平面》

今，パターン (xi, yi) (i = 1, · · · , �)に対し yiが+1かあるいは−1のいずれかをとるという２値の
カテゴリ分類問題を考える．ここで，各 xiは n次元ベクトルである．与えられた問題は一般には線
形分離可能ではない．そこで，何らかの非線形写像Φ : Rn → Rq (q = ∞も可)を行い線形分離可能
になったとする．このとき，z = Φ(x) としよう．写像先の空間Rq（これを特徴空間という）におけ
る超平面

H(z) = wT z + b

によって

H(z) ≥ 0 for z ∈ A = {zi| yi = 1}　
H(z) ≤ 0 for z ∈ B = {zi| yi = −1}

のように分離されるとする．このような分離超平面は一般に複数個存在するが，その中でも，分離超
平面とAおよび Bとの距離（マージン）ができる限り大きいものが望ましい．wおよび bには同じ
スカラー倍の恣意性が残るので，

min
i=1,··· ,�

yi(wT zi + b) = 1

によって正規化することにより，学習点と超平面の最小距離は 1/||w||となる．このとき，所望の性
質をもつ分離超平面は次の最適化問題

(SVMP ) 目的 :
1
2
wT w → Min

制約 : yi(wT zi + b) ≥ 1 (i = 1, · · · , �)

を解くことにより得られる．

問題 (SVMP )の双対問題は上記制約に対するラグランジュ乗数を αiとすると

(SVMD) 目的 :
�∑

i=1

αi − 1
2

�∑
i,j=1

αiαjyiyjz
T
i zj → Max

制約 : αi ≥ 0 (i = 1, · · · , �),
�∑

i=1

αiyi = 0

となる．明らかに α∗
i 	= 0となる iに対しては (SVMP )における制約がアクティブ，すなわちそのと

きの ziが分離超平面に対し最短距離 (=1)を与える点となっている．このような点 ziおよびその原
像 xiのことをサポートべクトル (support vector)と呼んでいる．このようなサポートべクトルの添
字集合を Sで表すことにしよう．このとき，(SVMP )に対する必要条件から分離超平面の法線ベクト
ルw∗は

w∗ =
�∑

i=1

yiα
∗
i zi =

∑
i∈S

yiα
∗
i zi
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によって与えられ，また bは

b∗ = −maxyi=−1 w∗T zi + minyi=1 w∗T zi

2

で与えられる．

《カーネルトリック》

写像 Φは像空間において線形分離ができる限り可能になるように一般には像空間が高次元（無限
次元も可）になるようにとられる．このとき，(SVMD)における目的関数には高次元ベクトルの内積
zT

i zj が出てきて，計算に負荷がかかる．そこで，原空間の距離を像空間の内積として保存するよう
なカーネル関数

K(x,x′) = Φ(x)T Φ(x′) (7)

を導入する．K(x,x′)が正定であればこのような関係を満たす写像 Φが存在することが知られてい
る (Mercerの定理)．上記のようなカーネルK(x,x′)を用いることにより (SVMD)は高次元ベクトル
の内積の計算をすることなくカーネルの値を求めるだけで簡単に最適化を行うことができる．また，
像空間における分離超平面は z = Φ(x)とおくと

H(z) = w∗T z + b∗

=
∑
i∈S

yiα
∗
i Φ(x)T Φ(xi) + b∗

=
∑
i∈S

yiα
∗
i K(x,xi) + b∗

で与えられる．このように具体的に写像 Φを用いることなく，カーネルの値のみによって Φの像空
間における分離超平面を求めることはカーネルトリックと呼ばれている．

注 5.2. Φの像空間の次元を非常に大きくとることによって，この空間でのA および Bは線形分
離可能になることが期待できるが，これは必ずしも保証されるものではない．線形分離可能でなけれ
ば (SVMP )の制約は満足されない．また，データは通常ノイズを含んでいるため，完全分離する超平
面は時として過学習となりマシンラーニングの汎化能力の点から必ずしも歓迎すべきことではない．
これらのことを考慮に入れて，制約が必ずしも完全に満たされていなくてもよいようにすることが考
えられている．すなわち，スラック変数 ξi (i = 1, · · · , �)を導入して制約を

yi(wT zi + b) + ξi ≥ 1 (i = 1, · · · , �)

のように緩和し，目的を

1
2
wT w + C

�∑
i=1

ξi → Min

とすればよい．この定式化をソフトマージン SVMという．
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5.2.2 関数近似への応用

パターン分類の問題では各 yiの値は±1であった．SVMを関数近似の問題に適用するには yiをxi

におけるその関数値（もしくはその観測値）とし，zの空間すなわち特徴空間において線形回帰とす
る．このとき，制約を

(wT zi + b) − yi ≤ ε + ξi

yi − (wT zi + b) ≤ ε + ηi

ξi, ηi ≥ 0 (i = 1, · · · , �)

とし，目的を上記ソフトマージンの時と同じようにすればよい．εは誤差の許容幅とみなせるが，こ
れを導入しなければすべてのサンプル点がサポートベクトルとなり，スパース性に欠ける．

5.2.3 カーネルのとりかた

SVMにおけるカーネルとしては種々のものが提案されているが，ここでは多項式カーネル

K(x,x′) = (xT x′ + 1)γ

および，ガウシアンカーネル

K(x,x′) = exp
(
−||x − x′||2

r2

)

をあげておこう．

ガウシアンカーネルを用いた SVMは一見 RBFネットワークと同じに見えるが，基底を置く場所
がサポートベクトルの点として自動的に出てくるところが大きく異なる．

5.2.4 μ-ν-SVM

ソフトマージン SVMではスラック変数，すなわち外部偏差 ξiを導入していた．しかし，制約を満
足していてもさらに分離超平面からなるべく遠くにサンプル点がある方が分離性能がよいと考えられ
る．このため，内部偏差（すなわち余剰変数）ηiを導入する．このとき，つぎのような目的が考えら
れる．

i) 最大外部偏差を最小化

ii) 最小内部偏差を最大化

iii) 内部偏差の和を最大化

iv) 外部偏差の和を最小化
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(iv)を採用したのがソフトマージン SVMであり，(ii)と (iv)を採用すれば，

min
1
2
||w||22 − νρ +

1
�

�∑
i=1

ξi (ν-SVM)P

s.t. yi

(
wT zi + b

)
� ρ − ξi,

ρ � 0, ξi � 0, i = 1, . . . , �.

となる．この定式化は Schölkopf et al. [20] によって提案された ν-SVMと同じであり，そこでは
0 � ν � 1 はサポートベクトルの割合を反映させるパラメータとなっている．

(iii)，(iv)を考慮したトータルマージン SVMや (i)，(iii)を考慮した μ-SVMも考えられているが，
ここでは (i)，(ii)を考慮した μ-ν-SVMの定式化を下に記す．

min
1
2
‖w‖2

2 − νρ + μσ (μ-ν-SVM)P

s.t. yi

(
wT zi + b

)
� ρ − σ, i = 1, . . . , �,

ρ � 0, σ � 0．

この双対問題は

max − 1
2

�∑
i,j=1

αiαjyiyjK (xi,xj) (μ-ν-SVM)

s.t.
�∑

i=1

αiyi = 0,

ν �
�∑

i=1

αi � μ,

αi � 0, i = 1, . . . , �.

で与えられる．

多くの実験例で，μ-ν-SVMは数ある SVMの定式化の中でサポートベクトルの数が最も少ないこ
とが知られている．

5.2.5 μ-ν-SVR

μ-ν-SVMを関数近似の問題に適用するには，次の μ-ν-SVRのようにすればよい．

min
1
2
‖w‖2

2 + νε + μ(ξ + ξ́) (μ-ν-SVR)P

s.t.
(
wT zi + b

) − yi � ε + ξ, i = 1, . . . , �,

yi −
(
wT zi + b

)
� ε + ξ́, i = 1, . . . , �,

ε, ξ, ξ́ � 0,
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ここで ν および μ は それぞれ ||w|| と ε，ξ́の間のトレードオフ比である．

双対問題としての定式化は次のようになる．

max − 1
2

�∑
i,j=1

(άi − αi) (άj − αj)K (xi,xj) +
�∑

i=1

(άi − αi) yi

(μ-ν-SVR)

s.t.
�∑

i=1

(άi − αi) = 0,

�∑
i=1

άi � μ,

�∑
i=1

αi � μ,

�∑
i=1

(άi + αi) � ν,

άi � 0, αi � 0, i = 1, . . . , �.

注 5.3. RBFネットワークや SVMをはじめとして数多くのマシンラーニングの手法が提案され
ているが，性能だけを問題にするならば，パラメータチューニングさえうまくやればどれもほとんど
同じ性能まで高めることができる．したがって，ラーニングマシンの性能を論ずるとき，高性能を実
現するためのパラメータチューニングがやりやすいかどうか，また最適パラメータの感度が低く安定
しているかどうかを見ることが重要である．RBFネットワークでは cj および λの感度はそれほど大
きくはないが，rによっては大きく性能が変わってくる．しかし，ひとたびこれらのパラメータを決
めてしまうと，その学習は単に正規方程式を解くという線形計算であるので，計算が非常に速い．一
方，SVMでは通常は 2次計画問題を解く必要があり，一般に計算コストは高い．パラメータ rの重
要性はRBFネットワークと同様である．しかし，基底を置く場所がサポートベクトルの所だけでよ
い，ということは要はサポートベクトルはいわばツボの役割を果たしていると言うことになり，この
性質をうまく使うと実際の問題によっては大きくコストを削減することが出来る．

6 逐次近似多目的最適化 –対話型解法と進化型解法の融合–

多目的最適化においてはParetoフロンティア全体を十分に良く近似しようという研究も盛んである
が，実際の意思決定においては意思決定者が関心を持つ領域は必ずしもParetoフロンティア全体では
ないことが多い．一方，伝統的対話型解法を用いた場合にも，トレードオフ分析を行うときには目的
間のトレードオフ状況を大まかでも把握したいことが多い．伝統的対話型解法では与えられた希求水
準に最も近い Pareto解を提示したときに，そのPareto解の近傍でのトレードオフ状況を Lagarange
乗数の値から局所的に与えることはできるが，その有効性はその Pareto解の極めて小さな近傍に限
定される．そこで，これらの両者のアプローチの特長を生かした方法も提案されている [28]．以下，
簡単に紹介しよう．

Step 1. 与えられたサンプル点から必要な近似関数を生成する．
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Step 2. 得られた近似関数に対し，満足化トレードオフ法用い，意思決定者の希求水準にある意味
で最も近い Pareto解を提示する．（ここは通常の満足化トレードオフ法と同じ手順）

Step 3. Step 2における最適化に対し進化型計算法を用いることにより，生成した個体群から（近
似）Paretoフロンティアを生成する．（ここは通常の多目的進化型計算法と同じ手順）

Step 4. 学習サンプル点を追加して Step 1に戻る．

学習サンプル点の追加の方法は種々の可能性が考えられる．毎回，2つのサンプル点を追加すると
き，1つは希求水準に対応する Pareto解の精度を上げるために得られた Pareto解の近傍に，またあ
と 1つは Paretoフロンティアを出来る限り広域に近似するために次の手順で与える手法が考えられ
ている．

(i) Step 1で計算した目的関数の実測値 f(xi), i = 1, . . . , pに対し，ランキング法を用いてランク
Ri, i = 1, . . . , pを計算する．

(ii) {(xi, Ri) , i = 1, . . . , p}を学習データとしRBFNや SVMなどにより近似ランク関数 R̂(x)を求
める．

(iii) Step 3で得られた近似 Pareto最適解の中から近似ランク関数の値が一番高い点

xb = arg max
j=1,... ,k

R̂(xj)

を追加する．

さらに，設計変数の空間で既学習サンプル点が粗な所に追加することも一法である．

[例]

ベンチマーク問題としてよく知られている片持梁の問題に対し上記手法を適用する [3, 18]．この問
題は設計変数が 4個で，4個の非線形不等号制約，および設計変数に対する両端制約がある問題で 2
つの目的関数をもつ:

(片持梁問題) 目的: f1(h, l, t, b) = 1.10471h2l + 0.04811tb(14 + l)

→ min

f2(h, l, t, b) =
2.1952

t3b
→ min

制約: g1(h, l, t, b) = τ � 13600

g2(h, l, t, b) = σ � 30000

g3(h, l, t, b) = h − b � 0

g4(h, l, t, b) = Pc � 6000

0.125 � h, b � 5.0, 0.1 � l, t � 10.0
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ここで，

τ =

√
(τ ′)2 + (τ ′′)2 +

lτ ′τ ′′√
0.25(l2 + (h + t)2)

τ ′ =
6000√

2hl

τ ′′ =
6000(14 + 0.5l)

√
0.25(l2 + (h + t)2)

√
2hl

(
l2

12 + 0.25(h + t)2
)

σ =
504000

t2b
, Pc = 64746.022(1 − 0.0282346t)tb3

である．

例として，

理想点 := (f∗
1 , f∗

2 ) = (0, 0)

希求水準 := (f1, f2) = (4.0, 0.003)

とし，逐次近似多目的最適化法によるシミュレーションでは，初期サンプル点をランダムで 50個発
生し，異なる初期サンプル点で 10回の試行を行う．

関数形が分かっているとして解析微分を用いた非線形最適化手法によって満足化トレードオフ法で
解いた結果との比較は表 1の通りである．

表 1: 満足化トレードオフ法におけるモデル予測最適化と解析微分を用いた方法の比較

　　 f1 f2 評価回数

解析微分 5.0102 3.78E-03 249.9

モデル予測 5.0598 3.76E-03 87.4

逐次近似多目的最適化法によって得られた意思決定者の希求水準に最も近い近似Pareto最適解は，
解析微分を用いた通常の最適化による結果より少し劣っているが，それなりの精度をもつ近似最適解
が求められている．

表 1に示す評価回数は，目的関数が既知としているため，解析的微分情報を使っている結果である．
もし目的関数の形が設計変数に関し陽に分からないとすると，数値微分を行わなければならないので，
全体の評価回数は (目的関数の数×設計変数の数×評価回数)の約 1600～2000くらいである．一方，
モデル予測最適化では平均 87.4回と極めて少ない評価回数でほとんど同じ精度の解が得られている．

Paretoフロンティアの近似生成に対しては，逐次近似多目的最適化法によって生成された Pareto
フロンティアとNSGAIIによる結果（100個体で 50世代まで得られたPareto個体群）を図 5に示す．
NSGA　では 5000回の評価回数を要しているのに対し，モデル予測多目的最適化では 70回の評価
回数でほぼ同じ程度の近似精度の Paretoフロンティアが得られている．
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上記の結果から，逐次近似多目的最適化法は従来の手法に比べ評価回数を 1/100～1/10くらいま
で減らすことができると考えられる．また，希求水準を取り入れた逐次近似多目的最適化法は，多
目的 GAのように単に Paretoフロンティアを生成するだけではなく，意思決定者の選好を反映した
Pareto最適解の導出とともに Paretoフロンティアの全体もしくはその一部を生成することで，多目
的最適化法の本質的な課題である最終解の選択やトレードオフ分析を容易にしている．
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(a) 逐次近似最適化
(70 samples)
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(b) NSGAII(5000 samples)

図 5: 近似 Paretoフロンティアの比較

7 実問題への応用

7.1 満足化トレードオフ法の斜張橋架設精度管理への応用

斜張橋はケーブル張力および橋梁のたわみ形状（キャンバー）がその架設段階における計画値に一
致するようにケーブルの長さの調整（シム調整）を行っている．このような架設精度管理を主要な架
設段階で行うことにより,完成時には応力状態,たわみ形状が設計時の所定の精度内で実現されるよう
図っている．これらは各ケーブルごと，あるいは着目点ごとに達成されなければならず，それらの合
計数は通常非常に大きくなる．しかも,調整作業は,温度変化の影響をできる限り少なくするため,温
度が１日で１番安定している午前２時頃から午前８時頃までという短時間に行わなければならないと
いう制約がある．

従来,このような問題に対しては誤差の２乗和を最小にするという方法で解くことが試みられてい
たが，このように多数ある目的に適切な重みを所定の時間内で定めることはほとんど不可能であった．
そこで，重みを調整するのでなく，希求水準を調整することにより望ましい解を得ようとする満足化
トレードオフ法 [2]を用いて，斜張橋ケーブル架設精度管理システムを構築した．

7.1.1 モデル化

この架設精度管理において考慮すべき量には次のようなものがある．
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i. 各ケーブル張力の残留誤差,

ii. 各ノードにおけるキャンバー残留誤差,

iii. 各ケーブルに対するシム調整量,

iv. 調整すべきケーブル本数.

図 6: 斜張橋

ここで，シム調整によるケーブル剛性の変化を無視し，構造に線形性を仮定すると各ケーブル張力
の残留誤差はつぎのように与えられる: n をケーブル本数とし， ΔTi (i = 1, . . . , n) をケーブル張
力の計画値と実測値との差とする．第 kケーブルに単位長さのシム調整を行ったときの第 iケーブル
の張力変化をXikとすると，各ケーブルにΔlk (k = 1, . . . , n)だけシム調整を行った場合にケーブル
に残留する張力誤差は

pi = |ΔTi −
n∑

k=1

XikΔlk| (i = 1, . . . , n)

で与えられる．また，キャンバーについて m をその着目点の数， Δzj (j = 1, . . . ,m)をその計測値
と実測値との差とする．第 kケーブルに単位長さのシム調整を行ったときの第 j着目点のキャンバー
の変化をΔYjkとすると，各ケーブルにΔl1, . . . ,Δln だけシム調整を行った場合のキャンバーの残留
誤差は

qj = |ΔZj −
n∑

k=1

yjkΔlk| (j = 1, . . . ,m)

で与えられる．さらに，シム調整量については

ri = |Δli| (i = 1, . . . , n)

なる目的関数として取り扱うと同時に，ケーブル定着部の構造などから決まるシム調整量の上・下限
制約

ΔlLi ≤ Δli ≤ ΔlUi (i = 1, . . . , n)

を考慮しなければならない．
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7.1.2 処理手順

測定された誤差をモニター画面に橋の形状とともにグラフとして出力する (図 7)．初期希求水準は
このモニターに映し出されたグラフィクス上でマウスあるいはキーボードから入力する．メニューか
ら計算を選び，補助最適化を行う．得られた結果が再びモニター画面上に映し出される．補助最適化
によって提示された Pareto解（ケーブル調整量，応力誤差，キャンバー誤差）をグラフで見て，そ
の状態に満足できなければ新しい希求水準を再びマウスあるいはキーボードから入力する．

このような入力は橋梁技術者が行うが，試行錯誤の回数を減らすために，現在の解よりも厳しくし
たいと思う目的のみを入力し，他は自動トレードオフ法を用いて自動的に算出するモード，あるいは
適正トレードオフ法を用いて希求水準を連続的に変化させることにより，結果をアニメーションにす
ることもできる [3]，[4]．このような入出力に対する工夫によって操作は軽便になり，早く満足でき
る解が得られることにもつながる．また，ケーブルの調整はその量よりもむしろ調整すべきケーブル
数を減らすことの方がコストの点から重要である．ケーブル数そのものをそのまま変数にすると整数
計画問題となって解くのに時間がかかるため，本システムでは，モニター画面を見て橋梁技術者がこ
のような状態であるならこのケーブルは調整しなくてよいと判断した場合，マウスでそのケーブルを
クリックするだけでそのケーブルは固定されるようになっている．すべてを数理計画として定式化す
るよりも，このように人間の手動をうまく利用する方が全体として効率が向上することも多い．

図 7: 斜張橋架設精度管理システム

7.2 モデル予測最適化の斜張橋耐震補強への応用

平成 7年兵庫県南部地震以降，既設構造物の耐震性の見直しが進められている．既設の大型構造物
に対し，各部に耐震要素 (ばね，ダンパ，エネルギー吸収部材など)を設置して地震応答を低減する
方法が検討されてきている．ここでは斜張橋に対する耐震補強に対する応用例を紹介しよう．
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斜張橋主塔の大地震対策として，主塔の橋軸直角水平方向応答低減に対しケーブルにマスを付加す
ることが有効であることが示されており，各ケーブルへの付加マス決定を最適化することにする．最
適化は，1) 主塔基部の曲げモーメントを最小にするケースと，2) 塔基部曲げモーメントと同時に質
量を付加するケーブル数をできるだけ少なくするケースなどを考える．設計変数は 20個である． 本
問題における大きな困難は与えられた付加マス量に対する各種応答が振動解析によって初めて得ら
れ，実際の非線形振動解析には通常１回あたり数十分かかるということである．そこで，この問題に
対し RBFネットワークにより逐次近似最適化を行い解析回数の低減を図った．

表 2: ケース 1に対する結果
従来法 RBFN

最良値 平均

曲げモーメント 50.3 54.90 63.70

解析回数 1365 150.00 124.80

表 3: ケース 2に対する結果

従来法 RBFN

最良値 平均 最良値 平均

曲げモーメント 62.6 62.8 67.1 69.7

付加ケーブル数 2 2 6 6.2

目的関数 0.526 0.527 0.756 0.784

解析回数 4100 3780 199 193.3

表 2，3より従来法と比べて 1/10～1/20程度の解析回数で実用的に満足できる精度の解が得られて
いることが分かる．

実際の問題においては種々の状況が考えられるためケース 2の結果の評価は容易ではないが，わず
か数本のケーブルに付加質量を与えることにより塔基部曲げモーメントを無対策時の半分以下にでき
るという結果は，初期学習データ作成を含めて従来法の 1/20程度の構造解析回数で得られるものと
しては悪いものではないと考えられる．構造解析の回数が 1/20程度になれば，従来不可能であった
大規模非線形構造物の最適化も実用の域に達するものが少なくない．これにより現状では手つかずの
状態にある既設大型構造物の実際的な耐震対策の検討が可能になると期待されている．

8 おわりに

多目的最適化の研究においては，伝統的な手法である対話型解法と比較的最近の進化型解法とは
これまで独立して研究が進められてきた．これらの異なる 2つの分野の研究者が 2004年ドイツの
Dagstuhlに会し，これら 2つのアプローチの融合，共栄について議論された．2006年，2009年の
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Dagstuhl会議を経て，これまで独立に発展してきた伝統的手法と新しい進化的計算による手法とが
融合されようとしており，実社会における様々な問題への応用が活発化してきている．さらに実用化
という観点からは，シミュレーションや実験の回数を減らすことが非常に重要な課題で，モデル予測
最適化は工学問題等においてその有用性がこれからもますます期待される．
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