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Résuḿe
Dans le cadre de la construction en bois, nous nous intéressons à la modélisation de maillages surfa-
ciques3D basés sur un modèle itératif inspiré du modèle IFS (Iterated Function System). Les formes
modélisées doivent satisfaire certaines propriétés afin d’assurer leur constructibilité physique. Nous
nous intéressons ici aux contraintes géométriques de planéité des faces d’un maillage quadrangu-
laire, permettant la construction d’assemblages de panneaux de bois découpés. Nous décrivons dans
un premier temps un modèle permettant de représenter certains types de maillages à faces planes.
Nous présentons ensuite quelques propriétés élémentaires du modéle itératif que nous utilisons, inspiré
du modèle IFS. Le modèle défini est un IFS généré par un opérateur de combinaison entre deux IFS
décrivant chacun une certaine courbe.
Ce modèle est défini comme une certaine somme de deux courbes à pôles générées par des IFS. Nous
montrons qu’il peut également être considéré comme un carreau à pôles généré par un produit d’IFS.

Mots-clés : mod̀ele it́eratif, IFS, sch́ema de subdivision, surfaces, contraintes géoḿetriques, coplanarité.

1 Introduction

1.1 Contexte

Dans le cadre de la construction en bois de forme complexes, nous nous int́eressons̀a la mod́elisation
géoḿetrique baśee sur la ǵeoḿetrie fractale, et plus particulièrement, sur le modèle IFS. Ce mod̀ele
permet de représenter une grande diversité de formes, avec relativement peu de paramètres. Ce mod̀ele
itératif peut ǵeńerer des formes lisses ou fractales, et géńeralise les sch́emas de subdivision classiques
[TBSG+06].

1.2 Contraintes liéesà la construction

Le fait que les formes modélisées soient appliqúeesà la construction entraı̂ne ǵeńeralement un certain
nombre de contraintes géoḿetriques. Nous souhaitons notamment réaliser des structures surfaciques par
assemblage de panneaux de bois. Cela nécessite de modéliser des maillages composés de faces planes.

Nous nous int́eressons icìa la mod́elisation de maillages quadrangulaires. La triangulationde maillages
pour obtenir des faces planes est une solution que nousécartons. Ceci provient des contraintes liéesà la
construction, et plus particulièrement de la complexité à ŕealiser des assemblages autour de sommets de
valencéelev́ee.

Les maillages quadrangulairesà faces planes, ont intéresśe un certain nombre de chercheurs dans le
domaine de la CAO en architecture. Les travaux récents sont ceux de Pottman et Wallner, en collabo-
ration avec d’autres chercheurs [POT07] [LIU06] [POT06] [WANG06]. Ils utilisent des maillages
coniques et des surfaces dévelopables. Dans l’approche couramment utilisée pour ce type de problème,
on ǵeǹere un maillage qui chercheà approximer une certaine surface entrée en param̀etre. Ces ḿethodes
utilisent des proćed́es de ǵeoḿetrie différentielle discr̀ete, et font l’hypoth̀ese de certaines propriét́es sur
les surfaces̀a approximer, dont le fait d’être lisses.
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1.3 Méthode

Nous avons d’abord essayé une ḿethode d’ajustement de maillage quadrangulaireà faces gauches
géńeŕee par subdivision. Nous proposons une autre méthode, baśee sur un mod̀ele it́eratif qui ǵeǹere
directement des maillages quadrangulaireà faces planes.

Nous partons d’une somme vectorielle de deux courbes. Nousétendons les possibilités de cŕeation de
formes en travaillant dans un espace homogèneR

4 et en projetant les figures obtenues dans l’espace
de mod́elisationR

3. L’utilisation de la ǵeoḿetrie projective permet d’étendre la ḿethode par des pa-
ramètres suppĺementaires comme le poids de certains points.

Pour d́efinir les courbes, nous utilisons le modèle IFS. Nous obtenons ainsi un modèle it́eratif de surface,
qui répond aux contraintes tout en offrant une grande richesse dans la création de formes.

Nous avons pŕećedemment d́evelopṕe un outil qui permet de ǵeńerer et manipuler des formes fractales
[TBSS+07] avec une interface graphique. L’utilisateur peut agir d’une part sur un ensemble de points
de contr̂ole, à la manìere des formes̀a p̂oles classiques, et d’autre part sur un ensemble de points de
subdivision, permettant de moduler l’aspect lisse ou fractal . En nous basant sur ceci, nous mettons en
œuvre un proćed́e permettant de saisir automatiquement des maillages quadrangulaires̀a faces planes.

2 Définition de surfaces par somme de courbes

2.1 Somme centŕee

Soit E♮ un espace vectoriel, etc un élément deE♮. On d́efinit un oṕerateur⋆ de la manìere suivante :

⋆ : E♮×E♮ → E♮,

p1⋆ p2 = c+−−−→c p1+
−−−→c p2.

On noteráegalement :

p1⋆ p2 = c+−−−→c p1+
−−−→c p2,

= p1+
−−−→c p2,

= p2+
−−−→c p1,

= p1+ p2−c.

Nous utilisons cet oṕerateur afin de ǵeńerer une surfacèa l’aide de deux courbes.

2.2 Interpr étation en ǵeométrie affine

2.2.1 Maillages (cas disctret)

On consid̀ere deux listes de pointspa
i et pb

j définis dansE♮. En composant ces deux listes par l’opérateur
⋆, on obtient un tableau de pointspi, j :

pi, j = pa
i ⋆ pb

j ,

= pa
i + pb

j −c.

Les listespa
i et pb

j repŕesentent des lignes brisées, dont les arêtes sont les couples (pa
i pa

i+1) (resp.

(pb
j pb

j+1)). Ces ar̂etes sont combińees pour former les faces quadrangulaires d’un maillage (voir figure
1).

Chacune de ces faces est un parallélogramme. En effet, les bords hauts et bas de chaque face sont tous
les deux images par translation d’une arête depa, de m̂eme que les bords droits et gauches sont images
par translation d’une arête depb.



a

G

c

G

G i

b
j

i, j

F. 1 – Construction d’un maillage par somme de lignes brisées.

En effet, de manìere ǵeńerale, on a :

pi1, j2 + pi2, j1 − pi1, j1 = (pa
i1
+ pb

j2
−c)+ (pa

i2
+ pb

j1
−c)− (pa

i1
+ pb

j1
−c),

= pa
i2
+ pb

j2
−c,

= pi2, j2.

En particulier, pour la face (pi, j , pi+1, j , pi, j+1 , pi+1, j+1)

pi+1, j+1 = pi+1, j + pi, j+1− pi, j ,

= pi, j +
−−−−−−−−→pi, j pi+1, j +

−−−−−−−−→pi, j pi, j+1.

Les points du bord hautpi,n−1 sont images par translation des points du bord baspi,0.

pi,n−1 = pi,0+
−−−−−−−−−→p0,0 p0,n−1.

2.2.2 Carreaux (cas continu)

On consid̀ereGa etGb comme des courbes paramétŕees.

Ga : [0,1]→ E♮,

Gb : [0,1]→ E♮.

L’opérateur⋆ appliqúe àGa etGb géǹere alors une surface paramétŕee (voir figure 2) :

G(s, t) = Ga(s)⋆Gb(t),

= Ga(s)+Gb(t)−c.

Notons que la surface ainsi géńeŕee correspond alors au balayage d’une courbe par une autre. En parti-
culier, les bords hauts et bas de la surface sont tous les deuximages par translation de la courbeGa, de
même que les bords droits et gauches sont images par translation de la courbeGb :

G(s,0) = Ga(s)+
−−−−−−→
c Gb(0),

G(s,1) = Ga(s)+
−−−−−−−−−−→
Gb(0) Gb(1),

G(0, t) = Gb(s)+
−−−−−−→
c Ga(0),

G(1, t) = Gb(s)+
−−−−−−−−−−→
Ga(0) Ga(1).



F. 2 – Construction d’une surface par somme de courbes.

De manìere analogue au cas discret, on a :

G(s2, t2) = G(s1, t2)+G(s2, t1)−G(s1, t1).

2.3 Interpr étation en ǵeométrie projective

Le proćed́e d́ecrit pŕećedemment permet de définir un ensemble de surfaces comme la somme de deux
courbes. Les maillages géńeŕes ont la propríet́e d’être uniquement composés de paralĺelogrammes. Ceci
constitue une limitation importante sur les maillages qu’on peut obtenir avec ce modèle.

Notre but est d’obtenir des maillagesà faces planes, mais il n’est ni néćessaire ni souhaitable que ces
faces soient des parallélogrammes. L’utilisation des coordonnées homog̀enes pŕesente l’int́eret suivant :
l’image d’un paralĺelogramme par une transformation projective, est un quadrilatère plan, qui n’est pas
forcément un parallélogramme.

Nous ǵeńeralisons le mod̀ele pŕećedent, de manièreà ǵeńerer des maillages dont les faces ne sont plus
des paralĺelogrammes dans l’espace affineR

3 mais des parallélogrammes dans l’espace homogèneR
4.

Le passage en coordonnées homog̀enes (w, x,y,z) permet de ǵeńeraliser la combinaison de courbes.

2.3.1 Espace homog̀ene

On identifie l’espace affineR
3 à l’hyperplan d’́equatonw = 1 dans l’espace vectorielR4

= (w, x,y,z).
La projection centraleΠ, qui à chaque vecteurv ∈R

4 associe le vecteur engendré parv appartenant̀a
l’hyperplanw= 1, est d́efinie par :

Π : {(w , x , y , z)T ∈R
4
/w, 0} → {(1 , x , y , z)T/(x , y , z)T ∈R

3
},

Π (w , x , y , z)T
=

(

1 ,
x
w
,

y
w
,

z
w

)T
.

L’opérateur⋆ défini pŕećedemment peut s’appliquerà deux courbes d́efinies dansR4 et effectue leur
somme dans ce m̂eme espace. La surface modélisée est obtenue par projection centrale de cette surface
sur l’hyperplanw= 1.

Notons que la projection centrale ne commute pas avec⋆. Le proćed́e que nous avons défini n’est donc
paséquivalent̀a la somme des projections centrales des deux courbes.



2.3.2 Projection de la somme centŕee

En posantqa
=Π(pa), qb

=Π(pb) etqc
=Π(c), la projection de la somme centréeq=Π(pa⋆ pb) vérifie :

q = Π(pa⋆ pb),

=
1

wa+wb−wc
(pa
+ pb−c),

=
wa

wa+wb−wc
qa
+

wb

wa+wb−wc
qb
+

wc

wa+wb−wc
qc.

En prenantwc
= 1, et en posantwa

= 1+ r, wb
= 1+ r ′, on awa

+wb−wc
= 1+ r + r ′ et :

q =
1+ r

1+ r + r ′
qa
+

1+ r ′

1+ r + r ′
qb−

1
1+ r + r ′

qc,

= qa−
r ′

1+ r + r ′
qa
+qb−

r
1+ r + r ′

qb−qc
+

r + r ′

1+ r + r ′
qc,

= (qa⋆qb)−
r ′

1+ r + r ′
−−−→
qc qa−

r
1+ r + r ′

−−−→
qc qb.

Pourwa
= 1 etwb

= 1, on ar = r ′ = 0 et il y a conservation de la somme centrée :

Π(pa⋆ pb) = qa⋆qb.

Pourwa
, 1 etwb

= 1, on ar , 0 etr ′ = 0 et la somme centrée subit une translation supplémentaire dans

la direction
−−−→
qcqb :

Π(pa⋆ pb) = (qa⋆qb)−
r

1+ r

−−−→
qc qb.

Pourwa
, 1 etwb

, 1, on ar , 0 et r ′ , 0 et la somme centrée subit deux translations supplémentaires

dans les directions
−−−→
qcqa et

−−−→
qcqb :

Π(pa⋆ pb) = (qa⋆qb)−
r ′

1+ r + r ′
−−−→
qc qa−

r
1+ r + r ′

−−−→
qc qb.

2.3.3 Projection de paralĺelogrammes

Le paralĺelogramme (p00, p10, p01, p11) est d́efini par quatre points deR4 tels que :

p11 = p10+ p01− p00.

Sa projection dansR3 est un quadrilat̀ere de sommets (q00,q10,q01,q11) avecqkl = Π(pkl) pour k, l ∈
{0,1}.

Les points projet́es sont coplanaires :

q11 =
p11

w11
,

=
1

w11
(p10+ p01− p00),

=
1

w11
(w10q10+w01q01−w00q00),

=
w10

w11
q10+

w01

w11
q01−

w00

w11
q00.

avecw10
w11
+

w01
w11
−

w00
w11
= 1.



2.3.4 Projection de maillages

Tout maillage deR4 projet́e qi j = Π(pi j ) avecpi, j = pa
i ⋆ pb

j est compośe de facettes quadrangulaires
planes (qi, j ,qi+1, j ,qi, j+1,qi+1, j+1) car :

qi+1, j+1 =
wi+1, j

wi+1,i+1
qi+1, j +

wi, j+1

wi+1, j+1
qi, j+1−

wi, j

wi+1, j+1
qi, j .

avec
wi+1, j

wi+1,i+1
+

wi, j+1
wi+1, j+1

−
wi, j

wi+1, j+1
= 1.

2.3.5 Influence des poids

Sur les nœuds (i, j) où wa
i = 1, wb

j = 1, il y a conservation de la somme centrée :

qi, j = qa
i ⋆qb

j .

Si wa
k = 1+ rk, la colonnek du maillage est modifíee :

qk, j = (qa
k⋆qb

j )−
rk

1+ rk
(qb

j −qc).

Si wa
k = 1+ rk etwb

l = 1+ r ′l , la colonnek et la lignel sont modifíees (Voir figure 3) :

qk, j = (qa
k⋆qb

j )−
rk

1+ rk
(qb

j −qc),

qi,l = (qa
i ⋆qb

l )−
r l

1+ r l
(qa

i −qc),

qk,l = (qa
k⋆qb

l )−
r ′l

1+ rk+ r ′l
(qa

k−qc)−
rk

1+ rk+ r ′l
(qb

l −qc).

w  >  1 w  >  1

w  <  1

F. 3 – Maillages surfaciques obtenus par somme de lignes brisées d́efinies en coordonńees homog̀enes.
Effets dus̀a l’augmentation ou la diminution d’un poids sur un bord.

2.3.6 Projection de carreaux

Le carreau paraḿetŕe est d́efini par projection de la somme centrée d’arcs paraḿetŕes :

H(sk, tl) = Π(Ga(sk)⋆Gb(tl)).



Il v érifie la propríet́e de plańeité locale suivante. Pour tout quadruplets de nombres 0≤ s0 < s1 et 0≤
t0 < t1 ≤ 1, le quadrilat̀ere dont les sommets sont les pointsqkl = H(sk, tl) pourk, l ∈ {0,1} est plan, car :

H(sk, tl) = Π(Ga(sk)⋆Gb(tl)).

3 Modélisation itérative

Le mod̀ele IFS permet de représenter des courbes ou des surfaces par subdivisions successives, selon un
certain niveau d’it́eration donńe. Cependant, contrairement aux schémas de subdivision classiques, les
formes limites obtenues peuvent ne pasêtre lisses mais fractales [TBSG+06].

La méthode de construction de surfaces par somme de courbes, vuepréćedemment, permet de géńerer
automatiquement des maillages quadrangulairesà faces planes, quelles que soient les deux courbes
pasśees en entrée. Dans cette partie, nous appliquons cette méthode, en utilisant comme paramètres des
courbes d́efinies par IFS.

3.1 Rappels sur les IFS

3.1.1 D́efinition d’un IFS

Un IFS est une famille finie d’oṕerateurs contractantsTi sur un espace ḿetrique completE.

À un IFS est associé un attracteurA, unique compact non vide vérifiant [BAR88] :

A=
⋃

i

TiA.

Les oṕerateursTi étant indićes dans l’ensemble finiΣ = {0, . . . ,N−1}, chaque point deA est index́e par
une fonction d’adressageΦ : Σω→ E. Le calcul de cette fonction s’effectue en appliquant des produits
infinis deTi sur un pointκ arbitraire deE :

Φ(σ) = lim
n→∞

Tσ1 . . .Tσnκ.

3.1.2 Formesà pôles

En distinguant espace de modélisationE♮ et espace d’it́erationE, et en introduisant un opérateur de
projection P qui permet de passer de l’unà l’autre, nous avons pu représenter les formes̀a p̂oles avec le
mod̀ele IFS [ZT96].

En prenantE♮ =R
4 et E =R

J avecJ ensemble fini d’indices,P est une matrice 4× J dont les colonnes
sont assimilables̀a des points de contrôle d’une formèa p̂oles :

PΦ(σ) =

∑

j

Φ j(σ)p j ,

avecP= (p j) j∈J famille de points de contrôle, etΦ = (Φ j) j∈J famille de fonctions de ḿelange corres-
pondante.

Les formesà p̂oles it́eratives constituent des famillesà deux types de paramètres : les coordonnées
des points de contrôle p j et les coefficients des matrices de subdivisionTi . Comme dans l’approche
CAO classique, la manipulation des points de contrôle permet d’effectuer des d́eformations globales. La
manipulation des matrices de subdivisionTi permet en plus de moduler l’aspect local, passer du lisse au
rugueux. Les valeurs des coefficients de ḿelangeΦ j(σ) sont des fonctions analytiques des coefficients
des matrices de subdivisionTi [GT05].



3.2 Modèle itératif des courbes et des surfaces

Nous d́efinissons les arcs paramétŕesGa(s) etGb(t) à partir desΦa etΦb fonctions d’adressage assosiées
à des IFS :

Ga(s) = Pa
Φ

a(σ),

Gb(t) = Pb
Φ

b(τ).

avec :

– Σa = {0, . . . ,Na−1}, Σb = {0, . . . ,Nb−1} ;
– (Ta

i )i∈Σa, (Tb
i )i∈Σb, deux IFS v́erifiant certaines conditions de raccord pour géńerer des courbes (voir

3.4.3) ;
– σ développement en baseNa des∈ [0,1] ;
– τ développement en baseNb det ∈ [0,1] ;
– Ja

= {0, . . . ,ma} et Jb
= {0, . . . ,mb} indices des polygones de contrôle.

Nous d́efinissons les carreaux paramétŕes comme somme de de ces deux arcsà p̂oles :

G(s, t) = Pa
Φ

a(σ)⋆Pb
Φ

b(τ).

3.3 Calcul itératif des maillages

Les lignes briśees qui approximent les arcs sont données par :

pa(n)
i = Ga

n(si),

= PaTa
σ1...σn

κa0;

avec :
– σ1 . . .σn0ω développement desi =

i
Nn

a
en baseNa,

– κa0 = ∐
a
0κ

s point initial deR
Ja

.
De même :

pb(n)
j = Gb

n(ti),

= PbTb
τ1...τn

κb0;

avec :
– τ1 . . . τn0ω développement det j =

j
Nn

b
en baseNb,

– κb0 = ∐
b
0κ

s point initial deR
Jb

.
Les maillages qui approximent les carreaux sont donnés par :

p(n)
i, j = Gn(si , t j),

= Ga
n(si)⋆Gb

n(ti),

= pa(n)
i ⋆ pb(n)

j .

3.4 Interpr étation en ǵeométrie affine

3.4.1 Somme d’arcs

Le mod̀ele it́eratif affine peut s’́ecrire comme un carreaùa p̂oles dont les points de contrôle sont les
pa

i , p
b
j etc :

G(s, t) = Pa
Φ

a(σ)⋆Pb
Φ

b(τ),

=

∑

i

Φ
a
i (σ)pa

i +

∑

j

Φ
b
j (τ)b

b
j −c.

avec
∑

iΦ
a
i (σ)+

∑

jΦ
b
j (τ)−1= 1.



3.4.2 Produit d’arcs

On d́efinit un oṕerateur• permettant d’adresser unélément de la surface en fonction des adresses as-
socíees dans chacune des deux courbes :

k• l = mak+ l,

σ•τ = σ1•τ1 . . .σn•τn . . . .

Le mod̀ele it́eratif affine peut́egalement s’́ecrire comme un carreauà p̂oles d́efini par un IFS :

G(s, t) = (Pa⋆Pb)Φ(σ•τ),

=

∑

i, j

pi, jΦi, j(σ•τ).

C’est un carreaùa p̂oles avec :
– la grille de contr̂ole Pa⋆Pb

= (pi, j)(i, j)∈Ja×Jb obtenue par somme des polygones de contrôle des arcs :

pi, j = pa
i ⋆ p j

b ;
– les fonctions de ḿelange sont obtenues par produitΦi, j(σ•τ) = Φa

i (σ)Φb
j (τ).

En effet, comme
∑

iΦ
a
i (σ) = 1 et

∑

jΦ
b
j (τ) = 1 nous avons la propriét́e suivante :

∑

i, j

(pa
i ⋆ pb

j )Φ
a
i (σ)Φb

j (τ) =

∑

i, j

(pa
i + pb

j −c)Φa
i (σ)Φb

j (τ),

=

∑

i, j

Φ
a
i (σ)Φb

j (τ)p
a
i +

∑

i, j

Φ
a
i (σ)Φb

j (τ)p
b
j −
∑

i, j

Φ
a
i (σ)Φb

j (τ)c,

=















∑

i

Φ
a
i (σ)

































∑

j

Φ
b
j (τ)



















pa
i +















∑

i

Φ
a
i (σ)

































∑

j

Φ
b
j (τ)



















bb
j −















∑

i

Φ
a
i (σ)

































∑

j

Φ
b
j (τ)



















c,

=

∑

i

Φ
a
i (σ)pa

i +

∑

j

Φ
b
j (τ)p

b
j −c.

De plus le produit tensorielΦ(σ • τ) = Φa(σ)⊗Φb(τ) est une fonction d’adressage engendrée par le
produit tensoriel d’IFS (Ta

i ⊗Tb
j )i• j∈Σa•Σb [ZT96].

3.4.3 Saisie interactive

Les param̀etres de cette famille de careaux sont les points de contrôle des arcs de courbe :Pa
= (pa

j ) et

Pb
= (pb

j ) ainsi que les matrices de subdivisionTa
i etTb

i vérifiant deśequations de raccords :

Ta
i−1∐

a
1 = Ta

i ∐
a
0,

∐a
0Ts

= Ta
0∐

a
0,

∐a
1Ts

= Ta
1 ∐

a
1 .

Nous avons pŕećedemment d́evelopṕe une ḿethode traitant de manière formelle ce type de contraintes
[TBSS+07]. Les param̀etres ind́ependants du système sont saisis de manière interactive dans une in-
terface graphique. La saisie s’effectue en d́eplaçant un ensemble de points de contôle et de points de
subdivision dans l’espace de modélisation. Le d́eplacement de ces points entraı̂ne la miseà jour de
coefficients dans les matrices, tout en conservant les contraintes de raccord.

Les points de contrôle correspondent aux colonnes de la matricePa (ou Pb) :

pa
k = Paek.

Les points de subdivision correspondent aux colonnes des matricesPaTa
i (ou PbTb

j ) :

pa,i
k = PaTa

i ek.



En raison deśequations de raccord,à chacun des points de subdivision peuventêtre associées plusieurs
colonnes dans les matrices de subdivision. En effet :

Ta
i ek = Ta

j el

⇒ PaTa
i ek = PaTa

j el .

Dans le cas affine, ce sont des points homogènes tels quewa
k = 1 etwa,i

k = 1. Pour cela, la somme des
coordonńees de chaque colonne des matrices de subdivisionTa

i estégaleà 1.

3.5 Interpr étation en ǵeométrie projective

3.5.1 Projection de somme

Le mod̀ele it́eratif projet́e de carreau s’écrit comme une somme :

H(s, t) = Π

(

Pa
Φ

a(σ)⋆Pb
Φ

b(τ)
)

,

= Π



















∑

i

Φ
a
i (σ)pa

i +

∑

j

Φ
b
j (τ)p

b
j −c



















,

=

∑

i

Φ̃
a
i (σ,τ)qa

i +

∑

j

Φ̃
b
j (σ,τ)q

b
j +Φ̃

c(σ,τ)pc.

C’est un carreaùa p̂oles dont les points de contrôle sontqa
i = Π(pa

i ), qb
j = Π(pb

i ), et qc
= Π(c) et les

fonctions de ḿelange sont les fractions :

Φ̃
a
i (σ,τ) =

Φ
a
i (σ)wa

i

w(σ,τ)
,

Φ̃
b
j (σ,τ) =

Φ
b
j (τ)w

b
j

w(σ,τ)
,

Φ̃
c(σ,τ) =

−1
w(σ,τ)

,

avecw(σ,τ) =
∑

iΦ
a
i (σ)wa

i +
∑

jΦ
b
j (τ)w

b
j −1.

3.5.2 Projection de produit

Le mod̀ele it́eratif projet́e peutégalement s’́ecrire comme un carreauà p̂oles d́efini par un IFS :

H(s, t) = Π

(

(Pa⋆Pb)Φ(σ•τ)
)

,

= Π



















∑

i, j

pi, jΦi, j(σ•τ)



















,

= Π(Pa⋆Pb)Φ̃(σ•τ).

C’est un carreaùa p̂oles dont les points de contrôle sontqi, j = Π(pa
i ⋆ pb

j ) et les fonctions de ḿelange
sont les fractions :

Φ̃i, j(σ•τ) =
Φi(σ•τ)wi, j(σ•τ)

w(σ•τ)
,

avecw(σ•τ) =
∑

i, j wi, j(σ•τ).

Etant une projection de somme, la grille de contrôleΠ(Pa⋆Pb) est compośee de faces planes.



3.5.3 Saisie interactive

L’interface de saisie interactive permet de déplacer les points de contròle et les points de subdivision, et
en plus de moduler leur poids. La modification d’un poids revientà multiplier les colonnes de matrices
correspondantes par un certain facteur.

Les points de contrôle homog̀enespa
i et pb

j sont d́efinis par la donńee de points de contrôle dansR3 qa
i

etqb
j et celle de poidswa

i etwb
j car on a :

pa
i = wa

i qa
i ,

pb
j = wb

j q
b
j .

La multiplication des poidswa,i
k par un certain facteur revientà multiplier par le m̂eme facteur les points

de subdivisionpa,i
k ainsi que les colonnes des matricesTa

i correspondantes. Ceci permet d’effectuer des
déformations homographiques (voir figure 4).

F. 4 – Maillages surfaciques obtenus par déformation homographique d’une somme de courbes
géńeŕees par des IFS affines.

Les points de subdivision homogènes correspondent toujours aux colonnes des matricesPaTa
i (ouPbTb

j ) :

pa,i
k = PaTa

i ek,mais les coordonńees de ces colonnes ne sont plus géńeralement de somméegaleà 1. La

modulation des poidswa,i
k des points de subdivision par un certain facteurpa,i

k revientà multiplier par
le même facteur la colonne deTa

i correspondante. On passe d’un IFS affine à un IFS projectif. Ceci
permetégalement de changer l’aspect de la surface. Les matricesTa

i (ou Tb
j ) étant modifíees, l’aspect

des courbe est modifié (voir figure 5).

4 Application à la construction

La méthode de surface proposée permet la ǵeńeration d’une gamme de figures nouvelles, tout en répondant
aux crit̀eres de plańeité. Ainsi, elle offre aux concepteurs architectes un outil de modélisation de formes



F. 5 – Maillages surfaciques obtenus en combinant deux courbes ǵeńeŕees par des IFS affines (en
haut), puis en combinant un IFS affine avec un IFS projectif (en bas).

libres, permettant la création de structures̀a priori constructibles. L’impĺementation du mod̀ele sous
forme d’un logiciel CAO permet̀a l’architecte la manipulation simple et intuitive des figures ǵeoḿetriques,
à l’aide d’une interface graphique d’utilisateur. La figure6 montre quelques exemples de figures que l’on
peut obtenir par la ḿethode propośee.

F. 6 – Essai du mod̀ele de surface pour l’architecture.

Dans le cadre plus large de cette recherche interdisciplinaire, l’architecte peut alors aisément se servir
de ces figures ǵeoḿetriques,́epaissir ses faces et traiter les détails d’assemblage le long des arêtes pour
obtenir deśeléments de construction : des panneaux quadrilatéraux chanfreińes (voir figure 7). Dans le



cas ǵeńeral, ceśeléments constructifs sont tous du même type mais ǵeoḿetriquement différents. Cette
propríet́e permet d’automatiser la géńeration de plans d’ex́ecution, qui sont dans le cas présent des
fichiers machine pour la fabrication numérique. La fonction d’adressage, introduit sous le point 3.1.1,
peut servirà l’organisation deśeléments de construction au niveau logistique. L’adressage nécessaire
pour optimiser les côuts de production et pour réaliser le montage de ce genre de constructions est
directement proposé par le mod̀ele IFS.

F. 7 – Structure d’un maillage volumique en vue d’une réalisation en panneaux de bois. Chaque face
de la figure ǵeoḿetrique initiale est́epaissie et chanfreinée pour former un ensemble d’éléments de
construction coh́erent.

5 Conclusion et perspectives

Le mod̀ele it́eratif que nous proposons ne se limite pasà des surfaces développables, ni m̂eme différentiables,
localement assimilables̀a un plan. Si les maillages obtenus possèdent bien des faces planes, les arêtes
peuvent̂etre vives (voir figure 6).

Le concepteur peut définir des familles de maillages vérifiant la contrainte de planéité des faces, puis en
moduler la forme et l’aspect avec une saisie interactive desparam̀etres.

Le nombre de ces paramètres est relativement limité, la surfacéetant entìerement d́etermińee par la
donńee de deux courbes̀a p̂oles dansR4. Une aḿelioration possible de ce modèle permettrait notam-
ment de contr̂oler directement les quatre courbes de bords de cette surface, ce qui permettrait une plus
grande souplesse dans le contrôle de la surface.

Enfin, ce mod̀ele permet uniquement de géńerer des maillages quadrangulaires. Nous avons comme
perspective de mettre en œuvre un procéd́e plus ǵeńeral, permettant d’établir des contraintes de copla-
narit́e pour des IFS surfaciques dont les maillages sont de topologie quelconque. Ce procéd́e n’utiliserait
donc pas d’oṕerateur de combinaison. Il s’agit d’établir des contraintes sur les paramètres d’un IFS sur-
facique, de sorte que la suite des maillages géńeŕes soità faces planes.
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