View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by X{'CORE

provided by Infoscience - Ecole polytechnique fédérale de Lausanne

COURS DE PROBABILITES
ET CALCUL STOCHASTIQUE

Olivier Léveque, EPFL
Semestre d’hiver 2004-2005


https://core.ac.uk/display/147921772?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Avertissement

Ce polycopié a été établi sur la base des notes du cours de probabilité et calcul stochastique
donné dans le cadre du cycle d’études postgrades en ingénierie mathématique a 'EPFL. 11
ne constitue en aucun cas une référence de calcul stochastique, étant donné les nombreuses
lacunes et imprécisions qui le parsement. Pour une exposition plus complete, le lecteur est
renvoyé a la bibliographie.

Le but du cours est de donner une premiere idée du sujet a des étudiants provenant d’ho-
rizons différents (sur un court laps de temps de 30 périodes concentrées sur deux mois).
Le niveau requis pour suivre le cours est celui d’'un étudiant ayant accompli une formation
d’ingénieur et déja suivi un cours de base de probabilités.

Pour bénéficier pleinement de la lecture de ce polycopié, il est nécessaire d’effectuer en
parallele les exercices qui 'accompagnent. Ceux-ci sont disponibles sur la page web :

http ://lthiwwww.epfl.ch/~leveque/Proba/

Remerciements

Deux personnes ont fortement contribué a la rédaction de ce polycopié. Je désirerais remer-
cier tout d’abord Raffi Aghayekian, étudiant de la volée 2002-2003, pour sa prise de notes
appliquée qui a constitué la premiere version manuscrite de ces notes de cours. Mes remercie-
ments vont ensuite a FErika Gindraux qui a patiemment dactylographié la premiere version
de ces notes.

Un grand merci va également a tous les étudiants pour leur motivation a apprendre les
probabilités et leurs nombreuses questions et commentaires qui ont contribué a 1’élaboration
de ces notes. Et finalement, merci a Benjamin Bergé pour avoir pour avoir pris le temps de
relire le manuscrit.

i



Table des matieres

1 Rappels de probabilité 1
1.1 Espace de probabilité . . . . . . .. ... 1
1.2 Variable aléatoire . . . . . . . . . . ... 3
1.3 Loi d’une variable aléatoire . . . . . . . . . . ... . L 4
1.4 Espérance d’une variable aléatoire . . . . . . . . . ... ... ... 6
1.5 Indépendance . . . . . . . .. .. 9

1.5.1 Indépendance d’événements . . . . . . .. . ... ... ... ... .. 9

1.5.2 Indépendance de tribus . . . . . . . ... ... 9

1.5.3 Indépendance de variables aléatoires . . . . . . ... ... ... ... 10

1.6 Espérance conditionnelle . . . . . . . . .. ... oL 10

1.6.1 Conditionnement par rapport a un événement B € F . . . . . .. .. 10
1.6.2 Conditionnement par rapport a une v.a. discrete Y (a valeurs dans D

dénombrable) . . . ..o 11

1.6.3 Conditionnement par rapport a une v.a. Y continue? Cas général? . 11

1.6.4 Conditionnement par rapport a une tribuGg . . . .. ... ... ... 11

1.7 Convergences de suites de variables aléatoires . . . . . . .. ... ... ... 13

1.8 Processus aléatoire a temps discret . . . . .. ... L L. 16

1.9 Vecteur aléatoire . . . . . . . . L 21

2 Calcul stochastique 24

2.1 Processus aléatoire a temps continu . . . . . . .. ..o 24
2.1.1 Processus a accroissements indépendants et stationnnaires . . . . . . 24
2.1.2  Mouvement brownien standard . . . . .. ... ... ... ... .. 25
2.1.3 Processus gaussien . . . . . .. ..o 27
2.1.4 Processus de Markov . . . . . . ... ... Lo 28
2.1.5  Martingale a temps continu . . . . ... ..o oo 29

2.2 Intégrale de Riemann-Stieltjes . . . . . . . . . . ... ... .. 32

2.3 Variation quadratique . . . . . . .. ... L 34

2.4 Intégrale stochastique (ou intégrale d’It6) . . . . . . . . . .. ... ... ... 38

2.5 Formules d’Tto . . . . . . . . . . 47
2.5.1 Formulesdebase . . . . ... ... ... .. ... ... 47
2.5.2  Processus d’'It6 (ou “semi-martingale continue”) . . . . . . .. .. .. 50
2.5.3 Retour a l'intégrale de Stratonovich . . . . . . ... .. .. ... ... 51
2.5.4 Formules d’It6 généralisées . . . . . . . . . ... 53
2.5.5 Formule d’intégration par parties (IPP) . . . . .. ... ... ... .. 54

2.6 Equations différentielles stochastiques (EDS) . . . . ... ... ... ... .. 55
2.6.1 Equations homogenes en temps . . . . . . ... ... 5}
2.6.2 Equations inhomogenes en temps . . . . . . ... ... L. 59

il



2.6.3 Equations linéaires . . . . . . . .. ... ... o 60

2.6.4 Solution faible . . . . . . ... 61

2.6.5 Martingale exponentielle . . . . . . . ... 62

2.7 Théoreme de Girsanov . . . . . . . . ... 63
2.8 Liens EDS < EDP . . .. . . . . . ... .. 69
2.8.1 Lien mouvement brownien < équation(s) de la chaleur . . . . . . .. 69

2.8.2 Lien EDS < EDP paraboliques (formule de Feynman-Kac) . . . . . . 71

2.9 Processus multidimensionnels . . . . . . ... o oo 76
2.10 Analyse et simulation numériques des EDS . . . . . . . ... ... 84
2.11 Pour conclure . . . . . . . . 89
Bibliographie 94

v



1 Rappels de probabilité

1.1 Espace de probabilité
Un espace de probabilité est un triplet (2, F,P) ou :

- ) est un ensemble,
- F est une tribu (ou o-algebre) sur €2,
- P est une (mesure de) probabilité sur (2, F).

Définition 1.1.1. Une tribu (ou g-algébre) sur Q) est une famille F de sous-ensembles de
Q (appelés “événements”) tels que

i) 0elF,
it) AeF = AecF,
ii) (Ap)ye, CF = UX A, €F.
En particulier : A, Be F = AUB € F.
De méme, A, B € F = AN B € F (cf. exercices pour d’autres propriétés).

Exemple 1.1.2. - Soit Q2 = {1,...,6}. On peut définir plusieurs tribus sur € :

F=PQ)={0,{1},{2},...,{1,2},...,Q}= tribu complete (la plus grande),
Fo ={0,Q} = tribu triviale (la plus petite) () = évén. impossible, Q = évén. arbitraire),
Fi = {(b’ {114{2,...,6},Q}, Fo = {(2)7 {1,3,5},{2,4,6},9Q}, etc.

- Soit Q =[0,1] et Iy,..., I, une famille d’intervalles formant une partition de Q. La famille
de sous-ensembles définie par

G={0,1,1,....1UL,....LULUI;,...,Q}
est une tribu sur 2.

Définition 1.1.3. Soit A = {A;,i € I} une famille de sous-ensembles de Q. Alors la
tribu engendrée par A est la plus petite tribu sur Q0 qui contient tous les sous-ensembles
A, i € 1. Elle est notée o(A). (NB : l’ensemble I n’est pas forcément dénombrable.)

Exemple 1.1.4. Reprenons I'exemple 1.1.2.

-Soit Q ={1,...,6}.Si.A; = {{1}}, alors 0(A4;) = F1. Si Ay = {{1,3,5}}, alors 0(Ay) = Fo.
Et si A= {{1,3,5},{1,2,3}}, alors 0(A) =7 (cf. exercices).

- Soit Q =[0,1]. Si A ={I4,...,1,}, alors 0(A) = G.
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Définition 1.1.5. Soit Q = [0,1]. La tribu borélienne sur [0, 1] est la tribu engendrée par la
famille de sous-ensembles A = {]a,b[: 0 < a < b < 1} = {intervalles ouverts dans [0,1]}.
Elle est notée B([0,1]). Elle contient un trés grand nombre de sous-ensembles de [0, 1], mais
pas tous.

Remarque 1.1.6. - Pour 2 ensemble fini, on choisit souvent F = P(€2).
- Pour 2 C R ou 2 C R™, on choisit souvent F = B(12).

Définition 1.1.7. Une sous-tribu de F est une tribu G telle que st A € G alors A € F.
On note G C F.

Exemple 1.1.8. Reprenons 'exemple 1.1.2. On a Fy C F; C F, Fo C F» C F, mais pas
f1Cf2,Ilif2Cf1.

Remarque importante :

Il est toujours vrai que A€ Get GC F = A e F.
Mais il est faux de dire que A C B et B € F = A € F. Contre-exemple :

{1} C {1,3,5}, {1,3,5} S fQ, mais {1} g fg.

Définition 1.1.9. Soit F une tribu sur Q. Une (mesure de) probabilité sur (2, F) est une
application P : F — [0, 1] telle que

i) P0)=0 et P(Q) = 1,
it) (A2, C F disjoints (i.e. Ay N A, =0,Yn#m)=PUX2,A,) =>°2,P(A4,).

En particulier : A, Be Fet ANB=0=P(AUB) =P(A) +P(B). De plus :

i) Si(Ap), CF,A, C A et U2, A, =A, alors lim, .., P(4,) =P(A),
Q1) Si(An)2, CF, A, D Apret N2, A, =A, alors lim, ., P(4,) =P(A).

Pour d’autres propriétés, cf. exercices.

Exemple 1.1.10. Soient Q = {1,...,6}, F = P(22). On définit :
- Py ({i}) = § Vi (mesure de probabilité associée & un dé équilibré).
Dans ce cas, on voit p. ex. que P1({1,3,5}) = Pi({1}) + P ({3})) + P1({5}) = ;s + s + 5 = 3-

-Py({i}) = 0Vi <5, Py({6}) = 1 (mesure de probabilité associée a un dé pipé).

Définition 1.1.11. Soient Q = [0,1] et F = B([0, 1]). On appelle mesure de Lebesque sur [0,1]
la mesure de probabilité définie par

P(Ja,b[) =b—a, Y0<a<b<l1

P n’est définie a priori que sur les intervalles, mais est uniquement extensible a tout ensemble
borélien B € B([0,1]). Elle est notée P(B) = |B|, B € B([0,1]).
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En utilisant la propriété (ii) ci-dessus, on déduit que pour tout z € [0, 1] :

1 1 2
— 1 - —, = lim = =0.
{z} = Jim [l — = 2+ ] = lim —

Généralisation a n dimensions : Soit Q = [0, 1]™.

- Tribu borélienne : B(Q2) = o(A), ot A = {]ay, bi[x]az, bo[X - -+ X]an, by[, 0 < a; < b <1}
A est la famille des “rectangles” dans €.

- Mesure de Lebesgue : P(ay, by[x]ag, ba[x -+ X]an, by[) = (b1 — a1)(by — ag) - -+ (b, — ay).
Comme dans le cas uni-dimensionnel, P n’est définie a priori que sur certains ensembles (les
rectangles), mais est uniquement extensible a tout B € B(2) (p.ex. B = disque, ovale...).

Notation : P(B) = |B|, pour B € B(Q).

1.2 Variable aléatoire

Définition 1.2.1. Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Une variable aléatoire (souvent
abrégé v.a. par la suite) est une application X : Q@ — R telle que

{fweQ: X(w)eB}={XeB}eF, VBeBR).
Proposition 1.2.2. X est une v.a. ssi {w € Q: X(w) <t} € F, VvVt € R.

Remarque 1.2.3. - X est aussi dite une fonction (ou v.a.) F-mesurable.
- Si F =P(Q), alors X est toujours F-mesurable.
-Si Q@ =Ret F=B(R), alors X est dite une fonction borélienne.

1 siwe A,

Définition 1.2.4. Pour A C Q, on pose 14(w) = { 0 sinon

On vérifie que la v.a. 14 est F-mesurable ssi A € F.

Exemple 1.2.5. Soit (2, F,P) 'espace de probabilité du dé équilibré (cf. exemple 1.1.10).
Xiw)=w:P{weQ: Xi(w) =i}) =P({i}) = 5.
Xg(u)) = 1{17375}(6{)) : ]P’({w e Q: Xg(w) = 1}) =P {173’5}) — %

Soit F = P(2). X; et X5 sont toutes deux F-mesurables.
Soit Fy = {0,{1,3,5},{2,4,6},Q}. Seule X, est Fo-mesurable; X; ne 'est pas. En effet :

{we: Xo(w)=1}={1,3,5} € F» et {weN: Xy(w)=0} ={2,4,6} € Fo,
tandis que {w € Q: Xj(w) =1} = {1} & Fo.



Définition 1.2.6. La tribu engendrée par une famille de v.a. {X;, i € I} sur (Q, F,P) est
définie par

o(Xy,iel)=c({X;€B},iel, BEBR))=c({X;<t},1€1,teR).
Exemple 1.2.7. Reprenons 'exemple précédent : o(X;) = F = P(Q), 0(Xs) = Fo # P(Q).

Proposition 1.2.8. Sig: R — R est borélienne et X : 2 — R est une v.a., alors g(X) est
une v.a.

Démonstration. Soit B € B(R). On a
{weQ: g(X(w)eB={weN: X(w) €g (B}

Or g }(B) = {z € R: g(x) € B} € B(R), car g est borélienne. Comme X est une v.a., on
en déduit que {w € Q: X(w) € g7 (B)} € F, et donc finalement que g(X) est une v.a. O

Proposition 1.2.9. Toute fonction continue est borélienne (et pratiquement toute fonction

discontinue ’est aussi!).

1.3 Loi d’une variable aléatoire

Définition 1.3.1. La loi d'une v.a. X est Uapplication px : B(R) — [0, 1] définie par
px(B) =P({X € B}), BeB(R).
NB : (R, B(R), pux) forme un nouvel espace de probabilité!

Exemple 1.3.2. - Soit Q = {1,...,6}, F = P(Q), P({i}) = 3, Vi.
Xi(w) =w, ux({i}) =P{X =i}) = P({i}) = 5.

- Soit @ ={1,...,6} x {1,...,6}, F = P(Q), P({(i,))}) = 5, V(i,j) € Q.
X(w) = X(w1,ws) = wy +wsy. On a alors, p.ex :
px({7}) =PH{X =T7}) =P({(1,6),(2,5), (3,4), (4,3),(5,2), (6, 1)} = 6 x % = %

Fonction de répartition d’une variable aléatoire

Définition 1.3.3. La fonction de répartition d’une v.a. X est Uapplication Fx : R — [0, 1]
définie par
F(t) = PUX <t}) = px(] —o0,1)), tER

Proposition 1.3.4. La donnée de Fx équivaut a celle de px.



Cette derniere proposition est a rapprocher de la proposition 1.2.2.

Deux types particuliers de variables aléatoires

A) Variable aléatoire discrete :

X prend ses valeurs dans un ensemble D dénombrable (X (w) € D,Vw € ). Dans ce cas, on
a:o(X) = o({X = z},z € D), p(x) = PUX = 2}) = 0t Yoepplx) = P({z € D}) = 1.
De plus7 FX(t) = Z$ED:$§t p(aj)

B) Variable aléatoire continue :

P({X € B}) =0si |B| =0 (en part. P({X = x}) = 0Vx). Sous cette condition, le théoreme

de Radon-Nikodym assure I’existence d'une fonction borélienne fx : R — R (appelée densité)
telle que

Fx(z) >0, Vo € R, /fo(x) dr=1 et P({X e B}) = /B Fx(2) do.
De plus, Fx(t) = [* fx(z)dz et Fi(t) = fx(2).
Exemple 1.3.5.
A) Loi binomiale B(n,p),n > 1,p € [0,1] :

n

plb) = F(x =k = (

ot ny\ n!
p ) K(n—k)

B) Loi gaussienne N (i,0%),p € R,0 >0 :

)ﬁﬂ—@”ﬁ pour 0 < k < n,

1 _ 2
densité :  fx(x) = oot exp (—(ZEQTM)> , xeR.

Terminologie : - Si X suit une loi gaussienne (p.ex.), on écrit X ~ N (u, 0?).

- Si X et Y suivent une méme loi, on dit que X et Y sont identiquement distribuées (i.d.) et
on note X ~ Y (ne pas confondre avec X ~ Y, qui veut dire que X est “a peu pres égale”
ay).




1.4 Espérance d’une variable aléatoire

Construction de I’espérance (= intégrale de Lebesgue!)
On procede en trois étapes :

L. Soit X (w) = Y72y @i 1a,(w), z; > 0, A; € F. On définit l'espérance de telles v.a. (dites
simples) comme suit :

i=0
Attention! E(X) peut prendre la “valeur” +oc.

Exemples : - Si X =14, P(A) = p, alors E(X) =P(A) = p.
- 51 X =c1g = cte sur ©, alors E(X) = c.

2. Soit X une v.a. F-mesurable telle que X (w) > 0, Vw € Q. On pose

Alors (X,,) est une suite croissante de v.a. qui tend vers X. On définit

. o
E(X) = Jim E(X,) = lim 3 P ({0 < x < =) € [0, 4]
=0

n—oo
3. Soit X une v.a. F-mesurable quelconque. On pose

Y

0
> 0.

X(w) = X+(w) — X (w) avec { ifgi; ~ Eziggz)_(;?&z))z

On a alors [X(w)| = XT(w) + X~ (w) > 0.

- Si E(|X]) < o0, alors on définit E(X) =E(X*) —E(X ™).
- Si E(]X]) = oo, alors on dit que E(X) n’est pas définie.

Terminologie : - Si E(X) = 0, alors on dit que X est une v.a. centrée.

- Si E(]X]) < oo, alors on dit que X est une v.a. intégrable.

- Si E(X?) < oo alors on dit que X est une v.a. de carré intégrable.

- On dit que X est une v.a. bornée s’il existe une cte K > 0 telle que | X (w)| < K, Vw € .

Remarque 1.4.1. X bornée = E(X?) < co = E(|X]|) < .



Proposition 1.4.2. Soient X une v.a. et g : R — R une fonction borélienne telle que
E(lg(X)]) < co. Alors

A) Si X est une v.a. discréte (a valeurs dans D dénombrable), alors

E(g(X)) = >_ g(z) P{X = 2}).

zeD

B) Si X est une v.a. continue (avec densité fx ), alors

E(9(X)) = [ glx) fx(x)dx.

Ceci s’applique en particulier si g(x) = x.
Variance et covariance de variables aléatoires
Définition 1.4.3. Soient X,Y deux v.a. de carré intégrable. On pose

Var(X) = E((X —E(X))?) = E(X?) - (E(X))? > 0
Cou(X,Y) = E((X —E(X))(Y —E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y)

Terminologie : - Un événement A € F est dit négligeable si P(A) = 0.
- Un événement A € F est dit presque sur (souvent abrégé p.s.) si P(A) = 1, i.e. si A est
négligeable.

Exemple 1.4.4. Soit X une v.a. telle que P({X = ¢}) = 1. Alors on dit que X = ¢ presque
strement (“X = ¢ p.s.”)

Proposition 1.4.5. Si (A,,)5°, C F est une famille d’événements négligeables
(i.e. P(A,) =0 Vn), alors U2 | A, est négligeable.

Démonstration. P(US° 1 A,) <> P(A4,) =0. .

Exemple 1.4.6. L’ensemble A = [0, 1] N Q est négligeable pour la mesure le Lebesgue, car
Q est dénombrable et [{z}| = 0 pour tout x € [0, 1].

Propriétés de ’espérance

Soient X, Y deux v.a. intégrables.

- Linéarité : E(cX +Y) =cE(X)+E(Y), ce Ret X,Y v.a. intégrables.
- Positivité : si X > 0 p.s., alors E(X) > 0.

- Positivité stricte : si X > 0 p.s. et E(X) =0, alors X =0 p.s.



- Monotonie : si X > Y p.s., alors E(X) > E(Y).

Inégalité de Cauchy-Schwarz
Sotent X,Y deux v.a. de carré intégrable. Alors

i) XY est intégrable,

i) (E(XY])? <E(X?)E(Y?).
En posant Y = 1, on trouve que (E(]X]))? < E(X?) (donc E(|X]) < oo si B(X?) < 00 cf.
remarque 1.4.1).

Inégalité triangulaire
Soient X, Y deux v.a. intégrables. Alors

E(IX +Y]) < E(IX]) + E(|Y])

Inégalité de Jensen

Soient X une v.a. et ¢ : R — R une fonction borélienne et conveze telle que E(|o(X)]) < oo.
Alors

p(E(X)) < E(p(X)).
En particulier, |[E(X)| < E(]X]).

Démonstration. Vu que ¢ est convexe, on a ¢(z) = sup (ax + b) et donc :
a,b: ay+b<p(y),VyeR

P(E(X)) = sup (aE(X) +b) = sup E(aX +b) < sup E(p(X) = E(p(X)).

Exemple 1.4.7. Si X = a ou b avec prob. 1 - 1 et ¢ est convexe, alors p(E(X)) = (%)
@(a);ﬂp(b) = E(p(X)).

Inégalité de Chebychev (ou Markov)
Soient X une v.a. et ¥ : R — Ry telle que ¢ est borélienne et croissante sur R, ¥ (a) > 0
pour tout a > 0 et E(¢(X)) < co. Alors

E(y (X))

PUX > a)) < 505,

Ya > 0.

Démonstration. Du fait que v est croissante sur R, on a

E((X)) 2 E(¥(X) 1ixzay) = E(¥(a) 1ixsap) = ¥(a) E(1xzay) = ¢(a) P{X > a}).

Comme t(a) > 0, ceci permet de conclure. O



1.5 Indépendance
1.5.1 Indépendance d’événements

Définition 1.5.1. Deux événements A et B(€ F) sont indépendants siP(ANB) = P(A) P(B).
Attention ! Ne pas confondre : A et B sont disjoints si ANB = () (= P(AUB) = P(A)+P(B)).

Notation : Si A est indépendant de B, on note AL B (de méme pour les tribus et les v.a.;
voir plus bas).

Conséquence :

P(A°NB) = P(B\(ANB))=P(B)—-P(ANB)
= P(B) =P(A)P(B) = (1 - P(A)) P(B) = P(A°) P(B).
De méme, on a P(AN B¢) =P(A)P(B°) et P(A°N B°) = P(A°) P(B°).

Définition 1.5.2. n événements Ay, ..., A, € F sont indépendants si

P(ATN---NAY) =[[P(4]), ou A = soit A;, soit AS.

i=1

Proposition 1.5.3. n événements Ay, ..., A, € F sont indépendants ssi

(MierAs) = [[P(A), VIC{l,...,n}.

el

Remarque 1.5.4. - Pour n > 2, la condition P(A;N---NA,) = P(A4;) - --P(A,) ne suffit pas!
- L’indépendance de n événements telle que définie ci-dessus est plus forte que I'indépendance
deux a deux (A; LA;, Vi # j).

1.5.2 Indépendance de tribus
Définition 1.5.5. Une famille (F; ... F,) de sous-tribus de F est indépendante si
P(A;N---NA,) =P(A4) ---P(A4,), VA € F,..., A, € F,.

Proposition 1.5.6. (0(A;),...,0(A4,)) est une famille de sous-tribus indépendantes ssi les
événements (A, ..., A,) sont indépendants.



1.5.3 Indépendance de variables aléatoires

Définition 1.5.7. Une famille (Xy,...,X,) de v.a. (F-mesurables) est indépendante si
(0(X1),...,0(X,)) est indépendante.

Proposition 1.5.8. (Xi,...,X,,) est une famille de v.a. indépendantes

ssi les événements { X1 < t1},...,{X, <t,} sont indépendants Vti, ..., t, € R.

En particulier : X 1Y ssi P({X <t,Y <s}) =P{X <t})P{Y < s}), Vt,s € R.

Exemple 1.5.9. Soit @ ={1...6} x {1...6}, F = P(Q), P({(i,7)}) = 55. On pose
X(w) = X(w1,ws) =wy, Y(w)=Y(wi,ws) = ws.

Calculons P{X =i}) =P{w € Q:wy =i}) =P({i,1),...,(,6)}) = § =P{Y = j}).
Diautre part, B({X = i, Y = j}) = P({(i.5)}) = & = £ x £ = B{X = i}) B{Y = j}).
donc X et Y sont indépendantes.

Exemple 1.5.10. Si X (w) = ¢, Vw € Q, alors X LY, VY (une v.a. constante est indépendante
de toute autre v.a.).

Exemple 1.5.11. Si X 1Y et g, h sont des fonctions boréliennes, alors g(X)Lh(Y); c’est
vrai en particulier si ¢ = h (mais pas X = Y, bien sur!). Cette propriété découle du
fait que g(X) est o(X)-mesurable (resp. que h(Y') est (Y )-mesurable) et de la définition
d’indépendance pour les tribus.

Proposition 1.5.12. Soient c € R et X, Y deux v.a. de carré intégrable. St X LY, alors
E(XY)=E(X)E(Y) et Var(cX +Y)=c* Var(X) + Var(Y),

La premiere égalité dit que st deux v.a. sont indépendantes, alors elles sont décorrélées ; la
réciproque n’est pas vraie.

Proposition 1.5.13. 57 X 1Y et X, Y sont deux v.a. continues possédant une densité
conjointe fxy (i.e. P(X,Y) € B) = [[5 fxv(z,y)dxdy, VB € B(R?)), alors fxy(z,y) =
fx(ﬂf) fY(y); vx?ZJ € R.

1.6 Espérance conditionnelle
1.6.1 Conditionnement par rapport a un événement B € F
: P(ANB) .
A :P(A|B) = ————, si P(B .
Soit A € F : P(A|B) P(B) ,si P(B) #0
E(X1
Soit X une v.a. intégrable (i.e. E(|X|) < o0) : E(X|B) = ﬁ, si P(B) # 0.
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1.6.2 Conditionnement par rapport a une v.a. discréte Y (a valeurs dans D dénombrable)

Soit A € F:P(AlY) =¢(Y), ou p(y) =P(AlY =vy),y € D.

Soit X une v.a. intégrable : E(X|Y) = ¢(Y), ou ¢¥(y) = E(X|Y =y), y € D.
Remarque 1.6.1. Il est important de voir que soit P(A|Y'), soit E(X|Y") sont des v.a.!

Exemple 1.6.2. Soient (X, X») deux jets de dés indépendants : E(X; + X3|X3) = ¥(Xa),
ol

Y(y) = EX1+ Xo|Xe=y) = E«);(?Xfil;f)z:y})

E((X1+9) Lixo=yy) _ E(Xi +y) PHXs = y})
P{X2 =y}) P{ X2 =y})

donc E(Xl + Xz’XQ) = E(X1> -+ XQ.

= E<X1) + Y,

1.6.3 Conditionnement par rapport a une v.a. Y continue ? Cas général ?
P(A)Y) =¢(Y) ou ¢(y) =P(A]Y =y) =777 Probleme : P{Y =y}) = 0.

Il vaut mieux généraliser la définition pour une tribu.

1.6.4 Conditionnement par rapport a une tribu G

Soient (£2, F,P) un espace de probabilité; X une v.a. F-mesurable telle que E(|X]|) < oo et

G une sous-tribu de F.

Théoréme - Définition. Il existe une v.a. Z telle que E(|Z]) < oo et

i) Z est une v.a. G-mesurable,
i1) E(XU) =E(ZU), Vv.a. U G-mesurable et bornée.

Z est notée E(X|G) et est appelée I'espérance conditionnelle de X par rapport a G.
De plus, si Z; et Z, vérifient (i) et (ii), alors Z; = Z5 p.s.

Remarque 1.6.3. A cause de cette derniere phrase, I’espérance conditionnelle n’est définie
qu’aun “p.s.” pres, c’est-a~dire a un ensemble négligeable pres (qu’on va peu a peu oublier...).

Définition 1.6.4. On pose P(A|G) = E(14|G) (probabilité conditionnelle par rapport a une tribu),
ainsi que E(X|Y) = E(X|o(Y)) (espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire).
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Remarque 1.6.5. Du fait que toute v.a. U o(Y')-mesurable et bornée s’écrit U = g(Y') avec
g borélienne et bornée, on peut définir de maniere équivalente E(X|Y) comme la v.a. Z qui
vérifie E(|Z]) < oo et

i) Z est une v.a. o(Y)-mesurable,
i) E(Xg(Y)) =E(Zg(Y)), Vfonction g borélienne et bornée.

Exemple 1.6.6. Soient X, Y deux v.a. aléatoires continues possédant une densité conjointe
fxy. Alors

B(XY) = 6(Y)ps. o vfy) = EXIY =1) = 5o [ @ fr (@) de

et fy(y) = Jg fxy(z,y)dr.

Démonstration. 1) Simplification : on admet que la fonction ¢ définie ci-dessus est borélienne.
I en découle donc directement que ¥(Y") est une v.a. o(Y')-mesurable.
2) Montrons que E(X ¢g(Y)) = E(¢(Y) g(Y)), Vg borélienne bornée :

E((Y)g(Y)) = /Rﬁﬁ(y)g(y)fy(y)dy

_ (fyl(y) [ 2 fuxtan) dx) 9(u) fy () dy

= //szpg(y) fX7y($,y) dx dy = E(XQ(Y))

Propriétés de I’espérance conditionnelle (démonstration : cf. exercices)
Soient X, Y deux v.a. intégrables.

- Linéarité : E(cX +Y|G) = cE(X|G) + E(Y|G) p-s.

- Positivité-monotonie : X > Y p.s. = E(X|G) > E(Y|G) p.s.

- E(E(X|G)) = E(X).

- 51 X 1G alors E(X|G) =E(X) ps.

- Si X est G-mesurable, alors E(X|G) = X p.s.

- SiY est G-mesurable et bornée, alors E(XY|G) = E(X|G)Y p.s.

-SiH C G C Falors E(E(X|H)|G) =E(X|H) =E(E(X|G)|H) p-s.

Proposition 1.6.7. (cf. exercices pour une démonstration simplifiée)
Si X1G,Y est G-mesurable et ¢ : R x R — R est borélienne et telle que E(|p(X,Y)]) < oo,
alors

E(p(X,Y)|G) = ¢(Y), ot ¢(y) = E(p(X,y)).
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Inégalité de Jensen (démonstration : cf. méme propriété pour l’espérance)
Soient X une v.a., G une sous-tribu de F et ¢ : R — R conveze telle que E(|o(X)]) < oo.
Alors

p(E(X]G)) < E(p(X)|G)p-s.
En particulier : |E(X|G)| < E(|X]|G) p.s.

Remarque 1.6.8. C’est tres souvent en utilisant les propriétés mentionnées ci-dessus qu’on
peut véritablement calculer une espérance conditionnelle. Le recours a la définition théorique
n’est utile que dans certains cas délicats.

1.7 Convergences de suites de variables aléatoires

Soient (X,,)5°, une suite de v.a. et X une autre v.a., toutes définies sur (2, F,P). Il y a
plusieurs fagons de définir la convergence de la suite (X,,) vers X, car X : Q@ — R est une

fonction.

Convergence en probabilité

X, = X si Ve>0, lim P({w € Q: [X,(w) — X(w)| > ¢}) = 0.

n—oQ

Convergence presque sire

Xn — Xps. si Plwe@: lim X, (w) = X(w)}) =1.

Remarque 1.7.1. Si X,, — Xp.s., alors X, 5 X

n—00

Le contraire est faux. Donnons un contre-exemple : soit une suite de “pile ou face” indépendants
et équilibrés (p. ex. “PFPPPFFP...”). On définit

Xy

1 si ler résultat=pile,
= lp= { P Xo=1p, X3 =1pp, X4y = 1pp,

0 sinon,
X5 = lpp, X¢ =1rr, X7 =1ppp, Xs=1lppr...

La suite (X,,) converge en probabilité vers 0 car P(|X,,| >¢) =P(X,,=1) — 0.

n—oo

Mais (X,,) ne converge pas p.s. vers 0, car pour un w donné, on a p. ex.
(X, () = (1,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0...0...0,1,0,...),

Autrement dit, il y a toujours un “1” qui apparait et la suite ne converge pas vers 0.

13



Critere pour la convergence presque sure : X, = X p.s. ssi
Ve >0, P{w € Q: | X, (w) — X(w)| > epour une infinité de n}) = 0.

Revenons a 'exemple ci-dessus : P({X,, = 1 pour une infinité de n}) =1 # 0.

Convergence en moyenne (ou convergence L)
lim E(X, - X|) =
Convergence quadratique (ou convergence Ls)

lim E(|X, — X*) =

n—od

L’une ou l'autre de ces convergences implique la convergence en probabilité. En effet, on a
p.ex. pour tout € > 0 fixé :

E(|X, — X|?
P{|X, — X|>¢}) < w — 0.
IS n—oo
(On a appliqué ici I'inégalité de Chebychev avec p(x) = z?2.)

Lemme de Borel-Cantelli (B-C)
Soit (A,) une suite d’événements de F.

(a) Si >0 P(A,) < oo, alors

P({w € Q:w € A, pour une infinité de n}) = 0.
(b) Si (A,)5e, sont indépendants et Yo% | P(A,) = oo, alors

P({w € Q:w € A, pour une infinité de n}) = 1.
Application : Si ¥, E(|X,, — X|?) < oo, alors X, = X ps.

Démonstration.

ZPHX S X|> e <

1 o0
—QZ (|X, — X|?) < 00, Ve >0 fixé.

D’apres B-C (a), on a alors Ve > 0 fixé,
P({w e Q:|X,(w) — X(w)| > € pour une infinité de n} = 0.

Par le critere énoncé ci-dessus, X,, — X p.s. [
n—oo
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Loi des grands nombres (LGN)
Soient (X,,)>; une suite de v.a. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
et S, =X1+...+X,. Si E(]X1]) < o0, alors

(a) Loi faible : Sn 5 EX).
n n—oo
(b) Loi forte : o n e E(X;) p.s

Remarque 1.7.2. Si on supprime ’hypothese que E(|X;|) < oo, alors les choses changent :

S
(a) Si lim, .o a P(|X1| > a) = 0, alors g E(X; - 1ix,<n) n%oo 0.

Sn ..
(b) Si E(]X;]) = oo, alors — diverge p.s. lorsque n — 0.
n

Exemple 1.7.3. Soit (X,,) une suite de pile (1) ou face (0) indépendants et équilibrés. Du
fait que E(X;) = % < 00, on a par la loi forte des grands nombres :

Shn 1 ,
— — —p.s., le S, >~
n 2

Question : quelle est la déviation moyenne de S, — 57

SIE

Convergence en loi

Soient (X,) une suite de v.a. (définies sur (2, F,P)) et (Fy,) la suite des fonctions de
répartition correspondantes (Fx,(t) = P({X,, < t}), t € R). X,, converge en loi vers X
(“Xp = X7) st lim, o0 Fx, (t) = Fx(t), Vt € R point de continuité de F.

Théoréme central limite (TCL)
Soit (X)), une suite de v.a. i.i.d. telle que E(X;) = u € R et Var(X;) = o > 0. Soit
S,=X;+...+X,. Alors

S, —nu . S, —np
—_— Z ~ 1 e Pl———<
N = N(0,1), ie ( N _t)

(NB : la fonction de répartition ® de la loi A(0, 1) est continue sur tout R.)

Exemple 1.7.4. Soit (X,,)5°, la suite de pile ou face indépendants et équilibrés considérée
ci-dessus : E(X;) = 3 et Var(X;) = 1, donc

T2 7 o N(0,1), pe S, ~24 Yy
NG = N(0,1), 1ie. S 5 T3

La réponse a la question posée ci-dessus est donc que la déviation est d’ordre \/n.
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1.8 Processus aléatoire a temps discret

Marche aléatoire symétrique sur 7Z
Soit (X,)22, une suite de v.a. i.i.d. telle que P({X; = +1}) = P{X; = —1}) = 3.
Soient Sy =0, S, = X7 + ...+ X,,. Le processus (S,,n € N) est appelé la marche aléatoire
symétrique sur Z.
(Sn,n € N) est une famille de v.a. a valeurs dans Z,

Deux points de vue possibles : | © — {suites (z,,n € N) a valeurs dans Z},

S w— S(w) = (Sp(w),n € N) = suite aléatoire.

Remarque 1.8.1. E(X;) =0=E(S,) =0.
Var(X;) = E(X?) = 1 = Var(S,) = X, Var(X;) = n.

Sn
Loi des grands nombres : — — 0 p.s.
n

Théoreme central limite : 5% = Z ~N(0,1) (i.e. S, ~+/nZ).
Généralisations :

- Marche aléatoire asymétrique sur Z : S, = Xy + ... + X,,, X; iid.,, P{X; = +1}) =
1-P{X;=—-1})=p#1/2

- Marche aléatoire a valeurs dans R : S,, = X; + ...+ X,,, X, i.i.d., X7 ~ N(0,1) (p.ex.).

- Temps continu : mouvement brownien (voir section 2).

Chaine de Markov
Processus aléatoire a temps discret (M,,, n € N) a valeurs dans un ensemble D dénombrable
(appelé espace des états) tel que

P(Mn—i—l - xn+l|Mn = Tn, Mn—l =Tn-1-.- MO - l’o) - ]P)(Mn-I—l - J7n+1|Mn - IL‘n),

Vn > 1, xg...2,01 € D (c’est un processus qui “oublie” son histoire au fur et a mesure).

Chaine de Markov stationnaire

Chaine de Markov telle que P(M,, .1 = y|M,, = z) = Q(z,y) pour tout n € N, z,y € D.
Q(z,y) est appelée la probabilité de transition de x a y.

La probabilité définie par u({z}) = P(My = z), x € D, est appelée la loi initiale.

w et @ caractérisent entierement la chaine de Markov (dans le cas stationnaire).
En effet, on vérifie que :

]P(Mn =Tp,...,My= xO) = N('TO) Q(x07$1) T Q(wnfla xn)
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Exemple 1.8.2. La marche aléatoire symétrique ou asymétrique sur Z est une chaine de
Markov stationnaire. Soit effectivement So = 0, S, = X7 + ... + X,,, avec X, ii.d. et
P{X1=1})=p=1-P{X; = —-1}):

P(Sn+1 =Y, Sn :$,...SO :Io) _ (*)
P(‘gn =2, Snfl =Tp-1--- SO = .’130)
Par définition, S, 1 = X1+ ...+ X, + Xoo1 = 5 + Xopq, ie. Xppyg = Spy1 — S, donce

(x) = P(X,i1=y—2x,S,=x...5 = xg)

Or X, 11LS,, Sp—1...S0 (du fait que les (X;) sont i.i.d.), donc

P(Xpi1=y—2a)P(S, =z...5 = x0)

() = P(S, = ... = ) =PXun =y —2) = Q@,),

P<Sn+1 = y’Sn =X, Sn,1 =Tp—-1--- So = 33'0) =

ou
P siy—x =41,
Q(x7y): 1_p Sly—QS':—l,
0 sinon.

On montre de la méme maniere que P(S, 11 = y|S, = ) = Q(z,y). D’autre part, on a (mais
ceci n’est pas nécessaire a la démonstration) :

1 six=0,

i) =Fss=a)={ o $20

Martingale

Définition 1.8.3. Soit (2, F,P) un espace de probabilité.

- Une filtration est une famille (F,, n € N) de sous-tribus de F tq F, C Fni1, Vn € N.

- Un processus aléatoire a temps discret (X,, n € N) est adapté a la filtration (F,, n € N)
si X, est F,-mesurable Vn € N.

- La filtration naturelle d’un processus (X,, n € N) est donnée par (FX, n € N), o FX =
o(Xi, 0<i<n).

Définition 1.8.4. - Une sous-martingale (resp. sur-martingale) est un processus (Mp,n €
N) adapté a une filtration (F,, n € N) tel que

i) E(|M,]) <oo, neN,
ii) B(M,.1|Fn) > M, p.s. (resp. E(M,.1|F,) < M, p.s.), VYnéeN.

- Une martingale est un processus qui est a la fois une sous-martingale et une sur-martingale
i.e. un processus qui vérifie (i) et [’égalité au point (1i)).
9
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Remarque 1.8.5. - La notion de martingale équivaut a celle de “jeu honnéte” (s'il est
toutefois possible de parler de jeu honnéte losqu’on parle de jeu d’argent...) : a 'instant n
(ou l'on dispose de l'information JF,,), 'espérance de la somme possédée l'instant d’apres est
égale a la somme dont on dispose a l'instant présent.

- Les appellations “sous-martingale” et “sur-martingale” sont contre-intuitives : une sous-
martingale est un processus qui a tendance a monter (jeu favorable), une sur-martingale est
un processus qui tendance a descendre (jeu défavorable).

Proposition 1.8.6. (démonstration : cf. exercices)
Soit (M,,, n € N) une martingale. Alors Ym,n € N,

E(Mpim|Fn) = M, p.s. E(M,1 — M,|F,) =0 p.s.,
E(Mpyy) = EE(MuiF)) = E(M,) = ... = E(M,).

Exemple 1.8.7. Soit (S, n € N) une marche aléatoire symétrique a valeurs dans Z ou R,
ie. S9=0,5,=X1+...+X,, avec X; ii.d. et E(X;) = 0. On pose

Fo =1{0,9Q} (la tribu triviale) et F, =o(X;,1<i<n) Vn>1.

Alors (S, n € N) est une martingale par rapport a (F,,, n € N). En effet :

(0) S, est F,-mesurable, ¥n € N.
(1) E(|Sa]) < 2, E(| X)) < oo
(i) E(Spy1|Fn) = E(Su|Fn) + E(Xpi1]|Fn) = Sn + E(Xpg1) = S, pes.

(Dans cette série d’égalités, on a utilisé successivement : le fait que S,,; = S, + X171 et
la linéarité de ’espérance conditionnelle, le fait que S, est F,-mesurable et que X, ;; est
indépendante de F,,, et finalement ’hypothese que les v.a. X,, sont toutes centrées.)

Exemple 1.8.8. Si on reprend 'exemple ci-dessus en supposant cette fois que E(X;) > 0
(marche asymétrique), alors (S,,) devient une sous-martingale.

Proposition 1.8.9. Soit (M,) une martingale par rapport a (F,) et ¢ : R — R convezxe
telle que E(|p(M,)|) < oo, ¥Yn € N. Alors (p(M,)) est une sous-martingale (par rapport a
(Fn)). En particulier, (M?) est une sous-martingale.

Démonstration. Par I'inégalité de Jensen (pour I'espérance conditionnnelle), on a

E(p(Mns1)[Fn) 2 @(E(Mpi1|Fn)) = ¢(My)  p.s.,

ce qui prouve la proriété (ii). Les autres vérifications sont triviales. O
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Définition 1.8.10. Un temps d’arrét par rapport a (F,) est une v.a. T a valeurs dans
NU {+oo} telle que {T <n} € F,, ¥n € N.

Exemple 1.8.11. Si (X,,) est un processus adapté a (F,), alors pour tout a € R, la v.a. T,
définie par
T, =inf{n e N: X, > a},

est un temps d’arrét, car
{T, <n}={3i€{0,...,n} tel que X; > a} =UL{X;>a} € F,,

car chaque événement {X; > a} € F; C F,, du fait que le processus (X,,) est adapté et que
1< n.

Définition 1.8.12. Soit (X,,) un processus adapté a une filtration (F,,) et T un temps d’arrét
(p.r. a (F)). On pose

XT<W) = XT(w)(w) = %Xn(w) 1{T:n}(w),

Fr = {AeF:An{T <n} e F,, Vn e N}

Remarque 1.8.13. Bien que sa définition soit peu explicite, la tribu Fr représente simple-
ment 'information dont on dispose au temps aléatoire T'.

Théoreme d’arrét
Soient (M,,) une martingale par rapport a (F,) et T, Ty deux temps d’arrét tels que 0 <
Ti(w) < Th(w) < N < o0, Yw € Q. Alors

E(Mz,|Fr,) = Mg, p.s., et donc E(Mrz,) =E(Mrp).
En particulier si 0 < T'(w) < N, Yw € Q, alors E(M7) = E(M,).

Remarque 1.8.14. Ce théoreme reste vrai pour une sous-martingale ou une sur-martingale
(avec les inégalités correspondantes).

Pour la démonstration, on aura besoin du lemme suivant :
Lemme 1.8.15. Y est une v.a. Fr-mesurable ssi Y 1yp_py est une v.a. F,-mesurable Vn.
Démonstration. (théoreme d’arrét)

- Démontrons tout d’abord que si T' est un temps d’arrét tel que 0 < T(w) < N, Vw € Q,
alors

N
E(My|Fr) = Z My, 1yp—py = My p.s. (1)
n=0
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Appelons Z le terme du milieu de I’équation ci-dessus. Pour vérifier que E(My|Fr) = Z, il
faut vérifier les deux points de la définition de ’espérance conditionnelle :

i) Z est Fp-mesurable : effectivement, Z 1yp—,n = M, 1i7—1 est F,,-mesurable Vn, donc par
{T=n} {T=n}
le lemme, Z est Fr-mesurable.

(i) E(ZU) =E(MyU), V v.a. U Fr-mesurable et bornée :

N
E(ZU) = Z]E (M, Lipny U) 2 ZE (M F) Ligemy U) £ S EB(My Lz U)
n=0 n=0

= E(MyU),

car (a) : (M,) est une martingale et (b) : 1yr—=ny U est F,-mesurable par le lemme.

- En utilisant (1) avec T =T} et T' = T, succesivement, on trouve donc que
My, = E(My|Fr,) © E(E(My|Fr)|Fr,) = E(Mz, |Fr,) p.s
ou (c) découle du fait que Fp, C Fr, (car Ty < Ty). O

Intégrale stochastique discrete

Définition 1.8.16. Un processus (H,, n € N) est dit prévisible (par rapport a une filtration
(Fn,n €N)) si Hy=0 et H, est F,_1-mesurable Vn > 1.

Soit (H,,) un processus prévisible et (M,,) une martingale. On pose Iy = 0 et
I, = (H-M), ZH (M; — Mi_1), n>1.
=1

I,, représente le gain effectué au temps n en appliquant la stratégie (H,,) sur le jeu (M,);
H,, représente la mise au temps n, qui ne doit logiquement dépendre que des observations
passées (la tribu F,,_1), sinon il y a délit d’initié (i.e. on a une information sur le futur du
processus).

Proposition 1.8.17. Si H,, est une v.a. bornée (i.e. |H,(w)| < K, Yw € Q) ¥Yn > 1, alors
le processus (I,,) est une martingale par rapport a (F,).

Démonstration. Il est clair que I,, est F,-mesurable Vn € N. D’autre part, on a

E(L)) < > E(H;-(M;- <ZK (IMi]) + E(|Mipa])) < oo,
]E(In+1|f’ﬂ) = ]E(In|fn) + E<Hn+1 (MTL-H - n>|fn> - In + Hn—H E<Mn+1 M ‘f ) = 1ip P.S.

ce qui prouve les points (i) et (ii) de la définition d’une martingale. O
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Remarque 1.8.18. Une réciproque a cette proposition existe : cf. exercices.

Application : Soit (M,,) la marche aléatoire symétrique sur Z (M,, = X7 + ...+ X,
P(X; =+1) =P(X,, = —1) = 1/2). On pose

B B _J2H, siX;=...=X,=-1,
Ho =0, Hy =1, Hyi1 = { 0 des que X,, = +1.
Alors I, = Y% | H; (M; —M;_1) = >_" | H; X; est une martingale par la proposition ci-dessus
(chacune des v.a. H; est clairement bornée). En particulier E(1,,) = E(I;) = 0. On définit le
temps d’arrét
T =inf{n >1: X, = +1}.

Il est alors facile de voir que Iy =1, donc E(Ir) =1#E(ly) =0777
Effectivement, le théoreme d’arrét mentionné ci-dessus ne s’applique pas ici car 1" n’est pas
borné (en d’autres mots, en appliquant la stratégie (H,,), on est str de gagner un franc au
temps T', mais le prix a payer est que ce temps 1" peut étre arbitrairement grand, et donc
qu’on risque de perdre toute notre fortune avant de gagner ce franc).

1.9 Vecteur aléatoire

Définition 1.9.1. Un vecteur aléatoire (de dimension n > 1) est une application

X:{ 2—R telle que

w X(w) = (X (w),..., X, (w))
{we: X(w)e B} e F, VBeB[R").
Proposition 1.9.2. X est un vecteur aléatoire ssi
{lweQ: Xj(w) <ty,...,. X, (w) <t,} €F, Vit1,...,t, €R.

Remarque 1.9.3. Si X est un vecteur aléatoire, alors chaque X; est une v.a. aléatoire, mais
la réciproque n’est pas vraie.

Deux types particuliers de vecteurs aléatoires
A) Vecteur aléatoire discret : X prend ses valeurs dans un ensemble dénombrable D.

B) Vecteur aléatoire continu : P({X € B}) = 0si |B| = 0. Sous cette condition, le théoreme
de Radon-Nikodym assure l'existence d’une fonction borélienne fx : R"™ — R (appelée
densité conjointe) telle que fx(zq,...,2,) >0,

/fX(xl,...,a:n)datl---dxnzl et IP’({XGB}):/fX(arl,...,xn)dxl---dxn.
Rr B
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Remarque 1.9.4. A) X est un vecteur aléatoire discret ssi chaque X; est une v.a. discrete.
B) Si X est un vecteur aléatoire continu, alors chaque X; est une v.a. aléatoire continue,
mais la réciproque n’est pas vraie : soit U est une v.a. continue; alors le vecteur aléatoire
X = (U,U) n’est pas un vecteur aléatoire continu, car pour B = {(z,y) € R* : x = y}, on a
P({X € B}) =1 alors que |B| = 0.

Espérance et matrice de covariance d’un vecteur aléatoire
Soit X un vecteur aléatoire (tel que X; est une v.a. de carré intégrable, Vi € {1,...,n}).
Alors

{ i) E(X) = (E(X)...E(Xy)),
it) Cov(X) = @ ou @ est une matrice n x n, Q;; = Cov(X;, X;) = E(X,X;) — E(X;) E(Xj).

Proposition 1.9.5. i) Q;; = Qj; (i-e. Q est symétrique),
i) 3o ¢icj Qi >0, Ve ... ey €R (de. Q est définie positive).

Démonstration. La symétrie est claire. La seconde propriété découle du fait que
n n n n n
Z Ci Cj Qij = Z C; Cj COV(XZ',X]') = Cov ZCi Xi7 ZC]' Xj = Var <ZCZXZ> > 0.
ij=1 ij=1 i=1 j=1 i=1
(On a utilisé ici la bilinéarité de la covariance.) O

Rappel : Une matrice symétrique () est définie positive ssi toutes ses valeurs propres sont
positives (i.e. > 0).

Proposition 1.9.6. Si (X;...X,) sont des v.a. indépendantes et de carré intégrable,
alors X = (X1,...,X,) est un vecteur aléatoire et Cov(X) est une matrice diagonale

(i.e. Cov(X;, X;) =0, Vi# j).

Vecteur aléatoire gaussien

Convention : si Y(w) = ¢, alors on dit par abus de langage que Y est une v.a. gaussienne
(de moyenne ¢ et de variance nulle) et on note Y ~ AN(c, 0).

Définition 1.9.7. Un vecteur aléatoire X = (X1, ..., X,,) est dit gaussien siVeq, ..., ¢, € R,
la v.a. c; X1+ ...+ ¢, X,, est une v.a. gaussienne.

Exemple 1.9.8. Si X,..., X, sont indépendantes et gaussiennes, alors X = (Xy,...,X,)
est un vecteur gaussien.

Proposition 1.9.9. Soit X un vecteur aléatoire gaussien. Alors les v.a. X1,..., X, sont
indépendantes ssi la matrice Cov(X) est diagonale.
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Remarque 1.9.10. - Il n’est pas obligatoire qu’un vecteur formé de deux v.a. gaussiennes
X1 et X5 soit un vecteur gaussien.

- De la méme maniere, il n’est pas vrai que deux v.a. gaussiennes décorrélées sont toujours
indépendantes (cf. exercices).

Notation : Si X est un vecteur gaussien de moyenne m et de (matrice de) covariance @, on

note X ~ N(m, Q).

Définition 1.9.11. Soit X un vecteur aléatoire gaussien de dimension n, moyenne m et
covariance Q). X est dit dégénéré si rang(Q)) < n.

Rappel : Une matrice symétrique () vérifie :

rang(Q)) <n ssi (@ est non-inversible ssi det(Q) =0

ssi @ admet au moins une valeur propre nulle.

NB : rang(Q)) = nombre de valeurs propres non-nulles.

Proposition 1.9.12. Soit X un vecteur aléatoire gaussien non-dégénéré de dimension n,
moyenne m et covariance Q). Alors X un vecteur aléatoire continu dont la densité conjointe
fx est donnée par

fx(@1,. .. x,) = m exp (_Qi%1($i —m;)(Q )i (x; ])) )

NB : det(Q) # 0 et Q! existe par hypothése.

Proposition 1.9.13. (décomposition de Karhunen-Lowe)

Soit X un vecteur aléatoire gaussien de dimension n, moyenne m et covariance (). Soit
k =rang(Q) € {1,...,n}. Alors il existe k v.a. Uy, ..., Uy i.i.d. ~ N(0,1) et des nombres
réels (aij)%kzl tels que

k
Xi:ZaijUj, VjE{l,,n}
j=1
En mots, cette proposition dit qu’'un vecteur gaussien dont la matrice de covariance est de
rang k peut toujours s’exprimer en termes de k variables gaussiennes indépendantes. Cette

décomposition correspond a la décomposition de la matrice () dans la base de ses vecteurs
propres (associés aux valeurs propres non-nulles).
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2 Calcul stochastique

2.1 Processus aléatoire a temps continu

Définition 2.1.1. Un processus aléatoire a temps continu est une famille de v.a. (X, t €
R,) définie sur (2, F,P). On peut également le voir comme une fonction aléatoire :

| Q — {fonctions de Ry dans R}
v it Xi(w))

Remarque 2.1.2. Pour caractériser une v.a. X, il suffit de donner sa loi P(X < ), Vx € R.
Que faut-il pour caractériser un processus (X, t € R;)?

- leére idée : donner P(X; < z),Vt e R,z € R.

Ca n’est pas suffisant : si on demande p.ex. que X; ~ N(0,t), Vt € R, , alors Xt(l) =+/tY, ol
Y ~ N(0,1) et X® = mouvement brownien (voir plus loin) satisfont tous deux la condition
ci-dessus, mais ces deux processus ne se ressemblent pas du tout !

- 2eme idée : donner P(X; <z, X, <y), Vi, s e Ry, x,y € R.
Ca n’est pas suffisant non plus...

- n-eme idée : donner P(X; < xy,..., X, < z,),Yn>1 t;...t, € Ry, z7...2, € R.
C’est suffisant, mais a-t-on toujours besoin de toutes ces informations pour caractériser un
processus !

Définition 2.1.3. Lesv.a. X;—X,, t > s > 0, sont appelées des accroissements du processus
(Xy).

2.1.1 Processus a accroissements indépendants et stationnnaires
(Indépendance) : (X; — X,) LFX =0 (X,,0 <r <s),Vt>s>0.
(Stationnarité) : X; — X, ~ X;_s — X, Vt > s > 0.

Pour de tels processus, donner la loi de X; — X, V& > 0, ainsi que celle de X, suffit a
caractériser entierement le processus.
Citons encore une définition dont nous avons besoin pour définir le mouvement brownien.

Définition 2.1.4. Un processus (X;) est appelé un processus a trajectoires continues (ou
simplement processus continu) si P({w € Q : ¢t — Xy(w) est continue}) = 1.

Attention : ne pas confondre “processus a temps continu” (=notion générale) et “processus
continu” (=processus a trajectoires continues).
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2.1.2 Mouvement brownien standard

Définition 2.1.5. (1ére caractérisation du mouvement brownien standard)
Un mouvement brownien standard (abrégé m.b.s.) est un processus aléatoire a temps continu
(B, t € Ry) tel que

i) By=0np.s.,

ii) (By) est a accroissements indépendants et stationnaires,
iwi) By~ N(0,t), Vt >0,

i) (By) est a trajectoires continues.

Remarque 2.1.6. De cette définition, il suit que pour ¢ > s > 0,
By — By~ B,_  ~N(0,t—s), ie. E(B,—B,)=0 et E((B,— B,)?) =t—s.

En appliquant la loi des grands nombres, on trouve encore que % — 0 p.s. lorsque t — oc.
De plus, on a % ~ N(0,1), pour tout ¢t > 0 (pas besoin par contre du TCL pour le prouver!).
On voit donc que le m.b.s. est bien une généralisation a temps continu de la marche aléatoire
symétrique sur Z.

Il existe plusieurs manieres de construire un mouvement brownien standard. Citons trois
d’entre elles.

I. Construction de Kolmogorov

Un théoreme d’existence général (le “théoreme de Kolmogorov”) implique qu’il existe un
processus (By) qui vérifie (i) - (iii). A priori, il n’est pas clair que ce processus possede des
trajectoires continues, mais un second théoreme (baptisé “critere de continuité de Kolmogo-
rov”) permet de montrer que

E(|B, — By|*) < Cylt —s|’, Vp>1, = 3(B,) tel que P(B, = B,) = 1, Vt € R,

et (B,) est & trajectoires continues.

Le processus (B;) est donc un m.b.s. Cette “construction” a le désavantage de ne pas étre
explicite, contrairement aux deux suivantes.

II. Principe d’invariance de Donsker
Soit S = 0, S, = X; + ...+ X,,, la marche aléatoire symétrique sur Z (avec X; i.i.d. et

Rappel : par le TCL, 3—% = Z ~N(0,1).

n—oo
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Soit Y; = Sy + (t — [t]) Xjg41 (ie. sit =n+e, alors Yy = S, + € X;,11). On pose B™ =
Supposons pour simplifier que nt € N. Alors on a
S,

S
B =20 — it 2 = i Z ~ N0, Z ~N(0,1
U= VIS S Z SN, 2 N(O.1),

o

ce qui veut dire que
IF’(Bt(n) <) = P(B < x).

On peut montrer de maniere similaire que Vm > 1,t1,...,t,, € Ry, z1,..., 2, € R,
P(B™ < B™ < P(B,, < B, <
(B, <x1,..., tm_xm)njoo (Byy, <x1,...,By, <),

i.e. que la suite de processus (Bt(n)) converge en loi vers le m.b.s. (By).

II1. Construction par série de Fourier
Soit ¢ € [0,7]. On pose

n=1

ol (&,) est une suite de v.a. i.i.d. ~ N(0, ) Alors By est une v.a. gaussienne (car c’est une
somme de v.a. gaussiennes 1ndependantes), E(B;) =0 et

8 & sin(mt) 8
E(B)) = — Z_ B Gn) =

Z sm nt _

On peut également vérifier que le processus (B;) ainsi défini a toutes les propriétés d'un
m.b.s. A I'aide de cette troisieme construction, effectuons un petit calcul (formel) :

@:_Zat <Smn )> z::cos (nt) &

9By

5. est donc une v.a. gaussienne (car c’est une somme de v.a. gaussiennes indépendantes),

0B, \*\ 8 &
E((E))__ZZ cosnt = 00.

Il y a donc une contradiction, car une v.a. gaussienne ne peut pas avoir une variance infinie.

En conclusion, la v.a. 881? n’est pas bien définie, i.e. la fonction ¢ — B; est continue mais pas

dérivable. On reverra ceci de maniere plus rigoureuse ci-apres.

Lav.a.
mais

Remarque 2.1.7. Il est toutefois possible de définir la dérivée du mouvement brownien “au
sens des distributions” ; 'objet représentant la dérivée est appelé “bruit blanc”.
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Transformations du mouvement brownien standard (cf. exercices)
Soit (By,t € Ry) un mouvement brownien standard. Alors les cing processus ci-dessous sont
également des mouvements browniens standard :

1) Bt(l) = —B;, t € Ry ( < propriété de symétrie du mouvement brownien) ;
2) soit T' € R, fixé : B® =B,.r — B, t e R, (< stationnarité);

3) soit T' € R, fixé : Bt(?’) = By — Br_4, t € [0,T] (+ renversement du temps) ;
4) soit a > 0 fixé : B{Y) = LB, t € R, (< loi d’échelle);

5) BY = tBi, t >0 et B =0 (< inversion du temps).

A cause de la propriété 4), on appelle le mouvement brownien standard un “fractal aléatoire”
ou encore un “processus auto-similaire”, i.e. un processus qui garde le méme aspect a
différentes échelles.

2.1.3 Processus gaussien

Définition 2.1.8. Un processus gaussien est un processus (X, t € Ry) tel que (X, ..., X4,)
est un vecteur aléatoire gaussien ¥n > 1 et ty,...,t, € R. Ceci revient a dire que c; X, +
oo+ cn Xy, est une v.a. gaussienne ¥n > 1, t1,...,t, € Ry et ¢q,...,c, € R.

Pour un vecteur aléatoire (pas forcément gaussien), on définit encore :

- La fonction m : R, — R donnée par m(t) = E(X;) et appelée la moyenne du processus.

- La fonction K : Ry x Ry — R donnée par K(t,s) = Cov(X,, X;) et appelée la covariance
du processus.

Proposition 2.1.9. (valide pour tout processus aléatoire)
K est symétrique : K(t,s) = K(s,t), Vs,t € Ry.
K est définie positive : 377,y cic; K(ti,t;) >0, Vn > 1, ¢c1,...,cn €R ..t €RYL

La démonstration de cette proposition est identique a celle donnée pour un vecteur aléatoire.
Proposition 2.1.10. (Kolmogorov)
Etant donné m : Ry — R et K : R, x Ry — R symétrique et définie positive, il existe

un processus gaussien (X, t € Ry) de moyenne m et de covariance K. De plus, m et K
caractérisent entiérement le processus (X;).

Proposition 2.1.11. (2¢me caractérisation du mouvement brownien standard)
Un mouvement brownien standard (By, t € RT) est un processus a trajectoires continues et
gaussien avec moyenne m(t) =0 et covariance K(t,s) =t A s = min(t, s).
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Démonstration. Il faudrait vérifier que ¢y By, + ... + ¢, By, est une v.a. gaussienne.
Vérifions seulement que B; + By est gaussienne : B, + By = (B, — By) + 2 By, c’est donc une
v.a. gaussienne, car la somme de deux v.a. gaussiennes indépendantes est encore gaussienne.
Soit maintenant t > s > 0 :

K(t,s) = Cov(B,B,) =E(B,B,) = E((B, B+B)B)
= E((B; - Bs) B,) + E(B?) = 0 +

car (B; — Bs)LBs. On a donc K (t,s) = min(t, s). O
2.1.4 Processus de Markov

Processus (X, t € R,) tel que
E(f(X)|F) = E(f(X)|X) ps.,

pour tout ¢ > s > 0 et pour toute fonction f : R — R borélienne et bornée (NB :
FX =o0(X,,r<5s)).

En particulier, si f(x) = 15(z) avec B € B(R), alors P(X, € B|FY) = P(X, € B|Xj).

Proposition 2.1.12. Le mouvement brownien standard (B, t € Ry ) est un processus de
Markov.

Démonstration. En utilisant le fait que (B; — B,) L By, B, est FB-mesurable et la proposition
1.6.7, on obtient

E(f(B)|F?) = E(f(B; — B, + B,)|F?) = (B,) ps.,

ou ¢¥(y) = E(f(B; — Bs +v)). Un calcul identique montre que E(f(B;)|Bs) = ¥(Bs) p-s. et
donc la propriété de Markov est démontrée. O

Remarque 2.1.13. De la démonstration ci-dessus, on déduit que

E(f(B)|F7) = ¥(Bs) ps. out(y) =E(f(X +y)),

avec X ~ N(0,t — s). Ceci montre qu'une expression a priori compliquée faisant intervenir
une espérance conditionnelle d’une fonction du mouvement brownien peut se réduire a une
simple espérance d’une fonction d’'une loi gaussienne.
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2.1.5 DMartingale a temps continu

Définition 2.1.14. Soit (2, F,P) un espace de probabilité.

- Une filtration est une famille (Fy, t € Ry) de sous-tribus de F tq Fs C Fy, YVt > s > 0.

- Un processus (Xy) est adapté a (F;) si X, est Fy-mesurable ¥Vt > 0.

- La filtration naturelle d’un processus (X;, t € Ry) est donnée par (F*, t € R,), ou F* =
o(Xs, 0<s<t).

Définition 2.1.15. Un processus (M;) adapté a (F;) tel que

i) E(|M]) < oo, vt >0,
i) E(M|Fs) = Ms ps., Vi>s>0,

est appelé une martingale (a temps continu). On définit de maniére similaire une sous-
martingale et une sur-martingale (a temps continu), avec les inégalités correspondantes.

Proposition 2.1.16. Le mouvement brownien standard (By, t € R,) est une martingale par
rapport a sa filtration naturelle (FP, t € R,).

Démonstration. i) Par Cauchy-Schwarz, on a E(|B;|) < \/E(B?) =Vt < 0o, Vt>0.
i)Vt > s > 0, on a E(By|FP) = E(B, — B,|FF) + E(B,|FP) = E(B, — B,) + B, = B,. O

Remarque 2.1.17. Pour des raisons techniques, on a parfois besoins “d’augmenter” la
filtration naturelle (F7). On ne rentrera pas dans ces détails dans ce cours.

Proposition 2.1.18. (démonstration : cf. exercices)
Les processus suivants sont des martingales par rapport a (FP) :

Z) Mt = Bt2 - t,
Zl) Nt = eXp(Bt — %)

Théoréme de Lévy (3eme caractérisation du mouvement brownien standard)
Soit (X}) un processus a trajectoires continues, adapté a une filtration (F;) et tel que

i) (X}) est une martingale par rapport a (F;),
ii) (X2 —t) est une martingale par rapport a (F;),

Alors (X;) est un mouvement brownien standard.

Définition 2.1.19. Soit (F;, t € R.) une filtration.
- Un temps d’arrét T par rapport o (Fy) est une v.a. T a valeurs dans Ry U {+oo} telle que
{T <t} ekF, VteR,.
- On définit
Fr={AeF : An{T <t} e F,Vte R}

- Si (X¢) est un processus adapté a la filtration (F), on pose Xp(w) = Xpw)(w).

29



Théoreme d’arrét
Soient (M;) une martingale continue (par rapport a (F;)) et 71, Tp deux temps d’arrét tels
que 0 < T (w) < Th(w) < K < 00, Yw € Q. Alors

E(MT2|./TTI) = ]\4]“1 p.s. et donc E(MTQ) = E(MTl)
En particulier, si 0 < T'(w) < K, Vw, alors E(My) = E(M,).

Remarque 2.1.20. - Bien que I’énoncé soit en tout point identique au théoreme dans le cas
discret, la démonstration du théoreme a temps continu est beaucoup plus laborieuse !

- Le théoréme est encore valide pour une sous-martingale et une sur-martingale (avec les
inégalités correspondantes). C’est ce que nous allons utiliser pour démontrer les inégalités
de Doob ci-dessous.

Terminologie : Une martingale (M;) est dite de carré intégrable si E(M?) < oo, Vt € R,

Inégalités de Doob
Soit (My) une martingale (par rapport a une filtration (F;)) continue, de carré intégrable et
telle que My =0 p.s. Alors

E(| M,
a) P(supgcee; | M| > A) < (|)\ t|), Vi >0, A>0,

b) E(suppese; |Mi]?) < AR(|M[?), V> 0.

Remarque 2.1.21. Ces inégalités sont précieuses, car elles permettent de borner (en espérance)
le supremum d’une martingale sur un intervalle par quelque chose qui ne dépend que de la
valeur de la martingale a la fin de 'intervalle.

Démonstration. (inégalités de Doob)
a) Par I'inégalité de Jensen, le processus (|M;|, t € R, ) est une sous-martingale. On définit

Ty =inf{s > 0:|Ms| > A} At, Ty=t.

On voit alors que 0 < T} < Ty = t. En appliquant le théoreme d’arrét ci-dessus a la sous-
martingale (|M;|), on trouve donc que

| Mz, | < E(|M || Fr, ).
En multipliant par 1. |>a}, on trouve encore
| Mz | Lgnag, 120y < E(Me] Lgasg, 2031 Fn),
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car l{a, |>xy est Fry-mesurable. De la, on déduit que
AP{|Mr,| > A}) = EA L, 1201) < E(Mry | Lgaag, 1203) < E(M| 1am, >03)-
Soit maintenant M* = supg<,<; | M| : il importe de remarquer que
{IMp,| > A} = {M" > A}

(Effectivement, chacun des deux événements ci-dessus correspond a 1’événement “le processus
| M,| a dépassé la valeur A dans Uintervalle [0, ¢]”). Ceci implique que

AP({M" > A}) < E(IM] Lis-»xy) < E(|M]) (2)
et donc I'inégalité a).

b) Pour simplifier, supposons que 1'on sait que E((M*)?) < oo (ga n’est pas clair a priori).
Alors du fait que (cf. exercices)

on a par I'inégalité de gauche dans (2),
(M) = [~ 20PUM" 2 w})da < [ 2B(Mi| Lap-say) dir = 2E(|My| M)
0 0

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet finalement de conclure que

E((M*)?) < 2y/E(|M;]2) \/E(M*)2),

autrement dit,

VE((M*)?) < 2\/E(M?) ie. E((M")*) <AE(M),

ce qui termine la démonstration. O]

31



2.2 Intégrale de Riemann-Stieltjes

Intégrale de Riemann
Soit t >0 et f: R, — R continue. On définit

[ yds = Jim 376 (7~ 112),

n—oo

ot 0=t <t < <t =t s e [t M) et (157, ..., t() est une suite de parti-

)

tions de [0, t] telle que lim,, o, maxj<;j<p 11— = 0.

Fonction (localement) a variation bornée
Fonction g : Ry — R telle que Vt > 0,

SUPZIQ —g(ti_1)] < oo,

ou le supremum est pris sur toutes les partitions (to,...,t,) de [0,t], avec n arbitraire.

Remarque 2.2.1. - Si g est croissante, alors g est a variation bornée, car

> lot) = g(tia)| = > _(g(t:) — g(tia)) = g(t) — g(0)
est indépendant de la partition choisie, donc

supZLq ) — g(ti-1)| = g(t) — g(0) < oo,

- Si g est la différence de deux fonctions croissantes, alors ¢ est a variation bornée.
(La démonstration est similaire & ce qui précede.)

- Si g est continiiment dérivable, alors g est a variation bornée, car

n n t n
dolglts) —g(tica)| = Z/ g'(s)ds| <> sup |g'(s)|(t; — tiz1)
i=1 i=1|/ti—1 i=1 S€[ti—1,t:]
< sup |¢'(s)] D _(t; —ti1) = sup |g'(s)| ¢
s€[0,¢] i=1 s€[0,t]

est indépendant de la partition choisie, donc

SHPZ|9 tio1)] < sup l9'(s)| t < .
sel0,t
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Intégrale de Riemann-Stieltjes
Soit ¢ > 0, f: Ry — R continue et g : R, — R a variation bornée. On définit

[ 1) dgs nlggozf ) (g(1™) - g(£™))),

ot 0=t <t < <t =¢ s e [t M et (157, ...,t™) est une suite de parti-

7 K3

tions de [0, t] telle que lim,, ., maxj<;j<p |tin) —tM ] =0.

Proposition 2.2.2. - Si f est continue et g est continument dérivable, alors

t t
| #)dgls) = [ 5(s)g'(s) ds.
- Si [ et g sont continues et a variation bornée, alors

[ i) = 145 TOF

[ fs)dgts) = 10900~ F0)90) ~ [ gls)dss),

Passons des fonctions déterministes aux processus aléatoires
Soit (Hy, t € RT) un processus a trajectoires continues.
Soit (V;, t € RT) un processus (a trajectoires) a variation bornée.

On définit
([ ) - [ i

Cette intégrale est définie trajectoire par trajectoire (i.e. “w par w”).

Remarque 2.2.3. Sila courbe (V;) est I'évolution du prix d'un actif financier et (H;) est la
stratégie d’investissement sur cet actif, alors f(f H, dV, représente le gain effectué sur l'inter-
valle [0, t]. L’intégrale ci-dessus est donc bien définie et I'on peut se demander pourquoi on
a besoin de parler d’intégrale “stochastique” ?

Il se trouve qu’en mathématiques financieres, les processus d’évolution des prix sont mieux
repésentés par des mouvements browniens (ou des processus plus compliqués encore). Or le
mouvement brownien (standard) a des trajectoires continues mais pas a variation bornée
(voir plus loin). Comment définir alors [j H, dB, ?

Une fausse solution : si on suppose (H;) a variation bornée, alors on pourrait définir

t t
/ H,dB, = H,B, — HyBy — / B, dH..
0 0

Le terme de droite est bien défini, car (H;) est a variation bornée et (B;) est continu. Mais
comment définir alors fg B,dB,?77?
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2.3 Variation quadratique

Variation quadratique du mouvement brownien standard
Soit (B, t € Ry) un mouvement brownien standard (par convenance, on notera parfois
B, = B(t)). Pour ¢t > 0, on définit

Proposition - Définition. Pourt > 0,

lim (B)En) =t ps.

n—oo

et on définit la variation quadratique du mouvement brownien standard (B), comme étant
donnée par cette limite (par convention, on pose également (B)o = 0).
Démonstration. Soient X; = B (21—12) — B (%), 1 <i<2" (tetn fixés).

Les v.a. X; sont i.i.d. ~ N(0,t/2") et (B){" = 52", X2. De plus, on a

on on
n t
E(B)") = YEX}) =3 o =t
i=1 i=1
( ) 2n 271/
Var((B);") = > Var(X7) =) (E(X]) - E(X})?)
i=1 i=1
A t2 t2 t2
= Z<3—n——n> = o1
S\ 4 4 2
En conséquence,
00 (n) 1 00 (n) 1 o] t2
Y P((B)™ —t] >¢e) < = > Var((B);") = = > 5ot < O
n=1 n=1 n=1

Par le lemme de Borel-Cantelli (a) et le critere donné pour la convergence presque sire, on

a donc
(BY" — ¢ ps.

n—oo

Corollaire 2.3.1.

Jin X[ (3) B (52| =0 v
=1

1=

donc le processus (By) n’est pas a variation bornée.
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(i—1)t
277,

Démonstration. Supposons par I'absurde que P(lim, o > |B(25) — B( )| < o0) > 0.

Alors en reprenant la notation de la démonstration précédente, on a

2n 2n
(B); = lim (B);"” = lim ;Xi < (T}H{}O 125 Xz|> (T}LI{}O;|XZ|> .

n—oo n—oo

Vu que le processus (B;) est continu, il est uniformément continu sur [0, ¢], et donc

lim max |X;|=0 p.s.
n—00 1<i<2"

D’un autre coté, on a supposé que

2n
P (7111_%102 | Xi| < oo) > 0.
i=1

De la premiere inégalité, on conclut donc que

ce qui est clairement en contradiction avec le fait que (B); =t p.s., démontré ci-dessus. [

Remarque 2.3.2. Le fait que le processus (B;) n’est pas a variation bornée implique que
ses trajectoires ne sont pas dérivables.

Remarque 2.3.3. En appliquant la proposition 2.1.18 (i), on remarque que le processus
(B — (B), t € R;) est une martingale. Ceci n’est pas un hasard. Cette propriété va méme
nous servir a définir la variation quadratique d’'une martingale continue de carré intégrable.

Théoreme de décomposition de Doob

Soit (X, t € Ry) une sous-martingale continue (par rapport a une filtration (Fy, t € Ry)).
Alors il eziste un unique processus (Ag, t € Ry) croissant, continu et adapté a (Fy, t € Ry)
tel que Ag =0 et (X; — Ay, t € Ry) est une martingale.

Application : définition de la variation quadratique d’une martingale

Soit (M;) une martingale continue de carré intégrable (par rapport a une filtration (F;)).
Alors (M?) est une sous-martingale et donc, d’apres le théoreme ci-dessus, il existe un unique
processus (A;) croissant, continu et adapté & (F;) tel que Ag = 0 et (M? — A;) est une
martingale. On note A; = (M), et on appelle ce processus la variation quadratique de (M,).

Exemple 2.3.4. On a vu que (B); = t. Noter que dans ce cas, la variation quadratique est
un processus déterministe.
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Remarque 2.3.5. - Noter qu’on a toujours par définition : E((M);) = E(M?) — E(M2).

- Du fait que le processus ((M),;) est croissant, c’est un processus a variation bornée (i.e. la
variation quadratique d’une martingale est un processus a variation bornée).

- Si (M,) est une martingale continue a variation bornée, alors M; = M, pour tout ¢t > 0
(i.e. My est constante).

Proposition 2.3.6. Si (M,;) est une martingale continue de carré intégrable, alors on a :

on

() =5 (M () = M (GE) B (), vz,

on
=1

Remarque 2.3.7. - A priori, la convergence n’a lieu qu’en probabilité (alors qu’elle a lieu
presque surement dans le cas ou (M;) est un mouvement brownien standard).

- Bien que la variation quadratique soit une quantité aléatoire, la proposition ci-dessus illustre
le fait qu’elle est une généralisation de la notion de variance pour des processus aléatoires.

Définition 2.3.8. Soient (M;), (N;) deux martingales continues de carré intégrable. On
définit la covariation quadratique de (M,) et (Ny) par

(M,N)y =~ ((M+ N); — (M — N)y).

A~ =

Proposition 2.3.9. (démonstration : cf. exercices)
Le processus (My Ny — (M, N),) est une martingale.

Proposition 2.3.10. Si (M;) et (N;) sont deux martingales continues de carré intégrable,
alors on a :

N = 5 (00 () - M (558)) (N () - N (59 B e ez
=1

Remarque 2.3.11. De la méme maniere que ci-dessus, on voit que la covariation quadra-
tique est en quelque sorte une généralisation de la covariance pour des processus aléatoires.
En particulier, elle est bilinéaire et on a également la proposition suivante.

Proposition 2.3.12. (¢f. proposition 1.5.12)
Soient (M), (Ny) deux martingales continues de carré intégrable indépendantes et soit ¢ € R.
Alors

(M,N); =0 et (cM+ N)y=c*{M);+ (N),.

La premiere égalité vient du fait que si (M;) et (IV;) sont deux martingales indépendantes
de carré intégrable, alors (M; N;) est une martingale (mais la démonstration de ce fait est
plus longue qu’on pourrait imaginer).
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Changement de temps

Définition 2.3.13. On appelle mouvement brownien standard par rapport a une filtration (F;)

un mouvement brownien standard (By) adapté a (Fy) et tel que
(Bi— By) LF, Vt>s>0.

On est maintenant en mesure de donner une version différente du théoreme de Lévy.

Théoréme de Lévy (seconde version)
Soit (M;) une martingale continue de carré intégrable par rapport a une filtration (F;) telle
que

(M), =t ps., ViteR,.

Alors (M) est un mouvement brownien standard par rapport a (F).

Proposition 2.3.14. Soit (M;) une martingale continue de carré intégrable (par rapport
une filtration (F;)) et telle que
tlim (M), = o0 p.s.
Soit T'(s) = inf{t > 0: (M); > s}. On pose
QS = fT(s) et B, = MT(S), S € ]R_,_.

Alors le processus (Bs) est un mouvement brownien standard par rapport a (Gs).

Démonstration. On utilise la version du théoreme de Lévy mentionnée ci-dessus. Par conti-
nuité de I'application s +— T(s) (qui provient de la continuité de t — (M);), le processus
(Bs) est continu. D’autre part, pour sy > s; > 0, on a, par le théoréme d’arrét :

E(BS2 - BS1|g51) - E<MT(82) - MT(81)|-FT(S1)) = 0.

(NB : ici, T'(s2) n’est pas forcément borné (i.e. on n’est pas str que T'(s3)(w) < K, Vw € Q),
mais le théoreme d’arrét s’applique malgré tout). Le processus (B;) est donc une martingale
p.r. a (Fs). Elle est également de carré intégrable et

E(ng - B521 |g51) - E<M%(82) - M’%(sl)|fT(51))

Par définition de la variation quadratique (et en utilisant & nouveau le théoreme d’arrét), on
a

E(MZ (5 — (M) 1so) | Frsy) = Miey — (M) 11,
1.e.
E(B:, — B2 1Gs,) = E((M)1(sp) — (M) 1s)) | Fris) = E(s2 — s1|Frsy)) = s2 — 1.

Donc le processus (B2 — s) est une martingale par rapport a (G,), i.e. (B)s = s p.s., et par
le theoreme de Lévy, (Bs) est un mouvement brownien standard par rapport a (Gs). O
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Corollaire 2.3.15. Toute martingale continue de carré intégrable telle que lim;_ (M), = 0o
p.s. s’écrit My = B((M),), ot (B;) est un mouvement brownien standard.

On voit donc qu'une martingale se comporte généralement comme un mouvement brownien
(en ce qui concerne 'allure des trajectoires). En ce sens, le mouvement brownien est “la”
martingale typique.

Attention! Du corollaire ci-dessus, on pourrait avoir envie de conclure que toute martingale
est un processus gaussien. Ca n’est évidemment pas vrai, car le changement de temps t —
(M), est lui-méme aléatoire (en général), et donc la variable aléatoire B({(M);) n’est pas
nécessairement gaussienne. Il est par contre vrai que si ((M);) est un processus déterministe,
alors (M;) est un processus gaussien.

2.4 Intégrale stochastique (ou intégrale d’Ito)

Soit (By, t € Ry) un mouvement brownien standard par rapport a (Fy, t € Ry).
Soit T' > 0 fixé (# temps d’arrét). Notre but est de construire I'intégrale stochastique

</OtHSdBS, te [O,T])

pour un processus (H;) vérifiant certaines propriétés. Pour cela, on procede en plusieurs
étapes (cf. construction de l'espérance).

Remarque 2.4.1. En mathématiques financieres, T" représente 1’horizon du marché (désormais,
on travaillera toujours a horizon fini, ce qui simplifie les choses), (B;) représente 1’évolution
du prix d'un actif, (H;) la stratégie d’investissement sur cet actif et fé H, dB; la gain réalisé
au temps t avec la stratégie H. De la méme maniere qu’a temps discret, (H;) doit étre
“prévisible” pour qu’il n’y ait pas délit d’initié. Nous allons voir une maniere simple de
traduire cette propriété de prévisibilité a temps continu.

Premiere étape

Définition 2.4.2. Un processus simple prévisible (par rapport a une filtration (F;)) est un
processus (Hy, t € [0,T7]) tel que

Hy = Z Xi 1}%‘71,%’] (t)a te [07 T],
=1

o0 =1ty <t; <...<t,=T formeune partition de [0,T] et X; est une v.a. F;,_,-mesurable
et bornée Vi € {1,...,n}.
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On voit donc que sur lintervalle |t;_1,t;], la valeur du procesus (H;) est déterminée par
I'information F;, |, d’ot le nom de “prévisible” (I'appellation “simple” vient quant & elle du
fait que le processus ne prend qu'un nombre fini de valeurs (aléatoires!)). On pose

T n
(H-B)p = /0 H,dB, =Y Xi(B, — B,,_,).
i=1
Cette définition de l'intégrale stochastique pour des processus simples prévisibles est uni-
voque (mais ¢a demande un petit travail de vérification) et 'intégrale est linéaire en H,
ie.
(cH+K)-B)r=c(H-B)r+ (K- B)r.

Remarque 2.4.3. Cette intégrale représente en quelque sorte I’ “aire sous la courbe t — H,”,
lorsqu’on “mesure” les intervalles |¢;_1,¢;] & 'aide du brownien (By). Ici, il faut faire attention
quand on parle de mesure car 1) la “mesure” de Uintervalle B;, — By, , peut étre négative;
2) cette “mesure” ne vérifie pas non plus axiome (ii) de la définition 1.1.9.

Proposition 2.4.4. On a les égalités suivantes :
T
E((H B)y)=0 ct E((H B)2)=E (/ H? ds) .
0

La seconde égalité ci-dessus est appelée 'isométrie d’Ito.
Remarquer que si H(t) = 1, alors on retrouve 1'égalité E(B%) =T.

Démonstration. En utilisant la linéarité de I’espérance et en introduisant un conditionnement
a l'intérieur de ’espérance, on obtient

I

s
Il
—

E((H-B)r) = ) E(X:(Bi; - Bi_,))

Il
&=

@
Il
—

(E(Xl (Bti - Bti71)|ﬂi71)>

Il

@
Il
-

E ()(z E(BtZ - Bti_l |E;—1)>

E(X:E(B, — Bi,_,)) =0,

I
-

@
I
—

ou on a utilisé le fait que X; est F;, -mesurable et (B, — By, ,)LF;, ,. Pour I'isométrie, on
calcule

n

E((H-B)}) = Y E(XiX;(B,—- B, (B, ~B,.,))

i,j=1
= ZE <X22 (Bti - Bti—1)2> +2 Z E (Xl Xj (Bti B BtFl)(Btj - Btjfl)) :
=1 i,j=i

1<j
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En introduisant a nouveau un conditionnement a l'intérieur des espérances, on obtient

I

N
Il
—_

E((H-B)}) = Y E(E(X? (B, - B )*F.))

+2 E (E(Xl Xj (Bti - Bti—l) (Btj - Btj71)|ftj71>

1

4J=
i<y

s

n

- ﬁ:E (XPE((Bi, = Bi,_,)?) +2 S E (Xi X; (B, = Bi._, ) E(By, - By,_,))
= ZH:E(XiQ) (ti —ti-1) +0,

1=1

car E((By, — By,_,)*) = t; — t;_;. D’autre part, on a

E(/OtHfds) _E (Z:/tt_ Hfds) _E é;xf (t; —ti1)> ,

donc I'isométrie est vérifiée. OJ

Remarque 2.4.5. Pour étre tout a fait exact, 'isométrie d’Ito dit encore que si H et K
sont deux processus simples prévisibles, alors

E((H - B)r (K - B)r) (/ H, K, ds>

La vérification est similiaire a celle effectuée ci-dessus, quoiqu’'un peu plus technique.

Deuxiéme étape
Soit (Hy, t € [0,T]) un processus simple prévisible comme défini ci-dessus et ¢ € [0,7]. On

pose
n

t
(H-B)= [ HdB, = ((H1lgg) B)r = 3 X (Bun = Bu_ini).

=1

A nouveau, cette intégrale est linéaire en H et on a par la proposition précédente :

t
B(H-B)) =0 ot E(H-B) =B 10y B =B ( [ #2100 s) = [ 1205).
De plus, en utilisant la remarque 2.4.5, on peut encore calculer

Cov{(H - B, (K - B)) = B((H - B), (K - B).) = E s dr).
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Remarque 2.4.6. Sit € |ty_1, 1], alors

k—1
(H-B)y =) X;(B;, — Bi,_,) + Xi (B — By, _,).

=1

Proposition 2.4.7. Le processus ((H - B), t € [0,T]) est une martingale continue de carré
intégrable.

Démonstration. Par la remarque ci-dessus et la continuité de (By), le processus ((H - B),)
est clairement continu a l'intérieur des intervalles |tx_1, tx[. Aux points limites, il est aisé de
vérifier que le processus reste continu également. D’autre part, I'isométrie montrée plus haut
dit que ((H-B);) est un processus de carré intégrable, donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

E(I(H - B):|) < E((H - B)}) < o0.

De plus, si on suppose que t € |tx_1, 1], alors

k—1
E((H - B)r|F) = Y E(X; (B, — B, )|F) + E(X (B, — By, )| F)
=1
+ Z E(Xl (Bti - Bti&)’ft)
i=k+1
k—1
= Z Xi (Bti - Bti&) + Xk E<Btk - Btk—1|ft>
=1
+ Z E(XlE(Btz - Btiflyftifl)yft)
i=k+1
k—1
= > Xi(B, = Bi,_,) + X (B = By,_,) + 0= (H - B)y,
=1

par la remarque ci-dessus. Le processus ((H - B);) est donc une martingale car pour t > s,
on a

E((H - B)i| Fs) = E(E((H - B)r|F)|Fs) = E((H - B)r|Fs) = (H - B)s.
D’apres I'inégalité de Doob (b), on a donc :
E ( sup (H-B)f) <4E((H-B)}) =4E (/OTHfds> .

t€[0,T]
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Troisieme étape
On étend maintenant l'intégrale (H - B) par continuité a ’ensemble

Hr = {(Ht, t €[0,7]) : H est adapté, continu a gauche, limité a droite

T
et tel que E </ H? ds) < oo}.
0

Cet ensemble est un espace vectoriel normé et complet (ou espace de Banach), muni de la

norme || - |71 définie par
t
Hlf, =E ([ H2ds).
’ 0

Remarque 2.4.8. Un processus adapté et continu a gauche est I’équivalent a temps continu
d’un processus prévisible a temps discret : la valeur d’un tel processus a l'instant ¢ ne peut
pas différer trop de sa valeur a l'instant ¢ — e, instant ou il est F;_.-mesurable car adapté. Il
existe toutefois une notion plus générale de processus prévisible a temps continu, mais nous
n’entrerons pas dans ces détails dans ce cours.

D’autre part, on entend par “limité a droite” que le processus peut étre discontinu a droite,
mais doit tout de méme avoir une limite depuis la droite (i.e. le “futur”). Cette restriction
est essentiellement technique; elle assure que le processus soit suffisamment régulier.

On a maintenant besoin du lemme suivant.

Lemme 2.4.9. VH € Hry, il existe une suite (H™) de processus simples prévisibles tels que

T
E(/ (HS(")—HS)?ds) ~ 0.
0

n—oo

Conséquence : Du fait que la suite (H™) converge, c’est également une suite de Cauchy :

T
E(/ (H§”>—H§m>)2ds> )
0

n,Mm—00

Et donc, on a

E ( sup (H™ - B), — (H™ . B)t)2> = E ( sup ((H"™ — H™) - B)t)2>

te[0,7) te[0,7]

T
< 41{«:(/ (HS(”)—HS(m))?ds) )
0

42



La suite de processus ((H™ - B)) est donc une suite de Cauchy dans I'espace de Banach M
défini par

My = {(My, t € [0,T]) martingale continue de carré intégrable telle que My = 0}

et muni de la norme || - |72 définie par

(M2, = E ( sp ME) .
te[0,7)

Le fait que My soit complet (i.e. que toute suite de Cauchy dans My converge dans Mr)
implique que la suite ((H™ - B)) converge dans M. Il existe donc un élément (H - B) € My
tel que

E ( sup (H™ - B), — (H.B)t)2> — 0. (3)
te[0,1] e
Nous avons ainsi défini I’application linéaire et continue
HT - MT7
Hw— (H-B).

Remarque 2.4.10. - (3) implique en particulier que pour tout € > 0,

P(sup [(H™ - B),—(H-B)|>¢) — 0,
t€[0,T n—oo

donc la suite ((H™ - B)) converge uniformément sur [0, 7] en probabilité vers (H - B).

- Attention : la construction de I'intégrale stochastique ci-dessus implique qu’elle n’est définie
qu’a un ensemble négligeable pres (cf. définition de 1'espérance conditionnelle). Plus impor-
tant : I'intégrale stochastique n’est pas définie trajectoire par trajectoire, i.e. “w par w” :
pour un w € ) donné, il est impossible de dire ce que vaut (H - B)y(w) si on ne connait
que les trajectoires t — H;(w) et t — By(w); aussi étrange que cela puisse paraitre, il faut
connaitre les processus (H;) et (B;) en entier!

Propriétés de l’intégrale stochastique

- Linéarité : ((cH+ K)-B)y=c(H-B);+ (K- B); ps.

- Espérance nulle et isométrie : E((H - B);) = 0 et Cov((H - B);, (K - B),) = E(f;"* H, K, d,).
- (H - B) est une martingale continue de carré intégrable telle que

T
E<sup (H-B),?) < 4E </ des> .
te[0,T) 0

43



Les propriétés ci-dessus ont déja été vérifiées lors de la seconde étape pour des processus
H simples prévisibles (on vérifie le cas général en utilisant la continuité). Citons encore une
propriété qui n’a pas été mentionnée précedemment et qui est plus délicate a démontrer,
mais tres utile en pratique :

(- By = [ s

ou plus généralement,
t
(H-B),(K-B)), = / H, K, ds.
0

Ainsi, on peut calculer facilement la variation quadratique d’une intégrale stochastique, ou la
covariation quadratique de deux intégrales stochastiques, sans devoir se référer a la définition
de (co)variation quadratique.

Remarque 2.4.11. Soit (H;,t € [0,7T]) € Hr, qu'on suppose de plus a trajectoires conti-

nues. On pose
ZH o Ly o, (1),

i—17

(m) _ (m) _ 4ln

ou (= té <ty C <t =t et lim,, o max <<, |t; s 1| = 0. Alors on a

T
(H(” . T_ZH(n) t(n) _Btﬁf)l) ﬂ (HB)TE/O HSdBS.

n—oo

Mais : 1) La convergence a lieu seulement en probabilité (on peut en fait montrer que si on
exige que la convergence ait lieu presque siirement pour tout processus continu H, alors le
processus B doit étre a variation bornée).

2) On n’a plus le choix du point 35”) c [ti")l,t(")], comme c’était le cas pour I'intégrale
de Riemann-Stieltjes; il faut maintenant choisir systématiquement le point a gauche de
5 () _ )y T,
I'intervalle (s;"” = ¢;7), sinon la limite change.

Illustration de ce dernier point : intégrale de Stratonovich
On pose

T ) n o1
(H o B)T = ; H,odB;, = lim Z § th(i)l + Htin)) (Btz('n) — Bt(n) ),
=1

n—oo i—1

ou la limite est une limite en probabilité. On peut montrer que (cf. exercices) :

(H o B)y = (H - B)r + -

2 <H7B>T
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ou (H - B)r est I'intégrale définie au sens d’Ito et
n

(H,B)r Z i ~ t(n )) (Btgm — Btz@l),

ou la limite est a nouveau une limite en probabilité (NB : si H et B sont des martingales
continues de carré intégrable, alors la définition de (H, B)r ci-dessus coincide avec celle de
covariation quadratique donnée plus haut).

Ainsi, si au lieu de considérer le point a gauche de I'intervalle, on choisit la moyenne entre le
point a gauche et le point a droite, alors la valeur de I'intégrale change. De plus, le processus
((H o B);) n’est pas une martingale. Par contre, on verra que l'intégrale de Stratonovich
présente des avantages du point de vue du calcul différentiel.

Intégrale stochastique par rapport a une martingale
On peut définir fé H,dM, de la méme maniere que fg H, dB; si on suppose que M est une

martingale continue de carré intégrable.

1. Pour (H;) un processus simple donné par Hy = 321 X; 1y, , +,(¢), on pose

(H - Mt_/HdM S X (Mg — My, 1)

=1

et on vérifie que

B((H - M)) =0, E((H-M2) =B ( [ H2a(m),).
Remarquer que le terme ds apparaissant dans l'isométrie pour (H - B); a logiquement été
remplacé par d(M), pour tenir compte de la variation quadratique (M), de la martingale

qui n’est pas forcément égale a s.

D’autre part, on vérifie que le processus ((H - M), t € [0,T]) est également une martingale
continue de carré intégrable.

2. L’extension de l'intégrale a un processus (H;) adapté, continu a gauche, limité a droite et

tel que
T
E (/ H§d<M>S> < o0
0

est identique a celle effectuée pour fot H.dB,.
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Donnons ici la liste des propriétés de (H - M), = fg H,dM, :
Linéarité : ((cH+K)-M)y=c(H-M);+(K-M);et (H-(M+N))y=(H-M);+ (H-N),.
E((H - M),) =0, E((H - M)}) = E(Jy H d{M),).
Cov((H - M), (K - N)y) =E(fy Hy K, d(M, N),).
((H - M)e) = Jo H? d(M),.
(H-M),(K-N)); = [t H,K,d{M, N),.
“Regle” utile & retenir : si X; = [3 H,dM, (i.e. dX; = H,dM,), alors d(X), = H?d{M);.
Noter que si M; = fg K, dB,, alors
X, = /OtHsstBs ot (X); = /OtHfods.

De méme, vu que la proriété de martingale (continue de carré intégrable) est préservée, on
peut encore définir (L - X); = fg L, dX, etc. etc.

Remarque 2.4.12. On a maintenant défini une application linéaire et continue

7:{T XMTHMT7
(H,M)w— (H-M),

ot Hy est I'ensemble des processus (H,;) adaptés, continus a gauche, limités a droite et tels
que E(f] H2 d(M),) < co.
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2.5 Formules d’It6

2.5.1 Formules de base

Jusqu’a présent, on a défini I'intégrale stochastique, mais il nous manque encore des regles
de calcul. La premiere regle de calcul est la suivante.

Théoréme 2.5.1. Soit (B;, t € RT) un mouvement brownien stantard par rapport a (Fy, t €
RT) et f € C*(R) (i.e. f,f" et f” sont des fonctions continues). On suppose de plus que

E (/Ot(f’(Bs))st> <0, V>0, (@)

Alors pour tout t > 0,

F(B) — f(Bo) = / F/(B))dB, + - / F'(B))ds ps. (5)

Remarque 2.5.2. - Vu que (f'(By),t > 0) est un processus continu et adapté a (F;) et que
la condition (4) est vérifiée, [J f'(Bs) dBs est bien définie (et [; f”(Bs) ds 'est également car
I'application s — f”(B;) est continue).

- Le second terme du membre de droite dans (5) (absent dans les regles de calcul différentiel
“classique”) est appelé terme d’It6; il résulte la variation quadratique non-nulle du mouve-
ment brownien.

Démonstration.(idée principale)

n

f(By) = f(Bo) = > _(f(B,w) — f(Btgr_wl)),

i=1 ’
ot 0=t <t < ... <™ = ¢ est une suite de partitions de [0, ¢] telle que

lim max |t — ¢")| = 0.

n—oo 1<i<n

Par un développement de Taylor classique, on a
1
F(y) = f@) = f'(@) (y = @) + 5" (2) (y = 2)" + 7y — ),

") — 0 (on note aussi (k) = o(h?)). Donc

ou limy,_.g
n 1 .
f(B) = f(Bo) = Z (f/(Btw ) By = By ) + 5 f”(Bt@l) (B, = By )+ ))

oo /f dB+2/f” (B): +0,

ce qui permet de conclure, vu que (B)g = s. O
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Remarque 2.5.3. Cette “démonstration” évite un tres grand nombre de détails techniques
concernant la convergence des divers termes. Notamment, il faut choisir les points B, m) (et
i—1

non B,m ou autre chose) pour le développement de Taylor, ce qui n’apparait pas clairement

ci-dessus. Remarquer d’autre part que dans le cas ou f”(x) = 1, on a déja vu que

n t
> 1By — By * 5 (B). = /0 1d(B),.

=1

Exemple 2.5.4. Soit f(z) = x; la formule (5) s’écrit alors
t
Bt—BO:/ 1dB, +0,
0

autrement dit, rien de nouveau (ceci correspond au calcul différentiel classique).

Exemple 2.5.5. Soit f(x) = 2?; on a d’apres (5) :
¢ 1t t
Bf—Bgz/ 2Bsst+§/ 2ds:2/ B.dB, +1,
0 0 0

autrement dit : B2—t = 2 [ B,dB, est une martingale, ce qu’on avait déja montré d'une autre
maniere (noter que la condition (4) est vérifiée car E([3(2B,)?ds) = [5 4sds = 2t> < 00).

Exemple 2.5.6. Soit f(x) =e”: f'(z) = f"(z) = €*, et donc
t 1 gt
eB —1:/ eBSst—i——/ ePs ds.
0 2 Jo

Noter qu’ici aussi la condition (4) est vérifiée, car

t t t et 1
E(/ (eBS)2ds) :/ E(ews)ds:/ e* ds = 5 <o
0

0 0

Si on pose X; = B¢, alors la formule ci-dessus devient :
t 1 st

Xo=1= [ XodB,+ [ X,ds.
0 2 Jo

Autrement dit, on a trouvé une équation (intégrale) pour le processus (X;). Sous forme
difféntielle, celle-ci s’écrit

1
dXt = Xt dBt + §Xt dt et XO = 1

Vu que % n’existe pas, “on ne divise pas par dt”. Noter que la forme différentielle ci-dessus

n’a aucun sens en tant que telle et ne constitue qu’une notation pour la forme intégrale donnée
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plus haut. L’esprit humain cependant a plus de facilité a raisonner avec des différentielles,
c’est pourquoi celle-ci est largement répandue.

Sous une forme ou I'autre, ’équation ci-dessus est notre premier exemple d’équation différen-
tielle stochastique. Il se trouve que c’est aussi un cas particulier de I’équation de Black &
Scholes, largement utilisée en mathématiques financieres pour décrire I’évolution du prix
dun actif (noter que la solution X; = e suit une loi log-normale et est toujours & valeurs
positives).

Voyons maintenant une version légerement plus élaborée de la formule (5).

Théoreme 2.5.7. Soient (B;) un mouvement brownien standard et f € CY?(R, x R) (i.e

IR ) i Y continues) telle que

) 9t Oz Ox2
t(Of 2d
E /0<%(S,Bs)> 5| <oo, Vt>D0.

Alors pour tout t > 0,

t H? f
0 02

of

f(t,Bt)—f(O,Bo):/Ot = (s.B,) ds+/ (s,B,)dB, + = | 21 (s,B)ds ps.

Démonstration. La démonstration reprend le schéma de celle du théoreme 2.5.1 esquissée
ci-dessus. Le développement de Taylor utilisé est :

sy~ 1) = Dm0+ Lm0+ Lo o2+ rw—ty -,

ce qui explique 'apparition du terme supplémentaire dans la formule. U

Remarque 2.5.8. Vu que la fonction ¢ — t est une fonction a variation bornée, il n’y a pas
besoin d’effectuer un développement de la fonction f a l'ordre 2 en t.

Exemple 2.5.9. Soit f(t,z) =22 -1 : % = -1, gi 2, gJ; = 2, donc ‘g{ + %327’; =0et

t
Bf—t:/ 2B, dB,.
0

On retrouve donc la méme formule que ci-dessus.

Exemple 2.5.10. - Soit f(t,z) = em=% . o = _lf of _ 2 _ f, donc a nouveau

af 10%f _
Bt+28x2 0 et



Le processus (Z; = eBt_%) est donc une martingale (appelée la martingale exponentielle
associée au mouvement brownien standard). De plus, il satisfait I’équation différentielle sto-
chastique :

t
Zt—lz/ Z.dB.. ie. dZ, = Z,dB, et Zy=—1.
0

Remarque 2.5.11. On sait que le processus X; = eP* est une sous-martingale. En utilisant
I'une ou l'autre des formules d’Ito ci-dessus, on a vu qu’il y a deux manieres de ’écrire :

t 1 st
Xt:1+/eBSdBS+—/eBSdS
0 2 Jo

ou

t —s
Xt:et/2+/ 'z eBs 4B,
0

Or selon le théoreme de décomposition de Doob, toute sous-martingale X; continue s’écrit
de maniere unique comme M;+ A;, ou M, est une martingale continue et A; est un processus
croissant continu adapté tel que Ay = 0. L’exemple ci-dessus ne contredit-il donc pas le
théoreme ? Non, car le processus fg ¢35 eBs dB; n’est pas une martingale (a cause de la
dépendance en ¢ de I'intégrand).

2.5.2 Processus d’It6 (ou “semi-martingale continue”)

Définition 2.5.12. Un processus d’Ito est un processus (X;) pouvant se décomposer comme
(Xe =M+ V), ot :

(M) est une martingale continue de carré intégrable (p.r. a une filtration (F3)),
(V}) est un processus continu a variation bornée, adapté a (F;) et tel que Vo = 0.

Remarque 2.5.13. Le nom “semi-martingale” vient simplement du fait que le processus
(X;) est composé pour moitié d’une martingale.

Exemple 2.5.14. D’apres le théoreme de décomposition de Doob, toute sous-martingale
(resp. sur-martingale) continue de carré intégrable est un processus d’Itd (car un processus
croissant (resp. décroissant) est a variation bornée).

Exemple 2.5.15. Soit (X;) le processus défini par
t t
Xt:X0+/ HSdBS+/ K, ds.
0 0

ou (H,) est continu adapté et tel que F(fj H2dB,) < oo pour tout t > 0 et (K;) est continu
et adapté. (X;) un processus d’Ito.
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Exemple 2.5.16. Soit f € C?(R) vérifiant la condition (4). Alors (f(B;)) est un processus
d’Tto, car par la formule (5),

F(B) = f(Bo) +/f ) dB, +2/f”

e. (f(By)) est la somme d’une martingale continue de carré intégrable (M, = f(By) +
fo f’(Bs)st) et d’un processus continu & variation bornée (V; = 1 [7 f"(B;)ds) tel que
Vo =0.

Définition 2.5.17. Pourt > 0, la variation quadratique du processus d’Ité (X, = M; + V)

est définie par
(X)e = (M),

et pour deux processus d’Ito (X, = My +V;) et (Y, = N, + Uy), on pose
<X, Y>t — <M, N>t

Remarque 2.5.18. - Remarquer que si (X;) est a variation bornée, alors X; = My + V,
(rappelons ici que si (M;) est une martingale continue & variation bornée, alors M; = M,
pour tout ¢ > 0) et done, (X); = 0 selon la définition ci-dessus. De méme, (X,Y); = 0, quel

que soit (Y;) (ceci vient de 'inégalité de Cauchy-Schwarz : [(X,Y )| < +/(X): (Y)1).
- Si d’autre part (X;) et (Y;) sont indépendants (mais pas forcément a variation bornée),
alors (X,Y), = 0.

Définition 2.5.19. Soit (X, = M, + Vi) un processus d’Ité et (H;) un processus continu,
adapté a (F) et tel que

E(/OtH3d<X)S) EE(/OtH§d<M)S> < 00

t t t
(H-X)tE/ Hsts:/ HSdMS+/ H, dv.,.
0 0 0

On pose

Remarquer qu'une intégrale stochastique par rapport a un processus d’Itod (X;) est la somme
d’une intégrale stochastique “pure” et d’une intégrale de Riemann-Stieltjes.

2.5.3 Retour a l’intégrale de Stratonovich

On peut maintenant définir 'intégrale de Stratonovich de la maniere suivante. Etant donnés
(H;) et (X;) deux processus d'Tto tels que

E (/Ot Hfd(X>s> < 00,
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on pose

t
/HsodBSE(HoB)t:(H-B)t—i—}
0

5 (H, B),.

On a la proposition suivante.

Proposition 2.5.20. Soient (B;) un mouvement brownien standard et f € C3(R) telle que

E </Ot(f’(Bs))2ds> <00 et E (/Ot(f”(Bs))2 ds) < o0

Alors
F(B) — f(By) = /f yodB, ps.

Ceci montre bien le coté “agréable” du calcul de Stratonovich par rapport au calcul d’Ito;
I’absence de terme supplémentaire dans la formule ci-dessus permet en effet d’utiliser des
regles de calcul classiques sans se poser de questions (faire attention toutefois qu’on a besoin
d’hypotheses a priori plus fortes sur f). On a p.ex.

Bi — B§

t
/BsodBS:
0 2

Démonstration. Soit g = f'. Par la définition ci-dessus, on a :
1
/ )odB, = / ) dB.+ 5 (9(B), B
Or par hypotheése g € C2(R) et E(fj(¢'(Bs))?ds) < oo, donc par la formule d’Ito,

(Bt)—gBO+/ ) dB, + - / D ds = M, 1V,

donc
(9(B). B) = (M. By, = [ ¢(B)1d(B, B), = | g(B.)ds.

Autrement dit,

t t 1 gt
| 9ByedB, = [ gB)as,+3 [
0

_ /f )dB, +2/f” )ds = f(B:) — f(Bu).

par 'application inverse de la formule d’It6. Ceci conclut la démonstration. 0
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2.5.4 Formules d’It6 généralisées

Les deux formules qui suivent sont des généralisations des théoremes 2.5.1 et 2.5.7, respec-
tivement.

Théoreme 2.5.21. Soit (M;) une martingale continue de carré intégrable et f € C*(R)
telle que

E (/Ot(f’(Ms))2d<M)s> <0, V0.
Alors
Fa) = fg) = [ Fr) M+ [ FOL)d), ps

Remarquer que seul le terme ds de la formule (5) a été remplacé par le terme d{M), pour
tenir compte de la variation quadratique de la martingale M.

Théoréme 2.5.22. Soient (M,;) martingale continue de carré intégrable, (V;) un processus
continu a variation bornée et f € CH?(R x R) telle que

E(/O (gf(VS,M)>2d<M)S) < oo, Vt>0.

Alors pour tout t > 0,

F(Vi M) — f(Vo My) = /(f%f(v;,M avi+ [P anyan,
t 2
L[ LWy, ps

Remarquer que dans le cas particulier ou f(¢,z) = g(t + ), la formule ci-dessus se récrit

t t
g(Vi+ M) — g(Vo + M) = /0 ¢ (Vs + M) dV, + /0 'V, + M) dM,

1 ft
+ 5 ), §" (Vo + My)d{M), p.s.

ou encore, en posant X, = M; + V, :

o)~ g(Xo) = [ (X)X 45 [ )X, s

Il ne faut cependant pas oublier ici que la premiere intégrale est la somme de deux intégrales
de natures différentes!
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2.5.5 Formule d’intégration par parties (IPP)
Soient (X;), (Y;) deux processus d’'Ito. Alors pour tout ¢t > 0, on a

t t
XY, = XoYo = [ X, dVe+ [ YodX,+ (X, V) ps,
0 0
qu’on écrit encore sous forme différentielle

Ad(X,Y;) = X, dY, + Y, dX, + d(X,Y),.

Démonstration. En utilisant la formule d’Ito généralisée ci-dessus, on trouve
(X +Y)” — (Xo+Yp)? = 2/0t(XS +Y) d(Xs +Ys) + (X +Y),,
(X =Y = (X =Y = 2 [(X, =Y d(X, =¥} + (X = V),
En soustrayant les deux égalités ci-dessous, on obtient
AX, Y, — XoYy) = 4 (/Otxsdm+/()tygdxs) FX Y= (X =Y

Combiné avec la définition de covariation quadratique, ceci donne finalement le résultat. [

Remarque 2.5.23. Si (X;) ou (Y;) est a variation bornée, alors par la remarque 2.5.18,
(X,Y); = 0 et on retrouve la formule d’intégration par parties classique.

Exemple 2.5.24. Soient X; = eP et Y, = e"5. On a vu que dX; = %Xt dt + X, dB;;
d’autre part, on a dY; = —%Y} dt. Posons maintenant 7, = X, Y; = eB=3 . Par la formule
d’intégration par parties, on obtient :
t t
Z,—1 :/ Xdes+/ Y, dX, +0,
0 0
car (X,Y); =0 ((V;) est a variation bornée). On a donc

t 1 t 1 t t
Zt—1:/ XS(—fYS)ds+/ Ys(sz)ds—k/ YSXSdBS:/ Z.dB,,
0 2 0 2 0 0

ie. dZ;, = Z;dB; et Zy = 1, qui est I’équation qu’on avait trouvée plus haut.

Exemple 2.5.25. Soient X; = fg H,dB; et Y, = f(f K,dB;. On a

t t
Xth:/(HSYS+KSXS)dBS+/ H, K, ds.
0 0
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2.6 Equations différentielles stochastiques (EDS)

2.6.1 Equations homogenes en temps

Bt (aussi appelé “mouvement brownien géométrique”) est solution de

On a vu que X; = e
I’équation
1 ot t
Xt—1:—/ Xsds+/ X, dB,,
2 Jo 0

qu’on écrit encore sous forme différentielle :

1
dXt = §Xt dt + Xt dBt et XO = 1.

o2
De la méme facon, on peut voir que X; = e~ T8 (avec p € R et ¢ > 0 fixés) est
solution de
dXt = /,LXt dt =+ O'Xt dBt et XO = 1 (6)

Cette équation est appelée I’équation de Black & Scholes ; i est appelé le coefficient de dérive
(il traduit la tendance générale du processus) et o le coefficient de diffusion (il traduit la
variabilité ou encore la “volatilité” du processus). Cette équation, ou des généralisations de
celle-ci, sont couramment utilisées en mathématiques financieres pour décrire I’évolution des
prix des actifs.

De maniére plus générale, on considére le probleme suivant. Etant donnés (B;) un mouvement
brownien standard, zo € R et f,g: R — R, existe-t-il un processus (X;) qui vérifie

dXt = f(Xt) dt + g(Xt) dBt et XO = CL‘O?

(dans I'exemple précédent, f(x) = px et g(x) = ox). Pour répondre & cette question, on a
besoin de la définition suivante.

Définition 2.6.1. Une fonction f : R — R est dite (globalement) lipschitzienne s’il existe
K >0 tel que
|f(y) = f(2)| < Ky — ], Vz,y € R.

Remarque 2.6.2. - Si f est lipschitzienne, alors f est uniformément continue (et donc
continue) sur R.
- Si f est continument dérivable et f’ est bornée, alors f est lipschitzienne. En effet :

|fly) — f(z)] =

/Iy f'(2)dz

<sup|f'(z)] |y — =|.
z€R
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Théoréme 2.6.3. Soient (B, t € Ry) un mouvement brownien standard (p.r. a une fil-
tration (F, t € Ry)), zg € R et f,g lipschitziennes. Alors il existe un unique processus
(X, t € Ry) continu et adapté a (Fy, t € Ry) tel que

t t
Xt:xo—i—/ f(Xs)ds+/ g(X,)dB, ps., VieR,. (7)
0 0

De plus, E(supy<,<p X7) < 00 pour tout T > 0.

Remarque 2.6.4. - La solution (X;) de I’équation ci-dessus est également appelée une
solution forte de ’équation (par opposition au concept de solution faible présenté au para-
graphe 2.6.4).

- On appelle f(X;) le terme de dérive de I'équation et g(X;) le terme de diffusion.

Démonstration.(idée principale)

On définit

Xr = {(Xt, t €10,7)) continu et adapté a (F;) tel que E( sup X7) < oo} .

0<t<T

Noter que I'espace vectoriel X7 muni de la norme || X |7, = E(supg<, <7 X7) est complet. Pour
trouver le processus X € Xp solution de (7), on utilise la méthode classique dite “méthode
d’itération de Picard”, i.e. on définit une suite de processus (X ™) de maniére récursive :

t t
X0 =0, X" = ao+ [ X ds+ [ (X)) .

11 se trouve que la suite (X (”)) est une suite de Cauchy dans X7, donc elle converge car X
est complet, et on montre que la limite de la suite est solution de (7). De plus, on montre
que si (X;) et (Y;) sont des solutions de (7), alors X; = Y; p.s. pour tout t € R.

Pour chaque étape, on a recours a I'estimation centrale suivante (qui se démontre en utilisant
notamment I'inégalité de Doob (b) et I'isométrie d’It6) ; si on pose

o0y =ao+ [ F(¥)ds+ [ g(vi)aB,
alors

e ( s (0 - 0200°) < KB ([ 00— 27 0s).

0<t<T
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Remarque 2.6.5. Il est important de voir que le schéma d’itération de Picard ci-dessus,
méme s'il est explicite, se rapproche tres lentement de la solution (X;). Il est donc fortement
déconseillé de 'appliquer pour trouver une approximation numérique de la solution (pour
un schéma numérique efficace, se référer a la section 2.10).

Proposition 2.6.6. Le processus (X;) solution de l’équation (7) est un processus d’Ito.

Démonstration. On peut décomposer la solution comme X; = M; 4+ V;, ou
t t
M, = 20+ / g(X,)dB, et V,= / F(X,) ds.
0 0

Du fait que X € X et que g est lipscihtzienne, 'intégrale stochastique fot 9(Xs) dBjs est bien
d’efinie et (M;) est une martingale continue de carré intégrable. D’autre part, du fait que
t — (X;) et f sont des fonctions continues, le processus (V;) est continument dérivable, donc
continu et a variation bornée. Le processus (X;) est donc un processus d’Ito . O

Exemple 2.6.7. L’équation de Black & Scholes
dXt = /JXt dt + UXt dBt et XQ = T,

avec i € R et 0,29 > 0 fixés, est un exemple d’équation admettant une unique solution
(Xy), car f(x) = px et g(x) = ox sont linéaires, donc lipschitziennes (pour la méthode de
résolution, voir exercices).

Exemple 2.6.8. Soit a,xy € R et 0 > 0 fixés. On considere 'EDS
dX; = —aX,dt +o0dB; et X,=xp. (8)

Les fonctions f(z) = —ax et g(z) = o sont lipschitziennes, donc il existe un unique processus
(X;) solution de I’équation ci-dessus. Ce processus est appelé le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Proposition 2.6.9. La solution de I’EDS (8) est donnée par

t
X, =e % +/ e (t=9) 4B,.
0

Démonstration. Plutot que de vérifier que le processus ci-dessus est magiquement solution
de (8) (noter que ceci a déja été fait aux exercices!), on présente ici la méthode de résolution
de I’équation, qui est une adaptation de la méthode dite de “variation de la constante” au
cas stochastique. Soit (®;) le processus (déterministe) solution de 1’équation différentielle
ordinaire (et homogene) :

dd; = —ad;dt et Py =1.
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Il est connu que ®; = e %. Ecrivons maintenant X; = ®,Y;. On a alors par la formule
d’intégration par parties :

car le processus (®;) est a variation bornée. D’'un autre c6té, on a
dXt = —CLXt dt +o0o dBt

En identifiant les deux équations (et en se rappelant que X; = ®;Y;), on trouve 'EDS
suivante pour (Y;) :

O,dY, = 0dB, ie. dY,= (% dB, (et Yp= ).
t

donc . .
n:n+/ idBS:onra/ ¢ dB,,
o O, 0

Ceci implique finalement que

t
X, =e Yy, + a/ e (=) 4B,.
0

Remarquer encore que si g = 0 et a > 0, alors

) ) 1— 6—2at 0.2
E(X;) =0 e EX/)=0"—7—"— — —
(X) ="t o T
i.e. le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (avec a > 0) est un processus qui ne grandit pas
indéfiniment (comme c’est le cas pour le mouvement brownien), mais se stabilise autour de
. , 2
la valeur 0 avec une variance donnée ().

Exemple 2.6.10. Considérons I'EDS
dX; =sin(X;) dt + cos(X;)dB; et Xy =0.

Ici, f(x) = sin(x) et g(x) = cos(x) sont lipschitziennes (car f’ et ¢’ sont bornées), donc il
existe une unique solution a I’équation, mais quelle est-elle ? Il se trouve que méme si la for-
mulation de I’équation est assez simple, il n’existe pas de méthode de résolution analytique!
On voit donc 'intérét de simuler numériquement la solution d’une telle équation. Noter que
d’autre part, il existe des méthodes analytiques pour estimer le comportement asymptotique
de la solution.

o8



Exemple 2.6.11. Soit a > 0. On considere 'EDS

dX, = ~ dt +dB, et Xy—=1.
X

La fonction f(z) = % n’est pas lipschitzienne en 0 (f'(0) = —o0). Toutefois, il existe une
unique solution (forte) a I’équation (appelée processus de Bessel). La raison intuitive pour
lagelle ceci est vérifié est que sitot que le processus X; se rapproche de 0 (I’endroit ou f(z)
n’est pas lipschitzienne), il est fortement repoussé vers le haut par le terme de dérive X
(noter toutefois que si a est petit, des choses étranges commencent a se produire).

Exemple 2.6.12. Soit a € R. On considere 'EDS
dXt = CLXt dt + Xt dBt et Xo =0.

La fonction g(z) = y/x n’est pas lipschitzienne en 0 (¢'(0) = oo) et il n’existe pas de solution
forte, mais une solution dite “faible” (voir paragraphe 2.6.4), appelée processus de Feller.

Exemple 2.6.13. Considérons 'EDS
dXt = Sgn(Xt) dBt et X[) =0.

La fonction

+1 si x>0,
g(x) = sgn(x) = 0 si z=0,
-1 si z<0,

est discontinue en 0 et donc n’est pas lipschitzienne. L’équation n’admet pas de solution
forte, mais seulement une solution faible (a nouveau, voir paragraphe 2.6.4).

2.6.2 Equations inhomogeénes en temps

On considére le probleme suivant. Etant donnés (B;) un mouvement brownien standard,
zog € Ret f,g: Ry xR — R, existe-t-il un processus (X;) qui vérifie

dXt = f(t, Xt) dt + g(t, Xt) dBt et XO = ZL'()?
Pour répondre a cette question, on a besoin de la définition suivante.

Définition 2.6.14. Une fonction f : Ry x R — R est dite lipschitzienne en x s’il existe une
constante K > 0 telle que

f(ty) = ft, o) < Kly—=|, VteR, z,ycR

Théoréme 2.6.15. Si f,g : Ry x R — R sont continues (conjointement en t et en x) et
lipschitziennes en x, alors il existe un unique processsus (X;) solution de l’équation

t t
X =z +/ f(s, Xs)ds +/ g(s,Xs)dBs p.s., VteR,.
0 0

A nouveau, le processus (X;) est appelé une solution forte de ’équation (et c¢’est un processus
d’Tto).
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2.6.3 Equations linéaires

Soient zp € R et a,0 : R, — R continues et bornées. On appelle linéaire une EDS de la
forme

dXt = a(t) Xt dt + O'(t) dBt et Xo = Xy. (9)

Remarque 2.6.16. On pourrait avoir envie plutot d’appeler “équation linéaire” une équation
du type
dXt = Cl(t) Xt dt + O'(t) Xt dBt et X() = X,

qui constitue une généralisation de I’équation de Black & Scholes (6). Il se trouve que le fait
de “multiplier” X, et dB; dans le terme de droite implique que la solution de léquation n’est
pas un processus gaussien et qu’on préfere appeler linéaire une équation dont la solution est
un processus gaussien (mais ceci est arbitraire).

Définition 2.6.17. Soit (9, t € R,) la solution de l’équation différentielle ordinaire

d@t = a(t) ¢t dt et (PO =1.

t
Remarquer que ®; = exp </ a(s) ds).
0

Proposition 2.6.18. L’équation (9) admet une unique solution forte (X;) donnée par

x
Xt:@txo+/ oro(s)dB, teR..
0 Ps

Démonstration. 11 est clair que f(t,x) = a(t)z et g(t,z) = o(t) sont continues en (¢, z) et
lipschitziennes en z, donc ’équation (9) admet une uniqge solution. La méthode de résolution
est du méme type que celle utilisée pour ’équation (8). On écrit tout d’abord X, = ®,Y;,
d’ou on déduit que

De la, on tire que

g

©)
B
@S d Sy

t
O, dY, = o(t)dB;, ie. Y; = +/
0

et donc
t P,
Xy =®x0+ | —o(s)dBs.
0o O,
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Exemple 2.6.19. (pont brownien; cf. exercices) Considérons 'EDS

X
X, =+ ttdt+dBt, 0<t<1l, et X,=0.

Ici, la fonction a(f) = —15; n’est pas continue en ¢ = 1, mais 'équation ci-dessus admet

tout de méme une unique solution forte jusqu'en ¢ = 1. Noter que X; = 0 p.s. et que
E(X?) =t(1—1).

2.6.4 Solution faible

Soient g € Ret f,g: R — R. On considere 'EDS

dXt = f(Xt) dt ‘I— Q(Xt) dBt et XO = X29- (10)
On donne la définition suivante, qui peut paraitre étrange au premier abord.

Définition 2.6.20. Une solution faible de I’équation (10) est un processus continu (X;) tel

que les processus (M) et (N;) définis respectivement par
t t
Mt:Xt—XO—/ F(X)ds et Nt:ME—/ 9(X)? ds
0 0

sont des martingales.

Remarque 2.6.21. Le mouvement brownien standard (B;) a disparu de la définition de
solution faible! Ainsi, une solution faible d’'une EDS est une solution en loi, mais plus du
tout une solution “trajectorielle” de I'équation (10).

La justification de cette définition est donnée ci-dessous.

Proposition 2.6.22. Supposons f, g continues, g bornée et supposons encore que I’équation
(10) admette une solution forte (X;). Alors (X;) est une solution faible de (10).

Démonstration. Vu que g est bornée, il est clair que

M, = X, — Xo — /Otf(Xs)ds - /Otg(Bs)st

est une martingale continue de carré intégrable. De plus, la variation quadratique de (M;)
est donnée par (M), = [+ g(X,)%ds, donc le processus (N;) défini par
t

N, = M? —/0 9(X,)? ds (11)

est également une martingale. U
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Remarque 2.6.23. - Une EDS peut admettre une solution faible, mais pas de solution
forte ; il existe donc plus souvent une solution faible qu’une solution forte.

- La question de I'unicité de la solution faible est par contre plus délicate ; il faut préciser ce
qu’on entend par “unique”.

Exemple 2.6.24. La solution faible de 'EDS
dX; =aX;dt +/X¢dB; et Xo=0
est un processus continu (X;) tel que les processus (M;) et (N;) définis par
M, :Xt—a/Othds ot N, :Mf—/Othds
sont des martingales.
Exemple 2.6.25. La solution faible de I'EDS
dX; =sgn(X;)dB; et Xo=0.
est un processus continu (X;) tel que
(X, —0=X,) et (X?— /Ot lds = X? —t) sont des martingales.
Par le théoreme de Lévy, la solution faible de 1’équation ci-dessus est donc un mouvement

brownien standard! (mais qui n’est pas le mouvement brownien standard (B;); on ne peut
pas remplacer X; par B; dans 'équation ci-dessus...)

2.6.5 Martingale exponentielle

Définition 2.6.26. Soit M une martingale continue de carré intégrable telle que My =0 et
(M) < Kt pour tout t € Ry. On définit la martingale exponentielle Y associée a M par

M
Yt:exp<Mt—<2>t>, teRy.

Remarque 2.6.27. Noter que la condition (M), < Kt n'impose pas forcément que la
variation quadratique ({M);) soit un processus déterministe.

Proposition 2.6.28. Le processus (Y;) défini ci-dessus satisfait I’EDS
t
Y, = 1+/ Y,dM, (ie. dY,=Y,dM, et Yo=1),
0
et (Y;) est donc une martingale.
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Démonstration. (idée principale)
Remarquer que

. t
Y= f((M)y, M), ou f(t,z)=exp(z— 5)
et % = —% , % = % = f. En appliquant le théoréeme 2.5.22 (et en passant a dessein sous

silence la condition d’intégrablité énoncée dans le théoreme en question!), on trouve donc :

t 1 t 1 ft t
Yo=Yy = (=5 dM),+ [ Yean,+ o [ Yodon), = [ v,an,
0 2 0 2 Jo 0
O

Remarque 2.6.29. La condition (M), < Kt, méme si elle n’est pas utilisée explicitement
ci-dessus, a toute son importance (elle permet de justifier I'utilisation de la formule d’1t6).
Noter qu’il est possible de montrer que le processus (Y;) est une martingale sous une condition
plus faible encore.

2.7 Théoréme de Girsanov

Comme vu précedemment, la solution de I’équation
dXt = f(t, Xt) dt + g(t, Xt) dBt et X() = Ty,

n’est en général pas une martingale (sous la probabﬂitéNIP’). La question que l'on se pose ici
est de savoir sl existe une autre mesure de probabilité P sous laquelle le processus (X;) soit
une martingale.

L’application en mathématiques financieres est la suivante : pour évaluer le prix d’une option
sur un actif, on a besoin de la propriété de martingale. Pourtant, le prix d'un actif donné
n’est en général pas une martingale, mais affiche une tendance a la hausse ou a la baisse.
C’est pourquoi on désire définir une nouvelle probabilité sous laquelle celui-ci soit une mar-
tingale, de maniere a pouvoir effectuer des calculs.

Premiere étape : définition du changement de probabilité

Soit (M;) une martingale par rapport a (F;), continue, de carré intégrable telle que My =0
et (M) < Kt pour tout t € Ry. On pose (Y;) la martingale exponentielle associée a (M;)
(voir paragraphe 2.6.5). On rappelle ici que Y; > 0 pour tout t € R.

On se place a horizon fini "> 0 (ce qui simplifie considérablement les choses) et on définit

Pr(A)=E(1,Yy), AcF.
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Le triplet (€2, F, IP’T) forme un nouvel espace de probabilité. En effet :

]P)T(A) >0, VA € F, car Yp > 0,

Pr(Q2) = E(Yr) =E(Yy) =1, car (Y;) est une martingale,
et Pr(Uii,An) = E(X00) 1a, Yr) = 205, Pr(An),

si (Ap)52, est une famille disjointe d’événements dans F.

On montre d’autre part que si X est une v.a. telle que E(|X Yr|) < oo, alors
Er(X) = E(X Yr).
Finalement, noter que P(A) = 0 si et seulement si Pr(A) = 0 (on dit que les deux mesures

de probabilité P et Py sont “équivalentes”).

Deuxieme étape : martingales sous P et martingales sous Pr

Lemme 2.7.1. Si Z est Fy-mesurable et telle que B(|Z Yr|) < oo, alors Er(Z) =E(ZY,).

Démonstration. Du fait que (Y;) est une martingale et que Z est F;-mesurable, on a
fr(Z) = B(Z Vy) = B(ZY)).
O

Lemme 2.7.2. Le processus (X;) est une martingale sous Py ssi (X.Y;) est une martingale
sous P.

Démonstration. On montre seulement que si (X;Y;) est une martingale sous IP, alors (X;) est
une martingale sous P (pour la réciproque, voir exercices). Supposons donc que (X;Y;) est
une martingale sous P, i.e.

(i) Vvte|0,T], X:Y;est Fy —mesurable et E|X,Y;| < oo,
(i) V0<s<t<T, E(XY:Z)=E(XY;Z), VYZ Fsmesurable et bornée.

De la, on déduit que

(i) Pour tout ¢t € [0,T7], X; = X{/—Tt est Fr-mesurable et Er(|Xy|) = E(|X,|Yr) = E(|X,|Y;) <
0.

(i) Soit 0 < s <t < T et Z Fs-mesurable et bornée. Par le lemme 2.7.1 et la condition (ii)
ci-dessus, on a

Er(X,Z) = E(X,2Y;) = BE(X,ZY,) = Ep(X,Z)
ie. I@T(Xt\}"s) = X, i.e. (X;) est une martingale sous Pr. O
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Théoréme 2.7.3. (Girsanov)
Soit (Z;) est une martingale continue de carré intégrable sous P. Alors (Z, — (M, Z),) est
une martingale sous Pr.

Démonstration. (idée principale)
Posons Ay = (M, Z);. Pour montrer que (Z; — A;) est une martingale sous P, il suffit de
montrer par le lemme 2.7.2 que ((Z; — A;)Y;) est une martingale sous P. Par la formule
d’intégration par parties, on a :

t t t
(Zt—At)Yt—(Zo—O)Yo:/<Zs—As)dYs+/ stzs—/ YodA+ (7 — A Y,
0 0 0

Du fait que Y et Z sont des martingales sous P, les deux premiers termes f(f (Zs — Ag) dYs
et f(f Y, dZ, sont également des martingales sous P. On aura donc montré le résultat si on
montre que les deux derniers termes s’annulent, i.e.

t
—/ Y, dA, +(Z — A,Y); = 0. (12)
0

Or dY; = Y,dM,, donc dM; = Yit dY; (noter que Y; > 0) et
1

t
Ceci implique que

[vean = [faw.z), = (v 2).

De Pautre coté, on sait que (Z — A, Y), = (Z,Y);, car A est a variation bornée. L’équation
(12) est donc bien vérifiée et le théoreme est démontré. O

Troisieme étape : application aux EDS

A) Soient (B;) un mouvement brownien standard, zo € R et f: Ry X R — R une fonction
continue, lipschitzienne en z et bornée (i.e. |f(¢,z)| < Ky pour tous ¢,z). On considere (X;)
la solution de I’équation

dXt = f(t, Xt) dt + dBt et X() = 2.

Sous quelle mesure de probabilité Py le processus (X, t € [0,7]) est-il une martingale ?

Soit M; = — [{ f(s, X,)dBs; (M,) est une martingale continue de carré intégrable (sous P)
et on vérifie que

(MY, = /Otf(s,Xsf ds < K2t

65



Soit (Y;) la martingale exponentielle associée & (M;) et Py la probabilité définie par Pp(A) =
E(14Y7).

Proposition 2.7.4. (i) (X,) est une martingale sous Pr. .
(i1) (X;) est méme un mouvement brownien standard sous Pr !

Démonstration. (i) Du fait que (B;) est une martingale sous P, le théoreme de Girsanov dit
que (B; — (M, B);) est une martingale sous Pz. Or

t
B, = (M,B) = B, + [ f(s.X,)ds = X, = Xy,

donc le premier point est vérifié.
(ii) D’autre part, on a par définition :

car X est un processus d’Ito dont la partie martingale est égale a B. Or on peut montrer
que la variation quadratique de X est la méme sous P et sous P, donc par le théoreme de
Lévy, X est un mouvement brownien standard sous Py (remarquer que X est a trajcetoires
continues). O

B) Soient (B:;) un mouvement brownien standard, o € R et f,g : Ry x R — R deux
fonctions continues, lipschitziennes en x et telles que |f(¢,z)| < K et |g(t,x)| > K5 pour
tous ¢, z. On consideére (X;) la solution de I’équation

dXt = f(t, Xt) dt + g(t, Xt) dBt et X() = 2.

Remarque 2.7.5. L'hypothese |g(t,x)| > K> ci-dessus assure que le processus X est “non-
dégénéré”, autrement dit qu’il a ’allure d’'un mouvement brownien et pas celle d’une fonction
a variation bornée (ce qui serait le cas si g(t,z) = 0 p.ex.). Sans cette hypothese, il n’est
plus possible de transformer le processus X en martingale en changeant la probabilité de
référence.

Soit M; = — g% dB;. On vérifie que (M); < %t et on pose (Y;) la martingale expo-

nentielle associée & (M,) et P, la probabilité définie par Pr(A) = E(14 Y7).

Proposition 2.7.6. (i) (X;) est une martingale sous Py et (i) (X) = [ g(s, X,)? ds.
Démonstration. (i) Soit Cy = [3 g(s, Xs) dBy; (C;) est une martingale sous P, donc
t t
Co— (M, Chi = [ gls, X)dB, + [ f(s,X,)ds = X, Xo
0 0

66



est une martingale sous I@T.
(ii) A nouveau, I’égalité découle de la définition de variation quadratique. [l

En général, le processus (X;) n’est donc pas un mouvement brownien standard sous Pr. Mais
peut-on exhiber un proceessus qui soit un mouvement brownien standard sous Py ? C’est le

cas en effet : soit B, = B, + I ch(j))g ds.

Proposition 2.7.7. (i) (B,) est une martingale sous P,
(i) (B); = t, donc (By) est un mouvement brownien standard sous Py

Démonstration. (i) Du fait que (B;) est une martingale sous P,

B N Lf(s, X)L
B, (M,B>t—Bt+Og<SX)d = B,

est une martingale sous I@’t.
(ii) clair (on utilise & nouveau le théoréeme de Lévy). O

Remarque importante : de la définition de (B;), il découle que
dXt = g(t, Xt) dBt

Ceci montre d’une autre maniere que le processus (X;) est une martingale sous Py.

Exemple 2.7.8. (modele de Black & Scholes)
Soient € R, 0,9 > 0 fixés. On considere 'EDS

dXt = IuXt dt + UXt dBt et XO = Xy.

La fonction g(z) = ox ne satisfait pas '’hypothese de non-dégénérescence mentionnée plus
haut (car g(0) = 0), cependant, si on définit

me
0 0Xg

Mt == N’ Bt7

alors on voit que (M;) est une martingale sous P et que (M), = g‘—z t. Soit (Y;) la martingale
associée & (M,) et Pr(A) = E(14Y7).

Par le théoreme de Girsanov, le processus (X;) est une martingale sous Pr. D’autre part, le

processus (B;) défini par

Bt:Bt+ﬁt
o

est un mouvement brownien standard sous Py et dX, = ¢ X, dB,.
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Application : formule de Black & Scholes

Définition 2.7.9. Une option d’achat européenne est le droit d’acheter un actif (X;) a un
temps T futur au prix K fixé a 'avance.

Au temps T (aussi appelé la “maturité” de 'option), la valeur de 'option est donc donnée
par
Zr = (X7 — K)*.

Supposons maintenant que actif (X;) soit décrit par le modele de Black & Scholes de
I'exemple 2.7.8 (avec p € R, o > 0 fixés) :

dXt = /LXt dt + O'Xt dBt et XO = Xqg > 0

et soit (F;) la filtration a laquelle X est adapté. Sous cette hypothese, on peut montrer qu'’il
existe zg € Ry et une stratégie d’investissement H sur le processus X (continue et adaptée
a (F)) tels que

T
Zy = zo—i—/ H,dX,.
0
(Ceci est une conséquence du “théoréme de représentation des martingales”.)

Question : A quel prix une banque doit-elle vendre 'option d’achat Z; au temps initial
t = 0 de maniere a étre sure de pouvoir payer Zp au temps 1" 7

Réponse : Etant donné ce qui précede, elle doit vendre 'option au prix zg. Mais comment
calculer ce prix ?

Calcul de z : 3
a) On a vu que (X;) est une martingale sous la probabilité Pr définie dans 'exemple 2.7.8.
Donc le processus (M;) défini par

M, = /OtHSdXS telo,T),
est également une martingale sous Py, d’ott on tire que
20 = Er(Zr) = Er((Xr — K)*)
b) On sait d’autre part que (cf. exemple 2.7.8)
dX, = X,;dB; ie. Xp=mzye'Br=%7T,
ce qui nous mene a la formule de Black & Scholes :

20 = Er((wo e %7 — K)7) = [ (wo e FT — K)* frly) dy,

ou fr est la densité de la loi N'(0,7T). Remarquer que de maniére surprenante, le coefficient
de dérive p n’entre pas en compte dans le calcul du prix zg!
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2.8 Liens EDS «— EDP

Le but de cette section est de montrer qu’on peut représenter les solutions d’équations aux
dérivées partielles (EDP) classiques a I’aide de processus aléatoires.

Attention! Les théoremes d’analyse cités ci-dessous sont légerement inexacts et donc par-
semés de guillemets : voir la remarque 2.8.1, qui s’applique également aux résultats cités
apres.

2.8.1 Lien mouvement brownien < équation(s) de la chaleur

A) Soit (B, t € R, ) un mouvement brownien standard. On définit (B7, t € R,), le mouve-
ment brownien partant au temps ¢t = 0 du point x € R par

Bf = Bi+z, teR..

Résultat d’analyse (équation de la chaleur progressive)
Soient T' > 0 et ug € C(R). Il existe alors une “unique” fonction u € CH?(R, x R) qui vérifie

ou 1 0%u
a(tax) - 5 @(t,‘f), V(tal‘) S R-‘r X Ra

(13)
“w(0,z) = up(z)", Vo e R.

Remarque 2.8.1. - La solution de I’équation de la chaleur (13) n’est en réalité pas unique.
Toutefois, si on impose une (tres) faible condition supplémentaire sur la solution wu, alors u
est unique.

- Si ug n’est pas C2, alors la solution en ¢t = 0 ne peut étre C2 en z. Pour étre tout a fait
exact, on devrait remplacer la condition u(0, z) = ug(x) par

ltllt(r)l u(t, z) = up(x).

Lemme 2.8.2. Soit u la solution de l’équation (13). Pour tout (T,z) € Ry x R fizé, le
processus (u(T —t, BY), t € [0,T]) est une martingale.

Démonstration. Par la formule d’It6 (et le fait que dB? = dB;, d(B*)s = ds), on a

t Ou t Ou 1 rto%u

_ [ D r_s B /—T— BryaB + = [ C4NT — s BYY (BT,
| =5 T = s B ds+ [ SHT —s. B dB: + 5 [ 55T — s, B d(BY)
t( Ou 1 0%u t Ou

- s By - S s B M _ s, B")dB
A( at( Sy 8)+28x2( S, s)) d8+/0 ax< Sy s)d s
t ou

= — (T — s, BY)dB,
oax( s, B;) dBs,
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car u satisfait I’équation (13) (on oublie ici de vérifier la condition technique permettant d’ap-
pliquer la formule d’It6!). Le processus (u(T' —t, BY), t € [0,T]) est “donc” une martingale.
O

Proposition 2.8.3. Soit u la solution de l’équation (13). Pour tout (T,z) € Ry xR, on a
uw(T,z) = E(uo(B7)). (14)

Démonstration. Par le lemme précédent et la condition initiale dans (13), on trouve que
u(T, x) = E(u(T, By)) = E(u(0, Br)) = E(uo(Bf))-
O

Remarque 2.8.4. - Le résultat ci-dessus nous donne donc une représentation probabiliste
de la solution de ’équation de la chaleur (13). Noter qu'on peut le reformuler de maniere
plus “classique”

u(Tyw) = [ woy) frly = 2)dy.

ou fr est la densité de la loi N(0,T). La fonction Kr(z,y) = fr(y—x) est également appelée
“noyau de Green de 1’équation de la chaleur” en analyse.

- Remarquer qu’il est possible de montrer dans I'autre sens (mais c’est beaucoup plus long)
que la fonction u définie par (14) est solution de I’équation (13).

B) Soit (B, t € R,) un mouvement brownien standard. On définit (B;>"°, t € [ty,00[) le
mouvement brownien partant au temps ty > 0 du point g € R par

B{"™ = B, — By, +x0, t>t.

Résultat d’analyse (équation de la chaleur rétrograde)
Soient T' > 0 et h € C(R). Il existe alors une “unique” fonction u € C?([0,T] x R) qui
vérifie 5 2
U 1
t t 0, V(t 0,7 xR
8t( x)—|—282( x)=0, VY(t,x) €[0,T] xR, )

‘w(T,z) = h(zx)", Vo € R.
Lemme 2.8.5. Soit u la solution de l’équation (15). Pour tout (to,zo) € [0,T] X R fizé, le
processus (u(t, B;*™), t € [to, T]) est une martingale.

Démonstration. Par la formule d’Ito (utilisée sur 'intervalle de temps [to, t]) on a

(t Btoch)_u(tO $0) — /t au( Btozo)d + b ou ( Btoxo>dBtox0_|_ t0%u ( Btoxo)d
’ to Ot to OT 2 Jio Ox?
tou -
= Jwar® B} dBs,
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car u satisfait I’équation (15). Le processus (u(t, Bi>™), t € [to, T]) est “donc” une martin-
gale. O

Proposition 2.8.6. Soit u la solution de l’équation (15). Pour tout (to,x¢) € [0,T] xR, on
a

u(to, o) = E(h(BF™)).

Démonstration. Par le lemme précédent et la condition terminale dans (15), on trouve que

u(to, zo) = E(ulte, By™)) = E(u(T, B{*™)) = E(h(BE™)).

2.8.2 Lien EDS < EDP paraboliques (formule de Feynman-Kac)

Soient ty € Ry, xg € R, (B, t € Ry) un mouvement brownien standard et f,g: Ry xR — R
deux fonctions conjointement continues en (¢, z) et lipschitziennes en z. On pose (X oot e
[to, 00| ) la solution de 'EDS

dXt = f(t, Xt> dt -+ g(t, Xt) dBt et th = 29. (16)
On suppose de plus qu’il existe une constante K > 0 telle que
lg(t,x)] > K, V(t,z) € Ry xR.

Cette derniere hypothese est I'hypothese de “diffusion non-dégénérée” effectuée a la section
2.7.

Résultat d’analyse (EDP parabolique)
Soient h € C(R) et T" > 0. Etant donné les hypotheses effectuées ci-dessus sur f et g, il
existe une “unique” fonction u € C12?([0,T] x R) qui vérifie

) o | 02
a—";(t,z) + f(t,x) a—z(t, )+ 5 g3 (t. ) @—;;(t, 2) =0, V(t,z)€0,T] xR, -

‘w(T, z) = h(z)", Vo € R.

Lemme 2.8.7. Soit u la solution de l’équation (17). Pour tout (to,zo) € [0,T] x R fizé, le
processus (u(t, X;0™), t € [to, T]) est une martingale.

Démonstration. Par la formule d’Tt6 (utilisée sur l'intervalle de temps [to, t]), on a
U(t7 X;fo,fﬂo) - u<t07 l’o)

_ /tg?( Xtowo ds +/tau Xtoxo)dXtoxo+ t@Z

5 | 5 (s, Xlom0)d(X10w0),
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En utilisant le fait que X est solution de (16), on trouve donc que

u(t, X;"*) — ulto, xo)

Ou Ou 1 0%
B /<5‘t( XL0) o 22 (s, XI0T) f s, X170) 4 5 5 (5, X100) (s,X§07w0>2> ds
t Qu
| o (5 X0 g(s, X0 dB,
t
= gu( Xto,xo) (S,X;O’x())dBS,
X

car u satisfait 'équation (17). Le processus (u(t, X;>™), t € [to,T]) est “donc” une martin-
gale. O

Proposition 2.8.8. (formule de Feynman-Kac)
Soit u la solution de l’équation (17). Pour tout (tg,zo) € [0,T] X R, on a

u(to, 7o) = E(A(X7"™)).

Démonstration. Par le lemme précédent et la condition terminale dans (17), on trouve que
u(to, 7o) = E(u(to, Xi0™°)) = E(u(T, X77)) = E(h(X7™))
O

Remarque 2.8.9. La formule donnée ci-dessus est 'une des nombreuses versions de la
formule dite de Feynman-Kac (prononcer “Kats”). Une autre version de cette formule est
donnée en exercice, qui correspond plus a la formule de Feynman-Kac connue des physiciens.

Propriété de Markov et processus de diffusion
On donne ici une nouvelle version de la propriété de Markov énoncée au paragraphe 2.1.4.

A) Soit tout d’abord (B{*°) un mouvement brownien partant du point zo € R au temps
to € R.. On vérifie que si t > s > 0, alors

B = By, (18)
En effet, on a par définition :

By =B, — B,+ B =B, — B, + B,— By+a =B, — By+ 2 = B**
La propriété (18) entraine que

E(h(BY")|FE™) = E(W(BY*)|BY), Vh € Cy(R).
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Noter que la propriété (18) traduit bien la méme idée que la propriété de Markov ci-dessus :
le mouvement brownien parti du point x au temps 0 est le méme que celui qu’on sait étre
passé au point B2 au temps s. Ainsi, I'’évolution du mouvement brownien apres le temps
s ne dépend pas de I'histoire du processus avant s (donc en particulier, pas de la valeur z),
mais seulement de la valeur du processus au temps s.

B) Soit maintenant (X;°™) la solution de 'EDS (16). On peut vérifier que pour tout t >

5 > 0, on a également
0,z
5, X" 0,z
X =X,

)

ce qui implique que
E(h(X)")|FX"") = B(M(XP7)|X07),  Vh € Cy(R).

La solution d'une EDS est donc un processus de Markov. On ’appelle également un proces-
sus de diffusion ou plus simplement une diffusion.

Générateur d’une diffusion
A) Diffusion homogene en temps

Soient x € R, (By, t € R) un mouvement brownien standard et f, g : R — R lipschitziennes.
On pose X la solution de 'EDS

dXt = f(Xt) dt + g(Xt) dBt et XO = X.

Soit A I'opérateur linéaire différentiel de C?(R) dans C'(R) défini par

Av(z) = f(x)v'(z) + %g(m)Q V' (), v € C*(R).

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées (cf. exercices) :

t
(i)  siv' est bornée, alors  v(X;) — / Av(Xs)ds est une martingale,
0

(ii) lmE (%(U(Xt) - v(x))) — Av(a),

(i) EI;]E (%(Xt _ m)) — f(z) et lmE G(Xt _ m)Q) — ()"

B) Diffusion inhomogene en temps
Soient x € R, (B, t € R) un mouvement brownien standard et f,g : Ry x R — R conjoin-
tement continues en (t,z) et lipschitziennes en z. On pose X la solution de 'EDS

dXt = f(t, Xt) dt + g(t, Xt) dBt et XO = X.
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Pour t € R, fixé, on pose A; Uopérateur linéaire différentiel de C*(R) dans C(R) défini par

Ap(z) = F(t,2)v'(2) + % gt 220" (2), e CX(R).

Pour u € C"?(R, x R), on note encore

ou 1 0%u
Awu(t,z) = f(t,x) —(t, ) + = g(t, )* =— (¢, z).
ult, ) = f(t,2) S (2) + 5 glt 2 5ot 0)
De la méme maniere que ci-dessus, on montre que si % est bornée, alors

Ou

t
u(t, Xy) — / (a (s, Xs) + Asu(s, X5))ds est une martingale.
0 Js
En particulier, si % + Ayu = 0, alors le processus u(t, X;) est une martingale.

Application : évaluation d’options européennes
Soient xg > 0, (By, t € R) un mouvement brownien standard et f,g: R, x R — R conjoin-
tement continues en (¢, z) et lipschitziennes en x. Supposons de plus qu’ il existe K, Ky > 0
telles que

f(t,x)]| < K7 et |g(t,z)| > Ko, V(t,z) € Ry xR,

On modélise I'évolution du prix d'un actif X par 'EDS
dXt = f(t, Xt) dt + g(t, Xt) dBt et XO = 29-

Une option européenne d’échéance T > 0 sur 'actif (X;) est une v.a. donnée par Zp = h(Xr)
pour une certaine fonction h € C(R) (Z7 représente la valeur de 'option au temps 7).

Soient (F;) la filtration a laquelle le processus X est adapté et Py la probabilité sous laquelle
le processus X est une martingale. Par ce qu’on a vu précédemment, il existe également un
m.b.s. (B;) sous Py tel que

dX, = g(t, X;) dB,.

On suppose ici (pour simplifier) que Zr peut s’écrire comme Zr = Z; + ftT H,dX,, on H
est une stratégie d’investissement continue et adaptée a (F;) et Z; est une v.a. positive
Fi-mesurable. De la, on déduit que

~ ~ T t
Br(Zr|F) = Z, + By (/ H,dX, —/ H, dX,
0 0

ft) :Zt7

car (X;) est une martingale sour P. Par la propriété de Markov, on a donc

Zy = Er(M(X7)|Fy) = Er(h(X7)| X)) = 2(t, X0),
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ou

2(t,x) = “Br(h(X7)|X; = 2)" = Er(h(XE)). (19)
Par ce qu’on vient de voir plus haut sur le lien entre EDS et EDP, ceci signifie que la fonction
z(t, ) est solution de I’équation :

0z 1 0%z

5 —(t,z) + = 5 g(t,r)? 92 —(t,z) =0. et 2(T,x)=h(x) (20)

Au temps t < T, la valeur de l'option Z; est donc donnée par z(t, X;), ou z est solution de
I’équation ci-dessus.

Remarque 2.8.10. - Le terme de dérive f est absent de 'équation pour z (de la méme
facon que p est absent de la formule de Black & Scholes plus classique donnée a la section
précédente).

- Dans le cas particulier ou f(t,z) = ux, g(t,z) = ox (attention : g(¢,0) = 0, mais ¢a ne
pose pas de probleme ici), on a

0z 1 , 0%z
5 —(t,x) + = O' x @(t r)=0 et z(T,z)=h(x).

En résolvant cette équation (ou en repartant directement de la formule (19) et en utilisant
Iexpression trouvée pour la solution X%* de l’EDS), on trouve donc que

At2) = [ hlaeFT) fri(y) dy,
ou fr_; est la densité de la loi N(0,T —t).

On peut finalement déterminer quelle est la stratégie (H;) de couverture de 'option, en
utilisant la formule d’It6 pour Zy = 2(T, Xr) :

ZT - Zt = Z(T XT) - Z(t Xt)

0z T 92z
- /t (5, X) ds+/ (5, X,) dX, +2 (s, X,) d(X),

T Oz
- / (5, X,) dX.,

car d(X), = g(s, X;)? ds et z satisfait I'équation (20). D’autre part, on sait que
T
Zr—Zi= [ HdX,.
t

En comparant les deux expressions, on trouve finalement que

0z

Hy =7
oz

(s, Xs).
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2.9 Processus multidimensionnels

Donnons tout d’abord une liste de définitions.

Définition 2.9.1. - Un mouvement brownien standard d n_dimensions est une famille (BW,
., B™) de n mouvements browniens standard par rapport a une méme filtration (F,), sup-
posés de plus indépendants les uns des autres.

- Une martingale a n_dimensions est une famille (MM ... M™) de n martingales par rap-
port a la méme filtration (F;).
- Un processus d’It6 a n_dimensions est une famille (XY ... X®™) de n processus d’It6

adaptés a la méme filtration (Fy).
Notation : On pose B, = (Bt(l), o Bt(")), M, = ( o Mt(")) et X, = (Xt(l), . ,Xt")).
Intégrale stochastique multidimensionnelle

Soit B = (BW, ..., B™) un mouvement brownien standard & m dimensions, adapté a (F),
et H = (H®D)"", une famille de processus continus et adaptés a (F;) telle que

t .
E(/ (H,gm)?ds) <00, VtER., i€{l,....n}, jef{l,....m}
0

On définit o
MO =Y [[HED B, i=1,..n.
=170
et M, = ( Mt(l), e t(n)). Le processus (M,) est une martingale continue de carré intégrable

a4 n dimensions. On note encore de maniére plus concise : M, = [+ H,dB,.
Le processus M modélise (par exemple) les fluctuations de n actifs MM, ... M®™ dues

& m sources aléatoires indépendantes B, ..., B(™ . Ceci permet de rendre compte des
corrélations des actifs :

(HG) . BU)) (H®D . pOYy),

hE

1

j?l

t mo et
HE) HED (B, g0y, — !/_Hﬁw}ﬂhﬁd’
| HE D A o =3 [ HED HED ds

1 j=1

I
NE

j?l

s, sii=k,

0 siidtk (BOLB® siq £ k).

car (BY), BOY, = {
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Formule d’It6 multidimensionnelle
Soit X = (XM ..., X)) un processus d’'Ité & n dimensions et f € C?(R") telle que

E(/’<§£L4O d@Y@%)<iug VteR,, i€ {l,....n}

Alors

taf @) v &)
F&) = F(Xo) = Z/wz Y3 Z/mwk‘m’ﬂ”

Exemple 2.9.2. Con51derons le cas n = 2 : on a déja vu cette formule avec Xt(l) = t,
Xt(Q) B; ou X( ) = =V, Xt = M, avec V' a variation bornée et M martingale.

Exemple 2.9.3. Pour n quelconque et X = B, on a (B®, B®), = L, S 5, donc
0, sii#k,
f(B) = f(By) = Z/ BB+ [ Af(B,)
. n an ) o
ot Af(z) =) W@) De la formule ci-dessus, on déduit que le processus
i=1 9

F(B) ~ f(B) 5 [ ASE

of
ox;

est une martingale (du moment que la condition E ( / ( (B )) ds) < oo est vérifiée Vi).
Donc en particulier, si f est harmonique (i.e. Af(xz) = 0), alors f(B,) est une martingale.
D’autre part, si f est sous-harmonique (i.e. Af(z) > 0), alors f(B,) est une sous-martingale
(d’out T'origine de expression contre-intuitive “sous-martingale” pour un processus qui a
tendance a monter).

EDS multidimensionnelles
Soient z, € R™, B un mouvement brownien standard a m dimensions, f : R, x R — R" une
fonction continue en (¢, z) et lipschitzienne en z, i.e.

£t z) —f@E, V)| < K[z —yll, VteR; z,yeR",
et g(l), cee g(m) : Ry x R® — R™ continues en (¢, z) et lipschitziennes en x. Alors il existe

une unique solution forte (X;) a I’équation

m
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Rappelons qu’une solution forte est par définition un processus continu et adapté a la méme
filtration que le mouvement brownien B, qui vérifie de plus I’équation intégrale correspondant
a I’équation ci-dessus.

Exemple 2.9.4. Dans le cas ou n = 2 et m = 1, nous avons déja vu un exemple d’EDS
multidimensionnelle (ex. 3, série 10) :

1

dXt - _EXtdt_Y;dBt; X():l,
1

Y, = — Yidi+XidB;, Yo=0.

Ici {(t, z,y) = (—3z,—3y) et g (¢t,2,y) = (—y,z) sont des fonctions linéaires, donc lipschit-
ziennes; il existe donc une unique solution forte (X;,Y;) a I’équation ci-dessus (analysée dans
I'exercice 3 de la série 10).

Exemple 2.9.5. Considérons encore le casn=2et m=1:

dX, = Y,dt, X =1,
d}/{g - —Xtdt+XtdBt, Yb:O

Cette équation, qui parait simple a resoudre au premier abord, ne I'est pas tant que ca en
réalité !
Exemple 2.9.6. Le modele de Black & Scholes a plusieurs dimensions est le suivant :
dX{" = XVt + 3 0y XVdBY, X§ =2’ ie{1,... n}.
i=1

Remarquer que les n équations ci-dessus sont découplées (contrairement aux deux exemples
précédents), ce qui rend nettement plus facile la recherche de la solution.

EDS multidimensionnelles “linéaires”

Soient 25 € R™, B un mouvement brownien standard & m dimensions, A = (a,;) une matrice
0 ) )

n x n et 3 = (0;;) une matrice n X m. On consiere I'équation

dxt - Axt dt + Z dBt? XO = Eo.

Ici, fO(t,z) = )y anay et g9 (¢, 2) = 0y (NB : g%9) est la i® composante du vecteur g@)).

Pour expliciter la solution de cette équation, on a besoin de la solution de I’équation ho-
mogene. Soit donc (®;) le processus (déterministe) a valeurs dans 'espace des matrices

n X n, solution de
dq)t - Aq)t dt, q)(] - Id,
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ou Id est la matrice identité. Suivant la matrice A considérée, le processus ® peut étre difficile
a déterminer. Il s’écrit toutefois sous la forme synthétique

(tA)!
(Pt = eXp(tA) = Z T
>0 v
Remarquer d’autre part que &3 = ¢, P, et ¢_; = ot

Proposition 2.9.7. La solution X de ’EDS “linéaire” ci-dessus est donnée par

t
L=@%+/@@M&
0

Démonstration. Ecrivons X, = ®,Y,; on a alors, du fait que ® est un processus a variation
bornée (i.e. chacune des entrées de la matrice est un processus a variation bornée) :

— AX,dt + X dB,.

On en déduit donc que
dXt = (I)t_lEdBta XO = Xy,

d’ou

t t
X, =@ (2o + [ @75 dB,) = ®zy + [ @ SdB,
0 0

Exemple 2.9.8. Lorsque n = m = 1, ’équation ci-dessus devient :
dXt = CLXt dt + g dBt,
dont la solution est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck vu précédemment.

Exemple 2.9.9. Considérons le casn=2et m=1:

dXt == Y;gdt, XO - ]-7
dYy = —-Xydt+odB;, Y,=0.

. 0 1 0 . . . :
Ici, A = 10 et X = s | Formellement, ce systeme des deux équations du premier
ordre peut se récrire comme une seule équation du second ordre :

X, dB;
—_X =t
at? AT

qui décrit le mouvement d’un ressort perturbé par un bruit blanc.
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Vecteur de dérive, matrice de diffusion et solution faible
Revenons au cas général. Le processus X solution forte de 'EDS (21) est appelé une diffusion
(c’est aussi un processus de Markov). On vérifie que :

. . t i
(i) Le processus Mt(l) = Xt(l) — / f9(s,X,)ds est une martingale pour tout i € {1,...,n};
0

le vecteur (¢, x) est appelé vecteur de dérive du processus X.

(i) Du fait que

(XD, X®Y, = (MO M®), 2/9 i)(5,X,) g"0 (s, X,) d(BY, BOY,

7,l=1

_ / Zg i) (5, X,) g®9) (s, X,) ds,
on trouve que le processus

) t m .. i
N(Z k) Mt(l) Mt(k) o / Z g(l,])(87 Xs) g(k‘,])<37 XS) dS

j=1
est une martingale pour tout i,k € {1,...,n}. La matrice G(t,z) définie par
G(Zk t,x) z:g(Z (’W)(t,z)
j=1

est appelé la matrice de diffusion du processus X (noter que G(t,z) = g(t,z) g(t,z)T).

Finalement, un processus X tel que les processus M® et NG+ définis ci-dessus sont des
martingales pour tout i,k € {1,...,n} est appelé une solution faible de I'EDS (21).

Existence d’une messure martingale

Ci-dessous, on recherche ici des conditions suffisantes sur f et G garantissant 1’existence d'une
mesure de probabilité Ps sous laquelle les processus XM, ..., X™ soient simultanément des
martingales sur l'intervalle [0, 7.

Remarque 2.9.10. Comme on I’a vu plus haut, I'existence d'une mesure martingale permet
de fixer un prix et une stratégie de couverture a des options en mathématiques financieres.
Cette derniere affirmation n’est toutefois pas tout a fait exacte. Pour que cela soit possible, il
faut encore que la mesure martingale soit unique (sinon, on voit bien que le prix et la stratégie
de couverture dépendront de la mesure martingale choisie). Nous n’entrerons cependant pas
plus loin dans les détails dans ce cours.
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Voici donc les hypotheses supplémentaires a effectuer sur f et G ; il existe K1, Ko > 0 telles que

(i) [t o)l <K, VteRy, zeR"

n

i) Y. GUP(t,2) &8 > K ||€)? VteR,, 2, e R”

ik=1

Si 'hypothese (ii) est satisfaite, on dit que la diffusion X est non-dégénérée.

Remarque 2.9.11. Du fait que G(t,z) = g(t,z) g(t, z)T, il est toujours vrai que
ik=1

L’hypothese (ii) assure que pour un point (¢, z) donné, on a de plus I'inégalité stricte :
S GUR(t3) & >0, VEAO. (23)
ik=1

Etant donné que (22) est vérifié, la condition (23) peut se reformuler de plusieurs manieres
équivalentes :

(a) toutes les valeurs propres de G(t, z) sont positives,
(b) det G(t,z) > 0,

(¢) G(t,z) est inversible,

(d) rang G(t,z) = n.

Ceci nous amene a la remarque suivante : du fait que G(t,z) = g(t,z) g(t, z)T et que g(t, )
est une matrice n X m, on sait que rang G(t,z) < m A n, donc que

sim <mn, alors rang G(t,z) <n, V(t,x), (24)
auquel cas 'hypothese (ii) ci-dessus ne peut étre satisfaite.

Proposition 2.9.12. Sous les hypotheses (i) et (ii) effectuées ci-dessus, il existe une mesure
martingale Py (i.e. une mesure de probabilité sous laquelle tous les processus XM, ... X ™)
sont simultanément des martingales).

Démonstration. On définit les processus et fonctions suivants :

. m t .
70 — Z/gW)(s,Xs)ngﬁ, ie{l,...,n}
j=1"0
Mt,z) = > fPa) (GH™(tz), ie{l,...,n},
k=1
n t .
M¢=—Z/W%éw%ﬁ
i=170
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Remarquer que Z® est une martingale sous [P pour tout ¢ € {1,...,n}, de méme que M. On
peut vérifier que (M), < Kt, et on définit Y et P comme & la section 2.7. Par le théoréme

de Girsanov, on sait donc que pour tout [ € {1,...,n}, Zt(l) — (M, Z®), est une martingale
sous Pr. Calculons ce processus :

n

Moo= =33 [0 X (0755, X,) 69 (s, X,) dBY)
i,k=1j5=1
ML z0)y, = -y Z/ FW (s, X) (GTHEI (5, X,) g (s, X,) g4 (s, X,) ds
i,k=1j5=1

= =3 [ X (66X GO s X, ds

i,k=1

n t t
= =3 [ X duds = = [ FO(s.X,)ds
k=170 0

Donc
m t . . t
Z) — (M, 20y, =y /O g (s,X,) dBY) + /O FO(s,X) ds = X — x
=1
est une martingale sous Py pour tout I € {1,...,n} et la proposition est démontrée. Il

Exemple 2.9.13. Appliquons le résultat ci-dessus au modele de Black & Scholes multimen-
sionnel (cf. exemple 2.9.6). Dans ce cas, la matrice de diffusion G ne dépend que de x et est
donnée par

m
G(i’k) (&) = Z 0ij0kj TiTk,
j=1

La diffusion X est donc non-dégénérée du moment que la matrice Gy donnée par G| (k)

Y71 0305 est de rang n (le fait que rang G(z) soit strictement plus petit que n lorsque
I'une des composantes de x est nulle ne pose pas de probleme ici, car on peut montrer faci-
lement qu’aucune des composantes de la diffusion X ne touche le point 0 au cours du temps).

Etant donné la remarque (24), on voit que rang Gy = n n’est possible que si m > n. On

peut en fait montrer que la condition m > n est nécessaire pour 'existence d’une mesure
martingale (et que rang Gy = n est une condition nécessaire et suffisante).
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Exemple de lien EDS-EDP dans le cas multidimensionnel

Il est possible de généraliser tous les résultats de la section 2.8 au cas multidimensionnel.
Toutefois, notre but ici est de considérer un autre type d’équation aux dérivées partielles,
dite elliptique (pour le cas unidimensionnel, se référer a I’exercice 3, série 9).

Résultat d’analyse (EDP elliptique)
Soient D un domaine ouvert borné dans R", D sa frontiere, D = D UdD et h € C(dD).
Alors il existe une unique fonction v € C?*(D) N C(D) telle que

{ Au(z) =0, Vze€D, (25)

u(z) = h(z), VYa € 0D.
Noter que la solution u est une fonction a valeurs dans R (et non dans R").

Soit (Bf) un mouvement brownien & n dimensions partant au temps ¢t = 0 du point z € D.
Soit également 7 = inf{t > 0 : Bff € D}, le premier temps de sortie du domaine D (remarquer
que 7 est un temps d’arrét et que B € 0D).

Proposition 2.9.14. La solution de l’équation (25) s’écrit :

u(z) = E(h(B7)), Yz e D.

T

Démonstration. On montre tout d’abord que le processus (u(Bf), t > 0) est une martingale
(unidimensionnelle). En utilisant la formule d’It6 multidimensionnelle, on a pour tout ¢ < 7
(condition qui assure que B € D pour tout s < 1) :

t
u(BE) — u(BE) = Z/ g;‘ BZ) dBz() + = / Au(BE) ds

téu x IZ
- §[ e

étant donné que u satisfait (25). Le processus (u(Bf)) est bien une martingale, donc en
appliquant le théoréme d’arrét (et en laissant passer quelques détails), on obtient :

u(z) = E(u(Bp)) = E(u(Br)) = E(h(B7)),

ou on a utilisé la condition de bord de I’équation (25) (ce qui est rendu possible par le fait
que BZ € 0D). O
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2.10 Analyse et simulation numériques des EDS

Considérons 'EDS (unidimensionnelle)
dXt = f(taXt> dt+g(taXt) dBtv XO = Zop.

Sous des hypotheses générales (p. ex. f, g continues en (¢, x) et lipschitziennes en x), on sait
qu’il existe une unique solution forte (X;) a une telle équation. Pourtant, des que f et g sont
un peu compliquées, on ne connait pas d’expression analytique pour la solution. On com-
prend donc l'intérét de développer des méthodes pour simuler numériquement la solution de
telles équations.

Schéma d’Euler

Le schéma présenté ici est 'adaptation au cas aléatoire du schéma d’Euler classique pour les
équations différentielles ordinaires (EDO). Son analyse differe toutefois en plusieurs aspects
(voir plus loin).

Supposons donc qu’il existe une unique solution forte a I’équation ci-dessus (sans quoi la
méthode numérique décrite ci-dessous est vouée a I’échec). Pour ¢ > r, on a donc 1’égalité

t t
Xt:X,,JF/ (5, X.) d5+/ g(s, X,) dB,.

En supposant que ¢ est proche de r, on peut utiliser la continuité des fonctions s +— f(s, X)
et g — g(s, X,) pour approximer la relation ci-dessus par

X~ X+ f(r, X)) (t—7r)+g(r, X,) (B, — B,).

(Noter qu’on a choisi & dessein le point a gauche de l'intervalle de fagon & approximer
Pintégrale d’Ito). Soient maintenant 7' € Ry et N € Nfixés; en posant At = Lt = (n+1) At
et r = n At, on trouve donc

X(nJrl)At =~ nAt + f(?’LAt, XnAt) At + g(?'LAt, XnAt) (B(nJrl)At - BnAt)7 (26)

ot B(n41)at — Bpae est une v.a. N'(0, At) indépendante de F,a; (rappel : (F;) est la filtration
a laquelle sont adaptés les processus (B;) et (X;)). De la, on déduit le schéma numérique
suivant :

XM =20, X0 ae = XN+ F(nAt, XN0) At + g(nAt, XN) €ua VAL, 0<n <N,

ot (£,)N_, est une suite de v.a. i.i.d. ~ N(0,1) (de telle sorte & ce que les v.a. &, 11 VAt et
(B(n+1)at — Bnat) soient identiquement distribuées). Ceci définit le schéma numérique X ()
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aux instants nAt. Pour définir le schéma sur 'intevalle [0, T] tout entier, on “relie les points
entre eux”, i.e. on définit pour ¢ € JnAt, (n + 1)At] :

X = X0+ (8= nAe) (X)) A — XX,

Ainsi, (Xt(N), t € [0,T]) définit une suite de processus stochastiques.

Noter que la démarche ci-dessus est équivalente a celle décrite au paragraphe 2.1.2 concernant
I’approximation du mouvement brownien par une marche aléatoire (qui correspond au cas
particulier f =0et g =1).

Remarque 2.10.1. Attention : une erreur courante en analyse numérique consiste a confondre
I'approximation (26) avec le schéma numérique défini une ligne plus bas.

Convergences

Une fois défini le schéma numérique X ), on peut se demander combien celui-ci est proche
de la solution X. Du fait qu’on a affaire a des processus aléatoires, on a le choix entre plu-
sieurs notions de convergence.

A) Convergence en loi
De la méme maniere que dans le cas f = 0 et ¢ = 1 étudié au paragraphe 2.1.2, on peut
montrer que sous les hypotheses effectuées,

P <y, X0 < 1) o B(Xy < X, <),
pour tout m > 1, ty,...,t, € [0,7], z1,..., 2, € R. Ainsi, la suite de processus (X))
converge en loi vers X.

Remarque 2.10.2. Pour obtenir la convergence en loi, on peut aussi considérer dans le
schéma numérique une suite de v.a. (§,)3; i.i.d. telles que P(&, = +1) = P(§,, = —1) = 1,
ou n’importe quelle autre suite de v.a. i.i.d. de moyenne nulle et de variance unité. Ca n’est
par contre pas vrai pour ce qui va suivre.

Remarque 2.10.3. S'il existe une unique solution faible & 1’équation, alors la suite X )

définie ci-dessus converge également en loi vers la solution faible.

B) Convergence en moyenne

La convergence en loi ne dit rien sur la distance entre les trajectoires du schéma numérique
et celles de la solution. Pour estimer cette distance, on a besoin de propositions comme celle
qui suit.
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Proposition 2.10.4. Sous les hypothéses effectuées (et quelques hypothéses techniques ad-
ditionnelles), il eziste une constante Cr > 0 telle que

Cr
E( sup | XN — x,|) < =L,
(O§t£T| : i) < ~

Cette proposition est donnée sans démonstration. La technique de démonstration est similaire
a celle utilisée pour montrer I'existence et 'unicité de la solution de I’équation originale (noter
toutefois que les processus approximant la solution sont completement différents dans les
deux cas; le schéma d’itération de Picard ne permet en aucun cas d’obtenir une estimation
aussi précise que celle donnée ci-dessus).

Remarque 2.10.5. - A cause du facteur LN, on dit que le schéma d’Euler est d’ordre %
pour les EDS. Remarquer que pour les EDO, le schéma d’Euler est par contre d’ordre 1, i.e.
C'
sup [ XM — X < =
0<t<T N

La perte de précision dans le cas aléatoire vient essentiellement du facteur v/At présent
dans le terme “intégrale d’It6” du schéma. Nous verrons plus loin comment remédier a ce
probleme (cf. schéma de Milstein).

- La constante Cp dépend des constantes de Lipschitz de f et g et augmente exponentielle-
ment avec T (ce qui est également vrai pour les EDO).

Généralisations et intérét pratique
-Pour p>1,0na

Cr
E( sup |XV) — X,P) < .
(OgthI : ") < Fore
(NB : Ceci ne veut pas dire que I'ordre de convergence est meilleur!)
- Pour des diffusions multidimensionnelles, I'ordre de convergence reste le méme (i.e. est
indépendant de la dimension de la diffusion).

L’intérét pratique de la simulation des EDS est le suivant : on a vu qu’il est possible de
représenter la solution d’une EDP classique a ’aide de la solution d'une EDS, au moyen

d’une formule du type :
u(t, z) = E(h(X5")).

Pour simuler numériquement la solution d’'une EDP dont on ne connait pas l’expression
analytique, on a donc deux possibilités : soit utiliser des méthodes classiques sans passer
par la formule de représentation ci-dessus; soit simuler numériquement le processus X*
jusqu’au temps T, puis approximer l'espérance ci-dessus. Pour ce faire, une solution simple
est d’utiliser la loi des grands nombres, i.e. d’approximer ’espérance par la moyenne de M
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réalisations indépendantes de la variable aléatoire (avec M grand) ; ceci implique de répéter
M fois la simulation du processus X sur Uintervalle [¢, T !

Il faut également noter que I'approximation de ’espérance ci-dessus par une moyenne pose
des problemes car la moyenne possede elle-méme une variance non-négligeable. Pour remédier
a ce probleme, des techniques dites “de réduction de variance” sont utilisées, mais toujours
de maniere ad hoc.

Malgré tout, cette méthode de simulation des EDP par des processus aléatoires présente un
certain intérét, surtout lorsque la dimension de la diffusion (i.e. du vecteur z) est grande,
ce qui arrive fréquemment en mathématiques financieres (ou la dimension du vecteur x est
égale au nombre d’actifs a prendre en considération, qui est généralement de l'ordre d’une
dizaine en pratique). Donnons deux raisons pour justifier cet intérét :

- Les méthodes classiques (déterministes) de résolution des EDP deviennent de plus en plus
difficiles a mettre en pratique lorsque la dimension spatiale augmente. On peut penser par
exemple a la méthode des éléments finis qui fonctionne parfaitement en dimension 2 et 3
(étant donné qu’elle a été développée principalement pour la mécanique des fluides), mais
qui devient quasiment impossible a implémenter au-dela de la dimension 3. Par contre, les
schémas de simulation des EDS sont faciles a implémenter en dimension supérieure a 3.

- L’ordre de convergence des méthodes déterministes diminue fortement lorsque la dimen-
sion augmente, alors que celui obtenu avec les méthodes stochastiques ne dépend pas de la
dimension, comme déja mentionné plus haut.

Schéma de Milstein
Ce schéma est un raffinement du schéma d’Euler ; sa convergence est d’ordre 1.

Repartons de I’équation de base. Pour t > r, on a :
t t
X, = X, +/ (s, X,) ds +/ g(s, X,) dB,

Si on suppose maintenant que g € C1?(R, xR), alors on peut développer g(s, X,) en utilisant
la formule d’Ito :

s 92
2 Jr Ox?
= g(r, X,) +/ 8tuXd+/ (u, Xo) fu, Xy,) du

s 9%
2 Jr Ox?

9(s, X)) = g(r,X,) +/ (u, X.) du—l—/ aqu)dX + P90 X dixX)

+/ 52 (u X,) g(u, X,,) dB, 41 9 (u, X)) g(u, X,)? du.
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Ainsi on trouve que

s 0 s
905, X.) = 9 X))+ [ 52 (u, X.) glu, Xo) dBu+ [ Hodu,
r T r
ou H est un certain processus continu. On peut donc approximer g(s, X) par

o5, X) = 90, X0) + 520 X,) g, X,) (By = B) + e (5~ 7).

En introduisant cette approximation dans 1’équation pour X, on trouve :

Xy ~ X, +f(r, X)) (t—r)+g(r,X,) (B — B,) + %(T, X;) g(r, X;) /t(BS — B,)dB;

t
+HT/ (s —r)dB,.

Or un calcul rapide montre que

(Bi—By)? = (t—r)
5 :

t
/ (B, — B,)dB, —

et que

/Tt(s—r)st ~N<o,/:(5_r>2d$: (t_?)r):a).

Ainsi, le premier terme est d’ordre ¢ — r tandis que le second est d’ordre (t — r)%/2. Si donc
t = (n+ 1)At et r = nAt, le second terme sera négligeable par rapport au premier. C’est
pourquoi on ne garde que le premier terme dans l'approximation, qui devient :

(Bi=B,) = (t=r)
2

X~ X, + f(ra Xr) (t - 7") + 9(7“, Xr) (Bt - Br‘) + %(Ta Xr) 9(7”7 XT)

Ceci nous amene a définir le schéma numérique suivant :
N N N N N
X5 = @, X((n+)1)m = XN + f(nat, X)) At + g(nAt, X)) €uin VAL

2
£n+1 _

1
At
2>7

99
+ o (AL XX g(nAL XGX) (

ot (£,)2_; est une suite de v.a. i.i.d. ~ N(0,1).
Proposition 2.10.6. Sous beaucoup d’hypotheses (principalement f, g et les dérivées de g

continues en (t,x) et lipschitziennes en x), on a

C
E( sup [X{Y - Xy) < WT
0<t<T

Le schéma de Milstein est donc un schéma d’ordre 1 (mais qui nécessite un développement
de second ordre faisant intervenir la formule d’It6!).
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2.11 Pour conclure

Dans cette section, nous passons en revue un certain nombre de points laissés de coté dans
le cours.

Convergence des martingales

Soit M une martingale continue. On peut se poser la question de savoir sous quelles conditions
M, converge losque t tend vers I'infini. Il y a plusieurs réponses possibles a cette question.
Voici un exemple de réponse.

Proposition 2.11.1. 5@

E(sup | M,|?) < oo, (27)
>0
alors il existe une v.a. My, telle que
E(| M, — My |*) =0, et My =E(Mx|F). (28)

Remarque 2.11.2. - Le mouvement brownien standard B ne satisfait pas la condition (27).
- La condition plus faible E(sup;>, |M;|) < oo ne suffit pas a garantir 'existence d'une v.a.
M telle que E(|M; — M) 2 0et My = E(Moo|F2).

Seconde version du théoréme d’arrét
Soient M une martingale continue vérifiant (27) et 0 < 71 < 75 < 0o deux temps d’arrét.
Alors

E(MT2|‘FTI) = MTl' (29)

(Pour la démonstration, on utilise le fait que M, = E(My|F,) pour tout temps d’arrét 7, ce
qu’il faut bien str démontrer!)

Remarque 2.11.3. Pour que I'égalité (29) soit vérifiée, on voit donc qu’il est nécessaire
d’effectuer une hypothese soit sur les temps d’arrét 71 et 75, soit sur la martingale elle-méme
(sans quoi on arrive a une contradiction avec des martingales du type “quitte ou double”
évoquées au chapitre 1).

Martingale arrétée

Proposition 2.11.4. Soient M une martingale continue et T un temps d’arrét. Alors le
processus N défini par Ny = M;n, est également une martingale continue.

Ceci se démontre aisément (remarquer qu’apres le temps d’arrét 7, le processus N est
constant). En particulier, posons 7, = inf{t > 0 : |M;| > a}, avec a > 0 fixé. On voit
que
E(sup |Minr, |*) < a* < oo.
>0
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Par la proposition 2.11.1, on obtient donc que
E<MT2/\Ta“7:7'1> = MTl/\Ta‘

pour tout 0 < 74 < 7 < o00. En choisissant m; = 0 et 9 = 00, on trouve donc que
E(M,,) = E(My), i.e. le théoreme d’arrét s’applique ici méme si le temps d’arrét 7, n’est pas
borné et qu’on ne fait aucune hypothese sur M. Cette propriété a été utilisée en particulier
dans l'exercice 3 de la série 9.

Martingale locale

Définition 2.11.5. Une martingale locale est un processus M tel qu’il existe une suite crois-
sante de temps d’arrét 0 < 7 < ... <7, < ... avec T, il et (Minr,) martingale pour
tout n > 1.

Donc si M est une martingale locale, on ne sait pas a priori que E(|M;|) < oo, ni que
E(M,|Fs) = M. 11 faut arréter le processus M au temps d’arrét 7, pour retrouver la propriété
de martingale (remarquer qu’on peut toujours se restreindre a la suite de temps d’arrét
T, = 1inf{t > 0: | M| > n}).

Remarque 2.11.6. - Par la proposition 2.11.4, toute martingale est une martingale locale.
- Réciproquement, si M est une martingale locale et E(supy< <, |M|) < oo pour tout ¢ > 0,
alors M est une martingale (par contre, la condition E(|M;|) < oo pour tout ¢ > 0 ne suffit

pas).

Meéme si la définition de martingale locale parait un peu plus compliquée a saisir au premier
abord, nous allons voir que cette notion permet de simplifier grandement les énoncés des
théoremes, car on n’a plus beosin d’aucune hypothese d’intégrabilité sur M. Dans ce qui va
suivre, on considere toujours des martingales locales continues.

Variation quadratique d’une martingale locale continue

Définition 2.11.7. La variation quadratique d’une martingale locale continue M est l’'unique
processus A croissant, continu et adapté tel que Ag = 0 et (M? — A;) est une martingale
locale continue. On note Ay = (M)y;.

Troisieme version du théoreme de Lévy
Soit M une martingale locale continue telle que (M), = ¢ pour tout ¢t > 0. Alors M est un
mouvement brownien standard.
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Intégrale stochastique

Soient M une martingale locale continue et H un processus continu adapté. Moyennant
quelques précautions, il est possible de définir l'intégrale stochastique N, = [3 H,dM,. Le
processus N ainsi défini est également une martingale locale continue. Ceci se démontre en
considérant la suite de temps d’arrét

¢
=inf{t >0:|M;| >n ou /Hfd(M)SZn}.
0

et en remarquant que le processus (V;4,, ) est une martingale pour tout n > 1.

Remarque 2.11.8. On n’a plus besoin d’une condition supplémentaire sur H pour s’assurer
que l'intégrale stochastique est bien définie!

Semi-martingale continue
Une semi-martingale continue est un processus X qui s’écrit X = M + V, ou M est une
martingale locale continue et V' est un processus continu adapté a variation bornée tel que

Vo =0.

Remarque 2.11.9. Attention : le terme “semi-martingale continue” a déja été utilisé (abu-
sivement) dans ce cours pour désigner un processus d’Ito.

Formules d’Ito
Voyons ici deux cas particuliers de la formule d’Ito, ou ’avantage de considérer des martin-
gales locales apparait clairement.

a) Soient M une martingale locale continue et f € C?(R). Alors

FOM,) — F(Mp) = /f D dM, + - /f” ) d(M),.

Remarquer que f(M) est une semi-martingale continue, étant la somme d’une martingale
locale continue et d’un processus continu adapté a variation bornée.

b) Soient B un m.b.s. & n dimensions et f € C*(R"). Alors

t 9 , t
B0~ 1B =3 [ 5L B0 + 5 [ ap(m,)

Remarquer que les deux formules ci-dessus sont valides sans aucune condition d’intégrabilité
supplémentaire !
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Martingale exponentielle

Proposition 2.11.10. Soit M une martingale locale continue telle que My = 0. Alors le
processus Y défini par Y; = exp(M; — %) est une martingale locale continue. Si de plus
(M), < Kt pour tout t > 0, alors Y est une martingale.

Démonstration. La premiere affirmation découle de la formule d'It6 (a) ci-dessus. Pour

démontrer la seconde, posons
Z, = 2(Me—(M)e)

Par la formule d’Ito, on voit que Z est une martingale locale continue. De plus,
}/;2 — 62Mt*<M>t — Zt 6<M>t

Soit maintenant (7,,) une suite de temps d’arrét telle que (Yiar,) est une martingale pour
tout n > 1 (cette suite existe car Y est une martingale locale). Alors par l'inégalité de Doob,

on a
E(sup [Yorr,[*) S AE(Y;,,) < 4E(Zing, ") < 4™,
0<s<t
par I'hypothese et le fait que E(Z;x,,) = 1 pour tout n > 1. Donc par I'inégalité de Cauchy-

Schwarz,
E( sup |Y;])?> < E(sup |Y;]?) = nhm E( sup Yorr, |?) < 4e®t

0<s<t 0<s<t 0<s<

d’ou Y est une martingale par la remarque 2.11.6. O

Remarque 2.11.11. On peut montrer que Y est une martingale sous une condition plus
faible, dite de Novikov :

(M)
E(e 2 ><oo, vVt > 0.

Martingales associée au mouvement brownien standard en dimension n
-Pourn>2 ona
/ n— 1
HB || |Bs ||

ou l'intégrale stochastique du membre de droite est une martingale (on peut méme montrer
que c¢’est un mouvement brownien standard en utilisant la troisieme version du théoreme de
Lévy citée plus haut).

Bl = [1Boll =

- Pour n =3, on a
1

o v
TR ||B||3

=1
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(car A(”i—H) = 0 pour = # 0). Dans ce cas cependant, I'intégrale stochastique & droite n’est

pas une martingale ; c’est seulement une martingale locale.

Noter qu’on a de maniere plus générale : M; = log(||B,||) est une martingale locale lorsque
n=2et M, = W est une martingale locale lorsque n > 3 (malgré le fait que E(|M;|) <
Dy

oo pour tout ¢ > 0 dans ces deux cas).

Remarque 2.11.12. Dans les deux derniers exemples, f n’est pas dérivable en 0, mais ca
n’est pas grave car P(3¢t > 0: B, = 0) = 0 lorsque n > 2. Pour la dimension n = 1, les choses
changent, comme le montre le paragraphe suivant.

Formule de Tanaka
Soit B un m.b.s. de dimension 1. Par une application naive de la formule d’It6, on devrait
alors avoir, au vu de ce qui précede :

t
By — |By| = /O sgn(B,) dB, + 07

Ca n’est cependant pas possible, car le théoreme de Lévy implique que l'intégrale stochas-
tique dans le membre de droite est un m.b.s., tandis que | B;| n’est clairement pas un m.b.s.
(en particulier parce que ce processus est toujours positif). Le probleme ici est que f(z) = |z|
n’est pas dérivable en 0 et que le m.b.s. B; repasse régulierement en 0 (alors que ¢a n’est pas
le cas en dimension supérieure).

Posons donc 1
Lo=tlim —I{s € 0,8): | B.| < ¢},

ou |A| est la mesure (de Lesbesgue) de 'ensemble de A. L, représente en quelque sorte le
temps passé par le m.b.s. B au point = 0 pendant I'intervalle de temps [0,¢] (méme si on
pourrait penser a priori que ce temps est nul, ¢a n’est pas le cas!). On peut démontrer alors
la formule étrange suivante :

t 1
By — |By| :/0 sen(B,) dB, + 5 L.

Une justification “a la main” de cette formule est que si f(z) = |z|, alors f'(z) = sgn(x) et
“f"(x) = do(z)”, ainsi le terme d’Itd devient “1 [7do(B,)ds”, qui représente bien la moitié
du temps passé par B en x = 0 sur Uintervalle [0, ].
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