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bk�W���\)��l%('���1o���+%(������$��:EF12'.'�1<�X�.�*Nx��$��312���� vU��1<�X��%2�
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  � � � 
 V =
(

∪p
i=1 Ki

)
⋃

(

∪k
j=1 Sj

) � � �)���
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% ��� � !:��(  4���3� �/>��)2 ����(  "!:��> ��Ef��$������h��~K�������\%d-L12'.gU��12 ��;%('P���. !�h%('.N�12���.��$* "312 �-*)*���.�*N�AWEF12�\��S�����g
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kmin(G) = min{k : G ∈ KpSk}.

�



����������	�
������	�������������������������� 
�	�!"��#�������
%$&
�	 �('�!)���

�f$��7���3"312NB�*�.����12�c1(E
(p, k)

��"312'�12�+%(8*'��#NB�+%(-*$��u$&%2�u8L�3���n%('.���<% = gd����) = ��� = �.�d��$��7'.�.�����+%(��)*��� �
B �*A'B �KA
���*A�� � 
�bfz7��S�������$���'��3���<A���$����������M���3��)*'.���/12�s��$���"312�����3��-012� = �.�*Nn12-*���. ��
	 %(����12�x-*��128*'��� !�/��$&%(�H�u�
"<%('.'

(p, k)
��"312'�12���.�*Nk-*��128*'��� !�7%(���#NB�.S����c�.� � G��*A G B 
6%(� = N,%(��$������ = �.�c��$*���X��$��3����� b

�W���n)��h��1 � = �������x��$��x-*��128*'��� 1(Elrx�.� `5-*'.�.�e��"312'�12���.�*N �X$*��"+$����d12)*�d h%(�.� "312��"3����� �.����$*���
= �����������+%(����12�Wb
� ��� �  �  � � ��1 � � 2 �  ��� � �� ���
	�� � ���  � � 351��  �� ��!�� #0���% � G 
 ,  3! .0%'�1 324������
���� "!�#I����! *� *)23*+ 3!
8 !'>� 3!�#

χS(G) = min{max(p, k) : G ∈ KpSk} = min{k : G ∈ KkSk}

� � ����� χS(G)  "* � ���"����> 2 � � * %'�1 324�� ������( �024 � ! �$( ����� � H G
� 6 % �0��24 424 4�0!�� H 2 � � � ���)2 ���/* �)2 � H G

 "!'2 � k �)�; ���� ��*+��!'> k *�2 ������� * �)23*  "*&�����3�
��> � k � * %'�1 324������
���� 3!�# � H G
�

z/12���n��$&%(����$��o�+�3"312� = ������ = �����*�.�*N
χS(G)

�����345)*�.SB%('����,�!��1���$��d��������12���o���.��"3�n�.� %���-*'.�.�e�
"312'�12���.�*N�A&12���# h%<gc%('.�u%3gK�H��)*-*-01B������$&%(�H��$������\%(������ �-*��go"�'.��45)��3�M12�H���+%(8*'��#�+�����<b
� ��� �  �  � � ��1 � � 2�� � �� � ��� � � 	4351 6 #0���% � G = (V,E)  "*H�+* %:�; 42:#0���% �  H  323* � �)��2 ��� * �)2 V � ��!
���E% ���)24 324 ��!:��>  3!�2 � �?�)�; ���� � K ��!:> �-*)2 ��������*9�)2 S

� 	�� � % �� 3� (K,S)  "* � ���"����> � * %'�; 42:% �0��24 424 4�0! �
�f$��M���<%2��12�h�X$,g:��$��X-*��128*'��� = ������� = �.�hG������*�.����12�IBBb
B)G����P"<%('.'�� = rx�.�k`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nl���D��$&%(�<A5�.�
%( !12)*�,���/��1�"31<S������.�*Nk��$���S���������~o�+���f1(E]%ONB�.S����cNB�+%(-*$c85gn%O ��.�*�. l)* �5)* \8L���H1(E	��-*'.�.�XNB�+%(-*$��<b
rs�.� `5-*'.�.�e��"312'�12���.�*N��u%2�l���3"3���,��'.g = ������� = �.� � ��� 
T85gJaDvU�. %(� =q= �hIJ�����+%Kbo��%(�����l12�WAYSB%(����12)��
-&%(-0�����!NB�.S5�.�*N������������3��)*'.����12��rs�.� `5-*'.�.�e��"312'�12���.�*N��T�����n-*)*8*'.����$�� = � G���A G B,A G0G 
�iT��$���g %(���c%('.'
�.�,����NB�+%(��� = �.�o��$*��� = �����+�����+%(����12�Wb
�Y�.�&%('.'.g�A6��$��h';%2����-*��128*'��� p�T� = �<%('T�X�.��$�"312�������������.�J ��.�*�. ��
	3�.�*Nw��$�����12�+%('P�5)* \8L���O1(EM"�'.��45)��3�
%(� =�� 12�/���+%(8*'��#�+�����M"31<S������.�*Nn%('.'W��$��#S���������"3�3�H1(E]%ONB�+%(-*$Wb
� ��� �  �  � � ��1 � � 2 �  � � � 	�� � ���  � � 351 �  �� ��! � #�����%�� G 
 ,  "!768�9���0�@���� 3!�#  * 2 � � %:����)�
��( � H
8 !'>� 3!�#

z(G) = min{p + k : G ∈ KpSk}

� � ����� z(G)  "*����0�"����> 2 � �+���9� ������( �024 �+! ��( ���)�+� H G � 6 % �0��24 424 4�0! � H 2 � � � ���)2 ��� * �)2 � H G  3!�2 � p

�)�1 ��� ��*-�0!'> k *�2 ���)�
� * � 23*  *&�����3����>�� (p + k) ����9���0�@���� 3!�#/� H G
�

� 12�,���+%(��g ��1qrx�.� `5-*'.�.�e��"312'�12���.�*N�AHrx�.� � 1U"312'�12���.�*N����h�X� = ��'.g�����) = ��� = �.� ��$��s'.�.�����+%(��)*���Bi7�������
= ������� = �.� � ��� 
#8,g ���3���*�;%(v�%(� = `5���+%(�.NB$5�<A NP ��"312 �-*'����������3���o-*��1U1(EF�n%(� = -L12'.gU��12 ��;%('�"<%2�+�3�
%(���cNB�.S���� �.� � � �KA ���*A B0B � 
�AX%(-*-*��13~K�. h%(����12� ���3��)*'.���n%(��� = �����.S�� = �.� � � � 
7%(� = ��~U������ h%('/NB�+%(-*$
��$��312��������"<%('����3��)*'.���7%(����NB�.S����s�.� � �0F*A�� ��
�b
���s%('.'}��$��3�+��N��������+%('.�
	 %(����12���/1(E	rs�.� � 12'�12���.�*N�A&�+%(v5�.�*N!"�'.��45)��3�H%(� = ���+%(8*'��#�������M��12N�����$����M$&%2�f��$��
�*��"3��-*��12-L������g�1(Eu"312 �-*'��� !���,�+%(���.� g0?\��$��:-*��128*'��� ����8&%2����"<%('.'.gw��$����+%( !�:�X$�����$������u��"312����� = ���
��$���NB�+%(-*$

G
12�f�.���M"312 �-*'��� !���,�

G
bD���dEZ%2"��<A

G ∈ KpSk
��E	%(� = 12�*'.gk��E

G ∈ KkSp
bD�f$*���f�. �-*'.���3�

��$&%(�
z(G) = z(G), χS(G) = χS(G), pmin(G) = kmin(G)

%(� =
kmin(G) = pmin(G)

� EF12�
k = p

��b
^H�3��������"���� = ��1/rs�.�!`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*N�A��u�T"312 !�u)*-O�X�.��$l��$�� ��� 2 �������0( %:�
��( ��!'2 ���� 42 � -*��12-L������g�AB�X$*��"+$ !�<%(���u��$&%(�u��12'.SU�.�*N:rs�.�o`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*N��.�d%\NB�+%(-*$k���u�34,)*�.SB%('����,�f��1l��12'.S��H�.�u�.�h�.���u"312 �-*'��� !���,�<b
rx12���31 S����<A

(p, k)
��"312'�12���.�*N\-*��128*'��� !� A,rx�.�k`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*NO%(� = rx�.� � 15"312'�12���.�*Nl%(���M%('.' � ������>� 32 �0� �

B �
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���.��"3�H%(�,g��.� = )�"3� = ��)*8*NB�+%(-*$k1(E�%#��-*'.�.�]NB�+%(-*$WAU%\"�'.��4,)��/%(� = %#���+%(8*'��/�����T%(���X���3��-0�3"����.S���'.gh%#��-*'.�.�
NB�+%(-*$WA0%h"�'.��4,)��O%(� = %!���+%(8*'��\�����<bX� �XEF12'.'�1<�M�7��$&%(�H��EP%�NB�+%(-*$

G
���

(p, k)
��"312'�12�+%(8*'��:��$����cEF12�7%('.'

H ⊆ G,H
���H%('���1

(p, k)
��"312'�12�+%(8*'��Bb

IJ��%('���1h%2����1U"��;%(����%O-&%2"�vU�.�*Nh-*��128*'��� �X�.��$c��$��
(p, k)

��"312'�12���.�*Nk1(E]%:NB�+%(-*$Wb

� ��� �  �  � � ��1 � � 2 � � �
(p, k)

�
	�� � � � ��� � � � � � ��� � � 	4351��  �� ��!�� #0���% � G 
 , ��� (p, k) �����0�@���
�)���)�
� * � � #�����%������0! *� "*�23*  "! 8 !'>� 3!�# �0!  3!'>�� � ��> (p, k) ������
����������� * � � #�����%�� � H ( ���� 3( ��( *� �<=�  3!
G
��� 23*&��% 24 "( ��� � �0� � �+ *&>��)!'�02 ��> ��� αp,k(G)

�

tTg:"312�,S����5����12�WA
α0,0(G) = 0

b	�/'���1*A�85g = �����*�.����12�WA
α1,0(G) = ω(G)

%(� =
α0,1(G) = α(G)

b]z712���
��$&%(�

α1,1(G)
A0"<%('.'�� = ��$�� * %'�1 324�  "!:>�� % ��!:>���!'� � ! ��( ���)� 1(E G

%(� = %('���1 = ����12��� = 8,g
αS(G)

Ay���M��$��
���
	<�#1(ED%O';%(��N��3���M�.� = )�"3� = ��-*'.�.�XNB�+%(-*$s�.�

G
b

IJ�s���� h%(��v ��$&%(�k�.����$���"312�,����~K�n1(E
(p, k)

��"312'�12���.�*N -*��128*'��� !�c%(� = rx�.� � 1U"312'�12���.�*N�A/%�"312'�12�
"312�����3��-012� = �/��1d���.��$�����%h"�'.��4,)��O12�7%k���+%(8*'��\�+���H�X$������<%2�#%h"312'�12�7���7�34,)*�.SB%('����,�7��1d%h��-*'.�.�HNB�+%(-*$
�.�o��$���"<%2���#1(ED��-*'.�.�e��"312'�12���.�*N�b
_/���� h%3g �. � !� = �;%(����'.g = �����.S��J��12 !���&%(��)*�+%('l����';%(����12���c8L�����T�3��� ��$���12-*���. h%('\SB%('.)��3�c1(E:��$��
%(801 S��/-*��128*'��� !� ?D�T�7$&%3S��#"�'��<%(��'.g

χS(G) ≤ z(G)
%(� = %('��+1

z(G) ≤ min(χ(G), θ(G))
���.��"3�#%(�,g

"312'�12���.�*Nn12�#"31 S������.�*Nc8,gs"�'.��45)��3�����#%('���1o%h"31U"312'�12���.�*N�b\��)*����$����� !12���BA}�T�:$&%<S��
z(G) ≤ 2χS(G)80�3"<%()����O%!��-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nd�X�.��$

χS(G)
"312'�12���H����%!"31U"312'�12���.�*Nk�X�.��$

2χS(G)
"312'�12��� bX�6�.�&%('.'.g�A0��$��

����';%(����12�
αp,0(G) + α0,k(G) − pk ≤ αp,k(G) ≤ αp,0(G) + α0,k(G)

$�12' = �/���.��"3�
p
"�'.��4,)��3�7%(� =

k���+%(8*'��#�������X h%<gd !�3���H�.�s%(�M !1B���
pk

S���������"3�3�<b
z/1 ��A*'����M)��X�.�5����1 = )�"3�\-012';%(�MNB�+%(-*$��H�X$*��"�$�%(����%:�&%(��)*�+%('6��~K����������12�s1(ED��12 !�#"�';%2�����3�H1(E	NB�+%(-*$��
'.�.v��k8*�.-&%(�����.���dNB�+%(-*$��<AP��-*'.�.�:NB�+%(-*$��!%(� = "312 �-*'��� !���5���!1(EH8*�.-&%(�����.���nNB�+%(-*$��<b��f$����.� = �����*�.����12�
Em12'.'�1 �M�XEm��12 � D B 
�b

� ��� �  �  � � ��1 � � 2 � � � � � ��� � � 	4351 6 #0���% � G = (V,E)  *������3�
��>�% ���
���A H  323* ������2 � � * � 2 V ���0!
��� % ���)24 424 4��! ��>� 3!�2 � (A,B) � A ��� B ( ��� % � * *� �)� �/��� �)( % 2 � � * � � �I2 �$�02 A  "!'> � � ��* � ����(H%'���)2 �
( �$�@24 % �0��24 42 � #�����%�� �  42  "*-� � �� 3! � H *)2 �������-*9�)23* � ��!'> B � � >� "* � �� 3!�2 � ��!� 4��! � H �)�1 ���� ��* �  32  "*-2 � �
����(H%'����( ��!�2C� H � �)�� 3! � H *�2 ������� * �)23* � �

���M"<%(�x80���<%2���.'.gn�+�3���c��$&%(�H-L12';%(�MNB�+%(-*$���% =  ��.�7%:-&%(������"�)*';%(�
(p, k)

��"312'�12���.�*NkEF12�H��12 !�
p
%(� =

k
i

"312 �-*'������/'.�.�*vK�X%( !12�*N����+%(8*'��/�+�����f%(� = ��1l'.�.�*vU�X%( !12�*N�"�'.��4,)��3�X%(���/���u1�"312� = �.����12���f��$&%(�u��)�"+$c%
(p, k)

��"312'�12���.�*Nd��$�12)*' = S�������Emg�bDIJ�\%('���1:)�������$��#Em12'.'�1 �X�.�*N = �����*�.����12�Wb

� ��� �  �  � � ��1 � 	 2
(s, t)

� � � � � � 351�6 #0���% �  * (s, t) �
% �0�@���H H  42 � >�(  323* � % ���
��� % �0��24 424 4�0! (A,B) 

� � ����� A  "*&� � �� 3! � H �02 ( � *)2 s *�2 �����
� *9�)23*&��!'> B  *&� ��!� 4��! � H �02 ( � *�2 t �)�; ���� ��* �

���M"<%(�o8L�#�<%2���.'.gn��12����"3� = ��$&%(�
(1, 1)

�Z-012';%(�/NB�+%(-*$��/%(���fRe)����M��-*'.�.�XNB�+%(-*$��<b
���c��$*���7���3"�����12�WAy�T�l�X�.'.'����3�����+%(�.��12)*������'.S��3�/��1!��$*���/�.�,����1 = )�"�����12��12�s-L12';%(�HNB�+%(-*$��<b/`5�.��"3�l-L12';%(�
NB�+%(-*$��H%(���#��~K"�'.)����.S���'.gk����) = ��� = �.� � $&%(-*����� G�AK��$����.� = �����*�.����12�s�X�.'.'}80�����3"<%('.'�� = %(� = ��$����.�X8&%2����"
-*��12-0���������3�H�X�.'.'}80� = ����"�)��+��� = �.�s%O8*������ED�.�,����1 = )�"�����12�x1(E	��$&%(�H"�$&%(-*�����<b

B0B
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+-, *$,+* ,�B = B�- :-?�� - : 25B�� 00-�� 0�� 036 - & 8 6'(>F
_/8,SU��12)���'.g�AY��$�� = �3"�������12��S���������12���\1(EM%('.']��$��!N��������+%('.�
	<� = "312'�12���.�*Ns-*��128*'��� !�l !���,����12��� = %(801 S��
%(��� NP ��"312 �-*'��������.�x%(��8*�.���+%(��gnNB�+%(-*$��<b � 12����� = �����.�*N?FQ��"312'�12�+%(8*�.'.�.��gs�X$*��"�$s��� NP ��"312 �-*'������BA&�.����M�<%2���.'.gd���3���o��$&%(� = �3"�� = �.�*N!�X$�����$����/%ONB�+%(-*$o���

(p, k)
��"312'�12�+%(8*'������ NP ��"312 �-*'�������EF12� p ≥ 3

12�
k ≥ 3

bD���PEm12'.'�1 �M�f�. � !� = �;%(����'.gh��$&%(�T��� = �.�*N
αp,k

���u%('��+1 NP �Z$&%(� = bDrx12���31 S����<A*rs�.� � 1U"312'�12���.�*N%(� = rs�.�o`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nh%(��� NP �Z$&%(� = ���.��"3�H��$���gk"312�,�+%(�.�c%2�u%l��-L�3"��;%('0"<%2�+�H8L12��$drx�.� � 12'�12���.�*N%(� = rx�.� � '.��4,)�� � 1<S����<bu��%(�����M�.�c��$*���M"+$&%(-*�����<A& !12����-*���3"�������'.gn�.� � 12��12'.';%(��g BBb F �KA*�T�\�X�.'.'6%('���1
���3�X��$&%(�]��$������H���P%#"�';%2���P1(E0NB�+%(-*$��<A,�X$������BAU%('.��$�12)*NB$

α1,0
A
α0,1

A
α0,2

%(� =
α0,3

"<%(�!8L�X"312 �-*)*��� =
�.�J-L12'.g5��12 ��;%('T���. !�BA��.����� NP �Z$&%(� = ��1o��� = α1,1

bh� �J�X$&%(�#EF12'.'�1<�M�<AY���.��"3�h%('.']��$��!N��������+%('.�
	<� =
"312'�12���.�*Nh-*��128*'��� !�7%(����"�'��<%(��'.gn�.� NP AK�u�\���. �-*'.gn12 ��.�M��$*���X�.�s�+12 !�#1(EY��$�� NP ��"312 �-*'����������3���-*��151(EF�<b
`U��S����+%('&��~K����������12���]1(Ey��$��f)���)&%('*S���������~:"312'�12���.�*N#-*��128*'��� $&%<S��X8L�3���O�.�5����1 = )�"3� =k= )*���.�*N#��$��f';%2���
= �3"<% = �3�<bM_/���\1(ED��$��� !1B���M����'���S2%(�5�H��1k12)*�H����) = gn���M��$��\-*��128*'��� 1(E]"312'�12���.�*Nh��$��\S���������"3�3�/1(EP%
NB�.S�����NB�+%(-*$w�.����)�"+$J%!�f%3gs��$&%(�#�<%2"+$�"312'�12�#"�';%2���7S��������&�3�#%kNB�.S����x-*��12-L������g

P
b��f$*����-*��128*'��� 
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� 4 �����$����������H%:���+%(8*'��������M1(ED���
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� 4 � �  � � "

χS(G) = 3
$+A����  ��b

� 4 � � � �
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′
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v′i
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R
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K ′2 ��i

�� 4 ��
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��	 4
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χS(G) = 2

$+A ���  ��b
�� 4 � � � �
��� 4 ∃v ∈ V ′ �X$*��"�$s"312�������.��)*���3�/%�"�'.��45)��������.��$����H�X�.��$ K ′1 ��12�M�X�.��$ K ′2 i
��� 4 ���  � � "

G
���H%

OC5
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$+A � �  ��b

� 	 � ����� � � 1 ! 1�6 � # ���� 32 ��( �->����) 4>���*  "! O(L3) 24 3( � � � �)2 � ���H�-��� �92 ��*  "* � ��� �0� * %'�; 424��� ���@�0����)�
� �

� ��=� H �HIJ�k�������:���� h%(��vq��$&%(����$��n���+%(8*�.'.�.� gq�5)* \8L���h1(E G′ ���O��$��n';%(��N��3���:�,)* \8L���!1(E/�.� = )�"3� =
= ���mRe12�.�5�/)*�*��12��1(ET1 =*= "�gU"�'��3�7�.�

G
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1(E
α(G′)

8L�3"<%()����\�T�lv5��1 � ��$&%(�/��E
α(G′) ≥ 3

��$����
χS(G) ≥ 3

A = )��l��1h�&%2"�� BBb D �KbM�f$�������EF12���BA
%����. �-*'��o-*��1U"3� = )*���c�X$*��"+$ ���3�����!Em12�h��S�����g �����.-*'����k�.�

G′ Au�.� O(L3)
���. !�BAu�X$�����$����h�.�!Em12�� !�

%c���+%(8*'��k�����O12�l��12� = 1U�3����$��\R�128Wb �7%<S5�.�*N���)�"+$�%s�����.-*'����<A	�T�k h%3gJ"�';%(�. ��$&%(�O12)*�:"<%2"���)��\���
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G
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�X$*��"+$w%(����-&%(�.���X���+�
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G
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K1 %(� = K2 �.� G
AK�<%2"+$
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8,gc��$��\�������

r
"312�*���3"���� = "312 �-012�����5����1(E

G(x)
��b7CD��1U"3� = )*����G��3"312 �-01B���l���#%!���3"�)*�����.S��l-*��1U"3���

= )*���:�X$*��"�$q)��+�3�#��$��:-*����S5��12)��l12���!%(� =  !1<S��3��E ��12 ��$��!'��<%3S��3����1n��$��:��1U12�l%2"3"312� = �.�*Nc��1c��$��
= g5�&%( ���"#-*��12NB�+%( � ��.�*Nk-*���.��"��.-*'��Bb

� ����� �  � 	 � �cr�%Q~K�. \)* 
(p, k)

��"312'�12�+%(8*'��l��)*8*NB�+%(-*$c�.�c"312NB�+%(-*$��
� � ��� � �#%�"312NB�+%(-*$

G
%(� = ��$���"312�����3��-L12� = �.�*Nk"312�����3�

T = (N,A)
��1U12��� = �.�

x0
AK� �T1k�.�,����N������

p%(� =
k

� � � � � � ��%O h%Q~U�. l)* 
(p, k)

��"312'�12�+%(8*'��l��)*8*NB�+%(-*$s1(E
G

� 4 G��3"312 �-L1B��� �
x0, p, k

��i
� 4 ��� ����� �

Mp,k(x0)
b

� "312NB�+%(-*$
G
%(� = ��$��\����';%(��� = "312�����3�

T = (N,A)
%(���lNB�.S����J%2�H�u��'.']%2�/� �T1d�.�,����N������

p
%(� =

k
b

�f$��!��~K�3"�)*����12��1(EfCD��1U"3� = )*��� � 12 �-L1B���:EF12�\%nS���������~
x
�+%(v��3�\���. !� O(p3k|C(x)|) ��E t(x) = 0

A
%(� = O(pk3|C(x)|) ��E t(x) = 1

bD�����P)��P���&%('.'.g!��12����"3�M��$&%(�f��S�����g��.�,�������&%('LS���������~h1(E6%�"312�����3�/$&%2�
%(�M'��<%2���H� �T1k"�$*�.' = �����WiL"312�����345)����,��'.g�Ay��$����,)* l80����1(ED�.�,�������&%('6S���������"3�3�H���7%(�H !1B���

F − 1
�X$������

F
���7��$��\�5)* \8L����1(E]'��<%3S��3�<iL !12���31 S����<A}�.�w��$��l"312�����3��%2����1U"��;%(��� = �X�.��$

G
A
F = n

���/��$��:���
	<�\1(E
G
b � 12�����34,)����5��'.g�A���$����X$�12'��#"312 �-*'���~K�.��gn��� O((p3k + pk3)n)

AK�X$*��"�$x"312��"�'.) = �3�X��$���-*��151(E�b

F��
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� ��� 	�� ������� � � 12 �-01B�+�
� � ��� � �

x ∈ N
A
(M(cx), cx ∈ C(x) = {c1x, . . . , c|C(x)|x})

A*� �T1h�.�,����N������
p
%(� =

k
� � � ��� � �

M(x)
� 4 
�

t(x) = 0
� 	 � �

� 4 � � � � � �
(i, j) ∈ {0, . . . , p} × {0, . . . , k} ���

� 4 � � �
s← 0

��1
i
� �

� 4
M̃1

s,j ←Ms,j(c1x)
i

� 4 � � �
r ← 2

��1 |C(x)| � �
� 4 � ���

s← 0
��1

i
� �

	 4
q0 =

%(��NB h%Q~ (|M̃ r−1
q,j |+ |Ms−q,j(crx)|, q ∈ {0, . . . , s}

) i

 4

M̃ r
s,j ← M̃ r−1

q0,j ∪Ms−q0,j(crx)
i

� 4
Mi,j(x)← M̃

|C(x)|
i,j

i
�� 4 � � � � � � 2 � � ��� �
��� 4 � � � � � �

(i, j) ∈ {0, . . . , p} × {0, . . . , k} ���
��� 4 � � �

s← 0
��1

j
� �

�� 4
M̌1

i,s ←Mi,s(c1x)
i

� � 4 � � �
r ← 2

��1 |C(x)| � �
��� 4 � ���

s← 0
��1

j
���

�� 4
q0 =

%(��NB h%Q~ (|M̌ r−1
i,q |+ |Mi,s−q(crx)|, q ∈ {0, . . . , s}

) i
��	 4

M̌ r
i,s ← M̌ r−1

i,q0
∪Mi,s−q0(crx)

i
�
 4

Mi,j(x)← M̌
|C(x)|
i,j

b

� ��� 	�� ������� � G��3"312 �-01B���
� � ��� � �

x ∈ N
AK���u1!�.�5����N������

p
%(� =

k
� � � ��� � �

M(x)
� 4 
�

C(x) = ∅ � 	 � �
� 4 � � � � � �

(i, j) ∈ {0, . . . , p} × {0, . . . , k} ���
� 4 ��

i + j = 0
� 	 � �

� 4
Mi,j(x)← ∅ i

� 4 � � � �
� 4

Mi,j(x)← {x} i
	 4 � � � �

 4 � � � � � �

y ∈ C(x)
���

� 4 G��3"312 �-01B�+� �
y
��i

�� 4 � 12 �-01B�+� �
x, (M(cx), cx ∈ C(x)), p, k

��b
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��� ���
(p, k)

� � ��!���
���� 
.��� � � 
�
 ��� ���

�@���
(p, k)

� � *���*��)��%�� *	� � *���� ����
"�

�/�����:���#��$��: h%(�.�q���3��)*'.��1(Eu��$*���\"�$&%(-*�������X$*��"+$���)*NBN��3�����l%d����� "�$&%(�+%2"��������
	 %(����12� 1(Ef"312NB�+%(-*$��
� .'2 �02 ��( ��!�2 � 1(EY��$���EF12'.'�1<�X�.�*Nh��$��312���� ?�f)����.�*N���$����.� (p, k)

��"312'�12�+%(8*�.'.�.��g�b
� 	 � ����� � ! 1 � 1 � ���+��!1�-#����%�� G = (V,E) 
 2 � � H ���"�
� �8 3!�# *�2 �02 ��( ��!'23* �0��� �	���$ �� ������!�2�	
���

G  *&� ����#�����%���

� � ∀V ′ ⊆ V, α1,1(G[V ′]) = α(G[V ′]) + ω(G[V ′])− 1 


� � ∀V ′ ⊆ V *�� � �/2 � �02 G[V ′] ∈ KpSk 
 � � ����� p ≥ 1 
 �
� 2 K ��� � ( ���� 3( �$( � �; ���� � � H G[V ′] 

2 � ��! G [V ′\K] ∈ Kp−1Sk

�

� ��=� H � ��� ⇒ � �d� �����\��$�1<�X�q�.� � D � 
P��$&%(�l%(�5gJ"312NB�+%(-*$
G
$&%2����$��!"�'.��45)����Zv���������'T�.�5���������3"�����12�

-*��12-0����� g�Af�X$*��"�$� !�<%(���h��$&%(�d��S�����g� h%Q~K�. h%('�"�'.��4,)��c1(E
G
$&%2�k12���oS���������~��.��"312 � !12� �X�.��$

��S�����gc h%Q~U�. h%('D���+%(8*'��O������1(E
G
b��f$,)��<AL��$������l���7��1 = ���mR�12�.�,��-&%(�.��1(Eu%h h%Q~U�. l)* "�'.��45)���%(� = %

 h%Q~U�. l)* ���+%(8*'��������X�.�w%:"312NB�+%(-*$w%(� = A*128,SU��12)���'.g�A&��$*���X-*��12-0����� gn���X$������ = �.�+%(��g�b
��� ⇐ � �\�/�+��)* !����$&%(�

G
���7��12�#%k"312NB�+%(-*$WAL��$������.�/�X�.'.'D"312�5�+%(�.��%(��'��<%2����12���O�.� = )�"3� =

P4
b7� �

��)K�h"3�3����1o128�������S��:��$&%(�
α1,1(P4) = α(P4) + ω(P4) = 2 + 2 = 4

�. �-*'.gU�.�*No��$&%(� .'2 �02 ��( ��!�2 �= 15�3�X��12�X$�12' = b
� � ⇒ ���T� �M��)K�h"3�3�M��1!��12����"3�#��$&%(�/%

P4
�X�.��$s� = N��3�

a1a2, a2a3
%(� =

a3a4
80��'�12�*N��H��1 K1S1

8*)*�
�+%(v5�.�*N

a1a2
%2�/%O h%Q~U�. l)* "�'.��45)�� = 15�3�X��12�Hg5����' = %

(0, 1)
��"312'�12�+%(8*'��ONB�+%(-*$Wb

��� ⇒ � ���W��� (K1, . . . ,Kp, S1, . . . , Sk)
8L�:%!-&%(�����.����12��1(E

V
�.�5��1

p
"�'.��45)��3�#%(� =

k
���+%(8*'��O�������<b

_/���w"<%(� = �3"312 �-L1B����%(�,g  h%Q~U�. l)* "�'.��45)��
K

�.�,��1 � �T1 -&%(�����
KC

%(� =
KS

AM�X$������
KC =

K ∩ (K1 ∪ . . . ∪Kp)
%(� =

KS = K ∩ (S1 ∪ . . . ∪ Sk)
bT_/85S5��12)���'.g�A

KS
$&%2�H%(�M !1B���

k
S���������"3�3�<b

I �.��$�12)*�/'�1B���H1(EDN��������+%('.�.��g�A}12���l"<%(�s�X���.���
KS = {x1, . . . , xs}

A&�X$������
xi ∈ Si %(� = s ≤ k

bf�H�
�.'.'.)������+%(����12�h1(Ey��$��f-*��1U1(EL���	NB�.S������.�!�6�.NB)*���HFKb
Bf�X$������f��$��X"�'.��4,)��

K
���]��$�1<�X��85gl'.�.NB$5�P��$&% = 1 �T� =

�������M%(� = �X$������#��$�� = 12����� = '.�.���3� = �3��"����.8L�#���+%(8*'���������� b
_/�s��$��\12��$����/$&%(� = A&��$������\���7%�S���������~s�����

L ⊆ K1 ∪ . . . ∪Kp �X�.��$ |L| ≤ |KS | = s
��)�"+$s��$&%(�

KC∪L
����%f h%Q~K�. h%(',"�'.��4,)��P1(E

K1∪. . .∪Kp bY`5�.��"3� G
���6%f"312NB�+%(-*$WA(�T�T"<%(���. � !� = �;%(����'.g��+%<g/��$&%(�

(K1 ∪ . . . ∪Kp)\(KC ∪L) ∈ Kp−1S0
8,gn"312'�12���.�*N���$��#"312 �-*'��� !���,�+%(��goNB�+%(-*$Wb]�f$����WAKvU��1<�X�.�*N

��$&%(�
(Ss+1 ∪ . . . ∪ Sk) ∈ K0Sk−s

A��.����)K�h"3�3�H��1d��$�1 � ��$&%(�
L ∪

[

(S1 ∪ . . . ∪ Ss)\KS

]

∈ K0Ss��1�128*�+%(�.�c��$��\%2������������12�WA��&%( !��'.g
G [V \K] ∈ Kp−1Sk

b
z/1 ��A2'����D)��Y��)*-*-01B���u��$&%(�	��$������u���]%7"�'.��4,)��

K ′ 1(E0���
	<� s+1
�.�

(L∪[(S1∪. . .∪Ss)\ KS ]
b � '��<%(��'.g

K ′ ∩ L 6= ∅ ���.��"3� S1 ∪ . . . ∪ Ss ∈ K0Ss
%(� = |K ′| = s + 1

b\� �w��$����+%( !�O�u%3g�AW�T�:vU��1<����$&%(�
K ′∩

[

(S1 ∪ . . . ∪ Ss)\KS

]

6= ∅ 80�3"<%()��+� |K ′| > |L| bY���:�X$&%(�YEm12'.'�1 �M�<A2�T� = ������� K ′
L = K ′∩L =

{z1, . . . , zl′}
%(� =

K ′
S = K ′∩ [(S1∪ . . .∪Ss)\ KS ] = {a1, . . . , ah, ah+1, . . . , as+1−l′}

��)�"+$h��$&%(�
∀i ≤ h, {ai} ∪ KC

���O%c"�'.��45)��I�
ai
V��O%(���!-L1B�����.8*'.g������Z�.� = ��~K� = �l%(� = ��$&%(� ∀i ≥ h + 1, ∃wi ∈

KC
��)�"�$s��$&%(�

aiwi /∈ E
� -L1B�����.8*'.g

h = s + 1 − l′
��b

K ′ ���#��$�1 �X��%2� = %(��v���$&% = 1<�u� = ���������.�
�6�.NB)*���+FKb
BBbDz/1 ��A*'����M)��M128�������S�����$��#��$*���3��EF12'.'�1<�X�.�*N�EZ%2"����X�X$*��"�$x�X�.'.'6%('.'�1<��)��X��1!"312��"�'.) = �Bb
� � 	 � ! 1 ! 1 {aj , zi, wj , xj} >��=��* !:�02: "!'> � � � � P4 ⇒ ∀h, h+1 ≤ j ≤ s+1−l′, ∀i ≤ l′, xjzi ∈ E

�

F �
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...... ... ...

K ′

L

KC

KS

K ′

S

Sh Sh+1S1 Ss+1−l′ Ss+1−l′+1 Ss Ss+1 Sk

xh xh+1

aha1 ai

wj

zi

xj

ajah+1

x1 xs+1−l′+1xs+1−l′

as+1−l′

xs

�6�.NB)*���+FKb
BB?]CD��1U1(E	1(ED�f$��312���� FKb DKA*�. �-*'.��"<%(����12� ��� ⇒ � �

� � 	 � ! 1 � 1
KC ∪K ′

L ∪ {x1, . . . , xs+1−l′} �$� * |KC |+ s + 1 � ���)24 4����*+2 ����*  32 ����! !'� 2 ���-� �)�; ���� �
⇒ h ≥ 1

�
� � 	 � ! 1 � 1 ∀i ≤ h, ∀j ≥ h + 1 
 {aj , ai, wj , xj} > � ��*&!'�02  "!:>�� ���+� P4 ⇒ aixj ∈ E

�
�f$��o%(801 S��!EZ%2"�����%(���h�.'.'.)������+%(��� = �.���6�.NB)*��� FKb
Bk�X$������ = %2��$�� = '.�.���3��%(���hEm12��8*� =*= ��� � = N��3��%(� =
��$*��"�vc'.�.���3��%(���l��$������3"3�3���+%(��gc� = N��3� bM�f$����WA&�.�7��)K�h"3�3�/��1!���� h%(��vc��$���Em12'.'�1 �X�.�*N�?X�&%2"���FKb Fk%(� =
�&%2"�� FKb �X�. �-*'.g���$&%(�

KC∪K ′
L∪{aj , j ≤ h}∪{xj , h+1 ≤ j ≤ s+1−l′} ���	%M"�'.��45)��T1(E&"<%(� = �.�&%('.�.� g

|K|+ 1
A�����-*���3�����,��� = 8,gd��$����������X�X�.��$c8L12' = Em�+%( !�3�<AK�X$*��"�$xg5����' = �H%!"312�,���+% = ��"�����12�Wb

�f$��x%(8L1<S��o���3��)*'.�k��$�1 �M�!�.��-&%(������"�)*';%(�k��$&%(� .'2 �02 ��( ��!'2 � ���!����)��o�����.��$����hEm12�k"312 �-&%(�+%(8*�.'.�.��g
NB�+%(-*$�� � v5��1 �X�s%('���1:%2�T���+%(�����.���.S���'.gd12�������5�+%(8*'���NB�+%(-*$����P�X$*��"�$c"312�,�+%(�.�c"312NB�+%(-*$��M%2�X%l��)*8L"�';%2���<A
��12�XEF12�X�����;%(�*NB)*';%(��� = NB�+%(-*$��<b
z/12����%('���1���$&%(�<AM85g ��$���%()*��1(��"312 �-*'��� !���,�+%(���.� g�1(El"312NB�+%(-*$��<AH�T�w$&%3S��w�����.SU�;%('.'.g ��$&%(�dEm12�o%('.'
V ′ ⊆ V

��)�"�$���$&%(�
G[V ′] ∈ KpSk

�X$������
k ≥ 1

AX��$����
G [V ′\S] ∈ KpSk−1

�X$������
S
���n%

 h%Q~U�. l)* ���+%(8*'��\�����M1(E
G[V ′]

b
_/���#"<%(�c128�������S����.�o�Y�.NB)*��� FKb D\��$&%(�X�.�c�f$��312���� FKb DKAK��EY�T���+%(v��#%O h%Q~K�. h%('W���+%(8*'��������f�.�������<% =
1(ED%O h%Q~K�. \)* 12���BAK��$����c��$��#���+%(���� !���,� = 15�3�f��12�X$�12' = b]�f$���NB�+%(-*$

G
1(E	�Y�.NB)*��� FKb DO���X"�'��<%(��'.g

(1, 1)
��"312'�12�+%(8*'��Bbftu)*�<A

G[V \S]
AU�X$������

S
���X%\ h%Q~U�. h%('L���+%(8*'��7�����u1(E

G
A,���u��12�

(1, 0)
��"312'�12�+%(8*'��Bb

S

G

�Y�.NB)*���&FKb DK?]�f$��312���� FKb D = 15�3�M��12�M$�12' = �X�.��$x%O h%Q~K�. h%('����+%(8*'����+���<b
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(p, k)

� � ��!���
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�
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�f$��k-*��1U1(E71(E7��$��kEm12'.'�1 �X�.�*Nq"312��12'.';%(�����3�!1(E7�f$��312���� FKb DKAT��)*NBN��3��������12 !�o%('.N�12���.��$* !�h��1w�+12'.S��
-*��128*'��� !�M����';%(��� = ��1

(p, k)
��"312'�12���.�*N�b

� ����� � � � � � ! 1 � 1 � ! �0!1� ����#�����%�� G 	
��� H ���&��!1� k 
 pmin = min{p : G ∈ KpSk} � ��! ��� H ���$!'>? 3!I24 3( � O(n2 + nm) 

� � ,  3! .0%:�; 424�����0�@���� 3!�# ����! ���&*)�0� � ��>  "! 24 "( � O(n2 + nm)

�

� ��=� H �/��12� .:2 �02 ��( ��!�2 �BA/��$���%('.N�12���.��$* "312�����������o�.� ����-L�����.���.S���'.g "312��������)�"����.�*N %  h%Q~K�. \)* 
"�'.��4,)��\�.�s��$��l���� h%(�.�*�.�*NkNB�+%(-*$�%(� = ���� !1 S5�.�*Nn�.�7%2�/'�12�*Nd%2�/�.�H���71(E]���
	<�l%(�7'��<%2���

k + 1
bM�f$����WA

S1, . . . , Sk
%(��� = �������� ��.��� = 8,g�%/NB���3� = g:"312'�12���.�*N\%('.N�12���.��$* 12����$��f���� h%(�.�*�.�*N�NB�+%(-*$WbD���D��)K�h"3�3�

��1l128�������S��7��$&%(�X%2"3"312� = �.�*N���1l�f$��312���� FKb DKAU�X$����n��$��#%('.N�12���.��$* $&%2�X%('.���<% = gd�����
pmin

"�'.��4,)��3� A
��$��X���� h%(�.�*�.�*N\NB�+%(-*$k���D�.� K0Sk

%(� = ��$,)�� = 15�3�D��12�u% =  ��.�u%#"�'.��45)��M1(E}���
	<�
k+1

b	z712���X��$&%(�P��$��
12�*'.gx"312 �-*)*�+%(����12�q"312�������������.�x��� = �.�*N

pmin
 h%Q~K�. \)* "�'.��45)��3�<A}�X$*��"�$��+%(v��3� O(pmin(n + m))���. !�BAy%(� = ��)*�*�*�.�*Nd12��"3�\��$���NB���3� = gc"312'�12���.�*No%('.N�12���.��$* �.�x��$������� h%(�.�*�.�*NnNB�+%(-*$WA&�X$*��"+$x�+%(v��3�

12�*'.gk'.�.���<%(�M���. !�Bb
�/�HEm12� .'2 �02 �)( �)!�2 � Ay�.��������- i

1(EP��$��:%('.N�12���.��$* cA}12���l�X�.'.'	"312 �-*)*���!%h h%Q~U�. l)* "�'.��45)��l�.�w��$��
���� h%(�.�*�.�*NdNB�+%(-*$WiW��EP�.�/���71(ET���
	<�:%(��'��<%2���

i + 1
��$����w�.�/�X�.'.'	8L�l"+$�1B�����J%(� = ���� !1<S�� = E ��12 ��$��

NB�+%(-*$o80��EF12���7N�12�.�*N���1�������-
i + 1

A*12��$������X������%(�
i
��"312'�12���.�*Nh�X�.'.'08L��"312 �-*)*��� = �.�o��$������� h%(�.�*�.�*N

NB�+%(-*$Wb ��1q"312��"�'.) = �BAf��12���o��$&%(�!�.� ������-
i
AP��$��o�5)* \8L���d1(E7�*~*� = "�'.��4,)��3�!���

i
b��f$�������EF12���BAu��E

χS(G) = k
��$������.� ������-

k
Af��$��c���� h%(�.�*�.�*N NB�+%(-*$ 8L��'�12�*N��h��1 K0Sk

b _/8,SU��12)���'.g�AX��$��c���. !�
"312 �-*'���~U�.� gd���M��$����+%( !��%2�X��$��#-*����SU��12)��M-&%(���M1(E	��$���"312��12'.';%(��g�b

�����������3� = '��3���\��1s�+%3g���$&%(�
(p, kmin)

��"312'�12���.�*Nx���l��12'.S�� = �.��%s���. ��.';%(���f%3gJ�X�.��$J��$��k�+%( !�����. !�
"312 �-*'���~U�.� gd�.�x"312NB�+%(-*$��<b
_/����"<%(�s%('���1�N��������+%('.�
	<�#��$��l%(801 S���"312��12'.';%(��gn�.�c��$���EF12'.'�1<�X�.�*N!�f%3g�b
� ����� � � � � � ! 1 � 1�� ��� ��! � � ��#�����%�� G ��!'> ��!1� H ��!'�924 4��! f : N −→ N 
 p0 = Min{p : G ∈
KpSf(p)} ����! ��� ���0( % �$2 ��>  3! % ��� � !:��(  4��� 24 3( � �

� ��=� H �/�Y�.�����W1(E&%('.'ZA<��$��T��~U����������"3�]1(E*% p
��)�"�$���$&%(�

G ∈ KpSf(p)
����128,SU��12)��6���.��"3� KpSi ⊂ KpSi+1

b
z/1 ��AL'����7)��#"312����� = ���7��$�����%( !�:%('.N�12���.��$* %2���.� .'2 � 2 ��( ��!�2 � 1(E � 12��12'.';%(��g FKb �k�X�.��$���$��:12�*'.g
= ��|L��������"3�l��$&%(�H�u�\���3���/��ED��$��\ h%Q~K�. \)* "�'.��4,)��l�.�x������-

i
���/1(EP���
	<�l%(�/'��<%2���

f(i) + 1
�F%(� = ��12�

i+1
��A,%(� = "312�����345)����,��'.g:��$��H%('.N�12���.��$* ��� = �]�X�.��$k%(�h12-*���. h%('&"312'�12���.�*N\1(EL��$��X���3���]1(EL��$��fNB�+%(-*$

�.�
f(i)

�F%(� = ��12�
i
�f"312'�12��� bu_/��"3�\%(N,%(�.�WA0%(�H������-

i
�u��$&%<S��������H��~�%2"���'.g

i
"�'.��4,)��3� b]��1k"312 �-*'������

��$��f-*��151(E�AB�.�]��)K�h"3�3�	��1����� h%(��v:��$&%(�P%QEm�����
pmin

������-��
(i = pmin)

AB��$��f���� h%(�.�*�.�*N�NB�+%(-*$h80��'�12�*N��
��1 K0Sf(p)

b
z/12���/��$&%(�uEm12�X%O"312�����+%(�,�fEm)*��"�����12�

f
A5�T��128*�+%(�.� .'2 �02 �)( �)!�2 �o1(E � 12��12'.';%(��g FKb �Ki f(p) = p

NB�.S��3�
��$��\���3"312� = -&%(���<i

f = 0
8012�.'�� = 1<�X�w��1!��$��\-*��128*'��� 1(E]S���������~s"31 S������.�*Nd85gc"�'.��4,)��3��%(� = ���&%('.'.g

��E
f = χ(G)

��$����
pmin = 0

AK�Zb��Bb.A
G ∈ K0Sχ(G)

b
�6�.�&%('.'.g�A(��$*�������3��)*'.�����Y%('���1M����)��P�X$����\�.�,������"+$&%(�*NB�.�*N#"�'.��4,)��3�	%(� = ���+%(8*'��3�6�������W85g����. �-*'.g�%(-*-*'.g5�.�*N
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rs�.� � 1U"312'�12���.�*Nd$&%2�78L�3���w�+12'.S�� = �.�w���. !� O(n2)
Em12�7"312NB�+%(-*$����X�.��$�% = gU�&%( ���"l-*��12NB�+%( � ��.�*N

-*��15"3� = )*����SU�����.���.�*N:��$��7S���������"3�3�M1(E���$����.�M%2����1U"��;%(��� = "312�����3�7E ��12 ��$���'��<%3S��3�f��1O��$��7��1U12� � ��� 
�bD� �
�X$&%(�HEF12'.'�1<�M� Ay�u�\)��+�\�f$��312���� FKb D���1 = ��S5���+�l%!���. �-*'�����%('.N�12���.��$* EF12�/rx�.� � 1U"312'�12���.�*Nk�.�x��$��
"�';%2���u1(E}"312NB�+%(-*$�� b]rx12���H-*���3"�������'.g�A5�T�7��$�1<� ��$&%(�T��$��HNB���3� = gh%('.N�12���.��$* EF12�P"31U"312'�12���.�*NlNB�.S����d�.�
� � � 
L���u��~�%2"��uEm12�f"312NB�+%(-*$��H%(� = $&%2�M%�8L���������f���. !��"312 �-*'���~U�.� gk��$&%(� O(n2)

bD���u��)*���M%2�TEm12'.'�1 �M�<b
� ��� ���  � 	 � � � ���3� = go"315"312'�12���.�*N
� � ��� � ��%ONB�+%(-*$

G = (V,E)
� � � ��� � ��%�"31U"312'�12���.�*N Z 1(E

G
� 4 Z ← ∅ i
� 4 � 	  � �

G 6= ∅ � �
� 4 "312 �-*)*���l%O h%Q~K�. \)* ���+%(8*'��#�����

S
%(� = %: h%Q~K�. \)* "�'.��4,)��

K
1(E

G
i

� 4 "�$�1U1B���
X =

%(��NB h%Q~
(|S|, |K|) %(� = Z ← Z ∪ {X} i

� 4
G← G[V \X]

b

� 	 � � � � � ! 1 � 1 � ��� ��!1� ����#0���% � G #� ����! ���  423*���� 24������
 � (  "!� "( �$( ���9� ���@�0�� 3!�#? * ���)2 �� 3!:��> ���
2 � �A#�������>�� ���9� ���@�0�� 3!�# ��� # ���� 42 ��(  3! 24 3( � O(n3/2)

�

� ���9� H �H����� p, k
8L�h��)�"+$q��$&%(�

G ∈ KpSk
%(� = ��$&%(�

z(G) = p + k
bd�7����)* !�!��$&%(�\��$��!NB���3� = g

%('.N�12���.��$* = 15�3�H��12�HNB�.S��l%(�w12-*���. h%('6"31U"312'�12���.�*N�bM�f$*���/ !�<%(���M��$&%(�7��$����������/%��������H������-x�X$������
�T�J"<%(�*��12�oN����c%(� 12-*���. h%(' = �3"312 �-L1B���.����12� %(�5g5 !12���Bb �f�n��$*���c������-WA�%2����)* !�w��$&%(�o�T��$&%<S��
%('.���<% = gq���� !1 S�� =

p′
"�'.��45)��3��%(� =

k′ ���+%(8*'��d�������<AP%(� = ��$&%(�:�T�d���� !1<S��c%x h%Q~K�. \)* "�'.��45)��
K�X�.��$�12)*�!'�1B����1(E7N��������+%('.�.��g�b �ZE

G′ ���:��$��n���� h%(�.�*�.�*NqNB�+%(-*$ %QE �����
p′ + k′ ���� !1<SB%('��<Au�f$��312���� 

FKb D��. �-*'.���3�k��$&%(�
G′ ∈ Kp−p′Sk−k′

b�tTg $5g5-L12��$��3�����<Af�u�c$&%3S��
z(G′) = z(G) − p′ − k′ 8*)*�

z(G′ \K) > z(G) − p′ − k′ − 1
bXz712���#��$&%(�7�T�l"<%(�*��12�/$&%<S��

p− p′ < 0
���.��"3�O%(�/��12 !�l�<%(��'.�����

���+%(N����u�\�u12)*' = $&%<S��#EZ%2"3� = ��$��\-*��128*'��� cA&�����.��$����
p− p′ > 0

80�3"<%()����\��$���-*��128*'��� �T12)*' = ��12�
15"3"�)*�Pg����<bY�f$�������EF12���BA��u�f \)����P���3"3�3���+%(���.'.gO$&%3S��

p−p′ = 0
b	z/1 ��A,12���X"<%(� = �����.S��X��$��uEF12'.'�1<�X�.�*N

�.���34,)&%('.�.�����3�/)����.�*N���$���EZ%2"����X��$&%(�
G′ ∈ K0Sk−k′

%(� =
z(G′) = χ(G′) = ω(G′) = k − k′ ?

α(G′)− 1 = θ(G′)− 1 ≥ z(G′ \K) > z(G′)− 1 = χ(G′)− 1 = ω(G′)− 1.

�/����"3�BAU��$��7NB���3� = gd%('.N�12���.��$* ��$�12)*' = $&%<S��7"+$�1B�����
S
�.�������<% = 1(E

K
�X$*��"�$o !�<%(���u��$&%(�f��$*���f"<%2���

���X��12�M-L1B�����.8*'��Bb
�/�TEF12�f��$��/���. !��"312 �-*'���~K�.��g�A*�.�u���f�T��'.'LvU��1<�X�o��$&%(�M%l h%Q~U�. l)* "�'.��4,)��#%(� = %\ h%Q~U�. l)* ���+%(8*'��
�����!"<%(��8L�kEm12)*� = 12� %w"312�����3�o�.� ���. !� O(n)

b�_/� ��$��c12��$�����$&%(� = AT��$��o�,)* l80���k1(E�������-��:���
��~*%2"���'.g

z(G)
b	�ZE&�u� = ����12���T85g

ni
��$��T�5)* \8L���D1(E&S���������"3�3�	���� !1<S�� = %(�D������-

i
��$����:��$��u�.���345)&%('.�.��g

z(G) − (i − 1) ≤ ni
$�12' = �MEF12�

i = 1, . . . , z(G)
bH`5)* � ��.�*Nh8L12��$x��� = �3�/1(EY��$��3���\�.���34,)&%('.�.�����3�HEF12�

��S�����g
i
g5����' = �M��$���8012)*� = O(

√
n)

12�
z(G)

A*�X$*��"�$xNB�.S��3� O(n3/2)
%2�M1<S����+%('.'Y"312 �-*'���~U�.� g�b
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���J��$*���O���3"�����12�WAY�T�hNB�.S��!EF12��8*� =*= ����"312�K��NB)*�+%(����12����"+$&%(�+%2"��������
	3�.�*N
(2, 1)

��%(� =
(2, 2)

��"312'�12�+%(8*'��
"312NB�+%(-*$��<b]� �o��$*���X-*)*��-01B�+�BA*'����M)��X-L12�.�,�H12)*�X��$��#Em12'.'�1 �X�.�*Nh'��� � h%Kb
� � � � � ! 1 	 1�� � �����/����! !:��� 2 ��>/� ��(H% ��!:��!'2 � H ��24�� ��!�#������ H ����� � ��#�����%��I "*-� ���0( %:�
�)2 �?�� % ���)24 32 �
#����%�� �
� ��=� H �/�W��� G = (A ∪ B,E)

= ����12���o%x�����;%(�*NB'����FE ���3�o"312NB�+%(-*$ �X$*��"�$ ���:1285S5��12)���'.g�%s8*�.-&%(�����.���
NB�+%(-*$Wb � 12����� = ���:%o"312�*���3"���� = "312 �-L12�����,�:1(E

G
�X$������k12���hS���������~

a1 ∈ A
���O% = R�%2"3���5�l��1

b1%(� = ��1
b2
1(E

B
bD� �f���M�<%2��gk��1:S�������E gd��$&%(�X��E	12���#1(E	��$��������.NB$,8L12���H1(E

a1
���M% = R�%2"3���5�H��1!%OS���������~

a2 ∈ A
��$�����%(�,gJ12��$����l�����.NB$,8L12�l1(E

a1
$&%2����1o8L�h% = R�%2"3���,�l��1

a2
%2���T��'.'ZAY�.�q12� = ���l��1s%3S�12� =

%(�,gh-L1B�����.8*'��
P4
bD�H-*-*'.gU�.�*N:��$*���M%(��NB)* !���,�X��1O��$���S���������"3�3�X1(E�8L12��$

A
%(� =

B
g5����' = �M%O"312 �-*'������

8*�.-&%(�����.���#NB�+%(-*$Wb
���#�X$&%(��Em12'.'�1 �M�<A �u� = ����12���P8,g

H
��$��]8*�.-&%(�����.���]NB�+%(-*$

H = (A∪B,EH)
�X$������

A = {a1, a2, a3}
A

B = {b1, b2, b3}
%(� =

EH = {a1b1, a2b2, a3b3}
b
L
���f��$��/�����.-&%(�����.����NB�+%(-*$

L = (A∪B ∪C,EL)�X$������
A = {a1, a2, a3}

A
B = {b1, b2, b3}

A
C = {c1, c2, c3}

%(� =
EL = {aibi, aici, bici, i =

1, 2, 3} b�tf12��$x1(E]��$��3���O"312�K��NB)*�+%(����12����%(���l��$�1<�X�w�.�x�Y�.NB)*���-FKb Fh�X$������ = %2��$�� = '.�.���3�7����-*���3�����5�Em12��8*� =*= ����� = N��3�7%(� = � = N��3�/�X$*��"�$ = 1h��12��%(-*-0�<%(�7�.�s��$��\��NB)*���3�7%(���O12-*����12�&%('	� = N��3�<b/_/���O"<%(�
��12����"3����$&%(�l%2����1U12�q%2�#12���!1(Ef��$��!12-*����12�&%('P� = N��3�\'.�.�*vU�#� �T1c"312�*���3"���� = "312 �-012�����5���l1(E

H
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L
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-*���3�����,�<b
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�6�.NB)*���+FKb FK? � 12�K��NB)*�+%(����12���
H
%(� =

L
b

� � ��� ���  �  � � ! 1 � � 1 6 ��� #����%��  * � � 
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�
� ��=� H �/��E G "312�5�+%(�.���

H = (VH , EH)
%2�]"312�K��NB)*�+%(����12�WAU��$����!��$��X��)*8*NB�+%(-*$

G[VH ]
���P"�'��<%(��'.gO��12�

(2, 1)
��"312'�12�+%(8*'��Bb � 12�5S���������'.g�AW'����#)��\��)*-*-01B�+�l��$&%(�

G
= 15�3�#��12��"312�5�+%(�.�q"312�K��NB)*�+%(����12�

H
bl�����
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S∗ 8L�/%� h%Q~U�. l)* ���+%(8*'��/�����<b	�f$����WA5'����
S′ 80�7%# h%Q~K�. \)* ���+%(8*'��/�+���T1(E

G[V \S∗]
A
G[S′ ∪S∗]���78*�.-&%(�����.���:%(� = % =  ��.���

S∗ %2�7 h%Q~K�. \)* ���+%(8*'��O�����<i0$�����"3�
S′ ����%! ��.�*�. l)* S���������~x"31<S���� �F%
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	<� |S′| 8,g
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H
A5��$*���u h%(��"�$*�.�*N:���T1(EY���
	<�/%(�u !1B���EDKbY� �P !�<%(���

��$&%(�
α(G[V \ S∗]) ≤ 2

%(� = "312�����345)����,��'.g �m���.��"3�k"312NB�+%(-*$��O%(���h-0���eEF�3"�����A
G[V \ S∗] ∈ K2S0

A
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G ∈ K2S1
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L = (VL, EL)

%2�Y"312�K��NB)*�+%(����12�WAB��$����
G[VL]

���6"�'��<%(��'.g���12�
(2, 2)

��"312'�12�+%(8*'��Bb
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��"312'�12���.�*Nn-*��128*'��� !� �

Em12� = ��|L�������5����gU-0�3��1(E/-*��12-0���������3�<b��f$��o%()*��$�12����-012�.�5��12)*�O��$&%(����$������d���!%(� )*����~K-*'�12��� = N,%(-
�X$���� Pi

V��M%(����% =*= �.���.S���$������ = �.�+%(��g�Ay%(� = Qj
V��M%(����"31(� % =*= �.���.S���$������ = �.�+%(��g � b	IJ�7��12����"3�7��$&%(�X��$��

���3"312NB�*�.����12�J1(EP-012';%(�7NB�+%(-*$���������~*%2"���'.gs�.�w��$*���7N,%(-����.��"3�l�.�#"312�����3��-012� = �7��1
(P3

�FE ���3�
, P3

�FE ���3�
)
�

"312'�12���.�*N�b
�f$��c4,)��3������12� �X$*��"�$ %(�������3�!���!��1���� = ���3��������"���� = "�';%2�����3�k1(E7NB�+%(-*$��k�X$������c-L12';%(�!NB�+%(-*$��d"<%(�
80�����3"312NB�*�
	<� = �.�q-L12'.gU��12 ��;%('P���. !�k%(� = % =  ��.�\�*��"3�k"�$&%(�+%2"��������
	 %(����12���<bx���\��)*�����l12)*�l��$&%(��EF12�
"312NB�+%(-*$��<A*12���#"<%(� = �����.S������3��)*'.���X1(EY��)�"+$o��gU-0�BiU��$*���X���X%\�������M������-n�X$*��"+$c"312)*' = 80�/EF12'.'�1<�T� = 8,g
S2%(����12)��M��~K����������12���<b
���#��$*���W"+$&%(-*�����<A28&%2��� = 12� � � B 
�AQ�T�]$&%(� = '��D-012';%(�6"312NB�+%(-*$��Y%(� = �u�D-*��1<SU� = �]��$����.�6"�$&%(�+%2"��������
	 %(����12�

��� ��� �+"�" ������� ��1�3��+!�� ��'
(P1, . . . , Pp, Q1, . . . ,Qk) � ���+"(��3���#�"(� �2���.� �+2����.��' �)!���3 ���.����� ,

(U1, . . . , Up, W1, . . . , Wk)�%� �.��' � ��3 �����&' ���
&
-)����3������+���

Ui

� ��3��25���'�������!#3�� !*��3 �%$
Pi

��, 2 ���+���
Wj

� ��3��25 ��')������!�3��+!*��3 � $
Qj

4
)��#������!$#�' ��������� , � 4 � 4 � � ��3 ������2��05 ,��.����� ,�'���� �+2�2��.����� ����, 2 ��� � � 2�2��.����� ��!�3��+!*��3 ������'�4

G �
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�.�������� !��1(E]EF12��8*� =*= ���J��)*8*NB�+%(-*$����.�q`U�3"�����12� G�b DKb#IJ�!%('���1d��~*%( ��.���:��$��O !12��12-L12';%(��"312NB�+%(-*$��
�X$*��"�$J%(������$��

(s, t)
�Z-L12';%(��"312NB�+%(-*$��/�X$������

min(s, t) ≤ 1.
� "�$&%(�+%2"��������
	 %(����12�J1(ED��$��3���\NB�+%(-*$��

8,gOEF12��8*� =*= ���k��)*8*NB�+%(-*$��P���DNB�.S����!�.�d`U�3"�����12� G�b FKbDtf�3��� = �3� AB�.�d`U�3"�����12� G�b G�A,�T�MNB�.S��/%7-012'.gU��12 ��;%('
���. !��%('.N�12���.��$* EF12�k��� = �.�*N %q';%(��N��3���d�.� = )�"3� = -012';%(�n��)*8*NB�+%(-*$ �.��"312NB�+%(-*$��n)����.�*N = gU�&%( ���"
-*��12NB�+%( � ��.�*Nw12�J"312�����3�3� b��6�.�&%('.'.g�A��T� = �����.S��k%d���3"312NB�*�.����12��%('.N�12���.��$* EF12��-012';%(�l"312NB�+%(-*$����.�
���. !� O(n log n)

�.�x`U�3"�����12�/G�b �Kb

� ��� � % '�� * � �	�3'���*�%

tf��Em12��� = ���+"�)������.�*N�8*������%�go��12 !�#-*��12-L���������3�H1(EY-012';%(�MNB�+%(-*$�� A*'����M)��f�������X���3"<%('.'���$����.� = �����*�.����12�Wb
� ��� �  �  � � � 1�� 2 � � � � � ��� � � 	 � � � � � � � � � �  �  � � 351 6 #�����%�� G = (V,E)  "* �����3�
��> % ���
���  H
 323* � �)��2 ���?*9�)2 V ���0! � �C% ����24 424 ��!:��>? 3!�2 � (A,B) (A ��� B ( ���A% � *�*� ��� � ��� ��(H%:2 � � * � � � 2 �$�02 A

 "!:>�� ����* � ����(H%'���)2 � ( �$�@24 % �0��24 42 � #�����%�� �  42C * � �)�0 "!�� H *)2 �������-* � 23* ���0!'> B � � >� "* � �� 3!�2 � �$!  4�0!
� H �)�1 ���� ��* �  � � � 
 2 � �-����(H%'����( ��!�2E� H � � �� 3! � H *)2 �������&* �)23* � � .�� � �/��% ����24 424 ��! (A,B)  "* � ���"����> �
% ���
���E% ����24 424 ��! �
�X"3"312� = �.�*Ns��1 � D B 
�AW%d-L12';%(�#NB�+%(-*$��X�.��$�-012';%(�#-&%(�����.����12�

(A,B)
���#��%(� = ��1n80��'�12�*No��1d��$���"�';%2���

(α, β)
��EP��$��:���
	<�:1(Eu%d���+%(8*'��:�������.�

A
= 1U�3����12�#��~K"3�3� =

α
%(� = ��$��:���
	<�:1(Eu%d"�'.��4,)��O�.�

B
= 1U�3�

��12�7��~*"3�3� =
β
b �7�����BA��u�l"�';%2�+����E gn-L12';%(�HNB�+%(-*$��/�+%(��$����/�.�x������ !�/1(ED�5)* \8L�����71(EP���+%(8*'��\�������7%(� =

"�'.��4,)��3�6�.�O%X-012';%(�6-&%(�����.����12�
(A,B

�}��$&%(����$���g�% =  ��.�<b6�f$*���Y"�$�12��"3�T���*Re)��������&� = 8,g�8012��$l��$��]���3��)*'.���
128*�+%(�.��� = �.�o��$*���/"�$&%(-*������%(� = ��$����+%(v��#1(E]"312 �-&%(���.8*�.'.�.� gc�X�.��$c��$��#��12����12�w1(E

(p, k)
��"312'�12�+%(8*�.'.�.��g

)���� = �.����$��O���3����1(ET��$�� = ���+�������+%(����12�Wb��71<�u��S����<AY%('.��$�12)*NB$q�.�,S�������� = �X�.��$����3��-L�3"�����1o12)*�#8&%2����"
= �����*�.����12��1(E

(p, k)
��"312'�12�+%(8*�.'.�.� g�A	�.�J��$*����"+$&%(-*�����<A��u�h% = 12-*�l%n��12�+%(����12�J�.� = ��"<%(���.�*Ns�������\���+%(8*'��

�������H%(� = ��$����x"�'.��4,)��3�H%2�M�.�M�u%2�X)��+� = �.� � D B 
�b
� ��� �  �  � � � 1 � 2

(s, t)
� � � � � � 35176 #����%��/ "* (s, t) ��% ���
���- H  42C� >�(  323* � % ���@��� % ���)24 424 4��! (A,B)

� � ����� A  * � �)�0 "! � H �02 ( ��*�2 s *)2 ������� * �)23*&��!'> B � ��!� 4��! � H �02 ( � *�2 t �)�; ���� ��* �
�f$,)��O-L12';%(�lNB�+%(-*$���%(���#Re)����l��$��

(∞,∞)
�Z-L12';%(�lNB�+%(-*$��O !�<%(�*�.�*N���$&%(�\��$��k�,)* l80������1(EH���+%(8*'��

�������H%(� = "�'.��45)��3�X�.�s%O-L12';%(�X-&%(�����.����12�w%(����)*�58012)*� = � = bf_/8�������S��#��$&%(�M��$��#"312 �-*'��� !���5�
G
1(E]%(�

(s, t)
�Z-L12';%(�HNB�+%(-*$s���H%

(t, s)
�Z-012';%(�MNB�+%(-*$Wb

� '��<%(��'.g�A0-012';%(�/NB�+%(-*$��7%(���l"�'�1B����'.go����';%(��� = ��1
(p, k)

��"312'�12�+%(8*'��ONB�+%(-*$��<i0��EP%�NB�+%(-*$w���
(s, t)

�Z-L12';%(�
��$������.������128,SU��12)���'.g

(t, s)
��"312'�12�+%(8*'��Bb tT)*����$��s"312�,S�������� = 1U�3�:��12�����3"3�3���+%(���.'.g�$�12' = ���.��"3�c%(�

(s, t)
�Z-L12';%(�fNB�+%(-*$k���X%�NB�+%(-*$o% =  ��.�����.�*N�12�*'.gk%�-&%(������"�)*';%(�

(t, s)
��"312'�12���.�*N�bTrx12���31 S����<AK��12�u��S�����g

NB�+%(-*$s���H-012';%(�<?D��$��\NB�+%(-*$��
N1

%(� =
N2

�.�s�Y�.NB)*��� G�b
B\%(���#��12�H-012';%(�/%2�/"<%(�c8L��"�$��3"+v�� = A&8*)*�M��E
%(�,gnS���������~o���X���� !1<S�� = A&��$��#���� h%(�.�*�.�*NhNB�+%(-*$s���X-012';%(�<b
IJ�#�X�.'.'6%('���1���~�%( ��.���\%���)*80"�';%2���X1(E	-L12';%(�MNB�+%(-*$�� = ������� = %2�XEm12'.'�1 �M�<b
� ��� �  �  � � � 1 ! 2 � � � ��� � � � � ��� � � 	 � 351�6 #�����%��/ "* ( ��!'��% �0�@���- H  32  "* (s, t) ��% ���
��� H ���&*)��( �
s ��!'> t * � � � 2 �$�02 min(s, t) ≤ 1

�
���d12��$����T�u12� = �<A5Em12�f%� !12��12-L12';%(�uNB�+%(-*$WAK%�-&%(�����.����12�

(A,B)
��~K�������]�X�.��$o%(�P !1B���f12���H���+%(8*'��/�����

�.�
A
12�7%(�X !1B���H12���#"�'.��45)��#�.�

B
b

G��
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N1 N2

�Y�.NB)*��� G�b
BB?T`U12 !�� ��.�*�. h%('W��12�K�Z-012';%(�HNB�+%(-*$��<b

���D�X�.'.'�8L�X"312�,S����*�����5�T��1 = ����12���X8,g
K∗(s, t)

%(�
(s, t)

�Z-L12';%(�]NB�+%(-*$k�X�.��$!-&%(�����.����12�
(A,B)

A��X$*��"+$
���M��$��XR�12�.�s1(E

A
%(� =

B
� �Zb��Bb.A&�X�.��$x"312 �-*'������l'.�.�*vU�H80��� �T�3���

A
%(� =

B
��bu�f$*���HNB�+%(-*$x���/"<%('.'�� = %

����(H%'���)2 � (s, t)
�Z-L12';%(�HNB�+%(-*$Wb

tf%2����"�-*��12-0���������3�l1(EM"312NB�+%(-*$��O%(���d%('.���<% = g = ������� = �.�q��$���-*����SU��12)��\"+$&%(-*�����<iD$������!�u�!)����!��$��
�+%( !�������� ��.��12'�12NBg�bP�W���H)��f !���,����12�x�+12 !��% =*= �.����12�&%('���12�+%(����12���X��$&%(�M�u��Em���34,)����5��'.gk)������.�o��$*���
"�$&%(-*�����<b � �.S����J� �T1xNB�+%(-*$��

G1
%(� =

G2
A
G1 ⊕ G2

= ����12���3�l��$����.�XR�12�.� � �X�.��$�"312 �-*'������h'.�.�*vU���
%(� =

G1 ∪ G2
��$����.� = ���mRe12�.�5��)*�*��12� �F%2��%('.���<% = gs�.�,����1 = )�"3� = ��bO�W���

x
%(� =

y
80�O� �T1nS���������"3�3�<A}�.�

��$*���X"�$&%(-*�����<A*EF12�f��$����+%(v���1(ED���. �-*'.��"��.��g�A
xy

%(� =
xy

���3��-L�3"����.S���'.gk !�<%(�c��$&%(�X��$���go%(����% = R�%2"3���,�
%(� = ��12�K� % = R�%2"3���5�<b

� �� � 
"��� ���3'�!��)� � � ')��*�% *	� �1*�������� *���� ��� 
	�� � � *��  &���	�"!9% � �� ���� ��� 
	�

���x��$*���7�+�3"�����12�WA&�u�l-*��1 S5� = ��%�Em12��8*� =*= ������)*8*NB�+%(-*$�"�$&%(�+%2"��������
	 %(����12�q1(E]-L12';%(��"312NB�+%(-*$��<b�`5�.��"3�
��$������H���X%����*�.���MEZ%( ��.'.gh1(EWEF12��8*� =*= ���o��)*8*NB�+%(-*$��<AU��$������H���X%(�n128,SU��12)��f-012'.gU��12 ��;%('0���. !�/���3"312NB�*���
����12�n%('.N�12���.��$* cbDIJ�/�X�.'.'L$�1<�u��S���� = �3��"����.80�/�.�c`U�3"�����12�?G�b �:%#���3"312NB�*�.����12�s%('.N�12���.��$* �X�.��$n8L���������
���. !��"312 �-*'���~U�.� g�b
� 	 � ����� � � 1 � 1 � ���+� ����#�����%�� G 
 2 � � H ���3�@� �8 "!�# *�2 � 2 ��( ��!�23*&����� �	���$ � �0�
��!'2�	
���

G  * % ���
��� 

� � !:�� 42 � ��� G !'��� G ����!�2 �0 "! * ��!1� ��!:� � H 2 � � #�����%�� * H1, . . . ,H4 � H �  @#��$����� � � � *& 3!'>�� � ��>

* � � #�����%���* �

H3H2H1 H4

�Y�.NB)*��� G�b DK?]��12��8*� =*= ���w��)*8*NB�+%(-*$��XEF12�X-L12';%(�H"312NB�+%(-*$��<b

G �
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� ���9� H � � � ⇒ � �P`5�.��"3�/��S�����g��.� = )�"3� = ��)*8*NB�+%(-*$n1(E6%#-L12';%(�PNB�+%(-*$h���T-L12';%(�u%(� = ��$��/"312 �-*'��� !���,�
1(E#%w-L12';%(�!NB�+%(-*$ ����-L12';%(�<AT�.�����!����12)*NB$���1���$�1 � ��$&%(�

H1, . . . ,H4
%(���o��12�K�Z-L12';%(�<b `5)*-*-L1B���

H1, . . . ,H4
%(���:-L12';%(�<b\�Y�.�����<AL�.��������12)*���.���:��1n"�$��3"�vw��$&%(�#��12���:1(E

H1, . . . ,H4
% =  ��.���l%h-L12';%(�

-&%(�����.����12���X�.��$�12���T���+%(8*'��f�����<bY�*)*����$����� !12���BA5���.��"3�u%/"312 �-*'������YR�12�.�O1(Ey���+%(8*'��u�+���������D%/"312�*���3"���� =
��)*8*NB�+%(-*$WAL�.�/Em12'.'�1 �M�/��$&%(�7�.���<%2"�$�1(E]��$���EF12)*�7NB�+%(-*$��<AL12���l1(EP��$��O"312 �-L12�����,���� \)����/�.� = )�"3��%
= ���mR�12�.�,�#)*�*��12�J1(ET"�'.��45)��3�<b � '��<%(��'.g�AW�.�7������12����$��:"<%2���lEF12�#%(�5gx1(Eu��$��lNB�+%(-*$�� b��7����"3�l��$���g�%(���
��12�K�Z-012';%(�<b
� � ⇒ ���P`5)*-*-L1B���

G
���P��12�K�Z-L12';%(�<b]�7����)* !�/�X�.��$�12)*�f'�1B���T1(E6N��������+%('.�.��gd��$&%(�

G
���u ��.�*�. h%('0��12�K�

-012';%(�<bD�7����)* !�/%('���1#�X�.��$�12)*�u'�1B���P1(E}N��������+%('.�.��gh��$&%(�P��$��M"312NB�+%(-*$
G
��� = ����"312�*���3"���� = �m12��$������X���+�

�+%(v��f�.���D"312 �-*'��� !���,����b]�����
(A,B)

8L�f%7-&%(�����.����12�!1(Ey�.���	S���������~O�+���Y�.�5��1���12�K���� �-*��g��������	�X�.��$�12)*�
� = N��3��80��� �T�3���

A
%(� =

B
b�tugc��$��O ��.�*�. h%('.�.��g�1(E

G
A08012��$

G[A]
%(� =

G[B]
%(���l-L12';%(�<b#��E

G[A]"312�,�+%(�.���P��1��.� = )�"3� =
P3
A2��$����h�.�Y���T% = ���FRe12�.�5�D)*�*��12�h1(E0"�'.��45)��3�P%(� = $�����"3�

G
���	-L12';%(�<b �7����"3�BAB�u�

 h%3g!%2����)* !�M��$&%(�D8012��$
A
%(� =

B
"312�,�+%(�.�!��$*���3�MS���������"3�3�]�.� = )�"��.�*NO%

P3
b	��Ey8L12��$

G[A]
%(� =

G[B]$&%3S��n-L12';%(�l-&%(�����.����12���:�X�.��$ ���.�*NB'��n���+%(8*'��d�������
SA

%(� =
SB

���3��-0�3"����.S���'.g�AD��$����
G
$&%2��%c-L12';%(�

-&%(�����.����12�q�X�.��$q���.�*NB'��!���+%(8*'��!�����
SA ∪ SB

b!�f$,)�� A6%2����)* !�!��$&%(�
G[A]

$&%2�l%(��'��<%2����� �T1s���+%(8*'��
���������.����S�����gs-L12';%(��-&%(�����.����12�Wb\�W���

A′ ⊂ A
�.� = )�"3�:��$��:"312�*���3"���� = "312 �-L12�����,�\"312�5�+%(�.�*�.�*No��$��

Re12�.�n1(E6���+%(8*'������������ �.�o%�-L1B�����.8*'��/-012';%(�u-&%(�����.����12�c1(E
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$�����"3�f�.� = )�"3�3�T% = ���mR�12�.�,�P)*�*��12�!1(E0"�'.��45)��3�<b �/����"3�
G′ = A⊕B

���P%7"312 �-*'������
(1,∞)

�Z-012';%(�
NB�+%(-*$x%2�X���345)*�.��� = b

P Q

�Y�.NB)*��� G�b G�? � %2��� D�1(E	�f$��312���� G�b
B9DKb
IJ�X h%<gO��1 � %2����)* !�M8,g���gU � !������gl��$&%(�]8L12��$

A
%(� =

B
= 1#��12�P"312�,�+%(�.�k�.� = )�"3� =

C4, 2K2%(� =
P4
A�%(� = $�����"3��EF12�� ��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$��<b

� � � � ! 1
A
���H%O��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$s"312�,�+%(�.�*�.�*No%O�����;%(�*NB'��Bb

�"�n��E
A
"312�5�+%(�.���l%

K4 \ e
A}�Zb��Bb.A�%

K4
�X$������!%(�J� = N��:���#���� !1<S�� = A���$����

B
 l)�����8L�:%

"�'.��45)��BAy12�7��'����
G
"312�,�+%(�.���

G9 = ((K4 \ e) ⊕ 2K2) ∪K1
bH`5�.��"3�O%!��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$

R�12�.��� = ��1c%n"�'.��4,)��!���\%d��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$WA
G′ ����%n��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$q�.����$*���\"<%2���BA�%2�

���345)*�.��� = b
�.�"�n��E

A
"312�5�+%(�.����%�S���������~!Re12�.��� = ��1h��~�%2"���'.gc12����S���������~s1(ED��$��������;%(�*NB'��BA0��$����

B
 \)����

8L�f%7"�'.��45)��f��151*A,12�	��'��+�
G
"312�5�+%(�.���

G7
b �7����"3�

G′ ���]%/��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$WA,%2�	���34,)*�.��� = b
� �fEm12'.'�1 �M�M��$&%(�

A
�.� = )�"3�3�/%:"�'.��45)��\%(� = ����12';%(��� = S���������"3�3� b

�0F
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A
EF12�� !�T%�"�'.��45)��H%(� = %(�]'��<%2���T12���X����12';%(��� = S���������~}A���$����

B
"312�5�+%(�.���P��1���12�K��� = N��BA

12�/��'����
G
"312�5�+%(�.���

G6
bP�f$5)��

B
���/%�"�'.��45)��\%(� = $�����"3�

G′ ���7%:��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$WA0%2�
���345)*�.��� = b

�.S �n��E
A
Em12�� !�H%:���.�*NB'��#"�'.��4,)��BAK��$����

B
8L���.�*Nh%\��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$WA

G′ ��1U1:���M%O��$*���3��$�12' =
NB�+%(-*$WAy%2�X���34,)*�.��� = b

� � � � � 1 tf12��$
A
%(� =

B
�.� = )�"3�#��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$��M�X�.��$c��1!�����;%(�*NB'��3�<b

�"�n��E
A
"312�,�+%(�.���d%(���.� = )�"3� =

P3 ∪ K1
AT��$����

B
 \)����!8L�c%�"�'.��45)��BA]EF12�!12��$������X�����

G"312�5�+%(�.���
G5 = ((P3 ∪ K1) ⊕ 2K1) ∪ K1

b �/����"3�
G′ ���o%���$*���3��$�12' = NB�+%(-*$WA�%2�

���345)*�.��� = bT`U1��u�# h%3go%2����)* !����$&%(�
A
���M���.��$����

K1,n
Em12�M��12 !�

n > 1
A*12�

P3
�FE ���3�Bb

�.�"�n��E
A
���

K1,n
�X�.��$

n > 1
A/��$����

B
 h%3g���12�o"312�,�+%(�.� %(� �.� = )�"3� =

P3
� ��1�%<S�12� =

G9 = (P3 ⊕ P3) ∪ K1
�n%(� =  h%<g ��12�c"312�,�+%(�.��%(� �.� = )�"3� =

K2 ∪ K1
� ��1 %<S�12� =

G7 = (P3 ⊕ (K2 ∪K1)) ∪K1
��bP�f$,)��

B
���M%:���.�*NB'��#"�'.��4,)���12�H%:���.�*NB'��#���+%(8*'��#�����<bD�ZE

B
����%!"�'.��45)��BA0��$����

G′ ���#%���$*���3��$�12' = NB�+%(-*$WA}%2�/���34,)*�.��� = A}%(� = ��E B
���7%k���+%(8*'��O�����

�X�.��$w%(�X'��<%2���M���u1�S���������"3�3�<A*��$����
G
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G
"312�,�+%(�.���

G1
b �7����"3�

G
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(1, 3)
�Z-L12';%(��NB�+%(-*$WAW%2�

���345)*�.��� = b
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A
%(� =

B
 h%3gq��12�l"312�,�+%(�.�

K2∪K1
A2Em12�T12��$������X�����

G
"312�5�+%(�.���

G8 = ((K2∪K1)⊕ (K2∪K1))∪K1
b	�f$,)��<A512���

1(E
A
%(� =

B
AK�+%3g

B
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B
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A
 h%<g

��12�u"312�,�+%(�.�
2K2

�m12��$������X�����
G
"312�,�+%(�.���

G4 = (2K2⊕K2)∪K1
��A

G′ ���T%���$*���3��$�12' =
NB�+%(-*$w%2�X���34,)*�.��� = bT�ZE

B
���/%����+%(8*'��������<AK��$����

G′ ���H%�"312 �-*'������ (1,∞)
�Z-L12';%(�HNB�+%(-*$

���.��"3�
A
���H% = ���FRe12�.�5�M)*�*��12�s1(ED"�'.��4,)��3�<b

�f$,)��T�.�h%('.'&"<%2���3�<A5���.��$����]��$��M"312 �-*'��� !���5�
G
���T%#"312 �-*'������

(1, 3)
�Z-012';%(�TNB�+%(-*$k12�

G
���u% = ���mR�12�.�,�

)*�*��12�x1(E	��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$��7%(� = "312 �-*'������
(1,∞)

�Z-012';%(�/NB�+%(-*$��<b

� ��� � ��� � !9�D' �1*������ � �  ��� ����
 ��% � *���� ��� 
	�

��� ��$*���k���3"�����12�WAT�T� = �3��"����.8L�o$�1 � ��1���� = %(� �.� = )�"3� = -012';%(�!��)*8*NB�+%(-*$�1(E7 h%Q~K�. \)* ���
	<�o�.�
%w"312NB�+%(-*$ )����.�*N��.����"312�����3�n����-*���3�����,�+%(����12�Wb � �.S�����%w"312NB�+%(-*$

G
A]'����:)�� = ����12���n8,g

MC(G)%n h%Q~K�. \)* p"�'.��45)����.�
G
A�8,g

MS(G)
%d h%Q~U�. l)* p���+%(8*'��h�����#�.�

G
AW85g

MT (G)
%d h%Q~K�. \)* 

��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$o�.�
G
AK8,g

MUC(G)
%l h%Q~U�. l)* �m���
	<�=�T)*�*��12�c1(E	"�'.��4,)��3�f�.�

G
AK85g

MJS(G)
%

 h%Q~U�. l)* �m���
	<�=�DRe12�.��1(EP���+%(8*'��:�������/�.�
G
Ay85g

MMPS(G)
%k h%Q~U�. l)* 

(1, t)
�Z-012';%(����)*8*NB�+%(-*$

Em12�!�+12 !�
t
�  h%Q~K�. \)*  !12��12-012';%(�h��)*8*NB�+%(-*$��X�.��$ 12���o���+%(8*'��c�+�����l�.�

G
Au8,g

MMPC(G)
%

 h%Q~U�. l)* 
(s, 1)

�Z-L12';%(�T��)*8*NB�+%(-*$!Em12�]��12 !�
s
�  h%Q~U�. l)*  !12��12-L12';%(�P��)*8*NB�+%(-*$!�X�.��$k12���X"�'.��4,)��=�

�.�
G
A�%(� = ���&%('.'.gk85g

MP (G)
%l h%Q~U�. l)* -L12';%(�f��)*8*NB�+%(-*$c�.�

G
b
n(MP (G))

= ����12���3�X��$��#���
	<�
1(E

MP (G)
%(� = ��$��#���
	<�3�H1(E	%('.'W12��$����M h%Q~K�. \)* ��)*8*NB�+%(-*$��H%(��� = ����12��� = �.�s%:���. ��.';%(�X�u%3g�bT�H'.'

 h%Q~U�. l)* ��)*8*NB�+%(-*$��M !���,����12��� = 80��'�1 ��%(���#����-*���3�+���,��� = 85gc%O-&%(�.�
(A,B)

%2� = �3��"����.8L� = �.�o��$��
�.�,����1 = )�"�����12�Wb
�����X$&%(�dEm12'.'�1 �M�<AM�u��%2����)* !�w��$&%(�n��$��x"312�����3�w����-*���3�����5�+%(����12��1(E\��$��w"312NB�+%(-*$ ���kNB�.S����Wb �7�
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x
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t(x)
�X$*��"�$ ���

0
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1
Au%(� =

c1x, c2x, . . .%(���l��$��O"�$*�.' = ������1(E
x
b���12�����. �-*'.��"��.� gs-*)*��-L1B���3�<A}%kS���������~

x
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x
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x
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x
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A = ∪iAi
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12���H���+%(8*'��/�������]%(� =
B = ∪iBi

� �.� = )�"��.�*N:��$��M)*�*��12�n1(EW"�'.��4,)��3�u1(EW�<%2"�$
Mi

��i5��E
M

���u%���)*8*NB�+%(-*$
Mj
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	3�.�*NO��$��X h%Q~K�. \)* 1(EL�+12 !�M4,)&%(�5���.��g�AU��$����
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B = Bj

� vU��1<�X�.�*No��$&%(��%k��)* �.�J%h h%Q~U�. l)* 12-0���+%(��12�#��$�12)*' = 8L�\�.�5������-*������� = %2�#%!)*�*��12��1(E
��$��#"312����� = ����� = ��)*8*NB�+%(-*$�����b
� � � � � � 1 � ! 1 �  �� ��! �����024����� 
 MUC(x) ��!'> MJS(x) ���0!���� ����(H% � 2 ��> H ���+��! � 0 � ������2 � � x

 "! 24 "( � �; 3!:�����& "! 2 � �&! �$( � ���+� H � �� "�
>�����! � H x �
� ��=� H � � '��<%(��'.g�A*�u�#$&%3S�� MUC(x) = ∪iMUC(cix)

���.��"3�#"�'.��4,)��3�H1(E = ��|}�������,�H"+$*�.' = �����w%(���#��12�
'.�.�*v�� = %(�H%('.'ZbT_/�c��$��#12��$����/$&%(� = A

MJS(x)
���M��$��#�����X���<%('.�
	3�.�*Nh��$��# h%Q~K�. \)* 1(E

[
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i

n(MJS(cix)),
∑

i

n(MS(cix))
]

.

���xEF%2"��<A0��Eu%(�7'��<%2�������u1o"�$*�.' = �����J"312�5�����.8*)*���BA}��$�������1k !12���O��$&%(��12���:���+%(8*'��O�����7"<%(��8L�\�+%(v����
E ��12 �<%2"+$x"�$*�.' = ���.��"3����$���"�$*�.' = �����w1(E

x
%(���#��12�M'.�.�*v�� = %(�H%('.'Zb

� � � � � � 1 � � 1 �  �� ��! ����� 24������
 MMPS(x) ��!'> MMPC(x) � ��!?���E���0( % �$2 ��> H �0� ��!1� 0 � � �)��2 ���
x  3! 24 3( � O(h2) 
 � � ����� h  * 2 � �&! �$( �����-� H � �� 3�@>�����! � H x

�
� ��=� H ��_/85S5��12)���'.g�Ay�T�\$&%3S�� MMPS(x) = ∪iMMPS(cix)

Ay���.��"3����$��\)*�*��12�w1(E]12���l���+%(8*'��\�����
E ��12 �<%2"+$x"�$*�.' = g5����' = �/12���#���+%(8*'��������H%(� = "�'.��45)��3�H1(E = ��|}�������,�H"+$*�.' = �����x���� h%(�.� = ���FRe12�.�5�<b]�H'��+1*A
MMPC(x)

���X��$�����)*8*NB�+%(-*$c���<%('.�
	3�.�*Nh��$��� h%Q~K�. \)* 1(E
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i
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n(MJS(cix)) + n(MC(cjx))
)]
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0
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 h%Q~U�. l)* "�'.��45)����.��%(��12��$����/"+$*�.' = � ��ED8L12��$x%(���\"312 ��.�*NkE ��12 ��$��\�+%( !�l"�$*�.' = ��$����x�.�7%( !12)*�5���
��1�8L��%O h%Q~U�. l)* 

(s, 1)
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 MP (x) � ��!���� ���0( % �$2 ��> H �0�+��!1� � � � �)��2 ��� x  "! 24 3( � O(h2) 
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∑
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��"312'�12���.�*Nn-*��128*'��� !� �F%(� = $�����"3�lrs�.��`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nc%(� = rx�.� � 1U"312'�12���.�*N��
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�6%(8*'����Kb DK?Drw%Q~
(p, k)

��"312'�12�+%(8*'��l��)*8*NB�+%(-*$s�.�c'.�.���#NB�+%(-*$��<b

� ��� � % '�� * � �	�3'���*�%

� �.S�����%nNB�+%(-*$
G
AW�.��� �1 "! �&#�����%�� A = ����12��� = 8,g L(G)

A6��� = ������� = %2��EF12'.'�1<�M�<?�S���������"3�3�\1(E
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� � *���*��)��%�� *	� ����%"! ��� ����
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�W���o)��d�������c�3���+%(8*'.����$ ��$�� NP �Z$&%(� = ���3���c1(EO8012��$ rx�.� a = N���`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*N %(� = rs�.� a = N��
� 15"312'�12���.�*N!�.�s'.�.����NB�+%(-*$��<b
� � ��� ���  �  � � � 1 ��1 	�� � H ���3�@� �8 3!�# *�2 �02 �)( �)!�23* �$���
> 	
��� ��>9#�� �0�����=�����
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G̃C
1(E6� = N�� FQ��"315"312'�12�+%(8*�.'.�.� gn8,gd% =*= �.�*N
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G
���M� = N��&FQ��"312'�12�+%(8*'��Bb

.'2 �02 ��( ��!�2 � �	a = N��HFQ����-*'.�.�e��"312'�12�+%(8*�.'.�.��g����D"�'��<%(��'.gO�.� NP bY� ���. ��.';%(�T%(��NB)* !���,�P��$�1<�M�D��$&%(�]� = N��
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 4 � � � � ��

w(x) ≤ k
� 	 � �
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%k8*';%2"�vsS���������~x���/���� !1 S�� = A�%(� = "312��"3����� = �.���3"���'.gc�.���7�����.NB$,8L12��$�151 = b#�f$��O��12�+%('	"312 �-*'���~K�.��gx���
O(L)

� ��$��\�,)* \8L���/1(E]� = N��3����bf�Y�.�&%('.'.g�A���$����,)* \8L����1(E	���. !�3�H��$���8*�+%(��"+$ = ��NB���3�l1(E]%�S���������~n���
)*- = %(��� = ���f%(�T !1B���T��$�� = ��NB���3��1(EW��$*���TS���������~}bD�f$�������EF12���BA5��$��71<S����+%('.'}"312 �-*'���~K�.��gk��� O(L)

b
z/12���O��$&%(����$���%(801 S��O���3��)*'.��-*��1<SU� = �3��-012'.gU��12 ��;%('P%('.N�12���.��$* !�7Em12��%('.'	12)*��N��������+%('.�
	<� = "312'�12���.�*N
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�.�c'.�.���#NB�+%(-*$��/1(EY�����3�3�H%2�M�T��'.'Zb
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NB�+%(-*$���%(� = �u�l��$�1<����$&%(�7rx�.��a = N�� � 1U"312'�12���.�*Nn�.�x8*�.-&%(�����.���O l)*'.���.NB�+%(-*$��#80�3"312 !� NP �Z$&%(� =��S����c�X�.��$c l)*'.���.-*'.��"��.��gIDKb
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∆(G)
 h%(��"�$*�.�*N��l"31<S������.�*Nw%('.'D��$���� = N��3� A6%(���<%2"�$

������-J1(ET12)*�\%('.N�12���.��$* cA��T�O�X�.'.' = �3"�� = �����.��$����#��1n"312 �-*'���������$��:� = N���"315"312'�12���.�*No85gs h%(��"�$*�.�*N��
12�*'.g�A,12�]��1��.�5����1 = )�"3�/��12 !�XS���������"3�3�P�.�,��1#��$��M�+12'.)*����12�WbY�f$��XEm12'.'�1 �X�.�*N\'��� � h%�NB�.S��3�D��$�� = �3"�������12�
��)*'��Bb
� � � � � � 1 ! 1 � ���?��!1� �� % ���)24 32 � #�����%�� G 
� H z′(G) = ∆(G) − t � � ����� t > 0 
 2 � ��! � ���)24 4����*
�8 32 � >�� #0����� *�24�� 4�924� �+#0����� 2 ���-2 � ��! ∆(G)− t �����& 3! Z ′ �

� ���9� H �7`5)*-*-L1B���/��$&%(�T�u� = 1\��12�T�.��"�'.) = �/�.� Z ′ %('.'&S���������"3�3�f�X�.��$ = ��NB���3�HNB���<%(�����f��$&%(� ∆(G)− t
b

�f$����WA&��$������\���/%:S���������~c�X�.��$ = ��NB���3�l%(�/'��<%2���
∆(G) − t + 1 − p
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p
���M��$�����12�+%('��,)* l80���

1(EuS���������"3�3���.�,����1 = )�"3� = �.�,��1 Z ′ bl� �������<%2��gs��1nS�������Emgs��$&%(�#�.���X$&%(��EF12'.'�1<�M� A}�T�!"<%(�*��12�#$&%<S��h%
��12'.)*����12�s�X�.��$s%�S2%('.)���8L���������M��$&%(�

∆(G)− t + 1
b

�f$*���:���3��)*'.�h%('.'�1<�M�:)��:��1 = �����.S��n��$��kEF12'.'�1<�X�.�*N����3"�)*�����.S��c%('.N�12���.��$* ��1x��� = %(� 12-*���. h%('M� = N��
"315"312'�12���.�*Nk�.�o8*�.-&%(�����.����NB�+%(-*$��<b
� 	 � � � � � � 1 � 1 � ���-�0!1� �) % �0��24 42 � #�����%���
 6 � # ���� 32 ��( ��� * ��� � ��* ,  "! � >9#�� 68�9�����
���� "!$#  3! 24 3( �
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� ����� �  � 	 � ��� a = N��\"31U"312'�12���.�*Nh1(E	8*�.-&%(�����.����NB�+%(-*$��
� � ��� � �#%O8*�.-&%(�����.����NB�+%(-*$

G
� � � � � � ��%O ��.�*�. \)* � = N���"315"312'�12���.�*N Z ′ 1(E G

�X�.��$cSB%('.)��
z′(G)

� 4 ��
G 6= ∅ � 	 � �

� 4 -*��"+vc%OS���������~
x
1(EY h%Q~K�. \)* = ��NB���3�#�.�

G
i

� 4
z′(G) = min{∆(G), 1 + z′(G[V \ {x}]} i

� 4 ��
z′(G) = 1 + z′(G[V \ {x}]) � 	 � �

� 4 Z ′ ← Z ′ ∪ {x} i
� 4 ��

z′(G) = ∆(G)
� 	 � �

	 4 Z ′ ← ∅ b

� ��=� H �/�f$��d"312�����3"������3���:1(E/�/'.N�12���.��$* B0BhEm12'.'�1 �M�OE ��12 �W�� � h% �Kb FK?h%(�:�<%2"�$ ������-WA	���.��$����!%('.'
 h%Q~U�. l)* = ��NB���3�/S���������"3�3�P$&%<S��H��1\80�H�.��"�'.) = � = �.� Z ′ A,12�T�T�7"<%(�k"312 �-*'������/��$��/� = N��/"315"312'�12���.�*N
8,gd h%(��"�$*�.�*N��712�*'.g�A&%(� = ��1�12��$���� = �3"�������12�s�T12)*' = 8L��8L���������<b
�f$��M���. !�7"312 �-*'���~U�.� g!��� O((m+n) log n)

85g!)����.�*NO%�$��<%(-h�X�.��$d��$��MS���������"3�3�u�.�h��12�k�.��"����<%2���.�*N
12� = ���H1(E = ��NB���3�3�<bT� �oEZ%2"��<A*)*- = %(���.�*Nh��$���������)�"���)*���\�X$����s��$��#S���������~s12�s��$��#��12-x1(E	��$���$��<%(-c���
���� !1<S�� = "<%(�o8L�# h% = �#�.�o���. !� O(log n)

%(� = ��$������\%(���#��~*%2"���'.g
(m + n)

)*- = %(���3� b
z/12���l��$&%(�#�H'.N�12���.��$* �B0B = 15�3�7��12��NB�.S��:��~U-*'.��"��.����'.gx%(��12-*���. h%('D� = N��:"315"312'�12���.�*N�iW�.�712�*'.gs"312 :�
-*)*���3�T�.���TSB%('.)��BbD�f$��H8L�3���uv5��1 �X�n%('.N�12���.��$* ��1O"312 �-*'������/��$���� = N��7"315"312'�12���.�*N�1(E��/'.N�12���.��$* B0B
8,gh%(�k12-*���. h%('L� = N��H"312'�12���.�*NO�.�h��$��/���� h%(�.�*�.�*NONB�+%(-*$k��� = )��M��1�`U"�$*��� ReS���� �
B ��� 
�iU��$*���]�u12)*' = % =*=
%O������ 1(E O(∆m)

��1���$��#1 S����+%('.'����. !��"312 �-*'���~K�.��g�b
� � � � � � � 1 � 1 � H 24�� ��!�#�����* ����� �����)� � >���> H ����( ��!1� *)��� �$24 ��!�
 2 � ��! 6 � # ���� 42 ��( ��� 8 !'> * ��! ��%:24 3( ���
���9�����
���� "!$#  "! ��� ����� �)�@��* *&� H #�����%�� * � � ����� χ′(G) = ∆(G) � ���@>�* �
� 	 � ����� � � 1 � 1 	�� � %'����������( � H >����  4>� 3!�# � � �)2 � ��� z′(G) ≤ k 
�� � ����� k ∈ N 
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 "! �� % ����24 42 �&( ���@24 @#0���% � * 
C��� ��!  H 2 � � ( �$�124 %'�1 4�  32 �  "* � �
� ��=� H �/�f$��X-*��128*'��� �����.S5�;%('.'.g:8L��'�12�*N��D��1 NP b6� �!12� = ���P��1�-*��1 S��M�.���D�.�5���+%2"��+%(8*�.'.�.��g�AK�T�M-*��12-01B���%���� = )�"�����12�nEm��12 %l���3��������"�����12�o1(E FQ�j`U�D� �m�W�� � h% �Kb �0�P85g!����S5�����.���.�*NO��$��7)���)&%('0��� = )�"�����12�nEm��12 
FQ�j`U�D����1kS���������~�"31<S������.�*N�� ��� 
]%(� = ��$�����85gs)����.�*Nc%k��� = )�"�����12��Em��12 S���������~�"31 S������.�*N ����1o12)*�
� = N���"315"312'�12���.�*Nh-*��128*'��� cb
� � � � � � 1 � 1 	�� � ����*)24�� � 24 ��!�� H �0� . 6 	 H ����� �� � � ��� � � �; 42 ������� ��% % ���0� * �02E( � *)2E2 ����� � 24 3( ��* 
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����* ��*& "*&�02 ����� *)2 ��� � 24 "( ��* 2 � �&! �$( �����+� H � ���� ��������*& "* NP �����(H%'���)2 � �
� ��=� H �/�W����)��h"312����� = ���k%(� �.�����+%(��"3� I

1(E FQ�j`U�D� �X�.��$
n > 6

S2%(���;%(8*'��3�
(x1, . . . , xn)

%(� =
m"�';%()����3�

C1, . . . , Cm
bfI��.��$�12)*�H'�1B���71(EDN��������+%('.�.��g�AL�T�l"<%(��%2�+��)* !����$&%(�7��S�����goS2%(���;%(8*'��:%(-*-0�<%(���

%(�#'��<%2���#���u1c���. !�3�<?�12��"3�:�.�q��$��:-01B���.���.S���Em12�� %(� = 12��"3�!�.����$�������N,%(���.S��!12���Bbk_/����"<%(��%('��+1
"312��������)�"�� �m���3�]Em12���.�����+%(��"3� �
B � � 
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EF12���X$*��"+$O��S�����g#SB%(���;%(8*'��T%(-*-L�<%(���6�.�
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G = (V, E) &

�
k � � ��3 ��� � ����� ��30��'�� '�!	#�' ���
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k
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G
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%(�	 !1B���6��$*���3�f"�';%()����3�D%(� = ��S�����g\'.�.�����+%('K�.��%(�6 !1B���Y���u1#"�';%()����3�<bY���lEZ%2"��<AQ��EL%MSB%(���;%(8*'��
xi
%(-*-L�<%(���

k
���. !�3�	�.�

I
A2�X$������

k ≥ 4
A��T�u����-*';%2"3�

xi
8,g

k
����� SB%(���;%(8*'��3�

x1
i , . . . , x

k
i

?W��$��u�������	15"3"�)*��������"3�X1(E
xi
���T����-*';%2"3� = 8,g

x1
i

� ��$��7�&%(��)*���/1(EW��$��/����';%(��� = '.�.�����+%('ZAU-01B���.���.S��712�P����N,%(���.S��BAK8L���.�*NO-*���3������S�� = ��A
��$������3"312� = 12���x85g

x2
i

A/%(� = �+1�12�Wb�IJ�w�.�,����1 = )�"3�
k
FQ��"�';%()��+�3�

(x̄1
i , x

2
i , x

2
i ), . . . , (x̄

k
i , x

1
i , x

1
i )NB)&%(�+%(�,���3���.�*N���$&%(�oS2%(���;%(8*'��3�
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i , . . . , x

k
i

$&%<S�����$����+%( !������)*��$ SB%('.)��wEm12�c%(�,g EF�<%2���.8*'�������)*��$
%2�����.NB�* !���5�<b
IJ� = ����12���x8,g

n′ ��$��c�5)* \8L���d1(E#SB%(���;%(8*'��3�h�.� I ′
%(� = 85g

m′ ��$��c�,)* l80���n1(E�"�';%()����3�<b � �!���
�����+%(�.NB$,�eEF12���u%(� = ��1lS�������Emg!��$&%(�f�.�n��$��7�������.�����+%(��"3�BA*�<%2"�$n'.�.�����+%('W%(-*-0�<%(���M%(�f !1B���u��$*���3�7���. !�3�<A
%(� = ��S�����g�SB%(���;%(8*'��d%(�\ !1B����EF12)*�\���. !�3�:%(� = %(��'��<%2���\���X��"3�Bb � 12�����34,)����5��'.g�A

m′ ≥ 2n′/3
%(� =

"�';%()����3�f"312�,�+%(�.�c%(�u !1B���
4n′ '.�.�����+%('���� �X�.��$d����-L�����.����12������b]� �P���� h%(�.���u-01B�+���.8*'��M��1l)���� 2n′ '.�.�����+%('��

l1, . . . , l2n′
�.� % =*= �.����12�&%('/"�';%()����3�:��)�"�$ ��$&%(����S�����gq'.�.�����+%('M%(-*-L�<%(���!%(�: !1B���:��$*���3�n���. !�3�<b�IJ�

��$���� % =*=
n′ ����� SB%(���;%(8*'��3�

y1, . . . , yn′
%(� =

n′(2 + 2bn′/3c) "�';%()��+�3�<? (yi, ȳi, li), (yi, ȳi, ln′+i)
A

i = 1, . . . , n′ AW%(� = (yi, ȳi, yn′−i), (ybn′/3c+i, ȳbn′/3c+i, ȳn′−i)
A
i = 1, . . . , bn′/3c bl�f$��3���:"�';%()����3�%(���7����)��HEF12�f��S�����gh����)*��$c%2�����.NB�* !���5�X%(� = ��S�����g!'.�.�����+%('�%(-*-L�<%(���X%(�T !1B���u��$*���3�7���. !�3�X%( !12�*Nh%('.'

"�';%()����3�<bOrx12���31 S����<AW��$������h%(����%(�#'��<%2���
2n′/3 + 2n′ + 2bn′/3c > 3n′ "�';%()����3� � n′ > 6

�MEm12�
2n′

S2%(���;%(8*'��3� bDz/12���f���&%('.'.g���$&%(�P��$��/%(8L1<S��M"312��������)�"�����12�d���]-L12'.gU��12 ��;%('ZA��X$*��"�$n"312��"�'.) = �3�T��$��X-*��151(E
1(E	���� � h% �Kb �Ub
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I
8L�l%(�s�.�����+%(��"3�\1(E FQ�j`U�D���X�.��$

n
SB%(���;%(8*'��3�7%(� =

m
"�';%()����3�/��%(�����eE gU�.�*N!��$��\$,gU-012��$��3���3�71(E

�W�� � h% �Kb �U?
m ≥ 3n/2

%(� = �<%2"�$c'.�.�����+%('6%(-*-L�<%(���/%(�X !1B���M��$*���3�#���. !�3�<b
�W����)��H��$����w����SU�����.�H��$��l��� = )�"�����12����1hS���������~x"31 S������.�*N � ��� 
�b7_/���O"<%(�w"312��������)�"��7�.�w-012'.gU��12 ��;%('
���. !�l%:NB�+%(-*$

G = (V,E)
�X$������ |V | = 2n + 3m

%(� = |E| = n + 6m
%(� = �+%(�����eEmg5�.�*N

∆(G) ≤ 4��)�"�$s��$&%(�<?

τ(G) ≤ k = n + 2m⇔ ��$��#���3��������"���� = FQ�j`U�D� �.�����+%(��"3�\���X�+%(�����e�y%(8*'��Bb

�/�����
τ(G)

= ����12���3�O��$��!SB%('.)��h1(EH%c ��.�*�. \)* S���������~q"31<S����O�.�
G
bc� �J�X$&%(�lEm12'.'�1 �M�<AY�T�k��$�1<�

$�1<� ��1s"312��������)�"��O�.��-012'.gU��12 ��;%('u���. !�d%s8*�.-&%(�����.���d \)*'.���.NB�+%(-*$ B �X�.��$�� = N����Z l)*'.���.-*'.��"��.��g���12�
��~K"3�3� = �.�*N�D:��)�"�$s��$&%(�

τ(G) ≤ n + 2m⇔ z′(B) ≤ 3n + 6m + 8
b

� � � � � � � 	 �  � � ��� B
�W���c)��d�������o"312����� = ���s��$��x8*�.-&%(�����.���J����-*���3�����,�+%(����12��1(E
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?

BG
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= ������� = 8,g
BG = (V,E,EB), ve ∈ EB ⇔ v
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e
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G
b � � B AT��S�����g E
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$&%2�h% = ��NB���3� Dw�X$*�.'��o��S�����g

V
�ZS���������~ $&%2�!% = ��NB���3�o��12��NB���<%(��������$&%(�

∆(G) ≤ 4
b�IJ�d�������

% =*= ��1
V
%x�����

W
1(E

m + 4
����12';%(��� = S���������"3�3�<b���12����S�����g�S���������~

e ∈ E
AD�u�o% =*= %w�����

Xe1(E
2n + 4m + 7

S���������"3�3�
Xe = {xi

e, i = 1, . . . , 2n + 4m + 7} %('.'D"312�*���3"���� = ��1 e
8,g�%k���. �-*'��

� = N��B?
Ee = {exi

e, i = 1, . . . , 2n + 4m + 7} b��Y�.�&%('.'.g��u�c% =*= %w����� K = {y1, . . . , yk+2} =

{y1, . . . , yn+2m+2}
1(EPS���������"3�3��"312 �-*'�������'.g�"312�*���3"���� = ��1dS���������"3�3��1(E

V ∪W
85g = 12)*8*'���� = N��3�<?

'����
EK = {(yiv)1, (yiv)2, i = 1, . . . , n + 2m + 2, v ∈ V ∪W} bD�f$5)��<?

B = (K ∪E, V ∪W ∪ (∪e∈EXe), EB ∪ (∪e∈EEe) ∪EK).

���



�������
(p, k)

� � ��!���
�����
 ��� ! ����	 
�
 ��� ���

IJ� = ����12���!8,g
V 1
B = K ∪ E

%(� = 8,g
V 2
B = V ∪W ∪ (∪e∈EXe)

��$��!"312'�12�l"�';%2�����3��1(E B b��f$��"312��������)�"�����12�c���M"�'��<%(��'.gn-L12'.g5��12 ��;%('Zb]�����M)��X��$����s��SB%('.)&%(���#��$�� = ��NB���3��1(E	S���������"3�3�M�.� B ?

∀v ∈ V ∪W,dB(v) ≤ 4 + 2k + 4 = 2n + 4m + 8;

∀e ∈ E, dB(e) = 2n + 4m + 9;

∀y ∈ K, dB(y) = 2|V ∪W | = 4n + 8m + 8;

∀x ∈ ∪e∈EXe, dB(x) = 1.

τ(G) ≤ n + 2m ⇒ z′(B) ≤ 3n + 6m + 8
�W���M)��f��1<����)*-*-L1B������$&%(�

τ(G) ≤ k = n + 2m
%(� =o= ����12����85g

V ′ ⊂ V
AK�X$������ |V ′| = n + 2m

A
%OS���������~o"31 S����H1(E

G
b]�W���M)��X��$����x"312����� = ��� B \ V ′ = B[V 1

B ∪ V 2
B \ V ′]

b
`5�.��"3� |V ′| = n + 2m

%(� =
V ′ "31<S������/� = N��3�M1(E G

AK�X$����c12�������� !1 S��3�
V ′ AK��$�� = ��NB���3�#1(E6S���������"3�3�

�.�
E
= �3"����<%2���3�H%(�X'��<%2���X85g B�%(� = ��$�� = ��NB���3�\1(EYS���������"3�3�X�.�

K
= �3"����<%2���3�M8,g

2(n + 2m)
b]�f$,)��<A

��$��� h%Q~U�. l)* = ��NB���3��1(E B \ V ′ �+%(�����e�&�3�<?

∆(B \ V ′) ≤ max{2n + 4m + 8, 2n + 4m + 9− 1, 4n + 8m + 8− 2(n + 2m)}
= 2n + 4m + 8.

� 12�����34,)����5��'.g�A
z′(B \ V ′) ≤ n + 2m + 2n + 4m + 8 = 3n + 6m + 8

b

τ(G) ≤ n + 2m ⇐ z′(B) ≤ 3n + 6m + 8
�W���	)��6��1 ����)*-*-L1B���

z′(B) ≤ 3n+6m+8
%(� = "312����� = ���6��S��f�������

X ′ ⊂ (∪e∈EXe), E′ ⊂ E, V ′ ⊂
V,W ′ ⊂W

%(� =
K ′ ⊂ K

A*��)�"+$c��$&%(�<?

|W ′|+ |X ′|+ |E′|+ |V ′|+ |K ′|+ ∆(B \ (W ′ ∪X ′ ∪E′ ∪ V ′ ∪K ′)) ≤ 3n + 6m + 8.
� �Kb
B=�

�W����)�� = ����12���]8,g B′ ��$��]NB�+%(-*$ B\(W ′∪X ′∪E′∪V ′∪K ′) = B[V 1
B∪V 2

B \(W ′∪X ′∪E′∪V ′∪K ′)]
b

I �.��$�12)*�T'�1B���P1(EWN��������+%('.�.� g�A5�u�/"<%(�n%2����)* !�H��$&%(�
X ′ = ∅ ?Y�.�!EZ%2"��<A���E�12���7% =*= �P��1���$��H���� h%(�.�*�.�*NNB�+%(-*$n��S�����ghS���������"3�3�X1(E

X ′ %(� =d= ��'������3�f��$����.�f�����.NB$58012���<AU��$�� = ��NB���3��"<%(�*��12�X�.��"����<%2���7�X$*�.'��7��$��
�,)* \8L���/1(E	S���������"3�3�H"<%(�*��12� = �3"����<%2���Bb]�f$����+%( !��$�12' = �MEm12�

W ′ b
�W���M)��M��$����x��12����"3�#��$&%(� |E′| ≤ 2n + 4m + 8 < |E| bu���oEZ%2"��<A*�.�c��$��l12-*-01B���.����"<%2���BA*�u� = � = )�"3�E ��12 �.���345)&%('.�.��g � �Kb
B=�u��$&%(�

|K ′|+ |V ′| < 3n + 6m + 8− (2n + 4m + 8) = n + 2m < |K|.
� 12�����34,)����5��'.g�A

K \K ′ 6= ∅ %(� = |(V ∪W ) \ V ′| > n + 2m + 4
A0�X$*��"�$��. �-*'.���3����$&%(�

∆(B′) >

2n + 4m + 8
b]�Y�.�&%('.'.g�A*85gn)����.�*N |E ′| > 2n + 4m + 8

A*�T�#N����<?

|E′|+ ∆(B′) > 4n + 8m + 16 > 3n + 6m + 8

�X$*��"�$s"312�5���+% = ��"����H�.���345)&%('.�.��g � �Kb
B=��b
`5�.��"3� |E′| < |E| %(� = X ′ = ∅ A*�u� = � = )�"3� ∆(B′) ≥ 2n + 4m + 7

%(� = �.���34,)&%('.�.� g � �Kb
B=�u�. �-*'.���3�<?

|K ′|+ |E′|+ |V ′| ≤ 3n + 6m + 8− (2n + 4m + 7) = n + 2m + 1.

� �
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IJ� = � = )�"3�
K \K ′ 6= ∅ %(� =

2(|E \ E′|) ≥ 2(n + 6m− (n + 2m + 1) + |V ′|) = 8m− 2 + 2|V ′| > 4|V ′|.

� 12�����345)����,��'.g�AY���.��"3�:�.�
BG

��$�� = ��NB���3�h1(Eu��S�����g�S���������~w�.�
V
����%(�# !1B��� Gs%(� = ��$�� = ��NB���3�!1(E

S���������"3�3�:�.�
E
��� DKA]%(�O'��<%2���O12���kS���������~��.�

E \ E′ $&%2��%s�����.NB$,8L12�:�.� V \ V ′ A	�X$*��"+$ �. �-*'.���3�
∆(B′) ≥ 2n + 4m + 8

b
�f$����WA,�.���345)&%('.�.��g/� �Kb
B=�	�. �-*'.���3� |V ′| ≤ n+2m

%(� =  !12���31<S����<AU���.��"3�
K \K ′ 6= ∅ A�85g:"312����� = �����.�*N��$�� = ��NB���3��1(E	S���������"3�3�M�.�

K \K ′ A*�T�#N����

∆(B′) ≥ 4n + 8m + 8− 2|V ′|.

�����345)&%('.�.��g � �Kb
B=�D�. �-*'.���3� |V ′| ≥ 4n+8m+8− (3n+6m+8) = n+2m
bY�f$5)�� |V ′| = n+2m

b
� 12�����345)����,��'.g�A |V ′| + ∆(B′) = 3n + 6m + 8

%(� = ��$������.���34,)&%('.�.� g � �Kb
B=�!�. �-*'.���3� |E ′| = 0
b

�f$�������Em12���BA
V ′ "31<S������7��S�����gc� = N��3�H1(E G

���.��"3���.�s��$��\12-*-L1B���.����"<%2�+�
∆(B′) ≥ 2n + 4m + 9

%(� =
"312�����345)����,��'.g

z′(B) ≥ 3n + 6m + 9
A*�X$*��"+$x"312��"�'.) = �3�M��$���-*��151(E�b

�$, *$,�� � ( � B & 47?.<E8 � - 03? 00- <.= � 0 � *A<.4 : -;8 <E8;B � - : 4�/)&
���:��$*���	���3"�����12�WA2�u�X�3���+%(8*'.����$O��$�� NP �Z$&%(� = ���3���D1(Eyrx�.�:a = N��M`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*N��.�:8*�.-&%(�����.���TNB�+%(-*$�� bIJ�M%('���1 = �3��"����.8L�M%�"�';%2���D1(EyNB�+%(-*$��]�X$������Mrs�.�k`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*N\���D-012'.gU��12 ��;%('.'.g:��12'.S2%(8*'��f8*)*�]rx�.�
� 15"312'�12���.�*Nk��� NP �Z$&%(� = i*��1!12)*�/v5��1 �X'�� = N��BA���$*���H"�';%2�+�M��)*�����H12)*�H��1�80����$��#�������H12���#�X�.��$x��$*���-*��12-0����� g�b
� 	 � � � � � � 1 �01 ,  "! � >9#�� . %'�; 424��� ���@�0�� 3!�#? * NP � �$�0�>? 3! �� % ���)24 42 �H#0���% � * �

� ���9� H �H�f$�� = �3"�������12�oS���������12�o���X"�'��<%(��'.gk�.� NP bD���n12� = ���X��1:-*��1<S�����$&%(�X�.�f��� NP ��"312 �-*'������BA*�T�-*��12-01B�+�\%O��� = )�"�����12�cEm��12 
(pmin, 1)′

��"312'�12���.�*N!�.�c8*�.-&%(�����.���#NB�+%(-*$�� b
�W���

(B, k)
8L�7%(�n�.�����+%(��"3��1(E���$*���f-*��128*'��� cAK�X$������

B = (V 1
B , V 2

B , EB)
���X%\8*�.-&%(�����.����NB�+%(-*$c%(� =

k ∈ N
bs�f$��k����';%(��� = 4,)��3������12�q���<?  "*  42 % � * *� ������2 � ����( ��� � k ������24 � ��* H ���( B *�� � � 2 �$�02�2 � �

���)( �0 "!  3!�# #�����%����$� *+� >�� #0����� �02 ( � *)2 ���:�f$*���X-*��128*'��� ��� NP ��"312 �-*'������ �
B0B � 
�bI �.��$�12)*�f'�1B���T1(EWN��������+%('.�.��g�A*�u�/"<%(�n%2����)* !�/��$&%(�
k ≤ τ(B)− 1

���.��"3�BA5�.�k��$��712-*-L1B���.���H"<%2���BA5��$��
�.�����+%(��"3�O���/"�'��<%(��'.gs-01B���.���.S��Bb/IJ�O"312��������)�"���%!8*�.-&%(�����.���ONB�+%(-*$

B′ 8,gx% =*= �.�*N�AyEF12�7��S�����goS���������~
v
1(E

B
A
(k − 1)

S���������"3�3�
(x1

v, . . . , x
k−1
v )

�X$*��"�$x%(����"312�*���3"���� = ��1
v
?

B′ = (V 1
B ∪ (∪v∈V 2

B
Xv), V

2
B ∪ (∪v∈V 1

B
Xv), EB ∪EX) = (V 1

B′ , V 2
B′ , EB ∪EX)

�X$������ ∀v ∈ V 1
B ∪ V 2

B, Xv = {x1
v , . . . , x

k−1
v } %(� = EX = {(v, xv), v ∈ V 1

B ∪ V 2
B , xv ∈ Xv}

bH�����
)��/%('���1 = ����12���

V 1
B ∪ V 2

B

85g
VB

A�%(� =
V 1

B′ ∪ V 2
B′

8,g
VB′

b
�f$����WA&�u�\"312����� = ���

L(B′)
%2�/%(�c�.�����+%(��"3�l1(E]��-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nn%(� = ��$�1<� ��$&%(�H��$��#�.�����+%(��"3�

(B, k)���X-L1B���.���.S��#��E]%(� = 12�*'.gk��E
χS(L(B′)) ≤ k

b
�W����)��M�������7��)*-*-L1B���\��$&%(�

(B, k)
���/-01B���.���.S��BA0%(� = "312����� = ����%!�����

V ′ ⊂ VB
��)�"�$���$&%(� |V ′| ≤ k%(� =

∆(B[VB \ V ′]) ≤ 1
bT`5�.��"3�

k ≤ τ(B)− 1
AK�T��$&%<S��

∆(B[VB \ V ′]) = 1
b � 12�����345)����,��'.g�A&8,g

���
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(p, k)

� � ��!���
�����
 ��� ! ����	 
�
 ��� ���

"312��������)�"�����12�s1(E
B′ A*�u�#N���� ∆(B′[VB′ \ V ′]) = k

AK�X$*��"+$s�. �-*'.���3�
χS(L(B′)) ≤ k

b
�W���M)��X��1 ����)*-*-L1B������$&%(�

χS(L(B′)) ≤ k
bD� �X !�<%(���M��$&%(�<?

∃V ′ ⊂ VB′ , |V ′| ≤ k,∆(B′[VB′ \ V ′]) ≤ k.

���nEZ%2"��<A&%(�x12-*���. h%('Y��-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nk1(E
L(B′)

"312�,�+%(�.����%(�M !1B���
k
"�'.��4,)��3�H�X$*��"�$w"<%(�s8L�#"31<S������ =

8,g
k
 h%Q~U�. h%('D"�'.��45)��3�<AL"312�����3��-L12� = �.�*N�A}�.�

B′ AL��1kS���������"3�3���.� V ′ �m���.��"3�\��$������:���7��1k�����;%(�*NB'��:�.�
B′ ��bDI��.��$�12)*�M'�1B���X1(E	N��������+%('.�.��g�A��u��"<%(�x%2����)* !�

V ′ ⊂ VB
?	�.�c��$��#12-*-L1B���.����"<%2���BA*"312����� = ���H��$��

����� (

V ′\(V ′∩(∪v∈VB
Xv))

)

∪N(V ′∩(∪v∈VB
Xv))

AB�X$������uEF12�	%7�����D1(E&S���������"3�3�
A, N(A)

= ����12���3�
��$��h�����:1(EM�����.NB$,8L12���:1(EMS���������"3�3�l�.�

A
bx�f$����WA

∆(B′[VB′ \ V ′]) ≤ k ⇒ ∆(B[VB \ V ′]) ≤ 1
A

�X$*��"�$c�. �-*'.���3�H��$&%(�
(B, k)

���X-L1B���.���.S��Bb
� � ��� ���  �  � � � 1 	 1 � ! 2 � � �)�
� * * � H #0���% � * G = {G∪nK2n : G  *&��! ���9�� 324�������-#�����%��5� H *� 
< �
n} 
 >��)!'�02 ��> H ����*� ����2C��� G = {G ∪ nK2n} 
 ,  "!I.0%'�1 324������
���� "!�#? "* % ��� ��!'�0(- ���3� � * ��� � ������� � �� 3�
�,  "! 68�9�����
���� "!$#  "* NP � �$����> �

� ��=� H �/�W���T)��P"312����� = ���T��$��H"�';%2��� G 1(E}NB�+%(-*$��T128*�+%(�.��� = 8,gh% =*= �.�*N nK2n
��1\%(�d%(��8*�.���+%(��g�NB�+%(-*$

G
1(EL���
	<�

n
� �X�.��$�12)*�P%(�,gO'.�.�*v\8L�����T�3���

G
%(� =

nK2n
��b6�f$5)�� ∀G′ ∈ G AB��$������X��~K�������]%(�!%(��8*�.���+%(��gNB�+%(-*$

G
1(ED���
	<�

n
��)�"+$c��$&%(�

G′ = G ∪ nK2n
bDIJ�\%('��+1��X���.���#��$&%(� G = {G ∪ nK2n}

8,gc%(8*)����
1(E/';%(�*NB)&%(N��Bb �W����)��:�������O���� h%(��v ��$&%(�

χS(kKk) = z(kKk) = k
AT%(� = Em)*����$����� !12���

kKk
���

k
����-*'.�.�e��"����.����"<%('�8*)*�H�.�H���X��12�/%�"����.����"<%('6NB�+%(-*$cEF12�

k
��"315"312'�12���.�*N�Ay�Zb��Bb.A���$�� = ��'�������12�w1(ED%(�5goS���������~

= 15�3�X��12� = �3"����<%2�+�#�.���M"31U"�$*��12 h%(����"l�,)* \8L���<b
�/�

nKn
���d%(���.� = )�"3� = ������)�"���)*���s�.�

G′ Au128,SU��12)���'.g χS(G′) ≥ n
b z/1 � '����!)��k"312����� = ���h��$��

��-*'.�.�e��"312'�12���.�*NnEm12�� !� = 85gs�+%(vU�.�*N
n
"�'.��45)��3�#1(ET���
	<�

2n
b��f$����WAW��$��:���� h%(�.�*�.�*NoNB�+%(-*$

G
"<%(��80�

-&%(�����.����12��� = �.�,��1O%(�] !1B���
n
���+%(8*'��M�������<b	�f$��XSB%('.)��M1(E}��$*���P��12'.)*����12�h���

n
%(� = $�����"3�

χS(G′) = n
b

�/�MEm12�/��$��\"31U"312'�12���.�*Nk-*��128*'��� �.�
G′ Ay��12������$&%(�#%(�x12-*���. h%('	"315"312'�12���.�*Nn1(E G

"312 �-*'������ = 8,g
n"�'.��4,)��3�M"31 S������.�*N

nK2n
"312�������.��)*���3�7%:��12'.)*����12�w%(� = ��$�������Em12���

z(G′) ≤ z(G) + n
bT_/�o��$��\12��$����

$&%(� = A(%(�\12-*���. h%('U"315"312'�12���.�*N71(E
G′ "312�,�+%(�.���	%(�W'��<%2��� n

"�'.��45)��3�W�.��"�'.) = � = �.�
nK2n

b � 12�����345)����,��'.g�A
��$*���T"31U"312'�12���.�*N:�.� = )�"3�3�M%\"31U"312'�12���.�*NO1(E

G
�X�.��$o%(�T !1B���

z(G′)−n
���+%(8*'��7�������u12�u"�'.��45)��3�<bD�f$*���

�. �-*'.���3�M��$&%(�
z(G′) ≥ z(G) + n

%(� = ��$�������Em12���
z(G′) = z(G) + n

b
���c"312��"�'.)�����12�WA�Em12�7%(�,gnNB�+%(-*$

G′ �.� G = {G ∪ nK2n}
A�rx�.�x`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nk���H�����.S5�;%('��X$*�.'���rs�.�

� 15"312'�12���.�*N!��� NP �Z$&%(� = b

�$, *$,�� � ( � B - 0 - 03? 0 - <.= � 0�� ? <.= B � 4 B�- � B - 8 � - : 4�/)&
�/�����BAQ��$��]-L12'.g5��12 ��;%('U���. !�T%('.N�12���.��$* EF12�6rx�.�\a = N�� � 15"312'�12���.�*N7�.�\8*�.-&%(�����.���TNB�+%(-*$������6��~U����� = � =
��1:'.�.�����Z-0���eEF�3"��MNB�+%(-*$��<b]�Y�.�����<A��T�#���3"<%('.'��+12 !��8&%2����"#-*��12-L���������3�H1(E	'.�.�����Z-0���eEF�3"��MNB�+%(-*$��<b
� � � � � � 1�� � 1 	�� � H ���"�
� �8 3!�# *�2 �02 ��( ��!'23* �0��� �	� �� �� ������!�2�	
���

G  *&� �; 3!:����% ��� H ���92 #0���% ��

� �

G �$� * !'�  "!'> � � ��> ���
�)( �)!�2 ����� �9> >���� �)����*-� H �
��!$#02 � ( �0���+2 �$��! 2 ��������� ��� ��� 

�$B
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� � ∀ % ���)24 ���C#0���% � * G′ � H G 
 χ′(G′) = ∆′(G′) 
 � � ����� ∆′(G)  * 2 � �I�@�0�4#���*�2 ! �$( ����� � H
( � 2 � �0�"� �?� >�� � � �)!�2C��>9#���* �

rs�.�:a = N�� � 15"312'�12���.�*N�"312�����������6�.����� = �.�*N#%H ��.�*�. \)* ��,)* l80���	1(E�8*)*� = '��3�<A2�����;%(�*NB'��3�D%(� =  h%(��"+$K�
�.�*N��n��$&%(�d"31 S����s%('.'/��$���� = N��3�<b�z712���w��$&%(�d�u�w$&%3S��

χ′(G) = ∆(G)
��E

∆(G) ≥ 3
EF12�n%(�5g

'.�.�����Z-0���eEF�3"��:NB�+%(-*$
G
bw� ��EF12'.'�1<�M�:��$&%(�lEF12�

∆(G) ≥ 3
AD� = N��3��1(E/%c'.�.�����Z-L���eEm�3"��:NB�+%(-*$ "<%(��80�

-012'.gU��12 ��;%('.'.gx"31 S������ = 8,g
∆(G)

 h%(��"+$*�.�*N�� �m"312����� = �����.�*Nc�<%2"�$�"312'�12��%2�7%h h%(��"�$*�.�*N���iY%(��%('.N�1(�
���.��$* ���"�-*��1U1(E	1(E	�.�M"<%(�c8L�7Em12)*� = �.� � F � 
�b
�W���X)��u�������f���� h%(��vd��$&%(�fEm12�

∆(G) ≤ 2
AU��� = �.�*N

z′(G)
���f%l�����.SU�;%('}-*��128*'��� cb]� �kEZ%2"��<A

z′(G) = 1��E
∆(G) = 1

12�
G
���O%x�����;%(�*NB'��BA

z′(G) = 2
��E

G
���l���u1������;%(�*NB'��3�<A]12��12���k�����;%(�*NB'��c%(� = 12���

 h%(��"�$*�.�*N�A	12�#���u1o h%(��"�$*�.�*N�� AY%(� =
z′(G) = 3

12��$������X���+�Bb!�����X$&%(��EF12'.'�1<�M� AW�T�!�X�.'.']12�*'.g = �<%('
�X�.��$c��$���"<%2�����X$������

∆(G) ≥ 3
b

IJ�#-*��12-L1B����%O���3"�)*�����.S���%('.N�12���.��$* �X$*��"+$c�X�.'.'W��~K����� = ��$��#� = N��#"315"312'�12���.�*Nh�X�.��$
∆(G)

 h%(��"�$K�
�.�*N��M�X$�������S����

∆(G) ≤ z′(G)
%(� = �.�c��$��l12-*-01B���.����"<%2���BA*�Zb��Bb.A*��E

∆(G) > z′(G)
Ay�.�X�X�.'.'��.��"�'.) = �

�.�q��$��!�+12'.)*����12�����.��$����O%o8*)*� = '��h12�l%n�����;%(�*NB'��h�.�J��$��!���� h%(�.�*�.�*NxNB�+%(-*$Wbn�����X$&%(�\Em12'.'�1 �M�<A��u�
�������H��$�1 � ��$&%(�M��$���������~K�������M%(�s12-*���. h%('�� = N��\"315"312'�12���.�*Nh1(E]%O'.�.�����Z-L���eEm�3"��MNB�+%(-*$s�X�.��$s%(�M !1B���
12���#�����;%(�*NB'��Bb
� � � � � � 1�����1 � !I� �; 3!:����% ��� H ��� 2 #0���% ��
  H (Z ′, T ′)  * ��!I��%:24 "( ��� ��>=#��-���9�����
���� "!$#��8 32 � � (  "!��
 "( �$( ! �$( �����-� H 24�� ��!�#�����* 
 2 � ��!�

� � 2 � ����� �0���-�02 ( ��*�2 2 � � >� "* � �� 3!�2 24�� 4��!$#��
��*  "! T ′ 

� � 2 � ����� �0���&!'�?2 � � 24�� ��!�#�����*��8 42 � � ����( ( ��! � ���)2 ���  3! T ′ 

� � 2 � ����� �0���&!'�?2 � � 24�� ��!�#�����*��8 42 � � ����( ( ��! ��>9#��+ 3! T ′ �

� ���9� H �H�f$*���3�:�����;%(�*NB'��3�\"<%(��%('.�f%3gK�#8L�l����-*';%2"3� = 85gs��$*���3�O h%(��"�$*�.�*N�� A6%(� = ���u1o�����;%(�*NB'��3���X�.��$%(�H'��<%2���712���\"312 � !12�wS���������~c8,gc���.��$����7���u1h8*)*� = '��3�<A012�7%!8*)*� = '��l%(� = %� h%(��"�$*�.�*N�b/�H'��+1*A*���u1
�����;%(�*NB'��3�\�X�.��$�%n"312 � !12�q� = N��!"<%(�J8L�:����-*';%2"3� = 85gw���.��$����l���T1c8*)*� = '��3�<A612�\%o�����;%(�*NB'��h%(� = %
8*)*� = '��Bb
� � � � � � 1 � � 1 � ! � �1 3!:���
% ��� H ��� 2 #�����%���
 2 � �����  "*-��! ��%:24 "( ��� ��>9#�� ���9� ���@�0�� 3!�# (Z ′, T ′) �8 42 �I�02
( � *�2 ��!:�+24�� ��!�#0�
� �
� ���9� H �H��E ∆(G) ≤ z′(G)

��$����J%(�w12-*���. h%(']� = N��:"31U"312'�12���.�*Nn"312������������1(Eu%k)���)&%('D� = N��O"312'�12���.�*N�A
$�����"3���.�X$&%2�X��1!�����;%(�*NB'��Bb
�ZE

∆(G) > z′(G)
A���$����s�.�x%(�s� = N��\"31U"312'�12���.�*N

(Z ′, T ′)
�X�.��$w%: ��.�*�. \)* �,)* l80���71(E	�����;%(�*NB'��3� A

'����M)��M128�������S�����$��#���u1:Em12'.'�1 �X�.�*Nk"<%2���3�XEm12�H%(�5gdS���������~
x
1(E	 h%Q~K�. \)* = ��NB���3�Bb

� � � � ��1
x ∈ Z ′ =⇒ z′(G) = 1 + z′(G[V \ {x}]) b

� � � � � 1
x /∈ Z ′ =⇒ ��$������w���o%(�n'��<%2���n12���x�����;%(�*NB'���"312�5�+%(�.�*�.�*N S���������~

x
�.� ��$�����12'.)*����12�Wb

�X"3"312� = �.�*N���1��W�� � h% �Kb
B0BBAT��E��T�o)����x%w�����;%(�*NB'��s"312�,�+%(�.�*�.�*N %wS���������~
x
1(E7 h%Q~K�. \)* 

= ��NB���3�BAM��$���� �u�s�X�.'.'/���3� = %(�k'��<%2���
d(x) − 2

8*)*� = '��3�n%(� =�� 12�d h%(��"�$*�.�*N��n�.��12� = ���k��1
��D
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"312 �-*'������T��$��P� = N��P"31U"312'�12���.�*N�A2�. �-*'.gU�.�*N
z′(G) ≥ d(x)−1

%(� = ��$�������Em12���
z′(G) = d(x)−1

b
� �X !�<%(���M��$&%(�X��$������#���H%(�x12-*���. h%('�� = N���"31U"312'�12���.�*Nh�X�.��$x%(�X !1B���/12���������;%(�*NB'��Bb

���uEF12'.'�1<�M�X��$&%(�f�.�o��$��#"<%2���7�X$���������$����������M%(�c12-*���. h%('W� = N��#"31U"312'�12���.�*Nh"312�,�+%(�.�*�.�*Nh��~�%2"���'.gn12���
�����;%(�*NB'��BA6��$*���\�����;%(�*NB'��h$&%<S��!��1x"312�,�+%(�.� %oS���������~

x
1(EX h%Q~K�. \)* = ��NB���3�!�.�

G
bn�f$����WA���E

z′TF���+%(� = �	EF12�D��$��XS2%('.)��H1(E}%(�h12-*���. h%(' � 24�� ��!�#������ H ����� �P� = N��M"31U"312'�12���.�*N\�X$*��"�$ = 15�3�]��12�P"312�,�+%(�.�n%(�,g�����;%(�*NB'��BAy��$����
z′(G) = 1 + z′TF (G(V,E \ E(G[T (x)])))

A}�X$������
T (x)

���H��$��O������1(E]S���������"3�3�71(E
��$��������;%(�*NB'��\"�$�1B�+���c��1�8L���.� T ′ b
tT���.�*NB�.�*Nd%('.'W��$��3���#"312����� = ���+%(����12���/��12N�����$����<A��u�#$&%3S��

z′(G) = min{∆(G), 1 + z′(G[V \ {x}]), 1 + z′TF (G(V,E \ E(G[T (x)]))}.

�6�.�&%('.'.g�AU'����u)��P��12���/��$&%(�X%2"3"312� = �.�*NO��1O^H�� h%(��v �Kb �KA
z′TF

"<%(�d80�/"312 �-*)*��� = �.�d��$��7�+%( !�H�f%3gk%2�
z′
�.�s8*�.-&%(�����.����NB�+%(-*$��<b

� ����� �  � 	 � � � a = N��\"31U"312'�12���.�*Nh1(E	'.�.�����Z-0���eEF�3"��MNB�+%(-*$��
� � ��� � �#%O'.�.�����Z-0���eEF�3"��MNB�+%(-*$

G
� � � � � � ��%O ��.�*�. \)* � = N���"315"312'�12���.�*N

(Z ′, T ′)
1(E

G
�X�.��$cSB%('.)��

z′(G)
� 4 ��

G 6= ∅ � 	 � �
� 4 -*��"+vc%OS���������~

x
1(EY h%Q~K�. \)* = ��NB���3�#�.�

G
i

� 4
z′(G) = min{∆(G), 1 + z′(G[V \ {x}]), 1 + z′TF (G(V,E \ E(G[T (x)]))}, T (x) =

{x, a, b} ��)�"�$s��$&%(� (a, b) ∈ N(x)
%(� =

(a, b) ∈ E(G)
i

� 4 ��
z′(G) = 1 + z′(G[V \ {x}]) � 	 � �

� 4 Z ′ ← Z ′ ∪ {x} i
� 4 ��

z′(G) = 1 + z′TF (G(V,E \ E(G[T (x)]))
� 	 � �

	 4 T ′ ← T ′ ∪ {T (x)} i

 4 ��

z′(G) = ∆(G)
� 	 � �

� 4 Z ′ ← ∅, T ′ ← ∅ b

� 	 � ����� � � 1 � ! 1 � ��� ��!1� �; 3!:����% ��� H ���92+#�����%�� G 
 6 � # ���� 32 ��( � � � ��(H% �$2 ��* �0! ��%:24 3( ������>=#��
���9�����
���� "!$# (Z ′, T ′) � H � ��� � � z′(G)  3! 24 3( � O((m2 +mn) log n)

�

� ��=� H �/�f$��T"312�����3"������3���61(E��/'.N�12���.��$* B9DM���6%('.���<% = g#S��������&� = bY��12����$��P���. !�P"312 �-*'���~K�.��g�A2��$��] !1B���
��~U-L�������.S��!-&%(���l��� = )��h��1c��$��k"312 �-*)*�+%(����12� 1(E

z′TF (G(V,E \ E(G[T (x)])))
EF12�l�<%2"+$������;%(�*NB'��

'.�.�*v�� = ��1�%w h%Q~K�. \)* = ��NB���3�cS���������~}b �W���k)������� h%(��v ��$&%(�!�.� %�'.�.�����Z-0���eEF�3"��hNB�+%(-*$
G
AT��$��

�����.NB$,8L12��$�151 = 1(E&%X h%Q~K�. \)* = ��NB���3�]S���������~ = 1U�3�W��12�Y"312�,�+%(�.��%(���.� = )�"3� = -&%(��$l12��EF12)*�WS���������"3�3�<A
80�3"<%()�����12��$������X�����

L(G)
�u12)*' = $&%3S���%(�o1 =*= "�gU"�'���1(E6'����*NB��$c%(�f'��<%2���f��S��7�. �-*'.gU�.�*N���$&%(�

L(G)���D��12�P-L���eEm�3"��<b	� �	Em12'.'�1 �M�P��$&%(�P��$��M�,)* l80���u1(E}�����;%(�*NB'��3�P��$&%(���.�*N:%�S���������~
x
1(E} h%Q~U�. l)* = ��NB���3�

���]'.�. ��.��� = 8,g
d(x)

b]�f$�������EF12���BA5�T�M�X�.'.'0"312 �-*)*���
z′TF (G(V,E \E(G[T (x)])))

%(�T !1B���
m
���. !�3�<A

�X$*��"�$c�X�.'.'W�+%(v������. !� O((m2 + mn) log n)
b

��F



����������	�
 ����� ����	 
�
 �������

� ��� � � �
(p, k)

� � * ��*�� �� ���!�� �� ���)����
 ��% ����%	! ��� ��� 
	�

�W���\)��\���3"<%('.']��$&%(�O%c���+%(8*'��!�������.��%n'.�.����NB�+%(-*$
L(G)

"312�����3��-L12� = ����1s%o h%(��"�$*�.�*Nw�.�
G
A6%(� =

��$&%(��%k"�'.��45)��\�.�
L(G)

 h%<gs"312�����3��-L12� = ���.��$����/��1d%!�����;%(�*NB'��O12�/��1n%�8*)*� = '����m1(EP��$��l�+%( !�l���
	<�
%2����$���"�'.��45)��=�7�.�

G
b!�f$�������EF12������� = �.�*N

αp,k(L(G)) = α′
p,k(G)

�����345)*�.S2%('����5����1o��$���-*��128*'��� 
1(E	��� = �.�*Nk%���)*8*NB�+%(-*$w1(EY h%Q~K�. \)* ���
	<� � �X�.��$c���3��-L�3"��M��1!� = N��3���u�.�

G
�X$�1B����� = N��l�����M"<%(�c8L�

"31<S������ = 8,g
k
 h%(��"�$*�.�*N���%(� =

p
8*)*� = '��3�/%(� =�� 12�H�����;%(�*NB'��3�<b

� � � � � � 1 � � 1 � H
(p, k)′ �����0�@���� 3!�#A%'����������(-* ����� NP � �$����>  3!/� �)�
� * * G � H #�����%�� * 
 2 � ��! 8 !:>� "!$#

α′
p,k  *&���;*)� NP � �$����>? "! G �

�$, �$, + / 03254A698 < = � α′
0,k

���x��$*���H���3"�����12�WAy�T�O%(��� = �<%('.�.�*Nk�X�.��$x��$��#-*��128*'��� 1(E	��� = �.�*Nn%�)*�*��12�w1(E
k
 h%(��"�$*�.�*N��#1(ED h%Q~U�

�. \)* � ��12�+%('"�#"<%(� = �.�&%('.�.� gJ�.�
G
bn�Y�.�����\1(EM%('.'ZA��.�l�����T��'.'Tv5��1 �X�q��$&%(�#EF12�

k = 1
A6��$*���\-*��128*'��� 

���#-L12'.g5��12 ��;%('.'.g���12'.SB%(8*'��:�.��%('.'	���*�.���!NB�+%(-*$�� � G�� 
�blz712���:��$&%(����� = �.�*N
α′

0,k(G)
����S�����g�"�'�1B����'.g

����';%(��� = ��1d��$��O� = N��:"312'�12���.�*No-*��128*'��� ���.��"3�:�<%2"�$J"312'�12���.�J%(��� = N��O"312'�12���.�*Nc"312�����3��-012� = ����1o%
 h%(��"�$*�.�*N�bu��12�X��$*���X���<%2��12�WAK��$���-*��128*'��� 1(E���� = �.�*Nk%O h%Q~K�. \)* � = N��#��)*8*NB�+%(-*$c�X$*��"�$s"<%(�o8L�
"31<S������ = 8,g

k
 h%(��"�$*�.�*N��/���M"<%('.'�� = ( ���� 3( ��( ��>9#�� k ������
���� 3!�# -*��128*'��� � ��� 
�b

���X���X��$�1<�X�o8,g��712'.g���� � ��� 
W��$&%(� = �3"�� = �.�*N!�X$�����$����H%(�o�.�*-*)*�XNB�+%(-*$c���X� = N�� FQ��"312'�12�+%(8*'��#��� NP �"312 �-*'������BbD�f$*���	�. � !� = �;%(����'.gl�. �-*'.���3�]��$&%(�Y��$��u h%Q~K�. \)* � = N��
k
��"312'�12���.�*N#-*��128*'��� ��� NP �Z$&%(� =Em12�7��S�����g

k ≥ 3
bf�f$����WA0�����.N��\����%('Zbu��$�1<�T� = ��$&%(�H��$��\ h%Q~U�. l)* � = N��

k
��"312'�12���.�*Nk��� NP �Z$&%(� =��S�����EF12�

k = 2
� ��� 
�b6� �!12��$����]�u12� = �<AB��� = �.�*N

α′
0,k

�.�!N��������+%('�'.�.���MNB�+%(-*$��]��� NP �Z$&%(� = Em12� k ≥ 2
b

���HEm12'.'�1 �M�7��$&%(�7"312 �-*)*���.�*N
α′

p,k

��� NP �Z$&%(� = EF12� k ≥ 2
%(� = Em12��%('.'

p
bM� �cEZ%2"��<Ay��$��\-*��128*'��� 1(E

��� = �.�*N
α′

0,k

�.�o%#NB�.S����dNB�+%(-*$
G
"<%(�k8L�M��� = )�"3� = ��1���$��/-*��128*'��� 1(E�"312 �-*)*���.�*N

α′
p,k

�.�d%�NB�+%(-*$
G′ 128*�+%(�.��� = Em��12 G

85g�% =*= �.�*N
p
8*)*� = '��3�<AP�<%2"�$ 12���h�X�.��$

n
� = N��3�O�X$������

n
���O��$��k�,)* l80���

1(EHS���������"3�3�:�.�
G
iT%(�,g�12-*���. h%('X��12'.)*����12� NB�.S5�.�*N

α′
p,k

�X�.'.'u1285S5��12)���'.g�"312�,�+%(�.� ��$��o% =*= �.����12�&%('
p8*)*� = '��3�h���.��"3�c��1�12��$����h"�$�12��"3�c"<%(� "312�,�����.8*)*���c��1���$��s��12'.)*����12�� !12���o��$&%(�

n − 1
� = N��3��-L���

8*)*� = '��Bb
� ����� � �  �  � � � 1 � � 1 � �0� ��! � k ≥ 2 
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�/���T��$&%<S��h%('.���<% = gx !���5����12��� = A = ��|L�������5��80��$&%<S5��12�l1(E NP �Z$&%(� = 12-*���. ��
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*)��( � r ≥ 1 
 2 � ��� ��>�(  32 ��% �0� ��!'��(  ��� 24 3( � r ����%�%'�� �� "( �024 ��! ��� # ���� 32 ��( �
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%(-*-*��13~K�. h%(����12�x�+%(����1*b
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z/12���l��$&%(����$��l-*���3�+����S2%(����12�J1(EP��$���%(-*-*��1<~U�. h%(����12�J�+%(����1d85gx��12 !�lS�����g "��&%(��)*�+%('!$O���+%(���eEm12�� h%Q�
����12���]%2�D�.�:��$��X��~*%( �-*'��H%(8L1<S��BA����]%7S�����gl�&%(��)*�+%('*-*��12-L������g:��$&%(�P%(�h%(-*-*��13~K�. h%(����12�!�+%(����1���$�12)*' =
���34,)*�.���D�.�l12� = ���W��1X h%(v��D��$��P%(-*-*��1<~U�. h%(8*�.'.�.� g\��$��312��g#"312 �-&%(���.8*'��]�X�.��$\��$��]12-*���. ��
	 %(����12�l��$��312��g�b
��1:��$*���M��� = A*�u��% = 12-*�M��$�� = ��|}�������,���;%('Y%(-*-*��1<~U�. h%(����12�x�+%(����1:�X$*��"�$x��� = ������� = �.�s%(�s%Q~U��12 h%(����"
�u%3gh�.� � G0G 
L��1:%('.'�1<� %('.'y��$���%Q�!���7���+%(���eEF12�� h%(����12���u1(E	%�-*��128*'��� ��1l80�/�34,)*�.SB%('����,�f�.�d��$��/�������+�
1(EX%(-*-*��1<~U�. h%(8*�.'.�.� g�bo�W����)����.�5����1 = )�"3�h��$�� = �����*�.����12��1(EX��$�� = ��|}�������,���;%('f%(-*-*��13~K�. h%(����12���+%(����1
�X$*��"�$d�+%(v��3�T�.�5��1O%2"3"312)*�5�f��$�� � ����*�2 * ��� �$24 ��! AU128*�+%(�.��� = 85gh��12'.SU�.�*N\��$��7�+%( !�/-*��128*'��� cA5v��3��-*�.�*N��$��\�+%( !�l"312�������+%(�.�,���<A08*)*�7�X�.��$w%! h%Q~U�. ��
	 %(����12� � ���3��-L�3"����.S���'.gc ��.�*�. ��
	 %(����12�'�/128KRe�3"����.S��\Em)*��"��
����12�c��ED��$��\12���.NB�.�&%('6128KR��3"����.S������H��1� ��.�*�. ��
	<��� ���3��-0�3"����.S���'.go h%Q~K�. ��
	<�=� � bu�f$���SB%('.)���1(EP%:�T12�����
��12'.)*����12�wEm12�#%(�x�.�����+%(��"3�

I
A = ����12��� = 85g

ω(I)
AL������12 !�����. !�3�7�����.SU�;%('Y��1n"312 �-*)*���BiLEF12�7�.�����+%(��"3�BA

Em12��%nrx�.� � 12'�12���.�*Nc�.�����+%(��"3�
I
�X�.��$

n
S���������"3�3�<A��T�:$&%3S��

ω(I) = n
bl�f$�����~�%2"�� = �����*�.����12�q1(E

ω(x)
$&%2�M��1:8L�#��-0�3"����&� = Em12�M�<%2"+$c-*��128*'��� cb

� ��� �  �  � � � 1 � 2 � �� � ��� � �  � � � � ����� �  � � �  � � � � �  � 351�� �I�����3� 2 � �I>� �H�����)!�24 4�0�H��% %'������ 3�
( � 24 4��!7���024 � 
 H ��� ��!  3! *�2 ��!:� � I � H �0! ��%:24 3(  
<=�024 ��! %'����������( Π ��!'> H ��� ��! ��%�%'�� �� "( �024 ��!
��� #����� 42 ��( A 
 2 � �&�� 24 4�

δA(I) =
|ω(I)− λ(I)|
|ω(I)− β(I)|

� � ����� ω(I) 
 β(I) ��!'> λ(I) ����� ����* % ��� 24 �� ��� � 2 � � � ��� � ��* � H 2 � � � �0� *)2-*)��� �$24 ��!�
?�0! ��%:24 3( �0�
*)��� �$24 ��! ��!'>?2 � �-��% %'������ 3( �02 �-��!:�A#� �� ��! ��� A �

`5�.��"3�:��$�� = ��|L�������5���;%('P"312�����+%(�5�O%(-*-*��13~K�. h%(����12�q�+%(����1o1(EM%(�q%('.N�12���.��$* ����%&�3"�������$��:�T12�����\"<%2�+�
%(-*-*��13~K�. h%(8*�.'.�.��g�Ay�.�M��� = ������� = 85g

δA = inf
I∈IΠ

δA(I).

�/�f-*����SU��12)���'.g�A*�u�����. �-*'.gn�X���.���
δ
�X$������#��1�"312�KE )�����12�x%(�������3�<b

z/12���o��$&%(�
δ ∈ [0, 1]

%(� = ��$��o';%(��N����k��$��c�+%(����1J��� AP��$��s80���������<Au�X�.��$�12)*� = �������.��"�����12� 8L�����T�3���
 h%Q~U�. ��
	 %(����12�q%(� =  ��.�*�. ��
	 %(����12��-*��128*'��� !�<b�^/12)*NB$*'.gx��-L�<%(vU�.�*N�Ay��$*���7�+%(����1dNB�.S��3����$��O-01B���.����12�
1(EY��$���%(-*-*��1<~U�. h%(��� = S2%('.)���8L�����u�3���s��$��#�u12�����/%(� = ��$���80�3���M12���Bb
�H'.'*��$��H%(-*-*��1<~U�. h%(8*�.'.�.� gk"�';%2���+�3�D�.�,����1 = )�"3� = -*����SU��12)���'.g!%(���M���. ��.';%(��'.g = ������� = �.�!��$��M"<%2���M1(E = ��E �
Em�������5���;%('}E �+%( !���u12��vn8,go���. �-*'.gd����-*';%2"��.�*Nh��$��#���+%(� = %(� = �+%(����1!8,gn��$�� = ��|L�������5���;%('��+%(����1*A&%(� = 8,g
�+%(v5�.�*N

(1−ε)
�.�������<% = 1(E

(1+ε)
�.�!��$�� = �����*�.����12���P1(EWC]�6��`�%(� = �YCP���#`0i���$���g!%(���X���3��-L�3"����.S���'.g

= ����12��� = 8,goGM�7C��:A�G�C]���#`o%(� = G�C]�	���#`0b
�f$*���/�+%(����1*AW%('��+1k"<%('.'�� =

z
� %(-*-*��13~K�. h%(����12�J�+%(����1 � � � 
�A0$&%2�780�3���w)���� = ���.��"3�:%!'�12�*Nn���. !� �m���3�\Em12�

�.�����+%(��"3� �
B9D B 
3�H%(� = ���H��~K���������.S���'.g = ����"�)������ = �.��� G0G 
Y%(� = � G�F 
�i� h%(�,gc����) = ���3�M�.�c��$*���7%(���<%�$&%3S��
-012�.�5��� = 12)*�M��$&%(�M8L12��$c�+%(����1B�7%(����"312 �-*'��� !���,�+%(��gx�X�.��$�12)*�H�����.SU�;%('W'.�.�*vU�M80��� �T�3���w��$��� cA��X$*��"�$
�� �-*$&%2���
	<�3�f��$��7�.�,�������3���f��1:��gK������ h%(����"<%('.'.gh����) = gn%�-*��128*'��� 85g!�X�.��$n8012��$n�+%(����1B� �m���3� � �0D 
�%(� =
� G�F 
3��b
���c-&%(������"�)*';%(�<Ay�.�M$&%2�H��$��\% = S2%(�5�+%(N��l1(ED���3��-L�3"����.�*Nk�+12 !�\%Q�!���\�345)*�.S2%('�����"3�l��)�"�$�%2�M��$����345)*�.S5�
%('�����"3�l8L�����u�3���Jrw%Q~�`5�+%(8*'���`U���#%(� = rs�.�w�]��������~ � 1 S����<A}�X$*�.'��O8012��$w-*��128*'��� !��%(���Ov5��1 �X����1
� �#��� � ��� & � 	 � � ��3�� 2#��' �4!�' ' ��� , � , ����� -���3�' � ' �+" !#����� , 4
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$&%3S��X�+% = ��"<%('.'.g = ��|}�������,�T%(-*-*��1<~U�. h%(����12�k80��$&%<S5��12���	EF12�	��$��f)���)&%('*�+%(����1 � bY��12�D�.�����+%(��"3�BA,rx�.� � 12'��
12���.�*N:% =  ��.���u"312�����+%(�5� = ��|}�������,���;%('W%(-*-*��13~K�. h%(����12�n%('.N�12���.��$* !� A5��$��H80�3���]�+%(����1\"�)*�������5��'.g!v5��1 �X�
80���.�*N � � � ��D � G � 
�AL�X$*�.'��:�.�#���/$&%(� = ��1c%(-*-*��1<~U�. h%(����E ��12 ��$��O)���)&%('D�+%(����1dEm�+%( !���T12��v7�m���3�O��$��
�.�&%(-*-*��13~K�. h%(8*�.'.�.��g!���3��)*'.���	�.� � ��
3��bD_/����$��X12��$����]��� = �BAB�.� = 15�3�	��12�P% =  ��.�T%(�5g = ��|}�������,���;%('0C]���#`0A
)*�*'��3��� P � NP � � � 
3��bP_/�h��$��7"312�,���+%(��g�AK��12 !�712��$����P-*��128*'��� !�X%(���/"312�����+%(�,�X%(-*-*��13~K�. h%(��� = �X�.��$
��$��n)���)&%('X�+%(����1q%(� = $&%(� = ��1J%(-*-*��1<~U�. h%(���nEm��12 ��$�� = ��|}�������,���;%('M-L12�.�,�!1(E�S5����� %(� = AP���&%('.'.g�A
��12 !�#-*��128*'��� !�H$&%3S��\���. ��.';%(�X80��$&%<S5��12�HE ��12 8L12��$o-012�.�5���H1(E	S5������b
��12�\rx�.��`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*N�A��u�!"312����� = ��� dn(G)/3e %2���u12������SB%('.)������.��"3��12���!"<%(�q%('.�u%<gU�O%2����)* !���$&%(�k�<%2"+$�"312'�12� �m��~K"3��-*�n%(�! !1B���k12���=�!"312�,�+%(�.���n%(�h'��<%2���h��$*���3�cS���������"3�3� �m��S�����g������h1(E#��$*���3�
S���������"3�3�\�.� = )�"3�3�l�.�

G
%c��-*'.�.�\NB�+%(-*$'��bd�f$��!�+%(����1s%2�+��15"��;%(��� = �X�.��$

G
���

δ(G) = [dn(G)/3e −
λ(G)]/[dn(G)/3e−χS (G)]

bD`5�. ��.';%(��'.g�A���$�� = ��|}�������,���;%('K�+%(����1/EF12�Yrx�.� � 1U"312'�12���.�*N����
[dn(G)/2e−

λ(G)]/[dn(G)/2e−z(G)]
���.��"3�H%(�5gO-&%(�.�T1(E0S���������"3�3�]Em12�� !�]���.��$����f%�"�'.��4,)��M12�u%����+%(8*'��M�����<b	z712���

��$&%(�k%w';%(��N����!�u12������S2%('.)��o��)�"�$ %2�
n
"312)*' = 8L�c%('���1�)���� = A]'��<% = �.�*Nq��1�80���������k%(-*-*��1<~U�. h%(����12�

�+%(����1B�<b]tu)*�X�.�M���f���<%2��12�&%(8*'�����1!"312����� = ���X��$��# !12���#���3��������"����.S��#S2%('.)��3� dn(G)/3e %(� = dn(G)/2e A���3��-L�3"����.S���'.g�AT�.� 12� = ���!��1J%3S�12� = %(��%(�������&"��;%('M�.��"����<%2���c1(E���$��n���&%('M�+%(����1 �m�+�3� � G0G 
M�X$������o��$��
��12����12��1(Ef�T12�����\S2%('.)������ = ����"�)������ = ��b!� �����. �-*'.g�"312�����3��-L12� = ����1o���3��������"��\��$��!%(�&%('.gU�����\��1/"����<%Q�
��12�&%(8*'���$���12'.)*����12���<b
���X���M%(�o�<%2��gk�+%2��vh��1:S�������Emgh��$��7EF12'.'�1<�X�.�*Nh)�����E )*'L-*��12-L������gn1(E = ��|}�������,���;%('6%(-*-*��1<~U�. h%(����12�x�+%(����1*b
� ����� � � � � � 1 � 1 	�� � >0 �H������!�24 ��� �� 24 4�� "*+��!  3!'�)����� *� "!�# H �$!'� 24 ��! �8 42 � ����* % ���92 2 � 2 � � � �0� � � � H
2 � � � ����*�2 *)��� �$24 ��! �
���x�X$&%(�HEF12'.'�1<�M� A&)*�*'��3���712��$������X�����O���+%(��� = AL%(-*-*��13~K�. h%(����12���+%(����1k���+%(� = �HEF12�/���+%(� = %(� = %(-*-*��13~K���
 h%(����12�x�+%(����1*bf�f$�� = ��|L�������5���;%('6�+%(����1h�X�.'.'W80�\��~K"�'.)����.S���'.go)��+� = �.��`U�3"�����12� �Kb �Kb D!1(ED��$*���H"+$&%(-*�����
%(� = �.�w`U�3"�����12� �Ub DKb Gk1(E � $&%(-*����� �Ub

�@�� � �)! ��� ! ��%"��� � � !"! ���	� �

�W���	)��6�������6 !���5����12�:��$��]EF12'.'�1<�X�.�*N#-*����'.�. ��.�&%(��gl���3��)*'.�Y12��%(-*-*��13~K�. h%(����12� = �<%('.�.�*N��X�.��$:���+%(� = %(� =
%(-*-*��13~K�. h%(����12�x�+%(����1*b
� ����� � �  �  � � � 1 � 1 	�� �����  "* ������>�� � 24 ��! � �� 4� � %'����* �)� � ��* ��% %'������ 3( � 24 4��! ���)2 � ����! ,  3! .0%'�1 424�
�����
���� "!�# ��!'> ,  "! 68�=�����
���� 3!�# 	 ��� ����� r ���% %'������ 3( �024 ��! ��� # ���� 32 ��( H ��� ��!:� � H 2 � ��* �+%:����)�
��(-*
#� �� ��*-� 2r ���% %'������ 3( �024 ��! ��� #����� 42 ��( H ��� 2 � �&�02 � ���+��!:� �
� ���9� H �7`5)*-*-L1B���H�T�/$&%3S���%(� r

� %(-*-*��13~K�. h%(����12�o%('.N�12���.��$* EF12�Trx�.� � 15"312'�12���.�*NONB�.SU�.�*NO%��+12'.)*����12�
1(ETSB%('.)��

λC(G)
Em12�#%(�,gxNB�+%(-*$

G
b � 12����� = ������$��lS���������~w-&%(�����.����12�J1(EP��$&%(�#��12'.)*����12�J%2�#%k��-*'.�.�e�

"312'�12���.�*Nq1(E/SB%('.)��
λS(G)

b � '��<%(��'.g�AT�T�n$&%<S��
λS(G) ≤ λC(G) ≤ rz(G) ≤ 2rχS(G)

���.��"3�c%
 ��.�*�. \)* ��-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nk1(E

G
-*��1<SU� = �3�/%!"315"312'�12���.�*Nh1(E	SB%('.)��

2χS(G)
b

 �����$/#*����� �+2����.����, ��!�!#3�� �#���	�������+,	3�� ����� -)���(���&�(' �(,�5 ,����%$ 4�� � - �4� ��3
&
����3�� 3���5�,�� 2	��, �+".$#' ��'�1+��� ����!�!�3�� � ����	�������+, 3�� ����� '�2#��!*��, 2#��,�1/� , �����&' �
	�� ���)�����	��,�' ����,����+4 � ��� ��, �/1+3���!��

G
-)�.���

n
� ��3 ��������'

&
����� #*��' � �#,�� -),

3���'�!�".��' ' �������	��� � � � � � � ���%#�"�� � ��� �(' �+!�!#3�� �����	�%#�"���-)��������,
O

`

n

(log n)2

´ � ' ��� � � � ��� �+,�2 � �(,�� ��3 ������� ��� ��3 ��'
��!�!�3�� �#���	��#�"(� -)��������,

`

2 − Θ 1√
log n

´
� ' ��� � � � ��� 4
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`5�. ��.';%(��'.g�A&��E	�T�\$&%3S��:%(�
r
� %(-*-*��1<~U�. h%(����12��%('.N�12���.��$* Em12�Hrx�.�w`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*NnNB�.SU�.�*Nk%���12'.)*����12�

1(E]S2%('.)��
λS(G)

EF12�#%(�,gcNB�+%(-*$
G
A0��$�������$��OS2%('.)��O1(Eu%k"315"312'�12���.�*N = �����.S�� = E ��12 ��$&%(����12'.)*����12�

S��������&�3�
λC(G) ≤ 2λS(G) ≤ 2rχS(G) ≤ 2rz(G)

b
� ����� � � � � � � 1��01 � ���+��� �������)�
� *�*+� H #�����%�� * H ����� �� � � z(G) � ����* % ��� 24 ����� � χS(G) �?����! ��� � ��( �
% �$2 ��>  3! % ��� ��!'��(  4�0�A24 3( � 
 ,  3! 68�9���0�@���� 3!�# � ����* % ���924 � �)� � ,  "! .0%'�1 324������
���� 3!�# �  3!'>�� � ��* � � �
��% %'������ 3( �024 4�0! H ��� ,  3!/. %'�; 424��� ���@�0�� 3!�# � ����* % ��� 24 �� ��� � ,  "!768�9�����
���� "!$# � �

���OEF12'.'�1<�M�!��$&%(�
z(G)

"<%(��80�d-L12'.g5��12 ��;%('.'.g�%(-*-*��1<~U�. h%(��� = �X�.��$*�.� %xEF%2"���12�h1(E Dw�.� ��$��o"�';%2���
1(ETNB�+%(-*$�� G = {G ∪ nK2n}

b�� ��EF%2"��<A�%d8L���������l%(-*-*��1<~U�. h%(����12���+%(����1c"<%(�J�<%2���.'.gw80��128*�+%(�.��� = b
���!���d��$�1 �X� �.� CD��12-01B���.����12� �Kb �J��$&%(�!EF12�d%(�,g

G′ ∈ G Af�T�x$&%3S�� z(G′) = n + z(G)
AM�X$������

G′ = G ∪ nK2n
�X�.��$

G
1(E����
	<�

n
b �f$�������Em12���BA

z(G′) ≥ n + 1
�m���.��"3�

n ≥ 1
%(� = ��$������c���

��1d���+%(8*'��������#"312�,�+%(�.��� = �.�
nK2n
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�. �-*'.g5�.�*N |X|(|T |+1) ≤ 4|T |+2

%(� = ��$,)�� |X| ≤ 3
bD�Y�.�&%('.'.g

��E |T | ≤ 1
A]�.���345)&%('.�.��g � �Kb D �l8L�3"312 !�3� ∑

x∈X(|Bx| + |Tx|) ≤ 3 + |X||B| �. �-*'.g5�.�*N |X| ≤ 3
A

�X$*��"�$w"312��"�'.) = �3�M��$��#-*��1U1(Eeb
���:�. �-*'.���3����$&%(� |{x : d(x) > 2χ′

S(G)}| ≤ χ′
S(G) + 3 ≤ 2χ′

S(G)
���.��"3�

χ′
S(G) ≥ 3

bq�f$����WA
k ≤ 2χ′

S(G)
%(� =

λGr(G) ≤ 2χ′
S(G) + 1

A*�X$*��"+$s"312��"�'.) = �3�H��$���-*��1U1(ED1(E .'2 � 2 ��( ��!�2 �2b
.'2 �02 ��( ��!'2 � �P�ZE χ′

S(G) ≤ 2
A*�/'.N�12���.��$* B9FO)����3�X"�'��<%(��'.gd��1: !12������$&%(�IFO"312'�12���<b]��E

χ′
S(G) ≥ 3

A
��$����c8,g .'2 � 2 ��( ��!�2 �BA*�T�#$&%<S�� λGr(G) ≤ 2χ′

S(G) + 1 ≤ 7χ′
S(G)/3

b
.'2 �02 ��( ��!'2 � �]�}�.�����Z-L���eEm�3"��MNB�+%(-*$��/1(E6 h%Q~K�. \)* = ��NB���3�

∆
"<%(�o80�#� = N��#"312'�12��� = �.�o-L12'.gU��12 ��;%('

���. !� � 8,g A �#�X�.��$ ∆
"312'�12���:��E

∆ ≥ 3
A]%(� = ���.��$����l�X�.��$ Dx12� Fx"312'�12���:��E

∆ = 2
b���E

∆ = 2
A

�H'.N�12���.��$* B9Fo)����3�l%(�� !1B���+Fo"312'�12��� bk��E
∆ ≥ 3

A��T�#Re)�����$&%<S��!��1o��12���!��$&%(�<A��.�J��$��h-*��151(EX1(E
.'2 �02 ��( ��!'2 �2A λGr(G) ≤ k ≤ 2χ′

S(G)
b

�W���D)��6���&%('.'.g����� h%(��v\��$&%(�	��$��u8L12)*� = ���Y���.NB$5�D�.�l8*�.-&%(�����.���fNB�+%(-*$��<b � 12����� = ���D�&%( !��'.g:%(�l�.�5����N����
p
A
V1 = {xi, i = 1, . . . , 2p} A V2 = {yij, i = 1, . . . , 2p, j = 1, . . . , p + 1} ∪ {ui, i = 1, . . . , p} A

E = {xiyij, i = 1, . . . , 2p, j = 1, . . . , p+1} ∪ {xiuj, i = 1, . . . , 2p, j = 1, . . . , p} bDa]S�����g!S���������~�.�
V1

���H1(E = ��NB���3�
2p + 1 = ∆(B)

A
d(ui) = 2p, i = 1, . . . , p

%(� = S���������"3�3�
yij, i = 1, . . . , 2p, j =

1, . . . , p + 1
%(����1(E = ��NB���3� BBbD�f$���NB���3� = go%('.N�12���.��$* ���� !1 S��3�XS���������"3�3�X�.�

V1
� ��$�������';%(��� = SB%('.)��

80���.�*N
2p
���X$*�.'��k��$��d12-*���. h%('fS2%('.)��

p + 1
���O%2"+$*����S�� = 8,gJ���� !1 S5�.�*N

u1, . . . , up
bx�f$��k����';%(��� =

�+%(����1h���
2 − 2/(p + 1)

%(� = "312�����345)����,��'.gs��$���8L12)*� = ����%2��gU �-*��12����"<%('.'.gc���.NB$,�<b/�f$��\8L12)*� =
2
���

%2"�$*����S�� = EF12�u��$��7��%( !�H�.�����+%(��"3���X�.��$�12)*�fS���������"3�3�
yi(p+1)

iU�.�k��$*���X"<%2�+�BA5��E6��$��HNB���3� = gn%('.N�12���.��$* 
 h%(v��3�M��$��#8&% = "�$�12��"3�3�<A*�.�H h%3gn"312 �-*)*���l%:��12'.)*����12�s1(E	SB%('.)��

2p
12�*'.g�b

� ����� � �  �  � � � 1�� ! 1 � �0� ��!1� #�����%�� G 
 6 � # �0�� 42 ��( � �&#� �� ��*E� % ��� ��!'��(  ���$24 3( � � ����% %'������ 3( � 24 4��!H �0� ,  3! � >9#���68�9�����
���� "!�# �
� ���9� H �H������)��O"312����� = ����%s ��.�*�. \)* "315"312'�12���.�*N� ��.�*�. ��
	3�.�*N���$��d�,)* l80���!1(EH�����;%(�*NB'��3� bJ�f$����
�.�/���7�����+%(�.NB$5�eEm12���f%(� = ��1!S�������Emgc��$&%(�/�.�7"312�,�+%(�.���#���.��$����7���u1 = ���FRe12�.�5�/�����;%(�*NB'��3�<AL12�712���BA012�/��12���
�m���.��"3��%('.'L12��$����M��12'.)*����12���X"<%(�n80�/����-*';%2"3� = 8,gd��12'.)*����12���X1(E6��$����+%( !�7SB%('.)��7%(� = "312�5�+%(�.�*�.�*N�'��3���
�����;%(�*NB'��3����b
�H'.N�12���.��$* B)G\"312 �-*)*���3�T�.��-012'.gU��12 ��;%('&���. !�

k
 ��.�*�. ��
	3�.�*N

k+1+ |{x : d(x) > k}| i5��$����!��$������
���
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� ����� �  � 	 � � � � ���3� = go� = N���"315"312'�12���.�*N
� � ��� � �#%ONB�+%(-*$

G
A�� = N���"312'�12���.�*Nn%('.N�12���.��$* A

� � � � � � ��%(�c� = N���"31U"312'�12���.�*N Z ′ 1(E G
� 4 Z ′ ← ∅ i
� 4 � 	  � �

∆(G \M) + |M | < ∆(G)
� � � �

M = {x : d(x) = ∆(G)}
� 4 Z ′ ← Z ′ ∪M

i
� 4

G← G[V \M ]
i

� 4 "312 �-*)*���O%(�c� = N���"312'�12���.�*Nk1(E	��$��#���� h%(�.�*�.�*Nh� = N��3�H8,g A b

���!%(��� = N��o"315"312'�12���.�*Nq"312�����������.�*NJ�.� 8*)*� = '��3� {x : d(x) > k} � ����-*���3�����,��� = 8,g���$����.�h"3���,���+%('
S���������"3�3���u"312 �-*'������ = 8,g �F%(�f !1B�����

k + 1
 h%(��"+$*�.�*N��<b �7����"3�BAK�T��"<%(�o"312��������)�"��H��)�"�$s%O��12'.)*����12�

�X�.��$
k + 1 + |{x : d(x) > k}| "312'�12�H"�';%2�����3�<b�W���X)��f�������M��)*-*-L1B������$&%(�X��$����*~*� =  ��.�*�. \)* � = N���"31U"312'�12���.�*N = 15�3�f��12�/"312�,�+%(�.�x%(�5gd�����;%(�*NB'��Bb

�f$����WA |{x : d(x) > z′(G)}| ≤ z′(G)
���.��"3�:%('.'	8*)*� = '��3�#1(ET���
	<�ONB���<%(��������$&%(�

z′(G)
$&%3S��:��1k80�

�+%(v���� %2�:8*)*� = '��3���.��%(� 12-*���. h%('/��12'.)*����12�Wb�rw12���31<S����<AT��E |{x : d(x) > z′(G)}| = z′(G)
Au%(�

12-*���. h%('L�+12'.)*����12� �m"312�5�+%(�.�*�.�*N!12�*'.g!8*)*� = '��3���P$&%2�P8L�3��� = �����3"���� = %(�f%\���+%(N��/1(E6��$��/"312 �-*)*�+%(����12�
1(E

k
bP`U1l�u�#"<%(�c%2����)* !� |{x : d(x) > z′(G)}| ≤ z′(G)− 1

AU8*)*�f�.�n��$*���X"<%2���BAU8,g = �����*�.����12�s1(E
k�T�#$&%<S��B?

k + 1 + |{x : d(x) > k}| ≤ z′(G) + 1 + z′(G)− 1 = 2z′(G).

�ZE7��$��c12-*���. h%('/��12'.)*����12� "312�,�+%(�.���d��12 !�o�����;%(�*NB'��3� �m12���c12�!���u1���Af12���c"<%(� "312����� = ���n%('.'M-01B�+�����
8*'��:�����;%(�*NB'��3���.�q%n��12'.)*����12��%(� = ��$�����%(-*-*'.gx��$���-*����SU��12)��\%(��NB)* !���5�\��1n��$������� h%(�.�*�.�*NcNB�+%(-*$Wb
�f$*���l"312 �-*'������3�:��$��k-*��151(EH��$�1<�X�.�*N���$&%(�O12���d"<%(� "312 �-*)*���n% DQ� %(-*-*��13~K�. h%(����12��1(E/rx�.��a = N��
� 15"312'�12���.�*N!�.�s-012'.gU��12 ��;%('W���. !�Bb

�W���#)�����1<� "312����� = ����rx�.��a = N��k`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nc�.��8*�.-&%(�����.���:NB�+%(-*$�� b � �.S����q%d8*�.-&%(�����.���:NB�+%(-*$
B = (V1, V2, E)

%(� = %(�c�.�,����N����
k
A*'����M)�� = ����12����8,g

d′k(x) = |N(x) ∩ {y : d(y) ≤ k}| ��$�� = ���NB���3�H1(E
x
�.�h��$��MNB�+%(-*$n128*�+%(�.��� = 8,g����� !1<SU�.�*N!%('.'&�����.NB$58012���f1(E

x
1(E = ��NB���3�MNB���<%(�����u��$&%(�

k
b	��12�

i = 1, 2
A��T��%('���1 = ����12����8,g

V k
i = {x ∈ Vi : d(x) > k} %(� = 85g V ′k,k′

i = {x ∈ Vi : d′k(x) > k′} b��12�#�.�����+%(��"3�BA
V ′k,k′

2

������$��h������1(ETS���������"3�3�\�.�
V2

�X�.��$�% = ��NB���3��NB���<%(�����\��$&%(�
k′ �.����$��:NB�+%(-*$

128*�+%(�.��� = 8,g = ��'������.�*Ns%('.'	S���������"3�3�#1(E
V1

1(E = ��NB���3�ONB���<%(�����#��$&%(�
k
b\�6�.�&%('.'.g�A0EF12�

i ∈ {1, 2} A}�u������
ī = 3− i

AK�Zb��Bb.A {1, 2} = {i, ī} b�����X$&%(�DEF12'.'�1<�M� A��T� = �����.S��H%(�k%(-*-*��13~K�. h%(����12�o%('.N�12���.��$* EF12�]rs�.�ha = N��/`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nl�.��8*�.-&%(�e�
���.���MNB�+%(-*$��<bD� �T"312 �-*)*���3�u��$*���3� = ��|L�������5�f� = N��/��-*'.�.�e��"312'�12���.�*N��M%(� = ������)*�����u��$��/80�3���T12���/%( !12�*N
��$��� cbD�f$��M�������f12���/���T128*�+%(�.��� = 8,gh���� !1<SU�.�*N

V k
1

%(� =
V k

2

��)�"�$n��$&%(� |V k
1 |+ |V k

2 | ≤ k
%(� = ��$&%(�

k
���\ ��.�*�. l)* cbs�f$��h�+�3"312� = 12���d"312�����������\1(EX���� !1 S5�.�*Nw�������

V
1+ε
2−ε

k

1

� S���������"3�3�:1(E
V1

1(E = ��NB���3�
��������"���'.goNB���<%(�����/��$&%(� 1+ε

2−εk
�H%(� = ��$����

V ′
1+ε
2−ε

k,k

2

� S���������"3�3�7�.�
V2

�X�.��$ = ��NB���3�lNB���<%(�����7��$&%(�
k
�.�

��$��:NB�+%(-*$
G[V \ V

1+ε
2−ε

k

1 ]
�7��)�"�$���$&%(� |V 1+ε

2−ε
k

1 | + |V ′
1+ε
2−ε

k,k

2 | ≤ k
%(� = ��$&%(�

k
���� ��.�*�. \)* cb��f$��

';%2���M��12'.)*����12�c���X��$����x"<%('�"�)*';%(��� = 8,gd�.�,������"+$&%(�*NB�.�*Nn��$�����12'��3�H1(E
V1

%(� =
V2
b

� �
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� ��� ���  � 	 � � �o�/-*-*��13~K�. h%(����12�x1(EDrs�.�sa = N��l`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nk1(E	8*�.-&%(�����.����NB�+%(-*$��
� � ��� � ��%d8*�.-&%(�����.����NB�+%(-*$

B = (V1, V2, E)
A�12-*���. h%('P� = N��!"312'�12���.�*Nw%('.N�12���.��$* A �.�J8*�.-&%(�����.���

NB�+%(-*$��+� �.�c���. !� O(∆m)
�

� � � ��� � ��%(�s� = N�����-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nk1(E
B

� 4
ε← (5−

√
17)/4

i
� 4 � ���

i = 1, 2
� �

� 4 Em12�M��S�����g
x ∈ Vi

"312 �-*)*���
d(x)

i
� 4 Em12�M��S�����g

y ∈ Vī

%(� = ��S�����g
x ∈ N(y)

A�"312 �-*)*���
d′d(x)(y)

i
� 4 Em12�M��S�����g

k ∈ {1, . . . ,∆(B)} "312 �-*)*��� |V k
i |

%(� = |V ′
1+ε
2−ε

k,k

ī
| i

� 4
di ← min{k : |V

1+ε
2−ε

k

i |+ |V ′
1+ε
2−ε

k,k

ī
| ≤ k};S ′i ← V

1+ε
2−ε

di

i ∪ V ′
1+ε
2−ε

di,di

ī

i
	 4

d0 ← min{k : |V k
1 |+ |V k

2 | ≤ k};S ′0 ← V d0
1 ∪ V d0

2

i

 4

i0 ←
%(��NB ��.� {di, i = 0, 1, 2};S ′ ← S ′i0

i
� 4 "312 �-*)*���l%(�c� = N���"312'�12���.�*Nd1(EY��$������� h%(�.�*�.�*Nd� = N��3�M8,g A b

� 	 � � � � � � 1 � � 1�6 � # ���� 32 ��( � �  "* � O(mn) 24 "( � �0� # �0�� 42 ��(5��% %:����0 "( �024 3!�# ,  "! � >9#��-. %'�; 424�
�����
���� "!�#  3! �) % �0��24 42 ��#�����%�� *��8 42 �� 3!/���024 4� 2− (5−

√
17)/4 ' 1.78

�
� ���9� H �MIJ�x�+%(v�� ε = (5 −

√
17)/4 ' 0.22

%2� = ������� = �.����$��x%('.N�12���.��$* cb�� �h���k��$��c��1U12�k1(E
1+ε = 2(1−ε)2

�X$*��"+$:���6�� h%('.'����Y��$&%(��BBb�� �WEF12'.'�1<�M�Y��$&%(�
2−ε ' 1.78

%(� =
(1+ε)/(2−ε) ' 0.68

b
�W���X)��u�������f��12������$&%(�

d = di0 = min{d0, d1, d2}
AU�X$������

d0 = min{k : |V k
1 ∪ V k

2 | ≤ k} %(� = EF12�
i = 1, 2

A
di = min{k : |V

1+ε
2−ε

k

i | + |V ′
1+ε
2−ε

k,k

ī
| ≤ k} bOrw12���31<S����<AW�.�����#�. � !� = �;%(���!��1kS�������Emgs��$&%(��H'.N�12���.��$* B �n"312 �-*)*���3�l%kEF�<%2���.8*'���� = N��!��-*'.�.�e��"312'�12���.�*Nw1(EuSB%('.)��

d
b�rw12���:-*���3"�������'.g�A

d
���#��)�"+$

��$&%(�D��$��uNB�+%(-*$:128*�+%(�.��� = 85g\���� !1 S5�.�*N\%(�	 !1B���
d
S���������"3�3�	���	1(E = ��NB���3�X%(�	 !1B���

d
?���$��T h%Q~K�. \)* 

= ��NB���3�M1(Ey��$��fNB�+%(-*$!128*�+%(�.��� = 8,gO���� !1<SU�.�*N
V d0

1 ∪V d0
2

���]%(�D !1B���
d0
%(� = ��$��fNB�+%(-*$!128*�+%(�.��� = 8,g

���� !1<SU�.�*N
V

1+ε
2−ε

di

i ∪V ′
1+ε
2−ε

di,di

ī

$&%2� = ��NB���3�3�X%(�u !1B���
di
A
i = 1, 2

� ��12���7��$&%(�
(1 + ε)/(2− ε) ≤ 1

��b
� 12��"3�����*�.�*Nn��$��\"312 �-*'���~K�.��g�Ay'.�.���3�AFKA �KA �!%(� = �:���3� = O(m)

������-��/�X$*�.'���'.�.���&G!���3� = � O(mn)
b

�*)*����$����� !12���BAW��$��:12-*���. h%(']� = N���"312'�12���.�*Ns%('.N�12���.��$* A NB�.S������.� �
B ��� 
]"312'�12���.�*Nn��$���� = N��3�71(EX%
8*�.-&%(�����.���!NB�+%(-*$J�X�.��$

∆
"312'�12������)*���#�.�����. !� O(∆m)

�X$*��"+$q��� = 12 ��.�&%(��� = 8,g O(mn)
i6$�����"3�

��$���1<S����+%('.'Y"312 �-*'���~U�.� go��� O(mn)
b

�W���\)�����1<� %(�&%('.g$	<�!��$��k%(-*-*��13~K�. h%(����12��8L��$&%3SU��12�l1(Ef��$��h%('.N�12���.��$* cbnG�����12����8,g
` = χ′

S(B)
?

∃L1 ⊂ V1, L2 ⊂ V2, |L1| = `1, |L2| = `2, `1 + `2 = `
%(� =

∆(B \ (L1 ∪ L2)) ≤ `
AP�X$������

B \ (L1 ∪ L2) = B[(V1 ∪ V2) \ (L1 ∪ L2)]
b]� �o��$��#���34,)���'ZA��T��"312����� = ���H��$��7Em12'.'�1 �X�.�*Nk"<%2���3�<b

� � � � ��1
`1 ≥ `ε

%(� =
`2 ≥ `ε

b
� � � � � 1

`2 < `ε
�X�.��$c��$��7EF12'.'�1<�X�.�*Nk���u1h��)*8K��"<%2���3� b

� � � �
	 � � � � 1 ��1 |V `(1+ε)
1 | ≥ `ε

b
� � � �
	 � � � � 1 � 1 |V `(1+ε)

1 | < `ε
b

� � � � ! 1
`1 < `ε

b
�W���M)��X-L12�.�,�712)*�X��$���EF12'.'�1<�X�.�*Nh-*��12-L������g 2 � 3 �X$*��"�$c�X�.'.'W8L��)�����Em)*'Zb
���
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2 � 3 ��E
x ∈ Vi \ Li, i ∈ {1, 2}

%(� =
d(x) ≥ ` + r
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� ��� ���  � 	 � � � ^H�3"312NB�*�.����12�w1(E8DQ�Z'�1 �T���e�Z)*�*�. !1 = %('6-L���� \)*�+%(����12���
� � ��� � ��%O-L���� \)*�+%(����12�

π
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π
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k =

%(��NB ��.�
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µ2 ← min(D2)
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i
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� 4
π ← π̄

i
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π
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(D1, D2)

%2�����.NB� �<%2"�$
�,)* \8L���H1(E

π
��1:��$��������f�X�.��$c�� h%('.'��3���X-L1B�����.8*'��7�.� = ��~}b]� �TEF12'.'�1<�M�f��$&%(�

I1
�X�.'.'�%('.�f%3gK�X8L�/)*� = ���

I2
%(� =

D1
)*� = ���

D2
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D1
"312�,�+%(�.���

���3"3�3���+%(���.'.g
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%(� = ��$���NB���3� = gq%('.N�12���.��$* pEF12�#��� = �.�*N
(I1, I2)

��)�"3"3�3� = �\�.����� = �.�*Nw%o�,)* \8L���
m′

h

��$&%(��"<%(�x8L�\"312����� = ����� = A0�X�.��$�12)*��'�1B���71(E]N��������+%('.�.��g�AW%2�/��$��\ ��.�*�. l)* �T��%(���\'�1U12vU�.�*N!EF12�<b
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NB���3� = gs%('.N�12���.��$* !�H����S����HEF%(�.'6�.�o��� = �.�*N

(I1, I2)
%(� =

(D1, D2)
bf��12�H��$�����%(v��\1(E]"312 �-*'����������3���<A

�T�#NB�.S��\%:��$�12���X-*��151(E�b
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���� 3!�# �0� # �0�� 42 ��( ��� * ��> ��! 2 � ���0�>��)�
π(1), π(2), . . . � H 2 � � � ���)24 4� ��*A#� �� ��*-��! ��%:24 3( ��� �����
���� "!$# � H G(π)
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π(1), π(2), . . .
���.��$����

b < a
12�

c < d
b

SB%('.)��

-L1B���.����12�
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j
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(D1, D2)%(� =
(I1, I2)

� �.��"312�����3��-L12� = �:��1 � %2�+�
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)*-*-0���
l
�Z !1 = %('0��)*8����345)�����"3�Bb	IJ�H"312��������)�"��X%#-L���� \)*�+%(����12�

πl "312�����������.�*N:1(E bl/2c+1
"312-*���3�u1(E

π
%(� = dl/2e "312-*���3�u1(E πs = (n+1−π(1), . . . , n+1−π(n))

-*�.'�� = )*-k%('.�������&%(���.S���'.gk%(� = �.�k��)�"�$
%#�f%3g!��$&%(�T��$���gh%(���H��$*��Em��� = 12���/������-!��1���$��H'���E �f%(�T�<%2"+$k';%<g����<bD�W���P)��u"<%('.'

πj
��$��H-0���� l)*�+%(����12�

%(�P';%<g����
j
A5��$����h��$��HS2%('.)��3�P�.�

πj
%(���M��12�T"312�����3"�)*���.S��BiU��$������7%(���

l−1
�� �-*� g�-01B���.����12���P80��� �T�3���

"312�����3"�)*���.S���SB%('.)��3�P�.�
πj
bY�f$��7-L���� \)*�+%(����12�

πl ���uNB�.S����k85gk%('.' πj
Em12�

j = 0, . . . , l
%(� = "312�5�+%(�.���

S2%('.)��3�ME ��12 B���1
(l + 1)n

b]�f$����c��$��#Em12'.'�1 �X�.�*N�Em12�� l)*';% = �������3�/�<%2"�$
πl ?

Em12�
j = 0, . . . , l, πj(i + il − j) =

{

π(i) + jn
��E

j
���M��S����

n + 1− π(i) + jn
��E

j
���M1 =*= , i = 1, . . . , n

�H�o��~�%( �-*'��#1(E6"312��������)�"�����12�s1(E
πl "<%(�d8L�/Em12)*� = �.�o�Y�.NB)*�����Ub G�AU�X$������ π = (4, 2, 3, 6, 5, 7, 1, 8)%(� =

l = 2
b �/�����BAL%� h%Q~K�. \)* )*-*-L���ADQ�Z !1 = %('Y��)*8��+�34,)�����"3�l���

(2, 3, 6, 5, 1, 8)
b\� �H"312�����3��-L12� = �

��1���$��#�.��"����<%2���.�*Nk��)*8����345)�����"3�
(2, 3, 6, 12, 17, 24)

�.�
π2 b
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SB%('.)��

-01B���.����12�
π0

π1

π2

�Y�.NB)*�����Ub G�?]r�%Q~K�. \)* )*-*-L���HDQ�Z !1 = %('���)*8����345)�����"3�

z/1 ��A,12���H"<%(�k128�������S��M��$&%(�f%(�!�.��"����<%2���.�*Nl��)*8����34,)�����"3�H�.�
πl "312�����3��-012� = �T��1\%(�!)*-*-L��� l

�Z !1 = %('
��)*8����345)�����"3�!1(Eu��$��h�+%( !�!���
	<���.�

π
%(� = S5��"3��S�������%Kbh� ��EF%2"��<A	%2��"<%(�J8L�!���3�����.�J��$��h��~*%( �-*'��

1(ET�Y�.NB)*��� �Ub G�AW%(���.��"����<%2���.�*Nc��)*8����34,)�����"3�O�.�
πj

"312�����3��-012� = ����1n% = �3"����<%2���.�*Nc��)*8����345)�����"3�O�.�
π
��E

j
���!1 =*= AT%(� = ��1�%(� �.��"����<%2���.�*Nq��)*8����34,)�����"3�n��E

j
������S����Wb rx12���31 S����<A = )��n��1x��$��o��$*��E �

1(EX12���k������-q��1s��$��!'���Em�O%(�O�<%2"�$�';%3g����<A	"312-*���3�:1(EX12���h';%(80��'T�.� = ��|}�������,�
πj
V��\"<%(�*��12�O80���+%(v����

��12N�����$����!�.��12���n�.��"����<%2���.�*Nq��)*8��+�34,)�����"3�o1(E
πl if$�����"3�BAT�<%2"+$��,)* l80���h�.�

π
���:����-*���3�+���,��� = %(�

 !1B���/12��"3�\�.�w%(�,go�.��"����<%2���.�*Nd��)*8��+�34,)�����"3�l1(E
πl bX�f$����WA&��$��\���3��)*'.�MEF12'.'�1<�M�/Em��12 ��$��\EF%2"��M��$&%(�

%# h%Q~K�. \)* �.��"����<%2���.�*N���)*8����345)�����"3�/�.�
πl "<%(�n80�MEm12)*� = �.�k���. !� O((l +1)n log((l +1)n))

b]�/�
Em12�\%d h%Q~K�. \)* p'�1<�T���

l
�Z !1 = %(']��)*8��+�34,)�����"3�BA6�.�#������)K�h"������5�\��1c"312����� = ���\��$��!��gU � !��������"!1(E

π���.��"3���.�M�.�,������"+$&%(�*N��3�H)*-*-L���/%(� = '�1 �T���
l
�Z !1 = %('���)*8����345)�����"3�3�<b

� , *$,�� # < ��B�- B = 8 < :-?�: 4A4 - 0�C><.25:)8;<.03=
��� �
B0B � 
�A	��$��n4,)��3������12� 1(E/��~K����������"3�d1(E7%(-*-*��13~K�. h%(����12� ��"+$��� !�3�\EF12�:rs�.� � 15"312'�12���.�*N � �.��-L���e�
 \)*�+%(����12�sNB�+%(-*$����X%(� = rs�.�

l
�Z !1 = %('}�u%2�H'���E �M12-L���WbT_/�c��$��#12��$����M$&%(� = A&��12 !�\%(-*-*��13~K�. h%(����12�

%('.N�12���.��$* !�#�X�.��$J"312�����+%(�,�\%(-*-*��1<~U�. h%(����12���+%(����1B�\%(���ONB�.S�����Em12����$����+%( !�O-*��128*'��� !�<blIJ�:$&%3S��
%('.���<% = gd���+%(��� = �.�o�f$��312���� �Kb D B���$&%(�<A�NB�.S����s%(�d�.�5����N����

p
AK��$����������M%O-L12'.g5��12 ��;%('�%('.N�12���.��$* �.�

���. !� O(n3p+1)
NB)&%(�+%(�5���3���.�*Nh% = ��|}�������,���;%('W%(-*-*��13~K�. h%(����12�n�+%(����1l1(E

(1− 1/p)
EF12�Trx�.� � 1U"312'�12�e�

�.�*Nh�.�w%(��8*�.���+%(��goNB�+%(-*$�� b �/�����BA&�T�O%(�����T���7��$��\12-L���x45)��3������12�x12�x��$��l%(-*-*��1<~U�. h%(8*�.'.�.� gw1(E]rx�.�
l
�Z !1 = %('WEm��12 % = ��|L�������5�/-L12�.�,��1(E]SU������i&�u�\NB�.S��:%(�w%(-*-*��1<~U�. h%(����12�J��"+$��� !�\)����.�*N = ��|}�������,���;%('
%(-*-*��13~K�. h%(����12�x�+%(����1��.�������<% = 1(EY��$��\"�';%2������"<%('W�+%(����1*bT���M���H128*�+%(�.��� = 8,gc%O !1 = ���&"<%(����12�w1(ED�/'.N�1(�
���.��$* 5B �ONB�.S����c�.�w`U�3"�����12� �Kb �Kb DKb
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 � ��� 	�
�#�'��%��������� 
�
 �������

� ��� ���  � 	 � ��� G�C]���#`,�
l
�Z !1 = %('

� � ��� � ��%O-L���� \)*�+%(����12�
π
1(E	���
	<�

n
A�%(�o�.�5����N����

p
� � � ��� � ��%(�

l
�Z !1 = %('6"31<S������.�*Nk1(E

π
�X�.��$ = ��|}�������,���;%('	%(-*-*��13~K�. h%(����12�x�+%(����1!1(E

(1− 1/p)
� 4 � 	  � �J��$��o"�)*�������5�!-0���� l)*�+%(����12� $&%2�h%w h%Q~K�. \)* 

l
�Z !1 = %('M��)*8����345)�����"3�o1(E����
	<�c%(��'��<%2���

p(l + 2)
� �

� 4 "312'�12�H��)�"+$x%(�
l
�Z !1 = %('���)*8��+�34,)�����"3�#�X�.��$w%O������"312'�12�<i

� 4 "312 �-*'���������$�����12'.)*����12�s8,go%(�s��~U$&%()������.S������<%(��"�$x12�o��$��#���� h%(�.�*�.�*Nh-L���� \)*�+%(����12�Wb

� 	 � � � � � � 1 	 1 6 � # ���� 42 ��( ���  "*/� O(n2 log n) 24 "( �I��� #����� 42 ��( #�� �0���!'2 ���� 3!�# � >� �H�����)!�24 4�0�
��% %'������ 3( �024 ��! ��024 ��� H (1− 1/p)

H ��� ,  3! l � ( �=> ��� �

� ���9� H �H�f$��O-*��1U1(EP�������. ��.';%(����1h��$��:12���:1(ET�f$��312���� �Kb D BO�X�.��$���$��l12�*'.g = ��|L��������"3�O��$&%(�7Em12�#%
NB�.S����!-L���� \)*�+%(����12�

π
1(E}���
	<�

n
AB�u�X$&%3S��

ω(π) = dn/(l+2)e ���.��"3�M%(�,g���)*8��+�34,)�����"3�M1(E}���
	<� l+2���M���3"3�3����%(���.'.g
l
�Z !1 = %('Zbu�f$��\"312 �-*'���~U�.� gc���X�. �-*'.��� = 85go��$���"312 �-*'���~K�.��gc1(E	��� = �.�*Nd%: h%Q~K�. \)* 

l
�Z !1 = %('y��)*8����34,)�����"3�MNB�.S����!�.�h�f$��312���� �Ub �KA,�X$*��"�$k���D����-0�<%(��� = %(�] !1B��� dn/(l+2)e ���. !�3�<AU%(� =8,g���$��OEZ%2"��#��$&%(����$��!���3"312� = ������-��+%(v��3�l12�*'.gw"312�����+%(�,�����. !�Bi6��$*���#$�12' = �\���.��"3�:��$����,)* l80���\1(E
S���������"3�3�f�.�k��$��7���� h%(�.�*�.�*N:NB�+%(-*$n���u8012)*� = � = 8,gd%\"312�����+%(�5�fNB�.S����d85gk%l^/%( !����g!�5)* \8L���&�m���.��"3�
��$����������f��1!"�'.��45)���12�M���+%(8*'��\�����M1(E	���
	<�

p(l + 2)
�.�s��$������� h%(�.�*�.�*NhNB�+%(-*$'��b

�*)*����$����� !12���BA7�.� ��~*%2"���'.g���$��w�+%( !�w�u%<g�%2�kEF12�drx�.� � 1U"312'�12���.�*N�%(� = rs�.� `5-*'.�.�e��"312'�12���.�*N��.�
N��������+%('�NB�+%(-*$��<A7���.��"3��rs�.�

l
�Z !1 = %('7$&%2�n�.�5����NB�+%('�SB%('.)��3�c%(� =

ω(π) − β(π)
���n-012'.gU��12 ��;%('.'.g

8012)*� = � = Ay12���#"<%(�c�. � !� = �;%(����'.g = � = )�"3�#��$&%(�M��$����������X��1!G��	C]���#`kEF12�Mrs�.�
l
�Z !1 = %('Zb

� ��� � ��% � 
 � !9� 
"*���� � � *���*��)��%��

IJ�7$&%3S��#%('.���<% = g! !���,����12��� = ��$&%(�TEF�<%2���.8*'��H�����.-��u�.�o%�NB�.S����n-L���� \)*�+%(����12�
π
AK"312�����3��-012� = ��1l-&%(�e�

����"�)*';%(�X��-*'.�.�TNB�+%(-*$��T�.�d��$��HNB�+%(-*$
G(π)

b]���k��$*���f���3"�����12�WA,�u�/��~K-*'�12���7��$��M'.�.�*vK�u80��� �T�3���dEm�<%2���.8*'��
�����.-��-�m12�H)*�*�. !1 = %('Y��)*8����345)�����"3�3���M%(� = ��-*'.�.�MNB�+%(-*$��<bTIJ�\��$�1 ����$&%(�XEF�<%2���.8*'��\�����.-��H"312�����3��-L12� =
 !12���c-*���3"�������'.g ��1J��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$��h�X$*��"�$ Em12�� %J��)*80"�';%2�+�!1(E���-*'.�.�!NB�+%(-*$��<b�z/��S�������$���'��3�+�<A
%n ��.�*�. \)* 12� = ����� = "312'.'��3"����.�*N

ρ
���\%n)*�*��45)���'.g = ������� = -&%(�+%( !���������.�J-L���� \)*�+%(����12���:%(� = ��12�

�.��-0���� l)*�+%(����12�qNB�+%(-*$��<bO�f$��3���:���3��)*'.����NB�.S��:8*�.����$���1n��$��l� = �<%c1(Eu"312����� = �����.�*Nc��$��O-*��128*'��� 1(E
"31<S������.�*N���$��kS���������"3�3�:1(E/%cNB�.S�����NB�+%(-*$ �X�.��$ %s ��.�*�. \)* �,)* l80����1(EM��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$��<iP��$*���
-*��128*'��� ���#��$���������) = ��� = ��12N�����$����l�X�.��$qrs�.��`5-*'.�.�e��"312'�12���.�*N�%(� = rx�.� � 1U"312'�12���.�*Ns�.�������� !�\1(E
"312 �-*'���~U�.� gc"�';%2���X�.�X8L��'�12�*N��M��1:�.�c���3��������"���� = "�';%2�����3�M1(E	NB�+%(-*$��<b
�f$���EF12'.'�1<�X�.�*Nh��12����12�s���XNB�.S����c�.� � ��� 
�b
� ��� �  �  � � � 1 � � 2 � 	 ��� � ��������� 	 � 351 � � 2 σ ��!'> τ � � 2 � �-*9�	��� ��!'� ��* � 	�� �H*����� � %'��=>�� �92 � H
σ ��!:> τ  *&>��+8 !:��> � * H ���"�
� � * 	

σ τ = {σ1τ1 . . . σkτk : σ = σ1 . . . σk ��!'> τ = τ1 . . . τk}
B0B9D



� ����� � ��� � ��
�	 � ����! � � � ��! ��
�����


� � ����� σi ��!'> τi ����� *�� ��*9�	��� ��!'� ��* 
 k ����!�#���* � � ��� ���3�  3!�2 � #�����* ��!'> 2 � � � � �02 ��% ��*� 424 4��! ( ����! *
����!'��� 2 ��!'�024 ��! �
z/1 ��A*'����X)��M128�������S��#��$��#Em12'.'�1 �X�.�*N!EZ%2"��<b
� � ��� ���  �  � � � 1 ����1 � �)2 π ��� � % ����( �$2 � 24 4��! 
 2 � ��! 	

ρl(π) = 1 ⇔ π  * � *����� �E%'���9>�� � 2E� H 2 ��% � � : [1, . . . , p] [n, . . . , p + 1], 1 ≤ p < n;

ρr(π) = 1 ⇔ π  * � *����� �E%'���9>�� � 2E� H 2 ��% � � : [p + 1, . . . , n] [p, . . . , 1], 1 ≤ p < n;

� � ����� * ����� �E%'��=>�� �923*-����! ���;*)� �$�����+�0! � � ��!:�+2 ����( �
� ��=� H � � '��<%(��'.g�A�%d��$5)��h��-*��1 = )�"���1(Eu��gU-0� B � ���3��-L�3"����.S���'.g D �MNB�.S��3����$��l-*��12NB�+%( p1(Ef%hEm�<%2���.8*'��
�����.-cEF12�H��$�����128L12�H�X$*��"+$w���+%(�����MEm��12 '���Em�-� ���3��-L�3"����.S���'.gc���.NB$5����iy��$����������-� ���3��-0�3"����.S���'.gc���3"312� = �
������ �.����$��o��$,)��h�n-*��1 = )�"��!"312�.��"�� = �3���X�.��$ ��$��d�.���� !����1w80�n"312'.'��3"���� = �.� ��$��n�u%<gqEF12���u%(� = A
%(� = ��$��o���3"312� = � ���3��-L�3"����.S���'.gq���������l������ �X�.��$ ��$��n�.���� !����1�8L�o"312'.'��3"���� = �.� ��$��n�u%<g�8&%2"+v0b
� 12�,S���������'.g�AUNB�.S����c%�EF�<%2���.8*'��/�����.-!Em��12 '���Em�A� ���3��-L�3"����.S���'.g!���.NB$5����AK��$��H�.��"����<%2���.�*N:��)*8����345)�����"3�/�.�
��$��7Em�<%2���.8*'��������.-sNB�.S��3�X��$��7�������X������ 1(ED%:��$,)��h�#-*��1 = )�"��H1(E	��gU-0� B � ���3��-0�3"����.S���'.gd��gU-0� D �M%(� =
��$�� = �3"����<%2���.�*Nk��)*8��+�34,)�����"3�#��$��#�+�3"312� = ������ cb
^H�3"<%('.'���$&%(�X%�NB�+%(-*$

G
���u% 2 ������*�$���
> #�����%�� ��EL�.�T���T%#��-*'.�.�PNB�+%(-*$h�X�.��$d-&%(�����.����12� (K,S)

%(� = ��$��
�����.NB$,8L12��$�151 = �T1(EWS���������"3�3�T�.�

S
%(���M���3����� = A5�Zb��Bb.AU12���H"<%(�h';%(8L��'&S���������"3�3�u�.�

S
�X�.��$d�.�,����N������u��)�"�$

��$&%(�\��E
i < j

��$����
N(i) ⊆ N(j)

bs�f$��!����';%(����12����$*�.-�8L�����u�3������$*���3��$�12' = NB�+%(-*$��:%(� = EF�<%2���.8*'��
�����.-��X��� = �����.S�� = Em��12 ��$���EF12'.'�1<�X�.�*N!��$��312���� 1(E � � � 
�b
� 	 � ����� � � 1 � � 2�� �
	 � 351 	�� �+2 ������* �$���
> #����%�� *-�����E%'�����) "* ��� � 2 �$� * �E% �)��( � 2 �024 4�0! #0���% � *-�����������
* % ��!:>� "!$# 2 � * �	� � ��!:� ��* ����!�2 �� 3!:��>? 3!

[1, 2, . . . , p] [n, n− 1, . . . , p + 1]

� � ����� p ��!'> n ����� % � *� 324 �� �& 3!�2 � #�����* �
�H�o�. �-L12���+%(�,�7"312�����34,)�����"3�\1(EY��$*���H��$��312���� ���X��$��7EF12'.'�1<�X�.�*N�?T��E

π
���H%!��$,)��h�#-*��1 = )�"��+� $�����"3�

%cEF�<%2���.8*'��n�����.-'�l��$����
G(π)

���!%w��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$�8*)*�:��E
G
���!%w��$*���3��$�12' = NB�+%(-*$ ��$���� ��$������
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