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1 Introduction

§©¨.ª�«R¬c­w®�¯c¨�°\±b²c¨.­w±j³�¬c¯�³?°j¯K´c°�«{µc¶�¨�·�«{¸�®�¯�¨�¬|±w®n¸C¹L®�¬cº»±b²c¨ ­b«{¶�¼c±w®�«R¬g«{¸�³0­w¹X­w±b¨�·�«{¸
¬c«R¬V¶n®�¬�¨/³�°I¨�½�¼�³?±w®�«R¬c­

F(x) = 0 ¾j¿/À
Á ²c¨�°�¨

F : R
n → R

n ®�­5³0ª�«R¬|±w®�¬�¼c«R¼c­w¶n¹Â¯c®�ÃT¨�°j¨�¬L±w®}³?µc¶�¨�¸=¼c¬cª�±w®�«R¬�Ä»Å�®�¬cª�¨.Æ1¨ Á ±b«R¬�Ç±b²V®�­�´�°j«{µc¶�¨�·È²�³?­�°j¨�ª�¨�®nÉ�¨�¯.³�±w°�¨�·\¨�¬c¯c«R¼�­�³?·#«R¼c¬L±U«{¸T³?±w±b¨�¬L±w®�«R¬+Ä Æ�¨ Á ±b«R¬+ÊË­�·\¨�±b²c«�¯³�¬c¯#®n±b­ ·*³�¬|¹5ÉR³?°b®}³?±w®�«R¬c­�³?°j¨�­w±w®n¶n¶T®�¬|±b¨�¬�­w®nÉ�¨�¶n¹0³�¬�³?¶n¹�Ì/¨�¯�³�¬c¯ ¼c­j¨�¯\®�¬*´c°�³�ª�±w®�ª�¨{Ä Í1²c¨
®�¯c¨/³#«{¸UÆ1¨ Á ±b«R¬VÎ�¶n®nÏ�¨\·\¨�±b²�«L¯c­�®�­�±b«\°�¨�´c¶}³�ª�¨�±b²�¨�¬c«R¬c¶n®�¬c¨/³?°&¸C¼�¬cª�±w®�«R¬

F
µ�¹Ð³�¶n®�¬c¨/³?°

·\«�¯c¨�¶BÇ Á ²V®�ª�²Ñ³?´c´c°j«/Ò�®�·*³�±b¨�­
F
®�¬6±b²c¨`¬c¨�®nº�²|µ+«{°j²�«L«�¯©«{¸�±b²c¨(ª�¼V°b°j¨�¬L±�®n±b¨�°�³?±b¨{Ä�Í�²c¨

«{°b®nºR®�¬�³?¶�Æ1¨ Á ±b«R¬#·#¨�±b²c«L¯5®�¬|É�«{Ï�¨�­1Í�³�¹�¶�«{°/ÊË­ ±b²c¨�«{°j¨�·Ó³�¬c¯\¼c­j¨�­�±b²c¨4ºR°�³?¯c®�¨�¬|±r·#³?±w°b®�Ò
¾ ±b²c¨(±w°�³�¬c­b´T«R­j¨�«{¸ Á ²V®�ª�²©®�­&ª/³?¶n¶�¨�¯»±b²c¨5ÔR³�ª�«{µc®}³�¬ À ±b« ª�«R¬c­b±w°j¼cª�±&±b²c¨`¶n®�¬c¨/³?°`·\«�¯c¨�¶BÄ§g²�¨�¬�±b²�¨rÔR³�ª�«{µc®}³�¬�®�­u±b«�«�¨�ÒX´+¨�¬c­w®nÉ�¨r±b«�¨�É{³?¶�¼�³?±b¨{ÇX­b¨�ª/³�¬|±�·#¨�±b²c«L¯�­�µ�¼c®n¶�¯(±b²c¨U¶n®�¬�¨/³�°
·\«�¯c¨�¶�µ�³?­j¨�¯0«R¬.±b²c¨,­b¨�ª/³�¬|±�¨�½L¼�³�±w®�«R¬�Ä4Õ�¨�ª/³�¼c­b¨�­b¨�ª/³�¬|±�·\¨�±b²c«�¯c­1¨�ÒV²V®nµc®n±I³(¯c¨�ª�¨�¬L±
°�³?±b¨�«{¸

q
Î�­b¼V´+¨�°b¶n®�¬c¨/³?°b¶n¹.ª�«R¬LÉ�¨�°bº�¨�¬cª�¨{Ç�±b²c¨�¹#²�³�É�¨�µ+¨�¨�¬#®�¬L±b¨�¬c­w®nÉ�¨�¶n¹Ö³?¬�³�¶n¹XÌ/¨�¯0®�¬#±b²�¨
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Í1²�¨Ö­j¨�ª/³?¬L±�¨�½�¼�³?±w®�«R¬ô®�·5´+«R­b¨�­*±b²�³?±.±b²c¨Ö¶n®�¬c¨/³?°0·#«L¯�¨�¶�¨�Òc³�ª�±w¶n¹ô·#³?±bªj²�¨�­ ±b²c¨
¬c«R¬V¶n®�¬�¨/³�°.¸=¼c¬cª�±w®�«R¬

F
³?±\± Á «õ­b¼cª�ª�¨�­j­w®nÉ�¨Ö®n±b¨�°�³?±b¨�­�Ä÷öB¸�±b²c¨Ð¬L¼c·`µ+¨�°#«{¸&¼�¬VÏ�¬�« Á ¬c­

n
®�­�­w±w°b®�ª�±w¶n¹PºR°�¨/³�±b¨�°Ð±b²�³�¬ ¿ ÇI³�¬P®�¬Vø�¬V®n±b¨»¬L¼�·�µ+¨�°�«{¸`¶n®�¬c¨/³?°Ö·#«L¯�¨�¶�­.É�¨�°b®n¸C¹9±b²�¨­b¨�ª/³�¬L±,¨�½L¼�³�±w®�«R¬�Ä5Í1²c¨�°j¨�¸=«{°j¨{Ç�¨/³�ªj²»­b¨�ª/³�¬|±,·#¨�±b²c«�¯©¯c¨�°b®nÉ�¨�­�³#­w´+¨�ª�®nø�ª�¼V´+¯�³?±b¨(¸=«{°wÎ

·(¼V¶}³ Á ²V®�ªj²�³?°bµc®n±w°�³�°j®n¶n¹#´c®�ªjÏ�­4«R¬�¨1¶n®�¬c¨/³?°1·\«�¯c¨�¶+³�·\«R¬Vº`±b²c¨�·�Ä�Í1²�¨�·\«R­b±�ª�«R·\·#«R¬­w±w°�³?±b¨�ºR®�¨�­,³?°j¨`ª/³?¶n¶�¨�¯ôù�¶�¨/³�­w±�Î�ªj²�³?¬cº�¨\¼V´+¯�³?±b¨�­bú.³�¬c¯6­b¨�¶�¨�ª�±I±b²c¨�¶n®�¬c¨/³?°&·\«�¯c¨�¶ Á ²V®�ªj²·5®�¬c®�·5®�Ì/¨�­�±b²c¨&¯V®�Ã+¨�°j¨�¬cª�¨,µT¨�± Á ¨�¨�¬Ö± Á «#­b¼cª�ª�¨�­b­w®nÉ�¨`·\«�¯c¨�¶�­�Äö�¬g±b²c®�­.´�³?´+¨�°/Ç Á ¨Ö´c°j«/É�®�¯c¨û³ûª�¶}³�­b­�«{¸`³?¶nº�«{°b®n±b²�·\­.º�¨�¬c¨�°�³�¶n®�Ì/®�¬Vº�±b²c¨�­j¨Ð®�¯�¨/³?­/Äö�¬�­w±b¨/³�¯�«{¸I¼c­w®�¬Vº»«R¬V¶n¹G± Á «»­j¼cª�ª�¨�­b­w®nÉ�¨Ð®n±b¨�°�³?±b¨�­\±b«»¯c¨�±b¨�°j·\®�¬c¨.®n±�Ç Á ¨Ð·#³?®�¬L±j³�®�¬P³ù�´+«{´�¼V¶}³?±w®�«R¬cú «{¸�´c°j¨�É�®�«R¼c­1®n±b¨�°�³�±b¨�­/Ä Í1²c®�­�³?´c´c°j«�³�ª�²Ö³?¶n¶�« Á ­�³?¶n¶u±b²c¨,³�ÉR³?®n¶}³?µc¶�¨(®�¬V¸=«{°wÎ·#³?±w®�«R¬Öª�«{¶n¶�¨�ª�±b¨�¯6±b²V°j«R¼Vº�²0±b²c¨I®n±b¨�°�³?±w®�«R¬c­�±b«\µT¨I¼�­b¨�¯.¸=«{°�ª/³?¶n®nµc°�³?±w®�¬Vº.±b²c¨&·#«L¯�¨�¶BÄ
ü ¬�®�·\´T«{°j±j³?¬L±\¸=¨/³?±b¼V°j¨Ð«{¸&«R¼V°#·#¨�±b²c«L¯�®�­\±b²�³�± Á ¨0¯c«»¬c«{±\®�·\´T«R­j¨0³�¬g¨�Òc³�ª�±·#³?±bª�²Gµ+¨�± Á ¨�¨�¬Â±b²c¨ ·\«�¯c¨�¶1³�¬c¯G±b²c¨*¸=¼c¬cª�±w®�«R¬+ÄGö�¬�­w±b¨/³�¯+Ç Á ¨.¼c­b¨.³0¶�¨/³?­b±5­b½L¼�³�°�¨�­³?´c´c°j«�³�ª�²�±b«6°j¨�½�¼c¨�­w±\±b²�³?±5±b²c¨.·\«�¯c¨�¶4øc±b­5±b²c¨ ¸C¼�¬cª�±w®�«R¬
ùb³�­5·(¼cª�²g³�­�´+«R­b­w®nµ�¶�¨�úXÄ

Í1²V®�­�ª�¶}³?­j­�«{¸�³�¶nº�«{°j®n±b²c·\­�¨�ÒX²c®nµc®n±b­I³,¸B³�­w±b¨�°�ª�«R¬LÉ�¨�°bº�¨�¬cª�¨�³�¬c¯0³�ºR°j¨/³?±b¨�°�°j«{µ�¼c­w±b¬�¨�­b­
±b²�³�¬©½�¼�³�­w®�ÎpÆ1¨ Á ±b«R¬»·\¨�±b²c«�¯c­�¸=«{°�·#«R­w±�¬L¼c·#¨�°b®�ª/³?¶�±b¨�­w±b­�±b²�³?± Á ¨�²�³�É�¨(´+¨�°b¸C«{°�·\¨�¯
¾ ÅX¨�ª�±w®�«R¬Öý À ³?±�³�ª�«R­w±�«{¸�­b¼cµ�­w±j³�¬|±w®}³?¶�¶n®�¬c¨/³?°&³?¶nº�¨�µc°�³\ª�«R·5´�¼V±j³?±w®�«R¬+Ä�Í1²c¨�°j¨�¸=«{°j¨I®n±�®�­ÉR³�¶�¼�³�µ�¶�¨ Á ²�¨�¬�±b²c¨4ª�«R­w±U«{¸T¨�ÉR³�¶�¼�³�±w®�¬cº

F
®�­U²c®nº�²�®�¬\ª�«R·\´�³?°b®�­b«R¬ Á ®n±b²5±b²c¨4¬�¼c·\¨�°j®�ª/³�¶³?¶nº�¨�µc°�³�«�É�¨�°j²c¨/³�¯+Ä ö�¬`±b²V®�­�´�³?´+¨�°/Ç Á ¨r´c°j¨�­b¨�¬L±�±b²c¨4ª�¶}³�­b­�«{¸�³?¶nº�«{°b®n±b²c·#­ ¾ ÅX¨�ª�±w®�«R¬*þ�Äÿþ À³�¬c¯�´�°j«/É�¨,±b²�³?±1±b²c¨�¹0³?°j¨I¶�«�ª/³?¶n¶n¹Ðª�«R¬LÉ�¨�°bº�¨�¬|± ¾ ÅX¨�ª�±w®�«R¬�� À Ä

2 Quasi-Newton methods

� ¼�³�­w®�ÎpÆ�¨ Á ±b«R¬6·\¨�±b²c«�¯c­1ª�«R¬�­w®�¯c¨�°I³�±�¨/³?ª�²0®n±b¨�°�³�±w®�«R¬6±b²�¨I¶n®�¬c¨/³?°�·#«L¯�¨�¶
Lk(x;Bk) = F(xk) + Bk(x − xk) ¾ þ À

Á ²V®�ª�²�³?´c´c°j«/Ò�®�·*³?±b¨�­
F(x)

®�¬õ±b²c¨ ¬c¨�®nº�²|µ+«{°j²�«L«�¯G«{¸
xk

³�¬c¯Kª�«R·\´�¼V±b¨�­
xk+1

³�­5³
­b«{¶�¼V±w®�«R¬Ð«{¸�±b²c¨�¶n®�¬c¨/³?°�­w¹X­w±b¨�·

Lk(x;Bk) = 0
Ä��r«R¬c­b®�­w±b¨�¬|±w¶n¹ Á ®n±b².·\«R­w±r«{¸�±b²c¨�´�¼VµcÎ¶n®�ª/³?±w®�«R¬c­,«R¬Ð±b²V®�­�±b«{´c®�ª{Ç+½�¼�³�­w®�ÎpÆ1¨ Á ±b«R¬û·\¨�±b²c«�¯c­�ª/³?¬Ðµ+¨,­b¼�·\·#³?°b®�Ì�¨�¯Ð³�­�·#¨�±b²c«�¯c­µ�³�­b¨�¯Ð«R¬�±b²c¨I¸=«{¶n¶�« Á ®�¬Vº ®n±b¨�°�³?±w®�«R¬c­��

xk+1 = xk − B−1
k F(xk). ¾ � À

¸=«{¶n¶�« Á ¨�¯PµL¹G±b²�¨0ª�«R·5´�¼V±j³?±w®�«R¬P«{¸
Bk+1

Ä���¸�ª�«R¼c°j­b¨�±b²�¨0·\«R­b±\®n¶n¶�¼c­w±w°j®�«R¼c­.½L¼�³?­b®�Î
Æ1¨ Á ±b«R¬õ·#¨�±b²c«�¯û®�­�±b²c¨5´�¼V°j¨#Æ�¨ Á ±b«R¬K·\¨�±b²c«�¯ Á ²c¨�°j¨

Bk = J(xk) = ∇F(xk)T
®�­

±b²c¨�Ô�³?ª�«{µ�®}³?¬©«{¸
F
¨�ÉR³�¶�¼�³�±b¨�¯Ñ³?±

xk

Çc±b²�³?±�®�­�³
n × n

·*³�±w°j®�Ò.­j¼cªj²0±b²�³?±�¨�¬L±w°b¹
(i, j)®�­

∂Fi/∂xj

Ä�§©¨�°�¨�¸C¨�°r±b²c¨�°j¨/³�¯c¨�°r±b«
	�¨�¬c¬V®�­�³�¬c¯0ÅVªj²c¬�³?µ+¨�¶ ¾j¿�����
�À ¸=«{°�³?¬ ¨�ÒX±b¨�¬c­w®nÉ�¨³�¬�³?¶n¹�­b®�­�«{¸�Æ1¨ Á ±b«R¬Ö³�¬c¯Ð½L¼�³�­w®�ÎpÆ�¨ Á ±b«R¬©·\¨�±b²�«L¯c­/Ä

2.1 Secant methods

ÕU°j«/¹X¯c¨�¬ ¾j¿���
���À ´�°j«{´+«R­b¨�­#³6ª�¶}³�­b­*«{¸�½�¼�³�­w®�ÎpÆ�¨ Á ±b«R¬P·\¨�±b²c«�¯c­\µ�³�­b¨�¯�«R¬�±b²c¨������������� ����� �����! �� �/Ç|®�·5´+«R­w®�¬Vº&±b²�¨4¶n®�¬c¨/³?°4·\«�¯c¨�¶
Lk+1

±b«&¨�ÒV³�ª�±w¶n¹\·*³?±bªj²5±b²�¨�¬c«R¬V¶n®�¬�¨/³�°

þ



¸=¼c¬cª�±w®�«R¬6³�±�®n±b¨�°�³?±b¨�­
xk

³�¬c¯
xk+1

Çc±b²�³?±1®�­
Lk+1(xk) = F(xk),

Lk+1(xk+1) = F(xk+1).
¾ ý À

ÅX¼Vµ�±w°�³�ª�±w®�¬Vº0±b²c¨�­j¨�± Á «Ð¨�½�¼�³?±w®�«R¬c­�³�¬c¯Ñ¯c¨�ø�¬V®�¬Vº
yk = F(xk+1) − F(xk)

³�¬c¯
sk =

xk+1 − xk
Á ¨,«{µc±j³?®�¬Ð±b²c¨&ª�¶}³�­b­w®�ª/³?¶�­b¨�ª/³�¬L±�¨�½�¼�³?±w®�«R¬"�

Bk+1sk = yk ¾#��À
� ¶�¨/³?°b¶n¹RÇ�®n¸�±b²�¨�¯V®�·#¨�¬c­w®�«R¬

n
®�­�­b±w°b®�ª�±w¶n¹ÐºR°�¨/³�±b¨�°�±b²�³�¬ ¿ ÇT±b²c¨�°j¨�®�­I³?¬Ö®�¬Vø�¬V®n±b¨(¬L¼c·5Îµ+¨�°,«{¸4·#³?±w°b®�ª�¨�­

Bk+1

­j³?±w®�­w¸C¹�®�¬Vº ¾#��À Ä ü ¬õ³?°bµc®n±w°�³?°b¹Ñ¯c¨�ª�®�­b®�«R¬õ·(¼c­b±,ª�«R¬c­b¨�½�¼c¨�¬L±w¶n¹µ+¨0·*³?¯�¨{Ä Í�²c¨�ù�¶�¨/³�­w±�Î�ª�²�³�¬Vº�¨û­b¨�ª/³�¬L±*¼c´T¯�³�±b¨�úõ­w±w°�³?±b¨�ºR¹RÇ�´c°j«{´+«R­b¨�¯gµL¹9ÕU°j«�¹�¯�¨�¬
¾j¿���
���À Ç�ª�«R¬�­w®�­w±b­4®�¬�­j¨�¶�¨�ª�±w®�¬Vº*³�·\«R¬cº�±b²c¨I·#³?±w°b®�ª�¨�­4É�¨�°j®n¸¢¹�®�¬Vº ¾#��À ±b²�¨I«R¬c¨�·5®�¬V®�·\®�Ì�Î®�¬Vº�É{³?°b®}³?±w®�«R¬c­ µ+¨�± Á ¨�¨�¬*± Á «,­b¼cª�ª�¨�­j­w®nÉ�¨�·\«�¯c¨�¶�­

Lk(x)
³�¬c¯

Lk+1(x)
Ä�öB±�¶�¨/³�¯c­�±b«I±b²c¨

¸=«{¶n¶�« Á ®�¬Vº.¼V´+¯�³?±b¨I¸=«{°j·(¼V¶}³

Bk+1 = Bk +
(yk − Bksk) sT

k

sT
ksk

. ¾#
�À
Í1²c®�­1·\¨�±b²c«�¯�²�³�­4µ+¨�¨�¬0É�¨�°b¹.­b¼cª�ª�¨�­b­w¸=¼V¶BÇT³?¬�¯�²�³�­4µ+¨�¨�¬ Á ®�¯c¨�¶n¹Ö³?¯�«{´c±b¨�¯0®�¬�±b²c¨ø�¨�¶�¯+Ä%$�« Á ¨�É�¨�°/Ç Á ¨ µT¨�¶n®�¨�É�¨r±b²�³�±�±b²c¨�®�¯c¨/³�«{¸V®�¬|±b¨�°j´T«{¶}³?±w®�¬Vº�±b²c¨�¶n®�¬c¨/³?°�·\«�¯c¨�¶X³?±�«R¬V¶n¹± Á «#®n±b¨�°�³?±b¨�­�³�¬c¯0®nº�¬c«{°b®�¬Vº ´c°�¨�ÉL®�«R¼c­�®n±b¨�°�³?±b¨�­�ª�«R¼V¶�¯Öµ+¨I±b«L«5°j¨�­w±w°b®�ª�±w®nÉ�¨{Ä�Í�²c¨�°j¨�¸=«{°j¨{Ç

Á ¨I´c°j«{´+«R­b¨I±b«\¼c­b¨&·#«{°j¨�±b²�³�¬�± Á «\®n±b¨�°�³?±b¨�­�±b«5µ�¼V®n¶�¯�±b²�¨&¶n®�¬c¨/³?°�·\«�¯c¨�¶BÄÍ1²c®�­�®�¯c¨/³�²�³�­�³?¶n°j¨/³�¯V¹(µ+¨�¨�¬(ª�«R¬c­w®�¯c¨�°�¨�¯+Ä�	�¨�¬c¬V®�­�³�¬c¯\ÅXª�²c¬�³?µ+¨�¶ ¾j¿�����
�À ­j³�¹`±b²�³?±ù'&�¨�°j²�³?´�­1±b²�¨I·\«R­w±1«{µ�ÉL®�«R¼�­�­w±w°�³�±b¨�ºR¹ ®�­4±b«(°�¨�½L¼V®n°�¨I±b²c¨I·\«�¯c¨�¶+±b«(®�¬L±b¨�°b´+«{¶}³?±b¨
F(x)³?±&«{±b²c¨�°,´�³?­b±I´T«{®�¬L±b­�ÄnÄnÄ(��¬�¨(´c°j«{µc¶�¨�·�®�­I±b²�³?±I±b²c¨5¯V®n°�¨�ª�±w®�«R¬c­,±b¨�¬�¯©±b« µ+¨(¶n®�¬c¨/³?°b¶n¹

¯c¨�´+¨�¬c¯c¨�¬L±�«{°uª�¶�«R­b¨�±b«1®n±�Ç�·*³?ÏL®�¬Vº�±b²c¨�ª�«R·5´�¼V±j³?±w®�«R¬�«{¸ ¾ ±b²c¨r³?´c´c°j«/Ò�®�·*³?±w®�«R¬5·#³?±w°b®�Ò À³#´+«L«{°b¶n¹6´+«R­b¨�¯Ñ¬�¼c·#¨�°b®�ª/³?¶�´c°j«{µc¶�¨�·#úXÄ*)�³?±b¨�°/Çu±b²c¨�¹ Á °b®n±b¨Ñùbö�¬Ñ¸=³�ª�±�Ç�·`¼c¶n±w®nÉ{³?°b®}³?µc¶�¨º�¨�¬c¨�°�³?¶n®�Ì�³?±w®�«R¬c­,«{¸�±b²c¨,­b¨�ª/³�¬L±�·#¨�±b²c«�¯0²�³�É�¨�µ+¨�¨�¬0´�°j«{´+«R­b¨�¯ÑÄnÄnÄrµ�¼V±�¬c«R¬c¨�«{¸u±b²�¨�·
­b¨�¨�· °j«{µ�¼c­w±�¨�¬c«R¼Vº�²�¸=«{°�º�¨�¬�¨�°�³?¶�¼c­b¨{ÄËú

Í1²�¨�°j¨�³?°j¨�¸C¨ Á ³?±w±b¨�·5´c±b­ ±b«�º�¨�¬c¨�°�³?¶n®�Ì/¨�±b²V®�­r³?´c´c°j«�³�ªj² ®�¬*±b²c¨�¶n®n±b¨�°�³?±b¼V°j¨{Ä ü ø�°j­w±º�¨�¬c¨�°�³?¶n®�Ì�³?±w®�«R¬6«{¸�±b²c¨�­b¨�ª/³�¬L±�·\¨�±b²�«L¯*®�­r±b²c¨+�������,� �����!�.- ��� �������0/ � �#12 �3 ´�°j«{´+«R­b¨�¯µ�¹0§©«{¶n¸C¨ ¾j¿�������À ³�¬c¯6¯V®�­bª�¼c­b­j¨�¯©µL¹���°b±b¨�º|³ ³�¬c¯�44²c¨�®�¬Lµ+«{¶�¯V± ¾j¿��6587�À Ä`Í1²c¨�®�¯c¨/³#®�­±b«�®�·5´+«R­b¨�¨�ÒV³�ª�±r®�¬|±b¨�°j´T«{¶}³?±w®�«R¬Ö«{¸�±b²c¨�¶n®�¬c¨/³?°1·\«�¯c¨�¶T«R¬
n+ 1

®n±b¨�°�³?±b¨�­4®�¬c­b±b¨/³?¯.«{¸�þ.�
Lk+1(xk−j) = F(xk−j), j = 0, 1, . . . , n. ¾95RÀ

«{°/Ç�¨�½�¼V®nÉR³?¶�¨�¬|±w¶n¹RÇ
Bk+1sk−j = yk−j, j = 0, . . . , n, ¾#:�À

Á ²c¨�°�¨
si = xk+1 − xi

Ç,³?¬�¯
yi = F(xk+1) − F(xi)

ÇI¸=«{°Ö³?¶n¶
i
Ä ö�¸(±b²c¨©É�¨�ª�±b«{°j­

sk, sk−1, . . . , sk−n+1

³?°j¨#¶n®�¬c¨/³?°b¶n¹K®�¬c¯c¨�´+¨�¬c¯�¨�¬|±�Ç ±b²c¨�°j¨*¨�Ò�®�­b±b­�¨�ÒV³�ª�±w¶n¹Â«R¬c¨*·#³?±w°b®�Ò
Bk+1

­�³�±w®�­b¸¢¹�®�¬Vº ¾#:�À Ç Á ²V®�ª�²0®�­
Bk+1 = ;Yk+1 ;S−1

k+1 ¾#��À
Á ²c¨�°�¨ ;Yk+1 = (yk, yk−1, . . . , yk−n+1)

³?¬�¯ ;Sk+1 = (sk, sk−1, . . . , sk−n+1)
Ä

�
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2.2 Population-based approach

§©¨6´c°j«{´+«R­b¨Ñ³»ª�¶}³�­b­�«{¸(·\¨�±b²c«�¯c­ ª/³?¶n®nµc°�³?±w®�¬VºP³û¶n®�¬�¨/³�°Ö·\«�¯c¨�¶�µ�³�­b¨�¯ô«R¬ô­j¨�É�¨�°�³?¶
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k+1 ∈ R

n×n ®�­�³�¬Ö³`´c°b®�«{°b®�³�´�´c°j«�ÒX®�·#³?±w®�«R¬Ñ«{¸
Bk+1
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±b²c¨r¶�¨/³�­w±U­j½L¼�³?°j¨�­�´c°j«{µc¶�¨�· µ�³?­j¨�¯5«R¬�±b²c¨røc°�­w±�±b¨�°�·È³�¬c¯\³?¶�­b«Iª�«R¬L±w°j«{¶�±b²c¨4¬�¼c·#¨�°b®�ª/³?¶
­w±j³?µc®n¶n®n±p¹0«{¸�±b²c¨I·#¨�±b²c«�¯+Ä�Í1²c¨�·#³?±w°b®�Ò
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k+1 ®�­`³ ¯V®}³?º�«R¬�³?¶r·*³?±w°b®�Ò Á ®n±b² Á ¨�®nº�²L±b­ ωi
k+1

«R¬Ñ±b²c¨5¯c®}³�º�«R¬�³�¶r¸=«{°
i = 0, · · · , k
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Bk+1 = B0
k+1 +
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Yk+1 − B0
k+1Sk+1

)

Ω2ST
k+1

(

Γ2 + Sk+1Ω
2ST

k+1

)−1

, ¾j¿R¿/À
Á ²c¨�°�¨

Yk+1 = (yk, yk−1, . . . , y0)
³�¬c¯

Sk+1 = (sk, sk−1, . . . , s0)
Ä

Í1²�¨�°j«{¶�¨Ö«{¸I±b²c¨6³6´c°b®�«{°b®�·#³?±w°b®�Ò
B0

k+1

®�­*±b«û«�É�¨�°jª�«R·\¨6±b²�¨�´+«R­b­w®nµc¶�¨6¼c¬�¯c¨�°wÎ
¯c¨�±b¨�°j·\®�¬�³?±w®�«R¬Ð«{¸u´c°j«{µ�¶�¨�· ¾j¿�7�À ÄHCV«{°�¨�Òc³?·\´c¶�¨{Ç�ª�²c«L«R­b®�¬Vº B0
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ωi

k+1
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k+1
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Γ
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Γ2 + Sk+1Ω
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k+1 ¾j¿ þ À
®�­r­j³?¸C¨�¶n¹\´T«R­b®n±w®nÉ�¨I¯c¨�ø�¬V®n±b¨{ÄUÍu«`¨�¬c­b¼V°j¨�±b²V®�­ ´c°j«{´+¨�°b±p¹ Á ¨�¯c¨�­bª�°j®nµT¨�µ+¨�¶�« Á ±b²V°j¨�¨�´+«R­�Î­w®nµc¶�¨(³?´c´c°j«�³�ª�²c¨�­�¸C«{°�ªj²c«�«R­w®�¬Vº

Γ2 ��±b²�¨LKM�  �/ � ��N��!���.-O��PQP"NR ��Q��1 Ç�µ�³�­b¨�¯Ö«R¬Ö­w´+¨�ª�®nø�ªº�¨�«R·\¨�±w°j®�ª�´c°�«{´T¨�°j±w®�¨�­�«{¸T±b²c¨4´+«{´�¼c¶}³�±w®�«R¬�ÇV±b²c¨S���UT�� P2�Q� � 3 � �� �/
P2 � �����! �� ³?´c´c°j«�³�ªj²�Ç¯c¨�ª�«R·\´T«R­b®�¬Vº
R

n ®�¬|±b«»±b²c¨�­j¼Vµ�­w´�³�ª�¨Ð­w´�³�¬c¬c¨�¯�µL¹K±b²c¨Ðª�«{¶�¼c·\¬c­#«{¸
Sk+1

³�¬c¯�®n±b­
«{°b±b²c«{º�«R¬�³�¶rª�«R·5´�¶�¨�·\¨�¬L±�Ç�³�¬c¯û±b²c¨ � � / � NV�!���.-W��PQP"NR ��Q��1 Ç�¯�¨�­w®nº�¬c¨�¯»±b«.º�¼�³?°�³�¬|±b¨�¨³(¬�¼c·\¨�°b®�ª/³?¶n¶n¹0­�³�¸=¨I´+«R­w®n±w®nÉ�¨(¯c¨�ø�¬c®n±b¨�¬c¨�­b­�«{¸ ¾j¿ þ À ÄÍ1²�¨XKM�  �/ � ��NV�!���.-O��PQP"NR ��Q��1 ³�­b­b¼�·\¨�­r±b²�³?±

n + 1
·\¨�·`µ+¨�°j­4«{¸�±b²�¨I´+«{´�¼V¶}³?±w®�«R¬

¸=«{°j·�³Ñ­w®�·\´c¶�¨�Ò�Ç�­b«»±b²�³?±*±b²�¨Ðª�«{¶�¼c·#¬c­.«{¸
Sk+1

­w´�³?¬
R

n Ç�³�¬c¯ ¾j¿ þ À ®�­#´+«R­w®n±w®nÉ�¨¯c¨�ø�¬c®n±b¨ Á ®n±b²
Γ = 0

Ä�ö�¬.±b²�³?±�ª/³�­b¨{Ç ¾j¿R¿/À µ+¨�ª�«R·\¨�­

Bk+1 = Yk+1Ω
2ST

k+1

(

Sk+1Ω
2ST

k+1

)−1

. ¾j¿ � À
öB¸�±b²c¨�°j¨&³?°j¨I¨�Òc³�ª�±w¶n¹

n + 1
®n±b¨�°�³?±b¨�­�¸=«{°j·\®�¬Vº5³�­b®�·5´c¶�¨�ÒTÇ�±b²c¨�º�¨�«R·#¨�±w°b®�ª/³?¶�³?´c´�°j«�³�ªj²

®�­U¨�½�¼V®nÉR³?¶�¨�¬|±4±b«I±b²�¨4®�¬|±b¨�°j´T«{¶}³?±w®�«R¬�·#¨�±b²c«�¯5´c°j«{´+«R­b¨�¯5µL¹�§©«{¶n¸=¨ ¾j¿�������À Çc³�¬c¯ ¾j¿ � À ®�­¨�Òc³?ª�±w¶n¹ ¾#��À Ç�³�­ Sk+1

®�­U­b½L¼�³�°�¨1³?¬�¯5¬c«R¬5­w®�¬cº�¼V¶}³?°�®�¬�±b²�³�±�ª/³?­j¨{Ä�Í1²V®�­�³?´c´c°j«�³�ª�²#²�³�É�¨
¬c«{±�­b²c« Á ¬�º�«�«L¯�¬�¼c·#¨�°b®�ª/³?¶cµ+¨�²�³�É�®�«{°U®�¬(´c°�³�ª�±w®�ª�¨�³�­�·#¨�¬|±w®�«R¬c¨�¯\®�¬\ÅX¨�ª�±w®�«R¬#þ�Ä ü ¶�­b«XÇ®n±,°�¨�½L¼V®n°�¨�­�³?±,¶�¨/³�­w±

n + 1
®n±b¨�°�³?±b¨�­�Ç�³?¬�¯û·#³�¹Ñ¬c«{±&µ+¨5³?´c´c°j«{´c°j®}³�±b¨#¸=«{°&¶}³?°bº�¨�Î�­bª/³?¶�¨

´c°j«{µ�¶�¨�·\­�Ä
Í1²�¨
���UT�� P2�Q� � 3 � �� �/
P2 � �����! �� ³?´c´c°j«�³�ª�²Ð®�­�µ�³�­b¨�¯Ö«R¬0±b²�¨ � 4 ¯c¨�ª�«R·5´+«R­w®n±w®�«R¬

«{¸
Sk+1

Äu§©¨�¯c¨�¬c«{±b¨�µL¹
r
±b²c¨1°�³�¬VÏ#«{¸

Sk+1

Ç Á ®n±b²
r ≤ n

ÇV³�¬c¯ Á ¨�²�³�É�¨
Sk+1 = QR

Ç
Á ²c¨�°�¨

Q =
(

Q1 Q2

) ¾j¿ ý À
Á ®n±b²

Q1

®�­
(n × r)

Ç
Q2

®�­
(n × n − r)

Ç�³?¬�¯
R
®�­

(n × k + 1)
Ä�Í1²�¨

r
ª�«{¶�¼c·#¬c­�«{¸

Q1

¸=«{°j· ³�¬0«{°j±b²c«{º�«R¬�³?¶�µ�³?­b®�­�«{¸�±b²c¨I°�³�¬Vº�¨,«{¸
Sk+1

Ä�§©¨,¯c¨�ø�¬c¨&¬c« Á
Γ
­b¼cªj²0±b²�³?±

Γ2 =

(

0r×n

QT
2

)

¾j¿���À

�



±b²�³?±�®�­
QT Á ²c¨�°�¨ QT

1

²�³�­�µ+¨�¨�¬`°j¨�´c¶}³�ª�¨�¯\µL¹(³1¬�¼V¶n¶c·#³?±w°b®�ÒTÄ�§�®n±b²(±b²V®�­�ª�«R¬�­w±w°j¼cª�±w®�«R¬
Γ2 + Sk+1Ω

2ST
k+1

®�­5®�¬LÉ�¨�°b±w®nµc¶�¨©³�¬c¯G±b²�¨ Á ¨�®nº�²L±b­.³?­j­b«Lª�®}³?±b¨�¯ Á ®n±b²Â±b²�¨0³?°bµc®n±w°�³?°b¹·#³?±w°b®�Ò
B0

k+1

³?°j¨�¬L¼c¶n¶�®�¬ ±b²c¨I­b¼Vµ�­w´�³�ª�¨�º�¨�¬c¨�°�³?±b¨�¯.µ�¹#±b²�¨�ª�«{¶�¼�·\¬c­1«{¸
Sk+1

ÄUö�¬*±b²c¨
ª/³�­b¨ Á ²c¨�°�¨

Sk+1

­w´�³�¬c­5±b²c¨.¨�¬|±w®n°�¨�­w´�³�ª�¨ ±b²c¨�¬
r = n

³?¬�¯
Γ2 ®�­\³Ö¬L¼c¶n¶�·#³?±w°b®�ÒTÄ

�r«R¬c­j¨�½L¼c¨�¬L±w¶n¹RÇ ¾j¿R¿/À ®�­�¨�½L¼V®nÉR³?¶�¨�¬|±I±b« ¾j¿ � À Ä§g®n±b²6±b²c¨,­b¼cµ�­w´�³�ª�¨`¯c¨�ª�«R·5´+«R­w®n±w®�«R¬û³?´c´�°j«�³�ªj²+Ç+±b²c¨�ªj²�³�¬Vº�¨�­I«{¸
F
´c°j¨�¯V®�ª�±b¨�¯6µ�¹

Bk+1

®�¬�³`¯V®n°j¨�ª�±w®�«R¬Ö«{°b±b²c«{º�«R¬�³�¶�±b«(±b²c¨�°�³�¬Vº�¨I«{¸
Sk+1

®�­4±b²c¨I­j³�·#¨�³�­r±b²c¨I«R¬�¨�´c°j¨�Î
¯V®�ª�±b¨�¯6µ�¹�±b²c¨(³?°bµc®n±w°�³?°b¹0·*³?±w°b®�Ò

B0
k+1

Ä�Í�²V®�­�®�¯�¨/³5®�­�¨�ÒV³�ª�±w¶n¹6±b²c¨�­j³�·\¨�³�­�±b²c¨`«R¬c¨
¼c­b¨�¯Kµ�¹KÕU°j«�¹�¯�¨�¬ ¾j¿���
���À ±b«6ª�«R¬c­w±w°j¼�ª�±(²c®�­�­b«6ª/³�¶n¶�¨�¯ZY N� �[Q3 � �]\ �_^  � �3`/ � �#12 �3 Äü ª�±b¼�³�¶n¶n¹RÇ�±b²c¨(ª�¶}³�­b­w®�ª/³?¶1ÕU°j«/¹X¯c¨�¬Ñ¼V´+¯�³?±b¨ ¾#
�À ®�­,³#­w´+¨�ª�®}³?¶Uª/³�­b¨�«{¸�«R¼V°I¼V´+¯�³?±b¨(¸=«{°wÎ·(¼V¶}³ ¾j¿R¿/À Ç�®n¸ B0

k+1 = Bk

³�¬c¯6±b²�¨(´T«{´�¼V¶}³?±w®�«R¬»ª�«R¬L±j³?®�¬c­HEw¼c­w±�± Á «.®n±b¨�°�³?±b¨�­
xk

³�¬c¯
xk+1

Ä1Í1²c¨�­b¨�ª/³�¬|±�¨�½�¼�³?±w®�«R¬ ¾#��À ª�«R·\´c¶�¨�±b¨�¶n¹6¯c¨�ø�¬c¨�­�±b²c¨�¶n®�¬c¨/³?°&·\«�¯c¨�¶�®�¬Ð±b²c¨`«R¬c¨�Î¯V®�·#¨�¬c­w®�«R¬�³?¶+­b¼Vµ�­b´�³�ª�¨�­w´�³?¬�¬c¨�¯*µL¹
sk = xk+1 −xk

Ç Á ²V®n¶�¨I³�¬ ³�°jµc®n±w°�³?°b¹\¯c¨�ª�®�­b®�«R¬ ®�­·#³�¯c¨&¸C«{°1±b²�¨I°j¨�­w±�«{¸u±b²c¨&·#«L¯�¨�¶BÄ öB¸ Á ¨&¯c¨�ø�¬c¨
ωk

k+1 = 1
³�¬c¯

Γ2 ®�­1ºR®nÉ�¨�¬Öµ�¹ ¾j¿���À ÇÁ ¨&ª/³�¬ Á °j®n±b¨ ¾j¿R¿/À ³�­

Bk+1 = Bk + (yk − Bksk) sT
k

(

Γ2 + sksT
k

)−1

. ¾j¿�
�À
Í1²c¨I¨�½�¼V®nÉR³?¶�¨�¬cª�¨ Á ®n±b² ¾#
�À ®�­�¯c¼�¨I±b«�±b²c¨I¸=«{¶n¶�« Á ®�¬Vº.¨�½L¼�³?¶n®n±p¹

sT
k

(

Γ2 + sksT
k

)−1

= sT
k

1

sT
ksk

, ¾j¿V5RÀ
«{µc±j³?®�¬c¨�¯Ö¸C°j«R·2±b²c¨I¸B³�ª�±�±b²�³?±

sT
kΓ2 = 0

ÇcµL¹ ¾j¿���À ÄÆ�¼c·\¨�°b®�ª/³?¶�´c°j«{µc¶�¨�·#­5·#³�¹Â²�³?´c´+¨�¬ Á ²c¨�¬�±b²c¨�ª�«{¶�¼c·#¬c­*«{¸
Sk+1

³?°j¨�ª�¶�«R­b¨0±b«
¶n®�¬c¨/³?°�¯�¨�´T¨�¬�¯c¨�¬cª�¨{ÄUÍ1²�¨�­b¨I³�°�¨�±b²�¨�´�°j«{µc¶�¨�·\­1³?¶n°j¨/³�¯V¹.·#¨�¬|±w®�«R¬c¨�¯0®�¬ ±b²c¨�®�¬|±w°�«L¯c¼�ª�Î
±w®�«R¬+Ç�³�¬c¯Ñ°j¨�´+«{°b±b¨�¯»¬�³�·\¨�¶n¹©µ�¹a��°b±b¨�º|³.³�¬c¯b41²c¨�®�¬|µ+«{¶�¯V± ¾j¿��6587�À ³?¬�¯b	�¨�¬c¬V®�­(³�¬c¯ÅXª�²c¬�³?µ+¨�¶ ¾j¿�����
�À Ä(� ¶�¨/³?°b¶n¹RÇ�­b¼cªj²û´c°j«{µc¶�¨�·#­I¯c«.¬c«{±&«�ª�ª�¼V° Á ²�¨�¬ Sk+1

²�³�­&¨�Òc³�ª�±w¶n¹
«R¬c¨&ª�«{¶�¼�·\¬+Ç Á ²V®�ªj²Ð¶�¨/³�¯c­�±b«�±b²c¨&ª�¶}³�­b­w®�ª/³?¶UÕU°j«/¹X¯c¨�¬Ð·\¨�±b²c«�¯+ÄÍ1²�¨ � � / � NV�!���.-%��PQP"NR ��Q��1 ®�­�¯c¨�­w®nº�¬c¨�¯Ð±b«5³�¯c¯V°j¨�­b­�µ+«{±b².±b²c¨I´c°�«{µc¶�¨�· «{¸�«/É�¨�°bÎ
ª�«R·5®�¬cº5±b²c¨&¼c¬�¯c¨�°wÎ�¯c¨�±b¨�°j·\®�¬�³?±w®�«R¬+Ç+³?¬�¯�«{¸�º�¼�³?°�³�¬|±b¨�¨�®�¬Vº ¬�¼c·\¨�°b®�ª/³?¶u­w±j³?µc®n¶n®n±�¹RÄ�ö�±4®�­
¯V®n°j¨�ª�±w¶n¹.®�¬�­w´c®n°j¨�¯0µL¹ ±b²c¨I·#«L¯V®nø�¨�¯<�r²c«{¶�¨�­wÏ�¹ ¸=³�ª�±b«{°b®�Ì?³�±w®�«R¬Ö´c°�«{´T«R­j¨�¯.µL¹�ÅXª�²c¬�³?µ+¨�¶
³�¬c¯�G�­wÏ�« Á ¾j¿����V¿/À Ä,Í1²c¨`·\«�¯V®nø�¨�¯=�r²�«{¶�¨�­wÏL¹Ð¸=³�ª�±b«{°b®�Ì?³�±w®�«R¬õ«{¸�³\­b½L¼�³�°�¨�·*³�±w°j®�Ò Aª�°j¨/³?±b¨�­�³1·*³?±w°b®�Ò

E
­b¼cªj²`±b²�³?±

A+E
®�­�­j³?¸=¨�¶n¹,´+«R­w®n±w®nÉ�¨1¯c¨�ø�¬V®n±b¨{Ç Á ²V®n¶�¨4ª�«R·\´�¼V±w®�¬Vº�®n±b­

�r²c«{¶�¨�­bÏL¹Ö¸=³�ª�±b«{°b®�Ì?³�±w®�«R¬�Ä�öB±�·#³�¹Ö¬�³�·\¨�¶n¹Ð²�³�´�´T¨�¬Ö±b²�³?±
A
²�³�­�¸=¼V¶n¶�°�³�¬VÏ�ÇTµ�¼c± Á ®n±b²­b·*³�¶n¶�¨�­b±�¨�®nº�¨�¬LÉR³�¶�¼�¨�É�¨�°b¹Ð­j·#³?¶n¶ Á ®n±b²Ð°�¨�º|³�°�¯Ð±b«*·#³�ª�²V®�¬c¨�´c°j¨�ª�®�­w®�«R¬+Ä&ö�¬�±b²�³?±Iª/³�­b¨{Ç

E
®�­�¬c«R¬0Ì/¨�°�«\¯c¨�­w´�®n±b¨,±b²c¨&¸=³�ª�±�±b²�³?±

A
®�­�¬c«R¬0­b®�¬Vº�¼V¶}³?°/Ä4§©¨`³?´c´�¶n¹�±b²V®�­�±b¨�ªj²c¬V®�½�¼c¨

Á ®n±b²
A = Sk+1Ω

2ST
k+1

³�¬c¯
E = Γ2 Ä�ÅX«XÇ ®n¸�±b²c¨�·#³?±w°b®�Ò Sk+1Ω

2ST
k+1

®�­5­�³�¸=¨�¶n¹
´+«R­w®n±w®nÉ�¨�¯c¨�ø�¬V®n±b¨{Ç

Γ2 = 0
³?¬�¯ ¾j¿R¿/À °�¨�¯c¼cª�¨�­�±b« ¾j¿ � À Ä�öB¸T¬c«{±�Ç|±b²�¨1·\«�¯V®nø�¨�¯c�r²c«{¶�¨�­wÏ�¹¸B³?ª�±b«{°j®�Ì�³?±w®�«R¬6º�¼�³?°�³�¬|±b¨�¨�­�±b²�³?±�±b²c¨&°j«{¶�¨&«{¸�±b²c¨,³?°bµc®n±w°�³�°j¹.±b¨�°j·

Γ
®�­�·\®�¬V®�·#³?¶BÄ

§©¨&ª�«R¬cª�¶�¼�¯c¨&±b²V®�­�­b¨�ª�±w®�«R¬0µ�¹.¨�·5´�²�³?­b®�Ì�®�¬Vº5®�·\´T«{°j±j³?¬L±�³�¯VÉR³�¬|±j³?º�¨�­�«{¸u«R¼V°�º�¨�¬XÎ
¨�°�³?¶n®�Ì�³?±w®�«R¬ ª�«R·`µc®�¬c¨�¯ Á ®n±b²\±b²c¨ � � / � NV�!���.-d��PQP"N� ��Q��1 ÄeC�®n°j­w±w¶n¹RÇXª�«R¬L±w°�³?°b®n¶n¹�±b«�®�¬|±b¨�°bÎ´+«{¶}³?±w®�«R¬Ð·#¨�±b²c«L¯�­�ÇV«R¼V°4¶�¨/³�­w±�­b½�¼�³?°j¨�­4·\«�¯c¨�¶�³?¶n¶�« Á ­�±b«�¼c­b¨�·#«{°j¨�±b²�³�¬

p
´+«{®�¬|±b­1±b«

®�¯c¨�¬L±w®n¸¢¹0³`·#«L¯c¨�¶+®�¬Ð³�­j¼Vµ�­w´�³�ª�¨&«{¸�¯V®�·#¨�¬c­w®�«R¬
p ¾ Á ²c¨�°j¨ p ≤ n À ÄUÍ�²V®�­4®�­4É�¨�°b¹ ®�·5Î´+«{°b±j³�¬|± Á ²c¨�¬ ±b²c¨�«{µQEw¨�ª�±w®nÉ�¨&¸=¼c¬cª�±w®�«R¬.®�­4¨�ÒX´+¨�¬c­w®nÉ�¨I±b«�¨�ÉR³?¶�¼�³?±b¨{Ärö�¬c¯c¨�¨�¯+Ç Á ¨�·#³?Ï�¨






³�¬Ð¨Rf#ª�®�¨�¬|±I¼c­b¨�«{¸U³?¶n¶u±b²�¨�³�ÉR³?®n¶}³�µ�¶�¨5®�¬V¸=«{°j·#³?±w®�«R¬©³?µ+«R¼V±�±b²�¨&¸=¼c¬cª�±w®�«R¬Ö±b«#ª/³?¶n®nµc°�³�±b¨
±b²c¨(­b¨�ª/³�¬L±&·\«�¯c¨�¶BÄ�öB±�®�­I¬�³�·\¨�¶n¹©³�¯VÉR³?¬L±j³?º�¨�«R¼c­`ª�«R·5´�³?°j¨�¯6±b«�ÕU°j«/¹X¯c¨�¬+ÊË­,·\¨�±b²c«�¯+Ç
Á ²c¨�°�¨�«R¬V¶n¹Ö± Á «*®n±b¨�°�³?±b¨�­,³?°j¨`¨�Ò�´c¶n®�ª�®n±w¶n¹»¼c­b¨�¯Ö±b«*µ�¼V®n¶�¯6±b²c¨(·\«�¯c¨�¶BÇ Á ²V®n¶�¨`´c°�¨�ÉL®�«R¼c­®n±b¨�°�³?±b¨�­U«R¬c¶n¹�´c¶}³�¹�³�¬(®�·\´c¶n®�ª�®n±U°j«{¶�¨r¯c¼�¨r±b«�±b²�¨`ù�¶�¨/³�­w±�Î�ª�²�³�¬Vº�¨�ú`´c°b®�¬cª�®n´�¶�¨{Ä ÅX¨�ª�«R¬c¯V¶n¹RÇ
±b²c¨&¬�¼c·#¨�°b®�ª/³?¶�³?´c´c°�«�³?ª�²Ö´c°j«{´+«R­b¨�¯Ð³?µ+«/É�¨�ª�«R¬|±w°�«{¶�­�±b²�¨,¬�¼c·\¨�°b®�ª/³?¶�­w±j³?µc®n¶n®n±�¹Ö«{¸�±b²c¨
·\«�¯c¨�¶�ª�«R¬�­w±w°j¼cª�±w®�«R¬*´c°j«�ª�¨�­b­�Ç Á ²c¨�¬*³�­b¨�½L¼�¨�¬cª�¨�«{¸�®n±b¨�°�³?±b¨�­r·#³�¹(µ+¨4¶n®�¬c¨/³?°b¶n¹#¯c¨�´+¨�¬XÎ¯c¨�¬L±�ÄWC�®�¬�³�¶n¶n¹RÇ+±b²�¨&¸B³?ª�±�±b²�³?±�¨�ÒX®�­w±w®�¬Vº.·#¨�±b²c«L¯�­�³?°j¨&­w´+¨�ª�®}³?¶�ª/³�­b¨�­�«{¸�«R¼V°�³?´c´c°j«�³�ªj²
³?¶n¶�« Á ­,±b«*º�¨�¬c¨�°�³?¶n®�Ì/¨5±b²�¨�±b²�¨�«{°j¨�±w®�ª/³?¶ ³�¬c¯6´c°�³�ª�±w®�ª/³?¶�´c°�«{´T¨�°j±w®�¨�­,³?¶n°j¨/³�¯V¹Ð´�¼Vµc¶n®�­b²c¨�¯®�¬6±b²c¨(¶n®n±b¨�°�³?±b¼V°�¨{Çu³�¬c¯©­w®�·\´c¶n®nø�¨�­I±b²c¨�®n°&¨�ÒX±b¨�¬c­w®�«R¬»±b« «R¼V°&ª�«R¬L±b¨�Ò�±�Ä`§©¨5³�´�´c¶n¹Ð±b²c®�­
´c°b®�¬�ª�®n´c¶�¨�±b«,±b²�¨�¶�«�ª/³?¶Tª�«R¬LÉ�¨�°bº�¨�¬cª�¨�³?¬�³�¶n¹X­w®�­4®�¬*±b²c¨�¬c¨�ÒX± ­j¨�ª�±w®�«R¬+Ä�Í1²�¨�·#³?®�¬ ¯V°�³ Á Îµ�³�ªbÏõ®�­`±b²c¨*®�¬cª�°j¨/³�­b¨ ®�¬K¬�¼c·\¨�°b®�ª/³?¶4¶n®�¬c¨/³?°#³?¶nº�¨�µc°�³Ö³�­(±b²c¨#¶�¨/³�­w±5­b½�¼�³?°j¨�­`´c°j«{µc¶�¨�·
¾j¿�7�À ·`¼�­w±4µ+¨&­b«{¶nÉ�¨�¯Ñ³?±�¨/³�ªj²Ð®n±b¨�°�³?±w®�«R¬+Ä�Í�²c¨�°j¨�¸=«{°j¨{Ç�®n±�®�­1´�³?°b±w®�ª�¼V¶}³?°b¶n¹©³?´c´c°j«{´�°b®}³?±b¨¸=«{°1´c°j«{µc¶�¨�·#­ Á ²�¨�°j¨

F
®�­1É�¨�°b¹�¨�ÒX´+¨�¬c­w®nÉ�¨�±b«5ª�«R·5´�¼V±b¨{Ä

2.3 Undamped quasi-Newton methods

ü ¶n¶�±b²c¨\³?¶nº�«{°b®n±b²c·#­,±b²�³�±�²�³�É�¨5µ+¨�¨�¬û´c°j¨�­b¨�¬L±b¨�¯û®�¬KÅX¨�ª�±w®�«R¬Kþ�Ä ¿ ³�¬c¯ûþ�Äÿþ0³?°j¨(µ�³?­j¨�¯«R¬�±b²�¨I¸C«{¶n¶�« Á ®�¬Vº.­w±w°j¼�ª�±b¼V°j¨{Ä
g >�®nÉ�¨�¬ F : R

n → R
n Ç x0 ∈ R

n ³�¬c¯
B0 ∈ R

n×n

g §9²V®n¶�¨`­w±b«{´c´c®�¬Vº*ª�°b®n±b¨�°b®}³5®�­�¬c«{±1É�¨�°j®nø�¨�¯"�
–
C�®�¬c¯

s
­b«{¶nÉ�®�¬Vº

Bks = −F(xk)
Ç

–
G�ÉR³?¶�¼�³?±b¨

F(xk+1)
Á ²c¨�°j¨

xk+1 = xk + s
Ç

–
�r«R·\´�¼V±b¨

Bk+1

Ç
Í1²V®�­5º�¨�¬c¨�°�³?¶�³?¶nº�«{°b®n±b²c· ®�­#«{¸¢±b¨�¬gª/³�¶n¶�¨�¯ ¼c¬�¯�³�·5´+¨�¯Â½�¼�³�­w®�ÎpÆ1¨ Á ±b«R¬ ·#¨�±b²c«L¯�Ç �!h � h
Á ®n±b²c«R¼c±(³�¬L¹û­w±b¨�´Kª�«R¬|±w°j«{¶4«{°�ºR¶�«{µ�³?¶n®�Ì�³?±w®�«R¬g·#¨�±b²c«L¯�­�Ä ö�±`³?¶n¶�« Á ­(±b«0ª�«R·5´�³�°�¨\¯V®n¸¢Î¸=¨�°j¨�¬|±4±p¹L´+¨&«{¸�³?¶nº�«{°b®n±b²c·#­�Çc®�¬�±b¨�°�· «{¸�¬�¼c·`µ+¨�°1«{¸�¸=¼c¬cª�±w®�«R¬Ð¨�É{³?¶�¼�³?±w®�«R¬c­�Ç�³�¬c¯.±b²�¨�®n°
°j«{µ�¼�­w±b¬c¨�­b­ Á ®n±b²c«R¼V±�®�¬L±w°j«�¯c¼cª�®�¬Vº.³�µc®}³�­�¯c¼�¨�±b«(±b²c¨&­w±b¨�´0ª�«R¬L±w°j«{¶�«{°1±b²c¨�ºR¶�«{µ�³?¶n®�Ì�³�Î±w®�«R¬©·\¨�±b²�«L¯+Äi�r«R¬c­b¨�½�¼c¨�¬L±w¶n¹RÇ�±b²c¨(³?¶nº�«{°b®n±b²c·#­&¯V®�Ã+¨�°�«R¬c¶n¹0µ�¹0±b²c¨`·\¨�±b²c«�¯Ö¼c­b¨�¯Ö±b«
ª�«R·5´�¼V±b¨

Bk+1

Ä

3 Local convergence analysis

§©¨,­b²�« Á ±b²�³�±�®n¸
Γ2 ®�­�¯c¨�±b¨�°j·\®�¬c¨�¯0µ�¹.±b²c¨&¬�¼c·#¨�°b®�ª/³?¶u³?´c´c°j«�³�ª�²Ö¯�¨�­bª�°b®nµ+¨�¯�®�¬6ÅX¨�ª�Î±w®�«R¬6þ�Äÿþ�Ç�±b²c¨`³�¶nº�«{°j®n±b²c· ¯c¨�­bª�°b®nµ+¨�¯Ð®�¬ÖÅX¨�ª�±w®�«R¬©þ�Äj��Ç Á ²c¨�°j¨

Bk+1

®�­�¯c¨�ø�¬c¨�¯�µ�¹ ¾j¿R¿/À®�¬û²c®�­�¼V´+¯�³?±b¨�¸=«{°j· ¾ �!h � h B0
k+1 = Bk À Çu¶�«�ª/³�¶n¶n¹õª�«R¬|É�¨�°jº�¨�­(±b«0³ ­b«{¶�¼V±w®�«R¬G«{¸ ¾j¿/À ®n¸±b²c¨�¸C«{¶n¶�« Á ®�¬Vº#³�­b­j¼c·5´c±w®�«R¬�­r³?°j¨�É�¨�°b®nø�¨�¯+ÄrÆ1«{±b¨�±b²�³?±�±b²�¨�³�­b­b¼�·5´c±w®�«R¬c­r·*³?¯�¨�«R¬#±b²c¨´c°j«{µ�¶�¨�· ³?°j¨&­b®�·5®n¶}³?°�±b«�±b²�«R­b¨&ºR®nÉ�¨�¬Öµ�¹�ÕU°j«�¹�¯�¨�¬ ¾j¿���
���À Ä

Assumptions on the problem
�

¾ & ¿/À F : R
n → R

n ®�­1ª�«R¬L±w®�¬L¼�«R¼c­w¶n¹6¯V®�ÃT¨�°�¨�¬|±w®}³?µc¶�¨(®�¬Ö³?¬Ð«{´+¨�¬0ª�«R¬LÉ�¨�ÒÐ­b¨�± D Ä

5



¾ &�þ À Í�²c¨1­w¹X­w±b¨�· «{¸�¨�½�¼�³?±w®�«R¬c­4²�³�­U³�­b«{¶�¼c±w®�«R¬+ÇV±b²�³?±U®�­
∃x∗ ∈ D

­b¼cª�²5±b²�³?±
F(x∗) =

0
Ä

¾ &%� À J(x)
®�­k)T®n´�­bª�²V®n±bÌ�ª�«R¬L±w®�¬�¼c«R¼c­&³?±

x∗
Á ®n±b²Ðª�«R¬c­w±j³�¬|±

Klip

Çc±b²�³?±1®�­

‖J(x) − J(x∗)‖ ≤ Klip‖x − x∗‖ ∀x ∈ D. ¾j¿�:�À
®�¬0±b²c¨&¬c¨�®nº�²Lµ+«{°j²c«�«L¯

D
Ä

¾ &�ý À J(x∗)
®�­�¬c«R¬XÎ�­w®�¬Vº�¼c¶}³�°&³�¬c¯0±b²c¨�°j¨&¨�ÒX®�­w±b­

γ > 0
­j¼cªj²0±b²�³?±

‖J(x∗)−1‖ < γ
Ä

Assumptions on the algorithm
�

¾ ü ¿/À Í�²c¨4³�¶nº�«{°j®n±b²c·$®�­�µ�³�­b¨�¯�«R¬(±b²�¨�®n±b¨�°�³�±w®�«R¬ ¾ � À Á ®n±b² x0

³�¬c¯
B0

³�­�®�¬V®n±w®}³?¶�º�¼c¨�­j­�Ä
¾ ü þ À Bk

®�­�º�¨�¬c¨�°�³?±b¨�¯ÖµL¹ ¾j¿R¿/À Á ®n±b² B0
k+1 = Bk

Ä
¾ ü � À Γ2 ®�­�ª�«R·5´�¼c±b¨�¯0¼c­w®�¬cº5±b²c¨ � � / � NV�!���.-O��PQP"NR ��Q��1 Ä
¾ ü ý À ∀i ≤ k

Ç Á ¨&²�³�É�¨
ωi

k+1 ≤ Mω

¸C«{°�³?¶n¶
k
Ä

¾ ü ��À Í�²c¨&­w®�Ì/¨I«{¸�±b²c¨&´T«{´�¼V¶}³?±w®�«R¬ P
®�­�µ+«R¼c¬c¯c¨�¯Ö³�µ+«�É�¨&µ�¹

MP

Ä
Í1²�¨I¬c«{±j³?±w®�«R¬

‖ · ‖
®�­�¼c­b¨�¯ ¸=«{°1±b²c¨

l2
É�¨�ª�±b«{°�¬�«{°j·

‖x‖ = (xTx)
1
2
Ç�³�¬c¯.¸=«{°�³�¬|¹

·#³?±w°b®�Òõ¬c«{°j· Á ²V®�ªj²K®�­(ª�«R¬c­b®�­w±b¨�¬|± Á ®n±b²K±b²c¨
l2
¬�«{°j·�®�¬õ±b²c¨*­b¨�¬c­j¨\±b²�³?±

‖Ax‖ ≤

‖A‖‖x‖
¸=«{°�¨/³�ªj²

x ∈ R
n ³�¬c¯

A ∈ R
n×n Ä�ö�¬.´�³?°b±w®�ª�¼V¶}³?°/Ç�±b²c¨ l2

·#³?±w°b®�Ò�¬c«{°j· ³�¬c¯
±b²c¨lCX°j«{µ+¨�¬V®�¼�­5¬c«{°j· ³?°j¨ ª�«R¬c­w®�­w±b¨�¬L± Á ®n±b²G±b²c¨

l2
É�¨�ª�±b«{°#¬�«{°j·�ÄaCV«{°(±b²c¨.­�³�Ï�¨.«{¸

­w®�·\´c¶n®nø�ª/³?±w®�«R¬+Ç Á ¨(¯c¨�¬c«{±b¨
ωi

k+1 = ωi

Ç
S = Sk+1

Ç
Y = Yk+1

³�¬c¯
Ip = {1, . . . , p}

Ä
Í1²c¨�´c°j«�«{¸�¼�­b¨�­\­b«R·#¨.¶�¨�·\·*³LÄm)+¨�·#·#³ ¿ ³�¬c¯9þÑ³?°j¨0ª�¶}³�­b­b®�ª/³�¶�°j¨�­j¼V¶n±b­\¸C°j«R· ±b²c¨
¶n®n±b¨�°�³?±b¼V°j¨{Än)+¨�·\·*³o��p � ³?°j¨6±b¨�ªj²c¬c®�ª/³�¶(¶�¨�·#·#³»°j¨�¶}³?±b¨�¯ ±b«�«R¼V°0·\¨�±b²�«L¯+Ä Í�²c¨�®n°
´c°j«�«{¸=­�³?°j¨I´c°j«�ÉL®�¯�¨�¯0®�¬0±b²c¨,³?´c´+¨�¬c¯V®�ÒTÄ

Lemma 1 q � � F : R
n −→ R

n T�� �� ������r� �  �2� -s[t3��vu � N � ���#�!� T - � �r�w�#1 �  �P � �
�� ��"x ��y

D ⊂ R
n z x ∈ D z ���,3Z- � � J

T�� q �{P � ��1Q���}|m�� ������r� �  �2� ��� x
�r�~��1 �

� � � K 1 T  �NV12 � �3
D � ����1`�� �� � ������� Klip

hc�O1 � ���� �Nc���"[
u, v ∈ D,

‖F(v) − F(u) − J(x)(v − u)‖ ≤ Klip

‖v − x‖ + ‖u − x‖

2
‖v − u‖ . ¾j¿���À

Proof.
ÅX¨�¨{Ç�¸C«{°�¨�Òc³�·5´c¶�¨{Ç"	�¨�¬c¬V®�­�³?¬�¯ÖÅXª�²c¬�³?µ+¨�¶BÇ ¿�����
 Ä �

Lemma 2 q � � A,C ∈ R
n×n ���,3<� ����� / � ��12���

A
� � �r�"x � N��#� T - � z � ���#1 ∥∥A−1

∥

∥ ≤

µ. � � ‖A − C‖ ≤ β
���,3

βµ < 1 z �#1 � � C
� � �.- �  l�r�"x � N���� T - � ���,3

∥

∥

∥
C−1

∥

∥

∥
≤

µ

1 − βµ
. ¾ þ 7�À

Proof.
Í1²c®�­1¶�¨�·\·*³`®�­4ÏX¬c« Á ¬6³�­1±b²c¨`Õ�³�¬�³�ª�²�&�¨�°b±b¼V°bµ�³�±w®�«R¬�)+¨�·#·#³LÄ ¾ ÅX¨�¨{Ç�¸C«{°¨�Òc³?·\´c¶�¨{Çd��°b±b¨�º|³5³�¬c¯I44²�¨�®�¬|µ+«{¶�¯V±�Ç ¿��6587�À Ä �

:



Lemma 3 � �(� ����� /
P����! �� ���9�X�.�6�R�9����� ��N � x � NV�v� � 3 z ��1 � �

‖SΩ2ST‖ ≤ 2MPM2
ω

·#³�Ò
i∈Ik+1

‖xi − x∗‖2, ¾ þ ¿/À
‖Ω2ST‖ ≤

√

2MPM2
ω

·#³�Ò
i∈Ik+1

‖xi − x∗‖. ¾ þRþ À
� 1 � N � x∗

� �
�  .- � �#�! ��D �� �R�V� h

Lemma 4 � �(� ����� /
P����! �� �����i�V� z ���W�6� ���,3 ���k��� ��N � x � NV�v� � 3<��1 � �,�

‖(Y − J(x∗)S)‖ ≤
√

2MPKlip

·#³�Ò
i∈Ik+1

(

‖xi − x∗‖2
) ¾ þ�� À

� 1 � N � x∗
� �
�  .- � �#�! ��D �� �R�V� h

Lemma 5 � �(� ����� /
P����! �� �9�*��� � � x � N��v� � 3 z �#1 � �
∥

∥

∥

∥

(

Γ2 + SΩ2ST
)−1

∥

∥

∥

∥

≤
1

τ
¾ þ�ý À

� 1 � N � τ > 0
h

Í1²c¨U´�³?°�³�·\¨�±b¨�°
τ
®�¬
)+¨�·#·#³ � ª�«R¬|±w°�«{¶�­�±b²c¨ ·#³�¹ Á ¨U´+¨�°b±b¼c°bµ SΩ2ST Ä�öB±uº�¼�³?°�³�¬|±b¨�¨�­±b²�³?±*±b²c¨0­b·*³?¶n¶�¨�­w±*¨�®nº�¨�¬LÉR³�¶�¼�¨Ñ«{¸ (

Γ2 + SΩ2ST
) ®�­*­w±w°b®�ª�±w¶n¹gºR°j¨/³?±b¨�°*±b²�³?¬

τ
³�¬c¯�Ç

±b²c¨�°j¨�¸=«{°j¨{Ç�­j³?¸=¨�¶n¹Ð´+«R­w®n±w®nÉ�¨5®�¬Ñ³5ø�¬c®n±b¨(³?°b®n±b²�·\¨�±w®�ª5ª�«R¬L±b¨�Ò�±,®n¸
τ
®�­�´c°j«{´+¨�°b¶n¹Ðª�²c«R­b¨�¬+Ä

ÅXª�²c¬�³?µ+¨�¶�³�¬c¯�G�­wÏ�« Á ¾j¿����V¿/À ­b¼cºRº�¨�­w±�±b«#ªj²c«�«R­b¨ τ = (
·#³�ª�²c¨�´�­

)
1
3
Á ²c¨�°j¨�·#³�ªj²c¨�´�­®�­1±b²�¨&·#³�ªj²c®�¬c¨,¨�´�­b®n¶�«R¬+Ä

Theorem 6 q � �*� ����� /
P��#�! �� �a���i�V� �� ���A��� 12 .-�3c�� �N<�#1 � P"N� T - � /����,3D� ���
��� /
P����! �� ���9���V� �� �9�*��� 12 .-�3a�� �N_�#1 � �.- K  �NV����1Q/�h��O1 � ����1 � N �m��y � � �<� �  �, �� � � �!K �����rx � �� �� � ������� �

α1
���,3

α2

��� ��1=��12���U�� �N � �Q��1
xk

���,3
Bk
�

‖Bk+1 − J(x∗)‖ ≤
(

1 + α1

·#³�Ò
i∈Ik+1

‖xi − x∗‖2
)

‖Bk − J(x∗)‖

+ α2

·#³�Ò
i∈Ik+1

‖xi − x∗‖3 .
¾ þ ��À

Proof.
CX°�«R· ±b²c¨&¼c´T¯�³�±b¨&¸C«{°j·(¼V¶}³ ¾j¿R¿/À Ç+³�¬c¯�¯c¨�ø�¬V®�¬Vº

T1 = I − SΩ2ST (Γ2 + SΩ2ST )−1

T2 = (Y − J(x∗)S)Ω2ST (Γ2 + SΩ2ST )−1,

Á ¨&«{µc±j³?®�¬
‖Bk+1 − J(x∗)‖ = ‖Bk − J(x∗) + [(J(x∗)S − J(x∗)S) + (Y − BkS)]Ω2ST (Γ2 + SΩ2ST )−1‖

≤ ‖T1‖‖Bk − J(x∗)‖ + ‖T2‖.

CX°j«R·�)+¨�·\·*³��5³�¬c¯ � Á ¨,«{µc±j³?®�¬
‖T1‖ ≤ ‖I‖ + ‖SΩ2ST‖‖(Γ2 + SΩ2ST )−1‖ ¾ þ 
�À

≤ 1 + α1

·#³�Ò
i∈Ik+1

‖xi − x∗‖2, ¾ þ 5RÀ

�



Á ®n±b²
α1 = 2

τ
MPM2

ω > 0
Ä(§©¨5ª�«R¬cª�¶�¼c¯c¨\±b²c¨�´c°�«L«{¸ ¼c­w®�¬Vº<)�¨�·\·#³���Ç�ý0³�¬c¯ � ±b«­b²c« Á ±b²�³?±��

‖T2‖ ≤ ‖(Y − J(x∗)S)‖‖Ω2ST‖‖(Γ2 + SΩ2ST )−1‖ ¾ þ :�À
≤ α2

·#³�Ò
i∈Ik+1

‖xi − x∗‖3. ¾ þ ��À
Á ®n±b²

α2 = 2
τ
KlipMPM2

ω > 0
Ä
�

Theorem 7 q � �*� ����� /
P��#�! �� �a���i�V� �� ���A��� 12 .-�3c�� �N<�#1 � P"N� T - � /����,3D� ���
��� /
P����! �� ���9���V� �� �9����� 12 .-�3+�� �N*�#1 � �.- K  �NV����1Q/�h � � z �� �N � �Q��1 r ∈]0, 1[

��1 � N �
��y � � � �

ε(r)
���,3

δ(r)
��� ��1���12���

‖x0 − x∗‖ ≤ ε(r) ¾ � 7�À
���,3

‖B0 − J(x∗)‖ ≤ δ(r) ¾ � ¿/À
��1 � ����1 �<�������]� �,� �

xk+1 = xk − B−1
k F(xk)

� � � � -r-k3 � �0� � 3����,3D�� ��"x � N KM��� q
�

-s�r� � ��N�-s[I�� 
x∗ � ����1 q

� ���Q���� �N����H/� � �
r
h+  � N��#1 � NV/� �N � z ��1 ���������,� �,� ��� {‖Bk‖}k���,3 {

‖B−1
k ‖

}
k

��N �
� �"�v�� �NV/I-s[ T  � �,3 � 3Qh

Proof.
Í1²c¨4­b±w°j¼cª�±b¼V°j¨4«{¸�±b²c¨4¯c¨�·#«R¬c­w±w°�³?±w®�«R¬\®�­�­w®�·5®n¶}³?°�±b«�±b²c¨4´c°j«�«{¸�«{¸TÍ1²c¨�Î

«{°j¨�·¡��Äÿþ�®�¬ÐÕU°j«/¹X¯c¨�¬�¨�±�³?¶BÄ ¾j¿��65 � À Ä §©¨&²�³�É�¨I´�¼V°b´+«R­b¨�¯V¶n¹.­wÏ�®n´c´+¨�¯�­b«R·#¨�®�¯c¨�¬|±w®�ª/³?¶±b¨�ªj²�¬V®�ª/³?¶�¯�¨�±j³�®n¶�­/Ä
C�®n°j­w±�ªj²c«�«R­b¨

ε(r) = ε
³�¬c¯

δ(r) = δ
­b¼cª�²�±b²�³?±

γ(1 + r) (Klipε + 2δ) ≤ r ¾ �Rþ À
³�¬c¯

(

2α1 + α2

ε

1 − r

)

ε2

1 − r2
≤ δ. ¾ ��� À

§©¨4®�¬LÉ�«{Ï�¨i)+¨�·\·*³�þ Á ®n±b²
µ = γ

³�¬c¯
β = 2δ

±b«I´�°j«/É�¨4±b²�³�±
B0

®�­�¬�«R¬XÎ�­w®�¬Vº�¼V¶}³?°
³�¬c¯

‖B−1
0 ‖ < γ(1 + r). ¾ ��ý À

Æ1«{±b¨,±b²�³?±�³�­b­b¼c·\´c±w®�«R¬
2δγ < 1
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‖x1 − x∗‖ ≤ r‖x0 − x∗‖ ¾ � ��À
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‖Bm − J∗‖ ≤ 2δ ¾ � 
�À
‖xm+1 − x∗‖ ≤ r‖xm − x∗‖ ¾ � 5RÀ
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¸=«{°�³?¶n¶
m = 1, . . . , k − 1

Ä
§©¨&øc°�­w±r´c°j«/É�¨�±b²�³?±

‖Bk − J∗‖ ≤ 2δ
¼c­b®�¬Vº#Í1²�¨�«{°j¨�· 
 Ä�CV°j«R· ¾ þ ��À Á ¨&¯�¨�¯c¼cª�¨

‖Bm+1 − J(x∗)‖ − ‖Bm − J(x∗)‖

≤ α1

·#³�Ò
i∈Im+1

‖xi − x∗‖2 ‖Bm − J(x∗)‖ + α2

·*³�Ò
i∈Im+1

‖xi − x∗‖3

≤ α1r
2(m+1)ε22δ + α2r

3(m+1)ε3 ¾ � :�À
ÅX¼�·\·5®�¬cº`µ+«{±b²�­b®�¯c¨�­�«{¸ ¾ � :�À ¸=«{° m

°�³?¬cºR®�¬Vº5¸C°j«R· 7 ±b« k − 1
Ç Á ¨,¯c¨�¯c¼cª�¨I±b²�³�±

‖Bk − J(x∗)‖ ≤ ‖B0 − J(x∗)‖ +

(

2α1δ + α2

ε

1 − r

)

ε2

1 − r2
¾ � ��À

≤ 2δ, ¾ ý 7�À
Á ²c¨�°�¨ ¾ ý 7�À ¯c¨�°j®nÉ�¨�­�¸C°j«R· ¾ � ¿/À ³?¬�¯ ¾ ��� À ÄÍ1²�¨I¸=³�ª�±1±b²�³�±

Bk

®�­�®�¬|É�¨�°j±w®nµc¶�¨5³�¬c¯
‖B−1

k ‖ ≤ γ(1 + r)
®�­�³�º|³?®�¬6³(¯V®n°j¨�ª�±�³�´�´c¶n®�Î
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¾j¿��65 � À Ç Á ¨&ª/³�¬Ö¬c« Á «{µc±j³?®�¬ ¾ � 5RÀ ¸C«{° m = k

Çcª�«R¬cª�¶�¼c¯c®�¬Vº ±b²c¨I®�¬c¯c¼�ª�±w®�«R¬Ð´�°j«L«{¸yÄ
�

4 Numerical Results

4.1 General behavior

§©¨ ´c°j¨�­b¨�¬L±�²c¨�°j¨4³�¬(³�¬�³?¶n¹X­w®�­U«{¸�±b²c¨ ´T¨�°j¸C«{°j·*³�¬cª�¨�«{¸�«R¼V°�·\¨�±b²c«�¯+ÇR®�¬�ª�«R·5´�³�°j®�­b«R¬(±b«
ª�¶}³�­b­w®�ª/³?¶�³?¶nº�«{°b®n±b²c·\­/Ä ü ¶n¶u³?¶nº�«{°b®n±b²c·#­�³�¬c¯0±b¨�­w±1¸=¼c¬cª�±w®�«R¬c­�²�³�É�¨,µT¨�¨�¬0®�·5´c¶�¨�·#¨�¬|±b¨�¯
Á ®n±b² ±b²c¨6´�³�ªbÏR³?º�¨o��ª�±j³�É�¨ ¾ ­b¨�¨ http://www.octave.org/ À ³�¬c¯ôª�«R·\´�¼V±j³?±w®�«R¬c­
²�³�É�¨&µT¨�¨�¬0¯c«R¬c¨I«R¬0³,¶}³?´c±b«{´Ð¨�½�¼V®n´c´+¨�¯ Á ®n±b² ¿�7�
�
 @�$�ÌL�H&%¢ô®�¬�¯c«R¼Vµ�¶�¨�´c°j¨�ª�®�­w®�«R¬+Ä
Í1²c¨I·*³�ªj²V®�¬c¨�¨�´�­w®n¶�«R¬Ö®�­�³?µ+«R¼V±�þ�ÄÿþRþ 7 ý�¨�Î ¿�
 ÄÍ1²�¨�¬L¼c·#¨�°b®�ª/³?¶�¨�ÒX´+¨�°b®�·\¨�¬L±b­ Á ¨�°j¨�ª/³?°b°b®�¨�¯»«R¼V±,«R¬û³*­b¨�±&«{¸H� 7 ±b¨�­w±I¸=¼c¬cª�±w®�«R¬c­/Ç­b¨�É�¨�¬ Á ®n±b²6øcÒX¨�¯©¯V®�·#¨�¬c­w®�«R¬Ñ³�¬c¯©þ�� Á ®n±b²©¯V®�·#¨�¬c­w®�«R¬

n = 6, 10, 20, 50, 100
Ä�Í1²V®�­

­b¨�±�®�­�ª�«R·5´+«R­b¨�¯6«{¸�±b²c¨`¸=«R¼V°I­w±j³�¬c¯�³?°j¯©¬c«R¬c¶n®�¬c¨/³?°,­w¹X­w±b¨�·\­�«{¸U¨�½�¼�³?±w®�«R¬c­&´�°j«{´+«R­b¨�¯
µ�¹l	�¨�¬c¬c®�­�³�¬c¯ÖÅXª�²c¬�³?µ+¨�¶ ¾j¿�����
�À�¾ ±b²�³�±�®�­�Ç"£Fy � � �,3 � 3I¤S ��� � T NR ���¥l  � �,���#�! �� Ç"£Fy.�� � �,3 � 3 �  � � -r-�¦d�r� K�� -���Nc  � �,�����! �� Ç �2N�� K  ��, �/ � ��NV�!�I  � �,�����! �� Çe§*� -s�!���.-+¨��.-r- � [  � �,�����! �� À ÇU±b²V°�¨�¨ ¸C¼c¬�ª�±w®�«R¬c­5¸C°j«R· ÕU°j«/¹X¯c¨�¬ ¾j¿���
���À Ç4ø�É�¨ ¸C¼c¬�ª�±w®�«R¬c­5´c°�«{´T«R­j¨�¯KµL¹©�¨�¶n¶�¨�¹ ¾ þ 7�7 þ À ®�¬#²c®�­U¬c¨ Á µT«�«{Ï�«R¬#Æ�¨ Á ±b«R¬+ÊË­r·\¨�±b²c«�¯ ¾ ±b²�³?±�®�­�ÇQ� NR������� KM� ����  � �,� ����! �� Ç �X¦d�r/
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±b²c¨�³?¶nº�«{°b®n±b²c·\­/Ç Á ¨�²�³�É�¨&³�¶�­j«`ª�«R¬�­w®�¯c¨�°j¨�¯

10x0
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±b²c¨�®�¬V®n±w®}³?¶�ÔR³�ª�«{µc®}³�¬\³?´c´c°j«/Ò�®�·*³?±w®�«R¬
B0

®�­u±b²c¨�­j³�·\¨�¸=«{°�³�¶n¶c³?¶nº�«{°b®n±b²c·#­�³�¬c¯�¨�½�¼�³?¶X±b«
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­b·*³�¶n¶|°j¨�­w®�¯c¼�³?¶BÇR±b²�³?±�®�­

‖F(xk)‖/‖F(x0)‖ ≤ 10e−6
ÇR·#³�Ò�®�·(¼c· ¬�¼c·`µT¨�°�«{¸L®n±b¨�°�³?±w®�«R¬c­

¾ k ≥ 200
¸C«{°�´c°j«{µc¶�¨�·#­�«{¸�­w®�Ì/¨

n ≤ 20
³�¬c¯

k ≥ 500
¸=«{°�´c°j«{µc¶�¨�·#­�«{¸�­w®�Ì�¨

n = 50³�¬c¯
n = 100 À ÇT³�¬c¯�¯c®nÉ�¨�°bº�¨�¬cª�¨{Ç+¯V®}³?º�¬c«R­b¨�¯Ö®n¸ ‖F(xk)‖ ≥ 10e10

Ä
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�À Ä
þ�Ä�ÕU°j«�¹�¯�¨�¬+ÊË­(Õ ³�¯`@�¨�±b²c«�¯ ¾ ÕrÕ0@ À Ç�³�¶�­j«�´c°j«{´+«R­b¨�¯ûµL¹»ÕU°j«�¹�¯�¨�¬ ¾j¿���
���À Ä�öB±,®�­µ�³?­j¨�¯0«R¬�±b²�¨I¸C«{¶n¶�« Á ®�¬Vº�­b¨�ª/³�¬L±�¨�½�¼�³?±w®�«R¬"�

sk = B−1
k+1yk. ¾ ý ¿/À

³�¬c¯Ð¯V®n°j¨�ª�±w¶n¹0ª�«R·\´�¼V±b¨�­�±b²c¨I®�¬LÉ�¨�°j­b¨`«{¸
Bk

�

B−1
k+1 = B−1

k +

(

sk − B−1
k yk

)

yT
k

yT
kyk

. ¾ ý|þ À
ÕU°j«�¹�¯�¨�¬ ¾j¿���
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B0

k+1 = Bk

¼c­w®�¬cºÑ±b²c¨ � � / � N �
�!���.-*��PQP"N� ��Q��1 ¯c¨�­bª�°b®nµ+¨�¯÷®�¬ ÅX¨�ª�±w®�«R¬ þ�Äÿþ�Ç Á ®n±b²

τ = (
·#³�ªj²�¨�´�­

)
1
3
Ä²�r«R¬XÎ

±w°�³�°j®n¶n¹Ð±b« Á ²�³?±�®�­�´c°j¨�­b¨�¬L±b¨�¯©®�¬6±b²c¨�±b²c¨�«{°j¨�±w®�ª/³?¶r³?¬�³�¶n¹X­w®�­�Ç Á ¨(ª�«R¬c­b®�¯c¨�°&«R¬V¶n¹
p =

·*³�Ò
(n, 10)

´c°�¨�ÉL®�«R¼c­\®n±b¨�°�³?±b¨�­*®�¬G±b²c¨.´+«{´�¼V¶}³?±w®�«R¬+ÄPö�¬�¯c¨�¨�¯+Çr®�¬cª�¶�¼c¯V®�¬cº
³?¶n¶1´�°j¨�ÉL®�«R¼�­�®n±b¨�°�³?±b¨�­\·*³�¹»º�¨�¬�¨�°�³?±b¨�·\¨�·#«{°b¹û·#³�¬�³?º�¨�·#¨�¬|±�´c°�«{µc¶�¨�·\­�Çr³�¬c¯
³�¬L¹ Á ³�¹û¯�«L¨�­&¬�«{±&­w®nº�¬V®nø�ª/³�¬L±w¶n¹õ³�ÃT¨�ª�±,±b²c¨(µ+¨�²�³�É�®�«{°`«{¸ ±b²c¨5³?¶nº�«{°b®n±b²c·0Ä5Í1²c¨
Á ¨�®nº�²L±b­&³�°�¨I¯c¨�ø�¬c¨�¯Ö³?­

ωi
k+1 =

1

‖xk+1 − xi‖2
∀i ∈ Ip ¾ ý�� À

Í1²�¨�·#¨/³?­j¼V°j¨�«{¸�´+¨�°b¸=«{°j·#³�¬cª�¨�®�­r±b²c¨�¬L¼c·`µ+¨�°4«{¸�¸=¼c¬cª�±w®�«R¬�¨�ÉR³?¶�¼�³?±w®�«R¬c­�±b«`°j¨/³�ª�²
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fp,a

®�­*±b²c¨Ö´T¨�°j¸C«{°j·*³�¬cª�¨�®�¬c¯�¨�Ò9«{¸�³?¶nº�«{°b®n±b²c·
a
«R¬9´c°j«{µc¶�¨�·

p
Ç1±b²�¨�¬g±b²�¨

P � N#�� �NV/����,� � N������! ®�­�¯c¨�ø�¬c¨�¯0µL¹
rp,a =

fp,a·5®�¬
a{fp,a}

, ¾ ýRý À
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a
²�³?­,ª�«R¬|É�¨�°bº�¨�¯õ¸=«{°&´c°j«{µ�¶�¨�·

p
Ç�³�¬c¯

rp,a = r ³s´�µv¶ «{±b²c¨�° Á ®�­j¨{Ç Á ²�¨�°j¨
r ³s´�µv¶ ·(¼c­w±�µ+¨.­w±w°b®�ª�±w¶n¹G¶}³?°bº�¨�°*±b²�³�¬g³�¬L¹K´T¨�°j¸C«{°j·*³�¬cª�¨ °�³?±w®�« ¾ ýRý À ÄmCV«{°#³�¬|¹KºR®nÉ�¨�¬±b²V°j¨�­j²c«{¶�¯

π
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a
®�­�ºR®nÉ�¨�¬Ðµ�¹

ρa(π) =
1

np

Φa(π) ¾ ý ��À
Á ²c¨�°�¨

np

®�­I±b²c¨�¬�¼c·`µ+¨�°,«{¸ ´c°j«{µc¶�¨�·#­&ª�«R¬c­w®�¯c¨�°�¨�¯+Çu³�¬c¯
Φa(π)

®�­I±b²c¨�¬�¼c·`µ+¨�°,«{¸
´c°j«{µ�¶�¨�·\­1¸=«{° Á ²c®�ªj²

rp,a ≤ π
Ä

ö�¬Ñ´�³?°b±w®�ª�¼V¶}³?°/Ç�±b²c¨\É{³?¶�¼c¨
ρa(1)

ºR®nÉ�¨�­`±b²c¨5´c°j«{µ�³?µc®n¶n®n±p¹»±b²�³?±(³�¶nº�«{°j®n±b²c·
a
Á ®�¬c­«/É�¨�°I³?¶n¶�«{±b²c¨�°�³�¶nº�«{°j®n±b²c·\­�Ä Í1²c¨�ÉR³?¶�¼c¨

limπ→r ·¹¸rº » ρa(π)
ºR®nÉ�¨�­�±b²c¨I´c°j«{µ�³�µ�®n¶n®n±�¹0±b²�³�±

³?¶nº�«{°b®n±b²c·
a
­b«{¶nÉ�¨�­Ð³Ñ´c°�«{µc¶�¨�·%³�¬c¯+Ç�ª�«R¬�­b¨�½L¼�¨�¬|±w¶n¹RÇ&´�°j«/É�®�¯c¨�­0³»·\¨/³�­b¼V°�¨Ð«{¸&±b²�¨

°j«{µ�¼�­w±b¬c¨�­b­�«{¸u¨/³�ªj²Ö·\¨�±b²�«L¯+Ä
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C�®nº�¼c°j¨ ¿ ��&�¨�°b¸=«{°j·#³�¬cª�¨L&�°j«{øc¶�¨

§©¨�øc°j­w±1´�°j¨�­b¨�¬L±�±b²c¨,´+¨�°b¸C«{°�·#³�¬cª�¨I´c°�«{øc¶�¨,¸=«{°�³?¶n¶�³?¶nº�«{°b®n±b²c·#­�¯�¨�­bª�°b®nµ+¨�¯©³�µ+«�É�¨
«R¬�³?¶n¶1´c°�«{µc¶�¨�·\­5«R¬_C�®nº�¼V°�¨ ¿ Ä ü Ì/«L«R·�¸C«{°

π
µ+¨�± Á ¨�¨�¬ ¿ ³�¬c¯Gý©®�­�´�°j«/É�®�¯c¨�¯Â®�¬C�®nº�¼V°j¨,þ�Ä

Í1²�¨�°�¨�­b¼V¶n±b­,³?°j¨`É�¨�°b¹©­j³?±w®�­w¸B³�ª�±b«{°b¹©¸C«{°&«R¼c°&·\¨�±b²c«�¯+Ä�ö�¬c¯c¨�¨�¯+Ç Á ¨�«{µ�­b¨�°jÉ�¨�±b²�³?±
>&Å®@2®�­�µ+¨�­w±�«R¬#¬c¨/³?°b¶n¹ 5876¼ «{¸�±b²c¨4´c°�«{µc¶�¨�·\­�ÇX³�¬c¯�®�­�³?µc¶�¨�±b«&­b«{¶nÉ�¨�·\«{°j¨r±b²�³�¬ ��76¼«{¸�±b²c¨ ¿ þ�ý(°j¼c¬�­ ª�«R¬�­w®�¯c¨�°j¨�¯+Ä0CX°j«R·½C�®nº�¼V°j¨Iþ�Ç Á ¨�¬c«{±b¨&³?¶�­b«`±b²�³?± Á ²c¨�¬I>,Å®@ ®�­r¬c«{±
±b²c¨(µ+¨�­w±&·#¨�±b²c«L¯�Ç�®n±,ª�«R¬LÉ�¨�°bº�¨�­ Á ®n±b²V®�¬õ³#¸B³�ª�±b«{°,«{¸ ¿ Ä � «{¸�±b²c¨(µ+¨�­w±,³?¶nº�«{°b®n±b²�·�¸=«{°
·\«{°�¨(±b²�³�¬ :�76¼ «{¸�±b²c¨\´c°j«{µc¶�¨�·#­�Ä5§©¨#³?¶�­b«Ðª�«R¬Vøc°j·�°j¨�­b¼V¶n±b­,µL¹b@0³?°b±w®�¬c¨�Ì ¾ þ 7�7�7�À­b²c« Á ®�¬Vº`±b²�³?±U±b²c¨A$4¹�µc°b®�¯*·\¨�±b²c«�¯�®�­ ·\«{°j¨r°j¨�¶n®}³?µc¶�¨�±b²�³�¬ ÕF>X@ ³�¬c¯ Õ Õ0@©ÄLö�¬c¯�¨�¨�¯+Ç
®n±�ª�«R¬LÉ�¨�°bº�¨�­�«R¬õ·\«{°j¨(±b²�³?¬ :�76¼ «{¸ ±b²�¨5´c°j«{µ�¶�¨�·\­�Ç Á ²V®n¶�¨*¨/³�ªj²ÂÕU°j«/¹X¯c¨�¬õ·\¨�±b²c«�¯ª�«R¬LÉ�¨�°bº�¨�­5«R¬V¶n¹õ«R¬ 
�76¼ «{¸1±b²�¨#ª/³�­b¨�­�Ä�@.«{°j¨�«�É�¨�°/ÇF$k@I@ Á ®�¬�­(³�­(«{¸C±b¨�¬K³�­5ÕrÕ0@¯c«�¨�­�Ç�µ�¼c±�®�­U·\«{°�¨�°�«{µ�¼c­w±�ÇL³�­�®n±b­U´+¨�°b¸C«{°�·#³�¬cª�¨r´c°j«{ø�¶�¨rºR°j« Á ­U¸=³�­w±b¨�°U±b²�³�¬5±b²c¨r´c°�«{øc¶�¨¸=«{°�ÕrÕF@©Ä�Í1²c¨�°�¨�¶}³�±w®nÉ�¨`°j«{µ�¼c­w±b¬c¨�­b­�«{¸�Õ0>±@ ³�¬c¯ÖÕrÕ0@ ®�­�ª�«R·5´�³?°�³?µc¶�¨{Ä
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C�®nº�¼V°j¨�þ.��&�¨�°j¸C«{°j·*³�¬cª�¨+&�°�«{øc¶�¨,«R¬ ¾j¿ Ç ý À

Í1²�¨�´+¨�°b¸=«{°j·*³?¬�ª�¨�´�°j«{øc¶�¨,³�¬�³?¶n¹X­w®�­�­w±w°�«R¬VºR¶n¹.¯c¨�´+¨�¬c¯c­1«R¬ ±b²c¨I¬�¼c·`µ+¨�°1«{¸u·#¨�±b²XÎ
«�¯c­�±b²�³?±�³?°j¨(µ+¨�®�¬Vº0ª�«R·\´�³?°j¨�¯+Ä�Í1²c¨�°j¨�¸=«{°j¨{Ç Á ¨(¶n®nÏ�¨#±b« ´c°j¨�­b¨�¬L±�³*ª�«R·5´�³�°j®�­b«R¬Ñµ+¨�Î± Á ¨�¨�¬�Õ0>±@ ³?¬�¯c>&ÅM@ «R¬V¶n¹RÇc³�­ Õ0>±@ ®�­�´c°j«{µ�³?µc¶n¹\±b²c¨1·\«R­b± Á ®�¯c¨�¶n¹#¼c­b¨�¯*·\¨�±b²c«�¯+ÄÍ1²c¨(­w®nº�¬c®nø�ª/³�¬|±�®�·5´c°j«�É�¨�·\¨�¬L±&´c°j«�ÉL®�¯�¨�¯©µL¹6«R¼V°&·#¨�±b²c«L¯6«�É�¨�°(ÕU°j«/¹X¯c¨�¬+ÊË­,·\¨�±b²c«�¯
®�­�®n¶n¶�¼c­w±w°�³�±b¨�¯»µ�¹�C�®nº�¼V°j¨
��Ç+µ�³�­b¨�¯©«R¬6°j¼�¬c­�­b¼cª�ª�¨�­b­w¸=¼V¶�¸=«{°&³�±�¶�¨/³�­w±&«R¬c¨(«{¸�±b²c¨`± Á «·\¨�±b²�«L¯c­/ÇV±b²�³?±�®�­ ¿R¿ þ�°j¼c¬c­�Ä

4.2 Behavior in presence of noise

ö�¬�´c°�³�ª�±w®�ª�¨Ö±b²c¨Ö¨�É{³?¶�¼�³?±w®�«R¬ «{¸I­w¹X­w±b¨�·#­#«{¸&¬c«R¬c¶n®�¬c¨/³?°�¨�½L¼�³?±w®�«R¬c­.«{¸C±b¨�¬9°j¨�±b¼V°j¬�­*³
°j¨�­b¼c¶n±,±b²�³?±,®�­`³�ÃT¨�ª�±b¨�¯õµ�¹Ñ¬c«{®�­b¨{Çu®�¬û´�³?°b±w®�ª�¼c¶}³�°(®n¸r±b²c¨#¨�É{³?¶�¼�³?±w®�«R¬G®�­,±b²c¨\«R¼V±bª�«R·#¨
«{¸4­w®�·(¼V¶}³?±b«{°�°�¼c¬c­�Ä(Cc«{°�¨�Òc³?·\´c¶�¨*ÕU®�¨�°b¶}³?®n°j¨ ³�¬c¯`�r°b®n±w±w®�¬ ¾ þ 7�7 ��µ À ¯c¨�­jª�°b®nµ+¨5­b¼cª�²õ³´c°j«{µ�¶�¨�· ®�¬Ñ±b²�¨(±w°�³�¬c­w´+«{°b±j³?±w®�«R¬ûø�¨�¶�¯+Ä5Í1²c¨�°j¨�¸=«{°j¨{Ç Á ¨5ª�«R¬�ª�¶�¼c¯c¨5±b²c®�­,­b¨�ª�±w®�«R¬»µL¹Ñ³´c°j¨�¶n®�·\®�¬�³?°b¹Ö³�¬�³?¶n¹X­w®�­I«{¸�±b²c¨,µT¨�²�³�ÉL®�«{°&«{¸�«R¼c°�·#¨�±b²c«L¯Ð®�¬Ð±b²c¨&´c°�¨�­b¨�¬cª�¨`«{¸�¬c«{®�­b¨�®�¬
±b²c¨�¸=¼c¬cª�±w®�«R¬�Ä#ö�¬c¯�¨�¨�¯+Ç Á ¨5­w´+¨�ª�¼V¶}³?±b¨5±b²�³?±&±b²�¨5¼c­b¨�«{¸4³#¶}³�°jº�¨�°�­j³�·5´�¶�¨5«{¸�®n±b¨�°�³�±b¨�­
Á ®n±b²V®�¬6³`¶�¨/³�­w±�­j½L¼�³?°j¨�­�¸¢°�³?·#¨ Á «{°jÏ ­j·\«�«{±b²c­4±b²c¨I®�·\´�³�ª�±�«{¸�¬c«{®�­b¨�«R¬�±b²c¨&·#¨�±b²c«�¯+Ä§©¨1ª�«R¬c­b®�¯c¨�° ³�º�¨�¬c¨�°�³?¶n®�Ì/¨�¯ ¬c«{®�­b¹(­b¹�­w±b¨�·
«{¸�¬�«R¬V¶n®�¬c¨/³?° ¨�½�¼�³?±w®�«R¬c­ ¯c¨�­bª�°b®nµ+¨�¯\µL¹2�

G(x) = Fs(x) + φ(x) ¾ ý 
�À
Á ²c¨�°�¨

Fs

®�­�³õ­b·\«�«{±b²P¬c«R¬V¶n®�¬c¨/³?°Ö­w¹�­b±b¨�·%«{¸�¨�½�¼�³?±w®�«R¬c­6³?¬�¯
φ(x)

®�­0³û°�³�¬c¯c«R·
´+¨�°b±b¼V°bµ�³�±w®�«R¬�Äõ§©¨ Á ³�¬|±\±b«©­b«{¶nÉ�¨

Fs(x) = 0
ÇUµ�¼V± Á ¨�³?°j¨.¬c«{±\³?µc¶�¨.±b«©ª�«R·\´�¼V±b¨

Fs(x)
³�ª�ª�¼V°�³?±b¨�¶n¹RÄ

Í1²c®�­�³�¬�³?¶n¹�­b®�­�²�³?­1µT¨�¨�¬0´+¨�°b¸C«{°�·\¨�¯.¼c­w®�¬cº\± Á «5±p¹L´+¨�­�«{¸u°�³?¬�¯c«R· ¬c«{®�­j¨8�

¿ Ä�ÅX®�·5®n¶}³?°b¶n¹û±b«��r²c«{® ³�¬c¯`©�¨�¶n¶�¨�¹ ¾ þ 7�7�7�À Ç Á ¨5øc°�­w±,³�­b­b¼c·#¨�±b²�³?±,±b²c¨#¬c«{®�­b¨#¯c¨�Î
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C�®nº�¼V°�¨X�.��&�¨�°b¸C«{°�·#³�¬cª�¨&´�°j«{øc¶�¨kp.ÕU°j«�¹�¯�¨�¬�>�«�«L¯�@.¨�±b²c«�¯Ð³�¬c¯�>&Å®@�p

ª�°�¨/³?­j¨�­�¬c¨/³?°1±b²�¨&­b«{¶�¼V±w®�«R¬+Ç+·#«{°j¨�´c°j¨�ª�®�­b¨�¶n¹2�
φ(x) ∼ N(0, α2‖x − x∗‖2). ¾ ý 5RÀ

ö�¬.±b²V®�­�ª/³�­b¨{Çc±b²c¨&¬�«{®�­b¨&®�­�¬�³�·\¨�¯ P"N� �P2 �N����! ��,�.- Ä
þ�Ä1§©¨,±b²c¨�¬Ð³�­b­b¼�·\¨�±b²�³?±�±b²�¨&¬c«{®�­b¨I®�­�ª�«R¬c­w±j³�¬L±�Ç�·#«{°j¨�´c°j¨�ª�®�­b¨�¶n¹2�

φ(x) ∼ N(0, α2). ¾ ý :�À
ö�¬.±b²V®�­�ª/³�­b¨{Çc±b²c¨&¬�«{®�­b¨&®�­�¬�³�·\¨�¯ � T��  .- � � �/Ä

§©¨�²�³�É�¨�­j¨�¶�¨�ª�±b¨�¯Ñ± Á « ´c°j«{µ�¶�¨�·\­ Á ²c¨�°j¨`±b²c¨`µ+¨�²�³�É�®�«{°,«{¸ Õ0>±@�³?¬�¯a>&Å®@ ³?°j¨
³?¶�·\«R­w±�­w®�·\®n¶}³?°�®�¬»±b²�¨*¯�¨�±b¨�°j·5®�¬V®�­b±w®�ª.ª/³?­j¨{Ä�Cc«{°(¨/³�ª�²K¸C¼c¬�ª�±w®�«R¬Â³?¬�¯G¨/³?ª�²K±�¹�´+¨*«{¸
¬c«{®�­b¨�±b²c¨4°j¨�­j¼V¶n±b­ ³?°j¨1´c°j¨�­b¨�¬L±b¨�¯\¸=«{°�ý&¶�¨�É�¨�¶�­4«{¸+­w±b«�ªj²�³?­b±w®�ª�®n±�¹RÇ �!h � h ¸=«{°U¸=«R¼V°U¯V®�Ã+¨�°j¨�¬L±ÉR³�¶�¼�¨�­*«{¸I±b²�¨�´�³?°�³�·\¨�±b¨�°

α
¯c¨�ø�¬c¨�¯�®�¬9¨�½�¼�³?±w®�«R¬c­ ¾ ý 5RÀ ³?¬�¯ ¾ ý :�À ÄP§©¨Ð´c¶�«{±#±b²�¨°j¨�¶}³?±w®nÉ�¨û¬�«R¬V¶n®�¬c¨/³?°�°j¨�­w®�¯�¼�³?¶BÇ�±b²�³�± ®�­

‖G(xk)‖/‖G(x0)‖
Ç�³?º|³�®�¬�­w±�±b²c¨6¬�¼c·`µT¨�°.«{¸

¸=¼c¬cª�±w®�«R¬Ö¨�É{³?¶�¼�³?±w®�«R¬c­�Ä
C�®n°j­w± Á ¨Ñª�«R¬c­b®�¯c¨�°Ö³»´c°j«{µ�¶�¨�·%ºR®nÉ�¨�¬÷µL¹ Å�´+¨�¯V®�ª/³?±b«g³�¬c¯Z$1¼�³�¬Vº ¾j¿����65RÀ ³�¬c¯¸=¼V¶n¶n¹P¯c¨�­bª�°b®nµ+¨�¯ô®�¬ ÅX¨�ª�±w®�«R¬ 
 Ä ýG®�¬ ±b²c¨ ü ´�´T¨�¬�¯V®�Ò�Ä Í�²c¨Ö°j¨�­b¼V¶n±b­Ð«{µc±j³?®�¬c¨�¯ Á ®n±b²±b²c¨ ´c°�«{´T«{°j±w®�«R¬�³?¶�¬c«{®�­b¨Ð³�°�¨ ´c°j¨�­b¨�¬L±b¨�¯G®�¬�C�®nº�¼V°�¨ ýVÄoC�®nº�¼V°j¨�ý ¾ ³ À ®n¶n¶�¼c­w±w°�³?±b¨�­#±b²c¨¯c¨�±b¨�°j·\®�¬V®�­w±w®�ª�ª/³�­b¨{Ç Á ®n±b²

φ(x) = 0
Ç Á ²c¨�°�¨.Õ0>±@ ®�­(­w¶n®nº�²L±w¶n¹Gµ+¨�±w±b¨�°(±b²�³�¬D>&Å®@6Ä

§g²�¨�¬Â³�¬c«{®�­b¨ Á ®n±b²G­b·#³?¶n¶rÉ{³?°b®}³�¬cª�¨ ¾ α = 0.001
ÇFC�®nº�¼V°j¨*ý ¾ µ ÀwÀ ®�­(´c°j¨�­j¨�¬|±�ÇF>,Å®@¯c¨�ª�°j¨/³�­b¨�­ ±b²�¨0ÉR³?¶�¼c¨6«{¸I±b²c¨0°�¨�­w®�¯c¼�³?¶I´c°j¨�±w±p¹�½�¼V®�ªbÏ�¶n¹RÇ Á ²V®n¶�¨6±b²c¨Ö¯c¨�­bª�¨�¬L± °�³?±b¨Ð«{¸Õ0>±@�®�­�·(¼cª�²û­w¶�« Á ¨�°/Ä.§9²c¨�¬Ñ±b²�¨5ÉR³�°j®}³?¬�ª�¨#«{¸r±b²c¨#¬c«{®�­b¨5®�¬�ª�°j¨/³�­b¨�­ ¾ α = 0.01

®�¬
C�®nº�¼V°j¨�ý ¾ ª À Ç�³�¬c¯ α = 1

®�¬�C�®nº�¼V°j¨�ý ¾ ¯ ÀwÀ Çc±b²c¨IÕ0>±@ ®�­r±w°�³?´c´+¨�¯*®�¬.²V®nº�²c¨�°4ÉR³?¶�¼c¨�­1«{¸
±b²c¨(°j¨�­b®�¯c¼�³?¶BÇ Á ²c®n¶�¨(>&Å®@ ³?ª�²V®�¨�É�¨�­(³#­b®nº�¬V®nø�ª/³�¬|±`¯c¨�ª�°j¨/³�­b¨{Ä�Í1²c¨(°�¨�­b¼V¶n±b­&«{µc±j³?®�¬c¨�¯

¿��



Á ®n±b²9±b²c¨Ö³�µ�­b«{¶�¼V±b¨Ö¬c«{®�­b¨6³�°�¨�´c°j¨�­j¨�¬|±b¨�¯9®�¬mC�®nº�¼c°j¨ � ÄôÍ1²�¨.É{³?¶�¼c¨�­*ºR®nÉ�¨�¬ ±b«û±b²c¨
ÉR³�°j®}³?¬�ª�¨�­(³?°j¨(±b²�¨5­j³�·\¨5³�­�³?µ+«/É�¨{Ä Í1²c¨(µ+¨�²�³�ÉL®�«{°(«{¸r±b²c¨�± Á «0·#¨�±b²c«�¯c­I®�­�³?¶�·#«R­w±±b²c¨(­j³�·\¨`³�­�¸C«{°�±b²c¨`´c°j«{´+«{°b±w®�«R¬�³?¶�¬c«{®�­j¨{Ä+>&Å®@ °j¨/³�ªj²�¨�­&³5¶�« Á ¨�°&¶�¨�É�¨�¶U±b²�³�¬ûÕF>X@«{¸&±b²c¨Ö°j¨�­b®�¯c¼�³?¶I¸C«{°.­b·*³?¶n¶ ¾ α = 0.001

ÇiC�®nº�¼c°j¨ ��¾ µ ÀwÀ ³�¬c¯P·\¨�¯V®�¼�· ¾ α = 0.01
Ç

C�®nº�¼V°j¨ ��¾ ª ÀwÀ ÉR³?°b®}³�¬cª�¨�­�Ä4§g²�¨�¬0±b²c¨&É{³?°b®}³�¬cª�¨`®�­�²c®nº�²c¨�° ¾ α = 1
ÇdC�®nº�¼V°j¨ ��¾ ¯ ÀwÀ ¬c«R¬c¨«{¸�±b²c¨I± Á «#·\¨�±b²c«�¯c­4®�­�³�µ�¶�¨&±b«5­w®nº�¬c®nø�ª/³�¬|±w¶n¹6¯c¨�ª�°j¨/³�­b¨,±b²c¨I°j¨�¶}³?±w®nÉ�¨`°j¨�­w®�¯c¼�³�¶BÄ
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C�®nº�¼V°j¨&ýQ�rÕU¨�²�³�ÉL®�«{° Á ®n±b²0´c°j«{´+«{°b±w®�«R¬�³?¶�­w±b«�ªj²�³�­w±w®�ª�®n±p¹

Í1²�¨Ñ­j³�·\¨6±b¨�­w±b­Ð²�³�É�¨»µ+¨�¨�¬ ³�ª�ª�«R·5´c¶n®�­b²�¨�¯ Á ®n±b² ±b²c¨bGuÒ�±b¨�¬�¯c¨�¯Å41«R­b¨�¬|µ�°j«LªjÏ
CV¼c¬�ª�±w®�«R¬(ºR®nÉ�¨�¬�µ�¹+	�¨�¬c¬V®�­�³�¬c¯�ÅXªj²c¬�³�µ+¨�¶ ¾j¿�����
�À ³�¬c¯�¸=¼V¶n¶n¹,¯c¨�­bª�°j®nµT¨�¯`®�¬�ÅX¨�ª�±w®�«R¬ 
 Ä �®�¬Ö±b²c¨ ü ´c´+¨�¬c¯c®�Ò�Ä±C�®nº�¼V°j¨ 
 °�¨�´T«{°j±b­�±b²�¨,µ+¨�²�³�É�®�«{°,«{¸F>,Å®@ ³?¬�¯©Õ0>±@ ³?´c´�¶n®�¨�¯©±b«
±b²V®�­(´c°�«{µc¶�¨�· ´+¨�°b±b¼V°bµ�³�±b¨�¯ Á ®n±b²g³.´c°j«{´+«{°b±w®�«R¬�³�¶1¬�«{®�­b¨{ÄbC�®nº�¼V°j¨ 
�¾ ³ À °j¨�´+«{°b±b­`±b²c¨°j¨�¶}³?±w®nÉ�¨ °j¨�­w®�¯�¼�³?¶ «{¸4±b²c¨#­b·\«�«{±b²û­b¹�­w±b¨�· ¾ α = 0 À Ä�ö�¬»±b²c¨5´c°�¨�­b¨�¬cª�¨\«{¸4±b²�¨\­b·*³�¶n¶¬c«{®�­b¨ ¾ α = 0.0001

Ç]C�®nº�¼V°j¨ 
�¾ µ ÀwÀ µ+«{±b²Ö·#¨�±b²c«�¯c­�ª�«R¬|É�¨�°bº�¨(µ�¼V±IÕ0>±@ ¬�¨�¨�¯c­�·\«{°j¨
±b²�³�¬.± Á ®�ª�¨I±b²c¨�¬�¼c·`µT¨�°1«{¸�®n±b¨�°�³?±w®�«R¬c­�¬�¨�¨�¯c¨�¯.µ�¹l>&ÅM@6ÄX§g²c¨�¬�±b²c¨�¬c«{®�­b¨�®�¬cª�°j¨/³�­b¨�­
¾ α = 0.01

Ç®C�®nº�¼V°j¨ 
�¾ ª ÀwÀ Õ0>±@ ®�­�±b«{±j³?¶n¶n¹*¯c®�­w°j¼V´c±b¨�¯ ³�¬c¯\¯c®nÉ�¨�°bº�¨�¯+Ç Á ²V®n¶�¨i>&Å®@ ­w±w®n¶n¶
ª�«R¬LÉ�¨�°bº�¨�­�®�¬ ¶�¨�­j­4±b²�³�¬0þ 7 ®n±b¨�°�³?±w®�«R¬c­�Ä §�®n±b²0±b²c¨�²V®nº�²c¨�°1ÉR³?¶�¼c¨&«{¸�±b²�¨I¬c«{®�­b¨ ¾ α = 1

Ç
C�®nº�¼V°j¨ 
�¾ ª ÀwÀ µ+«{±b²6·\¨�±b²c«�¯c­I³?°j¨�­b±j³�¶n¶�¨�¯�Ç�µ�¼V±±>&Å®@ ³�ª�²V®�¨�É�¨�­&¶�« Á ¨�°�É{³?¶�¼c¨�­�¸=«{°�±b²c¨°j¨�¶}³?±w®nÉ�¨Ñ°�¨�­w®�¯c¼�³?¶BÄwC�®nº�¼V°j¨ 5 °j¨�´+«{°b±b­*±b²c¨ÖµT¨�²�³�ÉL®�«{°Ð«{¸L>&Å®@ ³�¬c¯ôÕ0>±@ ³?´c´c¶n®�¨�¯
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¾ ã�¿"Ä�Ù�é�Ã�ÝbÛ�Ù�Ýjê{ÞyÜ�ê�á�ÙÿÚBÜ
C�®nº�¼V°�¨ � � Õ�¨�²�³�É�®�«{° Á ®n±b²Ö³?µ�­j«{¶�¼V±b¨,­w±b«�ªj²�³?­b±w®�ª�®n±�¹

±b«©±b²V®�­5´c°j«{µc¶�¨�· ´+¨�°b±b¼V°bµ�³?±b¨�¯ Á ®n±b²g³?µ�­b«{¶�¼V±b¨Ö¬c«{®�­b¨{Ä ü º|³?®�¬ÆC�®nº�¼V°j¨ 5L¾ ³ À °j¨�´+«{°b±b­±b²c¨ °j¨�¶}³?±w®nÉ�¨0°j¨�­w®�¯c¼�³?¶�«{¸�±b²c¨.­b·#«L«{±b²K­w¹X­w±b¨�· ¾ α = 0 À ÄoCV«{°\­b·*³?¶n¶ ¾ α = 0.0001
Ç

C�®nº�¼V°j¨ 5L¾ µ ÀwÀ ³�¬c¯ ·#¨�¯V®�¼c· ¾ α = 0.01
Ç+C�®nº�¼V°j¨ 5L¾ ª ÀwÀ ÉR³?¶�¼c¨»«{¸(±b²c¨û¬c«{®�­b¨Ñµ+«{±b²·\¨�±b²�«L¯c­�°j¨/³�ªj²Ö±b²c¨�­j³�·\¨&ÉR³?¶�¼c¨`«{¸�°j¨�¶}³?±w®nÉ�¨(°j¨�­w®�¯c¼�³?¶ Á ®n±b²=>&Å®@�¼c­w®�¬Vº ª�¶�¨/³?°b¶n¹0¶�¨�­j­

¬�¼c·`µT¨�°1«{¸u¨�É{³?¶�¼�³?±w®�«R¬c­�«{¸
F
±b²�³?¬ÖÕF>X@6ÄX§�®n±b²Ö³,²V®nº�²Ð¬c«{®�­b¨ ¾ α = 1

ÇMC�®nº�¼V°j¨ 5L¾ ª ÀwÀ Ç³�­1¸=«{°1±b²c¨I´�°j«{´+«{°b±w®�«R¬�³?¶uª/³�­b¨{ÇTÕF>X@ ®�­�­w±j³?¶n¶�¨�¯6³?±�³`²V®nº�²�¨�°�ÉR³?¶�¼c¨&±b²�³�¬�>&Å®@©Ä
§©¨*²�³�É�¨*´+¨�°b¸C«{°�·\¨�¯Ñ±b²�¨\­j³�·\¨*³�¬�³?¶n¹�­w®�­�«R¬K«{±b²c¨�°`´c°j«{µ�¶�¨�·\­�Ç�³�¬c¯õ«{µ�­b¨�°bÉ�¨�¯Â³

­w®�·\®n¶}³�°(µ+¨�²�³�É�®�«{°/Ç�±b²�³?±�®�­`³*µ+¨�±w±b¨�°`°j«{µ�¼c­w±b¬�¨�­b­�«{¸?>&ÅM@�ª�«R·\´�³?°j¨�¯û±b«0±b²c¨\ª�¶}³�­b­b®�ª
Õ0>±@ Á ²c¨�¬�­b«{¶nÉ�®�¬Vº�³`¬c«{®�­w¹�­w¹X­w±b¨�· «{¸u¨�½�¼�³?±w®�«R¬c­�Ä

ö�¬*­j¼c·\·*³�°j¹RÇ�«R¼V°4·#¨�±b²c«L¯*®�­4·#«{°j¨�°�«{µ�¼c­w± ±b²�³�¬0Õ0>±@ ®�¬ ±b²c¨�­b¨�¬c­b¨�±b²�³?±r®n±4ª/³�¬
­b«{¶nÉ�¨(¬c«{®�­w¹.´�°j«{µc¶�¨�·\­�±b²�³?±�Õ0>±@ ª/³�¬c¬c«{±�Ä4§9²c¨�¬ÐµT«{±b²0¸=³?®n¶BÇ�>&Å®@ ¨�ÒV²V®nµc®n±b­�µ+¨�±w±b¨�°
¯c¨�ª�°j¨/³�­b¨�­/Ç Á ²V®�ª�²Ö³?°j¨,¼c­b¼�³?¶n¶n¹�­b¼Qf#ª�®�¨�¬|±�®�¬�´c°�³?ª�±w®�ª�¨{Ä

4.3 Large-scale problems

Í1²c¨ ·*³�®�¬�¯V°�³ Á µ�³?ªjÏÂ«{¸�«R¼V°*³�´�´c°j«�³�ªj²�®�­�±b²c¨ °j¨�¶}³?±w®nÉ�¨�¶n¹g²c®nº�²Âª�«R­w±5®�¬Â¬�¼c·#¨�°b®�ª/³?¶¶n®�¬c¨/³?°&³?¶nº�¨�µc°�³LÄ�Í1²�¨�°j¨�¸C«{°�¨&®n±�®�­�´�³?°b±w®�ª�¼V¶}³?°b¶n¹©³?´c´c°j«{´�°b®}³?±b¨�¸=«{°�·#¨�¯V®�¼c·5Î�­bª/³?¶�¨�´�°j«{µVÎ
¶�¨�·\­ Á ²c¨�°j¨±Cû®�­4É�¨�°b¹.¨�ÒX´T¨�¬�­w®nÉ�¨&±b«�ª�«R·\´�¼V±b¨{Ä�ö�¬0Õ�®�¨�°j¶}³�®n°�¨�³�¬c¯<� °j®n±w±w®�¬+Ç�þ 7�7 �R³ Á ¨

¿V5
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¾ ã�¿"Ä�Ù�é�Ã�ÝbÛ�Ù�Ýjê{ÞyÜ�ê�á�ÙÿÚBÜ
C�®nº�¼V°j¨ 
 �rÕU¨�²�³�ÉL®�«{° Á ®n±b²0´c°j«{´+«{°b±w®�«R¬�³?¶�­w±b«�ªj²�³�­w±w®�ª�®n±p¹

´c°j«{´+«R­b¨&³�¬0®�¬c­w±j³�¬cª�¨,«{¸u±b²V®�­�ª�¶}³?­j­�«{¸�·\¨�±b²c«�¯c­�Çc¯c¨�­b®nº�¬c¨�¯0±b«\­b«{¶nÉ�¨&É�¨�°b¹ ¶}³?°bº�¨�Î�­bª/³?¶�¨
­w¹X­w±b¨�·\­#«{¸I¬c«R¬V¶n®�¬c¨/³?°�¨�½�¼�³?±w®�«R¬c­ Á ®n±b²c«R¼V±.³�¬|¹9³?­j­b¼c·5´�±w®�«R¬9³?µ+«R¼V±\±b²�¨�­w±w°j¼cª�±b¼c°j¨«{¸ ±b²c¨(´c°j«{µc¶�¨�·0Ä`Í�²c¨�¬L¼�·\¨�°b®�ª/³?¶U¨�ÒX´+¨�°b®�·\¨�¬L±b­,«R¬Ñ­b±j³?¬�¯�³?°j¯©¶}³?°bº�¨�Î�­bª/³?¶�¨*´c°j«{µc¶�¨�·#­
­b²c« Á ­�±b²�³�±�±b²V®�­r³�¶nº�«{°j®n±b²c·Ó«R¼V±w´+¨�°b¸C«{°�·\­�ª�¶}³�­b­w®�ª/³?¶T¶}³?°bº�¨�Î�­bª/³?¶�¨I½�¼�³�­w®�ÎpÆ1¨ Á ±b«R¬.·#¨�±b²XÎ«�¯c­I®�¬»±b¨�°j·\­&«{¸4¨Rf\ª�®�¨�¬�ª�¹»³�¬c¯Ñ°j«{µ�¼c­w±b¬c¨�­b­/Ä*öB±b­�¬L¼�·\¨�°b®�ª/³?¶U´+¨�°b¸=«{°j·*³?¬�ª�¨�­,ª/³�¬Ñµ+¨
ª�«R·5´�³�°�¨�¯»±b«0±b²c¨ Æ1¨ Á ±b«R¬XÎ9©�°j¹L¶�«�ÉK·#¨�±b²c«�¯c­�Ä0Æ1¼�·\¨�°b®�ª/³?¶r°j¨�­b¼V¶n±b­ Á ®n±b²K¬c«{®�­b¹û­w¹X­�Î±b¨�·\­�ª�«R¬Vøc°j· ±b²c¨I°j«{µ�¼�­w±b¬c¨�­b­�«{¸�±b²c¨�­j¨,·\¨�±b²�«L¯c­1®�¬�´c°j¨�­j¨�¬cª�¨&«{¸�¬c«{®�­b¨{Ä

Í1²�¨©ª�«R·5´c¶�¨�ÒX®n±�¹ ¾ µ+«{±b²P®�¬ô±w®�·\¨Ñ³�¬c¯ô·#¨�·\«{°b¹ À ®�­.¶n®�¬c¨/³?°0®�¬ ±b²c¨©­w®�Ì/¨©«{¸�±b²c¨
´c°j«{µ�¶�¨�·�Ä6Í1²c¨�°j¨�¸=«{°j¨{Ç Á ¨ Á ¨�°j¨.³?µc¶�¨*±b«Ð­b«{¶nÉ�¨ É�¨�°j¹û¶}³?°bº�¨*®�¬c­w±j³�¬cª�¨�­5«{¸�³ ´c°j«{µc¶�¨�·ºR®nÉ�¨�¬6µ�¹ÖÅ�´+¨�¯V®�ª/³?±b«.³?¬�¯�$�¼�³�¬Vº ¾j¿����65RÀ Ä�Í1²c¨`³?¶nº�«{°b®n±b²c· ²�³�­�µ+¨�¨�¬Ð­b±b«{´c´+¨�¯ Á ²�¨�¬
‖F(x)‖ < 10e − 3

Ä Í1²c¨#³?¶nº�«{°b®n±b²�· ²�³�­&µ+¨�¨�¬õ³?µc¶�¨#±b«0ª�«R¬LÉ�¨�°bº�¨ «R¬K³*´c°j«{µc¶�¨�· «{¸
­w®�Ì/¨�þ�Ê 7�7�7 Ê 7�7�7 ®�¬0¸C«R¼c°�²c«R¼V°j­�³?¬�¯ ¿���: ®n±b¨�°�³�±w®�«R¬�­�Ä

5 Conclusion and perspectives

§©¨5²�³�É�¨5´c°j«{´+«R­b¨�¯û³#¬c¨ Á ¸B³�·5®n¶n¹©«{¸ ­j¨�ª/³?¬L±,·#¨�±b²c«L¯�­�Ç+µ�³�­b¨�¯Ñ«R¬©±b²�¨�¼c­b¨�«{¸�·#«{°j¨
±b²�³�¬#± Á «,®n±b¨�°�³?±b¨�­r±b«,®�¯c¨�¬|±w®n¸C¹\±b²�¨�­b¨�ª/³�¬L± ·#«L¯c¨�¶BÄ��4«R¬|±w°�³?°b®n¶n¹#±b«&´c°�¨�ÉL®�«R¼c­4³?±w±b¨�·5´�±b­
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¾ ã�¿"Ä�Ù�é�Ã�ÝbÛ�Ù�Ýjê{ÞyÜ�ê�á�ÙÿÚBÜ
C�®nº�¼V°�¨ 5 � Õ�¨�²�³�É�®�«{° Á ®n±b²Ö³?µ�­j«{¶�¼V±b¨,­w±b«�ªj²�³?­b±w®�ª�®n±�¹

¸=«{°`·(¼V¶n±w®�Î�®n±b¨�°�³?±b¨Ð­b¨�ª/³�¬|±5·#¨�±b²c«L¯�­�Ç�±b²c¨#Ï�¨�¹»®�¯c¨/³�­�«{¸1±b²c®�­�´�³�´+¨�°5³?°j¨ ¾ ® À ±b«6¼c­j¨*³¶�¨/³�­w±�­j½L¼�³?°j¨�­�³�´�´c°j«�³�ªj²Ð®�¬c­w±b¨/³�¯0«{¸�³�¬.®�¬L±b¨�°b´+«{¶}³�±w®�«R¬©·#¨�±b²c«�¯.±b«5¯c¨�°b®nÉ�¨,±b²c¨I­b¨�ª/³�¬L±
·\«�¯c¨�¶BÇ�³�¬c¯ ¾ ®n® À ±b«5¨�ÒX´c¶n®�ª�®n±w¶n¹©ª�«R¬L±w°j«{¶�±b²�¨&¬L¼�·\¨�°b®�ª/³?¶�­b±j³�µ�®n¶n®n±�¹6«{¸�±b²c¨,·\¨�±b²c«�¯+Äü ­w´+¨�ª�®nø�ª(­b¼cµVÎ�ª�¶}³�­b­&«{¸�±b²V®�­�¸B³�·5®n¶n¹Ö«{¸U·\¨�±b²c«�¯c­�´c°j«�ÉL®�¯�¨�­,³�¬Ö¼c´T¯�³�±b¨`¸=«{°j·(¼V¶}³LÄ
§©¨�²�³�É�¨�´c°j«�É�¨�¬.±b²c¨�¶�«�ª/³�¶�ª�«R¬LÉ�¨�°bº�¨�¬cª�¨�«{¸�³�½L¼�³�­w®�ÎpÆ�¨ Á ±b«R¬0·#¨�±b²c«�¯#µ�³?­j¨�¯.«R¬#±b²c®�­¼V´+¯�³?±b¨ ¸C«{°�·`¼c¶}³|ÄO@�«{°j¨�«/É�¨�°/Ç Á ¨r²�³�É�¨r´T¨�°j¸C«{°j·#¨�¯�¨�ÒX±b¨�¬c­w®nÉ�¨�¬L¼c·#¨�°b®�ª/³?¶c¨�Ò�´+¨�°b®�·#¨�¬|±b­
Á ®n±b²#­b¨�É�¨�°�³?¶�³?¶nº�«{°b®n±b²c·#­�ÄUÍ1²c¨ °j¨�­j¼V¶n±b­U­b²�« Á ±b²�³?±�«R¼V°�·\¨�±b²c«�¯(´c°j«�¯c¼cª�¨�­�­b®nº�¬V®nø�ª/³�¬|±®�·5´�°j«/É�¨�·#¨�¬|±(®�¬Ñ±b¨�°�· «{¸r°j«{µ�¼�­w±b¬c¨�­b­(³�¬c¯û¬�¼c·`µ+¨�°�«{¸4¸=¼c¬cª�±w®�«R¬K¨�É{³?¶�¼�³?±w®�«R¬c­\ª�«R·�Î
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ü ±b²c¨�«{°j¨�±w®�ª/³?¶U³�¬�³?¶n¹�­b®�­I«{¸�³�ºR¶�«{µ�³?¶n¶n¹Öª�«R¬LÉ�¨�°bº�¨�¬L±IÉ�¨�°j­w®�«R¬6«{¸�«R¼V°�·#¨�±b²c«L¯Ð·(¼c­w±
³?¶�­b«`µ+¨�´+¨�°b¸=«{°j·\¨�¯�Ä�§©¨I³?¶�­b«(ª�«R¬8E�¨�ª�±b¼c°j¨�±b²�³?±r±b²c¨�¶�«�ª/³?¶�ª�«R¬|É�¨�°jº�¨�¬cª�¨&°�³?±b¨�®�­r­b¼V´+¨�°wÎ
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¿��



¸=«{°j·(¼V¶}³`¸C«{°
B−1

k+1

ª/³�¬0¨/³�­w®n¶n¹�µ+¨&¯�¨�°b®nÉ�¨�¯0®�¬0±b²c¨&ª�«R¬L±b¨�Ò�±�«{¸�«R¼V°�·#¨�±b²c«L¯��

B−1
k+1 = B−1

k +
(

Γ2 + Yk+1Ω
2YT

k+1

)−1

YT
k+1Ω

2
(

Sk+1 − B−1
k Yk+1

)

. ¾ ý ��À
CX°j«R·÷´c°j¨�¶n®�·\®�¬�³?°b¹,±b¨�­b±b­�±b²�³?± Á ¨ ²�³�É�¨ ´+¨�°b¸=«{°j·\¨�¯�Ç�±b²c¨`ùÇ>�«�«L¯cú�³�¬c¯ÐùjÕ ³�¯cú�É�¨�°j­w®�«R¬c­«{¸�«R¼c°5·\¨�±b²c«�¯Gª�«R·5´�³?°j¨*®�¬�³Ð­w®�·\®n¶}³�° Á ³�¹Â³�­\Õ0>±@�³�¬c¯�ÕrÕ0@6Ä�ÅX¨�ª�«R¬�¯V¶n¹RÇ ¬�«R¬XÎ
¼V´+¯�³?±b¨`®�¬c­w±j³�¬cª�¨�­�«{¸U«R¼V°&ª�¶}³�­b­I«{¸�·#¨�±b²c«�¯c­�ª/³?¬ÑµT¨`ª�«R¬c­w®�¯�¨�°j¨�¯+Ä`ö�¬Ö±b²�³?±&ª/³?­j¨{Ç+±b²c¨
³?°bµc®n±w°�³?°b¹K·#³?±w°b®�Ò

B0
k+1

®�¬ ¾j¿�7�À ·#³�¹»µT¨*¯V®�Ã+¨�°j¨�¬L±5¸¢°�«R· Bk

Äa�r²c«�«R­w®�¬VºÑ³Ð·#³?±w°b®�Ò
®�¬c¯c¨�´+¨�¬c¯�¨�¬|±Ö¸¢°�«R·

k
³?¶n¶�« Á ­Ö±b«�¼�­b¨6®n±b¨�°�³?±w®nÉ�¨G­bªj²�¨�·\¨Ñ¯c¨�­b®nº�¬c¨�¯ ±b«�­b«{¶nÉ�¨û¶}³?°bº�¨�Î

­bª/³?¶�¨�¶�¨/³?­b±�­b½�¼�³?°j¨�­�Ä1ö�¬�±b²�³?±�ª/³?­j¨{Ç�ª�²c«L«R­b®�¬Vº ³5·#³?±w°b®�Ò�®�¬c¯c¨�´+¨�¬c¯�¨�¬|±�¸C°j«R·
k
Á «R¼V¶�¯³?¶n¶�« Á ±b«&³�´�´c¶n¹�©I³?¶�·*³?¬`øc¶n±b¨�°j®�¬Vº ¾ ©I³?¶�·#³�¬+Ç ¿���
�7�À ±b«�®�¬cª�°j¨�·#¨�¬|±j³?¶n¶n¹\­j«{¶nÉ�¨ ¾j¿�7�À ³?¬�¯+Çª�«R¬c­b¨�½�¼c¨�¬L±w¶n¹RÇ�®�·5´c°�«/É�¨(±b²c¨�¬�¼c·\¨�°j®�ª/³�¶�¨Rf\ª�®�¨�¬cª�¹Ñ«{¸U±b²�¨�·\¨�±b²c«�¯+Ä+CV«{°,¶}³�°jº�¨�­bª/³?¶�¨

´c°j«{µ�¶�¨�·\­�Ç�³?¬û®n±b¨�°�³?±w®nÉ�¨.­bªj²�¨�·\¨5­b¼�ªj²K³?­L)�Å � 4 ¾ &�³?®nº�¨.³�¬c¯õÅV³�¼c¬�¯c¨�°j­�Ç ¿���: þ À ª/³�¬µ+¨�ª�«R¬c­w®�¯c¨�°�¨�¯+Ä()�Å � 4 ª/³�¬û³?¶�­b«�®�·\´c°j«/É�¨5±b²c¨5¨Rf\ª�®�¨�¬cª�¹Ñ«{¸W©I³?¶�·#³�¬©ø�¶n±b¨�°,¸=«{°I±b²c¨
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6 Appendix

6.1 Proof of Lemma 3

‖SΩ2ST‖ ≤ ‖SΩ‖2 ¾#��7�À
≤

k∑

i=1

‖ωisi‖
2 ¾#�V¿/À

≤ k
·*³/Ò
i∈Ik

(|ωi|‖si‖)
2 ¾#� þ À

≤ k
·*³/Ò
i∈Ik

(|ωi|‖xk+1 − ;x + ;x − xi‖)
2 ¾#� � À

≤ 2k
·#³�Ò
i∈Ik

|ωi|
2 ·#³�Ò

i∈Ik+1

‖xi − ;x‖2 ¾#� ý À
≤ 2MPM2

ω

·#³�Ò
i∈Ik+1

‖xi − ;x‖2 ¾#����À
¸=«{°�³?¶n¶ ;x ∈ R

n×n Çc®�¬�´�³�°j±w®�ª�¼V¶}³?° Á ®n±b² ;x = x∗
Á ²V®�ª�²0´�°j«/É�¨�­ ¾ þ ¿/À Ä

‖Ω2ST‖2 ≤
k∑

i=1

‖ω2
i si‖

2 ¾#��
�À

≤ k
·#³�Ò
i∈Ik

(

|ωi|
2‖si‖

)2 ¾#�65RÀ
≤ k

·#³�Ò
i∈Ik

|ωi|
4 ·#³�Ò

i∈Ik

‖xk+1 − ;x + ;x − xi‖
2 ¾#��:�À

≤ 2k
·#³�Ò
i∈Ik

|ωi|
4 ·#³�Ò

i∈Ik+1

‖xi − ;x‖2 ¾#����À
¸=«{°�³?¶n¶ ;x ∈ R

n×n Ä�§©¨,«{µc±j³?®�¬ ¾ þRþ À Á ®n±b² ;x = x∗
�

‖Ω2ST‖ ≤
√

2MPM2
ω

·*³/Ò
i∈Ik+1

‖xi − x∗‖ ¾#
�7�À

6.2 Proof of Lemma 4

§6°b®n±w®�¬Vº ¨�Ò�´�¶n®�ª�®n±w¶n¹©³`ª�«{¶�¼c·#¬Ð«{¸u±b²c¨&·*³?±w°b®�Ò
A = Y − J(x∗)S

a·j = F(xk+1) − F(xi) − J(x∗)(xk+1 − xi) ¾#
V¿/À
Á ®n±b²

a·j

¯�¨�ø�¬V®�¬Vº#±b²c¨&ª�«{¶�¼c·#¬
j
«{¸

A = (aij)
Ä

¢�­w®�¬Vº ¾#
V¿/À ³�¬c¯I)+¨�·#·#³ ¿ Á ¨&ª/³�¬ Á °j®n±b¨8�

þ ¿



‖Y − J(x∗)S‖2 ≤

k∑

j=1

‖a·j‖
2 ¾#
 þ À

≤ k
·#³�Ò
i∈Ik

‖F(xk+1) − F(xi) − J(x∗)(xk+1 − xi)‖
2 ¾#
 � À

≤ kK2
lip

·#³�Ò
i∈Ik

(

‖xi − x∗‖ − ‖xk+1 − x∗‖

2
‖xk+1 − xi‖

)2 ¾#
 ý À
≤ 2kK2

lip

·*³�Ò
i∈Ik+1

‖xi − x∗‖2 ·*³/Ò
i∈Ik+1

‖xi − x∗‖2 ¾#
���À
Í�³�Ï�®�¬Vº*±b²c¨&­b½�¼�³?°j¨I°�«L«{±1«R¬0µT«{±b²Ð­w®�¯c¨8�

‖Y − J(x∗)S‖ ≤
√

2MPKlip

·#³�Ò
i∈Ik+1

‖xi − x∗‖2 ¾#
�
�À

6.3 Proof of the Lemma 5

)+¨�±
A ∈ R

n×n Ç Á ¨,¯c¨�¬c«{±b¨&µ�¹ λm(A)
³�¬c¯

λM(A)
®n±b­�­b·*³�¶n¶�¨�­b±�³�¬c¯�¶}³?°bº�¨�­b±�¨�®nº�¨�¬XÎ

ÉR³�¶�¼�¨�­�Ç�°j¨�­b´T¨�ª�±w®nÉ�¨�¶n¹RÄ�ÅV« Á ¨,ª/³?¬ Á °b®n±b¨�¼c­w®�¬Vº5±b²�¨&¯c¨�ø�¬V®n±w®�«R¬6«{¸�±b²c¨
l2
¬c«{°j·I�

‖(Γ2 + SΩ2ST )−1‖ = λM((Γ2 + SΩ2ST )−1) ¾#
65RÀ
=

1

λm(Γ2 + SΩ2ST )
. ¾#
�:�À

CX°j«R·#­�³�­b­b¼�·5´c±w®�«R¬ ¾ ü � À Ç Γ2 ®�­ ª�«R·5´�¼V±b¨�¯*¼c­w®�¬cº,±b²c¨�·\«�¯V®nø�¨�¯l�r²c«{¶�¨�­wÏ�¹5¸B³?ª�±b«{°j®�Ì�³�Î±w®�«R¬+Ç�´c°j«{´+«R­b¨�¯�µ�¹0ÅXªj²�¬�³?µT¨�¶�³�¬c¯<G�­bÏ�« Á ¾j¿����V¿/À Ç Á ®n±b²Ð´�³?°�³�·\¨�±b¨�° τ
Ä�Í1²c¨�°�¨�¸C«{°j¨{Ç

λm(Γ2 + SΩ2ST ) ≥ τ, ¾#
���À
Á ²V®�ª�²Ðª�«R¬�ª�¶�¼c¯c¨�­�±b²c¨I´c°�«L«{¸yÄ

6.4 Description of the problem analyzed in Figures 4 and 5

Í1²c¨Iª�«R¬�­w®�¯c¨�°j¨�¯Ö´c°j«{µ�¶�¨�· ®�­1±b²�¨I¸C«{¶n¶�« Á ®�¬Vº�­w¹X­w±b¨�· «{¸�¨�½�¼�³?±w®�«R¬c­��

fi = xi −

∑4
j=1 x3

j + 1

8
i = 1, . . . , 4 ¾9587�À

Á ®n±b² ®�¬V®n±w®}³?¶�´+«{®�¬L±
x0 = (1.5, . . . , 1.5)

Ä Í1²c¨6­b«{¶�¼V±w®�«R¬ «{¸�±b²c®�­0­w¹X­w±b¨�·�®�­
x∗ =

(0.20432, . . . , 0.20432)
Ä

6.5 Description of the problem analyzed in Figures 6 and 7

Í1²c¨\ª�«R¬c­w®�¯c¨�°j¨�¯»´c°j«{µ�¶�¨�·�®�­,±b²c¨5¸=«{¶n¶�« Á ®�¬cº6­b¹�­w±b¨�· «{¸4¨�½L¼�³�±w®�«R¬�­`«{¸4¯V®�·#¨�¬c­w®�«R¬
n
Ç

Á ²c¨�°�¨
n
®�­�³�´+«R­w®n±w®nÉ�¨(·(¼V¶n±w®n´c¶�¨`«{¸�þ�Ä

CV«{°
i = 1, . . . , n/2

{
f2i−1 = 10(x2i − x2

2i−1)

f2i = 1 − x2i−1

¾95X¿/À
Á ®n±b²g®�¬V®n±w®}³?¶�´T«{®�¬L±

x0 = (−1.2, 1, . . . ,−1.2, 1)
Ä Í1²c¨.­j«{¶�¼V±w®�«R¬ «{¸�±b²c®�­\­w¹X­w±b¨�·�®�­

x∗ = (1, . . . , 1)
Ä

þRþ



6.6 Linear problems in the tests set

§©¨.²�³�É�¨.±b¨�­b±b¨�¯G±b²V°j¨�¨*¶n®�¬c¨/³?°\´�°j«{µc¶�¨�·\­�«{¸�±b²c¨*¸C«{°�·
Ax = b

ÄÑÍ1²c¨�¹K²�³�É�¨�µT¨�¨�¬
¯c¨�­w®nº�¬�¨�¯0±b«5ª�²�³?¶n¶�¨�¬Vº�¨(±b²c¨I±b¨�­b±b¨�¯Ö³?¶nº�«{°b®n±b²c·#­�Ä
¿ ÄACc«{°�±b²c¨ øc°j­w±�ÇR±b²c¨r·*³�±w°j®�Ò A

®�­�±b²c¨W$4®n¶nµ+¨�°b±�·*³�±w°j®�Ò�ÇL³�¬c¯(É�¨�ª�±b«{°
b
®�­�ª�«R·\´T«R­j¨�¯

«{¸�³?¶n¶�«R¬�¨�­�Ä
þ�Ä�Í�²c¨#­j¨�ª�«R¬c¯G´c°j«{µ�¶�¨�· ®�­(µ�³�­b¨�¯G«R¬õ±b²c¨ ·#³?±w°b®�Ò

A
­b¼cª�²õ±b²�³?±

aij = j
®n¸

i +

j = n + 1
Ç�³�¬c¯

aij = 0
«{±b²c¨�° Á ®�­b¨{Ä ü ¶n¶1¨�¬L±w°b®�¨�­\«{¸1±b²�¨#°j®nº�²|±�Î�²�³�¬c¯g­w®�¯c¨

b³?°j¨5Î ¿�7 Ä0öB±b­�­w±w°j¼cª�±b¼V°�¨5®�­`¯c¨�­w®nº�¬c¨�¯G­b«�±b²�³?±�±b²c¨\®�¯c¨�¬L±w®n±w®n¹õ·*³�±w°j®�Òû®�­`³*´+«�«{°³?´c´�°j«�ÒX®�·#³?±w®�«R¬+Ä
��Ä�Í�²c¨6±b²V®n°j¯P´�°j«{µc¶�¨�·%®�­�µ�³�­b¨�¯ô«R¬ ³aÈ�³?¬�¯c¨�°j·\«R¬�¯ô·#³?±w°b®�Ò

A(v)
Á ®n±b²

v =

(−1,−2, . . . ,−n)
Ä ü ¶n¶u¨�¬|±w°j®�¨�­�«{¸u±b²c¨I°j®nº�²|±�Î�²�³�¬c¯6­w®�¯�¨

b
³�°�¨�Î ¿ Ä

Í1²c¨I­b±j³�°j±w®�¬Vº#´+«{®�¬L±1¸=«{°�³?¶n¶�±b²c«R­j¨I´c°j«{µc¶�¨�·#­1®�­
x = (1, . . . , 1)T Ä
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