
THÈSE NO 2705 (2002)

ÉCOLE POLYTECHNIQUE FÉDÉRALE DE LAUSANNE

PRÉSENTÉE À LA FACULTÉ INFORMATIQUE ET COMMUNICATIONS

SECTION D'INFORMATIQUE

POUR L'OBTENTION DU GRADE DE DOCTEUR ÈS SCIENCES

PAR

ingénieur diplômé de l'ENST, Paris, France
et de nationalité française

acceptée sur proposition du jury:

Dr M. Rajman, directeur de thèse
Prof. H. Bourlard, rapporteur

Dr J.-C. Chappelier, rapporteur
Prof. G. Coray, rapporteur
Dr A. Drygajlo, rapporteur

Prof. M. El-Bèze, rapporteur,
Dr F. Yvon, rapporteur

Lausanne, EPFL
2003

MODÈLES SYNTAXIQUES PROBABILISTES
NON-GÉNÉRATIFS

Antoine ROZENKNOP





MONQP&R�S�TVUXWVY�P&Z�[VZ�N

\^]`_badc;edf#fhgji-kml:n�oqp�rsedf#tsu?]�vbl6vboqc;oqfmkmedfwij]-iyx�zJijz*u1l:kmo;{|f

}�~$�0�
���?�������0�
�����0~V�:~V� �:�:�h��~m�Q�6�0�����q�0�m�h�������6�0�������
���6��~m�j~h� �0�
�����0~h� ~h�d�����6�0���#�?�
�0���*�6~��:�F�q���6�D����~��%���0�6�0~h�|�6�����
�
�*�6~,�������F���6~h�
�
�6~��6�6~����d�0~h�0 6�0�h�
���0�����¡�0¢J�d�
�?£:���*�6~
�&���6�¤�h�6���%�¥��¦�}�~h�0�0~§���d�0~h�0 6�0�h�
���0�����¤ -~h�6�F¨h�0�0~§�6�0�������0�h~©�¥��� � ~©�6�6~ª���:«¬���0���?�
�0�����ª�0�6 6 6���h� ~h�*�
�����0~� H���6���:~m���0�
�����0~h� ~h�d�
���6���0�h�0��~h�6�
���:~������h�6���%�¥���`�J���
���*�� %���
~¥£J~h�� 6��~®­©��~#�0~h 6�0�m�0~h�*�0~h���0�h�����*�0���*�6~h� ~h�d�h¦�¯�����~# -~h�6�����%�
�0�$�0~h�0�J���� 6���%�4�
�����
 6��~h� ~h�*�#�¥��� � ~F�6�±°%���0�0~¡ -���6�#�0�h��~m�¥�0�����6�6~h���:~m� �h�6���%�¥�m�®�� 6 %���0�0~h�%���d�F­²�6�
�����6�D����~��0 -�m�¥�³°��*�6~��6�¥��� � ~�~h�F�0~m�¥���6�%�����
�����%�¥~��:~����� %���0����~�¦
´ �����d�0~h�0 6�0�h�
���0�����¡�0¢J�d�
�?£:���*�6~��&���6�F�h�6���%�¥��~h�w�����6�D����~��%���0�6�0~h�`�h�
���*�$��~, 6���%�

�0���6��~h�d�����4�6�����6µ��%���� 6�0���%���6�������
���0�����F�:~�����~m�0 %���¥~��:~m�,���0�6�0~m�,�0¢J�d�
�?£:���*�6~m�$ -~h�6�
 H~h�0��~h�0�0�0~¶�:~·«¬���¥�������0~h� ���²�
¸��
�6~ª�&�¹���%����¢:�0~²º.�����
�
�*�6~» 6���%�0��~h�6�
�����%����¢J�0~m�®�0���*�
 H�D���0���6��~m�h�6���» H~h�6���������
�V~¥£:�0�
�����0~��������d�0~h�0 6�0�h�
���0�����·���� 6���%�$ 6�0���%���6��~������»~h�%�¥���0~
�¥�����
�0~h�.��~m�����d�0~h�0 6�0�h�
���0�����%�$�
~h��������~h�6�
�� 6�0���%���6�������0�m�h¦:¼,�w�h�����*�0�h�0~m�
�0~����¥�-���:£#��~h�½�
�0�����%�� 6�0���%���6�������0�0~m���:~m�����
�����������0~m�Q�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~4¾À¿�}.ÁsÂ�Ãb~h���:~m�����
��� �#�����0~m�
­ �0�6�%�0�0���0�6�0�����F�&�¹���0�6�0~�¾À¿�Ä"Å6Â�Ã
¦
´ �� 6�0���%���6�����q�
���0�����#�:~m�.���
��� �#�����0~m��~m�
���0�m�����q�0�h~,­� %���0�0���$�&��~h�%�0~h�4�6��~m���&�¹���½�

�6�0~m���
¢*�*�
�?£J���*�6~m���&�¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~��b�0~h 6�0�m�0~h�*�
���d�� 6���%�����Æ� �����%��°��:�h��~h� ~h�d����~
�����6�D����~�� �:�:�h�����
��¦8Ç����%�`�6�� 6�0~h����~h�&�0~h�  %�h�h~h���6���%���� 6 6�6¢D���*�s�0�6���:~m�j~¥£J~h�� 6��~m�
È ���6~h�
�m�J�6���%�.~¥£:�6���-���%���6�F�¥~h�0�
�����w�6���4�6�0~��:~�«À�����6��~m�
�0~m���:~m�.� �h�0�6�J�:~m�.�%�0�6~h����~m�
�&�¹�� 6 6�0~h�d�0�����
����~��d�:�6~m��­����¹���%�0~h�%�¥~$�:~V�¥�0���0�h�0~$�&�¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~$~¥£: 6�����¥���0~�¾¬� �:�:�h��~
ÅJÄ"Å6ÂÉÇ�¼�¿$Ã
�?���4­"�|��~h�  6�����D�:~Ê�¥�0���0�h�0~m�s�*�6�*�¥���%�
���:�h�0~h�d�Q�¥~m�j���
�����������0~m�j�¥����� ~
���h�6�h�
���0����~m�§¾¬ %���
������~©�:~ª�q�²���
��� �#�����0~¶­O�6�Ë�h�6���%�¥��Ã  6���6�0Ì��F�*�6~©�:�m�:���h~m�F­
���¹���%����¢:�0~�¾¬ %���
�
����~��&���6�»�h�6���%�¥��­��0���F���*�0~h�0 6�0�h�
���0�����&Ã
¦
Ç����%���6�²�:~h�:£:���h� ~��0~h�  %�m�`�6���%�� 6�0�� H�D�
���%���:~��6���6��~h����~m��� �h�0�6�J�:~m���&�¹�� :�

 6�0~h�d�0�����
����~��s�:�h��~h���� 6 -�h~m��­F %���0�0�����:~m���¥�0���0�h�0~m���¥�����
�0���*�6~m���:~ ���?£:���4�6�Í�&��~h�:�
�0�0�� 6��~��-~h�,�:~4���?£J�����6�Î�:~4�J�
�����0~h�4�6�����%�¥~�¦-}�~m���¥�0���0�h�0~m�,�
���d���:�m�¥�0���
�,�:~�«À��Ï¥���
­·�¥���0�0~m�
 H���%�:�0~F­·�6�6~#�
¸����6~w�&�¹���%����¢J�0~®�0¢J�d�
�?£:���d�6~# 6���6�0Ì����d�6~®�:~#���h�6�h�
���0�����
�&���6�y�����6�D����~�¦�Ç�~m� ���������0���0�6� ~m���&�¹�� 6 6�0~h�d�0���
������~»�0 -�m�¥�³°��d�6~m���0���*� �6�m�¥~m�
�
�����0~m�
 H���6�4��~h�6�������0~�~h�Æ�� 6 6�����h���0�����`�������q�����¹���%����¢:�0~��0¢J�d�
�?£:���*�6~��0�6�%�0�m�*�6~h�d�0~® -~h�6�
�6�0�������
~h�.�:~m�,���������0���0�6� ~m�Ê�¥�����
�
���d�6~m�m¦
¯��:°%�`�H�6���%�"�6���%�,���*�0�h�0~m�
�0���%�V�h�D����~h� ~h�d�"���:£¡ 6�0���6���h� ~m�V�:~��¥���� 6��~¥£J���0���:~

���¹���%����¢:�0~��0¢*�*�
�?£J�q�d�6~��& %���0�0���¥�6�����h�0~h� ~h�d���
�����������d�
���m��~m����~m��¿�Ä"Å6Â4¦�Ð"���%���:�m�¥�0���
�����%���:~m���¥�����
�0~m���:~�¿�Ä"Å6ÂÑ -~h�0� ~h�0�
���d�����¹���%����¢:�0~4�&���6�¶�h�6���%�¥� ����~m�4�6�6~��¥��� �
 6��~¥£:���0�$ H����¢*�6��� �q����~Ê~h���
�������6���6~h�6�h¦JÐ"���%���h�����-���0���%��~h�:°%�#�:~m��� �h�0�6�:�:~m�� -���6�
���6�0~h�6���V�:~��0~h����~m�Ê¿�Ä"Å6ÂÒ­� %���0�0���$�&���6�»�¥���0 6�%�V���0�-���0���6~h�$��~m�.�6�0�������0���%�.�:~�«À��Ï¥���
­© H���6���������0~m�0�0~h����~m���¥�0���0�h�0~m� �&�¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~»~h�Ó�0~h�0� ~¡�:~F�0�m�0�6���
���
���0�6� �:~m�
�:���6�6�h~m�4Ô4�0�h~h����~m�"Õ�¦

Ö



×�ijxHcqo;f�ØÙf�rbÚÆÚÆl6u�g

ÛF]Hisx�eJije*u1l:kmoqÜHe¶Ý�u?]�vbl6vso;cqo;fhkmo;ÞÆß-gji-kml6Þ�kmo;Þ¶\^]`_bedc;f�à

ÄÊ�6����á����0â �:~m������á$���0�����J�:~h�����%�0~m�&�d�����%�
���6��~"��� �0�6~,�:��������� ��«jã"�6�0���#���0���
Ð,���0�6�
��� ´ ���6���%����~�¿��0�:�¥~m�
�0���6�6�&á$�6~h�ª���6~ �0~h~hâ:���F�0¢J�d�
���¥�0���4���*�0~h�0 6�0~h�
���0�����ª��«
�¡�0�
���0~h� ~h�*�h¦sÄÊ�6�������d�0~h�0 6�0~h�
���0�����O�h���§�-~ �%�0~m�§�������6�:���0�����%�������:«¬���0�����0�����¶«¬���
�0�6�%�0~m�*�6~h�d�4�0�0~m���0� ~h�d�
�m�j�0�%�����h���O�����ä«¬�������%�
�
���%�¥~����� 6�0�:�:�%�¥���6�·�·�0~h�����*�0���
�0~h 6�0~m�0~h�d�
���0�����å��«��0�6~Æ�0�
���0~h� ~h�d�h¦Væç�¡�h���¤�����0�è�-~ª�%�0~m�é���¡�O°%���0~h�w�0�±�
~h��~m�¥�
�6�0�0~h�
���%�¥~m� �-~h�����6�����6�©�0�§�ª�0 -~m�¥�³°��®�����6���%����~������ ���6�§�0~h��~h�
���$�*¢* -���0�6~m�0~m�h�����
�:���6~����¡ã,�6�0�������0����Å* -~h~m�
�·ê"~m�¥�����6���0�����`¦
ã����0�6~©�0¢J�d�
���¥�0���»���d�0~h�0 6�0~h�
���0�����Ù��«��²�
�
���0~h� ~h�d�®��� ��~h�6~h�
������¢Ó�����6�����6���%�

á$���0�è�%���0�6�
���Ê�����6���%����~m�h�Q�0�6~w 6�0���%���6�������
���0�����²��«"�0�6~F�0 %���¥~w��«,�0¢J�d�
���¥�0�q�#�0�0~h~m�
�h���É�6~h�� y���y�0�6~¶���%����¢J�
�����
���0âËº�á$�6~h�Ù�0~h��~h�
�������%����¢J�
~m� ���0~·�¥���  -~h�0���6�6�����6~
�h��� �0�6~h� ~¥£:�0�
���¥���0�6~V� �D�
�b 6�0���%���6��~V���d�0~h�0 6�0~h�
���0�����`�D�����¥�����
�
�³«;¢����d�0~h�0 6�0~h�
���0�����%�
���h�¥���
�:���6�¡�0�F�0�6~h���� 6�0���%���6�������0��~m�h¦Hëª~����0~����*�0~h�0~m�0�0~m�©�6~h�0~ ���©�0�6~� 6�0���%���6�����q�0�0���
��~h�
�0�����%�"��«�}����*�0~¥£J�½�|Á%�0~h~�Â��
���������
��¾À¿�}.ÁsÂ��¥ÃÊ���%�¶Å*�6�%�0�0���0�6�0�����»Äj�0~h~�Â��
��� �
������¾À¿�Ä"Å6Â��hÃ
¦
Å*¢J�d�
���¥�0�����0�0~h~h�%���6â:�h�:á$�6���
�F���.���%���F���� -�D�
�0���6��~"���h�¥���6�d�Ê«¬���.�0�6~��q���6���%����~

á�~ á$�q�0�©�0�F� �J�:~h�|�&�
~h�0��~ �����0�6~ �%���0���,«¬�����:~¥°%�6���6�F�0�6~� 6�0���%���6�������
�0���� %���
����~¥�
�0~h�
����«��0�%���è���
��� �����
�h¦QÁb���
�0�h�bá�~F~¥£:�6���6�������Æ�0�6���4�0�6~m�0�q�4�
��� ~®�:�
��á$�%���
â:����«
�0�6~��%�0�%���Q��~m���0�6���6�� %���
���:�������h�&�:�6~��0�w�0�6~4�%�0~���«.���0�6���0�
���0¢»�6~h�6�0���
�0���h��¾|ÅJÄ"Å6Â
Ç�¼�¿Æ���J�:~h�ÀÃ
�d�����0���0�6~,�%�0~,��«���~m���0�6���6���¥�0���0~h�0�����0�%���.�¥���%�0���:~h���0�6~m�
~,���
��� �#���
�
���®��~h�6~h�
���0����~·���6~m�¶¾À�¥�0~m���0�����Ù��«��0~h�d�0~h�%�¥~m�®«¬�0���ì�0�6~¶���
��� �����¥Ã4�
���0�6~h�#�0�%���
�:~m�:���h���0~m�F�0�����%����¢J�0�q��¾À�¥�0~m���0�����F��«Q���%����¢:�0~m�.«¬�0���í�0�6~��0~h�*�0~h�%�¥~�Ã
¦
æç�²�»�0~m�¥���%�²�0��� ~��`á�~� 6�0�� -�D�0~ �6~háî��~h�0�6�J�6��«¬�����0�
�����6���6�F���
��� �����
�h�j�%�?�

�0~m� ���#�0�6~,�0�
���:���0�����%���Hï¶�?£J�����6�'¯��*�0�0�� d¢®���%�#ï¶�?£J�����6� ´ ��â�~h�����6�J�J���¥�0���0~h�0���:¦
ÄÊ�6~m�0~��¥�0���0~h�0�������0~,���%�
�
���%�¥�����0~m�#�
���0�%���.�0�6~h¢��¥���0�0~m�0 -���%�®�0�4���0¢J�d�
���¥�0�������%����¢*�
�0�����
���0â��
���0�6~h�$�0�%���F�4�����6���%����~���~h�6~h�
���0�����F�
���0â-¦%Å* H~m�¥�³°����0�
�����6���6�4���������0���0�6���
���0~��6~m�¥~m�
�����0¢#«¬���V�0�6~h���"���  6��~h� ~h�*�
���0�����`�6�6�6�"�0�
���:���0�����%���j���������0���0�6�#�$�h���·�¥�� -~
á$���0�F�0�6�D�0~����J�:~h����«¬���$�0�6~��
���0â®��«Q�
¢*�*�
���¥�0�������%����¢:�0���h¦
´ ���0�0��¢��já�~®���*��~m�0���0�6~# 6�0���6��~h�ð��«V�0����~ �¥���  6��~¥£:���|¢©��«V�0¢J�d�
���¥�0���#���%����¢J�
���h�

á$�6���
�²�����w�0~m�������
�0�6~4«¬�����0�6~�~¥ñ-~m�¥�0����~��%�
~���«.¿�Ä"Å6Â��m¦�ëª~ �:~m�
�¥�0���-~��¥�����
�0~m����«
¿�Ä"Å6Â����0�%������������á
�0�6~����%����¢J�0�q�V��«��w�0~h�*�0~h�%�¥~����· -����¢J�6��� �����j�¥���� 6��~¥£J���|¢�¦-ëª~
°%�%������¢¶�:~m�
�¥�0���-~��w��~h�0�6�J�¶�0�%����~h�%���6��~��0�6~�~¥£:�0�
���¥�0�����ª��«$�0�%�
�§�F¿�Ä"Å6ÂÑ«¬�0���
�0�6~"�0~h����«&�0�6�6�0�0~h~m����«`���0�0~h~h�%���6âH¦dÄÊ�6~,¿�Ä"Å6ÂÙ 6�0�:�:�%�¥~m���d¢4�0�6���Q� ~h�0�6�:���������1áV�
�%���0�¡�0~m�
�����6���6���:����~h�6~h�
���0����~®��~m���0�6���6�¡�¥�0���0~h�0���6�ò���©ó|�0~m�������0�0�q�8ô4�6���
�:�j���%�²�0�
������~��#�0�
���0���0�0�q�h�����¥���  %���0���0���¡�-~h�|á�~h~h�©�0�6���V�¥�0���0~h�0���6�õ���%�¡�0�6~��%�0�%���j�6~h�6�0���
�0���
�¥�0���0~h�0���6�ö���F�0~h�0�Î��«b���%����¢:�0���Ê -~h�½«;���0�#���%�¥~�¦

÷



ø ùûúýüQþ ÿ�þ�� � ù������
	Æþ��

� 
 i-kmu1]`_QrsÞ�kmoq]-i ���
� ¦ � ´ ���6���6���0�0�q�d�6~����:«¬���0�����0���*�6~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���

� ¦ � ¦ � ã, 6 6�����h���0�����%��¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
� ¦ � ¦ L ï·�:�:�h��~m�Ê 6�0���%���6�������
�0~m� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �mÖ
� ¦ � ¦ Ö ã, 6 6�0�:�
�6~m�b���
�¥~h�%�6���d�0~.~h�j�:~m�
�¥~h�%�6���*�0~.�:~m�s� �:�:�h��~m�`�0¢J�:�

�
�?£:���*�6~m�Ó¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
� ¦ � ¦ ÷ ã, 6 6�0~h�d�0�q�
�
����~��:~m�$ %���
�����h�0�0~m�Æ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
� ¦ � ¦ � � �0�����q�
���0������~h�·���%����¢J�
~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��

� ¦ L Å*�6�0�����j�:~m�$� �:�:�h��~m�Ê�h�0�%�:���m��¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��
� ¦ Ö ¼,� È ~m�¥�0�³«À�,¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��
� ¦ ÷ Å*�0�0�%�¥�0�6�0~��:�¡�:�:�¥�6� ~h�d��¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��

� � u?l%ÚOÚ²l6o;u1e*f�tsu?]�vbl6vso;c;oqfhkme*f ���
L ¦ � Â��
��� �������0~m�.�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��
L ¦ L Â��
��� �������0~m�.�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m�, 6�0���%���6�����q�0�0~m�O¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��

L ¦ L ¦ � ã, 6 6�0~h�d�0�q�
�
����~��0�6 -~h�0�J���0�ò¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��
L ¦ L ¦ L ã, 6 6�0~h�d�0�q�
�
����~��6���:�|�0�6 -~h�0�J���0��¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ Ö��
L ¦ L ¦ Ö Ç������¥�%�
�0�����Ó¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ Ö��

L ¦ Ö ¯Q£J�0~h�%�
�����¡�:~m�$���
��� �������0~m�Ê 6�0���%���6�������0�0~m�.�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m�í¦�¦�¦�¦ Ö�L
L ¦ Ö ¦ � Â��
��� �������0~m�$�0�0�:�
�%���
�0���d�6~m�.«À�����6��~h��~h�d�Ê�0~m�0�0�0~h���*�0~m� ¦�¦�¦ Ö�L
L ¦ Ö ¦ L � ���0�0���0¢*���%���0~m�w���
��� �#���
�§¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ Ö�L

L ¦ ÷ ¿��0���%���6�����������0�����®�:~m�,���¥�0�����%�V�&���6�¡���%����¢:�0~h�6�V�0¢J�d�
�?£:���*�6~,¦�¦�¦�¦�¦ Ö ÷
L ¦ ÷ ¦ � ã,�%����¢:�0~� 6�0���%���6�������
�0~�Â ´ ê ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ Ö ÷
L ¦ ÷ ¦ L ã,�%����¢:�0~� 6�0���%���6�������
�0~ Ô���~¥«;�½�|�¥���0�6~h��ÕÓ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ Ö��

L ¦ � Á6���0���������
� ~m���&�¹���0�6�0~m�©¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ Ö��
L ¦ � ¦ � Â��
��� �������0~�­���� È ���%�¥�0�����»�&�¹���0�6�0~m�É¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ Ö� 
L ¦ � ¦ L Ç����
�#¼,�0��~h�d�0~m�¡¿b���
�0���6� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ Ö��

L ¦  Â��
��� �������0~m�Ê�&���6�6�³°��h���0����� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ÷ �
L ¦  ¦ � ã,�%����¢:�0~� 6�0���%���6�������
�0~ ´ êå�m��~m�����
��� �������0~��&���6�6�³°��h���0����� ÷ �
L ¦  ¦ L Â��
��� �������0~m�$�:~��0�
�����
�V 6�0���%���6�������0�0~m�î¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ÷ �
L ¦  ¦ Ö Â��
��� �������0~m�$�0�0�:�
�%���
�0���d�6~m�$���0�0�0���6�6�½���?����~h�6� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ÷ �

L ¦ � ¯Q£J�0~h�%�
�����%�V�:~ ´ �������*�6~�­��%���0~��:~�}����d�0�
�����*�0~m�$¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ÷ L
L ¦ � ¦ � } � ÁO 6�0���%���6�������
�0~Ó¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ÷ L

�



!#"%$'& ×)(F×�ßO\ "*! 
,+.- ×�ß

L ¦ � ¦ L ´ �������d�6~�­ �%���0~��:~��¥���d�0�
�����d�0~m�V -���%�:�h�0�h~m�Ò¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ÷ Ö
L ¦ � ¦ Ö ´ �������d�6~� 6�0���%���6�������0�0~�­��%���0~��:~��¥���*�0�
�����d�0~m�
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ÷�÷

/ �10324�65 \
]`_sa*cqe*f�_be�xHu1l%ÚOÚ²l6o;u?edf�Øs]�u?f,7�ÞD]Hi-kmedn`kmedf98»\^l:n�o¬ÚªrsÚ
_;: ×�i-kmu?]�tboqe < �
Ö ¦ � ï»�:�:�h�����
���0�����®­����?£:���4�6�ö�&��~h�d�0�0�� 6��~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ÷ �

Ö ¦ � ¦ � = ���0~��&�¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ÷ �
Ö ¦ � ¦ L Å*�
���0�q�0�0���*�6~��:æç�%�:���h���0~h�6�
�$~h��}����d�0�
�����*�0~m�í¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ÷ �
Ö ¦ � ¦ Ö ¿��0���%�¥�� -~��:�·ï·�?£:���4�6� �&�¹¯��d�0�0�� 6��~#¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
Ö ¦ � ¦ ÷ Á%���0� ~� %���
��� �h�0�0���*�6~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ��L
Ö ¦ � ¦ � ê"~h�����0�����F�m��~m����~�ï·�?£:���4�6�ö�:~9>��
�����0~h�4�6�����%�¥~ ¦�¦�¦�¦�¦ � ÷
Ö ¦ � ¦  }.���q�¥�6���:~m�V %���
��� �h�0�0~m�õ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
Ö ¦ � ¦ � ï·�:�:�h��~�Å6}.ÁsÂ º��6�¡~¥£J~h�� 6��~��0�0���J�����`�:~�� �:�:�h��~�­����?£:�³�

�4�6�Î�&��~h�*�0�0�� 6��~·¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
Ö ¦ � ¦ � ¦ � ï»�:�:�h��~�~¥£J -���6~h�d�0��~h� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
Ö ¦ � ¦ � ¦ L ï·�?£:���4�6� �:~��*�
�����
~h���6�����%�¥~#¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
Ö ¦ � ¦ � ¦ Ö ï·�?£:���4�6� �&��~h�*�0�0�� 6��~�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���

Ö ¦ � ¦ � Å*¢J�d�0�6�m�
~�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
Ö ¦ L ¿��0���%�¥�� -~�~h�"�:�¥°%�6���0�����F�:~���� Â�}.ÁbÂö¾|Â����6�%�
�����»}.ÁsÂ�ÃÆ¦�¦�¦�¦�¦�¦  ��

Ö ¦ L ¦ � ¿s���0~h�d�0��~h�s�&���6�»���0�6�0~��%~h�" 6�0���%���6�������0���¥���%�:���0�����6�6~h����~©¦�¦�¦  ��
Ö ¦ L ¦ L ã,�%����¢:�0~��0¢J�d�
�?£:���d�6~�­��|�¹�����:~��&���6�6~4Â�}.ÁsÂ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦  ��

Ö ¦ Ö ã" 6 6�0~h�*�0���
�
����~��:~m�" H���0~h�*�0��~h����¾¬ %���
��� �h�0�0~m�
λi
Ã�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦  �L

Ö ¦ Ö ¦ � ¿��0���%�¥�� -~±¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦  �L
Ö ¦ Ö ¦ L æç�  6�0�1��~m�¡æ|�0~h�
���0����~�ÅJ�h�������6��ã"�������0���0�6�ö¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦  �L
Ö ¦ Ö ¦ Ö ã,�������0���0�6��~�æç�%�0���:~¥� ¼,�6�
�
���:~»¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦  ÷
Ö ¦ Ö ¦ ÷ ê"�m�0�6� ���:~����¹���������0���0�6� ~��&�¹�� 6 6�0~h�d�0���
������~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦  ��

Ö ¦ ÷ ¯Q£J -�h�0��~h�%�¥~m�^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦  ��
Ö ¦ ÷ ¦ � � �F -~h�0���$~¥£J~h�� 6��~��0�6�h���0���d�6~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦  ��
Ö ¦ ÷ ¦ L ê"�m�0�6���
���
�Ê~¥£: H�h�0��� ~h�d�
���:£ª¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �?�
Ö ¦ ÷ ¦ Ö Ç������¥�%�
�0�����Ó¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ��L

Ö ¦ � }����%�¥���%�0�����#¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
< � u?l%ÚOÚ²l6o;u1e*f@8ªf�rjvbfhkmoqk�r�kmo;]HiÙ_;:³l6u1vbu1e*fBA ! ß �1C ���
÷ ¦ � ¿��0���%���6�����������0�����®�:~m�,Ä"Å6Â ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���

÷ ¦ � ¦ � Ç����
�#¼,�0��~h�d�0~m�¡¿b���
�0���6�»¾ÀÇ�¼�¿ÊÃV¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
÷ ¦ � ¦ L ¿��0�� 6�0���h�0�m�"�:�F� �:�:�h��~�Ç�¼�¿ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���

÷ ¦ � ¦ L ¦ � }����  H���0�0~h��~h�d�V�0�6�"�:~m�V~¥£J~h�  6��~m�î¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
÷ ¦ � ¦ Ö � �6~� 6�0���%���6�����q�
���0�����F�����0~h�0�%���0����~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���

÷ ¦ � ¦ Ö ¦ � }����  H���0�0~h��~h�d�V�0�6�"�:~m�V~¥£J~h�  6��~m�î¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
÷ ¦ � ¦ ÷ ï¶�?£:��� ���
���0�����#�:~����4�J�
�����0~h�4�6�����%�¥~�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���

÷ ¦ � ¦ ÷ ¦ � ¿��0���%�¥�� -~�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
÷ ¦ � ¦ ÷ ¦ L ï»�h�0�6�:�:~�º�¯Q£: H~m�¥�
���0�����¡ï·�?£:��� �EDm���0�����¶¾À¯�ï²Ã¡¦ ���
÷ ¦ � ¦ ÷ ¦ Ö }����d�0�0~¥�|���0���6� ~h�*�
�ì¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ��Ö

÷ ¦ L }����  6��~¥£:���0���:~����¹���%����¢:�0~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���
 



!;"F$'& ×G(F×�ßO\ ".! 
,+H- ×�ß

I � ! ß �J5 ÚÆ]`_sa*cqe�_be � o;vsvbf,t�]Hrsu�c;edf�xHu1l%ÚOÚÆl6oqu?edfK8®f�rsvsfmkmo�k�rjkmoq]-i
_;: l6u?vbu1e*f ��L�/
� ¦ � ï»�:�:�h��~m�Ê~h�d�J���
�����m�.¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �M� ÷

� ¦ � ¦ � � �F� �:�:�h��~��&�¹���0�6�0~m�"­��#�?£J���4�6� �&��~h�d�0�0�� 6��~�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �M� ÷
� ¦ � ¦ � ¦ � êV�m�0�����6�0�����w���%����¢*�0���*�6~õ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �M���
� ¦ � ¦ � ¦ L }����  6��~¥£:���0���:~����¹���%����¢:�0~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �M�� 

� ¦ � ¦ L � �F� �:�:�h��~��:~��:�h�0�������0�����%�$­����?£:���4�6� �&��~h�*�0�0�� 6��~�¦�¦�¦ �M�N�
� ¦ � ¦ Ö Â�Ä"Å6Â ºJï·�J�:�h��~,~¥£: H���6~h�*�0��~h�`�:~��:�h�0���?���0�����%�h�d���?£:���4�6�

�:~��*�
�����
~h���6�����%�¥~î¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �M���
� ¦ L ã" 6 6�0~h�*�0���
�
����~��:~m�" %���
��� �h�0�0~m�é¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���M�

� ¦ L ¦ � Ç��h�0�������0�����¶�:~����¹���������0���0�6� ~�æç�  6�0����~m�¶æç�0~h�
���0����~�ÅJ�h�������6�
¾Àæ�æ½Å�Ã©¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���M�

� ¦ L ¦ L ã,�������0���0�6��~�æç�%�0���:~¥� ¼,�6�
�
���:~»¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ��� ÷
� ¦ L ¦ L ¦ � ï»~h�4�6�0~��:~��:�0�����0~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ��� ÷
� ¦ L ¦ L ¦ L ï»~h�4�6�0~��:~��D���%�
�6~Ó¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����

� ¦ Ö ã" 6 6�0~h�*�0���
�
����~� %���V 6�0��«¬���%�:~h�6�,�¥�0���q�
�
���d�0~ð¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���� 
� ¦ Ö ¦ � }.�� %���¥���0�m�"�:~����h�6�h�
�����������0�����F�:�¡� �:�:�h��~í¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���� 
� ¦ Ö ¦ L ã,�������0���0�6��~��&�¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~� %���V 6�0��«;���%�:~h�6�,�¥�0�����
�
���*�0~�¦ �����

� ¦ ÷ ¯Q£J -�h�0��~h�%�¥~m�^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����
� ¦ ÷ ¦ � ¯�£J�0�
���¥�0�����·�:~m�$���
��� �������0~m� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����

� ¦ ÷ ¦ � ¦ �  %¿�Ä"Å6ÂÒï·���:�����?£¡¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����
� ¦ ÷ ¦ � ¦ L  %¿�Ä"Å6ÂÎÔ� %���V�0¨h�0~m��Õ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �mL��

� ¦ ÷ ¦ L ê"�m�0�6���
���
�Ê~¥£: H�h�0��� ~h�d�
���:£ª¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �mL��
� ¦ ÷ ¦ Ö Ç������¥�%�
�0�����Ó¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �mL��

� ¦ � }����%�¥���%�0�����®¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �mL��
O � u?l%ÚOÚ²l6o;u1e*f@8ªf�rjvbfhkmoqk�r�kmo;]HiÙ_;:³l6u1vbu1e*f�t�]�cqgjis]HÚÆoql6c;edf ��/P�

 ¦ � ¿��0���%�¥�� -~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �mÖ��
 ¦ L êV~m�0�0�0���¥�0�����%�.�
�%�h�¥~m�
�0����~m�"¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �mÖ�L
 ¦ Ö êV~h 6�0�m�0~h�*�
���0�����»�:~m�V���0�6�0~m�,�&�¹���%����¢J�
~m� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �mÖ��

 ¦ Ö ¦ � Ç��¥°%�6���0�����¡�:~m�$�0~h 6�0�m�0~h�d�
���0�����%�"�&�¹���0�6�0~m�"�
¢*�*�
�?£J���*�6~m�Ñ¦�¦ �mÖ� 
 ¦ Ö ¦ L ¿b���
�
����~��&���6�6~��0~h 6�0�m�0~h�*�
���0�����»­��6�6~����6�0�0~�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �mÖ��
 ¦ Ö ¦ Ö ã,�0�6�0~��0¢J�d�
�?£:���*�6~Ë¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ � ÷ �
 ¦ Ö ¦ ÷ ¼, -�h�
���0~h�6�
�"�
�6�$��~m�$�0~h 6�0�m�0~h�*�
���0�����%� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ � ÷ �
 ¦ Ö ¦ � Ç��m�¥���  -�D�0���0�����%�w¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ � ÷ �

 ¦ ÷ Â��
��� �������0~m�Ê­ �
�6�%�0�0���0�6�0�����F�&�¹���0�6�0~m�V -����¢J�6��� ������~m�Ù¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ � ÷ Ö
 ¦ � ¿�Ä"Å6ÂÒ�:~h�%�0~m�û¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ � ÷ �
 ¦  >�~h�
�$�6�6~��¥���%�:���0�����¡�
��Q��
���d�0~��:~� H����¢J�6��� ���������0�§¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ����Ö

 ¦  ¦ � ¿�Ä"Å6Â ���?£:��������~h��~h�d�Ê�:~h�%�0~m� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ����Ö
 ¦  ¦ L ¯�£J %���%�0�����¡�&���6�»�0���%�½�|���0�6�0~F¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ����Ö
 ¦  ¦ Ö }����%�:���0�����¡�0��Q��
���*�0~��:~� -����¢*�6�������������0�4¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ��� ÷

 ¦ � ï»�h�0�6�:�:~��&��~¥£:�0�
���¥�0�����¡�:~m�"¿�Ä"Å6ÂÒ H����¢*�6��� �q����~m��¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����
 ¦ � ¦ � ¯�£J�0�
���¥�0�����·�:~m�V�0���%�½�|���0�6�0~m�"�h���h� ~h�d�
�����0~m� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����
 ¦ � ¦ L }.���q�¥�6���:~m�"Ç�¼�¿Q�� %�0~h�%�:���� 6�0���%���6�������0�m� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����

�



!#"%$'& ×)(F×�ßO\ "*! 
,+.- ×�ß

 ¦ � }����%�¥���%�0�����#¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �� ��
� 0 ]HisÞDc¬rjf�oq]-ijf edk�t�e*u1fmt�edÞ�kmoqÜHe*f ��O�/

� ¦ � }����%�¥���%�0�����%�^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �� �Ö
� ¦ L ¿j~h�
�0 -~m�¥�0����~m�·¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �� ��

" ÛFÝ*7�_boSRÆÞdrsc�kmz¶_Qrytbu1]Hvsc;a*ÚÆe¡\
Ý�ÝílDÜ-edÞ¶rsise©ß ! ß � ��O�T
$ " cqxH]�u?o�k�ØbÚ²e 
 ijfmo;_be�7MU r�kmfmo;_be �����

= ¦ � êV~h 6�0�m�0~h�*�
���0�����»�:~m�V�:�h�0�������0�����%�.¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �V���
= ¦ LW= ���%���0���
���0�����w�:~����4���
��� �������0~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����

= ¦ L ¦ �
TSG→ CFG

¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����
= ¦ L ¦ L

CFG→ bCFG
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ����L

= ¦ Ö Ð"���
���0�����%�V~h�V�:�¥°%�6���0�����%� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ����Ö
= ¦ Ö ¦ � }.���q�¥�6���:~m�V������~h�6�
�Ê���d�0~h�0�6~m�4¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ��� ÷
= ¦ Ö ¦ L }.���q�¥�6���:~m�V������~h�6�
�Ê~¥£J�0~h�0�6~m� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ���� 
= ¦ Ö ¦ Ö }.���q�¥�6���:~ ∑

d∈D fν(d)V (d)
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����

= ¦ Ö ¦ ÷ }.���q�¥�6���:~ ∑
δ∈∆(w) fξ(δ)

[∏

α∈δ v(α)fα(d)
] ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����

= ¦ ÷ ã"�������0���0�6� ~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����
= ¦ ÷ ¦ � Å*�0�0�%�¥�0�6�0~m���:~��:���6�6�h~m� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����
= ¦ ÷ ¦ L }��0�m���0�����»�:~������
���6��~��&�¹���%����¢:�0~§¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����
= ¦ ÷ ¦ Ö }��0�m���0�����»�:~����������
�0~,���
�:���6�6�h~4�:~m�$�YX��%�6�½���0¨h�0~m�'¦�¦�¦�¦�¦ �����
= ¦ ÷ ¦ ÷ }.���q�¥�6���:~m�V������~h�6�
�

Interne(ν)
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ����Ö

= ¦ ÷ ¦ � }.���q�¥�6���:~m�V������~h�6�
�
Externe(ν)

¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ ����Ö
= ¦ ÷ ¦  }.���q�¥�6���:~m�V������~h�6�
� ∑

δ∈∆(w) fξ(δ)
[∏

α∈δ v(α)fα(d)
] ¦�¦�¦ ��� ÷

0 " cqxH]�u?o�k�ØbÚ²e·_se·_sz*ÞD]`_bl6x�e»oqkmzdu?l:kmo;{ ��TZ�
},¦ � ï»�:�:�h��~m�$�:~������6�D����~��������6�m�Ê -���6�$�����0~m�¥���6�%�����
�����%�¥~��:~����� %���0����~ �����

},¦ � ¦ � ¿��0���%�¥�� -~��#���0�6�h�����0���*�6~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����
},¦ � ¦ L ¿��0���6���h� ~ �:~ ���w�:�h -~h�%�6���%�¥~#�:�§�¥��[6�� %�����
�� 6 H���0��­w�q�

�
��������~��:~m�V�0�����6�0�����%�ð¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����
},¦ L }��0���0�h�0~��:�»�¥��[6�V� �1¢�~h� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����

},¦ L ¦ � æ �:�h~����h�6�h�
����~ý¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����
},¦ L ¦ L ã,�������0���0�6��~��:~��:�m�¥�:�6����~����0�h�
���0��« ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����

},¦ L ¦ L ¦ � æ|�6���0�m�:��~h�*�
� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ �����
},¦ L ¦ L ¦ L êV�m�����������0����� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����
},¦ L ¦ L ¦ Ö ¿��0~h�6��~ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����

},¦ Ö ¯Q£J~h�� 6��~m�$�&�¹�� 6 6�����h���0�����%�í¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��Y�
},¦ Ö ¦ � ï·�:�:�h��~��:~�ÐV�����
����� ~m�$�:~�� ���
�Î¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��DL
},¦ Ö ¦ L Â��
��� �������0~��0�0�:�
�%���0�0�q�d�6~��6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~Ñ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��DL
},¦ Ö ¦ Ö � �F~¥£:~h�  6��~��:~��:�h�0���6��~h� ~h�*�±¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��DÖ

},¦ ÷ êV�m�0�6���
���Ê~¥£: H�h�0��� ~h�d�
���í¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����
},¦ � }����%�¥���%�0�����#¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��� 

�



!;"F$'& ×G(F×�ßO\ ".! 
,+H- ×�ß

( ×,n`kmu1l6oqkmf�_bedf vbl6fme*f eDk�Þd]�u?tbrsf�r�kmo;cqo;fmz*f ��LZ�
Ç4¦ � Å*¢*�4�H����~m� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��N�

Ç�¦ � ¦ � Â��
��� �������0~m�$­��0�6�%�
�0���0�6�0�����F�&�¹���0�6�0~m��¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��N�
Ç�¦ � ¦ L Â��
��� �������0~m�Ê�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m��¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��N�

Ç4¦ L ¯Q£J -�h�0��~h�%�¥~m�V�
�6�$��~��¥���0 6�%�Vã�Ä$æ0Åd� ����� ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����
Ç�¦ L ¦ �\= ���0~^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����
Ç�¦ L ¦ L Â��
��� �������0~�ÅJÄ"Å6ÂÎÔ� %���"�0¨h�0~m�,Õå¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����
Ç�¦ L ¦ Ö Â��
��� �������0~�Â�Ä"Å6ÂíÔ� %���$�0¨h�0~m��Õ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����
Ç�¦ L ¦ ÷ Â��
��� �������0~�ÅJÄ"Å6ÂÎÔ4ï·���:�|ï¶�?£FÕF¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����
Ç�¦ L ¦ � Â��
��� �������0~�Â�Ä"Å6ÂíÔ�ï»���:�|ï¶�?£FÕ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����
Ç�¦ L ¦  Â��
��� �������0~�Å6}.ÁsÂ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��M�

Ç4¦ L ¦  ¦ � Â��
��� �������0~^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��M�
Ç4¦ L ¦  ¦ L ´ ~¥£J�q�d�6~^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��M�

Ç�¦ L ¦ � Â��
��� �������0~�Â�}.ÁsÂ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��M�
Ç4¦ L ¦ � ¦ � Â��
��� �������0~^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��M�
Ç4¦ L ¦ � ¦ L ´ ~¥£J�q�d�6~^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��M�

Ç4¦ Ö ¯Q£J -�h�0��~h�%�¥~m�V�
�6�$��~��¥���0 6�%�,Å �^] ã,Ð�Ð,¯Í¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��M�
Ç�¦ Ö ¦ �\= ���0~^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L��M�
Ç�¦ Ö ¦ L Â��
��� �������0~�Å6}.ÁsÂ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����

Ç4¦ Ö ¦ L ¦ � Â��
��� �������0~^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����
Ç4¦ Ö ¦ L ¦ L ´ ~¥£J�q�d�6~^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����

Ç�¦ Ö ¦ Ö Â��
��� �������0~�Â�}.ÁsÂ ¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����
Ç4¦ Ö ¦ Ö ¦ � Â��
��� �������0~^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����
Ç4¦ Ö ¦ Ö ¦ L ´ ~¥£J�q�d�6~^¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦ L����


 ij_beDn �P�_/

 ij_beDny_bedf�l%rjkme*rsu1f �P�`�
$ oqvbcqo;]�xHu1l6tQØsoqe �P�_T

�



!#"%$'& ×)(F×�ßO\ "*! 
,+.- ×�ß

�M�



a bdcfedg�h3ikj l

mon �p	�q ÿ\r\st�p��q n

uwvxu y S
U�[wz�S
R`{HSx|*z4NöS
U3}hTVPZ~ÍW�{-Sx|*z�N
´ �B�����N���_�E�,���������k���M�M�����'�������M�Y�.~m�0�V�6�6~��:���
�¥�� 6�����6~,�����0�6~��:~m�"�:�h��~h���� 6 -~h� ~h�d�
�

�:~»�������:«;���0�����0�q�d�6~w�6���%� ��~·�:���������6~¡�:~m�����¥��~h�%�¥~m� �:�±�q���6�D����~�¦�Ç����%� �6�É�
~h�%�
�����0��~���~h����~Ê�¥���6�J�0~V�0���6�0~m����~m���� 6 6���q�h���0�����%�b���:«;���0�#���0���d�6~m�Q��¢D���d���6���
�� 6 -���0���m��~m�
��~$�����6�D����~V�%���0�6�0~h�|�d����~m�0�½�|­?�|�:���0~V��~$�����6�D����~V�0~h���*�`�����6~m�0�� %���0���"~h���¥���  6�0���Q %������~m�
¨h�0�0~m�Ê�d�6�������%�h�* %���.�� 6 -�D�0���0�����®���:£������6�D����~m��Ô����0�0�³°��¥��~h���ÊÕ �:�h��~h���� 6 -�m�.~h�w���?�
�0�6�h�����0���*�6~���~h�§���:«¬���0�����0���*�6~F¾¬�����6�D����~m���:~� 6�0�����
��� �����0�����&Ã
¦³¦³¦��,�%���
���*�0~®���%�
�&��~¥ñ-���0�
�4�:~ �0~m���6~h�
�
�6~w���d���0�h�%�
�0��­F�����d�0�0~h���*�6~��0�����w 6�0�J�:�%�¥�0�����²~h�����F�¥��� �
 6�0�h�6~h�%�0�������&���h�6���%�¥�m��~h� �����6���6~m�Q�%���0�6�0~h����~m���
���d���:~m���
¸����6~m���h���h� ~h�*�
�����0~m�Q -���6�
��~m�Ê�d�6�#�����%�h�J��~m�Ê�����
�6���6~m�����*�V~h�w�0~h�?���%���6~��6�F�����-~¥£J�0�0¨h��~�­��0�
�����0~h�Ê�¥~m�V 6�0���
�6���h� ~m�h¦�ï¶�������0���0���6�h�j����~m� ��~m���:�h��~h���� 6 H~h��~h�d�
���0~m���6�6�����������*�6~m���¥���%�0���:�h�
���6��~m�
�:���d�����*�� 6�0��°%�0����~m�,���
�:���%���0~h�6�
���¥~m���:~h�0�6���h�0~m�����6�6�h~m�h�`�:~m���� 6 6�����h���0�����%�,�:~����
�����6���6���
�0���d�6~,���:«¬���0�����0���*�6~,���*�"�¥��� � ~h�%�¥��­� -���6�������Ê¨h�0�0~��0�m�������0�h~m�Ê�6���%�V�:����~h�
�
�:���������6~m�h¦6Ð,���¡�0~h�6��~h� ~h�*�$��~m�. 6�0�����0�m�V�0~m���6�6���d�6~m�V���d�V -~h�0� ���.�¥~m�$�0�m�����������0�����%�h�
�������Ê���q�.���N�,�M�����,�`�`~h�:£J��� ¨h� ~m�V�6�6~��:~h�����%�:~��¥�0�������
���d�0~��:~��0~h����~m�V�� 6 6���q�h���0�����%�h�
�:���%���6�¡~¥ñ&���0�"�:~��0~m�
�6~h�
���6~4�¥�0���q�
�
���d�h�%�:�¡«¬�����$�:~�����~h�*�?���6�q�
�0~h� ~h�*�V�:~��6�D�V�J��~m�
�d�6���0�q�:��~h�6�6~m�� %������~m�����
�:���%���0~h�6�
��~h�� %�����:~m���*�%���d�0���0�m���&�����:«;���0�����0�����%�,�����D���:�
�0~m�
�*�6~m�V�d�`�������. H~h�0� ~h�0�0~h�*�,�:~�� ~h�0�0�0~�­��:���0 -�D�0���0�����`¦
��������� ���;�;�� ¢¡�£¥¤� �¦¨§;©

�,�6~h���*�6~m�F~¥£:~h�  6��~m�w�&�¹�� 6 6�����h���0�����%�F H~h�6��~h�*�¡� ~h�0�0�0~§~h�å���6� ���h�0~¶�������  -���½�
�
���%�¥~��:~����������6���6���0�0���*�6~Ê���:«¬���0�����0���*�6~$ H���6���������:«¬���0�����0���*�6~.~h�#���h�6�h�
�����J~h�� -���6�
��~m�V�:�����¥�� 6�����6~m�.�:�F�����6�D����~�~h�F %���0�0���¥�6����~h��º

ª ���k���«��¬����M�������­���®�����'�������M�Y�b�:�h�¥�6 H~Ê�6�6~$ 6�����¥~. 6�0���J�����h�����h~.�6���%�Q��~.�:���#�����6~�:~����������6���6���0�0�q�d�6~����:«¬���0�����0���*�6~����:�¶«À�����,�*�`��~h����~�~h�ª�®�¥���%�0�0���0�6�4��~� -�����*�
�:~��:�h %���0�h�-�:�m�V��~��:�h�6�6�,�:~m�"���6�6�h~m� ������� ¦-¯�����~�«À�����$���*�0~h�0��~h�6���V�0���6�0~m�V��~m�
�¥���  -�D�
���*�0~m�,�:~����������6���6�q�0�0���*�6~,���:«¬���0�����0���*�6~��%�:~��|�¹���%����¢J�
~�­ �������h�6�h�
�?�
�0�����`�&�¥~h�0�
�����%�� 6�0� È ~h�
�,¢¡«¬���������d�"�h�D����~h� ~h�d�����d�0~h�0��~h�6���,���#�0~m�¥���6�%�����
�����%�¥~

���




 i-kmu?]`_brsÞ�kmo;]Hi

~h�,��� �0¢J�d�0�6�m�0~��:~��q�� %���0����~#¾�>�~h�0�6�����6������¯�Ð,��~h�����6� ���V° Ã
¦ ´ ~m�"�-~m�0�����%�"~h�
�0�
���:�%�¥�0�������0���*�b�h�D����~h� ~h�d�s~h�4�¥���%�0�
���*�0~$���6��� ~h�d�
���0�����`���¥~Ê�d�6�*���6�d�D���
���:�
�0�����6�²�����
���6�®�
�6�%�0�
���d�0��~h�|¦ ´ ~m�4�0¢:�0�0�h� ~m���¥����� ~h�
�¥���������
�m�4¾|ÅN±�ÅJÄ$ê"ã�Ð�Ã
�0~h -�D�0~h�d���0�6�"�:~m�,���%����¢:�0~m�V�����6���6���0�0���*�6~m�.~h�%�¥���0~��0��� �#�����0~m�h�6~h�,�:�h�����*�0~h�*�
�:~m�V�*�%�������0�m�Ê�:~��0�
���:�%�¥�0�����F���h�6�h�
����~h� ~h�d�"� �m�:���:�¥�0~m�h�:�������. H���6�����d�$¨h�0�0~
�6�0����~m�Ê�����
�
�*�`�����`�h�¹�������V�:~��0�
�����0~h�,�:~����0�D�$�������6� ~m�V�0~¥£J�0�6~h���V���¡�&�¹�m�������,�6�
�� -~h�
Ï¥�¡�������6~��&���6�F�0~¥£J�0~³²

ª �:~m�w�´�����µ�µ�M���M�®�´�¶������·��x���«��¸`·®���M�Y������ 6 %���
�����
�0~h�*��«¬�0�m�d�6~h� ��~h�d���6���%����~m���� :� 6���q�h���0�����%�Q�:~V�0�
�����0~h� ~h�*���:~$�0~¥£J�0~�¦JÅ*�6��~m�Q 6�0~h� ��~h�
���0¢:�0�0�h� ~m���0~Ê�-���0�%����~h�d�
­��¥���  %���0~h���������0�0�6�����
�� 6�6~V�:~m�Q�����
�b����~m�$�¥~h�:£4�&���6�6~$���q�0�0~� 6�0�h�h�
���6����~����:~m�
�0¢:�0�0�h� ~m�� 6���%�®�0�� 6�6���0�0���*�6�m� �0���*�®�� 6 %���0�%�m�.�*�6�,~¥ñ&~m�¥�0�6~h�d�w�6�6~©���%����¢:�0~
���
��� �#���0���h����~Ê~h�����0�0����~h�*��­��0~h H�h�0~h�.�:~m�Q«À���6�0~m���&�¹���h�¥���
�&�*�¥~"�*�6�%�6�m�¥~m�
�
���0~
�:~��¥���6�%�?¹q�0�0~���~m�$�0~h�����0�����%�Ê���
���������0���h����~m�.���*�0~h�0��~h�%���d�"~h�*�0�0~���~m�$�����
�P²

ª ���f�µ�µ��·Y�,�º�,·��»¬�¼ �S���,�����'���������ª�¥���%�0���0�0~w~h�y�q�ª�¥���%�¥~h 6�0�����±�:~¡ 6�0�����
��� ��~m��h�� %���6��~m�Ê�:~��0~m�
�6~h�
���6~h�V�6���%�$�:~,�0�0�m�.���
���%�:~m�Ê~h�%�0~h�4�6��~m�.�:~��:���6�6�h~m��¾¬���:�
�0~h�0�6~h�h�J %����~¥£:~h�  6��~�Ãj�:~m���:�J�¥�6� ~h�*�
��~¥£: 6�0��� �m��~h�������6���6~V�%���0�6�0~h����~V -���6�
~h�w~¥£:�0�
�����0~,��~m�����:«¬���0�����0�����%���:�m�0���0�h~m�h¦ ´ ~m�. 6�0�����
��� � ~m�Ê�:���
 H���6���6��~m���0���d�
~m�
�
~h�d�0��~h����~h� ~h�d���%���0�m���0�6� ���ª�0~m���6~h�
�
�6~©�:~¡� ���
�½�|�¥��~¥«¬�h�����É�0�6���:~m���
�
�?�
�0���
�0���d�6~m���0�6�#��~»���:�h���6�6�������0~¡~h�  6����¢��©�6���%����~m�®�:�:�¥�6� ~h�d�
�h¦.Ç�~m�#���6�0�����
�:~F�0~m���6~h�
�
�6~¡ 6���%�� -~h�½«¬���0�����d�
���� 6 %���
�������0~h�d� �¥~h -~h�%�6���d�h���*�6�Ê 6�0~h�6�6~h�d�
~h�Ó�¥���  6�0~®��~m���?���0�����0�����%��� ���0 6�6�����������d�6~m�m�j���¶�0¢J�6���d¢J� ��~��j��~m���0~h�����0�����%�
�0¢J�d�
�?£:���*�6~m�^¯ = ~m�
���%Ï¥��� �DL?° ¦

ª �����«�x�x���`�����E���,�������B���_�����'�������M���1¬N�F�½�F¸_���«���½�� H~h�6�4�¥���%�0���0�0~h��~h�Æ�6�è�0¢:�½��0�h� ~,�:~V�h�� 6�0�6�0~,�:~V� ���
�0�|�¥��~¥«¬�m�? -~h�0� ~h�0�
���*�� %����~¥£:~h�  6��~$�:~"�¥���  6�0~h�%�:�0~
�:~m�����
�:�0~m���0���  6��~m�h�H���²~h�ª�6�²�0¢:�0�0�h� ~��:~¶Ô®�:���¥�0�h~����:�h����~#Õ��s�d�6���
~h�
�����
�6�6~��
���0�0~��:~������
�6���6~�­w�m�¥�0���0~ ­F�����*�6~h����~4���²�:���¥�0~��6�ª�0~¥£:�0~����§����~h�ª�:~
��~#�
�� H~h�h¦QÇ����%���¥~®�h���h�b���·�:�½Q��¥�6���0�� 6�0~h�����h�0~#­·�����*�6~h����~��:������«¬�����0~ «À���¥~
�¥~h�0�0~��� 6 6�����h���0�����w~m�0�V��~��:�m�¥���6 %����~4�&���6�o¾%���"�:~� %���0����~�~h�»�6�6~��0�m�*�6~h�%�¥~
�:~®� ���
�h¦¨¿��
���d���:���6�6�h~m�4��~m���6���4�6�0~h�%�0~m�4���%�¥~h�0�0���0�%�:~m�������h~m��­·���F�0~m�¥���:�
�%�������
���%�¥~V 6�6���6�h�0���*�6~"�:~"�0���%�� 6�0�J���6~m�,¾�Ô� 6�q���d�0~ÁÀ1 6��~h���*�0~�Õ�Ãs�����%�
�%�d�6~V��~m�
�h�����&���6��� �� 6�6���6��~w¾�Ô��
���6�®À?�
���%��À?�¥~h�*��Õ���Ô����¶�%�?¹���À1���·~m�
��Õ�Ã
�-�6�6~4���%�?�
��¢:�0~Ê�����6���6�q�0�0���*�6~��h�¹�����h�0~,�&���6� ���
���%� �
~m�¥���6�
�� -���6�������:~h��­��:�h�0~h�0� ���6~h����~m�
���6���³£®��~m�Ê 6���%�$ 6�����%�0���6��~m�Ê�0�6�$���4�%���0~��:~��¥���*�0�
�����d�0~m�,�����6���6���
�0���d�6~m�m¦

ª ���o��Â��`��·�Ã����@¬N�3�½�3¸_���«���½�,~m�
�V������ -�h�
���0�����»���*��~h�
�0~��H�
~h�����¡�����*�6~h����~��6�6~��#�?����6���6~F�������6�Ó�0~¥£:�0~¡­©�%���6�0~¡�����³£&�b %�����������d�0~h�0���m�:�������0~#�&���6�É�0¢J�
�0�h� ~F�:~
�0¢J�d�0�6�m�
~��H�*�6�j�0�
���:�6���V�6�6~4�0�6���0~��:~� 6�6���6�h� ~m�V~h�·�6�B¾%�����:~� %���0����~�¦&}�~m�
�0¢:�0�0�h� ~m�m���6��~h�É�*�6~¡«À�����
���*���:~m�� 6�0�����0�m�#�0�h���6����~h�
�m���`�¹���0�0~h�����6~h�d�® %���#���
 -~h�½«;���0�#���%�¥~��d�6�������6~���~h�F %���0�0���¥�6����~h�Ê -���6�$��~m�$���0 -~m�¥�
�$ 6�0�D�0�:�:���d�6~m��¾¬���:�
�0���%���0�����&Ã
�Q��~#�0�
�����0~h� ~h�*���:~m�4�6��� �����
�� 6�6~m�4�6�h�0�h�0�� 6�6���6~m�¡¾¬�����
�4�m���m�¥�0�³�
�����d���:~#�q�¡� ¨h� ~ «¬��Ï¥���O~h���0~# 6�0���6���%Ïh���d� �:�³ñ&�h�0~h� � ~h�*��º$ÔF��~m�� H���6��~m�

�mL



� à � & o;isxHrso;fhkmoqp�rse©o;is{|]Hu?ÚÆl:kmo;p�rje

�:�w�¥���6��~h�d�$�¥���6��~h�d�"Õ�Ãb���#��~,�0�
�����0~h� ~h�*���:~m�����������0���%��~h�d�0�0~���~m�������
�"¾À�*�6�
�`��~m�0�$ %���"�0¢J�
�0�h�����0���*�6~�Ã
¦ � �6~����%����¢:�0~��&�����
�:�0~��0¢J�d�
�?£:���d�6~� -~h�6�V�0���6��~h�d�
�:���6�6~h���:~m�$���%�:���h���0�����%�Ê�0�6�$�q�4«¬��Ï¥���»�:~� 6�0���6���%�¥~h�,�6�F�h�6���%�¥�³²

Äj�0�m���:�³ñ&�h�0~h�d�0~m����~m���6�6~m���:~m�����6�0�0~m��­F�������d�
���h�D���
�6�h�j�0���6�0~m����~m���� 6 6�����h�?�
�0�����%���:�m�¥�0���0~m�"���*�, -���6�0�
���d���6�6~4~¥£J����~h�%�¥~4�¥��� �4�6�6~�º-�����6�m�¥~m�
�0���0���&���6�6~4���%�?�
��¢:�0~������6���6���0�0�q�d�6~� 6�0�m�¥���0~� -���6�����6�0~h�6�����:~m���0�m�0�6���
���
���:~ �-���6�6~ �d�%�������0��¦�}�~h�0�0~
���%����¢:�0~$�0~h���h��~"�:~V�6����~m���:£��:�³ñ&�h�0~h�d�
�m�d�d�6�%�¥���0�0~m�
 H���%�:~h�*�����:£ �¥���  -�D�
���d�0~m���0�
�?�
�:���0�����6�6~h����~m�,�&���6�6~����
��� �#�����0~#º`�q�Ä�'����¸`·_���½�x�����8���q�B�,Â?�����VÅ��8�`���Ä��Æ,�'���`�����M����~h�
���*¸¥�«�����'�������M�Y�8�6���:£:�*�6~h����~m�Q���6«¬���6�.� È ���6�0~h�����*¸`·����¥Æ,�����M�Y��~h�����*¸`·_�������½�x�������6���%�
��~§�h���¡�:~m�¡�� 6 6�����h���0�����%�w~h�é %���0����~�¦ ´ �±�¥���  H�D�����d�0~²�0¢J�d�
�?£:���*�6~©~m�0�¡�0���6��~h�d�
�¥���%�0���:�h�0�h~��¥����� ~��¥~h�d�0�
����~��6���%�"�������
��� �������0~��J~h�V����~m�
�"�¥~h����~��*�6�`�6���%�V 6�0�h�:�8�
�¥�6 H~��6���%�,�¥~h�0�0~��0�6�m�0~�¦%Ç�~h 6�6���9¯ }��6�����
â*¢ ���V° �%�d�6��� È ~h�0����~m�Ê�%���0~m�$�:~��0�6�h���0��~m�
�0¢J�d�
�?£:���d�6~m�.�0��Q��
����� ~h�d��~¥£J 6���q�¥���0~m�� -���6�.�*�6~,�|������ 6�6���
�
~"�0~h�d�0~h�$�:~���~m�����  6���¥�
� ~h�d�0~h�h���:~#�6�����6�0~h�:£§«¬���0�������q�0� ~m�����
��� �����0�q�h���:£©���*���*�Æ��~ È ���6�h¦Q}��6�����
â*¢
È �6��~m��������~m�����
��� �������0~m���0�h���6�����h�0~m��~h���6���Æ�¥���d�0~¥£:�0�6~h����~m�����%�0��Q������d�0~m�� H���6�����
�:~m�
�¥�0�� 6�0�����¶�:�·�q���6�D����~��%���0�6�0~h���-~h�,�# 6�0�� H�D�
���:~m� Ô�� �:�:�h��~m�"�0�
���%�½«;���0�#���0�����:�
�6~h����Õ�¦D¿����%�0��~h�6�
�j«;���0���������0� ~m�` 6�0�� -�D�0�m�Q 6���%�s�
���
���0���*�b�%���
�m�b�
�6�b�6��� �m�h���6�q�0� ~
�&���6�6�³°��h���0�����`�b�¥��� � ~ ��~m�4Â�¿�Å6Âð¾¬���
��� �������0~m���
¢*�*�
���������0���*�6~m�����h�6�h�
�������
�h~m�¥Ã
�
� ¿.Å6Âì¾¬���
�����������0~m���:~¶�0¨h�0~�Ã
� ´ ÁsÂX¾¬���
��� �������0~m� ��~¥£:���h����~m��«¬���%�¥�0�����6�6~h����~m�¥Ã
¦³¦³¦
¾¬�������9¯�ï·������~h� ����°  -���6�$�6�6~��:~m�
�¥�0�� 6�0�����¡�:~��¥~m�"�:�³ñ-�h�0~h�*�
�$«¬���0���������
� ~m�¥Ã
¦
´ ~m�Q���J�:�h��~m�s�¥���%�0���:�h�0�m���6���%���¥~h�0�0~Ê�0�6�m�0~$�0���*�b -���6�0�
���d���%���0�m�Q�0�6�Q��~m�j���
��� �

�������0~m���6���
�0�|�¥���d�0~¥£:�0~m��¾|}.ÁbÂÒºd�¥���*�0~¥£J�½�À«¬�0~h~����
��� �����¥Ã
�d�����%�
���d�6~,�0�6����~m�����
��� �
�������0~m�Ê­4�0�6�%�0�0���0�6�0�����w�&�¹���0�6�0~m��¾ÀÄ"Å6Â º6Ä��0~h~�Å*�6�%�0�0���0�6�0�����FÂ��
��� �����¥Ã��d�6�`�0���*�
�¥���%�0�0�0�6���0~m��­# %���0�0���,�:~m��}.ÁsÂ4¦&ï¶�������0����~h�6�,���%�� 6�0���0�%�:~4­�¬NÆx�M�����µ��~,Q��h���¥~h� ~h�d�
��~$�����6�D����~V�%���0�6�0~h�|�d�0���6�������6�h~Ê %���.}��6���#�0â*¢��D�¥~m�����
��� �������0~m�Q -~h�6��~h�d���0~h�0�*�����:~
Ç �����M�Y���¶¬N� Ç �?�M�Ê H���6�Ê�¥���%�0�0�0�6���0~��:~m�.���d�0~h�0 6�0�h�
���0�����%�$�
¢*�*�
�?£J���*�6~m�.�&���6�®�h�6���%�¥���
���w H���6�Ê�����0~h 6�0�m�0~h�d�
���0�����¡�
¢*�*�
�?£J���*�6~�¦*æç���.�0~� 6�0¨h�0~h�d�V�:~� 6���%�. %���0�0���¥�6�����h�0~h� ~h�*�
�6��~h�Ë­Æ�:~m�®���������0���0�6� ~m�®�&�¹���%����¢:�0~»~,Q��h���¥~m�m�.�����%�
�,�*�`�¹­²��~h�6�w�:�h�0�������0�����É�
���%�
«;���0��~»�:~»� �:�:�h��~m�� 6�0���%���6�������0�0~m�¡¾À�:�É� �����%��~h�É�¥���� %���
�����0���±����~m�¡��~m�����
��� �
�������0~m�$�&���6�6�³°��h���0�����&Ã
¦
��������È ÉÊ¦�ËÍÌ`��Î�©B�ÍÏN¦�Ð;£�Ð; ��� �©Á¤�Î¥©
}���� ��~"�6���%�Ê���¹�������%�$�0���6�������6���*��~m�.�����6�D����~m�.�%���0�6�0~h���$�0���d�$�h���
���¥�0�h�0���
�m�Ê %���

��~h�6�KÑV������� Ç �S������Æ8�D~h����~h�6�w��� Ç �����®Ò���Æ8�d�*�6�%�� 6 %���
�����
�0~h�*��­��0���%����~m�Q�6����~m���:£4�����6���6���½�
�0���*�6~m��º

ª ���,�����0�����6�������0���0~��0�
���:�6���b�6���%�Q��~m�s� �m�h���6���
� ~m�s�:~. 6�0�:�:�%�¥�0�������&���6�4�h�6���%�¥� %������~�«À�������d�`���6�6~4� ¨h� ~��q�:�h~� -~h�6���h��~¥£: 6�0��� ~h�,�:~4�:�³ñ&�h�0~h�d�0~m�������6���h�0~m�h¦
¿b����~¥£J~h�  6��~��H���¶�6����~m���¶�
¢*�*�
�?£J���*�6~��QÔ�êV�h -���%�6�½��� ���NÓ-ÕYÀ6Ô ¿s~h�:£J���0�ª� ~
�0�h -���%�:�0~��,�h�����³���0~¥�� 6���?¹��¥Ô§ÕYÀ6Ôyï»~h�
�¥���:~²� ~ª�0�h -���%�:�0~³Ó�ÕÙ���*�»��~ª��¨h� ~
�0~h�%�m�Ê�����%�®���������w���§��¨h� ~»«¬���0� ~³²Ê���Ë�6����~m���É��~¥£J���h���|���¥~h�0�0~©�?���0�q���6�������0�

�mÖ




 i-kmu?]`_brsÞ�kmo;]Hi

~m�0�� 6�0���%�¥�� %����~h� ~h�d���:�6~�­w����~¥£:���0�0~h�%�¥~��:~��0¢*�6���*¢*��~m��¾�Ô �#���0���ÆÕYÀ6Ô#� �³�
�6~h��ÕYÀ6Ô��
�%����Õ�Ã
¦

ª ���¹���4�6�����YÕ��0�F~m�
���6�6~»�����0�����6�������0�F�6���%����~·�0~h�%�����d��~h�
�0~���~h�É���%����¢:�0~§º��6�� ¨h��~��h�6���%�¥�� H~h�6�"���������$ 6���%�0��~h�6�
�$�0~h�%�h¦%Ð,���%�V�m�����%�,�:� È ­��h���:�d�6���|�¹�����
�6�����YÕ|�0�V 6�6���6�����������*�6~�¾�Ô������6��ÕYÀ6Ô��
���%�.Õ�Ãb~h����~¥£:���h����~�¾�Ô��¥���6��~h�d�VÕ�Ã
¦ � �
~¥£:~h�  6��~ �6��~h�²�¥���6�d�Ó�&�¹���4�6�����YÕ��0���0¢J�d�
�?£:���*�6~ ~m�0�#ºÊÔw�q�F H~h�0���0~��6�0���0~����
�������¥~ Õ��`�6���%����~m�*�6~h�$Ô �6�0���0~�Õ»~h��Ô �������¥~ ÕF -~h�6��~h�d� È ���6~h�,�0���%���:~h�:£¶��~
�0Ì���~��:�»��~h�0�H~����»�:�F�6���»¦

¿s���6���0�m�0���%�:�0~Ê��~m�j 6�0���6���h� ~m�s�&�¹���4�6�����YÕ��0��~h�����%����¢J�
~������4 H~h�6�Q %���½«¬�����s�m�¹�� :�
 6�6¢�~h�.�
�6���:~m���6����~m���:£������6���6���0�0���*�6~m�Q�0�6 H�h�0��~h�6�
�Vºd�6���%��Ô���~m�� -���6��~m���:���¥���6��~h�d�
�¥���6��~h�d�,Õ��6�����0¢J�d�
�?£:~����d�0~h�
�:���� %���Ê~¥£:~h�  6��~,�&�¹���������Ê�6�w��~h�0�H~��� 6�0�m�.�6�²Ô��:�¡Õ��
~h�V�������¡~h�¡�:�m�:�6���"�d�6~���~� 6�0~h� ��~h��Ô4�¥���6��~h�*��Õ®~m�
�$�6�¡�6���¡�%~h�V��~��:~h�:£:���h� ~�~m�
�
�6�è��~h�0�H~w�:~�«À��Ï¥���è­·�¥~w�d�6~®���» 6�6�
���0~®�������6�è�0~h�%�h¦ ´ ~m�4�d�6�������%���0���*���h�0���:�
�%��� � ~h�*���:���6�m�� H���6���:~��0~h����~m�����%����¢:�0~m�h¦`æç�s~m�0���
���0~ �*�`�������,�`�¹���0�0����~h�d�� %���m�`~h�
�6�0�����������d�$��~h�6�
�V�¥���6�%���q�
�
���%�¥~m�V�����6���6���0�0���*�6~m��~h�" 6�
���������0���*�6~m�h�%­ �:�m�������6�����YÕç�0~h�
�6�¡�h�6���%�¥�ÁÖ1¦ � �F� �J�:�h��~����:«;���0�����0�q�d�6~����:�m���`�&�¹���%����¢:�0~�«;~h�
�����Ê�����%�V�:���6�0~��� 6 -~h�
­��0���%���¥~m���6����~m���:£&�d�0�6����~$���J�:�h��~Ê�*�6�������`�D�����q�Q��~Ê«¬������~m�0���*�6~V��~m�����������0���0�6� ~m�
�6�0�������
�m�� %���Q�����6��� � ~� H���6���¥~h�0�0~$�
¸����6~V�:~h� ~h�6�0~h�d�Q�6�����
���%����¢:�0�0�h�0~���~h�Q�������4�6~
�
�����Ê�0�-���� 6�6�q�
�
���%�¥~����¥�0�6~h����~��:~m�Ê���
�:���%���0~h�6�
�Ê H~h�6�.���w�6���w H~h�0� ~h�0�0�0~��&���6�0�������0~h�
�0���6�0~m���¥~m���¥���6�%�����
�
���%�¥~m�� H���6���:�m�������6�����YÕç�0~h�����%�
�0�6�6��~h�#�d�`���6� ~m�
 6�0�����d�6�������`¦
¿����6�0Ì��V�*�6~��:~��
�6~h�
���6~h�,­��¥���4�%���0�0�0~����4�?���0�����6�������0�,�:�w�����6�D����~��%���0�6�0~h�j %���

�0���%�V��~m�Ê����¢�~h�%�h�%���F -~h�6�"�������
�V~h�×�«�,�¥¬��«�@�´���H¸¥���$~h�·�:�m�¥�0���?���*�$ 6���%�$���¡�������%�
��~������6�D����~��¥��� � ~��6�w 6�6�h�6��� �h�6~������m���0�����0~�¦:¿s���6�$���4 6�0�:�:�%�¥�0�����F���6�0�������0���*�6~
�&���h�6���%�¥�m�h�H�¥~h�,���0 H~m�¥�,�����m���0�����0~��� 6 %���
�?¹��"�¥����� ~��6�6~�«À��Ï¥���»�:~��0���  6�0~��q�������
�6���0���6��~©�:~m�# 6�6�
���
~m�� 6�0�:�:�6���0~m�h¦.¯��é���%����¢J�
~������"�0~h�%�Ù�¥���  6�0~©�:�±«À�������*�6~¶��~
�0¢:�0�0�h� ~��6~, -�D�
�0�m�:~� %���Ê��~m�.�¥���6�%�����
�
���%�¥~m�.�6�m�¥~m�
�
�����0~m�� -���6�Ê�:�m�
�����6�����YÕ|�0~h�.�6�
�h�6���%�¥���H�:���*�V���¹���%����¢:�0~����6�& %���
�?¹��"�:~�«À�����$�����m���0�����0~�¦
}�~h -~h�%�6���d�h�:��~V�����6�D����~��`�¹�� 6 %���
�?¹��� %�����¥��� ��~¶���������E�,�Ø�,�`�-�����m���0�����0~��D��¨h� ~

 H���6���6�O�
¢J�0�0�h��~��`�¹�m¢D���d� �:~m���¥���6�%�����
�
���%�¥~m�4�*�6~#�0�6���6�²�6����~m���Æ�����6���6���0�0�q�d�6~
 %���0�0���¥�6����~h�·º.�����%��¨h�0�0~©�h�� %���6��~©�&��~¥£J 6���q�d�6~h�# H���6�
�*�6���������" -~h�6�®�*�%���%�±��¨h� ~
���%�0~h�0��~h���d�6~Ê�¥~h�0�
�����6~m�s«¬���0� ~m�s�
���d�Q 6���%�j«;�0�m�*�6~h�d�0~m���*�6~.�&�¹���6�0�0~m�m¦�¿b���Q~¥£J~h�� 6��~��
�6�§�0¢:�0�0�h� ~��:~��0¢J�d�0�6�m�
~����J�h����~��*�6�b�����%�:�
��������� ���0~h�"�6�©~h�:«À���d�� -~h�6�Ø� Ç �M�M��ÑÁ�M�
�d�6~§ÔFï¶�������ÓÕ©~m�0���6�Æ� ����«;�0�m�*�6~h�d���6���%�4�0���Æ�:���������6~��s�
���%�� H���6�����6�
���d�
�
�m�������.�6�`��Ùw�6�`�*�%���%�w�6�0�������0~h�.�¥~�� ���.�m�����H��~h�6�V�
~,«À�����0~� %���
�0~h�Ê -���6�$�6�®~h�:«À���d�h¦
¯��®�6�0~¥« �d��~V 6�6�h�6��� �h�6~������m���0�����0~��d�*�6�H�:�m�¥�0������~V�����6�D����~"�:�# H�����d���:~,�*�6~��:�

�0¢:�0�0�h� ~V���6�0�������0���*�6~��D -~h�6��¨h�0�0~V 6�0���%���6�������0�V�:~V�����6���h�0~V­#Ô��¥������~h��Õ������ ��~h�:£
Ú�ÛÝÜ�ÞÁß�à«áÁâ,à�à«ã;àºä�å�æ�áÁà¥Ûèç´ß�ä�æ�áÁà�é«àºÛêÜëÜ´ß�ß�ìèâ,à�í´ç�ã#Ü´Þ?Þ�à«ÛèÛèàZé«à«ÛÝÜ¨á?ã;æ�áÁìèÞÁß�ç�æMá?çVíµÛ½î à¢ï�àºå�ðÁà¥ä�áÁß�ÞÁß�ìèä�àÞVß�ç´â�ç�æ�áÁà�à«ã*ñ�ò«ã?ò¢ß�Ü�ÛNÛÝà�ß�ìóß�à�ô

� ÷



� à � & o;isxHrso;fhkmoqp�rse©o;is{|]Hu?ÚÆl:kmo;p�rje

­��6�¡�:���������6~� %���0�0�q�¥�6����~h�h¦
´ ���:~m�
�¥�0�� 6�0����� �&���6�#�����6�D����~"�¥��� � ~$�6�� 6�6�h�6��� �h�6~V 6�0���%���6�����q�0�0~$ H~h�6��¨h�0�0~

�6�0�������
�h~��6���%�,�:�³ñ-�h�0~h�*�0~m�$ -~h�
�0 H~m�¥�0����~m��º

ª �¥�������0�³°��h���0�����O�:~®�:�:�¥�6� ~h�d�
�®º��:~®�6�����6�0~h�:£è�0¢J�
�0�h� ~m���:~w�¥�����
�
�³°��h���0��������6�0�������0�q�d�6~ª�:~ª�:�J�¥�6��~h�d�
�F�0~h -�D�0~h�d�¡�
�6�w�:~ª�0���  6��~m���
�
���0���0�0���*�6~m�#�
�6�
�����:�h�¥�6�0�0~h�%�¥~§�:~ª� ���
�»¯ = ~m�
���%Ï¥��� �DLÁ° ²$��~m�# %���
�����h�0�0~m�¡�:~m�w� �:�:�h��~m�w�:~
���«���@�'�����«����¸¥�«� Ç � Ç �õ�ö�õ�������� -~h�6��~h�d�$�0~h�0�J���.­��h���
���¥�0�h�0���
~h�.��~,�0�ç¢*��~��&���6�F�:���
�¥�6� ~h�*�h�%�������0~�­ �:~h�J���6~h�V�0���¡���6�0~h�6�P²

ª �0~m�¥���6�%�������
���%�¥~®�:~#���F %���0����~·ºj�����0~h���6��~��d�6~®�¥~#�:���������6~#�0�������¥~h���6���*�6� 6�0��°%�0~#��~� 6���%���:~m�����J�:�h��~m�� 6�0���%���6�������0�0~m�P²&�����F�0�0�m���0Ì����6�0�������
�4�:~m��� ���
�:�h��~m���:~F�6�����
��� � ~m�h�Q�*�6�$�0~h 6�0�m�0~h�d�0~h�*�#��~m���
�
���0���0�0���*�6~m���0�6�����¹��� È ���¥~h�%�¥~
�:~��:~h�:£¡� ���
���6���%�,��~������6�D����~�¦&Ç,~��6�����6�0~h�%�
~m�,�0~m���6~h�
�
�6~m���J���0~h�*�,­#~h�:�
�0�����6������~m���0�
���0���0�0�q�d�6~m�� 6�0�q�0~m��~h�O�¥���  6�0~��j~h�O�¥���%�0���:�h�
���d���:~m�4�0�m�d�6~h�%�¥~m�
�:~¡ 6���%� �:~»�:~h�:£Ó� ���
�����y~h�É� È ���6�
���*�#�:~m� ���:«;���0�����0�����%���&�����
�:�0~·�0¢J�:�
�
�?£:���*�6~¡­ª�¥~m��� �:�:�h��~m�h�Q���Ó~h�%�¥���0~»~h�Ó�6�0�������
���d���:~m�����J�:�h��~m���:~F���
��� �
�������0~m�Ê 6�0���%���6�������0�0~m�Ê�0~h�q�$�d�6~���~m��Å6}.ÁsÂ4¦ ´ �  6�0���%���6�������
���0�����®�:�¡�q���6�D����~
���%�:�6���0~» %���w�¥~m�#���J�:�h��~m�� H~h�0��~h�#­Æ�6�Ù�0¢:�0�0�h� ~¶�:~·�0~m�¥���6�%���q�
�
���%�¥~©�:~
���6�����0���� %���0� ���:��ñ-�h�0~h�*�0~m�����*�0~h�0 6�0�h�
���0�����%���¥~h����~��*�6��~m�0���q�# 6���%�*¸��½�����,� Ç �½�
¯ = �����0~ ��� �H}��%�� 6 -~h����~h� ��� � ° ¦

ª ���*�0~h�0 6�0�h�
���0�����ª~h�����%����¢:�0~4�
¢*�*�
�?£J���*�6~®º-��~m�,���J�:�h��~m���0¢J�d�
�?£:���*�6~m�, 6�0���%�?��6�������0�0~m�$�?ñ&~m�¥�0~h�d���:~m�V 6�0���%���6�������0�m�V���:£»�0�0�0�%�¥�0�6�0~m���0¢*�*�
�?£J�q�d�6~m�" H�D�
�
���6��~m�
�6���%�����¹���%����¢:�0~¡�&���6�6~» 6�6�
���0~³².�¥~h����~m�½�|�¥�Ê -~h�6��~h�d�®¨h�0�0~¡�6�0�����q�0�h~m�� H���6����~¥�
��~h�����¹���4�6�����YÕ��0����~h�è�:�m�¥���6���*�4 %���4~¥£:~h�  6��~#�:~w�
�6���q�0�����|�¹���%����¢J�
~ ���¡ 6���%�
 6�0���%���6��~��¥��� � ~��0�����6�0�����`¦

´ ~m�¡���
��� �������0~m�w¿�}.ÁsÂ ~h�¡¿�Ä"Å6Â4�"�h�0�%�:���h~m�¡�6���%�¡�¥~h�0�0~§�0�6�m�
~��V�0���d�»�:~m�
��~h�
�0�����%�$ 6�0���%���6�������0�0~m�Ê�:~m�V���
�����������0~m�V}.ÁsÂ ~h�VÄ"Å6Â�¦
��������÷ ���;�ÍÏN¦³¡NøÍÎ�©*£P©�¡�Î`§;ËÍ£Z§ë¤�Î­ÎY¤¶ËÍÎ�©�¡�Î`§;ËÍ£�§�¤�Î­ËùÎ�©^út¦³ËùÌ`��Î�©9©Áû³§³ü

¤�£�ý³ �þ�ÿÍÎ�©
Ç����%���¥~h�0�0~¶�0�6�m�0~����6���%� «À�����0���%�����§�:���0�0���%�¥�0�����Ó~h�d�0�0~©�:~h�:£±�� 6 6�0�J���6~m�w�:�

�0�
�����0~h� ~h�*�"�:�F�����6�D����~��%~h�¡ %���0�0�q�¥�6����~h�Ê H���6�$��~m�Ê� �J�:�h��~m�$�0¢*�*�
�?£J�q�d�6~m��º

ª ���¹�� 6 6�0�:�
�6~ ¬®���,�´�M��¬����`���§�¥���%�0���:�h�0~è�6� � �:�:�h��~O�
¢*�*�
�?£J���*�6~è�¥��� � ~O�6�
� �1¢*~h�y�:~» 6�0�J�:�6���0~¡�:~m� �h�6���%�¥�m�P²����±�*�%�����³°%~F�������
���¥~¡���J�:�h��~F�:~×�'� �¬NÃ,�½�*�NÆM�¥Æ,�«����� ��²

ª ���¹�� 6 6�0�:�
�6~¶���,�´�,�¥¬����`���b�¥���%�0�q�:�h�0~.�6��� �:�:�h��~.�0¢*�*�
�?£J�q�d�6~Ê�¥��� � ~.�6������¢*�~h�¡�:~�«À�����0~,�|�õ�������öÂÁ�M���0¢J�d�
�?£:���d�6~��&���6�w�h�6���%�¥���%����~m�0�½�|­?�|�:���0~��:~��¥���%�0�0�0�6���0~
�:~m�V�
�0�0�%�¥�0�6�0~m�V�0¢J�d�
�?£:���d�6~m�9��� � ¬N���´�,���$�&���6�F�h�6���%�¥�����*�6�`���6�`�0���d�V�¥���� %�?��0���6��~m�$���¡�0~h�%�V�:~����4���
��� �#�����0~�¦

���




 i-kmu?]`_brsÞ�kmo;]Hi

´ ���
�
�*�6~���~m�,� �J�:�h��~m�"�0���*�, 6�0���%���6�������0�m�h�-�¥~h�0�0~4�:���
�0���%�¥�0�����»�0~4�0�h -~h�
�¥�6�0~��
�6�
��~m�Ê 6�0���%���6�������0�m�$�d�6�`�6���%�"���d�0�h�0~m�
�
~h�d��º

ª �6���%�4�6�6~w�� 6 6�0�J���6~w�:~m���¥~h�%�6���d�0~��Q��~m�� %���
��� �h�0�0~m���:�O� �:�:�h��~��0~h�0��~h�*��­�h�����¥�6��~h������ 6�0���%���6�������0�"�:~����h�6�h�
���0�����F�&���6�×Æ,��������Æ#¸_���*�_�@¸¥�«���´�������N�*����� ���·��?�������M�Y�@¬N�.�NÆ,�¥Æ,�«���������4²
ª �6���%�w�6�6~ª�� 6 6�0�:�
�6~²���
�¥~h�%�6���*�0~��$���é�
�6~h�
�
�6~Æ­O�h���q�¥�6��~h�#�q�² 6�0���%���6�������0��&���6�6~F�������öÂV���9��Â��`���VÅ����M�Y���^¸_���������¶¬�¼ �®�»Æ,�������´Æ8¦
êV~h�#���
�d�6���%���*�6~®�¥~m�4�0~h�0� ~m�4�0���d�����%�
�
���6�0�������0�m�� -���6�4�:�m�¥�0���0~®�:~m���¥�����
�
~m�

�&�¹���������0���0�6� ~m���&�¹���%����¢J�0~ �
¢*�*�
�?£J���*�6~wº���~m�����������0���0�6� ~m�����
�¥~h�%�6���d�
�� %���0�0~h�d�4�:~
���V 6�6�
���
~� -���6�b�¥�0�h~h�Q�:~m�Q�0�0�0�%�¥�0�6�0~m�Q�0¢J�d�
�?£:���d�6~m�m���������
�b�d�6~.��~m�j���������0���0�6� ~m�j�:~m�0�
�¥~h�%�6���d�
�V�¥����� ~h�%�¥~h�d�Ê %���$�¥�0�h~h�V�:~m�Ê�0�0�0�%�¥�0�6�0~m�V�0¢J�d�
�?£:���*�6~m�h�*���?���*�V�:~����h�0��°%~h�
�0��~h����~m�� H~h�6��~h�*�����§�6���²�¥���0�0~m�
 H���%�:�0~®­w���w 6�6�
���0~�¦sÇ����%���q�F�0�6���0~��`���F�:���
�0���%�8�
�0����� �?�M�´�,��¬N���`������¬®���,�´�M��¬����`���¡�0~h�
�F�0�m�0~h�0���h~®­w���¡�:~m�
�¥�0�� 6�0�����§�:~m�����������0���0�6� ~m�
�&�¹���%����¢:�0~�¦J¼,���:���
�0���6���6~h�
����~m���|¢J -~m���:~V� �:�:�h��~m�Q 6�0���%���6�����q�0�0~m���0���%�½� È ���¥~h�d�
�� %���
��~m�Ê�0~h�0� ~m�w�®Æ,�¥Æ,�«����� ����~h�¶�¥��� � �®Æ,�¥Æ,�«����� ���?¦
´ �¹�� 6 6�0�:�
�6~w 6�0���%���6�����q�0�0~����h�6�h�
���0����~®~m�0�������0��~h��~h�d�� 6���%���6�0�������
�h~ �d�6~ �|�¹�� :�

 6�0�J���6~��6���:�����h�6�h�
���0����~�¦�}�~h�q��~m�0�" -~h�6�½��¨h�0�0~���[·­ �|�����0�������6~�}��6�����0âJ��~h�6�6~����h�6�¥�
�
���0����~"�:~m��«;���0���������0� ~m�b���:«¬���0�����0���*�6~m�h���������#�
�%�h�¥�m���0~h�%�¥���d�0�0�� %������~m��� �:�:�h��~m�
 6�0���%���6�������
�0~m�j~h�4�0~m�¥���6�%�����
�
���%�¥~$�:~.���, %���0����~��1��Ù4���������
�6~h�
���6~V­, 6�0���%���6�������0~h����~m�
�h�6���%�¥�m�h�d�:~$«À��Ï¥����­� -���6���������
�6���q�0���Q��~$ 6���%�Q 6�����%�
���6��~.~h���h�����&�¹���4�6�����YÕ��0��¦DÄ����:�
È ���6�
��~m�
�½�����s�*�6~��¥~h�0�0~��� 6 6�0�:�
�6~�~m�
�,�0�0�m���6�0�����q�0�h~�¢»�¥���� 6�0���" -���6����~m���0¢J�
�0�h� ~m�
�&�¹���%����¢:�0~³Ó
}�~h�0�0~��:���0�0���%�¥�0�����¡�h�
���d��­#��� �%���0~��:~��¥~��0�
���?�����Q�:~4�0�6�m�0~��H�������%�0�0�0���%�½���q�� %���

�6�ª H~h�0���,~¥£:~h�  6��~³²-���ª�¥���%�0���:�h�0~��6�6~����
��� �������0~4�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~��¥���*�0~h�%���d����~m�
�0�h����~m�V�0�6���?���*�0~m��º

S → GN GV V → 	 ß�ìÝä�à
GV → V GN V →

ñ�ÛêÜ´é«à
GV → Pron V V →

Ü´ñ,Ü�éºà
GN →

ÛÝÜ#Þ�àºå�ìóå�à
Pron →

ÛêÜ
GN →

ÛÝÜ#ñ�ÛêÜ´é«à
Pron →

ÛEî
GN →

ÛÝÜ#Þ�àºå�ìóå�à 	 ß�ìÝä�à
¼,�¶ H~h�6���¥���%�0���:�h�0~h�,�¥~h�0�0~4���
��� �������0~��¥��� � ~��6�·~h�%�0~h�4�6��~��:~­�x���`���«�����`�����

�0�6����~m���0�0�0�%�¥�0�6�0~m� �0¢J�d�
�?£:���*�6~m���:�O�q���6�D����~������» 6�0~h�����h�0~#�0�h����~®���%�:���d�%���*�� %���
~¥£J~h�� 6��~F�d�`���6�6~¡ 6�6�
���
~²¾�ÔªÅyÕ�Ã� -~h�6� ¨h�0�0~»�¥���%�0�0���0�6�h~¡�&���6�±���0���6 H~¡�6�������%���
¾�Ô"Â�ÐÓÕ�ÃH�0�6���*�D�&���6�����0���6 H~���~h�0�%���-¾�ÔVÂ.>±Õ�Ã
¦?¼,�� H~h�6���6�0�������0~h�`�¥~h�0�0~����
��� �#�����0~

��4ç�ð�
«Ûèà�ñ�òºã?òºß�Üxå�ì����ÁÞÁß�ç 	 Ü 	 ìèÛèìÝä�Üxå�ìèç�ã9ðÁàºä�é«à«ã�ðÁÜ�ãMå�à³ðVà«ä¨Ü´ß 	 ß�àºä¨ä��VãMå�Ü��VìÝæMá?à«ä��� �4ç�ð�
«Ûèà�ã?ç�ã��õñ�òºã?òºß�Üxå�ì����?ÞVß�ç 	 Ü 	 ìèÛèìèä�Ü´å�ìèç�ã9Ü´ä�é«à«ã�ðÁÜ�ãMå�à«ä¨ðÁàºäëÜxß 	 ß�à«ä�ä��VãMå�Ü��VìÝæMá?à«ä«ô

�� 



� à � & o;isxHrso;fhkmoqp�rse©o;is{|]Hu?ÚÆl:kmo;p�rje

 H���6�¡«¬�����0~ª�:~ª���¹���%����¢J�0~©�0¢J�d�
�?£:���*�6~©�:~ª 6�6�
���
~m�¡�0���  6��~m�h���¥��� ��~yÔÆ�q�Æ���q���¥~
���¹���D���¥~4Õ����:���d�V�|�¹���%����¢J�
~� -~h�6�V�0~��0~h 6�0�m�0~h�*�0~h�" %���V�6�·���0�6�0~ º

Å
Â&Ð

�q���������¥~

Â.>
¿��0���
�|�

>
���D���¥~

¦

ï¶�����Ê�¥~h�0�0~����
��� �������0~,~m�0�V���4�6�����6µ³²6���4 6�6�
���0~wÔ����4 H~h�0���0~��6�0���
~��q�����q���¥~�Õ
�� 6���%�0��~h�6�
�.���%����¢J�0~m�V H�D�
�
���6��~m�,º

Å
Â&Ð

�q�� -~h�0���0~��6�0���
~

Â�>
¿��0���
���

>
�������¥~

��� Å
Â`Ð

���4 -~h�0���0~

Â�>
>
�6�0���
~

Â&Ð
�����������¥~

¦

}�~h�0�0~����
�����������0~� -~h�6�V�h�D����~h� ~h�*�V¨h�0�0~��¥���%�0���:�h�0�h~��¥��� � ~��6�6~����
��� �#�����0~
���h�6�h�
���0����~��s�*�6�� 6�0�:�:�6�����:~m�� 6�6�
���0~m�� %�����6�Æ 6�0�J�¥~m���0�%���0�0�:�
�%���0�0�q�d�6~³²j�¥~h���6�³�|�¥�
�¥���%�0�0�0�6�����:~m�����0�6�0~m�4~h�O %���0�
���d���:�è�0¢*�4�-����~ ���6���0�q���,Ô»ÅOÕ��b %�������¹�� 6 6�����h���0�����
�0�%�h�¥~m�
�0����~#�:~w�0�h����~m���0���0�h~m�����è�0���0�h¦QÇ����%�4�¥~h�0�0~w�� 6�0���*�6~��j���O -~h�6�����0��~h�*�0~h����~
�0���
����~®~h�Æ���
�0�:�¥�����*���:~m�3¸¥�«� Ç � Ç �S�ö�S��Æ��o¬N�­�����º�V�N��­·���%���¥�6�6~w�:~m���0�h����~m�h¦�¼,�O�:�q�½�
 H�D�
~��&���6�©~h�%�0~h�4�6��~��:~� 6�6�
���0~m�h�`�d�6�Q�0~h 6�0�m�0~h�*�0~h�d���6�ª�:���������6~4�&�¹�� 6 6���q�h���0�����`¦
¼,�y�¥���%�0�
���0~F�d�6~F�6���%����~w�:���������6~w�*�`�����Ó~m�
�
����~®�:~®���J�:�h���q�0~h����~m�4�0�0�0�%�¥�0�6�0~m�
GV → V GN

�0���d�� 6���%�Ê«¬�0�m�d�6~h�*�0~m���d�6~���~m�V�0�0�0�%�¥�0�6�0~m�
GV → Pron V

¦&¼,�»���
�:���%�����0��~h�*�0~h����~��0���
����~ ���§�0���0���:~m���0�h����~m��~h�ª��~h�6���?ñ-~m�¥�
���*���:~m�� 6�0���%���6�������0�m�h�
~h�Ó�h�¹���
�0�6�
���*�4�*�6~#�q�¡ 6�0���%���6�������0���:~w���¡ 6�0~h� ���h�0~��0�h����~#~m�0�4�
�6 H�h�0��~h�6�0~w­»�¥~h����~
�:~����®�0~m�¥���%�:~�¦ ´ �w���
��� �������0~��6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~#�0�0�J���%���0�0���*�6~F¾|Å6}.ÁsÂ�Ã"�*�`�����ª���:�
�0��~h�d�4 -~h�6�4�������
��¨h�0�0~#�6�0�������0�h~�~h�O�0~m�¥���6�%�����
�
���%�¥~w�:~®���F %���0����~��Q­¡���¡«;���q�� -���6�
�0~m�0�0�0~h���%�:�0~F��~#�6�����6�0~¡�&�����d�0~h�0 6�0�h�
���0�����%�� -�D�
�0���6��~m���&���6�è�h�6���%�¥�§¾¬��¦�~�¦Q�?ñ&�����6�����
È �%���d�`�¹­4�m�h���0�0~h�$�����*¢* -���0�6�m�0~��&�����d�0~h�0 6�0�h�
���0�����%�"�
���%�Ê�0�0�0�%�¥�0�6�0~� H�D���0���6��~��d�¥����� ~
Ô®���¹���D���¥~ �q�w�������¥~®Õ�Ã"~h�� -���6���¥�������0~h����~m���d¢J -���0�6�m�0~m���
~h�����ª��~h�6�
�� 6�0���%���6�������0�m�
�&��¨h�0�0~·�h�����0~m�� %���®��~¡ 6�0�:�¥~m�
�0�%�·º�­Æ�
�¥���0~·���¥���%�0�0�q�d�6~·�m�d�6��������~h�*�h�����± 6�q���¥~h�
�
�����d¢J -���0�6�m�0~wÔ����� -~h�0���0~��6�0���0~������������¥~�Õw~h�»��~h������~h�6�0~� -�D�0���0�����¡�*�6~wÔ����� -~h�0���0~
�6�0���0~����¹���D���¥~�Õ��-�:�»«¬�������d�`��~h����~� H~h�6��¨h�0�0~� 6�0�:�:�6���0~� %���,��� �0�h����~

GV → V GN
�

�������
�V�*�6~����¹���6�0�0~��6~� -~h�6�V�h�¹���%����¢:�0~h�V�*�`�¹�m��~m�������0�h����~
GV → Pron V

¦
¯��®���6�0�0~��:�������
��� �������0~V���6�0~h�*�6~��%�¥���%�0���:�h�0�h~��¥��� � ~,�6�#���J�:�h��~,���h�6�h�
���0�³«½�

 H~h�6�j¨h�0�0~��6�0�������
�h~b�6���%�j�6�� 6�0�J�¥~m���0�%���&�¹���%����¢:�0~��m�h������~Q 6�0�:�¥~m�
�0�%�������%�0�����6�0~h�d���6~
 6�0���%���6�������
~� %���Q�0~h�6��~h� ~h�*�s��~m�j 6�6�
���0~m���&���6�������6�D����~��������q���h�D����~h� ~h�*�Q��~m�s���0�6�0~m�
�0¢J�d�
�?£:���d�6~m���¥�0�h�m�� %���.���¹�� 6 6���q�h���0����� �0�%�h�¥~m�
�0����~"�:~m���0�h����~m���6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m�h¦:ãs��~m�
�¥~h�0�0~§ 6�0���%���6�����q�
���0�����`�.���é�6~§ H~h�6�¡�¥~h�0�0~m�¡ %���¡�:�m�¥���:~h�¡�:~©«À��Ï¥���å�µ[6�0~§�*�6~h����~

�V�




 i-kmu?]`_brsÞ�kmo;]Hi

���d�0~h�0 6�0�h�
���0����� �:���6�6~h��­,�q�" 6�6�
���0~�Ô"���, H~h�0���0~��6�0���
~����,�������¥~VÕ��������q�j�6�m���6� �����%�h�
���w H~h�6�$�:���0~��d�6~����4�0~m�¥���%�:~����d�0~h�0 6�0�h�
���0�����F~m�0���q�� 6���%�� 6�0���%���6��~��6�¥���  6�0~��0~h�d�
�:�»�:���������6~��¥���%�0�q�:�h�0�������
�$�:~����4 6�0���%���6�������
���0�����w�:~m�$�0�h����~m�h¦

¯��é�0�m�0�6��������~¶� �:�:�h��~·�
¢*�*�
�?£J���*�6~��Ê�����6�����é­O���Æ�%���0~��Ê�Æ�h�0�© %���
��� �h�0�0�
�¥��� � ~��6�¡���J�:�h��~����h�6�h�
���0��« �% 6�6�q�$�6�0�������
���¥��� ��~��6�¡� �:�:�h��~����%����¢*�0�q�d�6~�¦%¿����:�
�0��~h�6�
���d�6~m�0�0�����%���0~V -�D�0~h�*�h�J�:���*����~m���:~h�:£��0�6�������d�0~m���0���d����~m�� 6���%����� � �m�:�q���0~m�Êº

ª }���� ��~h�d�"���6�����0���Ê��~m�$ %���
�����h�0�0~m�"�:�F� �:�:�h��~� -���6�$��~�«¬�����0~��¥���0�0~m�0 H���%�:�0~���¡����~h�:£#­��6�¡�:���������6~��6�0~h 6�0�m�0~h�d�0�� %���V�6�¡�¥���0 6�%�¥Ô
ª ´ ~4� �:�:�h��~����6�0~h�*�©~m�0�½�����s���6�� 6�0��­��6�6~��
¸����6~��:~��:�m�
���4�6�����YÕ|�
���0�����»�0¢J�:��
�?£:���*�6~ëÔ

��������� ���;�ÍÏNÎ�§ë¤� �©�©?£���ÎfËùÎ�©B�;£�ÏN£ZútÌY¤�ÏNÎ�©
´ ~m�w 6�0���%���6�������0�m���:~m�®� �:�:�h��~m� ���h�6�h�
���0��«¬�®�0���d�w~h�Ù���h�6�h�
�����:�h�0~h�0� ���6�h~m�®­

 %���0�0���Q�&���6�4�¥���0 6�%�Q�&�¹�� 6 6�0~h�d�0�q�
�
����~����d�6�*�0~h 6�0�m�0~h�d�0~$��~��:���������6~.�:~����¹�� 6 6�����h���0�����
�¥���%�0���:�h�0�h~�¦�}�~��¥���0 6�%�$�0~h�
�:�J�6���%�Ê�6���0�0~��h���h�:�¥���%�0�0���0�6���&���6�w~h�%�0~h�4�6��~,�&�¹���0�6�0~m�
�0¢J�d�
�?£:���d�6~m�� 6�0�J�:�6���
�� %�����:~m��~¥£: H~h�0�
���d�6�������%�m�D�d�6~V�|����� �¥���%�0���:�h�0~V�¥��� � ~V�:~m�
~¥£J~h�� 6��~m�$�:~��¥~��*�6~���~�� �J�:�h��~��:�����$ 6�0�J�:�6���0~�¦ ´ ~m�$ 6�0���%���6�������0�m�$�:~m�V�0�h����~m�$�0���d�
�������
�"�:�h�0~h�0�����6�h~m�V�:~�«À��Ï¥���·­ �¥~��d�6~���~� 6�0�J�¥~m�
�
�%�V 6�0�:�:�6���0~���~m�V���0�6�0~m�¶�½���K¸��ö���
¸¥�«����·������:~��¥~h�:£¡�:�¶�¥���0 6�%�h¦H¿s���6�,��~m�V�h�����¥�6��~h�"���6�0���#���0���d�6~h��~h�d�h�%���¶���H~m�
�����
�:~@��������Ã,�µ���9�@����·�Æ,�'�������M�������:�¥°%�6���
�
���*�.�¥~h�0�0~� 6�0�m£:��� ���0���J�����%�0���*�6~��:~k�ØÆ,��·_�V¬N���
���ó�������S��·®�@���M�Y���$ H���6�$���?£:��� �q�0~h���¥~m�V�¥�0���0�h�0~m�h¦
Ç��³ñ&�h�0~h�d�0~m�.�� 6 6�0�J���6~m�Ê H~h�6��~h�*��¨h�0�0~,�6�0�������0�h~m�� H���6����~"�
�6����£��:~m�� %���
��� �h�0�0~m�

�:�¡� �:�:�h��~�¦

ª ���¹�� 6 6�0�:�
�6~3·��,�_���E�,�����M�Y�Ê�¥���%�0�q�0�0~"�:�h�0~h�0� ���6~h�.��~,� �J�:�h��~V~h�.�
~m�� %���
��� �h�0�0~m��0~h�����±�:~m���0�h����~m���:�¥°%�6��~m�®­§���¹���?���%�¥~³².����~m�0�®���¹�� 6 6�0�J���6~»�6�0�������0�h~¡�6���%�#��~
� �:�:�h��~�Ç�¼�¿ÙÅJÄ"Å6Â'�0�6�$��~m�*�6~h�`�6���%�$�0~h�*��~h�%�:�0���%�V���»�
�%�� 6���0�0~ ÷ ²

ª ���¹�� 6 6�0�:�
�6~*�,�H¸¥�S�����M���� -�D�0~����.«¬���0� ~��:��� �:�:�h��~��h~h�j�:�h�0~h�0� ���6~����Ê�?����~h�6���:~�0~m�, %���
��� �h�0�0~m��~h�»�0~m�
�
���d�������d�6~h����~h� ~h�d���0���·�¥���� H���0�0~h� ~h�*�, -���6�" 6���:�
�0��~h�6�
��������~h�6�
�P²1����~m�
�j %���b~¥£J~h�  6��~��6�6~�� �h�0�6�:�:~� -���6��°6£:~h�b��~m�� %���
��� �h�0�0~m�
α, β

�6�0�������0�m�V�6���%�,��~����h�����6��~��:~4� �J�:�h��~m�V���¥���%�0�0���*�6~�~h�������6���6���
�0���d�6~�~h�
�0~m�¥���6�%�������
���%�¥~#�:~#���F %���0����~�¯ = �����0~ ����° ºj���Æ�0~m�0�0~���~m�� H~h�½«¬���0�����%�¥~m�4�:�
� �:�:�h��~� -���6�V 6���%�0��~h�6�
�Ê������~h�6�
�$�:~

α
~h�

β
�%~h�"�������¡�
�6�����
���Ê��~m�$������~h�6�
�$�d�6�

 6�0�:�:�6���0~h�*�V��~m�Ê� ~h������~h�6�0~m�� -~h�½«¬���0�����%�¥~m�P²

ª ���¹�� 6 6�0�:�
�6~� %������~��¥�0���0�h�0~��:~B�'�VÅ��S�@�_� ¬N�'Ñ��«���õ�M�,� Ç �½��������º&���#«¬���0� ~��:�
� �:�:�h��~! �~m�
��°6£:�h~��1���V�?����~h�6�b�:~m�j %���
�����h�0�0~m�s~m�
�s�h�����¥�6���h~.�:~�«À��Ï¥����­,���?£:�³�

"$# ã¶à«ãMå�à«ã?ð3Þ�Üxß&%�')(+*-,/.)0�*1'2.!354�,wÛÝÜ6�öÜ7�4ìèÛèÛèà4Þ�Ü´ß�Ü��4òºå�ß�ìÝæMá?à4ðVà1�öç�ã?éºå�ìèç�ãÁä18HÛêÜ�æMá?à«ÛèÛèàwÜ�Þ��
���



� à � & o;isxHrso;fhkmoqp�rse©o;is{|]Hu?ÚÆl:kmo;p�rje

� �q�0~h�j�6�o�M���S��Ã,�µ�b�����0�6�h�#���0���d�6~��1���,�*�
�����
~h���6�����%�¥~.�:�4�¥���0 6�%�m���*�6�:~m�0�b�����h~
­����� 6�0���%���6�������0�.�?ñ&~m�¥�0�h~$��� �¥���0 6�%�Q %������~����J�:�h��~³²��¥~h�0�0~$� �h�0�6�:�:~$�0~Ê�
�� :�
 6�0�:�
�6~��:~��q�#���h�0�6�J�:~�~h�  6���0�q�d�6~��&­w���w�:�³ñ&�h�0~h�%�¥~4 6�0�m���d�6~������6�0�������
���0�����
�:~»�¥~¡�¥�0���0�h�0~¡�����0�6�h�����0���*�6~w H~h�0��~h� �:~¡�:�h�0~h�0� ���6~h� ���6�0�������0���*�6~h� ~h�*�
��~m�Ê %���
�����h�0�0~m�V %���V�:~m�"���������0���0�6� ~m�Ê�d�6���¥���*��~h�0��~h�d����~h�
�$�����0�����6�0�����`�6���
����~h�w�&��~¥£: 6�����0~h�$����~m�
 %���¥~��:~m�"�0�����6�0�����%�� -���6�V~h�F~¥£:�0�
�����0~������ ~h������~h�6�0~�¦

ª ���¹�� 6 6�0�:�
�6~� %���V��~��¥�0���0�h�0~��:~Ø�'�VÅ��S�@�_� ¬�¼ �,�`���«��¸¥����²%���¥�|�J�q�4«;���0� ~��:�»� ���
�:�h��~��`��~m�0�� %����°6£:�h~��`�����������©°6£:~���~m���h���
���¥�0�h�0���0�0���*�6~m���d�6~��������©���%�0~h�0��~
�6���%�®��~¶�¥���0 6�%�h¦.¿b���w~¥£J~h�� 6��~������Ë�
�6�����
�����&�����%�0~h�0��~h�w���§«;�0�m�*�6~h�%�¥~¶�:~m�
�0�h����~m�4�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m���� 6 %���
���q�
�
���d���6���%�4��~®�¥���0 6�%�h¦ ´ ~w� �J�:�h��~����6�0~h�d�
 %���.�¥~h�0�0~"�� 6 6�0�J���6~"~m�0���¥~h���6���*�6�6�?�� 6�0�:�:�6���0~"�:~m�����%����¢:�0~m���d�6�H���6�0���d����~m�
� ¨h��~m�j�h���
���¥�0�h�0���0�0�q�d�6~m�s~h��� �1¢�~h�6�6~.�*�6~Ê�¥~h����~m���*�`�����4�,���%�0~h�0���h~m�b�6���%�b��~
�¥���0 6�%�h¦ ´ ���
�
�*�6~4 6���%�0��~h�6�
�$���J�:�h��~m�" H~h�6��~h�*�,�0~m�
 H~m�¥�0~h���¥~h�0�0~4�¥���*�0�
�����d�0~��
�����
�6���q�0���s�¥~h���6�*�&��~h�d�0�0�� 6��~$���?£J��������~��h��¦�~�¦?�¥~h���6�J�*�6�Z�«�,�¥¬^�E�K�'��¬NÃ,�½�K�½��¸��ö���
��� Ç �ö���k¸_���´��� Ç �E�8������~m�0�½�|­?�|�:���0~���~� 6���%�����%�:�h�0~h�0� ���6�4º6���w���6~h�
�
�6~4­����6�0~h�6���
�6�O� �:�:�h��~ �m��~m�®���%�
�0�� H~h�O�&�õ�F¸¥���������E�®�d�6~# H�D�
�
���6��~ �0�6����~m���h���
���¥�0�h�0���0�
�0���*�6~m�$�*�6~��������»�¥¼ �^¸��?�3��·_���õ���ù¬¨¼ � Ç �M�,��ÑÁ�,���6���%�$��~��¥���0 6�%�h¦

´ ~4 6���%���6�0�����q�0���:~m���¥�0���0�h�0~m��~m�0���¥~h���6�b�:�©���?£:���4�6�Î�:~��*�
���q�0~h���6�q���%�¥~��H�*�6�
���?£:��� ���0~.�0���  6��~h� ~h�d�b���� 6�0���%���6�������0�Ê�:~V 6�0�:�:�6���0~Ê��~$�¥���0 6�%�� %�����6�6~"�
�h�0��~$�:~$�0�³�
�
����~m�h¦*Ç����%����~"�h�����:~m�ÊÅ6}.ÁsÂ��d��~m�� 6�0���%���6�������0�m���:~m���0�h����~m���d�6~V�|����� ���6�0��~h�d�Ê�0���*�
 6�0�� H���0�0�����6�6~h����~m��­���~h�6�b«¬�0�m�d�6~h�%�¥~V�&�¹�� 6 %���0���0����� �6���%����~Ê�¥���0 6�%���¥~V�*�6�J�0~h�%� ���¹���³�
�����0���0�6� ~.�&�¹�� 6 6�0~h�d�0���
������~��0�0���J������¦1}�~h�b�� 6 6�0~h�d�0�����
����~�~m�
�ù���V¸��,��Ñ��õ�MÆ8���6���%�s��~��
~h�%�
��Ù#�|���������%�0~h�0��~��:���0~m�¥�0~h� ~h�*���6���%�.��~"�¥���0 6�%�.��~m���h�
�� H~m�.�:�� 6�0�:�¥~m�
�0�%�����h�6�h�
���0�³«½¦
´ ���
�
�*�6~w��~#�¥���0 6�%�4�`��~m�0���¥���%�0�0���0�6�w�d�6~®�:~# 6�6�
���
~m�h���d�6�.�0���d����~m�� 6�0�J�:�%�¥�0�����%�
°%�%����~m�"�:�· 6�0�J�¥~m���0�%�h�6���» -~h�6�V~¥ñ&~m�¥�0�6~h�"�6�¶�� 6 6�0~h�d�0���
������~%�����Ä���V¸��,��Ñ��õ�MÆ8�&�m��~m�
�¥~�� ¨h� ~��¥�0���0�h�0~��:~����?£:�����6�ö�:~��J�
�����0~h�4�6�����%�¥~��6�*�6���0~h H�D�
~��������
�$�0�6�V�q�� 6�0���
�%���6�������0���:~m�Ê 6�6�
���0~m�Ê 6���6�0Ì��$�*�6~��¥~h����~��:~m�$���0�6�0~m�m¦%¿j���6�$�0�0���6��~h�$��~m�. %���
��� �h�0�0~m�
�d�6�6��~����?£:��� �q�0~h�d�h�1�����:�����Q�������
�Q�6�0�������0~h�b�:~m�����������0���0�6� ~m�b 6���%�Q�¥���  6��~¥£J~m�h���:���d�
��~� 6���%�$�¥���6�*�»~m�0�$���¹���������0���0�6� ~�¯�ï:9'¯�Ç�~h�  %�
�0~h� ���Á° ¦
´ ���
���d�6~����������:�q�0 H�D�
~Q�&���6���¥���0 6�%�j�&�¹���0�6�0~m�h�m���� -~h�6���6�����0~h�6��~h� ~h�d�`�����6�0�������0~h�

 H���6��«À�����0~4���¹�� 6 6�0~h�d�0�q�
�
����~��:~m�� %���
��� �h�0�0~m���:~m���0�h����~m���&���6�6~����
��� �#�����0~��6���
�0�
�¥���d�0~¥£:�0~��$���������h�D����~h� ~h�d�®�����6�0�������0~h� �:���0~m�¥�0~h� ~h�*�# -���6�®���¹���%����¢:�0~·�0¢J�d�
�?£:���*�6~�¦
},��~m�0�F�¥~ª�d�6~¶«À��������~¶� �:�:�h��~·Ç�¼�¿<;��Ê�%���0�ª�0�6�®�������%�0~h�0�����0�����Ë�d�6~ �E��� ��¬��N�ö�����
���,��¬N�M�`�=�¶���º���S���,�K�½���HÆ,�¥�����´Æ��4�,�®���½� Ç �?�M�.¬N�K�E�,�®�.�xÅ�¸�Æ,�����,���´�.�ö���N���_�E�,�����M�Y�ù¸_�?���MÆx�
Þ?Ü´ß�å�ìèà«ãMå³ÛÝÜHðVìèä�å�ß�ì 	 áÁå�ìèç�ã¶ðVà;ÞVß�ç 	 Ü 	 ìèÛèìóå�ò«äùðÁá>�4ç�ð�
«Ûèà�ô@?YÜ´ß³à��Áà��4Þ?Ûèà�í�ðÁÜ�ã?äëá?ãÁàBA�C�DFEHG½â�ç�ìóß<8ÛÝÜHä�àºéºå�ìèç�ãJIMô ILK�í®ÛêÜwÞÁß�ç 	 Ü 	 ìèÛÝìóå�ò4ð�î á?ã¶Ü´ß 	 ß�à�à«ä�åùðVà#ÛÝÜ1%�'7(�*B, p(t) =

∏

r∈t p
n(r,t)
r

í�ç)M
t
à«ä�åùáÁãÜxß 	 ß�à�í r á?ãÁà�ßN
«ñ�ÛèàëðÁàPñ´ß�Ü7�-�KÜ�ìóß�à�OÁç�ß�ä��õé«ç�ãMå�à���å�à�í n(r, t)

Ûèà�ã?ç)� 	 ß�àPð�î çMé«é«áÁß�ß�àºã?é«à«ä¥ðÁà r
ð?Ü�ãÁä

t
íàºå

pr

à«ä�åPáÁãHÞ?Ü´ß�Ü��-
ºå�ß�à�ðVá6�4ç�ð�
«Ûèà�Ü´ä�ä�çMé«ìèò<8ÍÛÝÜÍßN
ºñ�Ûèà
r
ô�P�î Ü�ÞÁÞÁß�à«ãMå�ìèä�ä�Ü�ñ�àùðÁá/�4ç�ð�
«Ûèàëé«ç�ãÁä�ìÝä�å�àÜ´ÛÝç´ß�äëáÁã?ìÝæMá?à5�4àºã�å�8�ðÁòºå�à¢ßN�4ìÝãÁàºßPÛèà«ä�Þ�Üxß�Ü7�-
ºå�ß�àºä

pr

�ÁÛÝÜQ�öç´ßN�4àùðÁáR�4ç�ð�
«Ûèà�à«ä�å¨ÞÁß�ò«ðÁò�S?ã?ìèà�ôTºÞ�ç�áÁßVUW�VÞ�à«éºå�Ü´å�ìèç�ãYX*Ü��Vì��4ì�ZµÜ´å�ìèç�ãNô[5\ # ?^] \ Üxå�Ü # ß�ìèà«ãMå�àµðR?YÜxß�ä�ìèã?ñ_]a`ëã?Ü�Ûb�Vä�à³ç�ß�ìèà«ãMå�ò«à³Þ?Ü´ß�Ûèà«äëðÁç�ãÁã?ò«àºä«ô
���




 i-kmu?]`_brsÞ�kmo;]Hi

¯ ÅJ�
�%� ���?° ¦jÇ�¼�¿é«À���������¹���%����¢:�0~4�&���6�6~��6���6��~h����~� 6�6�
���0~ ~h�§�¥����� ~h�%Ïh���d�� %�����
~
Ô¶�0~h� �h� ���0~h�wÕO�0���%� ��~m���0���%�½�|���0�6�0~m���� 6 %���
���q�
�
���d�#�6���%� ��~¡�¥���0 6�%�h¦.¿��6��� �¥~m�
�0���%�½�|���0�6�0~m���0���*�,���
�0~h�4�6���m�h�H�:~�«À��Ï¥���·�0�������������0~����:£¡�0�h����~m�"�&���6�6~ Å6}.ÁsÂ4�- -���6�
�¥�0�h~h����~m�����%����¢:�0~m���:~w���· 6�6�
���0~�¦ ´ ~w 6�0�:�¥~m�
�0�%���&�¹���
�0~h�4�6������~F�:~m���0���%�½�|���0�6�0~m�
~m�0�4�����6��~h�0�6�F %������~h�6�
��«¬�0�m�d�6~h�%�¥~m�4�0~h�����0����~m�4�6���%�4��~#�¥���0 6�%���&�¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~��
�¥���%�0���:�h�0�h~m�4�¥��� � ~��:~m�� 6�0���%���6�������0�m�h�`~h���q�F�0�6�h���0��~#�:~m�� 6�0���%���6�������0�m��~m�0�������0~
~h�pX��6�J�0~  -���6����~��h�����¥�6���:~ ���w 6�0���%���6�������0� �:~m�����%����¢:�0~m�������%�
���¥�0�h�h~m�h�s�?°%�O�:~
�0�h��~m�¥�0�����6�6~h�Ê�¥~h����~��:~, 6���%��«¬���0�0~� 6�0���%���6�������0��¦ = ��~h�#�*�6~��¥~�� �:�:�h��~"�0������­4�����%���
~
���0�
���
�6�Ê­$�6�� 6�0���6���h��~��&�¹���%����¢J�
~��m�0~m������ 6���h� ~h�d�
���0�����%�-���¥�0�6~h����~m���0~��¥���:«¬���0� ~h�d�
���:£O���J�:�h��~m���:~F���
��� �#�����0~m�4 6�0���%���6�������0�0~m�4���h�6�h�
���0����~m�m��~h�y�¥���%�:���0�����6�%���d�����
 6�0���%���6�������0�¶�?ñ-~m�¥�0�h~©���:£±�0���%�½�|���0�6�0~m�® %���®���§�h���0�h�����0��~©�:~¶��~h�6���
���¥���6~Æº�~h����~m�
�0�6 6 -�D�0~h�d�4����~¥£:���0�0~h�%�¥~��&���6�O 6�0�J�¥~m���0�%���0�0�:�
�%���
�0���d�6~®�0���%�½� È ���¥~h�d�h�Q�d�6�.�¥�0�h~®�:~m�
���0�6�0~m�w~h�É %���0�
���*�¡�&���6�Ë�YX��%�±���6���0�����4ÔèÅÉÕ��.���%�*�6~h�����Ù�
�6�%�0�0���0�6~¶�6�Ù�0���%�0�
���0�6�0~��:~4�
���¥���6~FÔwÅ¶Õ��`���:£¡«¬~h�6������~m�,�:�%�d�6~h�Q���©�0�6�%�0�0���0�6~�­��6���6��~m���§�:~m���0���%�0�
���0�6�0~m���:~w�
���¥���6~®�¥���0�0~m�
 H���%�6���*�0~���~h�4�����%�0�.�:~w�0�6���0~ È �%�
�d�`�¹­·�������6�0~h�*�0�����O�&���6�
���0�6�0~��¥���  6��~h�h¦:æ|�&�h�¹�������.�&���6�®���J�:�h��~�­��0�6�%�0�0���0�6�0�����®�&�¹���0�6�0~m�$�0�0�:�
�%���0�0���*�6~��J���
ÅJÄ"Å6Â>c?¦sÇ����%���6�6~wÅJÄ"Å6Â4�s��~m�����0�6�0~m�4�*�6���*��~h�6�6~h�d���0~��0�6�%�0�0���0�6~h�����:£ª«;~h�6������~m�
�¥���%�0�0���0�6~h�*��~h���*�6~h���*�6~V�0���0�0~V��~m���0�h����~m���:~V�������
��� �#�����0~³²���� ��~m���� 6 -~h����~¶��� Ç �µ���
Æ��EÆ,�Ø�,�`�������«���^¯ = �:� ��Ö?° ¦
¼,�� -~h�6���6���0~h�b�d�`���6�6~$ÅJÄ"Å6Ây�:���*�j��~m�����0�6�0~m�s�h���h� ~h�*�
�����0~m���0���*�j�6�6���*�6~h� ~h�*�

�:~m� ���0�6�0~m���:~F 6�0��«¬���%�:~h�6� �  -~h�6� �h�����:~h�*�0�³°%~h� ­©�6�6~·Å6}.ÁsÂ4¦�Ç����%� �¥~¡�h���m�����
 6�0���%���6�������0���:~��0�6�%�0�0���0�6�0�����·�:~m�����0�6�0~m�h�& -�D�0�h~��¥��� � ~���~h�6�,«¬�0�m�*�6~h�%�¥~4�0~h�q���0����~
�6���%�Q��~Ê�¥���0 6�%�h��~m�0�s~¥£6���¥�0~h� ~h�*�Q�¥~h����~��*�`���������6�0��~h�d�Q~h�����?£:��� ���
���*����~.�¥�0���0�h�0~$�:~
�*�
���q�0~h���6�q���%�¥~.�:� �¥���0 6�%�h¦d}�~h -~h�%�6���d�h�d�6���%�Q��~Ê�h���Q��Ù����������¥���%�0�q�:�h�0~Ê�:~m�����0�6�0~m�
�:~F 6�0��«;���%�:~h�6� �
�6 H�h�0��~h�6�0~F�¥��� ��~#«À�����
���*�� %���0�0��~¡�:~m�����0�6�0~m���h���h� ~h�d�
�����0~m�h�Q��~
�
�6���³£®�:~"��~h�6��«;�0�m�*�6~h�%�¥~,�0~h�q���0����~,�¥��� ��~V 6�0���%���6�������0�,�:~��0�6�%�
�0���0�6�0����� �6~��0~h H�D�
~
�0�6�����%�¥�6�w�¥�0���0�h�0~,�����0�6�h�����0���*�6~$~h���0~h���h��~V 6���6�0Ì����&���6�6~��� 6 6�0�:�
�6~��6~h�6�0���0�0���*�6~�¦

�������ed f»¤� ��� �©?£�¤� �¦�§ Î`§ £Z§Í£Z��ûù©?Î

´ ���0�h -���%�0~�­��q���:~h�:£J���h��~��*�6~m�0�0�����F�h���:�*�6�h~� 6���%�Ê�%���6��¾À­ ���m��������º6��~m�Ê�����
�:�h��~m�����6�0~h�*�%�s�
���d�½�������j���6�� 6�0�m�s­$�6�6~��
¸��
�6~.�&�¹���%����¢J�
~�Ã�~m�0��� ���0�����h~�¦ ´ ~m�j 6�0���%���6���
�����0�m���:~m��� �:�:�h��~m�����h�6�h�
���0��«¬�� H~h�0��~h�0�0~h�d�.���%�:�h�6�����6��~h� ~h�*���&�¹��� �h�������0~h�����¹���%����¢:�0~
�0¢J�d�
�?£:���d�6~��:�6���%����~,�0~h�%�.��Ù®�����:�m�������6�����YÕç�
���0�������*�`���������� 6 H���0�0~h�*�.~m�
�.�0�
���0�q�0�0�³�
�d�6~h��~h�d�V� ~h������~h�6�0~,�*�`���6�F�0���
����~����¡�0���0�$ %���0���`��~m�$�:�³ñ&�h�0~h�d�0~m�$�*¢* -���0�6�m�0~m�h¦%¯��
�0~h�?���%���6~������Ê�� 6 %���
�?¹��4�*�6~F�¥~m�4 %���
��� �h�0�0~m�4�6~w�
���d�� %��� �½���3¸��ö���o��¬���¸¥��Æ���­¶���
�
¸��
�6~��&�¹���%����¢:�0~�¦:Ç����%�.�¥~��0�
���?�����|�*���®��~h�0�
���0�6�$�d�6~h���*�6~m��~¥£J~h�  6��~m�� %���0�0���¥�6����~h�
�
�0�0�m�$�0���  6��~m���*�6~��¥~m�Ê���J�:�h��~m�� -~h�6��~h�d�$� ¨h� ~��0~��¥���  -���0�0~h�$�:~,«À��Ï¥���F�¥���d�0�
�����0~
­ �¥~��*�6~��������F�����%�:�
������º��:~m�V���%����¢J�0~m�$�� 6 %���
���q�
�
���d�$ 6���%�V�0���6��~h�d�,�d�6~��&�¹���6�0�0~m�
�6���%����~¡�¥���0 6�%�#�&�¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~· H~h�6��~h�*�#�0~¡���������?ñ-~m�¥�0�h~m�#�&���6�6~» 6�0���%���6�������0�
g A�hiAjE;íVÞ�ç�áVß=A�å�çMé+O�Ü�ä�å�ìèé<h®ß�àºàkAVá 	 ä�å�ìóå�áÁå�ìèç�ãlEëß�Ü7�-�KÜ´ßµô

L��



� à � ß�rsu�Ü-]�c�_bedf#Ú²]`_badc;edf�zdk�rj_boqz*f

 6���%�Ê«À�����6��~nm1¦
´ ���*¢* -���0�6�m�0~��:�¥«¬~h�%�:�6~����¥�`~m�
�V�d�6~��¥~��ç¢* -~��:~#Ô��6�������"Õ#�J��~h�*�V�:~��¥~��d�6~���~m�

 %���
��� �h�0�0~m�V�0���*�"�:�h�0~h�0� ���6�m�$�
~h�����w�6�6~��� 6 6�0�J���6~����h�6�h�
���0����~ ¾x¬N���M�´�,��¬N���`��� ÃÊ�:~
 6�0�J�:�%�¥�0������­$ %���0�0�����:~m�s�h���0�h�����0��~m�j�
¢*�*�
�?£J���*�6~m���0�6 -�h�0��~h�6�0~m�h�1�������
���*�6~����¹���%����¢:�0~
~m�0�� %�����:�¥°%�6���0�������6���:�����h�6�h�
���0����~�¾x�?�,�´�M��¬����`���8Ã
¦*¿s���6�����h�0�³°%~h���¥~h�0�0~"�d¢J H���0�6�m�0~��
~h�� H���6���0~h�*�0~h���&�¹��� �h�������0~h�s��~m�Q�0�m�
�6���
���
�Q�:~m��� �:�:�h��~m�Q�0¢*�*�
�?£J�q�d�6~m�b 6�0���%���6�����q�0�0~m�
~h�F���%����¢J�
~��*�¥~h�0�0~��0�6�m�0~��h�¹���0�
���
�6~��:���%��­��:�¥°%�6���.�:~m�.� �h�0�6�:�:~m���:~� 6�0���%���6�������
�?�
�0�����F�6���¡���h�6�h�
���0����~m�m���:���0~m�¥�0~h� ~h�*�$�����h~m�$­������
¸����6~��&�¹���%����¢:�0~�¦

uwv�o p z�P�qVT/rts4N�R ~ÍT>svuwr�N�RÙZ�{�zvs4S
Z�R

}�~h�0�0~.�0�6�m�0~��0�
�����0~��:~��:��ñ-�h�0~h�*�
�j� �:�:�h��~m�s�:~����
��� �������0~m�� 6�0���%���6�����q�0�0~m�h�m�:���d�
��~m�V�h���
���¥�0�h�0���
�0���d�6~m�Ê -~h�6��~h�d�"¨h�0�0~��0�m�0�6� �h~m�$ %���"����°%���6�0~ � ¦ � ¦
¼,�¡�:���
�0���6���6~�º
ª ��~m�"}.ÁbÂ º6���
��� �������0~m�Ê�6���
�½�|�¥���d�0~¥£:�0~m��¾|}����*�0~¥£J�½�|Á%�0~h~�Â��
��� �#���
�¥Ã`²
ª ��~m�sÄ"Å6Âåº����
��� �������0~m�j­"�
�6�%�0�0���0�6�0�������&�¹���0�6�0~m�Ê¾ÀÄj�0~h~VÅ*�6�%�
�0���0�6�0������Â��
����������
�hÃ`²
}�~m�"���
��� �������0~m�V�
~��:�m�¥�����6~h�*�,�0���%�,�:�³ñ-�h�0~h�*�0~m�$«¬���0� ~m�"�:~����
��� �������0~m�V 6�0���

�%���6�������
�0~m�²¾À¿�}.ÁsÂX~h�©¿�Ä"Å6Â�Ãªº����Ó«¬���0� ~ ��������·��?�������M�Y�©�¥���%�0���:�h�0~O�¥~m�·���
��� �
�������0~m�Q�¥��� � ~Ê�:~m��¸¥�«���´�������N�4�������,·_�?�������M�Y�����:~m�
�¥~h�%�6���d�
�h���������h�6�h�
���0��«¬�Ê¾|Å6}.ÁsÂ4�
ÅJÄ"Å6Â�Ã
���������
�b�d�6~.���"«;���0� ~���� Ç�Ç �����,�`���s��~m�s�¥���%�
���:�h�0~� 6���6�0Ì��b�¥��� ��~��:~m�b� �:�:�h��~m�
�&�¹���%����¢:�0~ ¾|Â�}.ÁsÂ4�&Â�Ä"Å6Â�Ã
¦
´ ~m�V���
��� �������0~m�$�¥���%�0�q�:�h�0�h~m�V�:�³ñ&�h�0~h�d�$ %����º

ª ���k¸��º�«�M����¬®�,�®�¶�@�ÁÅ��S�'���E�k¬N�¶�½�M�®�´�¶�«Ã����½����º�6�6~¡�0�h����~¡�:~F�0�h�m�¥�0���0�6�0~»�&���6�6~¡���
��� �#�����0~w�6���
�½�|�¥���d�0~¥£:�0~» -~h�6��~h�y~¥ñ&~h�
¨h�0�0~��¥���%�
���:�h�0�h~��¥��� � ~��6�§���0�6�0~��:~� 6�0��«¬���%�:~h�6� � �`��~��0¢*�4�-����~4�:~��0¨h�0~��
���ÓÔ4� ~h�4�6�0~��:~��D���%�
�6~ Õ��H�¥���0�0~m�0 H���%�6���*��­������
���¥���6~��:~����¹���0�6�0~��%~h�,�
~m�
�0¢J�4�H����~m�Q�:~V�*�6~h�6~������·Ô,� ~h�4�6�0~V�:~V�:�0�����0~,Õ4���:£�«¬~h�6������~m�m¦V>��6~m���0���%���¥~h�
���6����~��6��~m�V¿�}.ÁsÂ'�� 6 %���
�����
�0~h�*�"�¥��� � ~��:~m�V�h���$ %���0�0�q�¥�6����~h�
�$�:~�¿�Ä"Å6Â4¦

ª ���o�¥�����®�µ�k¬N���4¸_���º���ØÃ,���µ���k���´�,�V�M��Æ��v�%�E�,�_�x�¶�µÃ����E����º

ª }�~m�� %���
��� �h�0�0~m���0���*���:~m�� 6�0���%���6�������0�m���6���%����~m�����
��� �������0~m���0�0�:�
�%���0��0�q�d�6~m�h¦�}�~h����~m�½�|�¥�$� �:�:�h�����0~h�*���:~m�  6�0�:�¥~m�
�0�%�������m���0�����0~m�h���:���d�#������ -�h�
�?�
�0�����Ó�h���h� ~h�d�
�����0~®~m�
� �&�¹�� 6 6�����*�6~h� ­©�6�±�0¢J���-����~

X
�6�6~F�0�h����~F %���0� �

x«éºà«äwy 	 ìÝÜ�ìèäVz�ä�ç�ãMå�é«ç�ãÁä�å�Ü´å�ò«äPÞNô {7|ÍÞ�ç�áÁßPÛèà«ä��4ç�ð�
«Ûèà«ä�AjC�DFE;íVàºå�Þ®ô }7~ÍÞ�ç�áVßZÛèà«äZñ´ß�Ü7�-�KÜ�ìóß�à«ä\ # ?^A�hiA�E;ô
L��




 i-kmu?]`_brsÞ�kmo;]Hi

� �� � �� � �

� �� � � �� � � �� � �� � � �� � �

�� � � �� �b�� ��b�� � �� �b�� = 1 ≥ 1

� �� �� �+�� � ��

λr�� � �� �� �
�� �� �� �� �

r

� �� � �

� � �� � �� �

�� � � � � � � � � �

p(r) = eλr

� � � � � � � � �

λr

� � � � � � �� �

λr

�� � � � � � � � � �

p(r) = eλr
� � � � � � � � �

λr

� � � � � � ��b� λr
R
−

R R R
−

R

� �� � � � � � � � ∑

r∈RX
eλr

= 1
∅ ∅

∑

r∈RX
eλr

= 1
∅

� � � � �� ��� � � �� � � � �� � �� �

��

∏
p(t|rac(t))

{ ��

∏
p(t|rac(t))

}

+

� � �� � � � �

� � �

∏
p(t|w(t))

�� �  � � � ¡ � � �

∏
p(t|w(t))

� � � � �� � � � ��b� �� �� � �£¢ � � � � �£¢ � � � � � �b� ¤ � � � � ¥� � �b��� � � �£¢ � � � � � �b�

¦B§e¨Q©� ¦�ª }.���
���¥�0�h�0���
�0���d�6~m���:~m�����
�����������0~m���h�0�%�:���h~m�®¾ra
c(t) ~h�

w
(t) �0���*�V�0~m�0 `¦6�����
���¥���6~�~h�$��~m�.«;~h�6������~m�Ê�:~����¹���0�6�0~

t Ã
¦

L�L



� à � ß�rsu�Ü-]�c�_bedf#Ú²]`_badc;edf�zdk�rj_boqz*f

�|��~h�%�0~h���6��~
RX

�:~Æ�0~m�·�0�h����~m�·�m¢D���d�
X
 H���6�·�0¨h�0~�¦ ´ ~m�· %���
��� �h�0�0~m�

�
���d�©�������
�»�:~m�·�0�h %���0�0���0�����%�¶�:~² 6�0���%���6�������0�m�»�0�6�·��~m�¡~h�%�
~h���6��~m�
RX -���6�Ê�
�%���*�6~��
¢*�4�H����~"�6���:���0~h�0� ���%���

X
¦6æç�����:������~h�*�$�:���%�,¨h�0�0~��¥���  6�0���

~h�*�0�0~ � ~h� � �`~h���0~m�0 -~m�¥�0~h����~m���¥���d�0�
�����*�0~m���0�0�:�
�%���0�0�q�d�6~m���%���6���0�6~h����~m�4º
∑

r∈RX
p(r) = 1

¦
ª Ç����%����~m�����6�0�0~m�.���
��� �������0~m�h����~m�� %���
�����h�0�0~m���0���*���:~m�Í¸_�����,���������ê� �J -���:������d�" 6�0~h�%�:�0~��6�6~�������~h�6�$�0�h~h����~��*�6~h���¥���%�d�6~�¦

ª ��~B�M������Ã,�«���6�0�����q�0�� -���6��~¥ñ-~m�¥�0�6~h����~��h�����¥�6���:~m�� %���
��� �h�0�0~m��­w %���0�0�����&���6��¥���0 6�%�,�&��~¥£J~h�  6��~m��º
ª ��~����?£:���4�6�õ�:~��J�
�����0~h�4�6�����%�¥~w¾Àï ´ º&ï¶�?£:�����6� ´ ��â�~h�����6�*�:�-ÃÊ~m�0���6��¥�0���0�h�0~¡�&�¹�� 6 6�0~h�d�0���
������~·�¥���6�
���d�# H���6�#�:~m��� �:�:�h��~m���0�0�:�
�%���0�0���*�6~m�h¦�æç�
~m�
��«¬���%�:���0�6�Ê���� 6�0���%���6�������0�

P (Corpus|λ)
�: 6�0���%���6�������0���?ñ-~m�¥�0�h~� %���$��~

���J�:�h��~V�:~" %���
��� �h�0�0~m�
λ
�����¥���0 6�%�.�&��~¥£J~h�� 6��~m�h¦DÇ����%����~,�h�����&���6�������

�:�h��~4�0�0�:�
�%���
�0���d�6~��&����~m�0�����# 6�0���%���6�������0�� H���6���*�6~���~4 6�0�:�¥~m�
�0�%�����
�0�:�¥���
¸��º��¬��®�õ�M�V��~��¥���0 6�%�h¦

ª ��~b�#�?£J���4�6�é�:~��J�
�����0~h�4�6�����%�¥~��¥���%�:���0�����6�6~h����~Ê¾Àïª} ´ ºmï¶�?£J���4�6�å}����%�:�³��0�����6�%��� ´ ��â�~h�����6�*�:�-Ã�~m�0����~"�¥�0���0�h�0~��:�h��~h���� 6 H�,�6���%�.�¥~h�0�0~,�0�6�m�0~" -���6����~m�
���J�:�h��~m�VÂ�}.ÁbÂ ~h��Â�Ä"Å6Â�¦%æ|�`~m�0�Ê«¬���%�:���0�6�$�q�� 6�0���%���6�������0�
P (Corpus|λ, phrases)

�� 6�0���%���6�������0�"�?ñ-~m�¥�0�h~, %������~$���J�:�h��~V���:£����0�6�0~m�
�:�è�¥���0 6�%�h�4�x���`�¥���E���,�����w�E�,�_�x�.�M�,�_�S�S�E��� �b��~m��«;~h�6������~m���:~m�����0�6�0~m�4�¥���0�0~m�0�
 -���%�6���d�,���:£w 6�6�
���
~m�V�:�»�¥���0 6�%�h¦

ª Ç����%�®��~m�®�:~h�:£É�h��� ML
~h�

MCL
�����¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~©�¥���%�0���
�0~¶�6���%�®��~

���6���³£F�:~m�$ %���
��� �h�0�0~m�"�*�6�`�����d�"���?£J��� ���0~h����~��¥�0���0�h�0~�¦
ª �����¥���� 6��~¥£J���0���:~��|�¹���%����¢J�
~��0¢J�d�
�?£:���*�6~�¦¼,�¶~h�d�0~h�%�© %�������%����¢:�0~��0¢J�d�
�?£:���*�6~���~� 6�0���6���h� ~4ï·¿�¿kª��&��~¥£:�0�
���¥�0�����©�:~
c¢:³l6u1vbu1e �&�¹���%����¢:�0~¡��~¡ 6���%�� 6�0���%���6��~· %���0� �V��~m�����0�6�0~m�� -���6�?���*�®�¥���0�0~m�0�
 -���%�:�0~ ­w�6�6~� 6�6�
���0~ �:���6�6�h~�¦ ´ �F�¥���� 6��~¥£J���0�4�:�ª 6�0���6���h��~�ï¶¿�¿s�� -���6�
��~m��¿�Ä"Å6Â4���:�h -~h�%�Æ�:~m�4���0�6�0~m�4�h���h� ~h�d�
�����0~m���*�6����~m�4�¥���%�0�0���0�6~h�*�h¦ ´ ���6�6~
�:~m���:�EQ��¥�6���0�m����� È ~h�6�0~m�����
�0�:�¥���h~m��­��¥~$�ç¢* -~V�:~V���
��� �������0~m�Q~m�0���d�6~V�6���%�
��~��h���"���h�6�h�
�����H�¥~� 6�0���6���h� ~�~m�0�VÐ�¿Q�|�:�½Q��¥����~�º%���»�6~��¥���6�%�?¹��V %���"�&�¹���������
�0���0�6��~��d�6�� 6�6�q�
�0~���~��0�m�0���%�:�0~�~h�¡�6�¡�0~h�  %�" H����¢*�6��� �q���H~h�F«¬���%�¥�0�����»�:~m�
�
��������~m�Ê�:~����4 6�6�
���0~����%����¢:�0�h~�~h�V�:~����4���
��� �������0~�¾¬�������9¯ Å*���#�:�¹��� �� � ° ~h�
ã,�6�6~¥£J~�ã�Ã
¦

«¡iÉÚÆ]`_badc;e¡o;i-kme*u?ÚÆzd_bo;l6oqu?e 5 c;l � u?l%ÚOÚ²l6o;u1et¬¡]�u?f 0 ]Hi-kmeDn`kme ! Øsedu�ÚÆ]Y7
_jgjisl%ÚÆoqp�rsepA ! 0324�1C
´ ��°%���6�0~ � ¦ � «¬�����b�0�¥«¬�h�0~h�%�¥~"­��6� ���J�:�h��~Ê�:~V���
��� �#�����0~Ê�6���
�½�|�¥���d�0~¥£:�0~¶��·��,� ��'��¬�Â������@���M����¾ÀÄ"}.ÁsÂ�Ã'¯�êV��Dh~h�6âJ�6��  ���Á° �j���%�*�6~h�������6~��0~h�
�» 6���%��«À������� ~h�d�0�����

 %�������®�0�6���0~��-���������d�6���®� ~h�6�����ª�:�h��~h���� 6 H~h��~h�d���:~m��� �:�:�h��~m� Ô �����6�%�0��~h�%��Õ
­ Xl?®?¯�°X.ç�ä�å=?Yß�ç 	 Ü 	 Ûèà<?YÜ´ß�ä�àQ]a`¨ã�Ü�Ûb�Vä�à�ÛÝÜ�Þ?ÛèáÁäPÞÁß�ç 	 Ü 	 ÛÝà

L�Ö




 i-kmu?]`_brsÞ�kmo;]Hi

 6�0�m�0~h�d�0�m�����:£·�
�%�� 6���0�0~m� � ~h� Ö ¦&æ|���� 6 %���
�?¹����¥��� � ~��6�©� �J�:�h��~��d¢J�6�0���:~�~h�d�0�0~
��~m��ÅJÄ"Å6ÂÑ�:���d�����b %���0�
����~���~��¥�0���0�h�0~��&�¹�� 6 6�0~h�d�0���
������~ ï ´ �&~h����~m��Â�Ä"Å6Â4�`�:���d�
���` %���0�
����~����4«¬���0� ~��:~m�$ %���
��� �h�0�0~m�m¦
´ ����� È ~m�¥�0�³«`­��������0�������6~$�:~V�¥~$� �:�:�h��~Ê�h�
�������:~$ -���6���������:�¥°%�6�����:~m�� %���
��� �h�0�0~m�

�&���6�6~�}.ÁbÂå�¥���� %���0���6��~m������~m�"��~m�� 6�0���%���6�������0�m�.Å6}.ÁsÂ^�:~"���h�6�h�
���0�����w�:~m�����0�6�0~m�
�&���6�²�¥���0 6�%�h���#�������d�6���6~ �0����~h�d�� %�����6���0���������0�m���¥��� � ~��:~m�� 6�0���%���6�������0�m�h�`�:~
«¬��Ï¥���§­®�h�J���0~h���d�6~���~m� Ô#�
�¥���0~m��Õ·�:~m�����0�D�����0�6�0~m���
����~h�d���0���:���¥�6��~h� ~h�d�,«¬�����6��~m�
 %�����
�� 6 H���0��­®�¥~h�:£¶�:~m�� -~h�0���
��¾À�¥~��*�6�b H�D�0~4 6�0���6���h� ~4�����
�
�*�6~4�������·�6�0�������0~��¥~m�
� �:�:�h��~m��~h�²�0~m�¥���6�%���q�
�
���%�¥~#�:~#���w %���0����~�Ã
¦ ´ ~�� �:�:�h��~ Ä"}.ÁsÂÎ�0�h -���%�²­¡�¥~h�0�0~
~¥£J����~h�%�¥~��J�h������~m�� 6�0���%���6�������0�m���:~����h�6�h�
���0�����®�`��¢ �� 6 %���
�����
�0~h�*�.�*�6~"�����
���d�6~V�|�����
�x���`���«�����`�`�������
�:�0~��6���%�V��~m�*�6~h�`��~m�$�0�h����~m�"�h�¹�� 6 6�����*�6~h�d��¾¬��¦�~�¦%�:~������
���¥���6~���~h�
�V��~m�
«;~h�6������~m�¥Ã
¦m¿s���6�Q���¹�� 6 6�0~h�d�0�����
����~.�:~m�s -���0~h�d�0��~h���m�����4 H~h�6�Q�¥���%�0���:�h�0~h�b�d�6~.��~��¥���0 6�%�
�"�h�0�Ê 6�0�:�:�6���j %���Q�6�4 6�0�J�¥~m���0�%�s�
�0�J���%���0�0���*�6~��?�:���*�b�����h�����¥�6��~���~m�s 6�0���%���6�������0�m�s­
���¹�����:~��:�4�¥�0���0�h�0~�ï ´ ¦�¼,��~h���:�m�:�6���s�������
����~m�j H���0~h�*�0��~h���

λ
 %���s���Ê«¬���0���6��~

p(X →

α) = CXe
λ
T
�`��Ù

T
~h�

CX
�0���d���:~m���¥���%�
�
���d�0~m�h¦j¯��§���%����¢J�
~��-��~¡Ô®���¥���0~ Õ¶�:~m�

���0�6�0~m�$~m�0�Ê~h�%�0�6���0~� 6�0���$�¥����� ~��
���® -���0~h�d�0��~h���6�d�6�&~m�0�Ê�����0��� ��~��:~m�Ê -���0~h�d�0��~h�q�
�:~��0~m�$�0�h����~m�h¦
´ ~�� �:�:�h��~�Ä"}.ÁsÂÑ�®�h�0��~¥ñ-~m�¥�0����~h� ~h�d�����  6���h� ~h�d�0���-~h�©�6�0�������
���*�,�*�6~h���*�6~m�

� �h�0�6�:�:~m���6~h�6�0�q�0�0���*�6~m�� -���6��°6£:~h����~m��������~h�6�
�.�:~m�.�¥���%�
�
���d�0~m�h¦ ´ ~m�.� �:�:�h��~m�����:�
�0~h�d�%�.�0~V�0���*���0�h���h���m���m�*�6��������~h�d�
�����:£�� �:�:�h��~m��Å6}.ÁsÂ¤�:�  -�����d���:~V�J�6~"�:~V��~h�6�
�
 H~h�½«¬���0�����%�¥~m��~h�#���%����¢:�0~V�0¢J�d�
�?£:���*�6~�¦ ´ ~m��Ä"}.ÁbÂ¤ -���6�0�
����~h�*���h�¹�����h�0~h���6�0����~m��~h�
�0~m�¥���6�%�����
�
���%�¥~��:~����� %���0����~�¦6¼,�# -~h�6�Ê�&�¹��������~h�6�
���0~h�#���
�d�6~h�Ê�d�6~,��~m�.�¥���%�0�
���d�0~m�
�:�h�0~h�0� ���6�h~m�Q~h�  6���0���d�6~h��~h�d� È ���6~h�
����~h�*�Q~¥£:���¥�0~h� ~h�*����~Ê�0Ì���~$�:~m���¥���%�0�
���d�0~m�

α, β�6�0�������
�h~m�Q�����
���:� ���h�����6��~"�:~m�����J�:�h��~m���:~"�����6�D����~����:£����J�:�h��~m�����¥���%�0�0���*�6~m� Ö�± ²
~h����~m�.�0���d� È �%�0�0~� 6���%���6���4�6�0~h�%�0~m�h�:~h�.��~h�6�Ê�h�����¥�6�H~h�� 6���0���*�6~"�6�m�¥~m�
�0���0~" 6���%�Ê�&��~¥«;�
«;���0�
�m¦
}�~®� �J�:�h��~  H~h�0��~h���:~#�¥���%�
�0�0�6���0~��6�6~®�*�q�0�����ª�0�6�h���0���*�6~#­· H~h�Æ 6�0�m���¥���6�¥�

�0~h�d�0~��:~������6�0�����q�
���0�������:~, 6�0�:�¥~m�
�0�%�.���h�6�h�
���0�³«s~h�®���%����¢:�0~��*���#~h�w�0~m�¥���6�%�����
�����%�¥~
�:~F���· %���0����~�¦�æ|�.~m�0���0��� ���������0~ �6���%���
�·«¬���0� ~®���:£yÂ�}.ÁsÂ4�����:£6�*�6~h����~m��~m�0���:�¥�
�:���h~»�q�§�0~m�¥�0����� Ö ¦ L ��~h�#��~m�����������0���0�6� ~m� �&�¹�� 6 6�0~h�d�0�q�
�
����~©�&���6�6~· %���0�0��~¶�:~¶�
~m�
 %���
��� �h�0�0~m���0���d���¥~h�:£·�:~m��Å6}.ÁsÂ4�&�6��~h�¶�¥���6�d�%�h¦jÅ*���¶���d�0�h�0¨h���0~��0~m�
�0�0~h���d��­#�
~m�
��� È ~m�¥�0��«¬�.���6���0�q���:£wºJ�����6�0�������
���0����� �&���6�6~����
��� �#�����0~"�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~�~h�w�0~m�¥���6�%�����0�
�
���%�¥~��:~����� %���0����~�¦&}���� ��~������`�¹�� 6 -���0�0~4 %�����:~��6���6��~m���6�0���6�b�&�¹��� �h�������
���0�����
�6���%�4��~m���
¢J�0�0�h��~m�� 6�6�0~h� ~h�*�4�&�¹���%����¢:�0~®�0¢*�*�
�?£J�q�d�6~��s~h�4�*�`�������0~m�
�0~®­¶�0 -�m�¥�³°%~h�
�:~m�$� �h�0�6�:�:~m�Ê H���6�Ê°6£:~h� È �%�:�q�¥��~h�%�0~h� ~h�*�Ê�¥~h�0�
�����%�$�:~��0~m�Ê %���
��� �h�0�0~m��¾

CX
Ã
�%�¥~

� �:�:�h��~��6~��0~h�
�� %���,~¥£: H�D�0�� 6���%�,~h�·�:�h�
�����Q�6���%�,�¥~��:�:�¥�6� ~h�d�4º����b�� 6 %���
�?¹������¥�
�6�6���*�6~h� ~h�d���¥��� � ~��6�·� �:�:�h��~����d�0~h�0� �m�:�������0~����d�6�Q�#���%�0 6���0����~��0�
�m�������Q�0�6�"��~m�
Â�}.ÁsÂ4¦
Ú�² ç�ã*Ü�ðVò´³N8k�½Ü�ìóå�Ü�ÛèÛèá?ä�ìèç�ãY8;é«à«ä�é«ç�ãÁä�å�Ü�ãMå�à«ä�Þ®ô�µ5|

L ÷



� à / U�v�¶me*Þ�kmoq{çf

uwv+· ¸ Y>¹%Nwº�{HS´}hR

´ ~m�V�6�6�
�V�:~��¥~��0�
�m�������j�
���d�V��~m�$�
�6���?���*�
��º

ª �¥���0�0����~h�#��~m���6�����q�����%�0~h�0���m�#~h�É���%����¢:�0~¡�0¢J�d�
�?£:���*�6~»�:�%�#���:£y�� 6 6�0�:�
�6~m����h�6�h�
���0����~m�,�:~����¹�� 6 6�0~h�d�0�q�
�
����~��:~m�$���J�:�h��~m�Ê�:~��q���6�D����~��0�0�J���%���0�0���*�6~m�h�
ª �0~h�%�:�0~3¸_�?����� Ç �½�"�����6�0�������
���0�����w�:~m�,���
��� �������0~m�V­#�0�6�%�0�0���0�6�0�����»�&�¹���0�6�0~m��~h����%����¢:�0~"�
¢*�*�
�?£J���*�6~��d�|¦�~�¦D�0~h�%�:�0~, -�D�
�0���6��~$����~¥£:�0�
���¥�0�������:~,¿�Ä"Å6Â¤ -���6����~m�½�
�*�6~h����~m�b���¹���%����¢:�0~$�0¢J�d�
�?£:���*�6~. -~h�6���0~Ê«À�����0~Ê~h���0~h�  %�Q -����¢*�6���������* %�����
�� :�
 -���0�"­����4�
��������~��:~m�,�:���6�6�h~m�h¦

uwvN» p {HP�z�º�{�z�P&N¼s3z½s�T>º�z@~ÍN�Uw{
´ ~,�
�%�� 6���0�0~ L �:���6�6~,�6���h��~h�d�
�����H�6���:��~¥£J�%���%�
�0�³«&�:~m���:�³ñ-�h�0~h�*�0~m�����
��� �#�����0~m�

 6�0���%���6�������
�0~m���h�0�%�:���h~m���6���%�4���¡�����0�0�h�
���0�6�0~�¦�¼,�O¢ª���*�0�0�J�:�6���4~h�O %���0�0���¥�6����~h����~m�
�:~h�:£¶���
�����������0~m���:���d����~m��~¥£:�0~h�%�0�����%�,«¬���d��������� È ~h���:~��¥~h�0�0~��0�6�m�
~Fº-��~m�,���
��� �
�������0~m���6���
�0�|�¥���d�0~¥£:�0~m�� 6�0���%���6�������0�0~m�$¾|Å6}.ÁsÂ�Ãb~h����~m�Q���
��� �#�����0~m��­��0�6�%�0�0���0�6�0�����
�&�¹���0�6�0~m�" 6�0���%���6�������0�0~m��¾|ÅJÄ"Å6Â�Ã
¦
´ ~®�
�%�� 6���0�0~ Ö �:���6�6~®�6�6~���~h�
�0�����² 6�0���%���6�����q�0�0~��6���²���h�6�h�
���0����~w�:~m�����
��� �

�������0~m�Ê�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m�m����~m�"Â�}.ÁbÂ4¦-¼,�¡¢®�:�h�
��������~���~m�Ê�6���0�����%�"�:~�ï·�?£:���4�6�ö�:~
�*�
���q�0~h���6�q���%�¥~.~h���:~Vï·�?£:���4�6� �&��~h�*�0�0�� 6��~��D�6�0�������0�h~m�Q�¥��� � ~$�¥�0���0�h�0~m���&�¹�� 6 6�0~h�:�
�0���
�
����~��:~���~h�6�
�Ê %���
�����h�0�0~m�h�%�����%�0�`�*�6~���~m�Ê���������0���0�6� ~m�. -~h�0� ~h�0�
���d�"�:~��0�m�����q�0~h�
�¥~h���� 6 6�0~h�d�0�q�
�
����~»­ª %���0�0��� �&���6�±�¥���0 6�%���&�¹���%����¢:�0~m�h¦ ´ ~¡� �:�:�h��~w���6�0~h�d�É�
�6 :�
 6�0��� ~F�¥~h�0�
�����%���6�q���������%�
~h�0���m���m��~m�w�6�6~©Å6}.ÁsÂ4���¥~¡�*�6�$¢²~m�0���������%�0�0�0�#�
�6���6�
~¥£J~h�� 6��~ È ���6~h�h���0���0�F�&���6�y���0�0���¥��~®�:~¡ïÆ¦w¾����6�%�0��� ¯b¾����6�%�
��� ���Á° ¦�Ç��Ó H�����*���:~
�*�6~ �
�
���0���0�0���*�6~�����~m���0�m�0�6���
���
��~h�©���%����¢J�0~��0���*�����h���h�0~h� ~h�d����~h������~h�6�
�,�d�6~��¥~h�:£
���6�0~h�d�%���m��~m���6�6~�Å6}.ÁsÂ4¦
´ ~����%�� 6���0�0~ ÷ �:�h�
��������~���~4� �:�:�h��~�ÅJÄ"Å6ÂÑÇ�¼�¿s�`~h���
���©�¥���� H���0�0~h� ~h�*�� %���½�

«;���q�����%�:�m�0���
���6��~®~h�Ó���%����¢J�
~��Q�
�����%������ %���À¿�¦�Å*�����:�¹���t¯ Å*�����:�¹��� �� � ° ¦�Ç����%����~
�h���$�:~m�VÅJÄ"Å6Â4�6�¥~��¥���� H���0�0~h� ~h�*��~m�
�Ê��[w­4�����6~h�6�0���0�0�q�d�6~V�6�0�������0�h~V -���6�Ê��~,�h���q�¥�6�
�:~���~h�6�
�Ê %���
��� �h�0�0~m�h¦Á¿�¦HÅ*�����:�¹���»¯ Å*�����:�¹��� ���?°  6�0�� H�D�
~��6�6~����6�0�0~��6~h�6�0���0�0���*�6~
�d�6���¥���0�0����~4~h�ª %���0�0��~���~m���:�¥«¬���6�
���*�`�����Q�0�����%����~�¦jÅ*���§���%����¢:�0~��w�h�0� ���6��� ~h�d�0�h~
 %�������� 6�0�� -�D�0���0�������&���6�6~,�0�0�����0���h��~.���h�0�6�J�:~��d­��%���
~"�:~V���?£:���4�6�'�:~V�*�
���q�0~h���
�6�����%�¥~�¦sÐ,���%���h���:�d�6���%�m�j�6���%���6�6~®�:~h�:£J���h��~��
~m�¥�0�����`�j�:����~h�
���0�
���?���:£§�0~h�*�
���d�
�:~#�0�h -���%�:�0~F���² 6�0���6���h��~#�:~®���»�¥���  6��~¥£J���0� �:~®���¹���%����¢:�0~��
¢*�*�
�?£J���*�6~��0���6��~h���
 %���V��~m�"ÅJÄ"Å6Â4¦
Ð,���%�j�:���6�6���%�Q�6���%�s��~��
�%�� 6���0�0~ � �6���0�0~���~h�
�0������ 6�0���%���6�����q�0�0~��6�������h�6�h�
���0����~

�:~m�b���
��� �������0~m�b­,�
�6�%�0�0���0�6�0�����4�&�¹���0�6�0~��?��~m�QÂ�Ä"Å6Â�¦?æç�d«À���6�b�6���0~h�Q�*�6~.��~� %���
������~
�&���6�6~$ÅJÄ"Å6Ây­V�6�6~.Â�Ä"Å6ÂÓ~m�0�s�0�6�%�0�
���d�0��~h����~h� ~h�*�` 6���%�j�:�½Q��¥����~��d�`�¹����~m���¥~h���6�d� ~¥�

L��




 i-kmu?]`_brsÞ�kmo;]Hi

�%���d�"�:~m��Å6}.ÁsÂÒ���:£»Â�}.ÁsÂ4�%�:�¡«¬�����$�*�6~���~��¥���0 6�%�V�&�¹�� 6 6�0~h�d�0�q�
�
����~����¥���%�0�0���0�6�
�&�¹���0�6�0~m���&�¹���%����¢J�0~m�m���6~��:���6�6~® %����~¥£: 6�����¥���0~h� ~h�*�����F�����
�0~��:~m�����0�6�0~m���h���h� ~h�:�
�
�����0~m�b�6�0�������
�m���6���%�b��~m�s�
�6�%�0�0���0�6�0�����%��º1��~m�s %���
��� �h�0�0~m�Q�*�6~����������
�6~h�
���6~V­,�:�¥°%�6���
�6~��0���*�$ %���"���0�
���
�6�m�,­��:~m�$�h���h� ~h�*�
�V�:���0~m�¥�0~h� ~h�*�$���%�0~h�0�����6��~m�V�6���%�$��~��¥���0 6�%�h¦
´ �¹�� 6 6�0~h�d�0�q�
�
����~��6~� -~h�6��¨h�0�0~��0���
����~h��~h�d���0�6 -~h�0�J���0���&~h���������ª~m�0���¥���:«¬�0���d�0�®���
 6�0���6���h� ~��:~��|���h�?�����%���0�����®�:~� %���0�0��~m�V�h���
�6�h~m�,�:�¡� �:�:�h��~�¦
´ ~����%�� 6���0�0~  �h�¹���0�
�����6~����§ 6�0���6���h��~��:~����w�¥���  6��~¥£:���0�4�:~��|�¹���%����¢J�
~��6���%�

��~w�h���:�0~w�:~m�4� �:�:�h��~m��­¶�
�6�%�0�0���0�6�0�����O�&�¹���0�6�0~�¦QÐ,���%�4¢²�h���
���¥�0�h�0���0���%�4�6�è�|¢J -~
�:~����
��� �������0~m�m�-�:���0~m�����
�����������0~m��­F�0�6�%�0�0���0�6�0�����¶�&�¹���0�6�0~m�� H����¢J�6��� ������~m�h���*�6�
 H~h�0��~h�0�0~h�d���&��~¥ñ-~m�¥�0�6~h���:~m�����%����¢:�0~m�,~h�·�6�¶�0~h�  %�, H����¢J�6��� �����j~h�»«¬���%�¥�0�����©�:~
���4�
��������~,�:~��q�� 6�6�
���
~����%����¢J�0�h~�¦ ´ ���0�����6�0�����#�0�0���6���h~� %�����0~� %���.�q���0�h��~m�¥�0�����®�:~m�
���0�6�0~m���h���h� ~h�d�
�����0~m���¥���%�0�0���0�%���d�®���©���
��� �#�����0~�¦�Ð"���%�#�:�¥°%�6���
�0���%���h�D����~h� ~h�*�
�6�6~�� �h�0�6�:�:~4 6�
���0�q�d�6~��:~��0�h��~m�¥�0�����©�:~��¥~m�����0�6�0~m���h���h� ~h�*�
�����0~m��­# %���0�0�����&���6�
�¥���0 6�%�h¦
´ ~m�,�¥���%�¥���%�0�����%�$�:~��¥~��0�
���?�����`~h�$��~m�Ê H~h�
�0 -~m�¥�0����~m�$�*�`�����&���6�*�0~��0���d�V�:���6�6�h~m�

���»�
�%�� 6���0�0~ � ¦
Ð,���%�#�:���6�6���%�#�h�D����~h� ~h�*��~h�É���6�6~¥£:~m���*�6~h���*�6~m���¥���  6���h� ~h�d�
�»º����¹���6�6~¥£:~

ãö~m�0�4���»�:�h�����%�0�0�
���0�����è�:~Â¿�¦�Å*�����:�¹���O�:~w���»Ð�¿Q�|�:�½Q��¥�6���0�w�:�O 6�0���6���h� ~w�:~
���¹���%����¢:�0~Æ�
¢*�*�
�?£J���*�6~è�m��~m�O�6�6~Ó¿�Ä"Å6Â4¦ ´ �¹���6�6~¥£:~ = �������6�0~h��~h�d�¶���%�0 6���0�h~O�:~
¯ Â��J�J�:����� ���Á° �Ê�:�m�¥�0���#���¹���������0���0�6� ~¡æç�%�0���:~¥� ¼,�6�
�
���:~���~m�
�
~h�d�0��~h���6���%�#�|�¹�� 6 6�0~h�:�
�0���
�
����~��:~m�V %���
��� �h�0�0~m�V�:~��6�D�$���J�:�h��~m�Ê�6���:�����h�6�h�
���0��«¬�h¦

L� 



a bdcfedg�h3ikj Ã

Ä 	Æù � � ù ��	²þ�� Å\	pqõúýùÎú ��ü³�³�1�²þ��

o*vxu Æ P&Ww~ ~ÍWVS
P-N�RÈÇ4T$P&RFÉ@ºbTVUH{HN=Ê*{HN�R
ãs�?���*���:~"�h�����*�0�h�0~m�
�0~h�����:£4«;���0�#�������0� ~m�b�:~m�����
��� �#�����0~m�b 6�0���%���6�������0�0~m�m�?�6���%�

�:���6�6���%�$�6�6~��
�� 6���:~����d�0�0�:�:�%�¥�0�����w­��q���0�6�h���0��~��:~m�.���
��� �������0~m���6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m�
¾|}.ÁsÂðºQ}����*�0~¥£J�½�|Á6�0~h~»Â��
���������¥Ã
¦ÊÔ ´ ~#�¥���%�¥~h 6���&���6�²�q���6�D����~��6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~
�w�h�0�����d�0�0�:�:�6���� %����}��6�����0âJ¢»~h� ������� ¯ }��6�����0âJ¢ ���Á° �6���%����~��6�6���:~��0�0���6��~h�
�6�è� �J�:�h��~ �����0�6�h�����0���*�6~��
���q�0���6�%���6��~� -���6���:~m���q���6�D����~m���%���0�6�0~h�q�h�j�0~h���4�*�6~
���¹���6���������m�J��~,«¬�
���%Ïh�����h�6~h�
��¦&Õ�¯ Â����%�0�6�6�0�  � Á° ¦
Á6���0��~h����~h� ~h�*�h�H�6�6~®}.ÁbÂÑ~m�0���6�²�*�%���:�0�6 6��~h�

(VN , VT , P, S)
�`��Ù

VN
~h�

VT�0���d�4��~m���
¢*�4�H����~m���:~����w���
�����������0~��
S
~m�
����~ �0¢J�4�H����~B���`��������� ����� �VÅ������Ø�8�j~h�

P
~m�0���6�²~h�%�0~h�4�6��~��:~#�0�h����~m���:~# 6�0�J�:�%�¥�0�����%�#¾¬���²�0�h����~m���:~��0�h�m�¥�0���0�6�0~m�hÃ
¦ ´ ~m�

�0¢J���-����~m���:~
VN
�0���*���� 6 -~h���m�4����� � ���,���k��������Å?�D~h�� -~h�6��~h�d��¨h�0�0~V�0�m�¥�0���
�� %�����|�¹�� :� 6�����h���0�����·�:~m�V�0�h����~m�,�:~

P
¦ ´ ~m�,�0¢J�4�H����~m�"�:~

VT
�0���*���� 6 -~h���m�¶���M���@��������Å�~h�,�6~

 H~h�6��~h�*��¨h�0�0~��0�m�¥�0���
�h¦ ´ ~m���0�h����~m���:~
P
�0���*���:~���� «¬���0� ~

A → α
�`��Ù

A
~m�0���6�

�6���:���0~h�0� ���%���s~h�
α ∈ (VN ∪ VT )∗

~m�0�"�6�6~4�
�%�?¹��6~4�:~��0¢J�4�H����~m�V���
��� �����0���h���:£&¦
A
~m�0���� 6 -~h���'¸_���������@��������·������ �+Ë,�����:~ �q�F�0�h����~»¾ ´ � Åèºs��~¥«¬�½���%���%�§�0���:~�Ã
��~h�

α¸_���������k¬��«�������Ê���������,�Y��¾Àê � Å·º6�0�����d�½���%���%�·�0���:~�Ã
¦
� �6~"�
�%�?¹q�6~

αAγ
 H~h�6��¨h�0�0~"�0�m�¥�0���0~, %���

αβγ
�*�¥~��d�`�����#�6���0~

αAγ ⇒ αβγ
�*�0�

�����0�h����~
A→ β

~¥£J���
�0~�¦ � �6~F¬®Æ,����ÑV����������~m�0�$�6�6~��0�m�*�6~h�%�¥~��:~��0~h����~m�Ê�0�h�m�¥�0���0�6�0~m�h¦
⇒∗ �:�m�0�����6~����#«¬~h�0� ~h�0�6�0~��0�,¾%~¥£J����~4~h���0�
���%�
���0����~��:~����®�0~h�����0�����ª�:~ �:�h�0�������0�����`¦� �6~Ä�½�������'�?�,�.¬N�M����ÑV���������O¾À�:�h�0���?���0�����ª %�������F�D���%���6~�Ã�~m�
���6�6~#�:�h�0�������0�����²�6���%�
�����*�6~h����~����%���d�6~��h�
�� -~��0�m�¥�0������~��0¢J�4�H����~��6���:���0~h�0� ���%���Q��~4 6���%��­#�D���%���6~ �:~����
�
�%�?¹��6~�¦
´ ~@�½���N���V�N�

L(G)
�&���6�6~����
��� �������0~

G
~m�0�Ê����~h�%�0~h�4�6��~��:~m�.���%�?¹��6~m�$�:~��0~h�0� �³�

�%���:£F H���6�����d�V¨h�0�0~��:�h�0�����h~m�V�:�¡�0¢J���-����~����6���0�q���
S
º

L(G) = {x

∫

V ∗
T |S ⇒

∗ x}

Ç����6�6���%�$�6�¡~¥£:~h�  6��~��:~����
�����������0~��6���
�½�|�¥���d�0~¥£:�0~m�h¦
Å#~m�0�$��~��0¢*�4�-����~,���6���0�����&�:~����4���
��� �������0~��6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~4�0�6�������d�0~�º

L��



� u1l%ÚOÚ²l6o;u?edf�tsu?]�vbl6vboqc;oqfmkmedf
Å

Â&Ð

���� -~h�0���0~��6�0���0~

Â.>
¿��0���
���

>
�������¥~

¦1§e¨1© L ¦ � ª ¯Q£J~h�� 6��~��&�¹���0�6�0~��:~��:�h�0�������0�����¡�6���%�$�6�6~4}.ÁbÂ

S → GN GV V → 	 ß�ìÝä�à
GV → V GN V →

ñ�ÛêÜ´é«à
GV → Pron V V →

Ü´ñ,Ü�éºà
GN →

ÛÝÜ#Þ�àºå�ìóå�à
Pron →

ÛêÜ
GN →

ÛÝÜ#ñ�ÛêÜ´é«à
Pron →

ÛEî
GN →

ÛÝÜ#Þ�àºå�ìóå�à 	 ß�ìÝä�à´ ~m�,�6���:���0~h�0� ���%���:£¡�:~��q�����
��� �������0~��0���*�
S
�
GN
�
GV
�
V
�
Pron

¦ ´ ~m�V�0~h�½�
� ���%���:£��0���*��Ô��6�0���
~�Õ���Ô��������¥~�Õ��jÔ����D���¥~�Õ��jÔ����� -~h�0���0~�Õ���Ô�����Õ��jÔ������������¥~�Õ��
Ô����&Õ»~h��Ô��q�� -~h�0���0~��6�0�q�0~�Õ�¦ � �6~��:�h�0�������0�����·­®�D���%���6~ �6���%���¥~h�0�0~����
��� �#�����0~
 H~h�6�"¨h�0�0~ º

S ⇒ GN GV

⇒
���� H~h�0���0~��6�0�q�0~

GV

⇒
���� H~h�0���0~��6�0�q�0~

Pron V

⇒
���� H~h�0���0~��6�0�q�0~����

V

⇒
���� H~h�0���0~��6�0�q�0~����4�������¥~

´ �¹���0�6�0~��:~��:�h�0�������0�����®�¥���0�0~m�
 H���%�6���*�$~m�0�.�:���6�6�� %���.����°%���6�0~ L ¦ � ¦6Ç�~��¥~h�0�0~
���
��� �������0~� -~h�6��~h�d��¨h�0�0~��:�h�0�����h~m���&�¹���6�0�0~m�4�
�%�?¹q�6~m�h�j�¥��� � ~»Ô®�q�w H~h�0���0~��6�0�q�0~
���¹���D���¥~4Õ��% %���$~¥£J~h�� 6��~�¦

o*v�o Æ P&Ww~ ~ÍWVS
P-N�RÌÇ4T$P&RFÉ@ºsT"Uw{-N=Ê.{-N�RÈÍ4P-T$Y�W$Y�S$r
S
R`{HN�R
´ ~m�.���
��� �������0~m���6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m�Ê 6�0���%���6�������0�0~m�"¾À¿.}.ÁsÂîºJ¿��0���%���6�������0�0���"}����:�

�0~¥£J�½�|Á%�0~h~�Â��
��� �#���
�h�����#Å6}.ÁsÂ'º*Å*�0�J���%���0�0���,}����*�0~¥£J�½�|Á6�0~h~�Â��
��� �#���¥Ãj�0���d����~m�
 6���%�b�0�
���%�6���
�6�b~h�j��~m�s� ��~h�:£��¥���  6�0���0~m�s�:~m�b���
��� �������0~m�j 6�0���%���6�������0�0~m�m¦m¯������h�6�¥�
�
�����%��~m�,¿�}.ÁsÂî�0���d���:�¥°%�6��~m�"�¥����� ~��:~m�V���
�����������0~m�$�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m���h�0~h�%�:�6~m�
 %�����6�6~�«;���%�¥�0�����©�*�6�����
�0�����6~��6�6~� 6�0���%���6�������0�4­w���%���d�6~ �0�h����~�¦&Á%���0� ~h����~h� ~h�*�h�
�6�6~k���«���@�'�����«�¶·_���x� � �x�������xÅ����H¸¥�«� Ç � Ç �õ�ö�õ�����"~m�0�V�6�����®���`���V¸��½�M� (VN , VT , S, P, π)

�
��Ù

(VN , VT , S, P )
~m�0�$�6�6~����
��� �������0~,�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~��H~h�

π : P → [0, 1]
~m�0�$�6�6~

«;���%�¥�0�����±���
�0�����%���*� �6�6~¡ 6�0���%���6�������0�¡­§�
�%���*�6~»�0�h����~»�:~¡�0~h����~w«À��Ï¥���±�*�6~¡ -���6�
�
�%���*�6~��0¢J�4�H����~��6���:���0~h�0� ���%���

A ∈ VN
º

∑

A→α∈P

π(A→ α) = 1

L��



� à � � u1l%ÚOÚÆl6oqu?edf�Øj]Hu1fM7�ÞD]Hi-kmedn`kmedf tbu1]Hvsl6vbo;cqo;fhkmedf

´ �V 6�0���%���6�������0���&���6�����0�6�0~��:~��:�h�0�������0�������:~����Ê���
��� �#�����0~�~m�0���:�¥°%�6��~��¥����� ~
��~$ 6�0�:�:�6�����:~m�� 6�0���%���6�������0�m���:~m���0���%�0�|���0�6�0~m���� 6 %���
�����
�����d������� �m�:�����0~h� ~h�*�Q�
���%�
�0���§�YX��%�§�
�6 H�h�0��~h�6��~h���:~��q�w 6�0���%���6�������0���:~����w�0�h����~ �:~��0�h�m�¥�0���0�6�0~��� 6 6�����*�6�h~
���±�6���:���0~h�0� ���%���"�:�y�YX��%�±�
�6 H�h�0��~h�6�h¦�Á6���0� ~h����~h��~h�d�h���h�
���d�®�:���6�6�»�6�±���0�6�0~
�:~¡�:�h�0�������0�����

σ = σ(σ1 . . . σn)
�
σ ∈ P

�Q~h�
σi
�:~m�����0�6�0~m� �:~F�:�h�0�������0�����%�h�b���

 6�0���%���6�������0���:~��q�4�:�h�0���?���0�����F~m�
�V�:���6�6�h~� %����º
p(σ()) = π(σ)

p(σ(σ1 . . . σn)) = π(sigma)

n∏

i=1

p(σi)

Å*�Q 6���%���&���6�6~��:�h�0���?���0�����¶ 6�0�:�:�6���0~h�d���q�#��¨h� ~��
�%�?¹��6~��`���w�0����� ~4�:~m�� 6�0���
�%���6�������0�m���:~V�0���6�0~m����~m���:�h�0�������0�����%�� -�D�
�0���6��~m�Q~m�
�� 6�0���0~V�¥��� ��~$���� 6�0���%���6�������0�V�:~
�����
�%�?¹q�6~ º

p(w) =
∑

σ∈Arbres(G)/feuilles(σ)=w

p(σ)

��Ù
Arbres(G)

~m�0������~h�%�0~h�4�6��~��:~m�s���0�6�0~m�s�*�6~����Ê���
��� �#�����0~
G
 H~h�6�j 6�0�J�:�6���0~�¦

Ç�~#«À��Ï¥���Ó�0��� ���������0~��`���è H~h�6�����
�
�J�¥��~h�4­¶�6�6~w���%�?¹��6~w�6���è %�����6���%�����·�
��� � ~
�:~m�� 6�0���%���6�������0�m���:~��0~m���:�h�0�������0�����%�h�`�#���������w 6�0���%���6�������0�����?£:��������~� %���0� ����~m�
 6�0���%���6�������0�m�$�:~��0~m�$�:�h�0�������0�����%�h¦

� �6~»�:~m�  6�0�� 6�0���h�0�m���:~m��¿.}.ÁsÂð~m�0���*�6~¡���© 6�0���%���6�������0�¡�&���6�6~» 6�6�
���0~¶�:�¥�
�¥�0��¹��V�m��~m���
�������6���6~h�6�h¦-}�~h�����¥���0�0~m�0 -���%�¡­��������d�0�6���0�����w�*�6~���~m�Ê�����6���6~m�$ 6�6�
���0~m�
���d���6�6~� 6���%�V H~h�0���0~� 6�0���%���6�������0���&���:�h�¥�6�0�0~h�%�¥~�¦`}������ ~����»��~���~h�0�
�:�H�¥~h�0�0~4 6�0���
 6�0���h�0�  -~h�6��¨h�0�0~ ���%�:�m�0���
���6��~��6���%���¥~h�0�
�����6~m���� 6 6�����h���0�����%��~h�ª�����6�D����~ �%���0�6�0~h�|¦
¿j���6���6�6~ �:���
�¥�%�
�0�����·�:�h�
���������h~��:~����¹���0 -~m�¥���%���0�6�0~h���:~m��¿�}.ÁsÂ4�`���ª -~h�6���0~��0�¥�
«;�h�0~h�w­ ¯ Å*�6 6 -~m� ��LÁ° ¦ ´ ~m�w���0 -~m�¥�
���0�6�h���0���*�6~m�®�:~m�#¿�}.ÁbÂð�
���d�w�:�h�
���������m� �6���%�
¯ Â��0~h�%���%�:~h�  �� � = �J���0� ��Ö �6ëª~h�0�6~h�0~h��� ��� �6�0~h�"Ç��*~m�0� � ÷ ° ¦
È��SÈ���� ���;�ÍÏNÎ�§ë¤� �©�©?£���Îf©?ÿù�KÎYÏ�Î³ �©jÏ
´ ~m��¿�}.ÁsÂ¤ H~h�6��~h�*��«À���¥����~h� ~h�*��¨h�0�0~"���:«¬�h�0�h~m��­� %���0�0�����&���6�#�¥���0 6�%�.���0�H���0�q�0��¦

¿��
���d���:���6�6�4�6�»~h�%�0~h�4�6��~
E = {e1, e2, . . . , eN}

�&�¹���0�6�0~m�4¾¬��~��¥���0 6�%�����0�H���0���
���
�������µ�x� Ç ���FÐmÃ
�&���� 6�0���%���6�������0���&���6�6~��0�h����~

Ai → αj
����Ù

Ai ∈ VN
~h�

αj ∈ (VN ∪
VT )∗

��~m�0�V�:�¥°%�6��~� %����º

π(Ai → αj) =
n(Ai → αj)

n(Ai)��Ù
n(Ai)

�0~h 6�0�m�0~h�*�0~.��~��6���4�6�0~.�&���:�h�¥�6�0�0~h�%�¥~m���:���0¢J�4�H����~
Ai
�6���%�j���"�0�0~h~h�%���6âH�

~h�
n(Ai → αj)

�0~h 6�0�m�
~h�d�0~���~��6���4�6�0~��&���:�h�¥�6�0�0~h�%�¥~m�,�:~��q���0�h����~
Ai → αj

¦
� �6~�¿�}.ÁsÂÉ�:���*�s��~m�� 6�0���%���6�������0�m���:~m�s�0�h����~m�s�0���d�s~m�0�0��� �h~m�` %���Q�¥~h�0�0~�«¬���0�4�6��~

���%�:�6���,�����:���
�0�0���6�6�0�����»�:~4 6�0���%���6�������0�4�0�6����~m�"���0�6�0~m���*�6�s -�D�
�0�m�:~4��~��#�?£J���4�6�
�:~¡�J�
�����0~h�4�6�����%�¥~®�:~»���h�6�h�0~h� ��~m���:���6�6�h~m� �:~¡�q�·�0�0~h~h�%���6â.²����¶ 6�0~h�6��~¡~h�Ó~m�
�
�:���6�6�h~��6���%�H¯�Á6� ���Á° ¦Jã"�6�6~h¢o¯�ã,�6�6~h¢ ��� � ° �6�0�������0~Ê��~$�0~h�0��~"�:~�Ô�¯�£J -~m�¥�0~m��ê"�6��~
Á6�0~m�*�6~h�%�¥¢·Õ¶¾À¯�ê"Á�Ã� -���6�"�¥~h�0�0~�~m�0�0���#���0�����`¦

L��



� u1l%ÚOÚ²l6o;u?edf�tsu?]�vbl6vboqc;oqfmkmedf

È��SÈ���È ���;�ÍÏNÎ�§ë¤� �©�©?£���Î §Í¦�§ùü,©?ÿù�KÎ`Ï�Î³ �©jÏ
¼,�¶ H~h�6�V���:«;�h�0~h�,��~m�$ %���
��� �h�0�0~m���&���6�6~4¿.}.ÁsÂÒ %���,��~��6�����q�V�:~����¹���������0���0�6� ~

Ñ ������¬N� ��Ò �®���,��¬N�3¯ ´ ���0� ����° ¦ ´ �¹���������0���0�6� ~�æç�%�0���:~¥� ¼,�6�
�0�q�:~�~m�0���6�6~����h�6�h�
�����������0������:~����¹���������0���0�6� ~4�:~ = ���6� ��ëª~h���
�©�6�0�����q�0�� -���6���|�¹�� 6 6�0~h�d�0���
������~4�:~m�� %���
��� �h�0�0~m�
�:~m�sï·�:�:�h��~m���:~�ï¶���0â�����}.�����6�h~m�Ê¾ � ï¶ïõº � �q�6�:~h��ï·���0â��1��ï»�:�:~h���¥Ã�¯ = ���6� ��L�° ¦
}��%���0�6����â ¯ }��%���0�6����â ��ÖÁ° ~¥£: H�D�
~»�¥��� � ~h�*� ���¹���������0���0�6��~¡æ|�%�0�q�:~¥� ¼,�6�
�0���:~F -~h�6�
¨h�0�0~��:�h�0�������:~��|�¹���������0���0�6� ~��:~ = ���6����ëª~h�����`¦
´ �����:�h~®�:~����¹���������0���0�6� ~�æ|�%�
���:~¥� ¼,�6�
�0���:~�~m�0���&���6�0�������0~h����~m�� 6�0���%���6�������0�m���¥���:�

�
���d�0~m���:~m�V�0�h����~m�,�:~��������
��� �#�����0~� H���6�"~m�0�0��� ~h�$­� %���0�0���,�&���6�»�m�
�%���*�0���������»���:�
�¥���  6��~h�b��~m�s 6�0���%���6�������0�m�s�:~m�b�:�h�0���?���0�����%�m�� 6�6���Q�:~.� ~h�0�0�0~.­ È ���6�b��~m�j 6�0���%���6�������0�m�
�:~m�"�0�h����~m�h�%�m��~m���6�6~�«¬�0�m�d�6~h�%�¥~4�:�h�0~h�0� ���6�h~�¦-}��%���*�6~����0�h�
���0�����¡�:~����¹���������0���0�6� ~
�¥��� � ~h�%�¥~$ %�����h���q�¥�6��~h����~m�Q 6�0���%���6�������0�m�4�S���,��¬®�b~h�H���_������¬N���:~"�0���6�0~m����~m�Q 6�6�
���0~m�
�:~������m�
�%���*�0���������`¦�}�~m�Ê 6�0���%���6�������0�m�Ê�0���d�$~h�®«À�����$�:~m�.«;���%�¥�0�����%�$��¢D���d�"�¥����� ~����½�
���6� ~h�d�
�,�6�6~� 6�6�
���0~

w
�:~��|���m�
�%���d�0���������`�%�:~m�V���%�:���¥~m�$���%�:���*�%���d�$�q�� %���0�0��~��:~��q�

 6�6�
���0~w�¥���%�0���:�h�0�h~��b~h���6�O�6���:���0~h�0� ���%���
Ak
¦sãs��~m�®�¥~m�4���0���6��~h�d�
�4���¡ 6�0���%���6���

�����0�Ø��������¬N�
Iw(i, j, Ak)

~m�0�V�q�� 6�0���%���6�������0���*�6~
Ak
�0~��0�m�¥�0����~�~h�

wi+1 . . . wj
¦ ´ �

 6�0���%���6�������0�»���_������¬N�4~m�0�����· 6�0���%���6�������0�®�*�6~w���¡«¬���0� ~
w1 . . . wiAkwj+1 . . . w|w| 6�6���
�0~�¨h�0�0~��:�h�0�����h~��:�¡�0¢J���-����~����6���0�����|¦

´ ~m�� 6�0���%���6�������0�m�b�:~m�Q�0�h����~m���¥���d��~h�0��~h�*����~h�
���:~m�Q�?����~h�6�
�s�0~h����~m�Q�d�6~Ê����¿�}.ÁsÂ
 6�0�m�0~h�d�0~��6�6~� 6�0���%���6�������0�����J�h����~h��~h�d�Ê���?£:��������~��&��~h�6��~h�%�:�0~h�"�����m���%���d�0���������`¦
´ �¹���������0���0�6� ~��:~��0�¥��~m�0�0�������0�����¶ -~h�6��¨h�0�0~��6�0�������0�� H���6���?Q �6~h����~m�� 6�0���%���6���

�����0�m���:~m���0�h����~m���&���6�6~¡¿�}.ÁsÂÍ~¥£J���
�
���d�0~��Q���Ó H���6���h�����¥�6��~h�4�¥~m�� 6�0���%���6�������0�m��­
 %���0�0���V�:~9Dh�h�0�6¦ ´ �� 6�0~h� ���h�0~��6�0�����q�
���0�����®~m�0�V�:���0~'�S�¥�M�«ÆM�'�M�`�����E�8¦HÇ����%�$��~��0~m�¥���%�
�h���h�-�������
�����������0~����6���0������~�~m�0���¥���  -�D�0�h~��:~4�0���6�0~m����~m�,�0�h����~m��}.Ð,ÁùÖ� H�D�
�
���6��~m�
�h�
���d���:���6�6�m�s��~m��~h�%�0~h�4�6��~m�s�:~m�j�6���:���0~h�0� ���%���:£�~h�s�:~m�s�0~h�0� ���%���:£&¦ ´ ~. 6�0�J�¥~m�
�
�%�
�:�������������
��¨h�0�0~����6���0�q�������0������~m� �:~m�� 6�0���%���6�������0�m���6���:���*�6����~m���� 6 6�0�� 6�0���h~m� ¾¬�0���0�h~m�
�����m���0�����0~h� ~h�*�$���¡�m�*�6�� 6�0���%���6��~m�¥Ã
¦
È��SÈ���÷ Ó× �©�¡�ÿ;©�©? �¦�§
æç��~m�0�����¥�0�6~h����~h� ~h�d���0~m�¥���6�d�è�d�6~#��~m��¿�}.ÁsÂÎ�����%�*�6~h�d�4�:~� -���6���������:~#�0~¥�

 6�0�m�0~h�d�
���0�����·�6���%�V�6�·�0~h�%�V 6�0���%���6�������0�0~��:~h�"�*�`��~h����~m�Ê�6~��0���*�" %���V�
��Q��
��� � ~h�*�
¾%~¥£J���6��~m�� -���6�����%�¥���0 -���0~h���:~m�����:«;���0�����0�����%�� 6�0���%���6�������
�0~m�����6�0�0~m���*�6~ ��~m�� 6�0���
�%���6�������0�m�Ê�:~m�"�0�h����~m�h¦
ß&eJijf�o�kmoqÜ�o�kmzål%r Þd]Hi-kmeDn`kme ¿s���6� ���©�:�m�
���4�6�����YÕ|�
���0�����è�:~F 6�6�h�6��� �h�6~m���0~h�q�
�d�6~����¹���0�
���
�6~h� ~h�*���:~m�����0���6 -~m�� 6�0�h -�D�0���0�����6�6~h����~h����~m���:�h -~h�%�6���%�¥~m��­F�����6���6~
�:���0�
���%�¥~��?���, H���0�0�h~Ê�:~m�b 6�0���%���6�������0�m�b�:~m�b�0�h����~m�j~m�
�s�0�0�� � -~h�0���0~�¦?Ç����%�b��~m�b¿�}.ÁsÂ4�
���§ 6�0���%���6�������0�»�&���6�6~©�0�h����~·~¥£J 6�0����~¡���§ 6�0���%���6�������0�»�*�`��~h����~»�
�������6�0�������0�h~F -���6�
�0�m�¥�0���0~F�0���è�0¢*�4�-����~#�:~w�D���%�
�6~³²��¥~m�¥�Ê~m�0�4�����*¢* -���0�6�m�0~w�6���
�½�|�¥���d�0~¥£:�0~�¦�ï¶�������
�
�������¤��~h�6�·� �J�:�h�����0~h�F�0�
���0���0�0�q�d�6~h� ~h�*�F�6�å 6�6�h�6��� �h�6~O�0~h���*�6~²���¹���0�
�����6~h� ~h�d�
ÚNÔëã?à¨ßN
«ñ�Ûèà<C�Õ=DÂG�C�O?ç)�4ä×Ö!�/Õëç�ßN�KÜ�Û�DÁç�ßN�6K�à«ä�å�áÁã?à¨ßN
«ñ�Ûèà³Ü5��Ü´ã�å�Þ�ç�áÁßPÞ?Ü´ß�å�ìèà³ð�ß�ç�ìóå�à�à��ÁÜ�é��å�à5�4àºã�åPðÁà«á��HãÁç�ã��õå�à¢ßN�4ìÝã?Ü�á��Ní�ç�á.à��ÁÜ´éºå�à5�4à«ãMå�á?ãwå�àºßN�4ìèã�Ü´ÛEô

Ö��



� à � � u1l%ÚOÚÆl6oqu?edf�Øj]Hu1fM7�ÞD]Hi-kmedn`kmedf tbu1]Hvsl6vbo;cqo;fhkmedf

�&���6�É���0���6 -~¡ 6�0�h -�D�0���0�����6�6~h�|�����É�§�-~m�0�����y�:~·� �:�:�h�����0~h���:~m���h���
���¥�0�h�0�q�0�0���*�6~m�
�:~m�V���0�6�0~m�V�0¢J�d�
�?£:���*�6~m�Ê���������d�$���:�|�:~h��­��:~��¥~m�Ê�0�h����~m�Ê�6���
�0�|�¥���d�0~¥£:�0~m�h¦ � �®���
���%�
�6�����6�0~��:~��0�
���?���:£»�
�6�"��~m�$���J�:�h��~m�"�:~������6�D����~m�, 6�0���%���6�������
�0~m�V�0~��¥���%�¥~h�*�0�0~h�d�
�0�6���:~m�,�0�
���0�q�0�0���*�6~m�$ 6���%�,�0���
�6~m�h�-�:�h H~h�%�6���*�0~m���:�¶�¥���*�0~¥£J�0~�¦ � �6~���� �h�������
���0�����
 H~h�6�"¨h�0�0~��:~��¥���%�:���0�����6�6~h�$��~m�Ê 6�0���%���6�������0�m�$�:~m�Ê�0�h����~m�$ %���V�:~m�V�h���
���¥�0�h�0�q�0�0���*�6~m�
�:~m�����0�6�0~m���0¢J�d�
�?£:���d�6~m�b~¥£:�0~h�0�6~m��­��¥~m�s�0�h����~m�h¦ ´ ���0~m�¥�0����� L ¦ Ö �0~h�����0~.�¥~h�0�
�����6~m���:~
�¥~m�"�� 6 6�0�:�
�6~m�h¦ � �6~����6�0�0~��0�����6�0�����®«¬���%�6��� ~h�d�
����~�~m�
�"�&�¹���%���%�:���6�6~h�"��~m�Ê���
��� �
�������0~m�Q�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m�m�d~h���&���6�0�������0~h�Q�:~m��«¬���0���������0��~m�j���
��� �#���0���h���:£4�:�³ñ&�h�0~h�d�
�m¦
´ ~m�"�
~m�¥�0�����%� L ¦ � ­ L ¦ � �:���6�6~��6�6~��*�6~��:~m�$~¥ñ&���0�
�$«À�����
�$�6���%�V�¥~��0~h�%�h¦


 ij{ç]�u�Ú²l:kmo;]HiÙc;eDn�o;ÞDl6cqe ´ ~m��¿�}.ÁsÂ �6~��
���d�� %���w¾%~¥£:���6��~m�"�d�%���*��­��������%�¥���0 -���
�
���0�����É�&�����:«;���0�����0�����%� �0�
���0���0�0�q�d�6~m�����6�0�0~m�®�d�6~»��~m��«¬�0�m�d�6~h�%�¥~m�#�:~»�0�h����~m�m¦�¿s���
~¥£J~h�� 6��~��s��~m�4�
�
���0���0�0���*�6~m���:~¡�¥�����:�h�¥�6�0�0~h�%�¥~§¾¬�:�����
��� � ~m�¥Ã��:~F� ���
�4���Ó�:~F�h�?�
�0�h�����0��~m�®�0¢*�*�
�?£J�q�d�6~m�#�¥���d�0��~h�6�6~h�*�w�:~m�#���:«¬���0�����0�����%�����  H���0�
���*�0~m�#�
�6����~m�#�:�¥�
 H~h�%�6���%�¥~m����~¥£J���h����~m�h¦ ´ �����%�¥���0 -���
���0�����©�6���%�,�6�6~�¿�}.ÁsÂ �:~4�0~h����~m�"���:«;���0�#���0�����%�
���%�
�¥�6�
�¥�������,�J�6~Ê�*�`������ -~h�6�Q�����������:~$�¥~V�d�6�:~m�0�Q�0�h~h����~h� ~h�d�Q� �:�:�h�����0�� %������~Ê� ���
�:�h��~��0�
���0���0�0���*�6~V���6�0~h�*�¶º�Ô�ã¤�:�½Q��¥�6���ç¢�á$���0�#�0�6~��d¢J�6�0���®�� 6 6�0�D���
�6~m�h�6�6�1á�~h��~h�h�
�����0�%�����0�6~h¢¶�%����~#�6�%�¥��~m����á$�%�����0�6~��
�
���0���0�0���h����� �:�:~h����«Ê�0�6~������6���%����~����h¦�æç�
 6�0���%���6�������
�0�����¥���d�0~¥£:�½�À«;�0~h~w���
��� �#�������%�§���Æ�0�6�½«À���¥~¥�|�0�0�0���6�¶���%����¢J�
������«V��~¥£:���h���
�¥�����J�h�¥�6�0�0~h�%�¥~����0�6~h�0~Ê���b�, 6�0~m�¥���0~Ê�:~¥°%�6���0�����4��«%�0�6~9�MÑÁ�,�`����¸_����� ª á$�%���Q~h��~h�*�
�Q������d�0���#��â*���6���6  ���0~h�*�0~h�%�¥~�¦�¾½¦³¦³¦ ÃjÄÊ�6~"���%�0~h�%�¥~$��«&�0�%�
�#���
�%���
���¥�0~h�0�EDm���0�����������0�6~
�d¢J�6�0���¶�� 6 6�0�D���
�6~m������â�~m�,���V� ���0~4�:�½Q��¥�6���V�0�®���:~h�d�0��«;¢®á$�%���������0�6�  6�0�����%�,���0~
�H~h���6�������:~��:���%�#������~m���
�%�
�wá����0â®���:~m�¥���:~m�:��¢�~h�  6���0���h���Y¾��������h¦HÕB¯�ê"~m�0�6��â ��LÁ° ¦
´ ~m�$«¬���0�������q�0� ~m�.�:~����
��� �������0~m�$�&�¹���0�6�0~m�"�0�
�����0�h~m�V­��q�4�
~m�¥�0����� L ¦ � «¬���6�0�6���
�0~h�*�
�6�»�h���:�0~� -���6�V�������%�¥���0 H���
���0�����F�:~��
�
���0���0�0���*�6~m�.��~¥£J�q�h����~m�h¦ ´ ~m�V� �h�0�6�:�:~m�V­��%���
~
�:~����?£:���4�6�í�&��~h�d�0�0�� 6��~��H�0�
�����0�h~m�V­������
~m�¥�0����� Ö ¦ �  -~h�0� ~h�0�0~h�d�"�������%�¥���0 -���
���0�����
�:~��0���6�
�¥~m�V�&�����:«;���0�����0�����%�$���0�6���0�
�����0~m�V�6���%�$��~m�Ê� �J�:�h��~m�$�0�
���0���0�0���*�6~m�h¦

ÛFl:k�rsu1e�xHz*iszdu?l:kmo�Ü-e � �6~��*¢* -���0�6�m�0~����  6�����¥���0~��8�6���%�`���$�:�¥°%�6���0�������:~m��¿�}.ÁsÂ4�
~m�0���d�6~.���¹�� 6 6���q�h���0�������&���6�6~Ê�0�h����~Ê�
�%���6��~$���" 6�0���%���6�������0�.�:~����¹���0�6�0~$�:~Ê�:�h�0�������0�����
°%�%����¦ ´ �"�:���0�0�0���6�6�0�������:~� 6�0���%���6�������0���0�6�`��~������6�D����~��&���6�6~����
��� �������0~Q~m�0���:�¥°%�6��~
�&���6�6~������6���h�0~����h�6�h�
���0����~��`�6�6~� 6�6�
���0~��h�
���d�� 6�0�J�:�6���0~�­# %���0�0�����&���6�ª�0¢J���-����~
���6���0�����|¦QÅ*�$~h����~®~m�0��~¥ñ&~m�¥�0����~h� ~h�*� È �%�0�0��°%�h~®�����
�
�d�6~F�*�6~w�������è�6�0�������0~w�¥~F� �:�:�h��~
 H���6�� 6�0�:�:�6���0~V�:~m�Q 6�6�
���0~m���&���6�������6�D����~��D�¥~h�0�0~V 6�0�� 6�0���h�0�V�� 6 %���
�?¹���~h���0~h�����%�
�6~
�¥��� � ~��6�6~������ ���
���0�����#�����
�
�*�6~��|�¹�� 6 6�����h���0�����®�*�q�0�h~�~m�0�V�:�³ñ&�h�0~h�d�0~ º6 -���6�
�d�6�����
~
����� ���0~h�j­��:~m�s���
�����������0~m�b�:~.�ç¢* -~.���h�6�h�
���0�³«H -���6�j«À�����0~Ê�:~Ê���¹���%����¢:�0~��0¢J�d�
�?£:���*�6~��
 %����~¥£J~h�  6��~ëÔ ´ ~m�,���J�:�h��~m�,�����0~h�0�%���0�³«À�" 6�0�m�
~h�d�0�m���6���%���¥~h�0�0~��0�6�m�
~®¾|Â�}.ÁbÂ ~h�
Â�Ä"Å6Â�Ã,�
���d���:~m��~¥£:~h�  6��~m���:~�� �J�:�h��~m�,�6���:�����h�6�h�
���0��«¬���d�6���� 6 %���
�������0~h�d�� 6���%�
���6�� 6�0�m�V -���6�V�6�6~��0~h����~��
¸����6~�¦

Ö��



� u1l%ÚOÚ²l6o;u?edf�tsu?]�vbl6vboqc;oqfmkmedf

o*v+· Ø Ê*{HN�U4R�S
TVU s�N�R [$P&Ww~ ~ÍWVS
P-N�RÙÍ�P&T$Y�W$Y�S$r
S
R`{HN�RÚÇ4T$P-RWÉ
ºsT"Uw{-N=Ê.{-N�R

}���� � ~#���Æ�|�¹�F�*�è�6���%����~m���
~m�¥�0�����%�� 6�0�m�¥�m�:~h�*�0~m�h����~m��¿.}.ÁsÂÎ�6~®�0���*�� %���
���
�0~MDV�0�q�
�6~m�� -���6���h�� 6�0�6�0~h�.�:~m�� 6�6�h�6��� �h�6~m�.�d�6�%�
���d���6���
���:~V -���0�0�h~,�:~m���0�h����~m�
�:~ª���
��� �������0~¶�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m�h¦,Ç����%�»�¥~h�0�0~§�0~m�¥�0�����`�Ê�6���%�¡�:���6�6���%�¡�*�6~h���*�6~m�
�� 6 6�0�J���6~m���*�6�b�0~h�*�0~h�d���:~��0�h -���%�:�0~ ­®�¥~4 6�0���6���h� ~�~h�ª�¥���%�:���0�����6�%���*����~m�" 6�0���
�%���6�������0�m�Ê�:~m�"�0�h����~m�$�0�6�V�:~m�V���:«;���0�����0�����%�.�*�6�`��~h�6�V�0���*�V~¥£:�0~h�0�6~m�h¦

È��S÷���� Û ÏN£Zútú £Z �ÏNÎ¥©Ä©Á¤�¦³¡�øÍ£P©Á¤� �þ�ÿÍÎ�©¯Ü«£� �Ð;��Î`útÎ`§�¤�ÏNÎ�©Á¤�ÏNÎ` �§�¤�Î�©
Ç����%��¯ �� »�:~h�¡ã"âJâ�~h� � ÷ ° �?��~m�j���6�0~h�6�
�b 6�0�� -�D�0~h�d�Q�6�4���h��~h�j~h�6�0�q�
�6���
�
~h� ~h�d�b�:�

«;���0�#�������0� ~��:~m��¿�}.ÁsÂî�6���%�"��~��6�6�,�&�����6�0~h�6�����*�6~h���d�6~��0~h�%�0���0���J���0�����·�¥���*�0~¥£J�0~
 H���6�,��~m�V 6�0���%���6�������0�m�"�:~m�"�0�h����~m�h¦ ´ ~h�6�,�q�:�h~�~m�0�,�&�¹�����0�����6~h�"���:£¡�0�h����~m���:~m�V 6�0���
�%���6�������0�m���:�h -~h�%�6���d���:~����# H�D�0���0�����»��Ù¶��~4�6���:���0~h�0� ���%�����:~h�?���*��¨h�0�0~��0�m�¥�0���,~m�
�
���d�0�0�:�:�6���h¦ ´ ~h�6�����0���6� ~h�d�
���0�����è�0~h -�D�0~w�0�6����~�«¬�������*�6~#���·�¥���6�%�����
�
���%�¥~w�:~®���
�0�h����~ �*�6���F���d�0�0�:�:�6������~��6���:���0~h�0� ���%������� �h�������0~����w�0~h�%�0���0���*���0�4���§�¥���*�0~¥£J�0~®�:�
� �:�:�h��~� 6�0���%���6�������0�0~�¦
Á6���0� ~h����~h� ~h�d�h���6�6~����
��� �������0~��0�0�J���%���0�0���*�6~�«À�����6��~h� ~h�*�`�0~m�0�0�0~h���d�0~�¾À�� 6 H~h���h~

ëÙê�Å6Â^ H���6��Ô�ëª~m��âJ��¢�ê"~m�0�0�0���¥�0~m�¡Å*�0�J���%���0�0����Â��
���������$Õ�Ã�~m�
�.�6�F�*�6���d�0�6 6��~h�
(VN , VT , S, P, π)

��Ù
(VN , VT , S, P )

~m�
���6�6~"���
�����������0~V�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~�~h�
π
�6�6~

«;���%�¥�0�����#���
�0�����%���d��­��
�%���*�6~,�:�h�¥�6�0�0~h�%�¥~��&���6���6���:���0~h�0� ���%���
Aij

¾À�*�6�H�:�h�6���0~����
j ÝNÞàß �:�h�¥�6�0�0~h�%�¥~��:~ Ai

~h�F %���0�0��~��:�0�����0~��:~��0�h����~�Ã��6�6~�«;���%�¥�0�����
πij
�d�6�`���
�
�����6~

­����%���d�6~��0�h����~"�:~,�0¨h�0~
Ai
�6�6~" 6�0���%���6�������0��¦ ´ �� 6�0���%���6�������0�"�*�`���6�6~"�0�h����~V�0�m�¥�0����~

�6�¡�6���:���0~h�0� ���%�����:�h -~h�%�¡�:���%���:~����4�0�h����~��d�6��� ���d�0�0�:�:�6���$�¥~��6���:���0~h�0� ���%���|¦
� �6~�ëÙê�Å6Â' -~h�6��¨h�0�0~��0�
���%�½«¬���0� �h~�~h�ª�6�6~�¿�}.ÁsÂö�
�0�J���%���0�0���*�6~h� ~h�d��«¬���½�

�0~h� ~h�d���m�*�6��������~h�d�0~�¦�}�~h���¡���� 6�����*�6~ �d�6~®���¹���6��� ~h�*�
���0�����O�:�O -���6���������:~m�
�¥�0�� :�
�0�³«� 6�0���%���6�����q�0�0~��J��~h�6�6~4�:~4�����
��������~��:~4�������
��� �������0~��H~h�,�6���ª�&���6�·«;���0���������0� ~
 6���%�b 6�6���
�
���*�h¦ ´ ~m�����6�0~h�6�
���:���6�6~h�d���h�D����~h� ~h�*�Q�6�6~Ê���6�� 6�
���0�������:~Ê���¹���������0���0�6� ~
æ|�%�
���:~¥� ¼,�6�
�0���:~� H���6�b�0�m�������0~h�j���¹�� 6 6�0~h�d�0�����
����~.�:~m�b 6�0���%���6�������0�m�j�&���6�6~ÊëËê�Å6Â±�:�³�
�0~m�¥�0~h� ~h�d��­� %���0�0���V�&���6�6~��0�0~h~h�%���6â-�����¡­� %���0�0���,�:~� 6�6�
���0~m�"�:�F�����6�D����~�¦

È��S÷���È á� �©Á¤�¦PÏ�û�ü�Ð#£P©ÁÎ¥Ëâ�PÏN£Zú út£�Ï®©
Ç����%�'¯ = �����
â ��LÁ° ~m�0�����d�0�0�:�:�6�����6�¶���J�:�h��~4�0�� 6�6���0�0�q�d�6�4�:~4���
�����������0~� 6�0���

�%���6�������
�0~��?�� 6 -~h���*·®�õ��������Â � Ç ���M�µ¬^���«���@�'��� � ¾ �.= Â�Ã
¦ ´ �����:�h~$~m�
�����¥�6�d�6~$��~m�Q 6�0���%�?��6�������0�m�b�0���*�Q�¥���%�:���0�����6�6�h~m�b %���������6���0�0���0���*�6~��:~m�Q�0�h����~m�Q�:~Ê���
��� �������0~��:� È ­��� 6 6���³�
�d�6�h~m�m�?�6���%�s�6�6~.�:�h�0���?���0������ %���s�q�$�D���%�
�6~�¦ �.= Âè~m�0�b�6�4�h���:�0~. -���6�s�:~m�b� �:�:�h��~m�
�:~����
��� �#�����0~m�` 6�0���%���6�����q�0�0~m�&�0���
�6~m�m¦ ´ ~m�s 6�0���%���6�������0�m���:~m�j�0�h����~m���0���*�s�¥���%�:���0�����:�
�6�h~m�� %���������¥�������0~"�&���m�*�6���?����~h�%�¥~"�:~"�����0�m�d�6~h�%�¥~m�.�:~m���0�h����~m�� 6�0�m�¥�m�:~h� ��~h�d�Ê�� :�
 6�����*�6�h~m�h¦:Á6���0� ~h����~h��~h�d�h�J���4 6�0���%���6�������0���&���6�6~��:�h�0�������0�����

σ = σ1 . . . σn, σ ∈ P
�

~m�0�V�:�¥°%�6��~� %���

 Eëß�Ü��-�KÜ�ìóß�à 	 Ü�ä�ò«à³ä�áVß�ÛEî OÁìÝä�å�ç´ß�ìÝæ�áÁà

Ö�L



� à / ×,n`kme*isfmo;]HiÉ_se*f x�u?l%ÚOÚ²l6o;u1e*f�tsu?]�vbl6vso;c;oqfhkme*f®Øs]�u?f,7�ÞD]-i-kmeDn`kme*f

p(σ) =

m∏

i=1

p(σ|[σ1 . . . σi−1])
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È��´d���� Û ÏN£Zútú £Z �ÏNÎåû £ZË®ü�¦�§;¡_¤� �¦�§dË/ýE£�Ï�Ð;ÏNÎ�©
´ ~m�.���
��� �������0~m���0�0�:�
�%���0�0���*�6~m��­���� È ���%�¥�0�����#�&�¹���0�6�0~m�.��~¥£:���h�������0�m�m�?�� 6 %���
�����0�

�
���d�w�6���%��¯ ÅJ�
�%���-~m� ��LÁ° �.�0���d�w�:~m��~¥£:�0~h�%�0�����%�#�0�0�:�
�%���0�0���*�6~m�®�:~m�����
��� �#�����0~m�
­§��� È ���%�¥�0�����y�&�¹���0�6�0~m����~¥£J���h�������0�m��¾ ´ Äjã"Â>ª�ÃF¯b¾��D�0�6� ��LÁ° ¦.¼,�Ó H~h�6�#�0~F�0�¥«;�h�0~h�#­
¯b¾��D�0�6� ���?°  H���6�$�6�6~����d�0�0�:�:�%�¥�0�����¡���:£F���
��� �������0~m�Ê­ ��� È ���%�¥�0�����¡�&�¹���0�6�0~m�h¦
ÅJ�
�%���-~m�f¯ ÅJ�
�%���-~m� ��LÁ° �:���6�6~è�6�6~O�:�¥°%�6���0�����^�:~m�ªÅ ´ Äsã"Â ~h� �:�¥°%�6���
�
���*�

�&�¹���H���
�4��~m�s���
��� �������0~m�s�0�0�:�
�%���
�0���d�6~m�s���%�:~¥£:�h~m�j�����6�m�����0~m��¾|Å ´ æ½Â9Ö�±?Ã
��~h�b~h�������:�
�0�
���d���¥��� ��~h�d�b��~h�6�
�b�����6�D����~m�Q�0�0�J���%���0�0���*�6~m�s�
���d�Q�����m�h¦1Ð"���%�b 6�0�m�0~h�*�0���%�����¥�J�6�6~
�:�¥°%�6���0�����§ 6���%�����*�0�6���0����~ �:~m��Å ´ Äsã"Â4�b�:���6�6�h~m�4�6���%� ¯�êV~m�0�6��â ��LÁ° ¦ � �6~ ´ Äjã"Â
~m�0�Q�6�6~$ %�����0~

(I,A)
�D��Ù

I
~m�
�b�6��~h�%�
~h���6��~Ê�&�¹���0�6�0~m�����6���0�����:£-�1~h�

A
�6��~h�%�0~h�4�6��~

�&�¹���0�6�0~m�Ê���:£J�����������0~m�h¦*}��%���*�6~,���0�6�0~����:£:�����������0~Ê -�D�
�0�m�:~,�6�6~"«¬~h�6������~$�:���*�.��~"�0¢J���
�H����~��¥���0�0~m�0 -���%�»­®�¥~h���6�j�:�¶�YX��%�»�
���¥���6~�¦Hæç�j~m�0���� 6 H~h�����YX��%� ¬N�.¸¥���x¬`ÖµÖ1�H~h�,��~
�
�6~h� ���¡���������d�V�:~��q���
���¥���6~����¡ 6��~m�®~m�0�"�� 6 -~h���k��¸��S�¥�¥¦
ã$� È ���%�¥�0�����¡~h�V�0�6�%�0�0���0�6�0�����F�0���d�$��~m�$�:~h�:£w�� -�h�
���0�����%�$ -~h�0� ~h�0�
���d�"�:~��¥���%�0�

�0�0�6���0~��:~m�����0�6�0~m�j 6���%�`�¥���  6��~¥£:~m�`­Ê %���0�0�����:~
I
~h�

A
¦1}��%���*�6~����0�6�0~��:�������¥���d�0~h�6���

�6�6~�«¬~h�6������~���~¥£:���h�������0�h~�¦
ß`rsvbfhkmo�k�rjkmo;]Hi }��%���*�6~����0�6�0~

α
�:~

I ∪A
 H�D���0�m�:~,�6�¡�
���%�½��~h�%�0~h�4�6��~4¾¬ -���0~h�:�

�0��~h����~h��~h�d���J���:~�Ãj�:~V«¬~h�6������~m�b�����
�*�6�h~m���¥����� ~$ H���6�����d��¨h�0�0~,�0�6�%�
�0���0�6�h~m�� %�����6�
���0�6�0~����6���0�q����²J�¥~��
���%�½��~h�%�0~h�4�6��~�~m�0�$�6���0�

s(α)
²

S(α, α′, η)
�0~h 6�0�m�
~h�d�0~$���,�0�6�%�0�0���0�6�0�����4�:���YX��%�

η
�6���%�b���¹���0�6�0~

α
 %���b���¹���0�6�0~

α′ ¦ S �:�m�
�����6~�����~h�%�0~h�4�6��~��:~��0���6�0~m�V��~m�$�
�6�%�0�0���0�6�0�����%�h¦
" _÷¶�]HisÞ�kmo;]Hi ´ ���� -�h�
���0�����®�&�¹��� È ���%�¥�0�����®�0~h�  6�����¥~V�6�®�YX��%�

γ
�&���6�w���0�6�0~, %���

�6�4���0�6�0~$���:£:�����������0~³²8�q�V�
���¥���6~.~h�j��~� 6��~m���:~Ê�¥~h�Q���0�6�0~.���:£:�����������0~��:������~h�d�b�h�*�q�:~h���
� ~h�d�" H���0�0~h�,��~�� ¨h� ~��0¢J���-����~��*�6~���~��YX��%�¡�0~h�� 6�����¥��º%�¥~��YX��%�¡�6~� H~h�6�V %���
¨h�0�0~,�6���YX��%�#�0�6�%�
�0���0�%���6��~�¦ ´ ��~h�%�
~h���6��~,�:~m���YX��%�6�.�&�¹��� È ���%�¥�0�����#�&���6�#���0�6�0~

α~m�0�$�6���0�
a(α)

²
A(α, β, η)

�0~h 6�0�m�0~h�d�0~����¹��� È ���%�¥�0�����©�&���6�§���0�6�0~����:£J�����������0~
β
�6���%�����¹���0�6�0~

α���©�YX��%�
η
²
A(α, none, η)

�0~h 6�0�m�0~h�*�0~��6�·�6���:���h���h�6~h��~h�d��º&���%�¥�6�©��� È ���%�¥�0�����
�`�¹�4�h�0�,~¥ñ&~m�¥�0�6�h~����#�YX��%�

η
²J���®�6���0~

A
����~h�%�0~h�4�6��~,�:~��0���6�0~m�.��~m����� È ���%�¥�0�����%�h¦

´ ~m� ´ Äjã"Âé�0���d���h�0~h�%�:�6~m�� %�����:~m���0�
���0�q�0�0���*�6~m�j~h�����*�0�0�J�:�6�������d�Q��~m�s«;���%�¥�0�����%�
�:~� 6�0���%���6�������0���
�6���?���*�0~m��º

ª PI : I → [0, 1]
�����0�����6~Ê�6�6~V 6�0���%���6�������0�Ê­��
�%���*�6~"���0�6�0~"���6���0��������~h�����h�0�³°%~�º

∑

α∈I

PI(α) = 1

ª PS : S → [0, 1]
���
�0�����6~.�6�6~Ê 6�0���%���6�������0�.­����%���d�6~V�
�6�%�0�0���0�6�0�����4~h�����h�0�³°%~�º

∀α ∈ I ∪A : ∀η ∈ s(α) : σα′∈IPS(α, α′, η) = 1
­ P�hF`VEþ�jP®à��VìèéµÜ´ÛÝì�Z«à«ð>h®ß�à«à<`�ð$³�á?ã?é¢å�ìÝç�ã>Eëß�Ü��-�KÜ´ßµôÚ�²$A�Pèÿ�Eú�ùAMå�çMé�O?Ü�ä�å�ìèé<P®ìèã?à«Ü´ßVÿ�ã?ðÁà��Vàµð6Eëß�Ü7�-�KÜxßµôÚ�Ú %�'2'����j'2.!,��
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ª PA : A→ [0, 1]
���
�0�����6~��6�6~� 6�0���%���6�������0��­����%���d�6~���� È ���%�¥�0�����w~h�$���h�0�³°%~�º

∀α ∈ I ∪A : ∀η ∈ s(α) : σβ∈A∪{none}PA(α, β, η) = 1

´ �� 6�0���%���6�������0�"�&���6�6~��:�h�0���?���0������~m�0����~" 6�0�:�:�6�����:~m�. 6�0���%���6�������0�m���:~m�.�� -�h�
�?�
�0�����%���:~��0�6�%�0�0���0�6�0������~h���&�¹��� È ���%�¥�0�����`�d~h���:~,���¹���0�6�0~V���6���0������¦dÅ*�%�����:�h�0���?���0������~m�
�
�:���6�6�h~� %���

τ = σ1, . . . , σi ∈ S ∪A
~h�V�*�6~����¹���0�6�0~����6���0�����H~m�
�

α0
�6���¡� �������
��º

p(τ) = PI(α0)
∏

i

P (σi)

ÅJ���%���H~m�B¯ ÅJ���%���H~m� ��LÁ° �:���6�6~F�6�y���������0���0�6� ~® H���6���h�����¥�6��~h�4�q�» 6�0���%���6�������0�
�&���6�6~» 6�6�
���0~Æ¾À�:~·�¥���  6��~¥£:���0�m�

O(n6)
~h�±�0~h�  %�h��~h�

O(n4)
~h�y�
��������~�Ã
���:�h�0����~

�6�#���������0���0�6� ~Væ|�%�
���:~¥� ¼,�6�
�0���:~$ -���6����~m�.Å ´ Äsã"Â¤~h�.�:�m�¥�0�����:~m��~¥£J -�h�0��~h�%�¥~m���6���%�
��~m�
�*�6~h����~m�b�:~m��Å ´ Äsã"Âé�0���*���¥���%�0�0�0�6���0~m�����6�0�������0�q�d�6~h� ~h�*��­, %���0�0���Q�&���6� �¥���0 6�%�
~h�è�6�0�������
���*�����¹���������0���0�6� ~�æç�%�0���:~¥� ¼,�6�
�0���:~�¦ � �Æ�:~m���m�����d�
����~m� �:~m� Å ´ Äjã"ÂÍ�
�6�
��~m�¡Å6}.ÁsÂ ~m�0�F�*�6~·���¹���������0���0�6� ~·�&�¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~§�¥���*��~h�0��~ª 6���%�®�
�� 6���:~h� ~h�*�h¦
´ �¹���6�0~h�6���
���6�0��~h�d���*�6~V�¥~h����~m�0����[����������%�*�6~V�:~$�0~h 6�0�m�0~h�*�
���0�������:~m������¾%�6~h�%�¥~m�
�:����~¥£J�q�d�6~��0�6�b��~m�b�:���0�0�0���6�6�0�����%�j�6���%�s��~m�QÅ6}.ÁbÂ4���������
�s�*�6~���~m�QÅ ´ Äjã"ÂÙ���d�0�h���0~h�d�
�:~m�,�
�
���0���0�0���*�6~m�$­����4«¬�����V�0�6�"��~m�V�:���0�0�0���6�6�0�����%�$��~¥£:���h����~m�.~h�"~h�"��~m�V�:���0�0�0���6�6�0�����%�
�6���h�
���
�
�6�q�d�6~m�h¦

� �6~²�0~m�0�0�0�q�¥�0�����¤���*�0�h�0~m�
�
���d�0~è�:�¤«¬���0�������q�0� ~²Å ´ Äsã"ÂX~m�0�·�:���6�6�O %���»��~m�
���
��� �������0~m�"­ ���%�0~h�0�0�����»�&�¹���0�6�0~m�"��~¥£J���h�������0�m��¾|Å ´ Ä$æ0Â9Ö � Ã.¯ ÅJ�
�%���-~m� ��Ö?° ¦ ´ ~m��Å ´ �
Ä$æ½Âû�0���*���%���0�h~m���0�6����~m� ´ Ä$æ½Â ¯ ÅJ���%���H~m� � ÷ ° ~h�4��~m� ´ Ä$æ0Âõ�0���d�4���6�0~h�d�6~m�  %���
�0~m�0�0�0���¥�0�����Ó�:~m� ´ Äjã"Â4��~h�è���*�0~h�
�:���
���*� �¥~h�0�
�����%�����0�6�0~m� ���:£J�����������0~m�h¦s}�~h�0�0~F�0~m�0�
�0�0���¥�0�����F~m�0�$�0�m�������0�h~��0��º

ª ���j�`��¢w�� %���"�&�¹���0�6�0~4���:£J�����������0~��m¢D���*���:~m�"�6�
���%�
�6~m���6���:���*�q�:~m�"­ �q�4«;�����"­�D���%���6~�~h�"­��:�0�����0~��:�·�0 6���6~³²
ª �6�®���0�6�0~,���:£:�����������0~.�D���%�
�6~4¾À�:�0�����0~�Ãs�6~" H~h�6��~h�*��¨h�0�0~,��� È �����*�
��­��6� �YX��%��0���0�6���0�6�$��~��0 6���6~��&���6�»���0�6�0~��h���h� ~h�d�
�����0~��:�0�����0~�¾¬�D���%�
�6~�Ã`²
ª ���*�`��¢��V %���Q�&�¹��� È ���%�¥�0�����4���6�0���0�q�0�h~�­,�:�0�����0~�¾¬�D���%���6~�Ã��:�4�0 6���6~��&���6�4���0�6�0~���:£:�����������0~,�D���%���6~�¾À�:�0�����0~�Ã
¦
´ ~m� ´ Ä$æ0Âò��~¥£J���h�������0~h�d�4��~m��}.ÁsÂä�
���%�����%���6��~h������~h�%�
~h���6��~F�:~m�#���0�6�0~m���*�6�

 H~h�6��~h�*��¨h�0�0~4�:�h�0�����m�h¦-Ç�~4 6���%�h�`ÅJ�
�%���-~m��~h�,ë§���0~h�
�@¯ ÅJ�
�%���-~m� � ÷ ° �:���6�6~h�*���6�6~
�¥���%�0�0�0�%�¥�0�����¡ -���6�V�0�
���%�½«¬���0� ~h�$�6�6~4}.ÁbÂ �d�6~h�q�¥���%�d�6~�~h�¡�6�6~ ´ Ä$æ0Â4¦
´ �¹���%����¢J�0~�����~m���6�6~.Å ´ Ä$æ0ÂÓ -~h�6�j�0~Q«À�����0~�~h���0~h�� %�

O(n3)
�m~h�����¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~

æ|�%�
���:~¥� ¼,�6�
�0���:~"�&���6�6~�Å ´ Ä$æ½Â¤~h���0~h�  %�
O(n4)

¦ ´ ~m�.���6�0~h�6�
�.���%�:���*�6~h�d���*�6~"�|�����
 H~h�6���¥���%�
�0�0�6���0~$�6� ���������0���0�6� ~$æç�%�0���:~¥� ¼,�6�
�0�q�:~.�:~V�¥���  6��~¥£J���0�

O(n3)
~h���0~h�  %�m¦

È��´d���È Ó×£¥¤�£��­Ï® �Î`§�¤�Î�Ë	�k£�Ï®©? �§Q�
ãs��~m����~.Ç����
��¼,�0��~h�*�0~m�4¿b���
�0���6� Ö �,¾ÀÇ�¼�¿ÊÃù¯ = �:� ��� � = �:� ���Á° �
���d�Q�:�¥°%�6��~m�j��~m�

���
��� �������0~m���0�0�J���%���0�0���*�6~m��­��0�6�%�
�0���0�6�0�������&�¹���0�6�0~m�,¾|ÅJÄ"Å6Â¶Ö  Ã
�d�d�6�����h�6�h�
�������0~h�*�
Ú´
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��~m�®Å6}.ÁbÂ4¦ � �6~©ÅJÄ"Å6Âä~m�0� �6�6~¶¿�}.ÁsÂ �:���d�#����~h�%�0~h�4�6��~»�:~m� �0�h����~m� ~m�0� �0~h� �
 6�����¥�� %���V�6�F~h�%�
~h���6��~��&�¹���0�6�0~m�m¦HÁ6���0� ~h����~h� ~h�d�h�:�6�6~4ÅJÄ"Å6ÂÒ~m�0�V�6�¡�*�6���d�0�6 6��~h�
(VN , VT , S, T, π)

�H��Ù
ª VN

~m�
�$�6�F~h�%�0~h���6��~�°%�6�j�:~��6���:���0~h�0� ���%���:£*²
ª VT

~m�0�$�6�¡~h�%�0~h�4�6��~�°%�6���:~��0~h�0�����%���:£.²
ª S ∈ VN

~m�0�$��~��0¢J���-����~����6���0�q���b¾¬���»�?£:����� ~�Ã`²
ª T

~m�0�w�6�é~h�%�0~h�4�6��~¶°%�6���&�¹���0�6�0~m�F�h���h� ~h�d�
�����0~m��².�6�¤���0�6�0~²�h���h� ~h�d�
�����0~
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∑
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Ep
Ã
¦

÷�������� ,ù¦PÏNútÎp�#£¥Ï®£�úêÏY¤�ÏN �þ�ÿ;Î
´ ~� 6�0���%�¥�� -~��:�¡���?£:�����6�í�&��~h�*�0�0�� 6��~�«¬���6�0�6���$�6�· 6�0���6���h� ~��&���� 6�0��� �q�
���0�����

�0���%�$�¥���d�0�
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�����Q���
�0�����6�0�������6~� H~h�6��¨h�0�0~�~¥£J 6���q�¥���0�h~��¥~h�����������$�-~m�0�������&���6�6~��� 6 6�0�:�
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p∗ = Argmax
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H(p)
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���6����~h�
Λ(p, λ, µ)

 %����º

Λ(p, λ, µ) = H(p)+
∑

i

λi (Ep(fi)−Ep̃(fi))+
∑

x

µx

(
∑

y

p(y|x)− 1

)
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Λ(p, λ, µ)
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p ∈ F

�`��Ù
F
�0~h 6�0�m�
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p(y|x)
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∂Λ(p, λ, µ)

∂p(y|x)
=

∂H(p)

∂p(y|x)
+
∑

i

λi
∂Ep(fi)

∂p(y|x)
+ µx

= p̃(x)(−1− ln p(y|x)) +

[
∑

i

λip̃(x)fi(x, y)

]

+ µx

= 0

⇒ ln p(y|x) =
∑

i

λifi(x, y) +
µx

p̃(x)
− 1

⇒ p(y|x) = exp

(
∑

i

λifi(x, y)

)

exp

(
µx

p̃(x)
− 1

)
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Zλ(x) =
∑

y

exp

(
∑

i

λifi(x, y)
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µx(λ) = p̃(x) (1− lnZλ(x))
¦
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p
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pλ(y|x) =
1

Zλ(x)
exp

(
∑

i

λifi(x, y)

) ¾ Ö ¦ �M� Ã

Ψ(λ) = −
∑

x

p̃(x) lnZλ(x) +
∑

i

λiEp̃(fi)
¾ Ö ¦ ��� Ã
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Zλ(x)
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Ψ(λ)
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λ∗ �:~ Ψ(λ)
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Lp̃(p)
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p̃
 %���s�
�� 6 -���0�

­��6�F� �:�:�h��~
p
~m�0�V�:�¥°%�6��~� %����º

Lp̃(p) ���~���= ln
∏

x,y

p(y|x)p̃(x,y) =
∑

x,y

p̃(x, y) ln p(y|x)
¾ Ö ¦ �mL Ã
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Ψ(λ)
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Ψ(λ)
ä�à�ß�ò«éºß�ìóåëÜ�ìèã?ä�ì®�

∑

x

p̃(x) ln Zλ(x) =
∑

x

∑

y

p̃(x, y) ln Zλ(x)

=
∑

x

∑

y

p̃(x, y)

[
∑

i

λifi(x, y) − ln pλ(y|x)

]

=
∑

i

λiEp̃(fi) − Lp̃(p)
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Ψ(λ) = Lp̃(pλ)
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�
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�
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p∗
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�m¢D���*�,����«¬���0� ~� %���
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�6~" -~h�6��¨h�0�0~��:�h�0~h�0� ���6�"���%����¢*�0���*�6~h� ~h�*�h¦dæ|��«¬���6�.�������
���0~m�¥���6�0���.­��:~m��� �¥�
�0�6�J�:~m���d�6� �h�0���*�6~m�h¦�Ç��� H�����d���:~$�*�6~$�:~$������ 6�0��� ���
���0�������d�6� �h�0���*�6~������"«;���%�¥�0�����
Ψ(λ)

�0~��¥���  -���0�0~��6��~h�`�&�:�¶«¬�������d�`��~h����~�~m�0�
C∞ �-~h���¥���%�h�m��~�~h� λ

¦&¿s�����¥���%�0�¥�
�d�6~h�*�h�Ê�6�6~¶�����0���h�0�¶�:~¶���h�0�6�J�:~m�#�d�6� �h�0�q�d�6~m�® -~h�6��~h�d�w¨h�0�0~·~h�� 6����¢��h~m�® -���6�
�h�����¥�6��~h�

λ∗ ¦ � �6~�� �h�0�6�J�:~��0���� 6��~,�¥���%�0�q�0�0~�­��h�����¥�6��~h� λ∗ ~h�w���?£:��� �q�
���d�����0�h�
�?��0����~h� ~h�*�
Ψ(λ)

���¥�*���
�:���6�6�h~$ %�����¥�J���
�:���6�6�h~�¦Dã" 6 6�����d�6�h~.���� 6�0���6���h� ~$�:~Ê���?£J���
���6�Ò�&��~h�*�0�0�� 6��~��D�¥~h�0�0~Ê�0~m�
�6�6���*�6~Ê� �h�6~.­,���¹���������0���0�6� ~��:~ = �0��á$�¡¾µ¯ = �0��á$� ����° Ã
¦
Ç4�¹���6�0�0~m�V� �h�0�6�:�:~m�$�0~h����~m�$�*�6~������:~m�
�¥~h�*�0~��:~����
���:��~h�*�" -~h�6��~h�d�V¨h�0�0~��6�0�������0�h~m�h¦

� �6~����h�0�6�J�:~��&���� 6�0��� �������0�����»�0 -�m�¥�³°��*�6~4���¶ 6�0���6���h� ~��:~����?£J�����6�Î�&��~h�:�
�0�0�� 6��~ �®�h�0� �:�h��~h���� 6 -�h~��6���%�%¯�Ç����0�0�:�
� ��L?° ~h��~m�
���¥���6�d�6~ �0���%����~��6���XÔ#æç�0~¥�
�
���0����~ ÅJ�h�������6��ã,�������0���0�6�òÕª¾|Â�æ0Å�Ã
¦ ´ �#��~h�
�0�����· 6�0�m�0~h�d�0�h~����¥�b� �h�0���:�h��~h���� 6 -�h~
 6���%�� %���0�0���¥�6�����h�0~h� ~h�*�� -���6�4��~� 6�0���6���h��~� 6�0�m�0~h�*�h�b~h�4���·�:�h� ���%�0�0�
���0�����è�:~®���
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� ���6���0���6���¥���0�,~h�.�:~��
���¥���d��~h�0��~h�%�¥~�~m�
���:���6�6�h~��6���%�*¯�Ç,~h������¿���~h�0�
� ���V° ¦%}�~h�$���³�
�����0���0�6� ~� -~h�6�"�h�¹�� 6 6�����d�6~h�V�
�`��~m�Ê«¬���%�¥�0�����%�V���%�:�q�h���0�0���¥~m�

fi(x, y)
�0���*�V -�D�0���0����~m�

���¡�d�6����~m��º

fi(x, y) ≥ 0
 -���6�$�0���%�

i, x,
~h�

y
¾ Ö ¦ � ÷ Ã

}�~h�s���������0���0�6� ~Q~m�0�j�:���%�� 6���%�&���h�6�h�
���*�*�6~��¥~h���6�d�:~�Ç����0�0�:�
�:�|ê,���
�¥���³ñQ�m�d�6�d�6�¥�
�¥~m�
�0���0~$~h�� 6���%���:~"�¥~h�0�0~"�¥���d�0�
�����d�0~"�*�6~V��~m�b«¬���%�¥�0�����%���
���0���0«¬���
�
~h�d� ∑

i fi(x, y) =
1
 H���6�$�0���%�

x, y
¦

" cqxH]�u?o�k�ØbÚ²e�ä 
 ÚÆtsu?]JÜHed_ 
 kme*u1l:kmoqÜHeÆß`ÞDl6cqo¬isxæå A 
V
 ß C
ç�è]é]ê"ë]ìîí Á6���%�¥�0�����%�4���%�:���h���0�0�q�¥~m�

f1, f2, . . . , fn
²b�:���0�0�0���6�6�0�����§~h���

 6���0���*�6~
p̃(x, y)ï�ð ê]é�ñ5ìîí ¿s���
�����h�0�0~m�V�� 6�0�������:£

λ∗
i

²6���J�:�h��~��� 6�0���#���
pλ∗
¦

� ¦"æç�6���0�������q�0~h�
λi = 0

 H���6�$�0���6�
i ∈ {1, 2, . . . , n}L ¦"¿s���6�,���%���d�6~

i ∈ {1, 2, . . . , n}
º

¾À�JÃwÅ*�����
∆λi

�����0�����6�0�����F�:~ º
∑

x,y

p̃(x)pλ(y|x)fi(x, y) exp
(

∆λif
#(x, y)

)

= p̃(fi)
¾ Ö ¦ ��� Ã

����~m�
f#(x, y) ���~�ò�=

n∑

i=1

fi(x, y)
¾ Ö ¦ �� Ã

¾¬�&Ã#ï·~h�0�0�0~�­ È ���6�$�����?����~h�6�Ê�:~
λi
 %����º

λi ← λi + ∆λiÖ ¦"ã,����~h�Ê­������h�
�� -~ L �0�`��~m�
λi
�`�����*�" %���$�0���%�"�¥���d��~h�0����¦

´ ~F -�����d�½�|�¥��~¥«,�6���%� �¥~h�����������0���0�6� ~®~m�0����~F�h�����¥�6�$�:~m�����%�¥�0�h� ~h�*�
�
∆λi

�*�6�
�0�m�0������~h�*�,¾ Ö ¦ ��� Ã
¦%Å*�

f#(x, y)
~m�
���¥���%�0�
���*�0~4¾

f#(x, y) = M
 H���6���0���%�

x, y
�* %���

~¥£J~h�� 6��~�Ã
�%�������
�
∆λi

~m�
�V�:���6�6��~¥£: 6�����¥���0~h� ~h�*�� %����º

∆λi =
1

M
ln

Ep̃(fi)

Epλ(fi)Å*�
f#(x, y)

�`��~m�0�4 %�����¥���%�0�
���d�0~����������
����~m�
∆λi

�:������~h�*��¨h�0�0~F�h�����¥�6���m���d�:�
� �h�0���*�6~h� ~h�d�h¦ ´ �w���h�0�6�J�:~��:~ Ð,~há$�0���ª H~h�0� ~h���:~��0�m�0���%�:�0~���~4 6�0���6���h� ~�~,Q��
�h���¥~h� ~h�d�h¦�}�~h�0�0~w� �h�0�6�:�:~#�h�����¥�6��~����¡�
�����6�0�����

α∗
�&���6�6~®�m�*�%���0�����

g(α∗) = 0���0�h�
���0����~h� ~h�*�$ %���V���4�0~h�����0�����¡�:~��0�m�¥�6�0�0~h�%�¥~

αn+1 = αn −
g(αn)

g′(αn)

¾ Ö ¦ �V� Ã
�m��~m���6�¡�
�6���³£F�� 6 6�0�� 6�0���� -���6�

α0
�6~h�¡«;���%�¥�0�����¡�:�¡�:���#�����6~��:~��:�¥°%�6���0�����¡�:~

g~h�"�:�¡�:���������6~��:~��¥���d��~h�0��~h�%�¥~��:~��¥~h�0�0~��0�6���0~�¦
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÷������~) ÉÊ¦�ËÍÌ`��ÎÀJd+£,lÛ ó#ÿ;§ ÎYý³Î`ú �;��Î ¤?Ï® ×Î³ �£Z�*ËÍÎfú ¦³ËÍÌ`��Îåûtú £�ý³ �ü
úfÿ;ú Ë/ýõÎ`§�¤?Ï®¦P�; �Î

ê,�� 6 H~h�����%�Ê�q�4�:�¥°%�6���0�����¡�&���6�6~4Å6}.ÁsÂöº6�6�»�d�6���d�0�6 6��~h�
(T ,NT , S,R, p)

�
����~m�
ª T �6�¡~h�%�0~h�4�6��~��:~��0¢J���-����~m�.�0~h�0� ���%���:£&�ª NT = {N1, N2, . . . , Nm}

�6�¡~h�%�0~h�4�6��~��:~��0¢J�4�H����~m�.�6���:���0~h�0� ���%���:£-�
ª S ∈ NT

��~��0¢*�4�-����~��:~��:�h %���0�h�
ª R = {r1, r2, . . . , rn}

�6�ª~h�%�0~h���6��~ �:~ �0�h����~m���:~ �0�h�m�¥�0���0�6�0~��s�:~����®«;���0��~
X → Y1 Y2 . . .

����Ù
X
~m�0���6�§�6���:���0~h�0� ���%���V¾

X ∈ NT
ÃV~h����~m�

Y
�0���*�

�6���%�
NT ∪ T

¦H¼,�¡�6���0~
T (R)

��~��0¢J�4�H����~��:~��0¨h�0~��:~����4�0�h����~
R
¦

ª p
�6�6~�«;���%�¥�0�����·�:~� 6�0���%���6�������0�m�$�¥���%�:���0�����6�6~h����~m�$�0�6�"��~m�$�0�h����~m�V�:~

R
�%�0~m�½�

 -~m�¥�
���d�,��~m�$�¥���d�0�
�����*�0~m��º
p(ri|Nj) = 0

�0�
T (ri) 6= Nj~h�

∑

i

p(ri|Nj) =

{

1
�h�����&~¥£:���0�0~����¡� �����%���6�6~��0�h����~��:~��0¨h�0~

Nj
�

0
�0���6���`¦
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���0�³«��:~Æ 6�0�J�:�%�¥�0�����

�&�¹���0�6�0~m���0¢*�*�
�?£J�q�d�6~m�h¦ ´ ~� 6�0�:�¥~m�
�0�%�,�0�0�J���%���0�0���*�6~�~h�·�h���%�
~�~m�0�,�6�6~��0�%�h�¥~m�
�
�����
�:~��0�h�m�¥�0���0�6�0~m�4�&���6�6~#���%�?¹��6~#�:~®�0¢J���-����~m�h�&~h�Æ���6�����0�����
���d�

X
��~��0¢J�4�H����~��6���:�

�0~h�0� ���%���`�:~������
�%�?¹q�6~��¥���6�
���d�0~���~� 6���%�.­��D���%���6~��%~h�F�0���
���*�V�����m���0�����0~h� ~h�*�$�6�6~
�0�h����~¡�:~¡�0�h�m�¥�0���0�6�0~����0~h�����Ó���¶ 6�0���%���6�������0�

p(ri|X)
��~h��~h�y�0~h�  6����Ïh���*� �6���%� ���

�
�%�?¹��6~���~��0¢J���-����~
X
 %���$��~m�V�
¢*�4�H����~m�.�:~��*�6~h�6~��:~������0�h����~

r
�0���0�h~�¦

´ ���h�
�� -~������m���0�����0~��:�© 6�0�J�¥~m�
�
�%�"~m�0���:���%�4��~4�
�6���³£©�&���6�6~4�0�h����~
r
 %���0���s��~m�

�0�h����~m�.�:~"�0¨h�0~
X
¦ ´ ���
�
�*�`�����#«¬�������|�¹�� 6 6�0~h�d�0���
������~,�:~m�� %���
��� �h�0�0~m���&���6�6~�Å6}.ÁsÂ4�

�����
�6~h�
�
�6~,�:���%�.­��:�h�0~h�0� ���6~h�b��~m�b�:���0�0�0���6�6�0�����%�s�:~. 6�0���%���6�������0�m�b�¥���%�:���0�����6�6~h����~m�
p(r|T )

�:~m�$�0�h����~m�
r
�¥���6�%�����
�
���*�V��~��0¢J���-����~�­��0�m�¥�0���0~

T
¦

æç�H~m�
��«À���¥����~��&���m�¥�0���0~��¥~�� �J�:�h��~��0���%�.����«¬���0� ~��&���6�F���J�:�h��~,~¥£J -���6~h�d�0��~h���:~h�
 H�D�����d��º

ª �:~m�Ê«¬���%�¥�0�����%�$���%�:���h���0�0���¥~m� fi
�:�¥°%�6��~m�$ %����º

fi(r, T ) =

{

1
�%�0�

r = ri
~h�

T = T (ri)
�

0
�0���6���`¦

ª �:~m�$ %���
�����h�0�0~m� λi
�:�¥°%�6���V %����º

λi = ln p (ri|T (ri))¼,�¡���6��~h�w�������
�h�6 H���6�$�0���6�
(r, T )

���4�0~h�����0�����ªº
p(r|T ) = exp(

∑

i

λifi(r, T ))
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¿s���6���:�h�0~h�0� ���6~h�4��~m�� %���
��� �h�0�0~m�
p(r|T )

�&���6�6~»Å6}.ÁsÂÍ­¶ %���0�0�����&���6�Ó�¥���½�
 6�%���&�¹���0�6�0~m�4�0¢J�d�
�?£:���d�6~m�m�-���Æ�6�0�������
~�~h�§���h�6�h�
������~� 6�0���%�¥�� -~��:~ ���?£:���4�6�ä�:~
�*�
���q�0~h���6�q���%�¥~�¦H¼,�¡ H���6�0�
�����"���%�
�0���6����~m���¥~h�0�0~������0~��0���%�$«¬���0� ~��:~�� �:�:�h��~�~¥£J�
 H���6~h�*�0��~h���J�¥���%�0���:�h�0~h����~V 6�0���%�¥�� -~"�:~"�#�?£J���4�6�î�&��~h�*�0�0�� 6��~��* -���6���0���4�-~h���0�6����~
� ¨h� ~��0�m�0�6���
���h�H�¥��� � ~��0�6���h¦

/ à � à � à � \
l:n�o¬ÚªrsÚ _seFÜ�u?l6o;fme*Ú©vbcql%isÞDe
¼,�å�:���
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�
����~§�&���6�6~²�¥������~m�¥�0�����é�&�¹���0�6�0~m�»�0¢J�d�
�?£:���*�6~m�

�0~m�0 -~m�¥�
���d�w���²�
�0�0�%�¥�0�6�0~©�:~m�®�0�h����~m�#�6���
�½�|�¥���*�0~¥£J�0~m�h¦"}��%���*�6~ª���0�6�0~· -~h�6�#¨h�0�0~
�¥���%�0���:�h�0� ���6�³��� ¨h� ~��¥��� � ~��6�6~®�¥������~m�¥�0�����ª�:~#�6���:���0~h�0� ���%���:£§���:£:�*�6~h�������Æ�
�� 6 6�����*�6���6�6~��0�h����~��:~��0�h�m�¥�0���0�6�0~�¦�Ç����%�������¡ -~h�6�"�¥���%�0�q�:�h�0~h�V��~��¥���0 6�%�"�¥����� ~
�6�6~��¥������~m�¥�0�����w�:~

N
~¥£:~h�  6��~m�.�:~��6���:���0~h�0� ���%���:£w���:£:�*�6~h���.���¡���� 6 6�����*�6���6�6~

�0�h����~#�:~#�0�h�m�¥�0���0�6�0~�¦QÐ"��� �����%�
p̃(ri, T (ri))

�q�F 6�0���%���6�������0��~h�  6���0���*�6~ �:~����¹�� :�
 6�����h���0�����®�:~������0�h����~

ri
�
�6�.��~,�0¢J���-����~

T (ri)
¦ ´ �4���������J�
�����0~h�4�6�����%�¥~,�:�F�¥���0 6�%�

�h���m�¥�0����º

Lp̃(p) =
∑

i

p̃(ri, T (ri)) ln p(ri|T (ri))

´ �·�0�����6�0�����ª�:�§���?£:���4�6�ä�:~ �J�
�����0~h�4�6�����%�¥~��0~ �h�����¥�6��~ �����
�h� ~h�d��­F�|�¹�����:~
�:~����4� �h�0�6�:�:~��:~m�"�¥�J~,Q��¥��~h�d�
�"�:~ ´ �����
���6��~��H�*�6���:���6�6~� -���6�V�0�m�0�6���
����º

p(ri|T (ri)) =
p̃(ri, T (ri))

∑

k p̃(rk|T (ri))
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����~h�§�
�6~h�½�

�
�%���*����~w� �:�:�h��~F�:~F���?£:�����6� �&��~h�d�0�0�� 6��~¡ %���0� �$��~m��� �:�:�h��~m�4�0~m�0 -~m�¥�
���d� ��~m�
�¥���d�0�
�����*�0~m��º

∀i, Ep(fi) = Ep̃(fi)
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���d�F�¥~m�#�¥���:�
�0�
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���6�6�������0~w���
�¥~h�%�6���d���:�h�0�����
�:~F}Í±>¿ ¯ }��%�� 6 H~h����~h� ����° ;  -���6��~¥ñ&~m�¥�0�6~h�4��~m���0~m�0�
�4�&�¹���%����¢:�0~��j~h�O�0~h�  6����Ïh���*�
T éºç)�-�4à�Þ?Ü´ß¨à��Và5�4ÞÁÛÝàëÛèà«ä¨Ü�Ûèñ�ç´ß�ìèåNO��4à«ä=CWùÑ� � P_Üxß�ìF~_ú��®ç�á>U�Ü´ß�Ûèà�� � U�Ü´ß�Ûèà��l|){b�[ P`î Ü�Ûèñ�ç´ß�ìèåNO��4à�à«ãHæMá?à«ä�å�ìèç�ãwàºä�åPä�ì��4Þ?Ûèà5�4à«ãMå¥á?ãwÜ�Ûèñ�ç´ß�ìóåNOj�4àwCWùû� Ü�ð?Ü�ÞVå�ò�Ü´á��4ñ´ß�Ü7�-�KÜ�ìóß�à«äOÁç�ß�ä��õé«ç�ãMå�à���å�à«äwä�å�çMé+O�Ü�ä�å�ìÝæMá?àºä.æMá?ì¨ã?à9ä�ç�ã�åwÞ?Ü�äwä�ç�á?ä/�öç´ßN�4à9ã?ç�ßN�KÜ´Ûèà9ðÁàvC�O?ç7�4ä×Ön�¯G�C�Õ=D®K�ôP®Ü 	 ìèã?Ü´ß�ìèä�Ü´å�ìèç�ãkðÁà;ÛêÜwñ�ß�Ü��-�KÜ�ìóß�à#à«ä�åùà¢ï�à«éºå�á?òºà�ð��Vã?Ü7�4ìÝæMá?à5�4à«ãMå<G½ì½ô à�ôNÞ�à«ã�ðÁÜ�ãMå³Ûèà#ÞVß�çMé«à«ä�ä�áÁäð�î Ü´ã�Ü´Û��Vä�à�KZé«ç7�-�4à�ðÁòºéºß�ìóå=8;ÛEî Ü´ã?ã?à��ÁàÑüëô
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�0���  6��~h� ~h�d�.��~m�$ 6�0���%���6�������0�m�Ê�:~m�$�0�h����~m�
p(ri)

 %���V��~m�Ê�?����~h�6�
�
eλi
¦

·9v+· ý ÍvÍ4P-N�UH{HS�R�R�W"[VN s�N�RÌÍ®T�{HN�UH{HS
Nwr�R õ Í�W$P-WH~ u�{�P-N�R
λi
ö

÷��S÷���� �%ÏN �§#¡� ��KÎ
¿��
���*�4�:���6�6�#�6�²�¥���0 6�%���&�¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~��b�¥���%�0�0���0�6���&���6�²~h�%�0~h���6��~

W
�:~

 6�6�
���0~m�
w
~h���&�¹���0�6�0~m���&�¹���%����¢:�0~

t ∈ C
�:~��¥~m�� 6�6�
���0~m�h�&���§���6~h�
�
�6~�­w�h�����¥�6��~h�

��~m�� %���
��� �h�0�0~m���:�©� �:�:�h��~
λ
�:~�«À��Ï¥���ª­®���?£J��� ���0~h�$���# 6�0���%���6�������0�4�:~m�����0�6�0~m�

�¥���%�:���0�����6�6~h����~h� ~h�d�$���:£F 6�6�
���0~m��º

λ̄ = Argmax
λ

pλ(C|W ) = Argmax
λ

∏

t∈C

pλ(t|w(t))

¾¬~h�¡�6���
���d�
w(t)

���4 6�6�
���0~����%����¢:�0�h~� %���V���¹���0�6�0~
t
�6��¦�~�¦6��~m�.«¬~h�6������~m�.�:~

t
Ã
¦

λ̄ = Argmax
λ

ln
∑

t∈C

pλ(t|w(t))

λ̄ = Argmax
λ

∑

t∈C

ln pλ(t|w(t)) = Argmax
λ

A(λ)

A(λ)
~m�0�"���·Ô4���������J�
�����0~h�4�6�����%�¥~��¥���%�:���0�����6�6~h����~�Õw�:�¶�¥���0 6�%�P²����¹�� 6 6�0~h�*�0���½�

�
����~��:�·� �:�:�h��~4�¥���%�0���0�0~�~h�·�������?£:��� ���
���0�����w�:~��¥~��¥�0���0�h�0~�¦`¼,�©�6���0~4���¥�j�|���6�6~
�:~m���:�³ñ&�h�0~h�%�¥~m��«¬���%�6��� ~h�*�
����~m���:~��¥~V� �:�:�h��~V�m��~m�"�6�6~�Å6}.ÁsÂ4�* H���6�������d�6~h����~Ê���
�
�6~h�
���6~�~h�#���h�6�h�
����­����?£:��� ���
~h������ 6�0���%���6�������0�,�:�F�¥���0 6�%��¾ ∏

t∈C pλ(t)
Ã
�6�¥~��d�6�

�0~��0�m�
���6�V«À���¥����~h� ~h�*�V~h�·�?ñ&~m�¥�
���d��­����%���d�6~4�0�h����~��6�6~4 6�0���%���6�������0�� 6�0�� H���0�0�����:�
�6~h����~�­ �
�4«¬�0�m�*�6~h�%�¥~��6���%�V��~��¥���0 6�%� c ¦

÷��S÷���È MÁú �;ÏN¦ Î¨Î�ËþM�¤�ÎYÏ®£¥¤� ×ÎëÎÿJ�¡�£Z�� �§k� � �N��¦�ÏN �¤�øÍú
´ �w� �h�0�6�:�:~��6�0�������
�h~� -���6����~4�h�����¥�6���:~m�� %���
��� �h�0�0~m���m�����%�0 6���0~��:���0~m�¥�0~h� ~h�*�

�:~����4� �h�0�6�:�:~�æ
æ0Å¶¾Àæ|�  6�0�1��~m�Fæ|�0~h�
���0����~4ÅJ�h�������6�:Ã�~¥£: H�D�0�h~��6���%�
¯ = ~h�0��~h� ��� �6Ç�~h������¿���~h�0�
� ��� � ´ �?ñ&~h�0�|¢ �� ?° ¦6Ð,���%�Ê~h�¡�:���6�6���%�$�6�6~��
�� 6���:~�~¥£: 6���³�
�h���0�����`�%���%�
�
���%�¥���h~��0�6�$��~��h���$ %���0�0���¥�6����~h�$�:�F� �J�:�h��~�Â�}.ÁsÂ4¦
¿����6�0Ì��.�d�6~V�:~��
�6~h�
���6~h�.­��#�?£J�������0~h�s�:���0~m�¥�0~h� ~h�d����~V�¥�0���0�h�0~

A(λ)
�d�¥~,�*�6�%�0~

�0�h���h��~��0�0�� w���
�:�`�:����� �h�0�6�:�:~������h�������0~"���0�h�
���0����~h� ~h�d����~�� �J�:�h��~��*­� %���0�0���.�&���6�
� �:�:�h��~$���6���0�����

λ0
¦ � �6~"���0�h�
���0����� �¥���%�
���0�0~"­� %�����0~h���&���6�����J�:�h��~

λ
­��6��� �J�:�h��~

λ′ �6~h�F�0~h�*�
���d���:~����?£J��� ���0~h�.�0�6� λ′ ��~��¥�0���0�h�0~�º

Aλ(λ′) =
∑

t∈C

ln
pλ′(t|w(t))

pλ(t|w(t))

g # ã�é«ç�ãÁä�ìêð�
ºß�à�òºâVìÝðVà5�-�4à«ãMåNæMá?à`Û½î ç�ãÍðÁìèä�Þ�ç�ä�à¥ðNî á?ã³éºç�ß�Þ?áÁä�ð�î Üxß 	 ß�à«ä®ä��Vã�å�Ü$�VìêæMáÁà«ä«í«é«ç�ã?ä�å�ß�áÁìèå�ä8#Þ?Ü´ß�å�ìóßëðÁà«äPßN
«ñ�Ûèà«ä�ðVà�ÛÝÜ�ñ�ß�Ü��-�KÜ�ìóß�ààO?ç´ß�ä��õé«ç�ãMå�à���å�à�ô
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λi
C

¾À�¥~Ó�d�6��~m�0�¶ H���6�©��~Æ� ��� ~h�*�·�m�*�6��������~h�d�©���Ò�¥�0���0�h�0~Æ���6���0�������V­Ù���Ù�¥���%�0�
���d�0~
(
−
∑

t∈C ln pλ(t|w(t))
)  6�0�m�h�"�*�6��~m�0�F�6��~h�¤�6�6~²�¥���%�0�
���*�0~Æ�:�m�¡�����
�¡�d�6~²�������

�
�6~h�
���6~
λ′ ­  %���0�0���V�:~ λ

Ã
¦
¿s�D�0���%�

Zλ,w =
∑

t→w eλ·f(t) ���®�¥���%�0�
���*�0~��:~��6���0���������
���0�����·���
�0�:�¥���h~�­®��� 6�6�
���0~
w
�6���%�$��~�� �:�:�h��~

λ
¦H¼,�» H~h�6�V�������
�Ê�m�¥�0���0~

pλ(t|w) = Z−1
λ,weλ·f(t) �%~h��º

Aλ(λ′) =
∑

t∈C

(λ′ − λ) · f(t)−
∑

t∈C

ln
Zλ′,w(t)

Zλ,w(t)

¯��F�#� È ���
���*�V��~������D���0���0�6� ~� %���V�q��«¬���0�4�6��~
lnα ≤ α− 1

�6���¡ -~h�6�$� ���6���0~h�
Aλ(λ′)

 %����º

Aλ(λ′) ≥
∑

t∈C

∆λ · f(t)−
∑

t∈C

Zλ′,w(t)

Zλ,w(t)
+ |C| = Bλ(λ′)

¾À����~m�
∆λ = λ′ − λ

�H~h�
|C|
�h�
���d����~��6���4�6�0~��&�¹���0�6�0~m���:~4�����%���0~��&�¹�� 6 6�0~h�:�

�0���
�
����~�¦ Ã
¼,�Æ���6�0��~h�d�������%�0���6�O�¥�0���0�h�0~#���d�0~h�0���m�:�������0~

Bλ(λ′)
�b�:���d����~ �#�?£J���4�6�ä~m�0�

«;���
�¥�h��~h�d�� -�D�0���0�³«V¾À�h���
Bλ(λ) = 0

Ã
¦ � �©� �:�:�h��~
λ′ �*�6�Q���?£J��� ���0~ Bλ(λ′)

�0~h�%�
�:���%��«¬���
�¥�h� ~h�d�� H�D�
���0�³«���~#�¥�0���0�h�0~

Aλ(λ′)
¦ � �h�����h�`��~m���0~h�0��~m�

Zλ′,w
�0~h�%�:~h�d�4��~

�h�����¥�6�V�:�Ó���?£:���4�6� �:~
Bλ(λ′)

�:�h���q�h���h¦�¼,�y�¥���*�0���d�6~·�:���%�F­ª�:�h��~h���� 6 H~h����~m�
�h�����¥�6���$�����%�
��º

Zλ′,w

Zλ,w
=

∑

y→w eλ′·f(y)

Zλ,w
=
∑

y→w

eλ·f(y)

Zλ,w

eλ′·f(y)

eλ·f(y)
=
∑

y→w

pλ(y|w)e∆λ·f(y)

¼,�F�6���0~
f#(y) =

∑

i fi(y)
��~��6���4�6�0~��:~��0�h����~m�Ê�6�0�����q�0�h~m���6���%�V�6�¡���0�6�0~

y
¦

¼,�¡� �������
��º
∆λ · f(y) =

∑

i
fi(y)
f#(y)

(f#(y)∆λi)
¦

Ç��w«À�����$�:~������¥���d��~¥£:���0���:~��|��~¥£J -���6~h�d�0��~h����~�º

e∆λ·f(y) ≤
∑

i

fi(y)

f#(y)
ef#(y)∆λi

æç� È ~m�¥�
���*�"�¥~m�V�:~h�:£F�:~h�0�6��~h�
�$�0�m�0�6���
���
�V�6���%�V����~¥£: 6�0~m�
�0�����®�:~
Bλ(λ′)

º

Bλ(λ′) ≥ Cλ(λ′)

Cλ(λ′) ���~�ò�=
∑

t∈C

∆λ · f(t)−
∑

t∈C

∑

y→w(t)

pλ(y|w(t))
∑

i

fi(y)

f#(y)
e∆λif#(y)

+|C|

¼,�y���6�0��~h�d�w�����%�0�$��~»�:~h�0�6��~h���¥�0���0�h�0~
Cλ(λ′)

�.�:���d����~¡���?£:�����6� ~h�
λ′ ~m�
�~h�%�¥���0~�«;���
�¥�h� ~h�*�� -�D�0���0�³«½��~h�Ê�d�6�H~m�0���0��� È ���6�
�.���:«;�h�0��~h�6��­

Aλ(λ′)
¦*¿s���6�$������~h�����
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 6���%�b�*���0~���~h�
�b��~.���?£J�����6�å�:~
Aλ(λ′)

�?�������,�:���%�Ê���6~h�
�
�6~h��­,���?£:��� ���0~h�
Cλ(λ′)­F�
�%���*�6~����0�h�
���0�����ª�:~����¹���������0���0�6� ~�¦-æç���0��Q �� -���6���¥~h�q�®�&�¹���6�*�6��~h����~m���:�h�0�����h~m�

 %���0�0��~h����~m��~h�
∆λi

���:���%�w�:~#�0�m�0���%�:�0~F -���6���
�%���*�6~F�0�h����~
ri
�:~w���¡���
��� �#�����0~

�����m�*�%���0�����¡�0�6�������d�0~�º
0 = −

∑

t∈C

fi(t) +
∑

t∈C

∑

y→w(t)

pλ(y|w(t))fi(y)(e∆λi)f
#(y)

æ|�V�m�¹���������&���6�Ó H����¢J�6Ì�� ~w~h�
α = e∆λi

���:~¡�¥�*~,Q��¥��~h�d�
���0���%�� -�D�0���0��«¬�h�b�d�6�$~m�
�
�:���%��«À���¥����~h� ~h�*�Ê���6�*�6�����% %���V~¥£:~h�  6��~� %���V�q�����h�0�6�J�:~��:~�Ð,~há$�0���`¦
÷��S÷���÷ � �+��¦PÏN �¤�ø;ú Î�MV§#©Á ¢ËùÎ�üf�oÿÍ¤�©Á ¢ËùÎ
´ ~¡ 6�0~h����~h���0~h�0��~¡�:�O -����¢J�6Ì�� ~

−
∑

t∈C fi(t)
~m�
��«À���¥����~h��~h�d�4���6�0~h�d�¤º����

�0~h 6�0�m�0~h�d�0~����4«¬�0�m�d�6~h�%�¥~��:~��q���0�h����~
ri
�6���%�$��~��¥���0 6�%�V���0�-���0���0��¦

êV~m�
�0~ª��~ª 6�0���6���h� ~ª�:�å�h�����¥�6���:~m�»�¥�*~,Q��¥��~h�*�
�¡�:~²�:~h���0�m�¡�
�6 H�h�0��~h�6�
�§º$��~
�0~h�0� ~ ∑

y→w ...
���  6�����*�6~Ê�6�6~,�0���������0����� �0�6���0���6�0~m����~m�����%����¢:�0~m���:~"�q�� 6�6�
���0~

w
¦�},��~m�0���|���6�6~®�:~m�4�:�½Q��¥�6���0�m����� È ~h�6�0~m���:~w�¥~#���J�:�h��~��j��~��6���4�6�0~®�&�¹���%����¢J�0~m�
 H���6�����d���¥�0��¹��0�0~$~¥£J -���6~h�d�0��~h����~h� ~h�*�Q����~m�$���������6���6~h�6���:~$�q�, 6�6�
���
~�¦J}�~h�0�0~V�h�
�� -~
�:~ �h�����¥�6�Q�6�m�¥~m�
�0���0~��6���%���¥~h�0�
�����%��� �:�:�h��~m���:~�ï·���0â��1�d� Â����6�%���&��~h�  6���1¢�~h���6�6~
� �h�0�6�:�:~#�� 6 6�0�:�
�6�h~® %�����m�
�%���*�0���������6�%����~�¯ ´ �?ñ&~h�0�|¢ �� ?° ¦jæ �¥�����6�6~�«¬���¥�0���0�������0�����
�:�®�h���q�¥�6�% H~h�6�.¨h�0�0~"~¥ñ&~m�¥�0�6�h~�­����¹�����:~,�&���6�#���������0���0�6��~"æ|�%�
���:~¥� ¼,�6�
�0���:~��d�¥����� ~
�6���%�"���������%����~�� ���d�0�0~h��¾À�8«½¦%ã,�6�6~¥£J~ = Ã+m?¦
¼,�¡�0�m�¥�0���$�q���0��� � ~� %����º

Sw,λ(α) =
∑

y→w

pλ(y|w)fi(y)αf#(y) = Z−1
λ,w

∑

y→w

eλ·f(y)fi(y)αf#(y)

fi(y)
�0~h 6�0�m�0~h�*�0~»��~w�6���4�6�0~»�&���J�h�¥�6�0�0~h�%�¥~m�#�:~¡���¶�0�h����~

ri
�6���%�����¹���0�6�0~

y
¦

Ð"���0���%�
C(y, [j, ri, k])

��~$�6�����6�0~��&���J�h�¥�6�0�0~h�%�¥~m�.�6���%�����¹���0�6�0~
y
�:~V�q���0�h����~

ri
~h�

 H�D�
���0�����
(j, k)

�Q����~m�0�½�|­?�|�:���0~®�����
�
�*�6~
ri
�:��� ���6~

wj...wk
¦b¯��² 6�
���0���*�6~��s�¥����� ~

�6���%���6�0�����q�0���%�"�6�6~����
��� �������0~��
���%���-���%�¥��~nª?�`�6�6~��0�h����~� H~h�6���� 6 %���
�?¹q�0�0~ � ���
� «¬�����$�6���%�V�6�6~� -�D�0���0�����

(j, k)
�:���6�6�h~�~h�"�6���%�V�6�¡���0�6�0~4�:���6�6��¦ ´ � �
��� � ~��0~

�0�m�¥�0���V�������
�V�����%�0�Qº

Sw,λ(α) = Z−1
λ,w

∑

1≤j≤k≤|w|

∑

y→w

eλ·f(y)αf#(y)C(y, [j, ri, k])

= Z−1
λ,w

∑

1≤j≤k≤|w|

∑

y→w

V (y)C(y, [j, ri, k])

x P`î Ü�Ûèñ�ç´ß�ìèåNO��4à1ÿSã?ä�ìÝðÁà�� # áVå�ä�ìêðVàùà«ä�å³Þ�à«áVåÑ�ºå�ß�à;áÁå�ìèÛèìÝä�ò;Þ�ç�áVßùðÁà«ä 	 áÁå�ä�ðÁìóï�òºß�à«ãMå�ä«ô@C�ÛÝÜ´ä�ä�ìêæMáÁà���4à«ãMåµíNìèÛ�ä�àºß�å18.ò«â�Ü�ÛèáÁàºßÍÛêÜ*ÞVß�ç 	 Ü 	 ìèÛèìóå�òwðÁà«ä³ßN
«ñ�ÛÝàºä�ðNî áÁã?à/A�C�DFE ð?Ü�ãÁäùá?ã@Ü´Þ?ÞVß�à«ãMå�ìÝä�ä�Ü´ñ�à6U�XGéUW�VÞ�à«éºå�Ü´å�ìèç�ã/X*Ü��Vì��4ì�ZµÜ´å�ìèç�ãùK�í�Üxâ�à«éZá?ã;é«ç�ß�ÞÁá?ä`ðVàZÞjOVß�Ü�ä�à«ä�GEÜ´Þ?ÞÁß�àºã�å�ìèä�ä�Ü´ñ�àPã?ç�ã#ä�áÁÞ�àºß�â�ìÝä�ò$K�ô)ÿSé«ì½íÛ½î Ü�ÞÁÞÁß�à«ãMå�ìèä�ä�Ü�ñ�à;à«ä�å¨ä�áÁÞ�àºß�â�ìÝä�ò�í?àºå�Û½î Ü�Ûèñ�ç�ß�ìóåNOj�4àùä�àºß�å¨á?ãÁìÝæ�áÁà5�4à«ãMå�8k�½Ü�é¢å�ç�ß�ìèä�àºß�Ûèà«ä�éµÜ´Ûèé«á?Ûèä«ô­ PNà�å�àºßN�4àYy.ñ´ß�Ü7�-�KÜ�ìóß�àKä�Ü�ãÁä 	 ç�á?é«Ûèà6zkðVò«ä�ìèñ�ã?àKáÁã?àKñ�ß�Ü��-�KÜ�ìóß�àKð?Ü´ã?äùÛÝÜ�æMá?à«ÛèÛèàwá?ã@ãÁç�ã��å�àºßN�4ìèã?Ü�Û�ã?à^Þ�à«áVå4Þ�Ü´ä[�ºå�ß�à*ß�ò«éºß�ìóåwà«ã ÛèáÁì���� �5�4àv,$�7z�,�0�4�,�*B,U�5�14 0¸� � * P�*B,9Ü�ÞÁßN
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λi
C

��Ù
V (y) = eλ·f(y)αf#(y) =

∏

ri∈y(fiα)fi(y) º�>�¾¬¢�Ã�~m�0����~® 6�0�:�:�6���4�:~m�� -����¢*��6Ì�� ~m�
Pi(α) = (λiα)

���
�0�:�¥���m�Ê���:£®�0�h����~m�"�d�6���¥���%�0�0���0�6~h�d�
y
¦

Ç4�¹�� 6�0�m�p¯ Â��*�:�:����� ���Á° ¾¬ 6 `¦ L� � ��� Ã ∑
y→w V (y)C(y, [j, ri, k])

 -~h�6�·�������
�
¨h�0�0~²�h�����¥�6���© -���6�F�0���6�

ri
�

j
~h�

k
­è���¹�����:~©�&���6�å���������0���0�6��~¶æç�%�0���:~¥� ¼,�6�
�0�q�:~

���  6���h��~h�d�0���6���%�V�6�F %���
�0~h�,�:~��|¢J H~
CY K

¦
Ý�u?e*rjÜHe 5 ´ ~m�"�¥���%�:���0�����%�$�:�¥°%�6��~m�$ %����Â��J�J�:�#���w�
���d�V�6��~h�F�0�h�6�6��~m��º
ª < R

+∞
0 [X],+, ∗, 0, 1 >

Ö�± ~m�0�$�6�»�
~h� �³�|���6�6~m���F�¥��� �4�6�
���0�³« ¦
ª ´ �4������~h�6� V (y)

���
�0�:�¥���h~�­��6�w���0�6�0~�~m�0����~" 6�0�:�:�6�����:~m�. -����¢*�6Ì���~m�
Pi(α)���
�
�J�¥���m�$���:£w�0�h����~m�V�:~

y
¦

ª ´ �����
��� �#�����0~��¥���%�0�q�:�h�0�h~�~m�0�b�6�6~Ê���
��� �������0~��6���
�½�|�¥���d�0~¥£:�0~V�
���%�b�-���%�¥��~�¦
ª � �6~.�:�h�0���?���0�����4�6���%�b�6�6~��
���6��~V}Í±>¿±~m�0�b���
�0�:�¥���h~��6�6�q�d�6~h� ~h�*�s­,�6�4���0�6�0~
�&�¹���%����¢:�0~�¾¬~h���0�m�¥�� 6�0�J�*�6~h� ~h�*�¥Ã
�D~h����~m���0�h����~m���:~V���
��� �������0~V�� 6 %���
�����
�
���*�
�6���%�"�����:�h�0���?���0�����F~h�$���¹���0�6�0~��¥���0�0~m�0 -���%�6���d�,�
���d�V��~m�Ê��¨h� ~m�h¦

´ �F°%���6�0~ Ö ¦ L ¾¬ %����~  � Ã��:�h�
��������~����¹���������0���0�6� ~�æç�%�0���:~¥� ¼,�6�
�0�q�:~��6�0�������0��¦`¯�����~
�� 6 H~h����~��d�6~h���*�6~m�Ê�0~h�����
�*�6~m��º

ª �������
��� �������0~$�6�0�������0�h~$~m�0�������%���-���%�¥��~��d�¥~,�*�6���D���
���*�0�����q���0~h�0� ���%�����
��� �:~�����-���%�¥��~ �Fë��Fë�é"ìsê������
	���
�������������� �¥���%�¥~h�0�%���d����~m�Ê�0�h����~m�$�&�¹���0���0� � ¦
ª ���#���
��� �������0~�~m�0��� ���0~4�0���%�,«;���0��~��6���0������~��:~�}��6�����0âJ¢¡�¥��� � ~��0�6����º�6�6~F�0�h����~

X → Y1...Yn
�V¾À�m��~m�

n ≥ 3
Ã�~m�0���0~h�  6�����¥�h~w %�������¶�0�h����~F�6�³�

�%�����0~
X → (Y1...Yn−1)Yn

��~h�#�0���*�®� È ���6�0�h~m����~m� �0�h����~m�
(Y1...Yn−1) →

(Y1...Yn−2)Yn−1
�-¦³¦³¦H�

(Y1Y2)→ Y1Y2
¾¬����«À���6�.���%���0�� -���6�.�¥~h�q��� È ���6�0~h����~m�

�0¢J�4�H����~m�
(Y1...Yn−1)

��¦³¦³¦³�
(Y1Y2)

Ã
¦
N ′

r

~h�
N ′

s

�0~h 6�0�m�0~h�*�0~h�d����~��6�����6�0~��:~
�0�h����~m�V~h�V�:~��0¢J���-����~m�Ê�6���%�V���4���
��� �#�����0~������%�0�&�6���%���0���0�h~�¦

ª Pr(α) = λrα
~m�0�b��~. H����¢J�6Ì�� ~��h���h� ~h�d�
�����0~.���
�
�J�¥���.­"�q�"�0�h����~

r
¦ ´ ���
���:~.�q�

�6���%���0�q�
���0�����¡�&���6�6~��0�h����~
r = X → Y1...Yn

�%�����0�h����~
X → (Y1...Yn−1)Yn~m�0�V�����0�J�¥���h~�­

Pr(α)
²���~m�$���6�0�0~m�V�0���d�,���
�0�:�¥���h~m�$���¡ -����¢*�6Ì���~

1
¦

ª ��~©�0�m�0�6���
���®�0~m���6~h�
�
�6�Ù¾∑
y→w V (y)C(y, [j, ri, k])

Ã�~m�
�®�h�D�������Ù 6�0�:�:�6���
insider[j, ri, k] ∗ outside[j, t(ri), k]

¾¬~h�²�6���
���d�
t(r)

��~��0¢*�4�-����~��:~ �0¨h�0~
�:~��q���0�h����~

r
Ã

÷��S÷���� íaÏ�©?ÿ;ú ÏfËùÎ �$ýõ£��+��¦PÏN �¤�ø;ú ÎfË/ýõ£¥�;�ÍÏNÎ�§ë¤� �©�©?£���Î
Áb���%����~h��~h�d�h�:���¹�� 6 6�0~h�d�0�q�
�
����~��0~��0�m�0�6��~� %���V���¹���������0���0�6��~��:~��q��°%���6�0~ Ö ¦ Ö ¦
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��� Ç �E�k¬N�K¸_���öÂ?�����Ø���
insides

¯ � ¦³¦
n
� � ¦³¦��

Ns
� � � ¦³¦

n + 1
°
:= 0��� Ç �E�k¬N�K¸_���öÂ?�����Ø���

insider
¯ � ¦³¦

n
� � ¦³¦��

N ′
r

� � � ¦³¦
n + 1

°
:= 0��� Ç �E�k¬N�K¸_���öÂ?�����Ø���

outside
¯ � ¦³¦

n
� � ¦³¦��

Ns
� � � ¦³¦

n + 1
°
:= 0À����h�����¥�6���:~m�$ -����¢J�6Ì�� ~m�Ê���%�0���:~��?À

t�]Hrsu Þ�Øjl6p�rse
i

insides[i, wi, i + 1] = 1t�]Hrsu Þ�Øjl6p�rse �����6���6~h�6�
l
�%�:~����4 6���%�V�¥���6�0�0~�­����� 6���%�Ê�����6���6~

t�]Hrsu Þ?Øsl6p�rse �:�h %���0�
it�]-rju Þ�Øsl6p�rje �����6���6~h�6�"�:~��¥���6 6�6�0~

tt�]Hrsu Þ�Øjl6p�rse �0�h����~
A→ BC

�:~��������
�����������0~
insider[i, A→ BC, i + l] := insider[i, A→ BC, i + l]

+insides[i, B, i+ t] ∗ insides[i+ t, C, i+ l] ∗PA→BC (α)
insides[i, A, i + l] := insides[i, A, i + l]

+insides[i, B, i+ t] ∗ insides[i+ t, C, i+ l] ∗PA→BC (α)u?zdt�zdkmedu º
t�]Hrsu Þ�Øjl6p�rse �0�h����~

A→ B
�:~����4���
��� �������0~

insider[i, A→ B, i + l] := insider[i, A→ B, i + l]
+insides[i, B, i + l] ∗ PA→B(α)

insides[i, A, i + 1] := insides[i, A, i + 1]
+insides[i, B, i + l] ∗ PA→B(α)¶�rsfmp�rÍ:½8 �¥~��d�6~������
���6��~��`��~h�¡�0�����$ 6���%�Ê� �:�:�³°%�h~�¦

À����h�����¥�6���:~m�$ -����¢J�6Ì�� ~m�Ê���6�
�0���:~��?À
t�]Hrsu Þ�Øjl6p�rse �����6���6~h�6�

l
�%�:~����4 6���%�$�����6���6~�­����� 6���%�$�¥���6�0�0~

t�]Hrsu Þ?Øsl6p�rse �:�h %���0�
it�]-rju Þ�Øsl6p�rje �����6���6~h�6�"�:~��¥���6 6�6�0~

tt�]Hrsu Þ�Øjl6p�rse �0�h����~
A→ BC

�:~��������
�����������0~
outside[i, B, i + t] := outside[i, B, i + t]

+outside[i, A, i+ l] ∗ insides [i+ t, C, i+ l] ∗PA→BC (α)
outside[i + t, C, i + l] := outside[i + t, C, i + l]

+outside[i, A, i + l] ∗ insides[i, B, i + t] ∗ PA→BC(α)t�]-rju Þ�Øsl6p�rje �0�h����~
A→ B

�:~��q�����
�����������0~
outside[i, B, i + l] := outside[i, B, i + l]
+outside[i, A, i + l] ∗ PA→B(α)

¦B§´¨1© Ö ¦ L ª ã"�������0���0�6� ~�}Í±l¿Òæç�%�0���:~¥� ¼,�6�
�
���:~
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λi
C

Ç��¥°%�6���$�6�F� �:�:�h��~����6���0�����
λ′- z*t�zDkme*u º

λ← λ′ ¦À��� %�����
����~��:~
λ
­

λ′ �?Àï·���0~�­@Dh�h�0���:~m�V H����¢J�6Ì�� ~m�
Sr(α)

�����0�J�¥���m�.���:£F�0�h����~m�
r
¦

Ý�]Hrsu�Þ�Øsl6p�rje ~¥£J~h�  6��~
t
�:~����4�%���0~��&�¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~�º

" ijl6cqg�fmedu
w(t)

 %���$���¹���������0���0�6� ~�}Í±l¿Òæç�%�0���:~¥� ¼,�6�
�
���:~�¦
}.�����¥�6��~h�

Zλ,w(t)

�¥����� ~������0��� � ~��:~m�V�¥�J~,Q��¥��~h�d�
�,�:�F H����¢*�6Ì�� ~
∑

r insider[1, r, n]
¦

Ý�]Hrsu�Þ�Øjl6p�rse �h���h��~h�d�
[j, r, k]

�� 6 %���
�����
�
���*�"�6���%�$�����
���6��~�}Í±l¿
Sr(α) := Sr(α) + Z−1

λ,w(t)

∑

y→w V (y)C(y, [j, ri, k])¾
= Sr(α)+Z−1

λ,w(t)insider[j, r, k]∗outside[j, t(r), k]
Ã

Ý�]Hrsu�Þ�Øsl6p�rje �0�h����~
ri
�:~��������
��� �������0~4º

êV�m�
���%�:�0~ º
Sri(α) = −sumt∈Cfi(t)}.�����¥�6��~h�$��~� %���
�����h�0�0~��:�¡� �:�:�h��~

λ′  %����º λ′
i = λi + lnα¶�rsfmp�rÍ:ö8 �����¥���*��~h�0��~h�%�¥~4�:�¡�¥�0���0�h�0~

A(λ)
¦

êV~h�����
�*�6~�º ��~��¥�0���0�h�0~
A(λ)

~m�
��«À���¥����~�­����6�0~h�6���$­�����°%�¡�&���6�6~� %���
�0~��6�:�
«¬�������*�6~���~m���¥���%�0�
���d�0~m���:~��6���0�������������0�����

Zλ,w(t)

�0���*���h�����¥�6���h~m�������
���:~
�¥~h�0�0~� %���
�0~�¦�},��~m�0�$ -���6�
�d�6���&��~��0~m�0�$�&�¹���0�0¨h�"�
~��%���
~��
�6�$��~,���J�:�h��~� 6�0�m�¥�¥�
�:~h�d�

λ
 6���6�0Ì����*�6~V�0�6����~$�6���6��~m��� � �:�:�h��~

λ′ �D�*�6���0�0~V­�«À�����0~Ê�6�6~V���0�h�
���0��������d�6�0����~�º��¥~h�����h�J���0~���~��0~m�h�����¥�6�s�:~m�"�¥���%�0�
���*�0~m���:~��6���0���������
���0�����`�:�*�6�j�:~¥�
�����%�:~h�
�������6�6~#�6���6��~h����~ ���%����¢:�0~� %�����
���6��~w}Í±l¿í�:~��0���%����~m��~¥£:~h�  6��~m�
�:~������%���0~�­����%���d�6~� %���
�0~�¦

¦1§e¨1© Ö ¦ Ö ª ã"�������0���0�6� ~�Ô�æ|�  6�0�1��~m�Fæ|�0~h�
���0����~4ÅJ�h�������6��Õ
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���?�����j�h�
�������:~� %��������~h�$��~m�"«¬�����6��~m�
�0~m�V�� 6 %�?�

�0~h�d�0~m���:~m�,� �J�:�h��~m�,Å6}.ÁsÂî H���6�,�����0~m�¥���6�%�������
���%�¥~����6�0�������0�q�d�6~4�:~����� %���0����~�¦
}�~h H~h�%�6���*�h�s�0��~h�§�d�6~��6���%����~ �0�0�0���¥���h���:�0~®�:~ ���¹���%����¢:�0~��0¢J�d�
�?£:���*�6~��`�����0~h�4�6��~
�d�6~.�¥~�� �:�:�h��~��
~��¥���  -���0�0~��:~�«¬��Ï¥���� 6���%�j�¥���:«¬���0� ~�­"�������*�0�6���0�������*�`���6�6~ÊÅ6}.ÁsÂ4¦
Ð"���%�·���������%�w��~©� ���*�0�0~h�»~h�¤�0~h 6�0~h�%���*�»����~¥£:~h�  6��~©�0�6�h���0���*�6~²�:~²ïÆ¦/¾����6�%�0���
¯b¾����6�%�0��� ���Á° ¦*Ð,���%���:���6�6~h�0���%�.~h�%�0�6���0~V��~m���0�m�0�6���
���
��~¥£J -�h�0��� ~h�*�
���:£��:���*���6���%�
�:���0 -�D�0���%�h�?�d�6�6�0~h�4�6��~h�d�Q�¥���:°%�0� ~h���*�6~.�¥~Ê� �:�:�h��~�Ô"�¥������~VÕ�� ��~h�:£����:£��:���6�6�h~m�
�&�¹�� 6 6�0~h�d�0�����
����~��*�`���6�6~�Å6}.ÁsÂ4¦

÷��é�ù��� f×§
�KÎ`¤� �¤ÄÎYý³Î`ú �;��Î ¤�økÏ�¦PÏN �þ�ÿÍÎ
}�~h�$~¥£:~h�  6��~�~m�0�Ê�0���0���&���6�6~��h�0�%�:~��:~�ï²¦W¾����6�%�
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�$����«;�0�m�*�6~h�%�¥~��0~h�����0����~�~m�0�0��� �h~� %���V�6�6~�Å6}.ÁsÂ

�:~����¹���0�6�0~
Ai
�:�F�¥���0 6�%�

τi
¾;°%���6�0~m� Ö ¦ ÷ � Ö ¦ � ~h� Ö ¦  Ã������
�
�*�6~��
��«;�0�¥�

�*�6~h�%�¥~����%�0~h�0���h~�~m�0�
f
¦
fgcfg

~m�0�����#«¬�0�m�d�6~h�%�¥~��0~h�����0����~4�:~����¹���0�6�0~
Ai
~m�
�0��� �h~� %���V�6�6~4Â�}.ÁbÂ
 H���6�

i ∈ {1, 2, 3}
¦

�_�
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~h�V��~��
�� 6 -~h�j�0���*�"�h�����¥�6���m�$�¥����� ~�º

Tx(Pre)(τ̃) =
|E(τ̃ ) ∩E(τ̃ ′)|

|E(τ̃ )|
, Tx(Rap)(τ̃) =

|E(τ̃ ) ∩E(τ̃ ′)|

|E(τ̃ ′)|¦
´ ~w�0~m�¥���%�§�0~m�
��~m�0���q�:~h�d�0���*�6~����² 6�0~h����~h�h���0���6���²�*�6~��|�¹�� 6 6�0~h�d�0���
������~��h��~¥«;�

«;~m�¥�0�6~��0�6� � �:��£J���h��~m���:�®�¥���0 6�%�m�J�0���0�m�������m���0�����0~h��~h�d�h�J~h����~,�0~m�0�Ê�0�6����~��:�³£:���h� ~
�0~m�0�
���d�h¦ ´ ~m���0�m�
�6���
���
�� 6�0�m�0~h�*�0�m���0���*���:~m��� �1¢�~h�6�6~m���:~m���0�m�
�6���
���
�����6�0~h�d�%�.�m��~m�
�M� �0���
����~m�������m���0�����0~m�����6���0�����:£-¦ ´ �w 6�0�m�¥���0�����·~h����~4�
�� 6 -~h���0���d���h�����¥�6���m���
�6����~m�
�0~h�6���$���0�6�0~m�"�0~m�¥~h�?���*�,���F� �����%�Ê�6�6~����%����¢J�
~ ÖµÖ ¦
´ ~�� �:�:�h��~,Å6}.ÁsÂ^���h�0�,�0~m�0�0�,�0�6����~m����¨h� ~m���%���0~m�h�*~h�������������%�:���*�6~V���%¬����@� ��`�_������� ¬��»������Å�¬�¼ �,���µ�,�_���d�6~����»Â�}.ÁsÂÑ��ñ&�0~ ~h�§�¥���  %���
�����0���§����~m�����¡Å6}.ÁsÂ4¦

}�~h�0�0~�������~h�6�$~m�0�V�h�����¥�6���h~� %����º
1− 1−Tx[GCFG]

1−Tx[SCFG]

¦
¯��:°%�`�`��~��¥���0 6�%���®�h�0���0���  6���³°%�� -���6���6�6~��:~h�:£:���h� ~��0�h�0��~��:~��0~m�0�
�h�&~h�©�0�¥�

�:�6���
���*����~m�Q�����-~h�����:~m���6���:���0~h�0� ���%���:£�­���~h�6�� 6�0~h� ���h�0~$��~h�0�0�0~��D~h��~h�#�0�6 6 6�0�������*�
��~m���0�h����~m���6�%�����0~m�h���:~�«À��Ï¥���²­w���6�0~h�6�����6�6~ ���
�����������0~��6~h�0�0~h� ~h�d�� 6���%�����4�6�³�
���6µ��
�6�������*�6~h����~$�|���6�0�������
���0�������:~��0�
���0���
�0���d�6~m���0~h�4�6��~V 6���%�� H~h�0�0���6~h�d�0~��J��~m���0�h����~m�
�� 6 %���
�����
�
���*�"�������
�$ 6���%�$�0���6��~h�d�"�6���%�"��~��¥���0 6�%�"�&�¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~�¦
÷��é�ù��÷ Ó× �©�¡�ÿ;©�©? �¦�§
´ ��~¥£:~h�  6��~��:~��q���0~m�¥�0����� Ö ¦ ÷ ¦ � � ���d�0�0~��d�`���6�6~�Å6}.ÁsÂ �:���*����~m�" %���
��� �h�0�0~m�

�0���d�4�� 6 6�0�����:~h 6�6�����6�²�¥���0 6�%�����0�-���0���0�� -~h�6���0~#�¥���  H���0�0~h��~h�²���%����¢:�0~ �:~�«À�?�
Ï¥���F���%���0�0~h�%�:�6~��%�?ñ&~m�¥�
���d�"�:~m�Ê 6�0���%���6�������0�m�. 6���%�.���
���%�:~m�V­��:~m�Ê«;���0��~m���0~h�%�¥���:�
�0�0�h~m� � �����%���0���6��~h�d�®�6���%� ��~¡�¥���0 6�%�h¦$Å*�6� ��~F� ¨h��~®~¥£:~h�  6��~����6�6~©Â�}.ÁsÂò�
~
�¥���  -���0�0~�~h�»�0~h�����%�
�6~4�¥���:«;���0� �h��~h�d�,­ �������d�0�6���0�����`¦�}�~h�0�0~��:�³ñ&�h�0~h�%�¥~�~m�0�V 6�0���:�
�¥�� %����~h� ~h�*���:�6~w���:£Æ�¥�0���0�h�0~m�4�&�¹�� 6 6�0~h�d�0�����
����~F�:~m��� �:�:�h��~m��ºs��~m��Å6}.ÁsÂû�h�
���d�
�%�0�6~h����~h��~h�d���¥���%�0�q�:�h�0�h~m�#�¥��� ��~»�:~m�����J�:�h��~m� ���h�6�h�
���0�³«¬�m�����¹�� 6 6�0~h�*�0���
�
����~¶�:~
��~h�6�
�� %���
��� �h�0�0~m�#�0~®«¬������~h�Ó���?£:��� �q�
���d�4���¶ 6�0���%���6�������0�w�&��~h�6��~h�%�:�0~h���6�y�¥���½�
 6�%�" %���,�6�» 6�0�:�¥~m�
�0�%�,�0�0�J���%���0�0���*�6~� 6�0�:�:�6���
���d�,�6�·���0�6�0~4�:~h 6�6���"�
���
���¥���6~�¦ ´ ~
�¥�0���0�h�0~��&�¹�� 6 6�0~h�d�0���
������~�~m�0���:���%�VÖ �

pλ(C)
�-���?£J��� ���0��~h�©�?ñ-~m�¥�
���*� l%rjnÉu?adxHcqe*f

�:~m�� 6�0���%���6�������0�m�" 6�0�� H���0�0�����6�6~h����~m�,­#��~h�6�"«;�0�m�*�6~h�%�¥~�~h�¶�¥���0 6�%�h¦ � �·�0~h�b� �:�:�h��~
«¬�����,�� 6 %���0~h� � ~h�*�,�|���d¢J H���0�6�m�0~��*�6~���~������6�D����~�~m�
�@�,�N�®�,��¬��µÆ.¸_���3�_�­¸¥�«���´�������N�
���
��� �����0���h���|¦
´ ~m�,Â�}.ÁsÂ ~h�F�0~h�����%�
�6~��
���d�$ -~h�%�0�h~m�V�¥��� � ~��:~m�Ê� �:�:�h��~m�Ê -���6�Ê���¹���%����¢:�0~��

�&����Ùw��~h�6���¥�0���0�h�0~��&�¹�� 6 6�0~h�d�0�q�
�
����~
pλ(C|W )

�6�d�6�&�¥���0�0~m�0 -���%�#���d�0�6���0����~h��~h�d��­����
 6�0���%���6�������0���&��~h�6��~h�%�:�0~h�,�6�¶�¥���0 6�%�,�&�¹���0�6�0~m��­� %���0�0�����:~���~h�6�
�$«¬~h�6������~m�h¦�Å*�� H�D�0�
�0���6��~��%�¥~��¥�0���0�h�0~��0~h�
���#�?£J�������0�"�����
�
�d�6~���~m�$ 6�0���%���6�������0�m�"�?ñ-~m�¥�0�h~m� l%r�nyl6u?vsu?edf
Ú�Ú P®Ü�é«ç�á?â,àºß�å�áVß�àPðÁàPÛÝÜ�ñ´ß�Ü7�-�KÜ´ìèß�àPàºä�å¥ä�àºá?Ûèà5�4à«ãMå�ðNî à«ã�â�ìóß�ç�ã

13, 5%
ä�áÁß�Ûèà«ä 	 Ü´ä�à«ä�ðVà�å�à«ä�åµí,ðÁá�öÜ�ìóå�æMáÁàùðÁà�ãÁç)� 	 ß�à«á?ä�àºäZßN
«ñ�Ûèà«äëã®î Ü�ÞÁÞ�Ü´ß�Ü´ìèä�ä�à«ãMå�æMá®î áÁã?à=��ç�ìèä�ðÁÜ�ãÁä¨ÛÝÜ 	 Ü�ä�àB�ÁÛÝàºä¨ßN
«ñ�Ûèà«ä�Ü´Þ?ÞVß�ìÝä�àºäðÁÜ�ã?äPÛèà�éºç�ß�Þ?áÁä�ðNî Ü�ÞÁÞÁß�à«ãMå�ìèä�ä�Ü�ñ�à³ã?àëä�áF�4ä�à«ãMåPÞ?Ü�äi8;ðÁç�ãÁã?àºß�áÁã?à�Ü�ã�Ü´Ûb�Áä�àà8

86, 5%
ðÁà«äPÞ�OÁß�Ü�ä�àºäðVà¨ÛÝÜ 	 Ü´ä�à¨ðÁàPå�à«ä�åµô \ î Ü´áÁå�ß�à«ä`ß�ò«ä�áÁÛèå�Üxå�äZðVà«ä�EwC�D÷EBä�ç�ãMåZðVç�ã?ãÁò«ä¥ð?Ü�ãÁä¥Ûèà�é+O�Ü�ÞÁìóå�ß�àHG�éºç�ã?éºàºß�ã�Ü´ã�åÛèà«ä�EàhiAjE;ô!ÿSÛÝä�ä�ç�ãMå¥ç 	 å�à«ã�á?ä`ä�áÁß¥á?ã�éºç�ß�Þ?áÁä¥Þ�à¢ßN�4àºå�å�Ü�ãMå`Û½î Ü�Þ?ÞVß�à«ãMå�ìèä�ä�Ü�ñ�àëðÁà�ñ´ß�Ü7�-�KÜ�ìóß�à«ä¥Ü5��Ü�ãMåáÁã?àà�4à«ìèÛèÛèà«áÁß�à³éºç�á?â�àºß�å�áÁß�à³æMáÁà�ã?à�Ûèà³Þ�àºßN�4à¢å&A�ÔwA�`&Õ&ÕàUPôÚ´
 â�ô ä�à«éºå�ìèç�ãJIVô I;Þ�ç�áÁß¨Ûèà«ä�ã?ç�å�Üxå�ìèç�ã?ä

��L
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Test = Apprentissageï·�J�:�h��~ Ä�£&¾Àã,�%�JÃ Ä�£&¾×¾D�%�¥Ã ¿ ê
}����0 6�%��Å*�%�
���6�6~
Å6}.ÁsÂ

1 0, 782 0, 989 0, 988Â�}.ÁbÂ
1 0, 845 0, 994 0, 993Ç���� ���d�6�0�����w�:�»Ä`£¡�&��~h�0�0~h�6�

29% 43% 42%}����0 6�%�,�0���  6����°%�
ï·�J�:�h��~ Ä�£&¾Àã,�%�JÃ Ä�£&¾×¾D�%�¥Ã ¿ ê
Å6}.ÁsÂ

1 0.568 0.964 0.962Â�}.ÁbÂ
1 0.605 0.968 0.966Ç���� ���d�6�0�����w�:�»Ä`£¡�&��~h�0�0~h�6�

8, 6% 11, 4% 10, 3%

Test 6= Apprentissageï·�J�:�h��~ Ä�£&¾Àã,�%�JÃ Ä�£&¾×¾D�%�¥Ã ¿ ê
}����0 6�%��Å*�%�
���6�6~
Å6}.ÁsÂ

0, 135 0, 472 0, 911 0, 927Â�}.ÁbÂ
0, 135 0, 462 0, 908 0, 924Ç���� ���d�6�0�����w�:�»Ä`£¡�&��~h�0�0~h�6�

−2% −3% −4%}����0 6�%�,�0���  6����°%�
ï·�J�:�h��~ Ä�£&¾Àã,�%�JÃ Ä�£&¾×¾D�%�¥Ã ¿ ê
Å6}.ÁsÂ

1 0.860 0.983 0.982Â�}.ÁbÂ
1 0.866 0.984 0.983Ç���� ���d�6�0�����w�:�»Ä`£¡�&��~h�0�0~h�6�

4, 1% 4, 5% 5, 6%

¦B§e¨Q© Ö ¦ � ª ê"�m�0�6���
���
���¥���  %���0�m�Ê�:~m��� �:�:�h��~m��Å6}.ÁbÂ^~h�ÊÂ�}.ÁsÂ��J�0�6��6�6~��
¸����6~��&�¹���%����¢:�0~��0¢J�d�
�?£:���*�6~�¦

��Ö
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�:~$� ¨h� ~m�b«¬~h�6������~m�b�0~h�0���*�� 6�0�� H���0�0�����6�6~h����~m��­���~h�6�b«;�0�m�*�6~h�%�¥~$~h� �¥���0 6�%�h¦J}������ ~
����¢#���0��Q������ � ~h�d�.�:~, %���
�����h�0�0~m�.�6���%�.����~¥£:~h�  6��~" H���6�Ê���0�0~h���%�:�0~��¥~,�0�m�0�6���
���h�
�¥~h���®~¥£J 6�����d�6~4���¹���:�m�*�%���0�����© %���½«¬�����0~��:~m��«;�0�m�*�6~h�%�¥~m���0~h�����0����~m�����%�0~h�0���h~m��~h�����½�
�0�0���6�6�h~m�h¦
´ �Æ�0~m�¥�0����� Ö ¦ ÷ ¦ � �0~h�����0~·���%�
�0�$��~w«À����� �*�6~F�0~h 6�0�m�0~h�d�0~h�®��~m���0�0�0�%�¥�0�6�0~m�¶¾�>�¿

→
> Ð,¿ö¿�¿$Ã�~h�©¾ÀÐ�¿

→
Ç�~h�wÐ,¿ ¿�¿$Ã��:~»«À��Ï¥���é�0��� ���q�����0~F�6���%�#��~¶�¥���0 6�%�

¾¬��¦�~�¦%���·�0���6�0~m�,�:~h�:£¡�� 6�����6��~m�m���¥��� � ~����¥�|�6���¡�0���6�0~m�,�:~h�:£»�
���%�$«¬���0� ~���� È ���%�8�
�0����~,�:~�}��6�����0âJ¢HÃb���6��� ~h�*�0~,��~m�� -~h�½«;���0�����%�¥~m�.�:~m�VÅ6}.ÁsÂ^�� 6 6�0���0~m�h¦Jæ|�H�`��~h�#~m�
�
�0��~h�» -���6�"��~m��Â�}.ÁsÂ��H�*�6�s�0~4�¥���  H���0�0~h�*�, %���½«À�����0~h� ~h�*�,�6���%�,�0���%�"��~m�"�h���h¦`}�~¥�
 H~h�%�6���*�h�-�:~m�,�0~m�0�
���0�6�"�:~m���¥���0 H���
�� 6���%�V�0�m�������0�0~m�9¯b¾����6�%�
��� ���Á° �����d�0�0~h�d���*�6~
�0~h�6�����¹�� 6�����6���
�
~h� ~h�d�����6����~h�d�0~©���h�0���
���6��~h� ~h�*�#��~m�� -~h�½«;���0�#���%�¥~m�#�:~m�¡Å6}.ÁsÂ4¦
ï²¦�¾D���6�%�0���Ó�0���6 -Ï¥���6�6~w�*�6~#���»�
�����0���Æ~h�²~m�0�4���¹�?ñ`�����6�����
�
~h� ~h�d���:~®�����d¢J H���0�6�m�
~
�&�����%�:�h -~h�%�6���%�¥~4�:~m�,�0�h����~m�, 6�0�����:�d�6�� %�����¥~h���� 6�����6���
�0~h��~h�d�h¦�æç�s�0~h�
�����V���d�0�h�0~m�0�
�
���d���:~�� ~m�0�6�0~h�"�����%�0�`����~¥ñ&~h�V�&���6�»�� 6�����6���
�
~h� ~h�d�$�:~m�"�
�0�0�%�¥�0�6�0~m�"�0�6�V�|�¹�� 6 6�0~h�:�
�0���
�
����~·�&���6�6~ªÂ�}.ÁbÂ4���*�6�"�6~»«¬������ %�����¥~h�0�0~¶�d¢J H���0�6�m�0~¶�&�����%�:�h -~h�%�6���%�¥~Æº���~
 H���0~h�*�0��~h���&���6�6~��0�h����~ ¢¶~m�0���h�����¥�6���� %�����
�� 6 H���0�����:£ª -���0~h�d�0��~h�q���:~ �0���6�0~m����~m�
�0�h����~m���:~#���F���
��� �#�����0~��� 6���6�0Ì����*�6~� %�����
�� 6 H���0�4���:£²�0~h�6��~m���0�h����~m���:~���¨h� ~
�0¨h�0~�¦
´ ~m�� -~h�½«;���0�#���%�¥~m�,�&���6�6~�Â�}.ÁsÂÑ�
���d���0�0�m�������0���½«À�����
���d�0~m�"~h�ª���6�0�����0~m�0�4¾À�¥���

�����6�6~
Test = Apprentissage

�:~»���¶°%���6�0~ Ö ¦ � Ã�º�����~m�¡��~F��¨h� ~w�6�����6�0~¶�:~
 %���
��� �h�0�0~m���*�`���6�6~,Å6}.ÁsÂé�� 6 6�0�q�0~$�6���%����~m�b� ¨h� ~m�Q�¥���%�:���0�����%�m�?~h����~��0�m�:�6���Q�&���6�
�0��~h�
����~$�
���:£��:~" 6�6�
���0~m���#���%���%����¢J�
�h~m�h�D~h���:~V�������0���Ê��~¶�'����������~h�� 6�0�m�¥���0������~h�
~h�»�
�� 6 -~h��¾À���·�6����~m���·�:~m�,�����-~h���¥Ã`²6~h����~#Ô��¥������~4Õ®���%�:���
�¥�6�
���6��~h� ~h�*�V� ��~h�:£F���:£
�:���6�6�h~m�h�&�¥~��*�6��� ���d�0�0~��*�6~���~��¥�0���0�h�0~4�&�¹�� 6 6�0~h�d�0�����
����~�~m�
�"���6�� 6�0�4­����¹���%����¢:�0~
�0¢J�d�
�?£:���d�6~�¦
¯��Æ���h�6�h�
�������
���0�����É¾À�¥�������6�6~

Test 6= Apprentissage
Ã
�j��~m��Â�}.ÁsÂí�6~#�
~h���

�6��~h�d���6�0����~m���d�6~$�����
�
�d�6~Ê��~m�b�0�h����~m���d�6�6�� 6 %���
�����
�
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A
��I�l�jyxql

σ[ΩA]s/��xqln��ju{��°�¢{�jyx�{��¨�u�n{vs/{�oqr�tyxµ�n{�x «¶p�w���� {�j�o�x�s/{
C
s/{�p�w�z|lnju{

A
§ª��tuluxqr�j�o®w�tyx�xqluoqr�tyx�n{�x�«¶p�w���� {�j�o�x�lnjulnoql�w�t/�¹s/{

ΩA
ï
σ(ΩA) = Ω(A)

ñ��
! {ejur����upq{¸s��¢r/z�z|tupqpq{�jyz|{�xks��¢tuj¤«¬p�w���� {�j�o

τ
suw�jyx¾tuj¤z|r�pq�utyx

C
{�xqo�jur�oq�

f(τ) =
∑n

i=1 f(τ, ti)
�,­µj/õyj §,��o�w�j�o¡s/r�juju��tujX«¶p�w���� {�j�o

τ
s/{¹p�w�z|lnju{

r(τ)
§H��w

JLK�M�NM�*D,�HA D�K�D��PO(#���QRD
F (τ)

s/{
τ
suw�jyx

C
{�xqo¾s/�|õyjuln{e�yw�p

F (τ) = f(τ)
f(r(τ))

�� r�tup �upqr/s/tulnpq{®tuju{®jur�tu¯�{����n{®�u~up�w�xq{����yw�pqoqlnpUs/{�x w�pq�upq{�xÜ���n��� {�j�o�w�lnpq{�xÜs/te��r��s/���n{�§yr�j
tuoqln��l�xq{��°�¢r�����p�w�oql�r�j¤s/{�'��*S 'L#��F#��T#��F%��VU��B�>%��7W5#5D?K X@���HO��P�YD[Z¥����'$\@�(O��]AL^]D3§��tul©{�xqovtuju{k«¬r�jyz|oqlnr�jm�yw�pqoqln{��n��{kxqtup��n{�x��yw�lnpq{�xvs/{�«¶p�w���� {�j�o�x��*0�{�oqoq{Jr��©��p�w�oqlnr�j�s/{xqtu�yxqoqlnoqtuoql�r�jS{�xqo�s/�|õyjuln{¨�©r�tupks/{�t/�Àw�pq�upq{�x
α
{�o

β
xqlU{�o�xq{�tu�n{�� {�j�okxql ��w p�w�z|lnju{

ù`_
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s/{

β
{�xqo¸l�s/{�j�oql���tu{ w�t¿jur�j/�°oq{�pq� l�jyw��®�n{¡�u�ntyxe�¤�ªw�tyz�~u{¹s/{�xe«¬{�tul��n�n{�x}s/{

α
�Uº�ju{

U�MjK���QRO/#��F%��&ï¶r�tkU�MjK���Q�O(#��F%��B��O��TAj^]D�ñ
α1 ◦ · · · ◦ αn

s��¢tuj&w�pq�upq{
t
�yw�pqo�s��¢tuj&w�pq�upq{lnjulnoql�w��

α1 ∈ σ(t)
{�oez|r�j�oqlnj�tu{ {�j¿xqtu�yxqoql�oqtyw�j�oJlnoq��p�w�oqln¯�{���{�j�o}�°��w�pq�upq{

αk+1
����w«¬{�tul��n�n{�jur�j/�°oq{�pq� lnjyw��n{Rl���w��u�ntyx����ªw�tyz�~u{¨s/{e�Ý��w�pq�upq{

(((α1 ◦ α2) . . . ) ◦ αk)
��}w�jyx��n{¸��r�s/���n{��ei�� z|��w�x�xql���tu{�§�z|r���� {¸�n{�s/�|õyjulnom,�r�s�§©��w¹�upqr��yw��uln�nlnoq��s/{xqtu�yxqoqlnoqtu{�pv�°��w�pq�upq{

α
s/{�p�w�z|l�ju{

A
��tuj�jur�j/�°oq{�pq� lnjyw��

A
{�xqov�n{}jur����upq{}s��¢r/z�z|tup��pq{�jyz|{�x�s/{

α
suw�jyx¸�n{¹z|r�pq�utyx¨s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§,s/ln¯�l�xq�¡�yw�p¸��{ jur��¨�upq{¹oqr�o�w���s/{�xr�z�z|tupqpq{�jyz|{�x�s/{�x¾w�pq�upq{�xks/{Jp�w�z|lnju{

A
"

p(α) =
f(α)

∑

α′∈σ[ΩA] f(α′)

ïenu�Yo�ñ
! w&�upqr��yw��uln�nl�oq�

p(d)
s��¢tuju{ms/��pqln¯�w�oqlnr�j

d = α1 ◦ · · · ◦ αn
{�xqo�w��nr�p�x¨s/�|õyjul�{�yw�pCp

p(d) =
∏

α∈d

p(α) = p(α1) . . . p(αn)

! w¿�upqr��yw��uln�nlnoq�¤s��¢tujöw�pq�upq{&{�xqo¡���ªw��n{S�¿��wÁ�upqr��yw��uln�nlnoq�
�©r�tup���t �¢tuju{S��tu{��Ã�z|r�jy��tu{�s/{�xq{�x¨s/��pqln¯�w�oqlnr�jyxexqr�lno¸�upqr�s/tulnoq{�§ z|{¹��tul�z|r�pqpq{�xq�©r�jysX�
��w¤xqr�� � { s/{�x�upqr��yw��uln�nlnoq��x�s/{kxq{�x�s/��pqln¯�w�oqlnr�jyx���£�r�l�{�j�o
τ
tuj¹w�pq�upq{�{�o

d1, . . . , dn
x�{�x�s/lEq���pq{�j�oq{�xs/��pqln¯�w�oqlnr�jyx}��rªx�xqln�u�n{�xCr¼§�r/s¿z�~yw���tu{

dj
{�x�o}z|r�jyx�oqlnoqtu� s���w�pq�upq{�xJ���n��� {�j�o�w�lnpq{�x

αijs/{
��w&��p�w�� ��w�lnpq{¹oq{���x���tu{
α1j ◦ · · · ◦ αmjj = τ

�
αij
{�xqo¡w�lnjyxql��n{

i t&u1v w�pq�upq{���n��� {�j�o�w�lnpq{es/{e��w¡s/��pqln¯�w�oqlnr�j
dj
�HIk�nr�p�xv��w��ei��,�°�upqr��yw��uln�nlnoq�

PDOP (τ)
s/{

τ
{�xqos/r�juju��{¸�yw�pw"

PDOP (T ) =
∑

d⇒T

p(d) =
∑

d⇒T

∏

t∈d

p(t) =

n∑

j=1

mj∏

i=1

p(αij)
ïenu�yx�ñ

r/sÂ÷
d⇒ T

ø¡xql���julÃõy{¨÷}�©r�tup�oqr�tuoq{�s/��pqln¯�w�oql�r�j
d
�upqr�s/tul�x�w�j�o��Ý��w�pq�upq{ks���w�jyw���n�/xq{

T
ø<z��

Ù®Ú°ÛÜÚF{ è�ã�|~}�ã�ä&�uà/�1é¤ç�����|µç��7�°å�Þþá¤è
� ��,�r�juju{��¹w�w�� l�xU{�j¡��¯�l�s/{�jyz|{�z|{�pqo�w�lnju{�xH«Äw�ln�u�n{�x�xq{�xHs/t¡� r/s/���n{v�Ji��"÷�z|��w�x��xql���tu{¸ø�§yl°�¢{��uoq{�� ��tu{J�n{Js/�|õyjulno�,�r/sÂ²-,�r�juju{���w ³�³�´°§y��tu{J�°�¢r�j
¯�w¡s/��o�w�ln�n�n{�pvl�z|l°�
! {�� r/s/���n{®�ei��&{�x�oÜtuj¸� r/s/���n{�O(Um^T%�A {�j¨z|{�xq{�jyxU��tu{���wv�upqr��yw��ul��nl�x�w�oqlnr�jes/{�xxqr�tyx��Ýw�pq�upq{�x����n��� {�j�o�w�lnpq{�xkju{¨pq{��©rªxq{¨��tu{�xqtup�tuju{�~u{�tupql�xqoql���tu{¸s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§{�o¾jur�jSxqtup�tuj¤z|pql�oq��pq{e��w�oq~u����w�oql���tu{��
�&� �����?�&�����������
�������E�P�������L�` 
¡Y��¢5£��P��¤j����¥R����¦P��¥R§y¨�¨�����© ¥������&ª��&�[�R� ���«¨��[¨y� ª/��¨>��¬e�«¥R���R�L�R­

�&���&®[§���� ¨<�R�1¨y��¯��5� ®[®°� §-�&�L±
²
t ∈ d

�&�����&³�¬´���?�&�1¨��1¦E��§-�1µ?¥��i¨y�1¦¶�5� ¯ ®[���?�
t
�`�C�´�&§y·�§y�/�«¸¹¨¶���R³��&§�º ���&§��L�

d
±

»�¼ � ��¬$¥��R�½¯��5� ®[®°��§��&�¾¸¿¬´¥�ªR¬e�&§��&¥��&§��L�À��© ���&ª��&��¬�Á�� ¥B·�� �?�´�5� §-�&�Â����¬�¯��5� ®[®°� §-�&��¬$Ã����&¬e­
·�� �?�&��Ä��&��¬�ÁÅ¥R�Â���&ª��&�Æ�/��¥R����ºj� §����R¨y¥R¬´§���¥R�&¬��R³��&§�º ���&§��L�R¬�Á�·��L®[®[�m¨��w®[�L�?�´�&�m��������Ä���®[��¨��m¨��
�5��ª�¨���� ¥m�R�Ç¨y�¹È`¯ ¥R�&�ÇÉ�± Ê

Ë�Ì ��®[Í�®[�����&ª��&�c��© � ��� ¨-Î�¬´�~�/��¥R�7������Ï(���7�/�L¬´¬´³��R���>��¨�¥�¬´§���¥��&¬H�R³��&§�º ���&§��L�R¬>��§-Ï(³��&���?�&��¬~ÐE���H·��
®°��¨y¯��&³c¨¶�1·��L��ºj���?�&§��L�[���Å�&³�³�·��&§-�&¥��&�
���~¨y�i¦P��¥R§y¨�¨������L��­Y�&���&®[§��`� ¨��~¨y�1��¨�¥R¬>¸1¯L� ¥R·ÑÃR�����Ò�R�&��®[§�����Ó5±
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! �¢lnjujurF¯�w�oql�r�jm��w¸�u�ntyx�ln� �©r�pqo�w�j�oq{}w��u�©r�pqoq��{��yw�pv�n{k� r/s/���n{k�ei������°��w�jyw��n�/xq{xq��j�o�w��/l���tu{¹�upqr��yw��uln�nl�x�oq{¡{�xqo¸�n{�«¶w�l�o¸��t �¢l���z�~ur�l�x�lno¸s��¢tuoqln�nl�xq{�p½#&%���'J�n{�xJ«¶p�w���� {�j�o�xs/tMz|r�pq�utyx¨s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{¹z|r�� � {¡�yw�x�{�s/{���wS£�¥�£u¦��HikjX�©{�tuo¸xq{ s/{���w�jys/{�pz|{���{�jysuw�j�o�x��¢ln��{�xqo���{�pqoql�ju{�j�o s/{
s/�|õyjulnp���w&�upqr��yw��uln�nlnoq�ms��¢tuj «¬p�w���� {�j�o��yw�p�x�w«¬pq����tu{�jyz|{Àpq{���w�oqln¯�{&suw�jyxm�n{Àz|r�pq�utyx�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§��yw�pq� l��n{�x «¬p�w���� {�j�o�x�s/{� ½�� {¤p�w�z|l�ju{���­µj'�yw�pqoql�z|tu�nln{�p�§�z|{���w¿ln���u�nl���tu{mtuju{&jur�pq��w��nl�x�w�oqlnr�j·��tul�s/����{�jysoqpq��x¹«¬r�pqoq{�� {�j�oms/t'jur��¨�upq{Ás/{&«¬p�w���� {�j�o�x¹w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�o�suw�jyxm�n{Sz|r�pq�utyx�w�¯�{�zz|{�oqoq{¡p�w�z|lnju{��Ü� r�tupJtujÁ«¬p�w���� {�j�o
τ = A(τ1, . . . , τk) = I

τ1 . . . τk

§

��wÀo�w�ln�n�n{¹s/{
�°�¢{�jyxq{����u�n{¹s/{
xq{�x�«¶p�w���� {�j�o�x�l�julnoql�w�t/�¿{�xqo�s/r�juju��{
�yw�p¡�°�¢����tyw�oqlnr�jpq��z|tup�xqln¯�{2"

|σ(τ)| =
k∏

i=1

(|σ(τi)|+ 1)

! w�jyw�oqtupq{�{|�/��r�ju{�j�oqln{��n�n{µs/{��°�¢r�����p�w�oql�r�j¸s��¢{|��oqp�w�z|oql�r�j¸s/{®«¶p�w���� {�j�o�xUln� �u�nl���tu{��tu{k�n{�xµ��pqrªx�w�pq�upq{�x�s/tmz|r�pq�utyx�w��u�©r�pqoq{�j�o�tuju{kz|r�j�oqpqln�utuoqlnr�j¹s/l�xq�upqr���r�pqoql�r�juju{��n�n{|�� {�j�ok��p�w�jys/{¨�¡��w¡��w�x�xq{es/{�x��upqr��yw��uln�nlnoq��x�� ! {¸�u�ntyx���pqrªx�z|r�jyxqoqlnoqtyw�j�oks/{ep�w�z|l�ju{
A
s/{�x¨s/r�juju��{�x�s/��oq{�pq� l�ju{��°�¢r�p�s/pq{�s/{¹��p�w�jys/{�tup�s/{m��w¤�upqr��yw��uln��lnoq��s/{moqr�tyx¸�n{�x«¬p�w�����{�j�o�x�s/{Jp�w�z|l�ju{

A
�ikjþ��{�tuo¨ln�n�ntyxqoqpq{�pez|{�o¨{jq©{�o¨�yw�p¨tujþxqln� �u��{�z�w���z|tu��" x�tu�u��rªxqr�jyx�§U�©r�tupe«Äw�lnpq{xqln� �u��{�§©��tu{ ��wm�yw�xq{�s/{¹s/r�juju��{�x¸xqr�lnoJz|r�jyxqoql�oqtu��{�s���w�pq�upq{�xe�ulnjyw�l�pq{�x}����tuln��ln�upq��x~Ôxqtu�u�©rªxqr�jyxµs/{v�u�ntyx ��tu{v�°�¢tuj�s/{�xµz|r�jyxqoqlnoqtyw�j�o�x

τ1
s/{vp�w�z|lnju{

A
xqr�lno,s/{v�upqr�«¬r�jys/{�tup

6
§�{�o¤��tu{Áoqr�tyx
�n{�x

n
w�tuoqpq{�x¤z|r�jyxqoql�oqtyw�j�o�x

τ2, . . . , τn+1
s/{Áp�w�z|lnju{

A
xqr�l�o�s/{�upqr�«¬r�jys/{�tup

5
� � r�tupJ��w��upqr�«¶r�jys/{�tup

5
§���w¹¯�w��n{�tup}s/{

|σ(τi)|
{�x�ok���ªw��n{¡�

458329
§{�o¸�©r�tup¸��w��upqr�«¶r�jys/{�tup

6
§
|σ(τ1)|

¯�w�tuo¸{�j�¯�lnpqr�j
2, 1.1011 �10�{���w¤xqln��julnõy{ ��tu{¹��w�yw�pqo�s/{e��w��¹w�x�xq{Js/{e�upqr��yw��uln�nl�oq��x�s/{�x¾«¬p�w�����{�j�o�x¾s/{ep�w�z|l�ju{

A
w��yxqr�pq�©��{J�yw�p¾�n{�x«¬p�w�����{�j�o�x¾s/{e�upqr�«¶r�jys/{�tup

6
{�xqo¾s/{

(2, 1.1011 − 45329)/(2, 1.1011 + n.458329)
��Ur�tup

n = 999
§Uz��¢{�xqo��Ý���Ýs/l�pq{ ��tu{�o�z|r�jyxqoqlnoqtyw�j�oe�yw�pq� l[o�ó�ó�ó
{�xqoJs/{¡�upqr�«¶r�jys/{�tup

Õ §�z|{���wexqln��julÃõy{k��tu{
99, 8%

s/{���wJ�upqr��yw��uln�nl�oq��s/{�x®«¶p�w���� {�j�o�x�s/{�p�w�z|lnju{
A
¯�w¸w�t/�«¬p�w�����{�j�o�x�s/{J�upqr�«¶r�jys/{�tup

6
�

acbedHb
Ö~bFd × �©ýÀØ��1ûR����ý;�<�������Uû¾�
�<���(Ùc��ýÀØig��<�
0�r�� � {�ln�yj �¢{�xqo��yw�x���¯�l�s/{�j�o�s/{�¯�r�lnp�z|{k��tu{kz|{�oqoq{k�upqr��upqln��oq��ln���u�nl���tu{v��tyw�j�ow�t¡z|r�� ��r�pqoq{���{�j�o,s/t¨� r/s/���n{®{�j�����ju��p�w�oqlnr�j�s���w�pq�upq{�x�§��upq{�jur�jyxµs/{�t/�¸{|�/{�� �u�n{�x�"�n{®�upq{�� l�{�pÜ{|��{����u�n{®z|r�jyz|{�pqju{�tuju{��yw�xq{�~����©r�oq~u��oql���tu{�s���w�pq�upq{�x�§�suw�jyxÜ��w���tu{��n��{µr�jj �¢r��yxq{�pq¯�{�p�w�lno¾w�tyz|tuju{es/���©{�jysuw�jyz|{J{�j�oqpq{J�n{�x�pq�����n{�xvs/{}pq����z|pqlnoqtupq{}~ur�p�x��Ýz|r�j�oq{|��oq{��tul���wÂz|r�jyxqoqlnoqtu{�j�o�������x���w���lno s/r�jyz¤s��¢tuju{&�yw�xq{¤�yw�p�«Äw�lnoq{�� {�j�o�s/��z|pqlnoq{¤�yw�p¹tuju{

_ ó
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£*0�Ú ¦�� ! w¡s/�|õyjulnoqlnr�j�«¶r�pq� {��n�n{}s��¢tuju{eoq{��n��{���p�w�����w�lnpq{}{�xqo¾s/r�juju��{¨z|ln�Ýs/{�x�xqr�tyxm"£�r�lno

G
tuju{���p�w�����w�lnpq{�~ur�p�xq�Ýz|r�j�oq{|�/oq{exqoqr�z�~yw�xqoql���tu{��TIktmpq{��ªw�p�sms��¢tuju{}oqpq{�{|��yw�j*)

C = τ1, . . . , τn
§Ü�n{�x}�upqr��yw��ul��nlnoq��xes/{ �upqr/s/tyz|oqlnr�jXs/{

G
xqr�j�o¸s/r�juju��{�x¸�yw�p�°�¢{�xqoqln�¹w�oq{�tupexqo�w�jysuw�p�sXs/{¹�n{�tup}«¬pq����tu{�jyz|{�pq{���w�oqln¯�{¿"

p̂(A → α) = f(A→α)
f(A)

� ! w�upqr��yw��uln�nlnoq�ew�x�xqln��ju��{}�yw�p
G
�¡tuj¤w�pq�upq{

τ
{�xqo¾s/r�juju��{e�yw�p

pG(τ) =
∏

(A→α)∈G pG(A → α)f(A→α;τ) �µ£�tu�u�©rªxqr�jyx���tu{ C w�lno¨��w¤�upqr��upqln��oq���tu{¸��r�tup�oqr�tyx��n{�x�«¬p�w�����{�j�o�x
β
��w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�ow"

f(β)

f(r(β))
=

∏

(A→α)∈G

pG(A→ α)f(A→α;β) ïenu�y.�ñ
0�{�oqoq{¤����tyw�oqlnr�j {|���upqln��{¹�n{¹«Äw�lno¡��tu{��n{�x�w��u�u�nl�z�w�oql�r�jyx�s/{�pq�����n{�x¡s/{
pq����z|pql�oqtupq{s/{

G
suw�jyx

C
x�r�j�o¨s/{�xe��¯���ju{�� {�j�o�x¨lnjys/���©{�jysuw�j�o�x��µikj¿�°��w��u�©{��n�n{���wBAC%��7#´K�O����7#5D

UcÛ �S�HU<MÑZ]D,�HU�O��HA�D3� ! w õy��tupq{�nu�Yo¨� r�j�oqpq{�tuju{¨l�jyxqo�w�jyz|l�w�oqlnr�j&��rªx�x�ln�u�n{es/{
C
§©r/s

Gz|r�j�oqln{�j�o��n{�xvpq������{�xÆ"
pq�����n{

r pG(r)

S → A
o��Rn

S → B
o��Rn

S → A B
o��`x

A→ 0
o��`x

A→ 1
o��`x

B → 0
o��`x

B → 1
o��`x

Ü&ÝjÞ ÜFß�Þ Ü�à�Þ ÜYá�Þ Ü�â�Þ Ü�ã�Þ Üeä�Þ ÜFå�Þ
τ æ

ç

è

æ
ç

Ý

æ
é

è

æ
é

Ý

æ
ç

è

é

è

æ
ç

è

é

Ý

æ
ç

Ý

é

è

æ
ç

Ý

é

Ý
f(τ) 1 1 1 1 1 1 1 1

F (τ) 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

êÒëFì¹í
î*ïYð�ñVòÒó/ô�õ¾öÅ÷�ó`ø�ù*ø�õ�ô
C1

ø�õ�ô�ú�õ�ûjüCó`ý�ü�þ
ó�ûjÿ/ý7ö��Yü��Yÿ/ý;öÅ÷��Yý7ö��?ú>õ?ý��
ö*ó`ý7ûjõ°ö]õ�ô1ø����/þYõ�ô
	*ÿ/øCô��5ûjÿ/ý<ü�õ
�Tü�õ�ô����Fø������*õ?ý7ûjõ�ô1õ?ý�ûjÿ/ø�ú��7ô����eø������*õ?ý7ûjõ�ô
ø�õ?þ
ó`ü����/õ�ô?ï

�có������*ø�õ î*ï�� �Yý7ö��!���*õ�ú�ÿ��*ø þ
óBù7ó/ô�õ
C1

þYõ�ô"��ó`þYõ��*øCô¾ö]õ�ô ú*ø�ÿ/ù7ó`ù��Yþ#�Yü���ô$�?þ#�
�
% õ?ý�üCó��
ø�õ�ô°ó'&�õ�ûjü��?õ�ô�ó����"�eøCó�� % õ?ý<üCô°ö*ó`ý7ô°þYõ % ÿ]ö��?þYõ)(+*-,�ï.�có�ú*ø�ÿ/ù7ó`ù��Yþ#�
ü��möÅ÷��*ý
�FøCó�� % õ?ý�ü°õ�ô�ü°û?ó`þ�û
�*þ#�?õÆú7ó`ø°þ
ó/�eÿ/ø % �*þYõ10eî*ïYð'2Cï�~õ�ô3(+*-,4�&ú*ø�ÿ/ù7ó`ù��Yþ��Yü���ôÂö]õ�ô¿ó`ø�ù*ø�õ�ô¿ô�ÿ/ý�ü¿û?ó`þ
û
�*þ#�?õ�ô35 þ&÷�ó��
ö]õ ö]õVþ
ó �eÿ/ø % �*þYõ0eî*ï���2Cï6,
ÿ��*ø�û7	7ó/û
�*ý ö]õ�ô8	����Yüwó`ø�ù*ø�õ�ô$ûjÿ/ý7ô��
ö��?ø���ôÆö*ó`ý7ôÆþYõ�ômù7ó/ôCõ�ôÆöÅ÷-õ
�Tõ % ú*þ
õ�ôÆö]õ
ûjõ?ü�ü�õ�ô�õ�ûjü��Yÿ/ý9�*þ
õwû?ó`þ
û
�*þ~õ�ô�ü[õ
�]ú*þ#�
û
�Yü��mö*ó`ý7ô°þ
ó/�����*ø�õwî*ï�:Tï
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p(α) a0 a1 b0 b1 sa sb sa0 sa1 sb0 sb1

α < = < > ? = ? > @< @? @< = @< > @? = @? >
f(α)

Ê Ê Ê Ê A A > > > >
DOP 1/2 1/2 1/2 1/2 2/24 2/24 1/24 1/24 1/24 1/24

p(α) sab sa0b sa1b sab0 sab1 sa0b0 sa0b1 sa1b0 sa1b1

α @< ? @< = ? @< > ? @< ? = @< ? > @< = ? = @< = ? > @< > ? = @< > ? >
f(α)

É A A A A > > > >
DOP 4/24 2/24 2/24 2/24 2/24 1/24 1/24 1/24 1/24

BDCFEHG nu�yxHIk�µpqr��yw��ul��nlnoq��x����n��� {�j�o�w�lnpq{�x s/{�x «¶p�w���� {�j�o�xÜ�ei��Sz�w���z|tu�n��{�xxqtup���w¨�yw�x�{
C1

τ
�ei��,�°�upqr��yw��uln�nlnoq�

£ I ó sa · a0 + sa0

£ I o sa · a1 + sa1

£ , ó sb · b0 + sb0

£ , o sb · b1 + sb1

£ I ó
, ó sab · a0 · b0 + sa0b · b0 + sab0 · a0 + sa0b0

£ I ó
, o sab · a0 · b1 + sa0b · b1 + sab1 · a0 + sa0b1

£ I o
, ó sab · a1 · b0 + sa1b · b0 + sab0 · a1 + sa1b0

£ I o
, o sab · a1 · b1 + sa1b · b1 + sab1 · a1 + sa1b1

BDCFEHG nu�y.3I;0�w���z|tu�vs/{�x��ei��,�°�upqr��yw��ul��nlnoq��x�s/{�x�w�pq�upq{�x~Ô jur�o�w�oql�r�j�"
sa0
pq{��upq��xq{�j�oq{J��w¸�upqr��yw��uln��lnoq�k������� {�j�o�w�lnpq{Js/t
xq{���� {�j�o

S −A− 0
�

_ x
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! wSõy��tupq{Ânu�-nÀs/r�juju{��n{�x¨�upqr��yw��uln�nl�oq��x¸w�q�{�z|oq��{�x��yw�p¨�n{�x¨� r/s/���n{�x�£*0�ÚH¦ {�o�ei��Mw�t/� w�pq�upq{�x�s/{k��w}�yw�xq{

C1
�nr�p�x���tu{¾z|{�oqoq{��yw�x�{�wexq{�pq¯�ly�J�°��w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�s/{�x�upqr��yw��uln�nlnoq��xv������� {�j�o�w�lnpq{�x�s/{�xks/{�t/�m��r�s/���n{�x��

J!K�L JNMOL JNPOL JRQ
L JNSOL JNTOL JNUOL JWVOL
τ X

Y
Z

X
Y
K

X
[
Z

X
[
K

X
Y
Z
[
Z

X
Y
Z
[
K

X
Y
K
[
Z

X
Y
K
[
K

f(τ) 1 1 1 1 1 1 1 1

F (τ) 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

PSCFG 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

PDOP 1/12 1/12 1/12 1/12 1/6 1/6 1/6 1/6

BDCFEHG nu�-n\I��µpqr��yw��uln�nlnoq��x�w�q©{�z|oq��{�x��yw�p¾�n{�x�� r/s/���n{�x�£*0�Ú ¦ì{�o��ei��xqtup���w¨�yw�x�{
C1
{�jSw�tuoqr��Ýw��u�upq{�j�oql�x�x�w���{��

Gµo�w�j�oJs/r�juju����w�z|r�j�oqp�w�l�j�oq{ s��¢lnjys/���©{�jysuw�jyz|{�§�r�j&�©{�tuo�s/{��¹w�jys/{�p��¹tujÁ� r��s/���n{¾s/{���w�ju�ªw���{¾x�w�jyx®�ul�w�l�x,s���w�q©{�z|oq{�p�w�t/��w�pq�upq{�x�w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�o®suw�jyx
C1
s/{�x®�upqr���yw��uln�nlnoq��xk���ªw��n{�xJ�m�n{�tupk«¬pq����tu{�jyz|{�xJpq{���w�oql�¯�{�x��©�Hw�pes/�|õyjulnoqlnr�jÁs/{

C1
§�tuju{�£*0�Ú ¦s/r�j�o¾��{�x��yw�p�w�����oqpq{�x¾xqr�j�o¾z�w���z|tu�n��xv���°��w�l�s/{}s/{J�°�¢{�xqoqln��w�oq{�tupvxqo�w�jysuw�p�s
s/{J��w¸«¶pq�|���tu{�jyz|{¸pq{���w�oqln¯�{Jw�x�xqln��ju{Js/{�xv�upqr��yw��uln��lnoq��x�z|r�pqpq{�z|oq{�x¾�¡z�~yw�z|tujÀs/{�x�w�pq�upq{�x�s/{

C1
�ikj&z|r�jyxqo�w�oq{���tu{¸�n{J� r/s/���n{e�ei��'xq{����u�n{}«¶r�pqoq{�� {�j�ok�ul�w�l�xq�}{�jS«¶w¼¯�{�tupks/{�x¾��pqrªxw�pq�upq{�x���}w�jyx �n{�s/{�t/�/ln��� {�{|��{�� �u��{�§¼¯�r¼��r�jyx,z|{v��tul/xq{��yw�x�xq{�xql��Ý�¢r�j¸r�� {�o �°�¢~�����r�oq~u��x�{

s��¢lnjys/���©{�jysuw�jyz|{���ikj z|r�jyxqoqpqtulno,tuj¡jur�tu¯�{�w�t�z|r�pq�utyx
C2
{�j���z�~yw�ju��{�w�j�o��n{�x A

1

s/{�x¤lnjyx�o�w�jyz|{�x
s/{öï&x�ñ¹w�¯�{�z¿�n{�x A

0

s/{�x
lnjyxqo�w�jyz|{�x¤s/{'ï&8�ñ�� ! {�xSw�pq�upq{�xMï&x�ñ
s/{�¯�l�{�juju{�j�o�w��nr�p�x ���ªw�t/�öw�t/�öw�pq�upq{�xÀï�o�ñ¨{�o¹�n{�x�w�pq�upq{�xÀï&8�ñ�s/{�¯�ln{�juju{�j�om���ªw�t/�w�t/�öw�pq�upq{�x&ï ù ñ�§�x�w�jyx���tu{S�n{�x¡«¬pq����tu{�jyz|{�x�pq{���w�oqln¯�{�x s/{�x pq������{�x ~ur�p�x��Ýz|r�j�oq{|��oq{�xxqr�ln{�j�o¾� r/s/lÃõy��{�x���ikj¤�©{�tuo¾¯���pqlÃõy{�p¾��tu{e�°�¢~����©r�oq~u��xq{¸s��¢lnjys/���©{�jysuw�jyz|{�§y«¶r�pq��tu�n��{�yw�pv�°�¢����tyw�oql�r�jÀïenu�y.�ñ�§uju{}x���w��u�u�nl���tu{��u�ntyx�� ! {�jur�tu¯�{�w�t¤z|r�pq�utyxv{�x�ovz|r�jyx�oqlnoqtu��s/{�x
Õ w�pq�upq{�x�s/{J��w�õy��tupq{wnu�y8��

! w¨õy��tupq{mnu� Õ lnjys/l���tu{��©r�tupv��w¨�yw�xq{
C2
�n{�x�¯�w��n{�tup�xvs/{�xv�upqr��yw��uln��lnoq��x�������� {�j/�o�w�lnpq{�x¾w�q�{�z|oq��{�x�w�t/�m«¬p�w�����{�j�o�x¾suw�jyx��n{}� r�s/����{}�ei�� �

! wSõy��tupq{Ânu� ù s/r�juju{��n{�x¨�upqr��yw��uln�nl�oq��x¸w�q�{�z|oq��{�x��yw�p¨�n{�x¨� r/s/���n{�x�£*0�ÚH¦ {�o�ei��Mw�t/� w�pq�upq{�x�s/{k��w}�yw�xq{
C2
�nr�p�x���tu{¾z|{�oqoq{��yw�x�{�wexq{�pq¯�ly�J�°��w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�s/{�x�upqr��yw��uln�nlnoq��xv������� {�j�o�w�lnpq{�x�s/{�xks/{�t/�m��r�s/���n{�x��

! �¢r��©��p�w�oqlnr�jÀ{jq©{�z|oqtu��{�xqtup��n{¨z|r�pq�utyx�lnjys/l���tu{¸��tu{���w pq�����n{
A → 0

s/r�l�ok½�oqpq{
_ .
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«¶w¼¯�r�pql�xq��{¾�yw�pµp�w��u�©r�pqo��
A→ 1

�nr�p�x���tu{v��w}�upq{�� ln��pq{��upqr/s/tyz|oqlnr�j¡{�xqo
S → A

�(Iktz|r�j�oqp�w�lnpq{�§
A→ 0

w¡oq{�jysuw�jyz|{¨�¡½�oqpq{¸��¯�lnoq��{J��r�p�x���tu{
S → A B

{�xqo�x����n{�z|oqlnr�juju��{{�j¿�upq{�� ln{�p�� ! {�� r�s/����{��ei�� pq{
]y��oq{¹�n������pq{�� {�j�oez|{�xes/����{�jysuw�jyz|{�x�§Uz|{���tu{¡ju{«¶w�l�o¨��¯�l�s/{�� � {�j�o¨�yw�x���{¹� r/s/���n{
£*0�Ú ¦��®­µj pq{�¯�w�jyz�~u{�§®�n{m� r/s/���n{¹�ei�� pq{�x�oq{«¬r�pqoq{���{�j�o��ul�w�l�x��k{�jm«Äw�¯�{�tup¾s/{�xv��pqrªx�w�pq�upq{�xÆ"/�°��w�pq�upq{¡ï Õ ñ�§u�uln{�j���t ��w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�os/{�t/��«¶r�l�x�� r�lnjyx�xqr�tu¯�{�j�o¾��tu{}�°��w�pq�upq{¡ï�o�ñ®suw�jyx���w¨�yw�xq{Js���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§yxq{k¯�r�l�ow�q©{�z|oq�¨s��¢tuju{¸�ei��·�upqr��yw��uln�nl�oq����r�lnoqln���u�ntyx���p�w�jys/{_^
ï�o�ñ ï&x�ñ ï&.�ñ ïen/ñ ï&8�ñ ï Õ ñ

τ £
I

ó

£
,

ó

£
,

o

£
I

ó
,

o

£
I

o

,

ó

£
I

o

,

o
f(τ) 2 1 1 1 2 1

F (τ) 1/4 1/8 1/8 1/8 1/4 1/8

BDCFEHG nu�y8/IÂ,�w�x�{¸s���w�pq�upq{�x
C2
ju{epq{�x���{�z|o�w�j�o��yw�x¾��w z|r�jys/lnoqlnr�j¤s��¢lnj/�s/���©{�jysuw�jyz|{¸s/{�x�pq�����n{�xv~ur�p�xq�Ýz|r�j�oq{|�/oq{�x�§u«¶pq����tu{�jyz|{�x�{�j¤z|r�pq�utyx�§u«¬pq�|���tu{�jyz|{�x�pq{���w�oqln¯�{�x��

p(α) a0 a1 b0 b1 sa sb sa0 sb0 sb1

α I ó I
o

, ó ,
o

£
I

£
,

£
I ó

£
, ó

£
,
o

f(α)
. . . . x x x o o

DOP 1/2 1/2 1/2 1/2 2/24 2/24 2/24 1/24 1/24

p(α) sab sa0b sa1b sab0 sab1 sa0b1 sa1b0 sa1b1

α £
I ,

£
I ó ,

£
I
o

,
£

I , ó
£

I ,
o

£
I ó ,

o
£

I
o

, ó
£

I
o

,
o

f(α)
n o . x x o x o

DOP 4/24 1/24 3/24 2/24 2/24 1/24 2/24 1/24

BDCFEHG nu� Õ IM�µpqr��yw��ul��nlnoq��x����n��� {�j�o�w�lnpq{�x s/{�x�«¶p�w���� {�j�o�x��ei�� suw�jyx�°�¢{|�/{�� �u�n{Æx

_ n
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`!a�b `WcOb `WdOb `fe
b `WgOb `WhOb `NcOb�ikj

C1
`NgOb�ikj

C1
τ l

m
n

l
o
n

l
o
a

l
m
n
o
a

l
m
a
o
n

l
m
a
o
a

l
m
a

l
m
n
o
n

f(τ) 2 1 1 1 2 1 0 0

F (τ) 1/4 1/8 1/8 1/8 1/4 1/8 0 0

PSCFG 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

PDOP 6/48 4/48 4/48 7/48 11/48 9/48 2/48 5/48

BDCFEHG nu� ù I��µpqr��yw��uln�nlnoq��x�w�q©{�z|oq��{�x��yw�p¾�n{�x�� r/s/���n{�x�£*0�Ú ¦ì{�o��ei��xqtupJ��w¹�yw�x�{
C2
{�j¿w�tuoqr��Ýw��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§Hw�lnjyxql®��tu{ xqtupJ�n{�xwx�w�pq�upq{�xs/{

C1
w��yxq{�j�o�xks/{

C2
�

Ù®Ú°ÛÜÚFp q¿æ�å }�ã�|sr�ß.r�ä&�ÝäÝé�ß�à�ä&|UæìßÅ�Äà�åuã�æ�ß©à�äutUå
�}w�jyxÀ²-,�r�juju{��¹w�³�³F´�tuju{Áw�tuoqpq{À�yw�p�w�� ��oqpql�x�w�oqlnr�j"wX��oq�À�upqr��©rªxq��{&�©r�tupm�n{� r/s/���n{¾�ei��U§���tulypq{��©rªxq{¾���ªw���{�� {�j�o�x�tup®tuju{¾~u{�tupql�xqoql���tu{�§�{�o�jur�j�xqtup®tuj�z|pql�oq��pq{s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{��Ç0�{�oqoq{��yw�p�w�� ��oqpql�x�w�oqlnr�jMs/r�juju{ ��w
�upqlnr�pql�oq� �
�°�¢{�xqoqln�¹w�oqlnr�jÀs/{�x�upqr��yw��uln�nlnoq��x�s/{�x�z|r�jyxqoqlnoqtyw�j�o�x}s/{�x}w�pq�upq{�x}s/{¨��w �yw�xq{�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§©��� r/sÀ�n{� r/s/���n{�r�pqln��lnjyw��ys/{�,�r/s¡ju{�z|r�jyxql�s/��pq{���tu{��n{�x,«¶p�w���� {�j�o�x7v1Ô�z|r�� � {�{|�/��rªxq�¾suw�jyx��w¡xq{�z|oqlnr�jS�upq��z|��s/{�j�oq{�§©r�j¤pq{���w�p���tu{J{�j¤{jq©{�ok��tu{J�n{J��r�s/���n{e�ei��'w�q©{�z|oq{¸� tuj«¬p�w�����{�j�oJtuju{¡�upqr��yw��uln�nl�oq�¨s/{ xqtu�yxqoql�oqtuoqlnr�jÀ��tul,j �¢{�xqo}�yw�x}�upqr���r�pqoql�r�juju{��n�n{��mx�w«¬pq����tu{�jyz|{¾suw�jyx,�n{�z|r�pq�utyxµs���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§���w�l�x,��tulus/����{�jys�{�x�xq{�j�oqln{��n�n{���{�j�o,s/{x�w}o�w�ln�n��{��F����{����u�nr�ln{�s/r�jyzvtuju{���{�xqtupq{�s/{��upqr��yw��uln�nlnoq����{�t¡z|r�j/«¶r�pq� {¾w�t��upqlnjyz|ln�©{��tul¾z|r�jyx�l�xqoq{¤�Á�upq�|«¶��pq{�p�s/{�x xqoqpqtyz|oqtupq{�x w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�o¹xqr�tu¯�{�j�o�w�t/��xqoqpqtyz|oqtupq{�xw��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�o¾� r�lnjyx�x�r�tu¯�{�j�o��
! {µ�upql�jyz|ln��{µs/{�,�r�juju{���wv{�o,£�z�~yw�{�xqo ��{®xqtuln¯�w�j�oÇ"�r�j¸s/l�x���rªxq{,s��¢tuju{�z|r����n{�z|oqlnr�js���w�pq�upq{�x�xq��j�o�w���l���tu{�x�§®��tu{¤�°�¢r�jöju{&z|r�jyxql�s/��pq{S�u�ntyx�z|r�� ��{
tuju{&z|r��n�n{�z|oql�r�j·s/{«¬p�w�����{�j�o�x��
w ��w��u��w�z|{�§ÜtujXw�pq�upq{ms/r�lnoe½�oqpq{�oqp�w�jyxq«¬r�pq� �¡{�jM~�����r�oq~u��x�{�x¸xqtupe��{�x«¬p�w�����{�j�o�xktuoqln�nl�xq��xv�©r�tup¾�n{¨z|pq��{�p���� r�tupk� {�x�tupq{�p¾��w¡�upqr��yw��uln��lnoq�es��¢tujS«¶p�w���� {�j�o�§ln��«¶w�tys/p�w�lno�� {�xqtupq{�p��n{�jur��¨�upq{Js/{k«¬r�l�x�r/s
z|{�«¬p�w�����{�j�o�{�xqov{jq©{�z|oqln¯�{���{�j�o8x<#uy!zRy
'?Msuw�jyx���{�z|r�pq�utyx��]0�{�z|l���{�tuo�½�oqpq{�r��uoq{�j�t¹{�jmz|r�jyxql�s/��p�w�j�ovz�~yw���tu{kw�pq�upq{}s/t¹z|r�pq�utyxz|r�� � {��°�¢{�jyxq{����u�n{}s/{�oqr�tuoq{�x�x�{�x�s/��pql�¯�w�oqlnr�jyx�§�z�~yw���tu{es/��pqln¯�w�oqlnr�j�z|r�jyxql�xqo�w�j�ov{�jtuju{�xq����tu{�jyz|{�s/{vxqtu�yxqoqlnoqtuoql�r�jyx�� ! w��yw�pqoµs/{��upqr��yw��uln�nlnoq��w��u��r�pqoq��{��ktuj¨«¶p�w���� {�j�o�yw�pktujÀz|r�jyxqoqlnoqtyw�j�o�tujul���tu{¸{�xqo�w��nr�p�x�s/r�juju��{¨�yw�p�s/{�t/�
«Äw�z|oq{�tup�x$"1��w�«¶pq����tu{�jyz|{pq{���w�oqln¯�{�s/t z|r�jyxqoqlnoqtyw�j�o�§�{�oµ��wk�upqr���r�pqoqlnr�j s/{�xµs/��pql�¯�w�oqlnr�jyxµs/{�z|{¾z|r�jyxqoql�oqtyw�j�o®��tul«¬r�j�o�w��u�©{��U�¡z|{J«¶p�w���� {�j�o��
Gµo�w�j�o®s/r�juju��tuj�«¬p�w���� {�j�o

α
{�o,tuj�z|r�jyx�oqlnoqtyw�j�o

τ
§�r�j¡s/�|õyjulno

φ(α, τ)
z|r�� � {��wm�upqr���r�pqoql�r�j¿s/{�xJs/��pqln¯�w�oql�r�jyx�s/{

τ
��tul®z|r�� � {�jyz|{�j�oew¼¯�{�z

α
� £�l

δ(τ)
s/��xqln��ju{�°�¢{�jyxq{����u�n{ s/{�x¸s/��pql�¯�w�oqlnr�jyxJs/{

τ
§
αdi
��{

i t&u1v «¶p�w���� {�j�o¨s/{ ��w
s/��pqln¯�w�oqlnr�j d
§Ü{�o

{}|
� �R�/��¨�~�¨���¬c·��L�R¬e�&§��&¥�� �?�&¬~¬´�L�?�~¨���¬~¦¶�5� ¯L®[�����&¬~·��L®[��¨����&��®[���?�Å¨���Ä�§�·�� ¨�§�¬´³�¬��R�1¨y��ª`� ¬´�«�(© � �R­
���&���?�&§y¬´¬&��¯L��~R¨y��¥R�&¬~¦P��¥R§�¨y¨���¬�¬´�L�?�
�R��¬�³�¨y³�®[���?�&¬Å�&���&®[§��`� ¥�Ä��R�1¨y�Ò¯��5� ®[®°� §-�&�L±
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����ÿ
������ÿ��������Ãüuû�	 û���������� ú��

nd
�n{}jur����upq{¸s/{}«¬p�w�����{�j�o�x�s/{J��w¡s/��pqln¯�w�oql�r�j

d
§1w��nr�p�xm"

φ(α, τ) =
|{d = (αd1, . . . , αdnd

) ∈ δ(τ)
o����1�

αd1 = α}|

|{δ(τ)}|ikj �©{�tuo¹jur�oq{�p¤��tu{Á�n{�x�������� {�j�o�x�s/{
σ(τ)

s/�|õyjul�x�xq{�j�o�tuju{Á�yw�pqoqlnoqlnr�j%xqtup�°�¢{�jyxq{����u�n{
δ(τ)
§�z��¢{�x�o��Ý���Ýs/lnpq{¸��t ��� z�~yw���tu{J«¶p�w���� {�j�o¾l�julnoql�w��

α ∈ σ(τ)
s/{

τ
z|r�p��pq{�xq�©r�jys¹tuj�xqr�tyx��°{�jyx�{��¨�u�n{}s/{�xvs/��pqln¯�w�oqlnr�jyx�s/{

δ(τ)
§u{�ov��tu{}z|{�x�{�jyxq{����u�n{�x�x�r�j�os/l�xF�qr�lnj�o�x�s/{�t/���Ý���Ýs/{�t/��§y{�o���tu{J�n{�tup�pq��tujulnr�j
{�xqo

δ(τ)
��I�l�jyxql°§�r�jSw

∑

α∈σ(τ) φ(α, τ) = 1
� f �>� û ='� ü��c��� = �>�
�?��ÿ����Uü7���

τ
ü���ü7���Æg¬ü¤ý���ýÀ��û�ü = ÿF�
�

�c��� gF� 9 ûFü*:©ýÀ�T���
α � �>� = ü*g = ��gF��g¬ü Ø û��H	Hü*	Hÿ�g¬ÿ
����Ø«���Uû��c�
�

α
����ÿ
�À����ÿ#�

g�ÿF��� � ü7�
���i�����
��û�ÿ��uü]��ÿF�>� �i�
τ � ý��
g
��ÿFØ
g¬ÿF���kØ üuû g�ü ØHûR�>	 ü*	HÿFg�ÿ������c�
�BgF�

= �>�
�?��ÿ����Uü7���
τ

���1ÿ�������gF� = ��ÿ����
���Â� ü7�
�Æg�� = ��ûRØ1��� � ! wJ�upqr��yw��uln�nl�oq�vs��¢tuj�«¬p�w����� {�j�o�s/{¾p�w�z|lnju{
A
{|���upql�� {¾s/r�jyz���w}�upqr��yw��uln��lnoq�
��r�l�j�oq{¾s/{�z|{�x�s/{�t/����¯���ju{���{�j�o�x���Ur�tupvz�w���z|tu�n{�p,��w}�upqr��yw��ul��nlnoq�¾s/{�xqtu�yx�oqlnoqtuoqlnr�j s��¢tuj¡«¶p�w���� {�j�o��J�yw�pqoqlnp®s/t¹z|r�pq�utyxz|r�� �u�n{�o�§ r�j¿�upq{�jysX��w
xqr�� ��{�s/{¹z|{ �upqr�s/tul�o¸xqtupJ�°�¢{�jyxq{����u�n{ s/{�x¨z|r�jyxqoqlnoqtyw�j�o�xs/{ep�w�z|lnju{

A
s/tSz|r�pq�utyxw"

p′(α) =
∑

r∈ΩA

F (τ)φ(α, τ)

����{�xqo,s/{v�u�ntyx pq{���w�oqln¯�{�� {�j�o w�l�xq�vs/{vz�w���z|tu�n{�pU��w�¯�w��n{�tup s/{
φ(α, τ)

"���w¾o�w�ln���n{�s/{�°�¢{�jyxq{����u�n{ks/{�x�s/��pqln¯�w�oqlnr�jyx�s/tmz|r�jyxqoql�oqtyw�j�o
τ
{�xqo�{�j¹{jq�{�o

|δ(τ)| = 2N(τ) § N(T )��o�w�j�ov�n{¾jur����upq{}s/{kj*@Jtysux�lnj�oq{�pqju{�x�s/{
τ
ï¶l°�¢{����n{�x®j*@Jtysuxv��tul1ju{}xqr�j�o�jul�p�w�z|lnju{�§julÜ«¶{�tuln�n�n{}s/{

τ
ñ��1­µj&{jq©{�o�§1ln� �
w¡tuju{e�ul �q{�z|oqlnr�j
{�j�oqpq{¨�°�¢{�jyxq{����u�n{es/{�x¾{�jyx�{��¨�u�n{�xs/{ z|{�x}j*@JtysuxJ{�o}�°�¢{�jyxq{����u�n{�s/{�xJs/��pqln¯�w�oql�r�jyx�s/{

τ
Ô z�~ur�l�xqlnp�tuju{ s/��pqln¯�w�oql�r�j&{�xqo����tul�¯�w��n{�j�o¸�¤z�~ur�l�xqlnpJ�°�¢{�jyx�{��¨�u�n{ s/{�x�÷�j*@Jtysux¨s/{¹xqtu�yxqoql�oqtuoqlnr�jMø�§H��tul�x�r�j�o¸��{�xj*@Jtysux�xqtup���{�x���tu{���xvr�j
{jq©{�z|oqtu{etuju{¸r�����p�w�oqlnr�j&s/{exqtu�yxqoqlnoqtuoqlnr�j � ! {ejur��¨�upq{¨s/{s/��pqln¯�w�oqlnr�jyxes/{

τ
z|r�� � {�j���w�j�oe�yw�p

α
xq{ z�w���z|tu�n{ s/{¡��w�� ½�� {�«¶w��|r�j §U{�oJ¯�w�tuo2"

2N(τ)−N(α) §yz|{¸��tulÜs/r�juju{e��r�tup φ(α, τ)
"

φ(α, τ) =

{
2N(τ)−N(α)

2N(τ) = 2−N(α) x�l
α ∈ σ(τ)

0
xql�jur�j �

­µj�jur�o�w�j�o
Ωα
�°�¢{�jyxq{����u�n{�s/{�xHz|r�jyxqoqlnoqtyw�j�o�xµs/{

Ω
��tul/z|r�� � {�jyz|{�j�o �yw�p

α
§�r�j��o�w��u�nlno «¶w�z|l��n{�� {�j�o,��tu{ ∑

τ∈Ωα
f(τ) = f(α)

{�j s/r�jyzv��tu{ ∑
τ∈Ωα

F (τ) = F (α)
�

ÚHlnjyw��n{�� {�j�o�§1r�jÁ��{�tuo��©rªxq{�pk��{¸�upqlnjyz|ln�©{¸s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{¡s/{�,�r�juju{���w�{�oe£�z�~yww�lnjyxqlÇ"
G®o�w�j�o�s/r�juju�Jtuju{J�yw�xq{es���w�pq�upq{�x

C
{�ov�°�¢{�jyxq{����u�n{�s/{�x�«¬p�w���� {�j�o�x

Ω
w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�o�suw�jyx

C
§/r�j
s/�|õyjulno���w¸�upqr��yw��ul��nlnoq�ks��¢tujm«¶p�w���� {�j�o

α�yw�pÆ"
p′(α) = 2−N(α)F (α)r/s

N(α)
{�xqoµ�n{�jur����upq{�s/{¾j*@Jtysux®l�j�oq{�pqju{�x�s/{

α
§ª{�o

F (α) = f(α)
f(r(α)){�x�o���wÀ«¬pq����tu{�jyz|{
{�j·z|r�pq�utyx�s/{

α
s/ln¯�l�xq��{¹�yw�p¡��wS«¶pq����tu{�jyz|{Ss/{¤x�wp�w�z|l�ju{

r(α)
�

_ Õ



acbed�f ûR�>	 ü*	Hÿ�g¬ÿF��ü]��ÿ����h�i���2���Hú
acbedHb#�cbFd × ��ý;Ø«�1ûR����ý;�<�������Uû¾�
�<���(Ùc��ýÀØig��<�

p(α) a0 a1 b0 b1 sa sb sa0 sa1 sb0 sb1

α � � � � � � � � �� �� �� � �� � �� � �� �
f(α) � � � � � �

� � � �
DOP 1/2 1/2 1/2 1/2 2/24 2/24 1/24 1/24 1/24 1/24

F (α) 1/2 1/2 1/2 1/2 1/4 1/4 1/8 1/8 1/8 1/8

N(α) 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1

2−N(α) 1 1 1 1 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

DOP ′ 1/2 1/2 1/2 1/2 1/8 1/8 1/16 1/16 1/16 1/16

p(α) sab sa0b sa1b sab0 sab1 sa0b0 sa0b1 sa1b0 sa1b1

α �� � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � �
f(α) � � � � �

� � � �
DOP 4/24 2/24 2/24 2/24 2/24 1/24 1/24 1/24 1/24

F (α) 4/8 2/8 2/8 2/8 2/8 1/8 1/8 1/8 1/8

N(α) 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2−N(α) 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4

DOP ′ 1/8 1/16 1/16 1/16 1/16 1/32 1/32 1/32 1/32

BDCFEHG nu� _ IS�µpqr��yw��uln�nlnoq��x����n����{�j�o�w�lnpq{�x}s/{�x�«¶p�w���� {�j�o�xesuw�jyx}��{¨� r��s/���n{e�ei�����z�w���z|tu�n��{�x����yw�pqoqlnp¾s/tSz|r�pq�utyx
C1

ikj¹��{�tuovz|r�� �yw�pq{�p��n{�z|r�� �©r�pqoq{�� {�j�ovs/tm� r�s/����{�s/{ ,�r�juju{���w¸{�o�£�z�~yw/§uw��/���{�����l�z|l������2Û §�w�t/��� r/s/���n{�x �ei��Â{�o�£*0�Ú ¦ z|��w�x�xql���tu{�xHxqtup,�n{�xH� ½�� {�xH{|��{����u�n{�x��tu{¸�upq��z|��s/{�� � {�j�o��
! {�s/lEq©��pq{�j�oq{�xÜ��o�w��©{�xUs/t¸z�w���z|tu��s/{�x �upqr��yw��uln�nl�oq��x����n��� {�j�o�w�l�pq{�xÜs/{�x «¶p�w���� {�j�o�xxqr�j�o¾s/��o�w�l��n�n��{�x�suw�jyxv�n{�x�õy��tupq{�x[nu� _ {�o�nu�@³�pq{�x���{�z|oqln¯�{���{�j�ov��r�tupv�n{�x��yw�xq{�x

C1
{�o

C2
�
! w¹õy��tupq{�nu�Yo�ó�� r�j�oqpq{¡�n{�z|r�� ��r�pqoq{���{�j�oJxqtup}�n{��upq{�� ln{�p�{|��{����u�n{�§©z|r�jyz|{�p��jyw�j�oetujÂz|r�pq�utyxes���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{¡pq{�x���{�z|o�w�j�oJ��w�z|r�j�oqp�w�lnj�oq{�s��¢lnjys/���©{�jysuw�jyz|{ s/{�°��w��u�u�nl�z�w�oql�r�j�s/{�x¾pq�����n{�x�~ur�p�x��Ýz|r�j�oq{|��oq{�x¨ïÄz|r�pq�utyx

C1
ñ��

! {k� r/s/���n{¾�ei�����w�q�{�z|oq{kxqtup�z|{�o�{|�/{�� �u�n{�s/{�x��upqr��yw��uln�nlnoq��x®z|r�pqpq{�z|oq{�x��eoqr�tyx�n{�xµw�pq�upq{�x�§�z��¢{�x�o��Ý���Ýs/lnpq{����ªw��n{�x®�}�n{�tup�xH«¶pq����tu{�jyz|{�xµpq{���w�oqln¯�{�xµsuw�jyxµ��{vz|r�pq�utyx���,�r�j/�ju{���wk{�o®£�z�~yw�r�j�oµs���w�ln�n�n{�tup�x s/��� r�j�oqpq����tu{���{�� r/s/���n{��ei�����{�xqoHl�s/{�j�oql���tu{���tuju{£*0�Ú ¦ �nr�p�x���tu{��n{�z|r�pq�utyxJpq{�xq�©{�z|oq{���w¹z|r�j�oqp�w�lnj�oq{�s��¢l�jys/����{�jysuw�jyz|{�§ {�oJz|{ ��tu{��n�n{��tu{¨xqr�lnov��w���p�w�� ��w�lnpq{}~ur�p�x��Ýz|r�j�oq{|��oq{
G
��}w�jyx��n{�s/{�t/��ln����{¹{|�/{�� �u�n{Áï¬õy��tupq{¿nu�Yo/o�ñ�§,�n{¹��r�s/���n{��ei����µxq{����u�n{¹pq{
]y�|�oq{�p��n{�x¸s/���©{�jysuw�jyz|{�x�{�j�oqpq{��n{�x¸pq�����n{�x¸~ur�p�xq�Ýz|r�j�oq{|�/oq{�x¡�S�°�¢l�j�oq��pqln{�tup�s/{�x�w�pq�upq{�x��

0�r�jyxql�s/��pqr�jyx��n{�x®w�pq�upq{�x�ï&x�ñ�§1ï&.�ñ�§�ïen/ñH{�o�ï Õ ñ�§���tulyr�j�o���w}��½�� {v«¬pq����tu{�jyz|{�pq{���w�oqln¯�{suw�jyxe�n{¡z|r�pq�utyx��,ikjÂ¯�r�lnoe��tu{¡�Ý��w�pq�upq{¤ï&8�ñkw�tuju{¡«¶r�pqoq{ s/����{�jysuw�jyz|{¹lnj�oq{�pqju{�� ! {«¶w�l�o}��tu{��n{�x}pq�����n{�x
S → A B

{�o
A → 0

oq{�jys/{�j�o¨��x��¢��¯�lnoq{�pJxq{�oqp�w�s/tulno}�yw�pJ�n{�x�upqr��yw��uln�nlnoq��x�s/{¨ïen/ñ {�o�ï Õ ñ�§���tul1xqr�j�o�pq{�xq�©{�z|oqln¯�{�� {�j�o�lnj/«¶��pqln{�tupq{�{�o�x�tu����pqln{�tupq{ks/{
_ªù
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p(α) a0 a1 b0 b1 sa sb sa0 sb0 sb1

α � � �   ¡ � ¡   ¢
�

¢
¡

¢
� �

¢
¡ �

¢
¡  

f(α) £ £ £ £ ¤ ¤ ¤
   

DOP 1/2 1/2 1/2 1/2 2/24 2/24 2/24 1/24 1/24

F (α) 1/2 1/2 1/2 1/2 1/4 1/4 1/4 1/8 1/8

N(α) 0 0 0 0 1 1 1 1 1

2−N(α) 1 1 1 1 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

DOP ′ 1/2 1/2 1/2 1/2 1/8 1/8 1/8 1/16 1/16

p(α) sab sa0b sa1b sab0 sab1 sa0b1 sa1b0 sa1b1

α ¢
� ¡

¢
� � ¡

¢
�   ¡

¢
� ¡ �

¢
� ¡  

¢
� � ¡  

¢
�   ¡ �

¢
�   ¡  

f(α) ¥
 

£ ¤ ¤
 

¤
 

DOP 4/24 1/24 3/24 2/24 2/24 1/24 2/24 1/24

F (α) 4/8 1/8 3/8 2/8 2/8 1/8 2/8 1/8

N(α) 2 2 2 2 2 2 2 2

2−N(α) 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4

DOP ′ 1/8 1/32 3/32 1/16 1/16 1/32 1/16 1/32

BDCFEHG nu�@³�I&�µpqr��yw��uln�nlnoq��x����n����{�j�o�w�lnpq{�x}s/{�x�«¶p�w���� {�j�o�xJsuw�jyxJ��{¨� r��s/���n{J�ei����1z�w���z|tu�n��{�x¾���yw�pqoqlnp¾s/tSz|r�pq�utyx
C2

¦¨§ª© ¦�«�© ¦#¬�© ¦N­®© ¦#¯�© ¦�°
© ¦!±
© ¦�²�©
τ ³

´
µ

³
´
§

³
¶
µ

³
¶
§

³
´
µ
¶
µ

³
´
µ
¶
§

³
´
§
¶
µ

³
´
§
¶
§

f(τ) 1 1 1 1 1 1 1 1

F (τ) 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

PSCFG 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

PDOP 1/12 1/12 1/12 1/12 1/6 1/6 1/6 1/6

PDOP ′ 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

BDCFEHG nu�Yo�ó)I��µpqr��yw��uln��lnoq��x®w�q�{�z|oq��{�x®�yw�p���{�x®� r/s/���n{�x�£*0�Ú ¦â{�o��ei��{�o¾�ei����1x�tup���w��yw�xq{
C1
{�j¤w�tuoqr��Ýw��u�upq{�j�oql�x�x�w���{��

_/_



acbed�f ûR�>	 ü*	Hÿ�g¬ÿF��ü]��ÿ����h�i���2���Hú
JFK�L JNMOL JNPOL JfQ�L JWSOL JNTOL JWMOL�·
¸

C1
JWSOL�·
¸

C1
τ X

Y
Z

X
[
Z

X
[
K

X
Y
Z
[
K

X
Y
K
[
Z

X
Y
K
[
K

X
Y
K

X
Y
Z
[
Z

f(τ) 2 1 1 1 2 1 0 0

F (τ) 1/4 1/8 1/8 1/8 1/4 1/8 0 0

PSCFG 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

PDOP 6/48 4/48 4/48 7/48 11/48 9/48 2/48 5/48

PDOP ′ 12/64 8/64 8/64 7/64 11/64 9/64 4/64 5/64

BDCFEHG nu�Yo/o/I&�µpqr��yw��uln��lnoq��xJw�q©{�z|oq��{�xe�yw�pJ�n{�x}� r/s/���n{�xe£*0�Ú ¦�§U�ei��{�oJ�ei���� xqtup}��w¹�yw�xq{
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C2
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! {�x�z|r�jyx�oqlnoqtyw�j�o�xeï&x�ñ®{�oeï&.�ñ®ju{J��r�j�oqpq{�j�o��yw�x�s/{es/����{�jysuw�jyz|{el�j�oq{�pqju{J{�j�oqpq{�n{�tup�x�pq�����n{�x�� ! {�tup��upqr��yw��uln�nl�oq��w�x�x�ln��ju��{��yw�p¾�ei����/{�xqo�s/{k«¶w�lno����ªw��n{J�¨��w¸�upqr��yw���uln�nlnoq�Jw�x�x�ln��ju��{}�yw�p¾��w £*0�Ú ¦�§y{�o�oqr��¨�©{J{�j�oqpq{¨�n{�xv¯�w���{�tup�x�s/{�ïen/ñ®{�o¸ï Õ ñ��

! {�� r/s/���n{®�ei����¼{�xqo {�j¸pq��w��nl�oq�µ� {�ln�n�n{�tup ��tu{��n{�� r�s/����{®�Ji��Àxqtupqoqr�tuoHs/te«Äw�lno��t �¢l���ju{®«Äw�¯�r�pql�xq{��yw�x {|�/w�����pq����{�j�oH�n{�x ��pqrªxHz|r�jyxqoqlnoqtyw�j�o�xH�yw�p p�w��u��r�pqo,w�t/�e��{�oql�o�x���Ý�1pq{�xqoq{�z|{��©{�jysuw�j�o�tuj�� r/s/���n{v�ul�w�l�xq��{�j¹z|{�xq{�jyx���tu{¾��w}�upqr��yw��ul��nlnoq�¾w�q�{�z|oq��{kw�t/�w�pq�upq{�x�s/t�z|r�pq�utyx�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{
j �¢{�x�o¡�yw�x¡�upqr���r�pqoql�r�juju{��n�n{�w�t/�M«¶pq����tu{�jyz|{�xs/{Àz|{�x¹w�pq�upq{�x�suw�jyx��n{&z|r�pq�utyx�� ! �¢{|�/{�� �u�n{&s/{S��wÁõy��tupq{ nu�Yo/o&�n{¤� r�j�oqpq{S�©r�tup�n{�x}w�pq�upq{�x ïen/ñ�{�o¡ï Õ ñ�� ikjÀ�©{�tuo}oqpqr�tu¯�{�pez|{ z|r�� �©r�pqoq{�� {�j�oJw�z�z|{��uo�w��u�n{�§ ¯�r�lnpq{��½�oqpq{®«Äw�¯�r�p�w��u�n{�§�z�w�pÜln�ªxq{����u�n{µpq{
]y��oq{�pHz|{�pqo�w�lnju{�xUs/���©{�jysuw�jyz|{�xUl�j�oq{�pqju{�xHw�t/�Jw�pq�upq{�x{�j�oqpq{��n{�x�pq�����n{�x ~ur�p�x��Ýz|r�j�oq{|��oq{�xH��tul���w��u�yw�p�w�l�x�xq{�j�o��®¹Àw�l�x�r�jJ�©{�tuoUw�tyx�xql�pq{���pq{�oqoq{�ps/{�ju{��yw�xJs/l�xq��rªx�{�pks��¢tujÁ� r/s/���n{¨jur�jÁ�ul�w�l�xq����­µjÀ«Äw�lno�§©tujÁz|r�j�oqpq{|�Ýw�pq��tu� {�j�o¨s/{z|{��ntul�{|���©rªxq�vw�t��yw�p�w���p�w��u~u{��upq��z|��s/{�j�o®xq{�p�w�lno,��tu{��n{�xHpq�����n{�x
S → A B

{�o
A→ 0oq{�jys/{�j�o��¡x��¢��¯�l�oq{�p�§>'?O�x J$D
º2Z�K�M '�D
ºHA�D2U�D)zEO¾K�»u¼�zED

B → 1
§yz|{e��tulÜw��nr�p�xvj �¢{�xqo��yw�xpq{
]y��oq�¸�yw�p��n{J��r�s/���n{J�ei����Ã§yjul �yw�p��n{J� r/s/���n{��ei�� �

ºkju{�SC%�º�º>D��upqr��yw��uln��l�x�w�oqlnr�j�s/t�� r/s/���n{��Ji�� §y��tul�j ��w��u�yw�p�w�l�x�xq{k�yw�x��ul�w�l�xq��{�§pq{�xqoq{ s/r�jyz �
s/�|õyjulnp��Ü�}w�jyx}��w�xqtul�oq{�§©¯�rF��r�jyx¸z|{ ��tul®xq{��yw�x�xq{ xql,�°�¢r�jÂtuoql��nl�xq{¨tujz|pqlnoq��pq{}s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�z|��w�x�xql���tu{¾s/{�xv£*0�Ú ¦Ö�©r�tup�z�w���z|tu��{�p��n{�x��upqr��yw��uln�nlnoq��x®s/{�xw�pq�upq{�x�������� {�j�o�w�lnpq{�x�s/{e��w���p�w�� ��w�l�pq{e�Ji�� "y�n{ez|pql�oq��pq{¸s/{e��w �Üû�üuÿ�����ýV	ig�ü7� = �ýXü]ÙÜÿ¶ýMü*g�� �
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acbedHbEa�bFd f ûFÿe� = ÿ�Ø«�
ikj·z|r�jyxql�s/��pq{
�¹w�lnj�oq{�jyw�j�o¡��wÀ��p�w�� ��w�lnpq{��Áxqtu�yxqoqlnoqtuoqlnr�j�s���w�pq�upq{�x z|r���� {tuj��upqr�z|{�x�xqtyx xqoqr/z�~yw�xqoql���tu{�����ju��p�w�oqlÃ«�§µ{�o¡�n{
z|r�pq�utyx s���w�pq�upq{�x

C = (t1, . . . , tn)s/r�j�o�r�jMs/l�x���rªxq{ z|r���� { s��¢tujM{�jyx�{��¨�u�n{¹s/{ �upqr�s/tyz|oql�r�jyx¨s/{mz|{ �upqr�z|{�x�xqtyx�� ! w�upqr��yw��uln�nlnoq�Js/{e�upqr/s/tulnpq{J�n{Jz|r�pq�utyx�{�xqo¾s/r�juju��{¸�yw�pÆ"

p(C) =

n∏

i=1

p(ti)

ikj jur�oq{
p̃
��w}s/l�xqoqpql��utuoqlnr�j�{�� �ulnpql���tu{�s/{��upqr��yw��ul��nlnoq��§�r��yxq{�pq¯���{�xqtupµ�n{�z|r�pq�utyx

C
"��yw�pJs/�|õyjulnoqlnr�j §

p̃(t) = N(t)
n

§©r/s
N(t)

pq{��upq��xq{�j�oq{ �n{�jur��¨�upq{ s��¢r/z�z|tupqpq{�jyz|{�xs/{
t
suw�jyx��n{�z|r�pq�utyx�� ! w"zE%7¼/W5Q�K�O�y
'?D?X�S
zPO�º>A�D¾s/{

p
§�pq{���w�oqln¯�{�� {�j�o��¸��w¸s/l�xqoqpql��utuoqlnr�js/{e�upqr��yw��uln�nl�oq�

p̃
§u¯�w�tuoÆ"

Lp̃(p) =
∑

t∈C

p̃(t) log p(t)
ïenu�-n/ñ

0�{�oqoq{��nr����°¯�p�w�l�xq{��¨�u��w�jyz|{�{�xqo��upqr��©r�pqoqlnr�juju{��n�n{¾w�t¹�nr��ªw�pqlnoq~u� {ks/{���wJ�upqr��yw��uln��nlnoq�Js/tSz|r�pq�utyx���­µj
{jq©{�o�"

log p(C) = log

n∏

i=1

p(ti)

=

n∑

i=1

log p(ti)

=
∑

t∈C

N(t) log p(t)

=
∑

t∈C

np̃(t) log p(t)

= n
∑

t∈C

p̃(t) log p(t)

= nLp̃(p)¥Üpqr�tu¯�{�pk�n{�xv�yw�p�w�� ��oqpq{�x¾s/t
��r�s/���n{J��tul���w���l�� l�xq{�j�o���w��upqr��yw��uln��lnoq��s/{J�upqr��s/tulnpq{���{¹z|r�pq�utyx
C
{�xqo¨s/r�jyz�����tuln¯�w��n{�j�o¨�¤�¹w���ln��l�xq{�p}��w
�nr����°¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{�s/{z|{�x¾�yw�p�w�� ��oqpq{�x�§ys/r�jyze��oqpqr�tu¯�{�p�"

p̂ = Argmax
p

Lp̃(p)
ïenu�y8�ñ

0�{¹z|pql�oq��pq{ s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�{�xqo¸x�r�tu¯�{�j�o¸tuoql��nl�xq����r�tup¨s/��oq{�pq� lnju{�pe�n{�x}�yw�p�w��� ��oqpq{�x,s/{�xH� r�s/����{�xUxqoqr/z�~yw�xqoql���tu{�x oq{���xH��tu{��n{�x6Ä-¹Å¹ r�t���{�xH£*0�Ú ¦���Æktu{���{�tuo��°l��w��u��r�pqoq{�pkw�t/����p�w�����w�lnpq{�xv� xqtu�yxqoql�oqtuoqlnr�j
s���w�pq�upq{�x¿Ç
³�ó
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! r�p�x���tu{þ�°�¢r�j»��{�tuoÁr��yxq{�pq¯�{�pÂsuw�jyxÁ�n{þz|r�pq�utyxÂs���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{þoqr�tuoq{�xÁ��{�x��o�w���{�x,s/t��upqr�z|{�x�xqtyx x�oqr�z�~yw�xqoql���tu{�§¼��wkxqr��ntuoqlnr�j��¾�°�¢����tyw�oqlnr�j¹ïenu�y8�ñ�{�xqoHoqpqln¯�l�w��n{["���w� ��oq~ur/s/{�s/{�x���tu�noqln�u�nl�z�w�oq{�tup�x�s/{ ! w���p�w�ju��{ez|r�jys/tul�o��¨w�q©{�z|oq{�p���z�~yw���tu{�oqp�w�jyx�lÃ�oqlnr�jmtuju{��upqr��yw��ul��nlnoq���upqr��©r�pqoqlnr�juju{��n��{k��x�we«¶pq����tu{�jyz|{�suw�jyx��n{}z|r�pq�utyx��70k�¢{�xqov�yw�p{|��{����u�n{��n{¾z�w�x®��r�p�x���t �¢r�j�«Äw�lnoµ�°��w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{ks/{�x®�upqr��yw��uln�nl�oq��xµs/{�x®pq�����n{�x®s��¢tuju{��p�w�� ��w�lnpq{k~ur�p�x��Ýz|r�j�oq{|�/oq{e���yw�pqoqlnpvs��¢tuj�z|r�pq�utyx�s���w�pq�upq{�xm"/z�~yw���tu{Jpq�����n{}xq{�¯�r�lnow�q©{�z|oq��{¨s��¢tuju{¸�upqr��yw��uln�nl�oq���upqr��©r�pqoqlnr�juju{��n��{}�¡x�w�«¬pq����tu{�jyz|{¸suw�jyx��n{ez|r�pq�utyx��ÍÌ
��z|lU{�jÁpq{�¯�w�jyz�~u{�§��n{�xk��o�w���{�x}s/tÀ�upqr�z|{�x�x�tyxkju{�xqr�j�o��yw�xkr��yxq{�pq¯�w��u�n{�x}suw�jyx��n{z|r�pq�utyx
C

"©tujS��½�� {¸w�pq�upq{
t
��rªx�x���s/{¨xqr�tu¯�{�j�o��u��tyxqln{�tup�x¾s/��pqln¯�w�oqlnr�jyxksuw�jyxktuju{£�¥�£u¦�§y{�o¾l��©��w¡s/r�jyzJ�u�ntyx�ln{�tup�x�«¶w��|r�jyx¾��r�tup��n{J�upqr/s/tulnpq{e���°��w�l�s/{}s/tS�upqr�z|{�x�x�tyxs/{e����ju��p�w�oqlnr�j §1x�w�jyx¾��t �¢r�jS�utul�x�xq{Js/lnpq{J��w���tu{��n�n{�{�xqo�tuoqln��l�xq��{}suw�jyx��n{Jz|r�pq�utyx��

Lp̃(p) =
∑

t∈C

p̃(t) log
∑

d⇒t

p(d)
ïenu� Õ ñ

! wJxqr�� ��{�xqtup,oqr�tuoq{�x,�n{�x,s/��pqln¯�w�oqlnr�jyx,z|r�jys/tul�x�w�j�o,���°��w�pq�upq{
t
§�w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�oµsuw�jyx�°�¢{|�/�upq{�x�xqlnr�j
s/{e��w���r����°¯�p�w�l�x�{��¨�u��w�jyz|{�§/�©rªxq{J�upqr��u�n��� {J��r�p�x���t �¢l���x���w���lno¾s/{e��w��/lÃ�� l�xq{�p�z|{�oqoq{¨¯�w��n{�tup��Üikj&�©{�tuo�~u{�tupq{�tyxq{�� {�j�o}tuoqln��l�xq{�p�tujÁw��n��r�pqlnoq~u� {�­�¹Qï¶�©r�tup­,�/��{�z|o�w�oqlnr�jÎ¹Àw���l�� l#Ï�w�oqlnr�jö²¢��{�� �yx�oq{�p ù�ù ´Äñ�§,��tul�{�xqo¨tuj�w��n��r�pql�oq~u� {�lnoq��p�w�oqln«w"�u�ntuo�Ð�oJ��tu{�s/{���w��/ln� l�xq{�p���w ¯�w��n{�tup�s/{

Lp̃(p)
s/lnpq{�z|oq{���{�j�o�§©r�jÁz�w���z|tu�n{¸tuju{¡xq�|�pqln{Js/{}� r�s/����{�x

p0, p1, . . .
s/r�j�o���w¸�nr����°¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{�¯�w�z|pqr�l�x�x�w�j�o��yikj
ju{}��{�tuo�ªw�p�w�j�oqlnp}w�lnjyxql suw�jyx��n{¨z�w�x¾����ju��p�w��,��tu{¨�°�¢r�j¤oq{�jys¤¯�{�p�xktujS�¹w���ln��tu� ���nr��yw��Hs/{��w�«¶r�jyz|oqlnr�j §u��w�l�x�xq{�tu��{�� {�j�ov¯�{�p�x¾tuj
�¹w���ln��tu� �nr/z�w��°�

ºkju{¨��o�w��©{�s/{¨�°��w�����r�pqlnoq~u� {¸z|r�jyxql�xqoq{¨�¹�yw�x�xq{�p}s��¢tujÁ� r�s/����{
p
�¹tujÁ� r/s/���n{

p′
§�{�j�oq{�j�o�w�j�o�s��¢r��uoq{�julnpvtuju{}¯�w��n{�tup

Lp̃(p
′)−Lp̃(p)

w�tyx�xql���p�w�jys/{e��tu{k�©rªx�xqln�u��{��ikj¤�©{�tuo¾��z|pqlnpq{�"
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Lp̃(p
′)−Lp̃(p) =

∑

t∈C

p̃(t) log
p′(t)

p(t)

=
∑

t∈C

p̃(t) log
∑

d⇒t

p′(d)

p(t)

=
∑

t∈C

p̃(t) log
∑

d⇒t

p′(d)p(d|t)

p(d)

≥
∑

t∈C

p̃(t)
∑

d⇒t

p(d|t) log
p′(d)

p(d)
ÞÛßuà 4
= Q(p′|p)

! �¢lnju����tyw�oqlnr�j
õyjyw���{J¯�ln{�j�o¾s/{J��w¡z|r�jyz�w�¯�lnoq�es/{e��w¸«¶r�jyz|oqlnr�j
�nr��ªw�pql�oq~u� {�"
∑

x p(x) log q(x) ≥ log
∑

x p(x)q(x)
§1��tyw�jys ∑

x p(x) = 1
{�o
∀x, p(x) ≥ 0

�
Q(p′|p)

{�xqoStuju{M«¬r�jyz|oql�r�jÖlnj�oq{�pq� ��s/l�w�lnpq{�§���tu{þ�°�¢r�j z�~u{�p�z�~u{��·��w��/ln� l�xq{�p��w�lnj�oq{�jyw�j�o��

Q(p′|p) =
∑

t∈C

p̃(t)
∑

d⇒t

p(d|t) log

∏

α∈d p′(α)n(α,d)

∏

α∈d p(α)n(α,d)

=
∑

t∈C

p̃(t)
∑

d⇒t

p(d|t)
∑

α∈d

n(α, d) log
p′(α)

p(α)

=
∑

α∈G

[
∑

t∈C

p̃(t)
∑

d⇒t

p(d|t)n(α, d)

]

log
p′(α)

p(α)

=
∑

α∈G

[
∑

t∈C

p̃(t)
∑

d⇒t

p(d|t)n(α, d)

]

log p′(α)− Γ(p)

r/s
G
s/��x�ln��ju{¤�°�¢{�jyxq{����u�n{¤s/{�x�«¬p�w�����{�j�o�x�s/{&��wÂ��p�w�� �¹w�lnpq{�§µ{�o

Γ
{�xqo�tuju{«¬r�jyz|oql�r�j¤s/{

p
§uju{es/����{�jysuw�j�o��yw�xks/{

p′
�����w��upq��x�z|{À��tul��upq��z|��s/{�§�r�j'�¹w���ln��l�xq{
�Xz�~yw���tu{À��o�w���{

Q(p(i+1)|p(i))
{�jpq��xqr��n¯�w�j�ow"

p(i+1) = Argmax
p′

∑

α∈G

[
∑

t∈C

p̃(t)
∑

d⇒t

p(i)(d|t)n(α, d)

]

log p′(α)
ïenu� ù ñ

xqr�tyx��n{�x�z|r�j�oqp�w�lnj�oq{�x�xqoqr/z�~yw�xqoql���tu{�xm"

∀A,
∑

α∈ΩA

p′(α) = 1
ïenu� _ ñ

³/x
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I jur�tu¯�{�w�t §u��w¸xqr��ntuoql�r�j¹{�xqovs/r�juju��{}�yw�pv��w¸����oq~ur�s/{}s/{�xv�¨tu��oqln�u�nl�z�w�oq{�tup�x�s/{

! w���p�w�ju��{½"

p̃ ∝
∑

t∈C

p̃(t)
∑

d⇒t

p(d|t)n(α, d)
ïenu�@³�ñ

! {�xqln��ju{m÷
∝
ø¤xqln��julÃõy{m÷¡�upqr���r�pqoql�r�juju{��H��ø�� ! {e«Äw�z|oq{�tup�s/{¨jur�pq��w��nl�x�w�oqlnr�j{�xqo¾r��uoq{�j�t¤�yw�p¾�°��w��u�u�nl�z�w�oqlnr�jms/{�xkz|r�j�oqp�w�lnj�oq{�x�xqoqr/z�~yw�x�oql���tu{�x¸ïenu� _ ñ��

acbedHbEa�bN� × �>����û�����üuû�:>�HýÀ�T�����
£�l©�n{}z|pqlnoq��pq{�s/{}��w¸¯�p�w�l�xq{��¨�u��w�jyz|{k��w��/ln��w���{¾xq{��¨�u��{kjyw�oqtupq{����©r�tup��Ý��w��u�upq{�j/�oql�x�x�w���{�s/{�x�� r�s/����{�x¾xqo�w�oql�xqoql���tu{�x�{�j&����ju��p�w��°§�ln� x�{¸pq��¯����n{�w�x�xq{�Ï¨lnju{
á�z�w�z|{�suw�jyx�n{�z�w�s/pq{�s/{�x���p�w�� �¹w�lnpq{�xk��xqtu�yx�oqlnoqtuoqlnr�j&s���w�pq�upq{�x�§�s/tÁ� r�l�jyx��nr�p�x���tu{ ���>�
� ��{�x«¬p�w�����{�j�o�xµs/{���w��yw�x�{�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{¾xqr�j�o,{|��oqp�w�lno�x {�o,lnj�oqpqr/s/tulno�xHsuw�jyx,��w¾��p�w�� ���w�lnpq{�§yz|r�� ��{}z��¢{�x�o��n{ez�w�x¾suw�jyx��n{J��r�s/���n{J�ei�� �� r�tupv�n{�� r�j�oqpq{�p�§�pq{��upq{�jur�jyxv�Ý�¢{|��{�� �u��{�s/tmz|r�pq�utyxvs���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{

C2
§/s/r�j�o�n{�x¾w�pq�upq{�x¾w��u�yw�p�w�l�x�xq{�j�oksuw�jyx¾��w¨õy��tupq{wnu�y8�� � _ nu�

! w��nr����°¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{¸s/{¸��w¡�yw�xq{�§1��r�p�x���tu{
p
{�xqok��w¡�upqr��yw��uln�nl�oq�elnjys/tulnoq{e�yw�p�n{J� r/s/���n{�§ux��¢��z|pqlnoªâ$"

Lp̃(p) =
∑

t∈C

p̃(t) log
∑

d⇒t

p(d)

=
1

4
log(sa0 + sa · a0) +

1

8
log(sb0 + sb · b0) +

1

8
log(sb1 + sb · b1)

+
1

8
log(sa0b1 + sa0b · b1 + sab1 · a0 + sab · a0 · b1)

+
1

4
log(sa1b0 + sa1b · b0 + sab0 · a1 + sab · a1 · b0)

+
1

8
log(sa1b1 + sa1b · b1 + sab1 · a1 + sab · a1 · b1)

­µj¹xqtuln¯�w�j�o®��we� ��oq~ur�s/{ks���­,���©{�z|o�w�oqlnr�jã¹&w��/ln� l#Ï�w�oql�r�j §Fr�j¹r��uoqln{�j�o��n{�xµ����tyw��oqlnr�jyx¾s/{J� l�xq{|�Ý���W��r�tup¾s/{J��w�õy��tupq{wnu�Yo�x��
Æktu{�����tu{�xvlnoq��p�w�oqlnr�jyx�xqr�j�o¾s/r�juju��{�xksuw�jyx¾��w¨õy��tupq{�nu�Yo�.��
! {�xH�upqr��yw��uln��lnoq��x s/{�xµw�pq�upq{�xµs/t�z|r�pq�utyxµw�¯�{�zv��{�� r/s/���n{�r��uoq{�j�t w��upq��x,z|r�j�¯�{�p����{�jyz|{�s/{¾�°��w�����r�pqlnoq~u� {v­�¹ x�r�j�o�s/r�juju��{�x�suw�jyxµ��w�õy��tupq{°nu�Yojnu§�x�r�tyxµ�°��w��u�©{��n��w�oqlnr�j

DEM
�

! {�x�s/l�x�oqpqln�utuoqlnr�jyx�s/{Âs/���yw�pqo
p(0) xqr�j�o�s/{�x
s/l�xqoqpql��utuoqlnr�jyx tujulÃ«¶r�pq� {�x�"���{�x«¬p�w�����{�j�o�x�s/{Jp�w�z|l�ju{

X
xqr�j�o�w�q©{�z|oq��x�s/{e��w��upqr��yw��uln�nlnoq�}lnjul�oql�w��n{

|σ[ΩX ]|−1 �ikj
z|r�jyxqo�w�oq{J��tu{���{�x�w�pq�upq{�x�s/{}��w¨�yw�xq{Js���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{}r��uoqln{�juju{�j�o¾w¼¯�{�zJz|{� r/s/���n{�s/{�x®�upqr��yw��ul��nlnoq��xµ{|�uw�z|oq{�� {�j�o����ªw��n{�x��¸�n{�tup®�upqr��yw��uln��lnoq��{�� �ulnpql���tu{
p̃
� ! {

ä�å ��¬��R�&�Lª�� ªR§y¨�§-�&³�¬i�R��¬c¦ �5��¯L®[���?�&¬�³�¨�³�®[���?�5� §-�&��¬�¬´�L�?�
��� �&³���¬i�����
¨y�«�R�L® �R��¬c¦ �5��¯L®[���?�&¬����
®[§���¥�¬´·�¥R¨��L± Ô ���
��Ä���®[��¨��LÁ

p
(

S A 0
)

= sa0

³/.
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a0′ ∝ 1
4 ·

sa·a0
sa·a0+sa0 + 1

8 ·
a0.(sab.b1+sab1)

a0.(sab.b1+sab1)+sa0b.b1+sa0b1

a1′ ∝ 1
4 ·

a1.(sab.b0+sab0)
a1.(sab.b0+sab0)+sa1b.b0+sa1b0

+1
8 ·

a1.(sab.b1+sab1)
a1.(sab.b1+sab1)+sa1b.b1+sa1b1

b0′ ∝ 1
8 ·

sb.b0
sb.b0+sb0 + 1

4 ·
b0.(sab.a1+sa1b)

b0.(sab.a1+sa1b)+sa1b0

b1′ ∝ 1
8 ·

sb.b1
sb.b1+sb1 + 1

8 ·
b1.(sab.a0+sa0b)

b1.(sab.a0+sa0b)+sab1.a0+sa0b1

+1
8 ·

b1.(sab.a1+sa1b)
b1.(sab.a1+sa0b)+sab1.a1+sa1b1

sa′ ∝ 1
4 ·

sa.a0
sa.a0+sa0

sb′ ∝ 1
8 ·

sb.b0
sb.b0+sb0 + 1

8 ·
sb.b1

sb.b1+sb1

sa0′ ∝ 1
4 ·

sa0
sa.a0+sa0

sb0′ ∝ 1
8 ·

sb0
sb.b0+sb0

sb1′ ∝ 1
8 ·

sb1
sb.b1+sb1

sab′ ∝ 1
8

sab.a0.b1
sab.a0.b1+sa0b.b1+sab1.a0+sa0b1 + 1

4
sab.a1.b0

sab.a1.b0+sa1b.b0+sab0.a1+sa1b0

+1
8

sab.a1.b1
sab.a1.b1+sa1b.b1+sab1.a1+sa1b1

sa0b′ ∝ 1
8 ·

sa0b.b1
sab.a0.b1+sa0b.b1+sab1.a0+sa0b1

sa1b′ ∝ 1
4

sa1b.b0
sab.a1.b0+sa1b.b0+sab0.a1+sa1b0 + 1

8
sa1b.b1

sab.a1.b1+sa1b.b1+sab1.a1+sa1b1

sab0′ ∝ 1
4 ·

sab0.a1
sab.a1.b0+sa1b.b0+sab0.a1+sa1b0

sab1′ ∝ 1
8

sab1.a0
sab.a0.b1+sa0b.b1+sab1.a0+sa0b1 + 1

8
sab1.a1

sab.a1.b1+sa1b.b1+sab1.a1+sa1b1

sa0b1′ ∝ 1
8 ·

sa0b1
sab.a0.b1+sa0b.b1+sab1.a0+sa0b1

sa1b0′ ∝ 1
4 ·

sa1b0
sab.a1.b0+sa1b.b0+sab0.a1+sa1b0

sa1b1′ ∝ 1
8 ·

sa1b1
sab.a1.b1+sa1b.b1+sab1.a1+sa1b1

BDCFEHG nu�Yo�xæIÂG®��tyw�oql�r�jyx¾s/{e� l�x�{|�Ý���W��r�tup¾s/{e�Ý��w��n��r�pqlnoq~u� {J­�¹ xqtup¾��w�yw�xq{
C2
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α

çè çé ê è ê é ëì ëí ëì è ëí è ëí é ëì í ëì è í ëì é í ëì í è ëì í é ëì è í é ëì é í è ëì é í é ëì é ëì è í è Lp̃(p)
i

p(i)(α)

è è�î ï è�î ï è�î ï è î ï è�î èðñ è î èðñ è�î èðñ è�î è òé è�î è òé è î éó ó è�î è òé è�î éô ï è�î èð ñ è�î èðñ è�î è òé è�î èðñ è�î è òé

P
(i)
DOP (α)

è�î ï è�î ï è�î ï è î ï è�î èðñ è î èðñ è�î éô ï è�î èðñ è�î èðñ è î éó ó è�î éô ï è�î ô èð è�î éó ó è�î éó ó è�î é ò ï è�î ô ôõ è�î éð ö è�î è òô è�î é è ò÷ é�îõ ïõ

øùú ûü ìý þÿ éî ôñ ð éî é öé é�î òèõ éî òð ò è�î ó ó ó é éîñ ñ ñ è�î ï è�î ï è î ð öé è�î é òô è�î ð öð è�îñ óñ è�î ï è ö è�î ô ð ï è�î öô ö è�î ô ô ô
p(i)(α)

é è�î ï éñ è�î òð ó è î òð ö è�î ï éô è�î èðñ è î éô ï è�î éó ó è�î è ó ô è�î è ó ô è î é èð è�î è é ö è�î é èõ è�î è ò ï è�î è óñ è�î èñ ï è�î èõ è è�î è ô ö
P

(i)
DOP (α)

è�î ï éñ è�î òð ó è î òð ö è�î ï éô è�î èðñ è î éô ï è�î ô èõ è�î éôñ è�î é ô ó è î é èð è�î è öñ è�î éó ô è�î èõ ð è�î é éõ è�î é è ó è�î éõ ô è�î é òô è�î è ò é è�î è ïõ ÷ é�î ð òó

øùú ûü ìý þÿ è�îõ ð ó è�îõ è ó é�îñ éð éî ò ï è è�î òèð è�îõ õ õ éî ïõ é è�î ï è ó è�î òõ ñ è î öô õ è�î èð ó è�îõ ïô è�î ô ôõ è�î ïô ò è�îñ ñ ó è�îõ ò ï è�î éõ ï

p(i)(α)

ô è�î ïô é è�î ò öð è î ò öó è�î ïôñ è�î è ï é è î éô ò è�î éõ ð è�î è óñ è�î è ó é è î èõ é è�î è é è è�î é éõ è�î è ô ð è�î è ó ï è�î è òô è�î é éð è�î è ô ò

P
(i)
DOP (α)

è�î ïô é è�î ò öð è î ò öó è�î ïôñ è�î è ï é è î éô ò è�î ô ô ï è�î éô ô è�î é ô ö è î èõ é è�î è ïð è�î éó ô è�î è öô è�î é éñ è�î é è ó è�î ô èõ è�î é òé è�î è ô ò è�î è òô ÷ é�î ð è ö

øùú ûü ìý þÿ è�î öð õ è�î öé ò é�î ô ô ò éî òè ï è�î ôñ ó è�îõ õ õ éî öóñ è�î ï é ï è�î òð ï è î ïõ ò è�î è ïô è�îõ ðñ è�î éñ é è�î ï òô è�îñ õ ñ éî éô ð è�î é öñ

p(i)(α)

ñ è�î ïô ò è�î ò ö ï è î òó ï è�î ïñ ò è�î è ôõ è î éô ò è�î ô ô è è�î è ó ò è�î è ó è è î è ö ò è�î è è ó è�î éô ô è�î è é ó è�î è ó ö è�î è òõ è�î é òé è�î è ô é

P
(i)
DOP (α)

è�î ïô ò è�î ò ö ï è î òó ï è�î ïñ ò è�î è ôõ è î éô ò è�î ôñ ï è�î éô ô è�î é ô ö è î è ö ò è�î è ò ï è�î é ïð è�î è ï é è�î é è ö è�î é èõ è�î ô ô ô è�î éñ ð è�î è é ò è�î è ôõ ÷ é�î öð è

øùú ûü ìý þÿ è�î ó òð è�î ïð ó é�î éñ ó éîñ ïð è�î éñ é è�îõ õ ð éî ð ó ð è�î ïô ï è�î ò öó è î ò ö ò è�î èñ ô è�îõ ð õ è�î è öè è�î ï ïð è�î ò ï è éî ô ó ö è�î é ïó

p(i)(α)

ò è�î ïô ò è�î ò ö ï è î ò ï ï è�î ï ò ò è�î è éó è î éô ò è�î ôñ ñ è�î è ó ï è�î è ïõ è î è ïõ è�î è è ò è�î éôñ è�î è èð è�î è óõ è�î è ïó è�î é ïð è�î è éõ

P
(i)
DOP (α)

è�î ïô ò è�î ò ö ï è î ò ï ï è�î ï ò ò è�î è éó è î éô ò è�î ô òô è�î éô ô è�î é ô ö è î è ïõ è�î èñ ï è�î é ï é è�î èñ ï è�î é è ô è�î é éô è�î ôñ é è�î éñ ï è�î è èð è�î è ô è ÷ é�î öóñ

. . .øùú ûü ìý þÿ è�î ô ó ó è�îñ ï é è î öð ô éî éô ó è�î è è è è�îõ ð ñ éîõ õ õ è�î ïõ ó è�î òô è è î è é è è�î è è è è�îõ éó è�î è è è è�î ó èð è�î öñ ñ éî ó ô è è�î é é é

p(i)(α)

ô ô è�î òñ é è�î ïó ð è î òèõ è�î ïõ è è�î è è è è î éô ô è�î ô òõ è�î è ö ò è�î è ïô è î è è é è�î è è è è�î é é ò è�î è è è è�î è öó è�î èõ é è�î ô è ô è�î è éñ

P
(i)
DOP (α)

è�î òñ é è�î ïó ð è î òèõ è�î ïõ è è�î è è è è î éô ô è�î ô òõ è�î éô ò è�î é ô ï è î è è é è�î è è è è�î é é ï è�î è è è è�î è öó è�î éô ò è�î ô òõ è�î éô ï è�î è è è è�î è è è ÷ é�î öñ ñ

øùú ûü ìý þÿ è�î ô ó ï è�îñ ï é è î öð é éî éô ï è�î è è è è�îõ ð ñ éîõ õ õ è�î ïõ ó è�î òô è è î è èð è�î è è è è�îõ é ï è�î è è è è�î ó èð è�î öñ ò éî ó ô é è�î é é é

p(i)(α)

ôñ è�î òñ è è�î ïó õ è î òèõ è�î ïõ è è�î è è è è î éô ô è�î ô òõ è�î è ö ò è�î è ïô è î è è é è�î è è è è�î é é ò è�î è è è è�î è öó è�î èõ é è�î ô è ô è�î è éñ

P
(i)
DOP (α)

è�î òñ è è�î ïó õ è î òèõ è�î ïõ è è�î è è è è î éô ô è�î ô òõ è�î éô ò è�î é ô ï è î è è é è�î è è è è�î é é ï è�î è è è è�î è öó è�î éô ò è�î ô òõ è�î éô ï è�î è è è è�î è è è ÷ é�î öñ ñ

øùú ûü ìý þÿ è�î ô ó ò è�îñ ï è è î öð è éî éô ò è�î è è è è�îõ ð ñ éîõ õ õ è�î ïõ ó è�î ò éõ è î è è ó è�î è è è è�îõ é ï è�î è è è è�î ó èð è�î öñ ï éî ó ô ô è�î é é é

p(i)(α)

ô ò è�î òôõ è�î ï öè è î òèõ è�î ïõ è è�î è è è è î éô ô è�î ô òõ è�î è ö ò è�î è ïô è î è è è è�î è è è è�î é é ò è�î è è è è�î è öó è�î èõ é è�î ô è ô è�î è éñ

P
(i)
DOP (α)

è�î òôõ è�î ï öè è î òèõ è�î ïõ è è�î è è è è î éô ô è�î ô òõ è�î éô ò è�î é ô ï è î è è è è�î è è è è�î é é ò è�î è è è è�î è öó è�î éô ò è�î ô òõ è�î éô ï è�î è è è è�î è è è ÷ é�î öñ ñ

BDCFEHG nu�Yo�./I¹��oq��p�w�oqlnr�jyx¾­�¹���yw�pqoqlnp¾s/{¸��w��yw�xq{
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� r/s/���n{À÷�w��u�upq{�jys�øÁ��w¤�yw�xq{ �yw�p�«Äw�lnoq{�� {�j�o�§ ��w�l�xJr�jM¯�r�lnoeln��� ��s/l�w�oq{�� {�j�oez|{��tu{�z|{���w}w}s/{�«���z�~u{�t/� "�zYD '1Z>K�%�S�O�S
y!zWy�#5M '�O`'�'j%�A�yeM�D '�O�x��$O(KjSjK�D ' º�Û OLZ�ZTO/K�O�yY' 'jO�ºH#]ZTO�'
U(O�º]'+zEO�S�O�'�D�UcÛ OLZ(Z>K�D
º7#uy
'�'?O�¼�D�'j%�º7#HºÍx�zFzEDL'��ÒDj#
ZTO(K$AC%�º*'?M�N�x*D
º7#��DzYD�X�%�U�»kzYD�O3x�º>D
ACOLZTO�A�y�#5MæºÍx�zFzED�U�D ¼�M
º�MjK�O�zRy
'jO/#uye%�ºu��£�l �°�¢r�j
¯�{�tuo�tuoqln�nl�x�{�p�tuj
oq{�� � r/s/���n{���r�tup�tuju{w��u�u�nl�z�w�oqlnr�j s���w�jyw�����xq{kxq��j�o�w���l���tu{�§ªw��nr�p�x®oqr�tuoq{��u~up�w�xq{kj ��w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�o��yw�x�suw�jyx��wk�yw�xq{�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�pq{�z|{�¯�p�w-Ï���pqrJw�jyw��n��x�{�§F{�o,��w��upqr��yw��uln�nlnoq�vs��¢tuju{�w�jyw��n��x�{��w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�o¾xq{�p�w�xqln� �u��{�� {�j�o��upqr���r�pqoqlnr�juju{����n{���x�w¨«¶pq����tu{�jyz|{esuw�jyxv��{�z|r�pq�utyx��

0�{Jz|r�� �©r�pqoq{�� {�j�o�§/��tul©pq{�x�xq{����u�n{}�¸tuj�z|r�� �©r�pqoq{�� {�j�o�s/{ ÷ex�tup��Ýw��u�upq{�j�oql�x��x�w���{kø�§�j �¢{�xqoµ�yw�xµ�upqr��upq{¾�Jz|{�o®{|�/{�� �u�n{�� � {�¯�{�jur�jyxµ{�j�{jq©{�o®w�t z|pqlnoq��pq{�s���w��u�upq{�j/�oql�x�x�w���{¾s/t¹� r/s/���n{�§�l°�¢{�����wJ��r����°¯�p�w�l�x�{��¨�u��w�jyz|{�s/t�z|r�pq�utyx�§�s/r�juju��{��yw�p��°�¢����tyw�oqlnr�jïenu� Õ ñ�ï¶� �@³]o�ñ��HÆktu{��n�n{�x���tu{�x�r�ln{�j�o��n{�x��upqr��yw��uln�nl�oq��x¨w�q�{�z|oq��{�x w�t/�X«¶p�w���� {�j�o�x�§,ln�{�xqo�z|��w�lnp���tu{���wex�r�� � {¾s/{�x��upqr��yw��uln�nlnoq��x®w�q�{�z|oq��{�xvw�t/��w�pq�upq{�x�s/t¹��w�ju�ªw���{¨ï¶�Ý�¢{�j/�xq{����u�n{¹s/{�x�w�pq�upq{�x¨��tu{m��w
��p�w�� ��w�l�pq{ ��{�tuo¨�upqr�s/tul�pq{�ñk{�xqo�lnj/«¶��pqln{�tupq{ r�tX���ªw���{�;o����mikjM{�xqo�s/r�jyz¹w���{�ju�¹�¤oqpqr�tu¯�{�p��n{���w���l��¨tu� s/{ ∑
t∈C p̃(t) log p(t)

xqr�tyx��wÁz|r�j�oqp�w�lnj�oq{ ∑
t∈C p(t) ≤ 1

� ! wÀ� ��oq~ur/s/{
s/{�x��¨tu�noql��u�nl�z�w�oq{�tup�x�s/{ ! w���p�w�ju��{s/r�juju{¤�n{�pq��xqtu�no�w�o¿"
∀t ∈ C, p(t) = p̃(t)

��,�ln{�j�x
	up�§®z|{�o¡r��uoql��¨tu� oq~u��r�pql���tu{ju{Â��{�tuo��yw�x�½�oqpq{¿w�oqoq{�lnj�o¤w�¯�{�zÁj �¢ln����r�pqoq{Á��tu{��J��r�s/���n{�§vz�w�p
z�~yw���tu{Â� r/s/���n{ln� �©rªxq{¤s/{�x�z|r�j�oqp�w�lnj�oq{�x�xqtu�u�u����� {�j�o�w�lnpq{�x�xqtup
p
��0�{��©{�jysuw�j�o�§vsuw�jyx¹�n{¤z�w�x¹s/t� r/s/���n{¨�ei�� §Üz��¢{�xqo��Ý���Ýs/lnpq{��nr�p�x���tu{¨oqr�tyx��n{�x�«¬p�w�����{�j�o�xJs/tÁz|r�pq�utyxJs���w��u�upq{�j�oql�x��x�w���{�{�j�oqpq{�j�o�suw�jyx���we��p�w�����w�lnpq{�§ª{�o��¸z|r�jys/lnoqlnr�jm��tu{koqr�tyx���{�x�w�pq�upq{�xvs/tmz|r�pq�utyxw�ln{�j�ov�n{�� ½�� {�xq���¨�©r��n{

S
{�j��n{�tup�p�w�z|lnju{�§/r�j���{�tuovw�oqoq{�lnjys/pq{Jz|{�ovr��uoqln�¨tu� oqpq��x«¶w�z|l��n{�� {�j�o�§/{�j¤�©rªx�w�j�ow"

p(α) =







p̃(α)
xql

α ∈ C

0
xql

α ∈ ΩS \ C

|σ[ΩS ]|−1 x�l
α ∈ Ω \ ΩS­µj'{jq©{�o�§�w�¯�{�zSz|{�oqoq{&lnjyxqo�w�jyz|l�w�oql�r�j §µ�n{¤�upqr/z|{�x�xqtyx�s/{S����ju��p�w�oqlnr�j's���w�pq�upq{�x�§��tul�z|r�� � {�jyz|{ �yw�p¸z�~ur�l�xqlnpJtuj¿«¬p�w���� {�j�o¨s/{ p�w�z|l�ju{

S
§Ü{�xqo}«¶r�p�z|�¹s/{�z�~ur�l�xqlnpJtuj«¬p�w�����{�j�o�z|r�pqpq{�xq�©r�jysuw�j�o��¨tuj
w�pq�upq{ez|r�� �u�n{�ovs/{���we�yw�xq{Js���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§yw�¯�{�z��w¨�upqr��yw��uln�nlnoq��{�� �ulnpql���tu{ks/{Jz|{�o�w�pq�upq{��>0�r�� � {��n{��upq{�� ln{�p�«¬p�w�����{�j�o�z�~ur�l�x�l©{�x�otuj¤w�pq�upq{Jz|r�� �u�n{�o�§/oqr�tuoq{�x�xq{�x�«¶{�tuln�n�n{�x�xqr�j�o�s/{�xvoq{�pq� lnjyw�t/�ms/{J��w¸��p�w�����w�lnpq{�§�{�o�n{}�upqr�z|{�x�xqtyxv{�xqovoq{�pq� lnju���1£�{�tu��x��n{�x�w�pq�upq{�x¾s/{}��w��yw�xq{Js���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{e�©{�tu¯�{�j�os/r�jyz¡½�oqpq{¡�upqr/s/tulno�x�§ {�oJln��x��n{¡xqr�j�oew�¯�{�z�tuju{¡�upqr��yw��uln�nlnoq�¡z|r�pqpq{�xq�©r�jysuw�j�o¸����{�tup�upqr��yw��uln�nlnoq��{�� �ulnpql���tu{�"�z|{v� r/s/���n{���w��/ln� l�xq{®w�lnjyxql���w�¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{�s/t�z|r�pq�utyx�§��w�l�xvlnj�oq{�p�s/lno�§yz|r�� � {}r�j¤�Ý��w¨¯�t¤xqtup¾�Ý�¢{|��{�� �u��{�§�oqr�tuoq{e����ju��p�w���l�x�w�oqlnr�j �

! wko�w��u�n{«nu�Yo�lnjys/l���tu{µ��r�tupH��tyw�oqpq{�� r�s/����{�xÜ¥�£u¦���w�¯�w���{�tupUs/{���w¾�nr����°¯�p�w�l�xq{��¡��u��w�jyz|{�s/t¨z|r�pq�utyx
C2
� ! {�xUoqpqr�l�xÜ� r/s/���n{�x���oqtys/ln��xU�upq��z|��s/{�� � {�j�o xqr�j�o z|r�jyxql�s/��pq��x�§w�lnjyxqlÜ��tu{J�n{}� r/s/���n{}tujulÃ«¬r�pq��{��ikj pq{���w�p���tu{���tu{���{���r�s/���n{v�ei��Âr�pqln��lnjyw��/�upqr/s/tulnoµ��w��nr����°¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{���w�u�ntyx®�yw�x�xq{�§ª� ½�� {kz|r�� �yw�pq�kw�t¹� r�s/����{�tujulÃ«¬r�pq��{�� ! w¸����oq~ur�s/{�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{s/{�xq{�xJ�upqr��yw��ul��nlnoq��x}���n��� {�j�o�w�lnpq{�xH�qr�tu{�x�w�jyxes/r�tuoq{ tujXp�Ð��n{ xq{�z|r�jysuw�lnpq{ suw�jyx¸�n{

� ¬´§�¨y��¯ �5��®[®°� §-�&�1��¬e�
�&�L���5���Ñ¡E¤ �`¡Y��Á(¨y��¬´�L®[®[�i�R��¬c���&�Lª`��ª�§�¨�§-�&³�¬
º � ¥�� > ±
³ Õ
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C1
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C1

τ  
!
"

 
#
"

 
#
�

 
!
"
#
�

 
!
�
#
"

 
!
�
#
�

 
!
�

 
!
"
#
"

f(τ) 2 1 1 1 2 1 0 0

p̃(τ) 1/4 1/8 1/8 1/8 1/4 1/8 0 0

PSCFG 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

PDOP 6/48 4/48 4/48 7/48 11/48 9/48 2/48 5/48

PDOP ′ 12/64 8/64 8/64 7/64 11/64 9/64 4/64 4/64

PDEM 1/4 1/8 1/8 1/8 1/4 1/8 0 0

BDCFEHG nu�Yojn�I¤�µpqr��yw��uln�nl�oq��xkw�q�{�z|oq��{�x��yw�p���{�x�� r/s/���n{�x}£*0�Ú ¦�§ �ei��U§�ei���� {�o
DEM

x�tup���w¹�yw�x�{
C2
{�j¿w�tuoqr��Ýw��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§ w�lnjyxqlµ��tu{xqtup���{�x°x�w�pq�upq{�x�s/{

C1
w��yxq{�j�o�xks/{

C2
�

¹&r�s/���n{ �upqr��yw��uln�nlnoq�Js/{�xv«¶p�w���� {�j�o�x ��r����°¯�p�w�l�x�{��¨�u��w�jyz|{ºkjulÃ«¬r�pq��{
|σ[Ωr(α)]|

−1 −1, 957�Ji�� f(α)
∑

α′∈σ[ΩA] f(α′) −1, 959�ei����
2−N(α)F (α) −1, 900�}­�¹ r��uoq{�j�tS�yw�p�w��n��r�pql�oq~u� {J­�¹

−1, 733

$&%('
G nu�Yo/I ! r����°¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{�xJs/{¡s/ln¯�{�p�x}� r/s/���n{�x}xqtupJ�n{�z|r�pq�utyx
C2
�

³ ù
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xqtyz�z|��xµs/{¾z|{v� r/s/���n{�{�j w�jyw�����xq{vxq��j�o�w��/l���tu{�� ! {���r�s/���n{v�ei������upqr/s/tulno,tuju{���r����¯�p�w�l�xq{��¨�u��w�jyz|{ �u�ntyxe��p�w�jys/{�§H{�o¨s/��z|pql�o¸s/r�jyz���ln{�t/�À��{�z|r�pq�utyx¨s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{��tu{
��{m��r�s/���n{
�ei�� ��£�{�x¡�upqr��upqln��oq��x x�{��¨�u�n{�j�o¡w�suw��uoq��{�x��Á��wÀ����ju��p�w��nl�x�w�oqlnr�j �­µj/õyj §��n{�� r/s/���n{¾�}­�¹ò�upqr�s/tulno�tuju{¾�nr����°¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{¾s/t�z|r�pq�utyx�s���w��u�upq{�j�oql�x��x�w���{�ju{�oqoq{�� {�j�oJ�u��tyxk��p�w�jys/{¡��tu{��n{�xkw�tuoqpq{�x�§ pq��s/tul�x�w�j�oJs/tÁ� ½�� {�z|r�tu�¿�$Ï���pqr��w��upqr��yw��uln�nl�oq�}s/{�x�w�pq�upq{�x¾j ��w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�o¾�yw�x¾suw�jyx��n{Jz|r�pq�utyx�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{��
0�{¤o�w��u�n{�w�tö� r�j�oqpq{
�uln{�j·��tu{
��wÁ� ��oq~ur/s/{¤s/{¤�upqr��yw��uln��l�x�w�oqlnr�j s/t�� r/s/���n{�ei�� r�pql���lnjyw��n{¡{�xqoe��r�lnjXs��¢½�oqpq{���w
� {�ln�n��{�tupq{�s/tM��r�l�j�o¨s/{¹¯�tu{mxqo�w�oql�xqoql���tu{�� ! {�x��r�juju{�x��©{�p�«¬r�pq�¹w�jyz|{�x�r��uoq{�j�tu{�x}�yw�p��ei��"¯�l�{�juju{�j�o�{�x�xq{�j�oql�{��n�n{�� {�j�o�s/t&����z�w��jul�xq� {¤s/{&�upqr�s/tyz|oql�r�jös/{�x¹w�jyw�����xq{�x�xq��j�o�w���l���tu{�x�§®��tul�w�q�{�z|oq{&s/{�xmx�z|r�pq{�x �u��tyx���n{�¯���x®w�t/� w�pq�upq{�x®��{�xµ�u�ntyxµ��pqrªx�w��ªw�j�o���oq��¯�tyx®suw�jyx®��w}�yw�xq{¾s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�� ! w�nr����°¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{¾r��uoq{�j�tu{Jw¼¯�{�zk��{¾� r/s/���n{��}­�¹���w�l�x�xq{¾�e�©{�jyxq{�pv��t �¢l��ypq{�xqoq{}s/{��w��u��w�z|{ �©r�tupew'á ju{�p¸�Ý��w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�s/{�xJ�yw�p�w�� ��oqpq{�x�� ! ��w��n��r�pqlnoq~u� { ­ ¹ x�{�tu�j �¢{�xqo�z|{���{�jysuw�j�o��yw�xv��wepq���©r�jyxq{J��z|{��upqr��u����� {�§��utul�x���t �¢l���z|r�jys/tulno��¨tuju{���p�w�� ���w�lnpq{�w��ªw�j�oµtuj��©r�tu¯�r�lnpUj�tu�/s/{�����ju��p�w��nl�x�w�oqlnr�j � ! w��©r�juju{�xqr���tuoqlnr�je{�xqoH��{�tuo��°½�oqpq{z|{��n�n{}{|�/��rªxq��{ew�t&z�~yw��ulnoqpq{$8 "1tuj
� r�s/����{��¹w���ln��l�x�w�j�o���w�¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{2AC%�ºHU�yFW

#uyF%�º�º>DkzFzED�s/tÀz|r�pq�utyx�§�x�w�jyx�«Äw�lnpq{eoqr�����{�p���Ï���pqr���{�x¾�upqr��yw��uln�nl�oq��x¾s/{�xkw�pq�upq{�xkj �¢�w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�o¾�yw�x��

Å¸Æ*) +öÊ-,/.�Î�Ô10eÍ�Ð32 Ò¨Ô Î54ÝÌ¾Ñ�Ì¾Î
6JÏ1Ô
ºkj¹w��u�©r�pqo�ln����r�pqo�w�j�o�s/{k��wes/��x�w����uln��tuôÝx�w�oqlnr�j¡�upqr��yw��ul��nl�xqoq{¾{�x�o���t �¢{����n{¾�©{�p��� {�oµ��w}xq���n{�z|oql�r�j�s��¢tuju{kw�jyw��n��x�{�tujul���tu{�s��¢tuju{¾�u~up�w�xq{�� ! ��w�jyw��n��x�{�§�{�oµ��wJs/��x�w����ulÃ���tuôÝx�w�oqlnr�j¨s��¢tuju{��u~up�w�xq{�§�w�¯�{�z��n{µ� r/s/���n{®�ei��U§���{�tuo ½�oqpq{�pq��w��nl�xq��{µ{�j¸��w��/ln� l�x�w�j�otuju{}{�j�oqlnoq�}s/r�juju��{�§u��tul���{�tuo�½�oqpq{}��wJ�upqr��yw��uln�nl�oq�ks/{��°��w�jyw��n�/xq{�§ª��w¸�upqr��yw��uln�nlnoq��s/{��w¾s/��pqln¯�w�oqlnr�j �Ã�Ã�¼ºkju{���tu{�xqoqlnr�j¨z|{�j�oqp�w��n{�suw�jyxU��wvpq{�z�~u{�p�z�~u{¾xqtupU�n{®� r/s/���n{®�ei��S{�x�os/{kx�w¼¯�r�lnp���tu{��n�n{�{�j�oqlnoq��z�~ur�l�xql�p®��r�tup�z|{�oqoq{���w��/ln� l�x�w�oqlnr�j ���}w�jyx�x�w¸�upq��xq{�j�o�w�oqlnr�js/t&��r�s/���n{e�ei�� §~,�r/sX²-,�r/s¤³/8F´,x�r�tuoqln{�j�o���tu{¨�n{¸z|pqlnoq��pq{�s/{
÷¡�°��w�jyw��n�/xq{e��w¡�u��tyx�upqr��yw��u�n{kø¹ïu¹&���vñÜ{�xqo,�n{�� {�ln�n�n{�tupHz�~ur�lÃ����r�tup,��w�s/��x�w����uln��tuôÝx�w�oql�r�j�xq��j�o�w��/l���tu{����tÂ� r�lnjyxkoq~u��r�pql���tu{���{�j�o�§ z|{ z|pqlnoq��pq{�{�xqoJxqtu�©��pqln{�tup���z|{��ntulµs/{���w¿÷¹s/��pqln¯�w�oqlnr�j��w&�u�ntyx��upqr��yw��u�n{Sø'ïu¹&�®�¨ñ�§µz|{¤��tul�{�xqo¡z|r�j/õypq� �
�yw�p¡��tu{�����tu{�x¨��oqtys/{�x�{����ulÃ�pql���tu{�x�xqtup¾��w��©{�oqlnoq{J�yw�xq{es���w�pq�upq{�x�s/{J��w¡�U{�juj/�Ý¥Upq{�{��yw�j*)Xï ù 8�ó w�pq�upq{�x�w�t
oqr�o�w��°ñ²-,�r�sS³/8�§7,�r/s¤³ Õ ´°�
! {�z�~ur�lÃ� s/t"¹À�®� §��u�ntuo�Ð�o���tu{ks/t$¹&���¨§�z|r�� � {��upqlnjyz|l���{¾s/{k��w���l�� l�x�w�oqlnr�j{�xqo�tujul���tu{J�yw�pq� l �n{�x���r�s/���n{�xvs���w�jyw��n�/xq{J�upqr��yw��uln��l�xqoq{��*I��u�yw�pq{���� {�j�o�§yz|{�z|lÜ{�x�os7	�w�t�p�Ð��n{���w×��{�tupH��tu{��n{�x,£*0�Ú ¦ör�j�o¿��r�tu��suw�jyx,z|{�xU� r/s/���n{�x�"�suw�jyx �n{�xµ£*0�Ú ¦�§�ln�j �¢{|��l�xqoq{¾�yw�x�s/{�s/lEq���pq{�jyz|{¾{�j�oqpq{8¹&���%{�oH¹À�®�U§�s/t «Äw�lno®��tu{�z�~yw���tu{�w�jyw�����xq{�{�x�o����ju��pq��{¾�yw�p®{|�uw�z|oq{�� {�j�oµtuju{¾s/��pql�¯�w�oqlnr�j ��£�tup®��{��u��w�j�oq~u��r�pql���tu{�§��n{�¹À�®�Â{�xqo®x�t/�����pql�{�tup�w�t3¹&���Ösuw�jyx��n{kx�{�jyx�r/smln�1��lnjuln� l�x�{���we�upqr��yw��uln�nl�oq�ks/{}z|r�� � {�oqoqpq{ks/{�x{�pqpq{�tup�x��T0�{��©{�jysuw�j�o�§�z|r���� {v�°��w��upqr�tu¯��k±��D£�ln��w/��w�j
²@£�ln��w/��w�jS³ Õ w/§�£�ln�¹w/��w�j
³�³�´°§�n{ �upqr��u�n����{�s/tXz�w���z|tu��s/{¹�°��w�jyw��n�/xq{¡��w��u�ntyx¸�upqr��yw��u�n{ {�xqo98k�,�Ýs/l#á�z|ln�n{ suw�jyx¨�n{

³ _
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z�w�s/pq{¡s/{�xk�®¥�£u¦;:�����ln¯�{�p�xkoqp�w�¯�w�t/�Sr�j�o���oq�¸{�j�oqpq{��upql�x���r�tup}z|r�j�oqr�tupqju{�pJz|{��upqr���u�n��� {�§yw�õyjSs/{Jpq{�jys/pq{¸�n{�x�£�¥�£u¦b{|�/�u�nr�lno�w��u�n{�x�{�j¤�up�w�oql���tu{��
È ��� � �~�i���¾���N� ='� ü7����ÿ�gFgF�>�i�Uü*:>� È ��������� × üuû�g��
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á�z�w�z|{�x��©r�tup��°��w�jyw��n�/xq{�� ! wÀ�upqlnjyz|l��yw��n{m��tyw�j�oql�oq����t �¢ln����w��/ln� l�xq{��r�tup�z|{�x�w�jyw��n�/xq{�x�{�xqo®�n{�¦}{�ju{�p�w�� ! w��©{��n{�s � {�z�w��n�1�Hw�p�xq{�ïÝ¦ !c� �vñ7Ô��n{�¦ !�� �¿{�x�o�°��w�pq�upq{¸s���w�jyw��n�/xq{e��tul ��w��/ln� l�xq{��°�¢{�xq�©��p�w�jyz|{es/tÀ#&O�x��¾U<D�K�OLZ(Z*Dkz1D
ºÅzEO�SCDkz¶'m"

Iötuj�AC%�º*'L#uyF#uxTO�ºH#9zPO<SCDkzFzRy
'?MH{�x�oHtuj�oqpqln�u�n{�o
〈i, A, j〉

§�r/s
wi . . . wj

xqr�j�oµ�n{�xU��r�o�xs/r�� l�ju��xv�yw�p¾�n{Jz|r�jyxqoqlnoqtyw�j�o�{�o
A
{�x�o��n{J��w��©{���s/t&z|r�jyxqoqlnoqtyw�j�o~Ô

I%£�l
T
{�xqo¡tuj·w�pq�upq{&s���w�jyw��n��x�{¤s��¢tuju{
�u~up�w�xq{¤{�o

cT
�°��w�pq�upq{ÀAC%/KLK�D�A?#k��r�tupz|{�oqoq{��u~up�w�xq{�§¼��{°#&O�xJ��U�D�K�OLZ(Z]DkzHD
º�zPO�S�Dkzy'Ü{�x�oÜ�n{®p�w��u�©r�pqoU{�j�oqpq{��n{�jur��¨�upq{�s/{z|r�jyxqoql�oqtyw�j�o�x,z|r�� ��tujyx suw�jyx

T
{�o

cT
xqtupU��{�jur����upq{�oqr�o�w��/s/{�z|r�jyxqoql�oqtyw�j�o�xs/{

cT
Ô

I%¦�r�r/s/��w�j'w�q�{�z|oq{À�þz�~yw���tu{Âz|r�jyxqoqlnoqtyw�j�o�w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�o�suw�jyxmtuju{&o�w��u��{s���w�jyw��n�/xq{�ï¶r�tm«¬r�pq½�ovs/{Js/��pqln¯�w�oql�r�jyx|ñ tuj��©r�l�sux�§�z�w���z|tu�n��z|r���� {��n{kp�w��u��r�pqo{�j�oqpq{ÅzYD�Z>K�%�U�x y�#ÆU�D '?D 'ÆZ>K�%�S�O<S
y�zWyF#5M '3yFº]'
yFU�DÂDj#Æ%�xT#F'kyeU�D�{�o"zEO½Z>K�%<S�O�S
y!zRyF#5M
#&%/#&O�zED�U�D zEOwZH^<K�O`'?DCl*K1Ô

Iö�n{¨¦ !c� �ö{�xqo¾{�jyxqtulnoq{es/��oq{�pq��lnju�¸z|r�� � {J�Ý��w�jyw��n��x�{}s/{¸��w��u~up�w�xq{¸w¼�ªw�j�o���wxqr���� {Js/{�x���r�l�sux�s/{¸xq{�x�z|r�jyxqoqlnoqtyw�j�o�x¾��w��©{��n�nl�xq��x®��w��u��tyxv��p�w�jys/{��
¦�r�r/s/��w�j � r�j�oqpq{k��tu{kxqtup��n{�z|r�pq�utyx�tuoqln�nl�xq�v�yw�pÒ,�r�s�§��n{�¦ !c� �Xr��uoql�{�j�o�s/{�xpq��xqtu�no�w�o�x¾x�{��¨�u��w��u��{�x�w�t ¹&�®�'s/t¤� r/s/���n{J�ei��'£�¥�£u¦��
ºkju{¾s/{�xµ�upqr��upqln��oq��x®x���s/tul�x�w�j�oq{�x�s/{��°�¢lnjyxqo�w�jyz|l�w�oql�r�j�s/{�¦}r�r/s/��w�j¡s/t � r/s/���n{�ei���{�xqo���t �¢l���{�� �u��r�ln{���w¨�yw�xq{Js���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�#5DkzFzED$N�x*Dkz!zYD��©r�tupv�°��w�jyw��n�/xq{�� ! wo�w�ln�n�n{ks/{���w¸��p�w�� ��w�lnpq{�£*0�ÚH¦â{�x�o����ªw��n{�w�t¹jur����upq{�s/{kj*@Jtysuxvs/{k��we�yw�xq{�§�w���r�p�x��tu{��n{�jur��¨�upq{�s/{vxqr�tyx��Ýw�pq�upq{�x,s��¢tuju{���p�w�����w�lnpq{v£�¥�£u¦ö{|�/oqp�w�lnoq{vs/t�z|r�pq�utyxH�©{�tuo½�oqpq{�xqtu�yxqo�w�j�oql�{��n�n{�� {�j�oU�u�ntyxH��p�w�jys���0�{�oqoq{v�upqr��upqln��oq�v��{�tuoH���ªw��n{�� {�j�oHw��u�yw�p�w�+�oqpq{z|r�� � {�tuj¿s/�|«Äw�tuo�§Üsuw�jyx}�n{¡z�w�xes��¢tujÂoqpq��x}��p�w�jysÂz|r�pq�utyx�§Ü{|�/oqpq½�� {�� {�j�o�pq{�s/r�j/�suw�j�o "ªw��nr�p�x���tu{¾�n{�jur����upq{�s/{�x�r�tyx��Ýw�pq�upq{�x�s/{���w¸£�¥�£u¦%�©{�tuo�½�oqpq{¾��ln� lnoq�vs/t¡«Äw�lnos/{J��w¨pq{�s/r�jysuw�jyz|{�§y�n{}jur��¨�upq{Js/{Jpq�����n{�xvs/{J��w¡£*0�Ú ¦bz|pqr`+�o���lnju��w�lnpq{�� {�j�o�w¼¯�{�z}��wo�w�ln�n�n{¡s/tþz|r�pq�utyx¹ï¶{��n��{�z|r����uoq{�{�j�¯�lnpqr�j

8 ∗ N ∗ T
pq������{�x�§Ür/s

T
{�xqoe�n{¡jur����upq{s���w�pq�upq{�xes/tÂz|r�pq�utyx�§�{�o

N
�n{¨jur����upq{¡� rF��{�jÁs/{�� r�o�xk�yw�pJ�u~up�w�xq{�ñ��U¦�r�r�s/�¹w�jj �¢r`q©pq{�w�tyz|tujX��r¼��{�j s/{��nln��lnoq{�p}�n{ jur����upq{¹s/{¹x�r�tyx��Ýw�pq�upq{�x¨s/{¹��w
��p�w�� �¹w�lnpq{�§z�w�p¡��wÂ£*0�Ú ¦ ju{�pq{���rªxq{��yw�x¡xqtup�s/{�x¡xqr�tyx��Ýw�pq�upq{�xcÔ,x�r�jþ��r�s/���n{¹ju{
x���w��u�u�nl���tu{s/{¸�u�ntyx���t ��w�t¤��r�s/���n{e�ei�� §�z��¢{�xqo��Ý���Ýs/l�pq{¸w�¯�{�z¨s/{�x¾�upqr��yw��uln�nl�oq��x¾s/�|õyjuln{�x��yw�pk��w� ��oq~ur/s/{¸s/{$,�r/s�§y{�o¾jur�jSw�t/�&£�¥�£u¦ì{�j¤����ju��p�w��°����� ju{¸�©{�tuo�x���w��u�u��l���tu{�p¾� tuju{

�ML7Õ�� ®[®[�«®[�L�?�´�&³«���������R��Ä�� ? Á(·���¬1�R�&� ª`��ª�§�¨�§��&³�¬1¬´�L�?�Ç·���¨�·�¥�¨y� ªR¨���¬Ç���Æ�&��®[��¬
�/�L¨-Î���� ®[§¶��¨EÁ
�����c¦E��·��&� �&§�¬&���&§�� �<±
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_ a`d gò^ih/[ [ hòT,^Xajd k dÂV^aedSRXTURMVWRMT,Y[Z
\ ] h_^ia`^Xajd

0�{Sz�~yw��ulnoqpq{&s/��z|pql�o jurªx � r/s/���n{�x¡s/{&��p�w�� ��w�lnpq{�x¡�¿x�tu�yxqoqlnoqtuoqlnr�j·s���w�pq�upq{�x�upqr��yw��uln�nl�x�oq{�x¡r�pqln{�j�oq��x¹�©r�tup��°��w�jyw��n�/xq{��¹0�r�� ��{¤��r�tup��n{�x ��p�w�� �¹w�lnpq{�x¹¦w0�Ú ¦s/��z|pqlnoq{�x��¡��w xq{�z|oql�r�j�.��yx�§�z|{�oqoq{¨r�pqln{�j�o�w�oqlnr�j&{�xqo�pq��w���l�xq��{J{�j&w�x�xqr�z|l�w�j�o¾��z�~yw���tu{w�pq�upq{¹������� {�j�o�w�lnpq{�tujX�©r�oq{�j�oqln{��°§U{�oejur�jXtuju{¹�upqr��yw��uln�nlnoq��z|r�jys/l�oqlnr�juju��{ �yw�p¨x�wp�w�z|lnju{�� ! {�x �upqr��yw��uln�nl�oq��x s/{�x�w�pq�upq{�x¹xq��j�o�w���l���tu{�x A�%�ºHU�yF#uyF%�º�º>DkzFzED?X�D�º7#�\�zYD
x<K�'
J?D�x�y!z!zYD '�x�r�j�o¾w��nr�p�xvs/lnpq{�z|oq{�� {�j�o�s/�|õyjuln{�xv�¨�yw�pqoql�p�s/{Jz|{�xv�©r�oq{�j�oqln{���x�§�x�w�jyx��yw�x�x�{�p�yw�p¾��w¡s/�|õyjulnoql�r�j�s��¢tujS�upqr�z|{�x�x�tyx¾xqoqr/z�~yw�xqoql���tu{J����ju��p�w�oqlÃ«���}w�jyx�tuju{
�upq{�� ln��pq{��yw�pqoqln{�§,jur�tyx¡{�j�¯�l�x�w���{�r�jyx¡�u�ntyxql�{�tup�x¸� r/s/���n{�x��©r�tup¡��ws/{�x�z|pqln�uoqlnr�j¹s/{���p�w�� ��w�l�pq{�xµr�pqln{�j�oq��{�x�¯�{�p�x��°��w�jyw��n�/xq{��ª�Ý��x®s/lEq���pq{�j�o�s���w��©r�p�s�suw�jyx��w�«Äw��|r�jSs/r�j�okln��xvs/�|õyjul�x�x�{�j�o¾��w��upqr��yw��ul��nlnoq�ez|r�jys/lnoqlnr�juju{����n{Js��¢tuj&w�pq�upq{¸�¡�yw�pqoql�ps/{�x���r�oq{�j�oqln{���x�s/{}xq{�x�«¬p�w�����{�j�o�x l "�r�j���tyw��nlnõy{�s/{�÷e� r/s/���n{�s���w�pq�upq{�x¾ø
ïÄxq{�z|oql�r�j
8��Yo��Yo�ñHtuj¹� r/s/���n{¾s/�|õyjul�x�x�w�j�o�z|{�oqoq{��upqr��yw��uln�nlnoq��U�y�K�D�A?#5DjX2D
ºH#¶§�{�o�s/{�÷J� r�s/����{¾s/{s/��pqln¯�w�oqlnr�jyx}øXïÄxq{�z|oqlnr�jV8��Yo��yx�ñ�tujÀ� r/s/���n{¨s/�|õyjul�x�x�w�j�o�z|{�oqoq{��upqr��yw��uln�nlnoq�¸z|r���� {��w¡xqr�� ��{}s/{�x¾�upqr��yw��uln�nlnoq��x�s/{�x¾s/��pql�¯�w�oqlnr�jyx�s/{J�Ý��w�pq�upq{ p �

! w¹� ��oq~ur/s/{�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{¡z|r�jyxql�s/��pq��{��©r�tup}z|{�x�s/{�t/�ÀoÝ����{�x�s/{�� r/s/���n{�x{�xqo®�yw�xq��{�xqtup®�n{��upql�jyz|ln��{¾s/tã¹&w��/ln��tu�ìs���­µj�oqpqr��ul�{¨ï¶¯�r�lnp�z�~yw��ulnoqpq{ .�ñ�� ! {�÷J� r��s/���n{¸s/{¸s/��pql�¯�w�oqlnr�jyx�øm� ��ju{¸�¡��w��upq��xq{�j�o�w�oqlnr�jÀs��¢tujSoqpqr�l�x�ln��� {}� r/s/���n{�§ys/r�j�ok��w� ��oq~ur/s/{es���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{e{�xqo¾z|{�oqoq{}«¶r�l�x��Ýz|l��yw�xq��{exqtup��n{��upqlnjyz|ln�©{Js/t ¹&w��/ln��tu�s/{mlµp�w�l�x�{��¨�u��w�jyz|{&ïÄxq{�z|oqlnr�j¿{�o�8��Yo��y.�ñ�� ­µjM{jq©{�o�§Hsuw�jyx¸z|{¹z�w�x�§Uz|r�j�oqp�w�lnpq{���{�j�o��z|{¸��tulUxq{e�yw�x�x�{esuw�jyx¾�n{ez�w�xks/{�x���p�w�� ��w�lnpq{�x�¦�0�Ú ¦�§1��{�x�s/{�t/������oq~ur�s/{�x¾s���w��/��upq{�j�oql�x�x�w���{eju{¸z|r�jys/tul�x�{�j�o¾�yw�x¾w�t
��½�� {}� r�s/����{��
! w�xqtul�oq{�s/tÂz�~yw��ulnoqpq{¡{�xqo�«¬r/z�w��nl�x���{¨xqtupJ�n{�oqpqr�l�xql���� {¸� r/s/���n{�§���tulµz|r�jyxqoql�oqtu{jur�oqpq{�¦}¥�£u¦���8�r�tyx¾s/�|õyjul�x�xqr�jyx��n{�x�w�����r�pqlnoq~u� {�xv�©{�pq� {�oqo�w�j�o¾��w�� l�xq{�{�j�@Jtu¯�pq{s/{Â�°��w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{¿s/{Âxq{�x��yw�p�w�� ��oqpq{�x¤suw�jyx¤�n{�x�xq{�z|oqlnr�jyx�8��yxM{�o 8��y.��Yo��n8�r�tyx
� å ��¬~¦ �5��¯L®[���?�&¬c��© ¥R�m���&ª��&�Ç¬´�L�?��¬´��¬c¬´�L¥R¬e­F�C�&ªR�&��¬�±
² ¨���¬c��Ä���®[�R¨���¬c�R�1¨y�Ò¬´��·Ñ�&§y� �mÉR± > ± A?± > ��± o = ���L�?���R�1�&��¨�¬
p¹®[���®��¨���¬��R�Ç��³��&§�ºL�C�&§��L��¬rq
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z|r�� �yw�pqr�jyx�{�jyxqtulnoq{Á�n{�xm�©{�p�«¬r�pq�¹w�jyz|{�xms/{�xS¦J¥�£u¦ {�j%w�jyw�����xq{Áw�¯�{�zXz|{��n�n{�xms/{£�¥�£u¦âz|r�����rªxq��{�x�s/{�x®� ½���{�x®w�pq�upq{�x�������� {�j�o�w�lnpq{�x�{�o�{�j�oqp�w�+�ju��{�x�x�tup®�n{�x®��½�� {�x�yw�xq{�x¾s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§©suw�jyx���w¡xq{�z|oqlnr�j 8��-nu�
t Æ�Ç u ÊJÒ9vµÎ�ÔµÏ ÔµÑxwJÍ�Ï�Ìnyn2µÏ
z,Ú°ÛÜÚÝÛ q¿æ ��|µç«�7�Ýå·çn{nß©ã�r�ã�å1é}|��'ß.¾µä&� �¹� çn{�åyæHà�ã<|~}�ä°å
�}w�jyx¸z|{ ��r�s/���n{�§�r�jXx�tulnoJ�n{�xJz|r�j�¯�{�j�oqlnr�jyx�s/{�xe� r/s/���n{�x}�
��w��/ln��tu�[s��¢{�j/�oqpqr��uln{¸s/�|õyjuln{�x�� ��w�xq{�z|oqlnr�j .��Yo�§y{�j¤z|r�jyxql�s/��p�w�j�o�"
I

x = w
"���{�x�¯�w�pql�w��u�n{�x

x
pq{��upq��xq{�j�oq{�j�oe�n{�xk�u~up�w�xq{�xJ��w�jyw��n�/xq{�p�§1r�tÁ{�jyz|r�pq{�n{�x�«¶{�tuln�n��{�x�s/{�x�w�pq�upq{�x�s���w�jyw��n�/xq{�§

I
y = t

"u�n{�x¾¯�w�pql�w��u��{�x
y
pq{��upq��xq{�j�oq{�j�o��n{�x�w�pq�upq{�x�s���w�jyw��n�/xq{�§

I
fi(y) = fi(t) = fαi(t) = #(αi, t)

"®��{�x¡«¶r�jyz|oqlnr�jyx lnjys/l�z�w�oqpql�z|{�x¡pq{��upq�|�xq{�j�oq{�j�o
�n{Àjur����upq{Ás��¢r/z�z|tupqpq{�jyz|{�x
s��¢tuj%«¶p�w���� {�j�o
αi
s/{Á��w¿��p�w�� �¹w�lnpq{suw�jyx�tuj¤w�pq�upq{¸s���w�jyw��n�/xq{

t
�

! {À� r/s/���n{
{�xqo¹s/�|õyjul��yw�p�tuj"{�jyxq{����u�n{Ss/{Às/l�xqoqpqln�utuoqlnr�jyx�s/{&�upqr��yw��uln��lnoq��xz|r�jys/lnoqlnr�juju{��n��{�xm"
p(t|w)

�
! {
z|r�pq�utyx¡s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�{�xqo�z|r�jyxqoqlnoqtu��s��¢tuju{¹�yw�xq{
s���w�pq�upq{�x

C
��tu{¹�°�¢r�j��{�tuo�pq��xqtu� {�p��yw�p���w¡s/l�x�oqpqln�utuoqlnr�j
s/{J�upqr��yw��uln�nlnoq��xv{����ulnpql���tu{�x�"

p̃(w, t) =

{

p̃(t)
xql

w
x�r�j�o¾�n{�x�«¶{�tuln�n��{�x�s/{

t

0
xqlnjur�j �

� r�tup�s/��oq{�pq� l�ju{�pµ�n{�x®s/l�xqoqpql��utuoqlnr�jyx
p(t|w)

�J�°��w�l�s/{�s��¢tujmz|r�pq�utyx�s���w��u�upq{�j�oql�x��x�w���{�§y{�j
pq{�xq�©{�z|o�w�j�ok�n{}�upqlnjyz|ln�©{Js/{e��w��/ln�¨tu� s��¢{�j�oqpqr��ul�{�§1r�j
�n{ez�~u{�p�z�~u{¸�yw�pq��l�°�¢{�jyxq{����u�n{Jz|r�j�oqp�w�lnj�o
PC

"

PC = {p ∈ P
o������

Ep(fi) = Ep̃(fi)
��r�tup

i ∈ {1, 2, ..., n}}
ï&8��Yo�ñ

� w��u�©{��nr�jyx¾��tu{J�n{�xv{�xq�©��p�w�jyz|{�x¾xqr�j�o�s/�|õyjuln{�x��yw�p�"

Ep̃(f) =
∑

w,t

p̃(w, t)f(t)

Ep(f) =
∑

w,t

p̃(w)p(t|w)f(t)

ikj�z�~u{�p�z�~u{J��{�� r/s/���n{
p ∈ PC

��tul©��w��/ln� l�xq{v��we�yxq{�tys/r��°{�j�oqpqr��uln{Jz|r�jys/lnoql�r�j/�ju{��n�n{�"

Hp(T |W ) = −
∑

w,t

p̃(w)p(t|w) log p(t|w)
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~ÅbedHbed>bFd H"�<���Hge�c��ÿF�>�"ü7� ü*g��~��ÿF�c�
�
ikj�z|r�jyxql�s/��pq{��n{�xUz|r�j�oqp�w�lnj�oq{�xµw�x�x�r�z|ln��{�x w�t/�J«¬r�jyz|oql�r�jyxUlnjys/l�z�w�oqpql�z|{�x

ft0
§�z��¢{�x�o�����Ýs/lnpq{¡w�t/�¤«¶p�w���� {�j�o�x}s/{���w¹��p�w�� ��w�lnpq{�z|r�pqpq{�xq��r�jysuw�j�oe�¹s/{�x}w�pq�upq{�xJz|r�� �u��{�o�x

t0
s/t&z|r�pq�utyx�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�� �Ur�tup}z�~yw�z|tujÂs/{¨z|{�x�w�pq�upq{�x

t0
§�ln� «Äw�tuo�¯���pqlÃõy{�p$"

Ep(ft0) = Ep̃(ft0)
"

Ep(ft0) = Ep̃(ft0)

⇒
∑

w,t p̃(w)p(t|w)ft0 (t) =
∑

w,t

p̃(w, t)ft0(t)
ï&8��yx�ñ

⇒
∑

w p̃(w)p(t0|w) =
∑

w

p̃(w, t0)
ï&8��y.�ñ

⇒ p̃(w(t0))p(t0|w(t0)) = p̃(t0)
ï&8��-n/ñ

⇒ p(t0|w(t0)) =
p̃(t0)

p̃(w(t0))

?�tyxqoqlÃõ1z�w�oql�r�jSs/{�xv«¶r�pq�¨tu�n{�xm"ï&8��y.�ñ�{�xqo4�qtyxqoqlÃõy��{}�yw�p¾��{k«Äw�lno¾��tu{
ft0(t)

¯�w�tuo
0
��r�tup

t 6= t0
{�o

ft0(t
0) = 1

�ï&8��-n/ñ¾¯�l�{�j�o}s/t&«Äw�lno���tu{
p(t0|w) = 0

xql
w 6= w(t0)

§ z��¢{�xqo��Ý���Ýs/lnpq{¡xqlH��wmz�~yw�+�ju{
wju{¸z|r�pqpq{�xq�©r�jys
�yw�x¾w�t/�m«¬{�tul��n�n{�xvs/{J�°��w�pq�upq{

t0
ï¶jur�oq��{�x

w(t0)
ñ��

Iklnjyxql°§ �©r�tup�z�~yw���tu{¹�u~up�w�xq{�s/t z|r�pq�utyx�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§,��wSpq���yw�pqoqlnoqlnr�jþs/{�upqr��yw��uln�nlnoq��x¸z|r�jys/lnoqlnr�juju{��n�n{�x}s/t¿��r�s/���n{�{�xqo¸{�j�oqln��pq{�� {�j�o¨z|r�juj�tu{¹�
�yw�pqoqlnpes/{�xz|r�j�oqp�w�lnj�oq{�x¸s��¢{�xq�©��p�w�jyz|{�s/{�x}«¶r�jyz|oqlnr�jyx}lnjys/l�z�w�oqpql�z|{�x��Üikj¿z|r�jyxqo�w�oq{ s/{¡�u�ntyxJ��tu{��w¡�yxq{�tys/r��°{�j�oqpqr��uln{¡z|r�jys/lnoqlnr�juju{��n��{Jju{¨s/���©{�jysS��tu{¨s/{�x¾�upqr��yw��ul��nlnoq��x¾z|r�jys/lnoql�r�j/�ju{��n�n{�xks/{�x�w�pq�upq{�x}w�x�x�r�z|ln��xkw�t/�¤�u~up�w�xq{�x}s/tÀz|r�pq�utyx�§�{�o�{�xqo}s/r�jyz¸lnj�¯�w�pql�w�j�oq{��yw�pp�w��u��r�pqo�w�t/��w�pq�upq{�x�z|r�pqpq{�xq�©r�jysuw�j�o��es/{�xµ�u~up�w�xq{�x�~ur�p�x�z|r�pq�utyx�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{��£�l©�°�¢r�jm�yw�x�xq{}w�t¹� r/s/���n{�s/tyw��°§��yw�x���xqtup��n{���w��/ln�¨tu� s/{�¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{�§�r�jz�~u{�p�z�~u{��¡s/��z|pqlnpq{¸��w��upqr��yw��uln�nlnoq�Jz|r�jys/lnoqlnr�juju{����n{
p(t|w)

x�r�tyx���w¨«¬r�pq��{�"

pλ(t|w) =
1

Zλ(x)
exp

(
∑

α

λαfα(t)

)

�Ã�Ã�u{�o����¹w���ln��l�xq{�p�{�j
λ
��w�¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{Jz|r�jys/lnoqlnr�juju{��n�n{�"

Lp̃(pλ)
ÞÛßuà 4
= log

∏

w,t

pλ(t|w)p̃(w,t) =
∑

w,t

p̃(w, t) log pλ(t|w)

ºkju{exqr��ntuoqlnr�j
s/{ez|{e�upqr��u����� {J{�xqoÆ"

λα =

{

log γ · p̃(t|w)
xql

t ∈ C
{�o

α = t

0
xqlnjur�j

{�jÂ«Äw�l�x�w�j�oeoq{�jys/pq{
γ
¯�{�p�xe�Ý�¢lnj/õyjul°§Üs/{ «Äw��|r�jX�&x���w�x�xqtupq{�p¸��tu{���{�xew�pq�upq{�x¨w��/�xq{�j�o�xvs/t�z|r�pq�utyx�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�w�l�{�j�o�tuju{��upqr��yw��ul��nlnoq�¾j�tu�n�n{���r�p�x���tu{k��we�u~up�w�x�{

o�ó(8
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�¸w�jyw��n�/xq{�p®�©{�tuo®�°�¢½�oqpq{k�yw�p�tujms/{�x�w�pq�upq{�x�s/t¹z|r�pq�utyx���­µj «Äw�lno�§ªln�u{|�/l�xqoq{�tuju{���tu�Ã�oqlnoqtys/{¸s/{¸x�r��ntuoqlnr�jyx�w�t¤�upqr��u�n����{�"yr�j
��{�tuo��ªw�p�s/{�p�j �¢ln� �©r�pqoq{e��tu{��n�n{}¯�w���{�tup¾s/{
λα
�©r�tup���{�x¾«¶p�w���� {�j�o�xJ��tulHju{�x�r�j�o}�yw�xJs/{�x}w�pq�upq{�xJz|r�� �u�n{�o�x�s/tÁz|r�pq�utyxJs���w��/��upq{�j�oql�x�x�w���{�§�s/t¡� r�� {�j�o®��t �¢r�j x���w�tuoqr�pql�xq{¾��«Äw�lnpq{voq{�jys/pq{¾�n{�x,w�tuoqpq{�x®¯�{�p�xµ�Ý�¢lnj/õyjul°§suw�jyx�tujMp�w��u�©r�pqo¡z|r�jyxqo�w�j�o�§,�©r�tup�w¼¯�r�lnp¨tuju{�xqr��ntuoql�r�j �10�{���wS¯�ln{�j�o¨s/tM«¶w�l�o¨��tu{�n{�x�z|pqlnoq��pq{�x�w�t/�u��tu{���xvr�j�«¶w�lno�w��u�©{�� ju{Jpq{���rªx�{�j�o���tu{Jxqtup��n{�xv�u~up�w�xq{�x�s/tSz|r�pq�utyxs���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{������w�tuoqpq{¸�yw�pqo�§1x�l �°�¢r�j
j ��w�tuoqr�pql�xq{J�yw�x���{�xvlnj/õyjul�x�z|r�� � {J¯�w��n{�tup�x�s/{�x

λα
§uln���w�s/{Joqpq��x�«¬r�pqoq{�xvz�~yw�jyz|{�x���r�tup���t ��w�tyz|tuju{exqr��ntuoqlnr�jmj �¢{|�/l�xqoq{�§/suw�jyxv��w¸��{�xqtupq{}r/sj �¢ln� �©r�pqoq{ ��tu{��®w�pq�upq{�l�x�xqtÁs/{ ��w�z|r�� �©rªxqlnoqlnr�jÁs/{¡«¶p�w���� {�j�o�xe��r�pqoq{�p�w
tuju{¡�upqr���yw��uln�nlnoq�}jur�j
j�tu�n�n{��y����«Äw�tys/p�w�lno��©r�tup�w�¯�r�l�p�tuju{exqr��ntuoqlnr�j
��tu{Joqr�tuoq{�x¾�n{�xv�u~up�w�xq{�xs/t¿z|r�pq�utyxJs���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{¡ju{¡�utul�x�xq{�j�ok½�oqpq{ w�jyw�����xq��{�x}��tu{��yw�p}s/{�xJw�pq�upq{�x¸s/{z|{¸z|r�pq�utyx�w¼¯�{�zJ��w���p�w�� ��w�l�pq{�~ur�p�xq�Ýz|r�j�oq{|�/oq{¨xqr�tyx��W��w�z|{�j�oq{��

0�{�oqoq{þ��p�w�� ��w�lnpq{Âxq{����u�n{Xs/r�jyzX��w��ew�suw��uoq��{þ�·tujÖw��u�upq{�j�oql�x�x�w���{Ms/{þz|{oÝ����{�§yz�w�p¾z|{�o¾w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{Jju{}õu�/{Jpqln{�j
xqtupv�n{�xv�yw�p�w�� ��oqpq{�x�w�x�xqr�z|l���x�w�t/�m«¶p�w����� {�j�o�x���tul�ju{mxqr�j�o��yw�x¨s/{�x�w�pq�upq{�x�z|r�� �u�n{�o�x¨s/tMz|r�pq�utyx�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{���£�tups/{�x��u~up�w�xq{�x�j ��w��u�yw�pqoq{�jyw�j�oe�yw�x��¹z|{�z|r�pq�utyx�§©{��n�n{e{�xqo�z�w��yw��u�n{�s/{¨�upqr/s/tulnpq{¨s/{�xw�jyw��n�/xq{�x¸w�x�x�r�z|ln��{�x¸�Ss/{�x¨�upqr��yw��uln�nlnoq��xJjur�jMj�tu�n��{�x�§Ü��w�l�x¸z|{�xe�upqr��yw��uln�nl�oq��xexqr�j�ow��n��w�oqr�lnpq{�x�§u�utul�x���t �¢{����n{�x�j �¢l�j�]ytu{�jyz|{�j�o��yw�x��n{Jz|pqlnoq��pq{es���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{��ikj¤�©r�tupqp�w�lno�{�j�¯�l�x�w���{�p¾s/{¨z|r�j�oqr�tupqju{�p���{J�upqr��u�n��� {�"
I'{�j¹{|�/z|�ntyw�j�o®�n{�x®w�pq�upq{�x�z|r�� �u�n{�o�x�s/t�z|r�pq�utyx�s/{�x�w�pq�upq{�x�������� {�j�o�w�lnpq{�x

α
s/{��w���p�w�����w�lnpq{�§uz��¢{�xqo��Ý���Ýs/lnpq{J{�j
«¶r�p7��w�j�o

λα = 0
�©r�tup

α ∈ C
Ô

I'{�o �Fr�t�{�j�pq��w��nl�x�w�j�o�tuj
w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{}�nl�x�xq��§�z|r�� ��{�r�j��n{k«¶w�lno�����w¸xq{�z|oql�r�j
8��y.��yx��©r�tup¾�n{�x�¦J¥�£u¦��

0�{���{�jysuw�j�o�§Uz|{�x}r��uoqlnr�jyx}j �¢r�j�oJ�yw�x}��oq�¡{|���u�nr�pq��{�x��u�ntyx}w¼¯�w�j�o�§Us/tÀ«¶w�lno}��tu{��Ý�¢r�jxq{¸~u{�tupqoq{¡w¼¯�{�z¨z|{�oÝ����{�s/{¨��r�s/���n{¨� tujÀ�upqr��u�n��� {¨s/{�z|r�� �u�n{|�/lnoq�¸s/{��°��w�jyw��n�/xq{xq��j�o�w��/l���tu{��
~ÅbedHbed>bYÖ × �©ýÀØigF�(ÙÜÿ������i� gÑ�Ãü7�Uü*g!�c���
ºkj&w�tuoqpq{�w�pq��tu� {�j�o}w��n��w�j�o�� �°�¢{�jyz|r�j�oqpq{�s/{�z|{¸o����©{¨s/{¨� r/s/���n{e{�xqok{�jS{jq�{�o��wmz|r�� �u�n{|�/lnoq�¸s/{¡xqr�jÀtuoqln�nl�x�w�oql�r�j¤{�jÀw�jyw�����xq{�xq��j�o�w��/l���tu{��Å0�r�� � {�xqln��jyw����¸�m��wxq{�z|oqlnr�j Õ §��°��w�jyw�����xq{ex���j�o�w���l���tu{¸{�jÀoq{�� �yx���r��n��jur�� l�w��Ý§y� �°��w�l�s/{¨s/{�x�� r/s/���n{�xk�xqtu�yxqoqlnoqtuoql�r�j s���w�pq�upq{�x�§µ{�xqo¡tuj �upqr��u�n��� {
s/lNá�z|ln�n{�� ! wÂxqr���tuoqlnr�jþ�Âz|{
�upqr��u����� {�upqr���rªx���{�w�tÀz�~yw��ulnoqpq{ Õ z|r�j�oqp�w�lnj�o�{�jÀ�yw�pqoql�z|tu�nln{�p��¹xq{¸pq{�x�oqpq{�lnjys/pq{��¹s/{�x���p�w�� ���w�lnpq{�x��©r�tupJ�n{�x���tu{��n�n{�x¾��{�jur����upq{ s/{¡s/��pqln¯�w�oqlnr�jyx}s��¢tuj¿w�pq�upq{ s���w�jyw��n��x�{�l�j�]ytu{��rªx�lnoqln¯�{�� {�j�o�xqtup�x�we�upqr��yw��uln�nl�oq��§�z��¢{�xqo��Ý���Ýs/lnpq{���tu{k�u�ntyx�tujmw�pq�upq{�z|r����uoq{ks/{}s/�|�pqln¯�w�oqlnr�jyx�§Ü�u�ntyx¸x�w¤�upqr��yw��uln��lnoq�¡{�xqo¸��p�w�jys/{��®iktX{�jyz|r�pq{�§H�u�ntyxJtujþw�pq�upq{mz|r����uoq{s/{�«¶p�w���� {�j�o�x�s/{���we��p�w�����w�lnpq{�§ª�u�ntyx�x�we�upqr��yw��ul��nlnoq�¾{�xqo���p�w�jys/{��/�Ýj�oqtulnoqln¯�{�� {�j�o�§z|{�oqoq{þ÷&z|r�j�oqp�w�lnj�oq{ÀøM�©{�tuo xq{��¨�u��{�p�p�w�l�xqr�jujyw��u�n{ "®xqlv�°�¢r�j ��{�tuo z|r�jyxqoqpqtul�pq{
tuj� ½�� {ew�pq�upq{¨�yw�pks/lEq���pq{�j�o�x�÷�z�~u{�� l�jyx�ø�§�{�j¤tuoqln�nl�x�w�j�o¾s/lEq���pq{�j�oq{�xkxqoqpqtyz|oqtupq{�x�§�ln�w¡�u�ntyx�s/{¸z�~yw�jyz|{�x�s/{¸x�{J�upqr�s/tulnpq{��
¹Àw�l�x�suw�jyx��n{¸z�w�x�s/tS� r/s/���n{es���w�pq�upq{�x�� ��w��/ln��tu� s��¢{�j�oqpqr��uln{�§©pqln{�j¤ju{¨�ªw��p�w�j�oqlno�tuj oq{��yz|r�� �©r�pqoq{�� {�j�o�s/{���w}��p�w�� ��w�lnpq{���­µj {jq�{�o�§ª�n{v�yw�p�w�� ��oqpq{kw�x�xqr/z|ln���
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tujm«¬p�w���� {�j�ov��{�tuo��upq{�jys/pq{Jtuju{k¯�w��n{�tup�ju���ªw�oqln¯�{¡ï¶pqln{�jmju{k�°�¢l�j�oq{�p�s/lno|ñ�§�oq{�jys/p�w�lnov�w�q�w�l��u�nlnp,��w��upqr��yw��uln�nlnoq�¾s��¢tuj¹w�pq�upq{�z|r�j�oq{�jyw�j�o�tuj¡«¶p�w���� {�j�o�s/r�juju����ikj j ��wew���r�p�x�yw�x�oqpqr�tu¯��msuw�jyx¨�n{¹z�w�s/pq{�s/{�z|{�oqp�w�¯�w�ln��tuju{¹��p�w�� �¹w�lnpq{ ����tuln¯�w���{�j�oq{¹s/r�j�o¨��{�xs/��pqln¯�w�oqlnr�jyxJ�n{�x}�u�ntyx}�upqr��yw��u��{�xexqr�ln{�j�oe���ªw��n{�xJw�t/�Âw�jyw��n��x�{�xJ�n{�x}�u�ntyx}�upqr��yw��u�n{�xs/{e��w���p�w�� ��w�l�pq{�r�pql���lnjyw��n{�§uz|r�� � {Jr�j
�°��w�«Äw�lnov�©r�tup��n{�x�¦}¥�£u¦ w�t¤z�~yw��ulnoqpq{ Õ �

0�{�oew�pq��tu� {�j�oJõyjyw��®�©r�tyx�xq{¡��pq{�jur�jyz|{�p¨�
z|{¡o����©{ s/{¡� r/s/���n{�§��u�ntuo�Ð�oe��t ���z�~u{�p�z�~u{�p¾�¸s/��oq{�pq� lnju{�p��yw�p�s���w�tuoqpq{�xvz|pqlnoq��pq{�x��n{�x®�yw�p�w�� ��oqpq{�x�lnjys/��oq{�pq� l�ju��x�w�t/�����tu{���x�r�j�{�xqo�z|r�j/«¶pqr�j�oq���1�}w�jyx���w�xqtulnoq{�§�r�j
x��¢lnj�oq��pq{�x�xq{}��s/{�xv��r�s/���n{�x�s/{es/��pqln¯�w��oqlnr�jyx�§�r/s���wk�upqr��yw��uln�nlnoq��s��¢tuj�w�pq�upq{¾w��u�yw�p�w�+�o,z|r���� {���wkxqr���� {�s/{�x,�upqr��yw��uln��lnoq��xs/{¸xq{�x¾s/��pql�¯�w�oqlnr�jyx�§/z|{e��tul ���nln��lnju{�w�tuoqr��¹w�oql���tu{���{�j�o¾z|{¸s/{�pqjuln{�p��upqr��u����� {��
z,Ú°ÛÜÚF{ q¿æ���|µç«�H�°å�ç®å�ç«�uã�äut©ß©à�ä&|Üæ�é}|��'ß.¾µä&� ��� çn{nå1æ à�ã�|c}�ä°å
�}w�jyxez|{ ��r�s/���n{�§�r�jXx�tulnoJ�n{�xJz|r�j�¯�{�j�oqlnr�jyx�s/{�xe� r/s/���n{�xJ����w��/ln��tu�[s��¢{�j/�oqpqr��uln{¸s/�|õyjuln{�x¾{�j .��Yo�§y{�j¤z|r�jyxql�s/��p�w�j�o�"
I

x = w
"���{�x�¯�w�pql�w��u�n{�x

x
pq{��upq��xq{�j�oq{�j�oe�n{�x��u~up�w�xq{�x}��w�jyw��n�/xq{�p�§1r�tÁ{�jyz|r�pq{�n{�x�«¶{�tuln�n��{�x�s/{�x�w�pq�upq{�x�s���w�jyw��n�/xq{�§

I
y = d

"1��{�x¾¯�w�pql�w��u�n{�x
y
pq{��upq��x�{�j�oq{�j�oJ��{�x �
��û�ÿ��uü]��ÿF�>�
� s/{�xkw�pq�upq{�x}s���w�jyw���n�/xq{�§

I
fi(y) = fi(d) = fαi(d) = #(αi, d)

",�n{�x¨«¶r�jyz|oqlnr�jyx�lnjys/l�z�w�oqpql�z|{�x¨pq{��upq�|�xq{�j�oq{�j�o
�n{Àjur����upq{Ás��¢r/z�z|tupqpq{�jyz|{�x¤s��¢tuj"«¶p�w���� {�j�o
αi
s/{Á��w¿��p�w�� �¹w�lnpq{

�Hü7���¾�
�
���
��û�ÿ��uü]��ÿF�>�
d
�

! {&� r/s/���n{¤{�xqo�s/�|õyjul��yw�pmtujö{�jyxq{����u�n{Ss/{Às/l�xqoqpqln�utuoqlnr�jyx�s/{&�upqr��yw��uln��lnoq��xz|r�jys/lnoqlnr�juju{��n��{�xm"
p(d|w)

�
! {�z|r�pq�utyx¡s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�{�xqo�z|r�jyxqoqlnoqtu��s��¢tuju{m�yw�x�{ms���w�pq�upq{�x

C
��tu{¹�Ý�¢r�j��{�tuo�pq��xqtu� {�p��yw�p¾��w�s/l�x�oqpqln�utuoqlnr�j
s/{J�upqr��yw��uln�nlnoq��xv{����ulnpql���tu{�x�"

p̃(w, t) =

{

p̃(t)
xql

w
xqr�j�o��n{�x�«¬{�tul��n�n{�xvs/{

t,

0
xqlnjur�j �

­µj¨pq{�xq�©{�z|o�w�j�oH�n{®�upqlnjyz|ln�©{�s/{���w���l��¨tu�Ös��¢{�j�oqpqr��uln{�§�r�j¨z�~u{�p�z�~u{v�n{�xUs/l�x�oqpqln�ut/�oqlnr�jyx
p(d|w)

���yw�pqoqlnp,s��¢tuj z|r�pq�utyxµs���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§��yw�pq� l/�°�¢{�jyxq{����u�n{vz|r�j�oqp�w�lnj�o
PC

"

PC = {p ∈ P
o������

Ep(fi) = Ep̃(fi)
��r�tup

i ∈ {1, 2, ..., n}}
ï&8��y8�ñ

� w��u��{��nr�jyx���tu{J�n{�xv{�xq�©��p�w�jyz|{�x�x�r�j�o¾s/�|õyjuln{�x��yw�p�"

Ep̃(f) =
∑

w,d

p̃(w, d)f(d)

Ep(f) =
∑

w,d

p̃(w)p(d|w)f(d)

ikjmz�~u{�p�z�~u{J��{�� r/s/���n{
p ∈ PC

��tul©��w��/ln� l�xq{v��we�yxq{�tys/r��°{�j�oqpqr��uln{Jz|r�jys/lnoql�r�j/�ju{��n�n{�"

o�ó ù
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Hp(T |W ) = −
∑

w,d

p̃(w)p(d|w) log p(d|w)

f üuûR��ÿF��� = ü ='� ���<�½�1�öý;�~�rs<g��
! {¡�upqlnjyz|l��yw�� �upqr��u�n����{�s/{¡z|{�oqoq{¡w��u�upqr�z�~u{ ¯�ln{�j�o}s/{¡z|{���tu{��n{�x�s/��pqln¯�w�oql�r�jyxj ��w��u�yw�p�w�l�x�xq{�j�o¨�yw�x�suw�jyx¨�n{�z|r�pq�utyx�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�"Hz|{¹xqr�j�o¨s/{�x¨�yw�pqoqln{�x�z�w��z�~u��{�x���ikp�§µ�Ý�¢{|���upq{�x�x�lnr�jMs/{��°�¢{�xq�©��p�w�jyz|{�{�� �ulnpql���tu{¹s/{�x�«¶r�jyz|oqlnr�jyx�lnjys/l�z�w�oqpql�z|{�x�§

Ep̃(f)
§ypq{��©rªxq{¸xqtup¾��{�xv�upqr��yw��uln�nlnoq��xv{�� �ul�pql���tu{�x�s/{�xks/��pqln¯�w�oqlnr�jyx

p̃(w, d)
§���tulÜju{xqr�j�o��yw�x¾r��yx�{�pq¯�w��u�n{�x�§1�n{ez|r�pq�utyx���o�w�j�o�tujul���tu{�� {�j�oks/��z|pqlno��yw�pk�n{�x¾�upqr��yw��uln��lnoq��x{�� �ulnpql���tu{�x

p̃(w, t)
s/{�x¾w�pq�upq{�x����{¾«Äw�lno�§ªsuw�jyx®��{�xµ� r/s/���n{�x®�J��w��/ln��tu�ìs��¢{�j�oqpqr��uln{koq{���x®��t �¢ln��x,r�j�o���oq��s/�|õyjul�x����w¨x�{�z|oqlnr�j�.��Yo�§���{�z|r�pq�utyx¾s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{Jz|r�j�oqln{�j�o�s/{�x�lnjyx�o�w�jyz|{�xvr��yxq{�pq¯�w��u��{�xs/{�x¾��¯���ju{�� {�j�o�xk��tu{e�°�¢r�j&z�~u{�p�z�~u{�� �upqr��yw��ul��nl�xq{�p��u��z|l°§u�n{�x���¯���ju{�� {�j�o�xkx�r�j�oks/{�xs/��pqln¯�w�oqlnr�jyx�§y��tul ju{¸xqr�j�o��yw�x�r��yxq{�pq¯�w��u�n{�x�§u{�o¾��w�����oq~ur�s/{es���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{e��¯�r����tu��{¨����w¡xq{�z|oqlnr�j�.��Yo��y8�ju{e�©{�tuo��yw�x�x���w��u�u�nl���tu{�p�����,x�{�p�w�lno}lnj�oq��pq{�x�x�w�j�oes/{¡z�~u{�p�z�~u{�p¨�mpq��xqr�tys/pq{¡�n{��upqr��u�n��� {�{�jÁtuoqln�nl�x�w�j�o�tuju{�upqr��yw��uln�nlnoq�k�yxq{�tys/r��°{�� �ulnpql���tu{k��r�tup��n{�x�s/��pql�¯�w�oqlnr�jyx�"

p̃′(d|w) = p(d|t) ∗ p̃(t|w)
�ikj�x�{�oqpqr�tu¯�{vw��nr�p�xUw¼¯�{�z�tuj¨� r/s/���n{��¾�¹w���ln��tu�Ös��¢{�j�oqpqr��uln{�s/r�j�o,�n{�xUz|r�j�oqp�w�lnj�oq{�xxqr�j�o�"

PC =

{

p ∈ P/

[ ∑

w,d p̃(w)p(d|w)fα(d)

=
∑

w,d p̃(w, t(d)) ∗ p(d|t(d))fα(d)
��r�tup

α ∈ R

} ï&8�� Õ ñ
0�{J�upqr��u�n��� {�pq{�xqoq{}�©r�tup���{k� r���{�j�o�tujm�upqr��u����� {kr�tu¯�{�pqo��y­®jmpq{�¯�w�jyz�~u{�§1r�jx�w�lno�pq��xqr�tys/pq{¤��{m�upqr��u����� {¤s/t�� r/s/���n{�{|���©r�ju{�j�oqln{��¾�Á�¹w���ln��tu� s/{¤¯�p�w�l�xq{��¡��u��w�jyz|{�§�{|�/�u�nl�z|l�oq�¾suw�jyx���w¨xqtulnoq{������u«Äw�tuo�jur�oq{�p���tu{�xql1��{�x�÷}��r�s/���n{�x®{|���©r�ju{�j�oqln{���x�Â��w��/ln��tu� s/{¤¯�p�w�l�xq{��¨�u��w�jyz|{¤ø ��{�tu¯�{�j�o¹w��u�yw�p�w�+�oqpq{Sz|r���� {
�n{�x¡�upqr��u�n����{�xs/tyw�t/�¸s/{�xÜ� r/s/���n{�x ����w���l��¨tu� s��¢{�j�oqpqr��ul�{�§�z|{®j �¢{�x�oU��tu{��nr�p�x���tu{®�n{�xÜz|r�j�oqp�w�lnj�oq{�xs/{�z|{�x � r/s/���n{�xÜxqr�j�o ��lnju��w�lnpq{�x����}w�jyx �°�¢����tyw�oql�r�j�ï&8�� Õ ñ�§F��{�oq{�pq� {

p(d|t(d))
s/����{�jyss/tS� r/s/���n{e{�ok¯�w�tuo p(d|w)

∑

d′/t(d′)=t(d) p(d′|w)

§�z|{¨��tul s/r�juju{�s/{�xkz|r�j�oqp�w�lnj�oq{�x}z|r�tu�u�n��{�x
jur�j/�°�nlnju��w�lnpq{�x�xqtup��n{�x®�upqr��yw��uln��lnoq��x

p(d|w)
�/���1j �¢�¹w¸w��nr�p�x��yw�xvs/{ks/tyw��nlnoq�k{�j�oqpq{}�n{� r/s/���n{¨�upq��x�{�j�oq� suw�jyx}��wmxqtulnoq{�{�o�z|{���tul,�m{�j�oqpqr��uln{���w���l���w��n{¸��tul,¯�ln{�j�o�s��¢½�oqpq{{|���©rªxq��§/{�o�s/r�j�o���w�xqr��ntuoql�r�j�pq{�xqoq{J��s/��z|r�tu¯�pql�p}ï¶r�t
s/t
� r�l�jyx�§�x��¢l���{|�/l�xqoq{ktujm��ln{�j{�j�oqpq{�z|{�x¾s/{�t/�m��r�s/���n{�x�§/z|{���tulÃ�Ýz|l pq{�xqoq{e�¡s/�|õyjulnp|ñ��

z,Ú°ÛÜÚFp ���}�
� � ½ |µç«�H�°åMå�¾i}°|Uæ�åyæHà�ä°å7�}ç®åþç«�uã�äÙt©ß©à�ä&|Üæ�é��¹�'ß.¾µä&� �¹�ç�å�t,ã�ß�äÝé�å7�Ár��°ß�æHÂ/å
! {
� r/s/���n{¤¦�ln�u�yxql�{�jMs/{&¦�p�w�� �¹w�lnpq{�x¨�¿£�tu�yxqoql�oqtuoqlnr�j�s���I�pq�upq{�x
ïÝ¦}¥�£u¦ r ñ�upqr���rªx��}suw�jyx�z|{�oqoq{}oq~u��xq{Jx��¢l�jyxq�ulnpq{�s/t�� r/s/���n{}£�¥�£u¦»z|��w�x�xql���tu{�{�ovs/{�xv� r/s/���n{�x
» Ü Ýs@ Ü���Üi§yªRª�¬´§y� � Ý �&��� @ ¥Rª�¬e�&§-�&¥R�&§�� �)Ü
�5� ®[®°�C��±

o�ó _



~Åbed È �~�1s�gF���½�T�.�Üÿ��¼ü*:Í���
�m��w���l��¨tu�[s��¢{�j�oqpqr��uln{��
0�r���� {�suw�jyx}tujÁ� r/s/���n{ £�¥�£u¦�§���w¹�upqr��yw��uln�nlnoq��s��#x�º
O/K?SjK�D�s���w�jyw��n�/xq{¸{�x�ok�©rªxq��{�z|r�� � {¸��w�xqr�� ��{¨s/{�x��upqr��yw��uln�nlnoq��xks/{�x}s/��pqln¯�w�oql�r�jyx��t �¢l���w�s/� {�o�� ! �¢{|���upq{�x�x�lnr�j¿��ln�u�yxql�{�juju{ s/{���w
�upqr��yw��ul��nlnoq� s��#x º>DÂU�MjKky�QRO/#uyF%�ºM{�x�o��tyw�j�o��Ý���°{��n�n{¨l�x�xqtu{es/{�x�� r�s/����{�x��¡��w��/ln�¨tu� s��¢{�j�oqpqr��uln{�� ! {e� ����w�ju��{¨s/{�x�s/{�t/�oÝ����{�x�s/{���r�s/���n{�x¸suw�jyxetuju{�¦J¥�£u¦ x��¢l�jyxq�ulnpq{ s/lnpq{�z|oq{�� {�j�o¨s/tMoqp�w�¯�w�ln��s/{�?u�����
! w�q�{�pqoÝ�
{�o¾s/{¸xq{�xv��r�s/���n{�x�s/{¨¦}ln�u�yx�� ¹Àw�p�)�r¼¯Âïq² ! w�q�{�pqoÝ�¤³ Õ ´Äñ��
�}w�jyx}�n{�� r�s/����{¡¦}¥�£u¦�§©r�jÂ�©rªxq{¿O�Z>Kkye%/KOyU��w�«¬r�pq� {¡s/{�x}�upqr��yw��uln��lnoq��xkz|r�jys/ln�oqlnr�juju{��n�n{�x�s/{�x�s/��pqln¯�w�oql�r�jyx�z|r�jujyw�l�x�x�w�j�o¾�n{�xv�u~up�w�xq{�x��yw�p���w¨«¬r�pq��tu�n{�"

pλ(d|w) =
1

Zλ(w)
e
∑

α∈R λαfα(d) ï&8�� ù ñ
r/s*z
{

Zλ(w) =
∑

d⇒w e
∑

α∈R λαfα(d)

fα(d) =
jur����upq{¸s��¢r�z�z|tupqpq{�jyz|{�xks/t
«¶p�w���� {�j�o

α
suw�jyx¾��w�s/��pqln¯�w�oqlnr�j

d

�}w�jyx���w�xqtul�oq{�§ur�j
jur�oq{�p�w
λ
{�o

f(d)
�n{�xv¯�{�z|oq{�tup�x

(λα1 , . . . , λαn)
{�o

(fα1(d), . . . , fαn(d))
pq{�xq�©{�z|oqln¯�{�� {�j�o�§u{�jSz|r�jyxql�s/��p�w�j�o���tu{J�n{�x�«¬p�w���� {�j�o�x�s/{J��w��p�w�� ��w�lnpq{kxqr�j�o�l�s/{�j�oqlÃõy��x®�yw�p��n{�tup®l�jys/l�z|{

i ∈ {1, . . . , n}
� ! w¸�upqr��yw��uln�nlnoq�¾s��¢tuju{s/��pqln¯�w�oqlnr�j¤x��¢��z|pqlno¾w¼¯�{�zez|{�oqoq{¸z|r�j�¯�{�j�oqlnr�j�v�"

pλ(d|w) =
1

Zλ(w)
eλ·f(d)

! w��upqr��yw��ul��nlnoq��z|r�jys/lnoqlnr�juju{��n�n{¡s��¢tuj¿w�pq�upq{ s���w�jyw��n�/xq{¡{�xqoJs/�|õyjuln{ z|r���� {���wxqr�� � {Js/{�x��upqr��yw��ul��nlnoq��x�z|r�jys/lnoqlnr�juju{����n{�xvs/{¸xq{�x¾s/��pqln¯�w�oqlnr�jyx Ì "

pλ(t|w) =
∑

d⇒t

pλ(d|w)

ikj¨¯�r�lnoU��tu{�z|{���r�s/���n{µ{�x�oÜoqpq��xU�upqr/z�~u{vs/{�xÜ��r�s/���n{�xU�Ji�� §�s/{���w���½�� {µ«Äw��|r�j��tu{��n{�� r/s/���n{�¦w0�Ú ¦%{�x�oµ�upqr�z�~u{ks/t¡� r/s/���n{�£*0�Ú ¦ "���w}�upqr��yw��uln�nlnoq��s��¢tuju{�s/��pqln�¯�w�oql�r�j�w��u�yw�p�w�+�o¾z|r�� � {�tuj
�upqr�s/tulno�s/{�xv¯�w��n{�tup�x
eλα
w�x�x�r�z|ln��{�xv��xq{�x�«¶p�w���� {�j�o�xïÄ�}tuju{¾z|r�jyxqo�w�j�oq{��¨tu�noql��u�nl�z�w�oqln¯�{®�upq��xµ��tuluju{�s/����{�jys¡��tu{¾s/{v��w��u~up�w�xq{

w
ñ7Ôªsuw�jyx�n{���r�s/���n{k�Ji�� §/z|{�x�¯�w��n{�tup�x�ju{kxqr�j�o�w�tuoqpq{�xv��tu{��n{�x��upqr��yw��uln�nlnoq��x�s/{�x®«¶p�w���� {�j�o�xz|r�jys/lnoqlnr�juju��{�x �yw�p ��{�tupÜp�w�z|lnju{�"

p(α|r(α))
��­µj¨r�tuoqpq{�§F�n{�xU�upqr��yw��uln�nlnoq��x s/{�x w�pq�upq{�xxqr�j�o}s/�|õyjuln{�xks/{¸��w�� ½���{e��w�juln��pq{ez|r�� ��{e��w xqr���� {es/{�x¾�upqr��yw��uln��lnoq��x¾s/{�x�s/�|�pqln¯�w�oqlnr�jyx���0�{�x¹xqln� ln��lnoqtys/{�x�r�j�o��©r�tup��upql�jyz|ln�yw���w�¯�w�j�o�w���{Â��t �¢{��n�n{�x��©{�pq� {�oqoq{�j�o

Ë å © §y���R§�·��
d ⇒ w

¬´§y¯ ��§-È`� ~<�/� ¥R�1�&� ¥R�&��¬Ç¨���¬���³��&§�ºL�C�&§y� ��¬
d
®[���`�����1¸ ����¬Ç���&ª��&��¬��R� ���i¨���¬

¦ ��¥�§�¨�¨���¬Ò¬´�L�?�
w
ÁT�L¥2����·�� �&�LÁ*�/� ¥R���&�L¥��&��¬�¨���¬��R³��&§�º ���&§��L�R¬

d
�R�&����¥�§�¬&� �?�Ò¨y�Æ��Ã��5� ¬´�

w
Á*¬´§Å¨E© �L�

·�� ��¬´§y�×�Ñ�&��¨y���RÃR�5��¬´�Ç·��L®[®[�
¨y�Ç���&���R¥R§����(© ¥����1�R³��&§�º ���&§��L��±{
λ · f(d)

��¬e��¨y�Ç���&���R¥R§���¬´·���¨y� §-�&���R�
λ
���

f(d)
±Ñ Ì ��� �R³��&§�º ���&§��L���R�&���R¥R§-��¥������&ªR�&��¥R��§yµ?¥���~ ���L�R·

p(d, t|w) = p(t|d,w)p(d|w) =
p(t|d)p(d|w)

ºL��¥R�
p(d|w)

¬´§
d
��¬e��¥����1�R³��&§�º ���&§��L�Æ���

t
ÁR���

0
¬´§��R�L�<±

o�óª³
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s��¢tuoqln�nl�x�{�pH��{�x,� ½�� {�xµw��n��r�pqlnoq~u��{�x,��r�tup®�Ý��w�jyw��n��x�{vx���j�o�w���l���tu{¾suw�jyx®��{�xµs/{�t/�¡z�w�x�§�nr�p�x���t �¢ln��x���w���lnp�w�s��¢{|��oqp�w�l�pq{J�°��w�pq�upq{J�n{}�u�ntyx��upqr��yw��u�n{J�yw�pq� l �n{�xvw�pq�upq{�x���rªx�x�ln�u�n{�x��r�tup�tuju{e�u~up�w�xq{��

t Æ*) �`.9.�É©ÔµÑkÐ�Í�Ï1Ï1Ì-y¾Ô Ò¨ÔµÏ�.�Ì�É�Ì-,�vHÐ1É�ÔµÏ
� r�tupU�°��w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�s/{�xÜ�yw�p�w�� ��oqpq{�xUs/te��r�s/���n{�¦}¥�£u¦�§�r�jJtuoqln�nl�x�{ �n{®z|pql�oq��pq{s/t ��w��/ln��tu�»s/{�¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{�w��u�u�nl���tu��w�t/���upqr��yw��uln�nl�oq��x

pλ(w, t)
s/{�x�O/KjS?K�D '3�

! w¹�nr����°¯�p�w�l�xq{��¨�u��w�jyz|{es/{¸��w��upqr��yw��uln��lnoq�e{�� �ulnpql���tu{
p̃
x�{��nr�j¤�n{�x��upqr��yw��ul��nlnoq��x

pλx��¢��z|pqlnoÆ"

Lp̃(pλ)
ÞÛßuà 4
= log

∏

w,t

pλ(t|w)p̃(w,t) =
∑

w,t

p̃(w, t) log pλ(t|w)
ï&8�� _ ñ

ikjSz�~u{�p�z�~u{��n{�xv�yw�p�w�� ��oqpq{�x
λ
��tulÜ�¹w���ln��l�xq{�j�o�z|{�oqoq{e�nr����°¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{�"

λ∗ = Argmax
λ

∑

w,t

p̃(w, t) log pλ(t|w)

z,Ú�{,ÚÝÛ ÞB�uã�äut�ß©à�ä5|Üæ ç�å �A{nßÅ�°ê�| ã�äÄà����"å��R� }�ã�|¿tUå1ç��¼à�åuã�ß©à�äutUå��_Â/ß��Ýä°æ�êë�������î
� r�tup�pq��x�r�tys/pq{¹�n{��upqr��u�n��� {�§Ur�jþxqtulnoe��w¤� ½�� {�� ��oq~ur�s/{m��tu{mz|{��n�n{¡tuoqln��l�xq��{w�¯�{�z���{�x,��p�w�� ��w�lnpq{�x®¦w0�Ú ¦kÔ�z|{��n�n{|�Ýz|l/{�xqoµ�upqr/z�~u{�s/{��Ý��w��n��r�pqlnoq~u� {v�Ý���upqr¼¯�{�s¡��oq{|�p�w�oqln¯�{v£�z�w���lnju�¾�upq��xq{�j�oq���yw���{ Õ x��/0�{���tul�s/lEq���pq{®l�z|l�{�x�oÜ��w�«¶r�pq� {�s/{���w��upqr��yw��uln��lnoq�s/{�xew�pq�upq{�x�§Ü��tul®w��u�yw�p�w�+�oez|r�� � {�tuju{�xqr���� {�s/{¡�upqr/s/tulno�xJs/{¡�upqr��yw��uln��lnoq��x�§©{�ojur�j¤�u�ntyx�z|r�� ��{Jtuj
�upqr�s/tulno¾x�ln� �u�n{���µ�ntuo�Ð�o���tu{Às/{Áz�~u{�p�z�~u{�p¤�X��w��/ln� l�xq{�p¡s/lnpq{�z|oq{�� {�j�om�n{Àz|pqlnoq��pq{

Lp̃(pλ)
§�r�jw�� ���nlnr�pq{�lnoq��p�w�oqln¯�{���{�j�ov�n{�� r�s/����{�§����yw�pqoqlnp�s��¢tuj
� r/s/���n{�lnjulnoql�w��

λ0
�uºkju{�l�oq��p�w��oqlnr�j¡z|r�jyxql�xqoq{v���yw�x�xq{�pµs��¢tuj¡� r/s/���n{

λ
�ktuj�� r/s/���n{

λ′ §�{�j�oq{�j�o�w�j�o�s/{v��w���l�� l�xq{�pxqtup
λ′ ��{}z|pql�oq��pq{2"

Aλ(λ′) = Lp̃(pλ′)− Lp̃(pλ)

ïÄz|{¨��tul {�xqo¾�©r�tup¾�n{J��r�� {�j�o¾����tuln¯�w��n{�j�o¾w�t&z|pqlnoq��pq{Jlnjulnoql�w��Ý§��¡tuju{¨z|r�jyxqo�w�j�oq{�upq��x|ñ��­µj¤tuoql��nl�x�w�j�o���w¸«¶r�pq��tu�n{�8�� _ "

o/o�ó
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Aλ(λ′) =
∑

w,t

p̃(w, t) log
pλ′(t|w)

pλ(t|w)

=
∑

w,t

p̃(w, t) log

∑

d⇒t pλ′(d, t|w)

pλ(t|w)

=
∑

w,t

p̃(w, t) log
∑

d⇒t

pλ′(d, t|w)

pλ(t|w)

=
∑

w,t

p̃(w, t) log
∑

d⇒t

pλ′(d, t|w)
pλ(d,t|w)
pλ(d|t,w)

=
∑

w,t

p̃(w, t) log
∑

d⇒t

pλ(d|t, w)
pλ′(d, t|w)

pλ(d, t|w)

��tm«¶w�l�o�s/{}��w�z|r�jyz�w�¯�lnoq�es/{}��we«¶r�jyz|oqlnr�jm�nr��ªw�pqlnoq~u� {�§�{�o�z|r�� �uoq{}oq{�j�t¤s/tm«Äw�lno��tu{
∑

d⇒t pλ(d|t, w) = 1
��r�tup,oqr�tyx,�n{�x,w�pq�upq{�xµs/t¡z|r�pq�utyx¾ï¶l°�¢{�����r�tupµoqr�tyx,��{�x z|r�tu�u�n{�x

(w, t)
oq{���x���tu{

p̃(w, t) 6= 0
ñ�"

Aλ(λ′) ≥ Bλ(λ′)
ÞÛßuà 4
=

∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t, w) log
pλ′(d, t|w)

pλ(d, t|w)

=
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t) log
pλ′(d|w)

pλ(d|w)

ikj r��uoqln{�j�o�w�l�jyxql�tuj�z|pqlnoq��pq{�lnj�oq{�pq� ��s/l�w�lnpq{
Bλ(λ′)

��ikj�x�w�lno�s/�}�q�À��tu{
xqr�j��w��/ln�¨tu� {�xqoe«¶r�p�z|��� {�j�o��©rªxqlnoqlÃ«vr�tMj�tu�°§ z�w�p
Bλ(λ) = 0

�®£�l�r�jþoqpqr�tu¯�{¹tuj
λ′��r�tup}�n{���tu{��

Bλ(λ′)
{�xqoJxqoqpql�z|oq{�� {�j�ok�©rªxqlnoqlÃ«�§yr�jÂx�w�lno}��tu{���{¸� r/s/���n{�{�j

λ′ w�tup�wtuju{��u�ntyx¸��p�w�jys/{��nr����°¯�p�w�l�xq{����u��w�jyz|{m��tu{m�n{���r�s/���n{�{�j
λ
�H� r�tup¡w��n�n{�p�w�tM�u�ntyx¯�l�oq{J¯�{�p�x��n{Jpq��xqtu�no�w�o�§ur�j¤z�~u{�p�z�~u{�s/r�jyze����w��/ln� l�x�{�p

Bλ(λ′)
�­µj
{|�/�upqln��w�j�o��n{�x��upqr��yw��uln�nlnoq��x�z|r�jys/l�oqlnr�juju{��n�n{�xvs/t
� r/s/���n{J���°��w�l�s/{}s/{�x��©r��oq{�j�oqln{���x

λi
§uln� ¯�ln{�j�oÆ"

Bλ(λ′)

=
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t) log
Zλ′(w)−1eλ′·f(d)

Zλ(w)−1eλ·f(d)

=

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t)(λ′ − λ) · f(d)

]

−

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t) log
Zλ′(w)

Zλ(w)

]

=

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t)(λ′ − λ) · f(d)

]

−

[
∑

w,t

p̃(w, t) log
Zλ′(w)

Zλ(w)

]

�=��� ∑
d⇒t

pλ(d|t) = 1

o/o/o
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­µj���rªx�w�j�o
∆λ = λ′−λ

�©r�tupU�n{��upq{�� ln{�pÜoq{�pq� {�§F{�oU{�j�z|r�jyxql�s/��p�w�j�oU�°�¢lnju���ªw���lnoq�s/{�?�{�jyxq{�j â �©r�tup¾�n{Js/{�t/�/ln��� {}oq{�pq� {�§yl��©¯�ln{�j�oÆ"

Bλ(λ′)

≥

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t)∆λ · f(d)

]

−

[
∑

w,t

p̃(w, t)(
Zλ′(w)

Zλ(w)
− 1)

]

≥

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t)∆λ · f(d)

]

−

[
∑

w,t

p̃(w, t)
Zλ′(w)

Zλ(w)

]

+ 1

ÞÛßuà 4
= Cλ(λ′) + 1ikjÁr��uoqln{�j�o�tujÁs/{�t/��ln����{¨z|pqlnoq��pq{�lnj�oq{�pq����s/l�w�lnpq{

Cλ(λ′)
§���tul � lnjur�pq{¨�n{¸�upq{|�� ln{�p�§F{�o,��tu{��°�¢r�j�z�~u{�p�z�~u{¾s/{vjur�tu¯�{�w�t¡���¹w���ln��l�xq{�p®ïu��w}s/{�¯�l�{�j�oHtuju{�~yw��ul�oqtys/{�ñ�����Ur�tup�z|{���w/§�r�j�s/��¯�{��nr��u��{�s���w���r�p�sm�°�¢{|�/�upq{�x�xql�r�j�s/{

Zλ′(w)
§��utul�x�z|{��n�n{�s/{

Zλ(w)
§{�j¤tuoqln�nl�x�w�j�o��n{�xv«¶r�pq�¨tu��{�xm"

Zλ′(w) =
∑

d⇒w

eλ′·f(d)

1

Zλ(w)
= pλ(d|w)

1

eλ·f(d)ikj¤r��uoqln{�j�ow"

Cλ(λ′) =

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t)∆λ · f(d)

]

−

[
∑

w,t

p̃(w, t)

∑

d⇒w eλ′·f(d)

Zλ(w)

]

=

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t)∆λ · f(d)

]

−

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒w

eλ′·f(d)

Zλ(w)

]

=

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t)∆λ · f(d)

]

−

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒w

pλ(d|w)
eλ′ ·f(d)

eλ·f(d)

]

=

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t)∆λ · f(d)

]

−

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒w

pλ(d|w)e∆λ·f(d)

]

0�{ j �¢{�xqoS�yw�x&õyjul�ï¶��w�l�xS�upq{�x���tu{�ñ��J� r�tupÁ��r�tu¯�r�lnp&��w��/ln� l�xq{�pm«Äw�z|ln�n{�� {�j�o
Cλ(λ′)

§�l��1«Äw�tuov{�jyz|r�pq{es/��z|r�tu�u�n{�pv�n{�x��yw�p�w�� ��oqpq{�x
λα
w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�ov{�j
w�pq��tu� {�j�os/{¸�°�¢{|�/�©r�ju{�j�oqln{��n��{��y�Ur�tup}z|{���w/§1r�j&��rªx�{

f#(d)
Þ.ßÙà 4
=
∑

α∈R fα(d)
"
f#(d)

pq{��upq�|�xq{�j�oq{¨xqln� �u�n{���{�j�o��n{Jjur��¨�upq{¨s/{}«¬p�w���� {�j�o�x¾tuoqln��l�xq��x�suw�jyx¾��w�s/��pqln¯�w�oqlnr�j
d
�­µjÂtuoqln��l�x�w�j�ok��wmz|r�j�¯�{|�/lnoq�¡s/{���w «¶r�jyz|oqlnr�jÁ{|���©r�ju{�j�oql�{��n�n{�§�z|r����ulnju��{¡�m��w¹pq{|���w�oqlnr�j ∑

α∈R
fα(d)
f#(d)

= 1
§yr�j
r��uoqln{�j�o¾�°�¢lnju���ªw���lnoq��x�tuln¯�w�j�oq{�"

ä
log x ≤ x − 1� Ó �[·��L��¬e�5�C�&�Çµ?¥<© ¸Ç��� ¥�ºj����¥<Á

Cλ(λ) +1
ÁRµ�¥R§`®[§������&�

Bλ(λ)
º � ¥�����³��&�RÁ�·��iµ�¥R§`¯j�C�5� �?�&§-�cµ?¥��

¬´� �m®°��Ä�§�®�¥R® ��¬e�c�/� ¬´§��&§-¦7� ¥m��¥�¨EÁ��Ñ��µ�¥�© ��� ¨��1�´�&�L¥RºL���?�c�L�m��®[³�¨�§�� �&�«��Ï(��·��&§�ºj��®[���?�
Bλ(λ′)

±

o/o�x
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exp (∆λ · f(d)) = exp

(
∑

α∈R

∆λαfα(d)

)

= exp

(
∑

α∈R

fα(d)

f#(d)

(

∆λαf#(d)
)
)

≤
∑

α∈R

fα(d)

f#(d)
exp

(

∆λαf#(d)
)

­µj
l�j'��{�z|o�w�j�o�z|{�oqoq{elnju���ªw��nl�oq�}suw�jyx¾�°�¢{|���upq{�x�xqlnr�j
s/{
Cλ(λ′)

§ur�j
r��uoqln{�j�o�"

Cλ(λ′)

≥

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t)∆λ · f(d)

]

−

[
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒w

pλ(d|w)
∑

α∈R

fα(d)

f#(d)
e∆λαf#(d)

]

�������
= Dλ(λ′)

! �¢{|�/�upq{�x�xql�r�j
Dλ(λ′)+1

§/��tuly� lnjur�pq{
Cλ(λ′)+1

§�s/r�jyz
Bλ(λ′)

§�s/r�jyz
Aλ(λ′)wÂtuj���w��/ln��tu� �©rªxqlnoqln«¾r�t�j�tu�°§®z�w�p��Ájur�tu¯�{�w�t

Dλ(λ) + 1 = 0
�vikj·wÁ{�j/õyjr��uoq{�j�t¤tuj
z|pqlnoq��pq{}«Äw�z|ln�n{�����w���l�� l�xq{�p�§ª��{�x�{|�/�©rªx�w�j�o�xv{�j

λα
��o�w�j�o¾s/��z|r�tu�u�n��x��u���xqt�á o®��w�l�j�oq{�jyw�j�o�s���w�juj�tu�n{�p®��{�xµs/��pqln¯���{�xµ�yw�pqoqln{��n��{�x {�j

∆λα0

��r�tup®oqr�tuo
α0 ∈ R��r�tup�oqpqr�tu¯�{�pv�n{��¹w���ln��tu� s/{

Dλ(λ′)
� ! w�xqr��ntuoqlnr�j¹{�xqo�s/r�juju��{}�©r�tup�z�~yw���tu{

α0�yw�p¾�°�¢����tyw�oqlnr�j�"

δDλ(λ′)

δ∆λα0

= 0

⇔







∑

w,t p̃(w, t)
∑

d⇒t pλ(d|t)fα0(d)

=
∑

w,t p̃(w, t)
∑

d⇒w pλ(d|w)fα0(d)
(

e∆λα0

)f#(d)

� r�tupJoqr�tuo
α0
§�r�jÂ{�xqoJw�lnjyx�l,w���{�ju���
z�~u{�p�z�~u{�pe��wmx�r��ntuoqlnr�j

x̂
s/{¡�°�¢����tyw�oql�r�j��r�����jur�� l�w��n{k{�j

x
"

∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒t

pλ(d|t)fα0(d) =
∑

w,t

p̃(w, t)
∑

d⇒w

pλ(d|w)fα0 (d)xf#(d)  �¡£¢¥¤5¦

�utul�x¡�Á�yw�x�xq{�p w�t·� r/s/���n{
xqtuln¯�w�j�o�{�jöw�q�{�z|o�w�j�om�
λα0

��wÀjur�tu¯�{��n�n{
¯�w��n{�tup
λα0 + log x̂

� ! wÂxqr��ntuoqlnr�jþs/{m�Ý�¢����tyw�oqlnr�jþ�©r��n��jur���l�w��n{ {�xqo�«Äw�z|ln�n{�� {�j�o¸r��uoq{�j�tu{�yw�p���we� ��oq~ur�s/{ks/{-8�{�§�oqr�j §�z|r�� �uoq{�oq{�j�t¹s/t�«¶w�lno®��tu{¾�n{�x�z|r�{
á�z|l�{�j�o�x�x�r�j�o�oqr�tyx��rªx�lnoqlÃ«Äx�r�tÂj�tu��x�� �Ý�,pq{�xqoq{¡z|{��©{�jysuw�j�o¸���©r�tu¯�r�lnpJs/��oq{�pq� lnju{�pJz|{�xJz|r�{
á�z|ln{�j�o�xe{�jtuj¤oq{�� �yx�p�w�l�xqr�jujyw��u�n{��
o/o�.
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z,Ú�{,ÚF{ ¨V�Ýêc| ã�äÄà��¹�'å©�¼æ�éFä�ç®å7ªFá¿��àªéFä�ç®å
~Åb
ÖÅb
Ö~bFd È ��ýV	Hû����
��� û��1ÿ����

! {�� {����upq{¨s/{�s/pqr�lnoq{¨s/{���w «¬r�pq��tu�n{�ï&8��@³�ñ�s/{¨pq�|�°{�x�oqln��w�oqlnr�jSs/{�x��©r�oq{�j�oqln{���x
λα0

pq{��©rªxq{¤xqtup tuju{Ss/r�tu�u��{¤xqr�� � {V"®tuju{Sx�r�� � {
xqtup¡�n{�x¡{|�/{�� �u�n{�x¡s/t·z|r�p���utyxvs���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§u{�o�tuju{}xqr�� � {�xqtup�oqr�tuoq{�x���{�x�s/��pqln¯�w�oqlnr�jyx���rªx�xqln�u�n{�x®s��¢tuju{�u~up�w�xq{��
0�{�oqoq{ s/{�pqjuln��pq{�ju��z|{�x�xql�oq{¨tuju{�«Äw�z|oqr�pql�x�w�oqlnr�jÀ�©r�tup��©r�tu¯�r�lnp}½�oqpq{�{jq©{�z|oqln�¯�{�� {�j�o}pq��w��nl�xq��{�§1�n{�jur����upq{�s/{�s/��pqln¯�w�oqlnr�jyx}s��¢tujÂxq{�tu�Hw�pq�upq{��©r�tu¯�w�j�o}½�oqpq{�oqpq��x��p�w�jys«:�§u{�o¾tuju{J�u~up�w�xq{¸��r�tu¯�w�j�o¾½�oqpq{¨w�jyw��n��x���{��yw�pks/{ejur��¨�upq{�t/�¤w�pq�upq{�x��ikj���{�tuo�tuoqln�nl�xq{�pµtujmw�����r�pqlnoq~u� {­¬kº*'kyeU�DjW7��xT#F'kyeU�D���r�tup�«Äw�z|oqr�pql�xq{�p��n{�x�z�w���z|tu��x���Ur�tup¾z|{���w/§�r�j�z|r�� � {�jyz|{��yw�p�pq��z|pqlnpq{��n{koq{�pq� {�s/����l�z�w�o�s/tm� {����upq{�s/{}s/pqr�lnoq{}s/{�°�¢����tyw�oqlnr�j¤s/{Jpq�|�°{�xqoqln��w�oql�r�jÁï&8��@³�ñ�xqr�tyx�tuju{J«¶r�pq� {Jw�s/����tyw�oq{¾"

∑

d⇒w

pλ(d|w)fα0(d)xf#(d) =
1

Zλ(w)

∑

d⇒w

e
∑

α∈R λαfα(d)fα0(d)xf#(d)

=
1

Zλ(w)

∑

d⇒w

fα0(d)xf#(d)
∏

α∈d

(

eλα

)fα(d)

=
1

Zλ(w)

∑

d⇒w

fα0(d)
∏

α∈d

(

eλαx
)fα(d)

{�o¾{�j
�©rªx�w�j�o
v(α) = eλαx

"

=
1

Zλ(w)

∑

d⇒w

fα0(d)
∏

α∈d

v(α)fα(d)

! {�oq{�pq� { ∑
d⇒w fα0(d)

∏

α∈d v(α)fα(d) ��{�tuo�½�oqpq{¡z�w���z|tu�n�����°��w�l�s/{¸s/{¨�Ý��w��Ã���r�pqlnoq~u� {9¬kº]'
yFU<DjW7��xT#F'kyeU�D�s/��z|pqlno¾���Ý��w�juju{|��{w,bï¶� �Yo ù�ù ñ����{e�u�ntyx�§/�yw�p�s/�|õyjul�oqlnr�j�"

Zλ(w) =
∑

d⇒w

∏

α∈d

(

eλα

)fα(d)

ikj¿�©{�tuo¸s/r�jyz ���ªw���{�� {�j�oez�w���z|tu��{�p
Zλ(w)

�yw�p¸tujXw��n��r�pqlnoq~u� {m¬kº]'
yFU<DjW7��xT#´W
'kyeU�D3§®{�jö��rªx�w�j�o l*K

v(α) = eλα
§®{�o

ξ = S
ï
S
��o�w�j�o��n{¤xq���¨�©r��n{�lnjulnoql�w��vs/{¤��w��p�w�� ��w�lnpq{�§�s/{�xqr�pqoq{k��tu{¾�©r�tup®oqr�tuoq{}s/��pqln¯�w�oql�r�j
d
z|r�jys/tul�x�w�j�o��

w
§
fS(d) = 1

ñ��ikj���{�tuoµw�tyx�xql�pq{���w�p���tu{�pµ��tu{���wk¯�w��n{�tup,s/{
Zλ(w)

{�xqoH��w�xqr�� � {�s/{�xµz|r�{
á�z|l�{�j�o�xs/{�xµ�©r��n��j�Ð���{�x z�w���z|tu����x �upq��z|��s/{���� {�j�oµ�©r�tup,�n{�x
α0
z|r�pqpq{�xq�©r�jysuw�j�o��}s/{�xµpq������{�xs/{eoq½�oq{

S
§u{�o¾w�lnjyx�l ��¯�lnoq{�p¾s/{Jpq���©��oq{�p¾�°��w�����r�pqlnoq~u� {®¬kº]'kyeU�DjWª�DxT#F'kyeU�D3�

@ Õ�� ®[®[�[¬´§�¯L�`��¨�³m�<± o�¯�Á7������¬¹¨y��®[���×��¨y� ¼�Ó4Ô Á]¬´§
N(t)

�&���R�&³�¬´���?�&��¨������L®¹ªR�&���R�°��°Ç¥`�R¬
§��?�&���&����¬
���1¨E© ���&ªR�&�

t
ÁR¨��«��� ®�ª��&�1�R�1�R³��&§�º ���&§��L�R¬�·��L®[�`�C�&§�ª�¨���¬���ºj��·1·��Ñ�i�C�&ªR�&�Çº � ¥��

2N(t)
±

�ML å ��¬c�����5���&§��L�R¬�¬´� �?�
·���¨�¨y��¬i��³�È`�R§y��¬c¸�¨E© �����R��Ä�� ? ±
o/ojn
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ikjÀpq��z|pqlno}s/{¨��w�� ½�� {¸«¶w��|r�jÀ��w �yw�pqoql�{
÷�s/lNá�z|ln�n{�ø¤s/tÁ� {����upq{¨s/{��ªw�tyz�~u{s/{e�°�¢����tyw�oqlnr�jÂï&8��@³�ñ��

∑

d⇒t

pλ(d|t)fα0(d) =
1

Zλ(t)

∑

d⇒t

fα0(d)e
∑

α∈R λαfα(d)

{�o�{�j¤�©rªx�w�j�o
v(α) = eλα

"

=
1

Zλ(t)

∑

d⇒t

fα0(d)
∏

α∈d

v(α)fα(d)

! {¸oq{�pq� { ∑
d⇒t fα0(d)

∏

α∈d v(α)fα(d) �©{�tuo¾½�oqpq{er��uoq{�j�tS�yw�p¾�°��w�����r�pqlnoq~u� {¬kº]'kyeU�DjWª��x<#F'
yFU�D|§ª�Jz|r�jys/lnoqlnr�j�s/{võy�noqpq{�p,��w�o�w��u�n{�s���w�jyw��n��x�{�z|pq����{��yw�pµ�°��w�����r�pqlnoq~u� {s/{���w�õy��tupq{ ,��-nyï¶� �Yo�³]o�ñHw�¯�w�j�ovs/{¾�yw�x�x�{�p�w�t/�¡��o�w���{�x�xqtuln¯�w�j�oq{�x��<0�{�õy�noqp�w���{¾�©{�tuoxq{Jpq��w��nl�x�{�pvw�l�jyxqlÇ"
o��¾��o�w��u��lnp�tuju{Xz|r�pqpq{�xq�©r�jysuw�jyz|{X{�j�oqpq{M�n{�x�j*@Jtysux��°oq½�oq{�xÀs/{¿��wþo�w��u�n{¿{�o
��{�xj*@Jtysux}s/{��°��w�pq�upq{

t
{�jS«¶r�jyz|oqlnr�jÁs/{��n{�tupk�©rªxqlnoql�r�j¤�yw�p}p�w��u��r�pqoJw�t/�S� r�o�x{�o¾s/{¸�n{�tup���w��©{��(Ô

x���x�tu�u�upqln� {�p�s/{e��w�o�w��u�n{J�n{�xvj*@Jtysux�j ��w��ªw�j�o��yw�x�s/{ez|r�pqpq{�x���r�jysuw�jyz|{ÇÔ
.���x�tu�u�upqln� {�p¤s/{X��w o�w��u�n{¿�n{�x
��ln{�jyx¿ïÄsuw�jyx zWy
'L#5D
±�ZTO�yFK�D '�ñBO�'�'?%�A�y´M 'Rl�lÂ�·s/{�xpq������{�x�§��nr�p�x���tu{¤��wXxqoqpqtyz|oqtupq{Àlnj�oq{�pqju{Âs/{&��w¿pq�����n{Àz|r�pqpq{�xq�©r�jysuw�j�oq{Âju{&x�{oqpqr�tu¯�{¸�yw�x¾suw�jyx¾�°��w�pq�upq{e����w���rªxql�oqlnr�jmz|r�pqpq{�x���r�jysuw�j�oq{�w�t
�©��pq{es/t¤�nln{�j §
nu��x�tu�u�upqln� {�p®s/{���w}o�w��u�n{¾�n{�xµj*@Jtysux�j �¢��o�w�j�o��yw�x�w�oqoq{�l�j�o�x®��r�p�x®s��¢tuj��yw�p�z|r�tup�xs/{�x�z|{�jysuw�j�ok���yw�pqoql�p¾s/tSxq���¨�©r��n{�lnjulnoql�w�� s/{J��w¡z|{��n��tu�n{

cell[1, n]ikjÁ�©{�tuoJ� r�j�oqpq{�pe��tu{¡��w¹o�w��u�n{¡r��uoq{�j�tu{�s/��z|pql�o�oqr�tuoq{�xe�n{�x}s/��pqln¯�w�oql�r�jyx}� {|�jyw�j�o¡�¤�Ý��w�pq�upq{
t
§ {�o¨tujul���tu{�� {�j�o¨z|{�x�s/��pqln¯�w�oqlnr�jyx�� ! {�x¨¯�w��n{�tup�x¨z�w���z|tu�n��{�x¸w��nr�p�x�yw�p��n{�x�w��n��r�pqlnoq~u� {�xÇ,��y8�§�,�� Õ §<,�� ù {�o¹,k� _ ï¶�u� �>o�³/xJ�2o�³/8�ñ,xqr�j�o�w��nr�p�xµ�n{��©{�jysuw�j�os/{Jz|{��n�n{�x�s/{�x�«¶r�pq��tu�n{�x¹,��@³mï¶� �Yo _ n/ñ�§*,�� Õ ï¶� �Yo _ n/ñµ{�o[,��Yo¨ï¶� �Yo ù�ù ñ®pq{�x�oqpq{�lnj�oq{�xvw�t/�s/��pqln¯�w�oqlnr�jyx�� {�jyw�j�o¾�

t
�

� r�tup
Zλ(t)

§ur�j¤pq{���w�p���tu{ez|r�� � {J�upq��z|��s/{�� ��{�j�o���tu{�"

Zλ(t) =
∑

d⇒t

fS(d)
∏

α∈d

v(α)fα(d)

z�w�p}��r�tup}oqr�tuoq{¡s/��pqln¯�w�oqlnr�j §
fS(d) = 1

� ! wm¯�w��n{�tup}s/{
Zλ(t)

{�xqo}s/r�jyz���w¹¯�w��n{�tup
Externe

s/t¿xq�����©r��n{
S
s/{ ��w
z|{��n��tu�n{

cell[1, n]
§ r��uoq{�j�tu{��yw�p¸�°��w��n��r�pqlnoq~u� {�,�� ùsuw�jyx¾��w�o�w��u�n{}õy��oqpq��{��

�´� å ��¬H¨y§����R¬~�R�«� �²�5¡Y�´³¶µ�¤ �P¢´�*�*¬´� �?�~�R��¬H�Ù��¯ ¨���¬Åª�§���� §-�&��¬�Á?� ªR�&����¥���¬>�����ÅªR§��`���&§�¬&�C�&§y� ���R�c¨y� Ýs@ Ü¹±å ���R�&��®[§����&�i�R��¬Å�Ù��¯L¨���¬
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R
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R
±å ��¬Ò��¥R�´�&��¬�¬´�L�?�¹¨y§�ª��&��¬�±ÍÕ����´�&�°�R�&��®[§��Ñ�&�°�Ù��¯L¨��������´�5��¯L�������`�C�´�&§�·�¥�¨�§����Ò¨y�Æº � ¨���¥R�

v(R)
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R
Á
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1
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o/o�8



ú¿���Hú ÉµýÀ�~�1s�gF� �i�Âú�ÿ�	i	
��Ø��>� û½gF���½:�ûFüyýþýMüuÿ�û������B���
	
����ÿ
������ÿ����
�¹�6üuû�	HûR�<�
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! {�� r/s/���n{¸w��u�upql�xk�yw�p}��w ����oq~ur�s/{¨�upq��z|��s/{�j�oq{ xqr�t]q�pq{¨{�jÀ�yw�pqoqln{�s/t&��½�� {s/�|«¶w�tuo�s/{�xqtup��Ýw��u�upq{�j�oql�x�x�w���{���tu{¾��{¾� r/s/���n{¾s/��z|pqlno��J��wJxq{�z|oqlnr�j
4.1.4.3

"�suw�jyx���w��w×�q{�tupq{k�yw�pqoqln{Js/{�xvz�w�x�§��n{�x�¯�w���{�tup�x�w�q�{�z|oq��{�x�w�t/�¹w�pq�upq{�xvju{}xq{�pqr�j�o��©{�pqoqlnju{�j�oq{�x��tu{���r�tup�s/{�xe�u~up�w�xq{�x¨s/tXz|r�pq�utyx¨s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{��H�Ur�tup��n{¡� r�j�oqpq{�p�§U�upq{�jur�jyx�yw�p�{|�/{�� �u�n{�tuju{k�yw�xq{�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{kz|r�jyx�oqlnoqtu��{�s/{�x�s/{�t/��w�pq�upq{�x�s/{���w�õy��tupq{
8��Yo�"
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BÃCFEÃG 8��Yo8I¾,�w�x�{es���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{
! {�xe«¬p�w���� {�j�o�xes��¢tuju{���p�w�����w�lnpq{¡s���w�pq�upq{�xe{|�/oqp�w�lno�xJs/{�z|{�oqoq{ �yw�x�{�xqr�j�o¸pq{|��upq��xq{�j�oq��x�suw�jyx���w¨õy��tupq{�8��yx��
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BDC!EÃG 8��yx I Úup�w�����{�j�o�x�s/{J��w��yw�xq{es/{e��w¨õy��tupq{$8��Yo��
iktuoqpq{��n{�x�w�pq�upq{�x�s/{k��wJ�yw�xq{ks���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�§���wJ��p�w�����w�lnpq{�s/{k��w}õy��tupq{Æ8��yx��{�tuo��upqr�s/tulnpq{J��{�x���tyw�oqpq{¸w�pq�upq{�x�s/{e��w¨õy��tupq{�8��y.��
! ��w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�s/{�xH�yw�p�w�� ��oqpq{�x,xq{��nr�j¨��w�� ��oq~ur/s/{��upq��z|��s/{�j�oq{�oq{�jys¨�k��w��/lÃ�� l�xq{�pv�n{Jz|pqlnoq��pq{¨s/{J¯�p�w�l�x�{��¨�u��w�jyz|{Jz|r�jys/lnoql�r�juju{��n�n{�"

pλ(t1|00) ∗ pλ(t2|11)
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BDCFEHG 8��y.\I I�pq�upq{�xk�©r�tu¯�w�j�o�½�oqpq{¸�upqr/s/tulno�x��yw�p���w¡¥�£u¦ s/��s/tulnoq{¨s/{��w��yw�xq{�8��Yo��
ikj&¯�r�lnok��tu{

pλ(t2|11) = 1
��tu{��n��{�x¾��tu{�xqr�ln{�j�o��n{�x�¯�w��n{�tup�x�s/{�xk�yw�p�w�� ��oqpq{�x�§z�w�p

t2
{�xqo��n{Jxq{�tu�Üw�pq�upq{¸s���w�jyw��n�/xq{es/{e��w¨�u~up�w�x�{À¿

11
¿��

! ��w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{¨z|r�jyxql�xqoq{es/r�jyzJ{�j
��w���w���l�� l�x�w�oqlnr�j¹s/{2"

pλ(t1|00) =
eλsa0b0 + eλsa0b+λb0 + eλsab0+λa0 + eλsab+λa0+λb0

eλsa0b0 + eλsa0b+λb0 + eλsab0+λa0 + eλsab+λa0+λb0

+eλsa0a+λa0 + eλsaa+λa0+λa0

! {���w���l��¨tu�¤§
1
§��©{�tuo ½�oqpq{�w��u�upqr/z�~u�®{�jJ«Äw�l�x�w�j�o oq{�jys/pq{

(eλsa0b0+eλsa0b+λb0+
eλsab0+λa0 + eλsab+λa0+λb0)

¯�{�p�x
+∞
§ur�t
{�j
«¶w�l�x�w�j�o�oq{�jys/pq{

(eλsa0a+λa0 + eλsaa+λa0+λa0)
¯�{�p�x

0
�/�®�ntyxqln{�tup�xvxqr��ntuoql�r�jyx�{|�/l�xqoq{�j�o�§�����tuln¯�w��n{�j�oq{�x��r�tup��n{Jz|pqlnoq��pq{���0�r�jyxql�s/��pqr�jyx¾�n{�x�s/{�t/�¤xqtuln¯�w�j�oq{�xm"

I ���>gF����ÿF�>� � d � "
λsa0b0 = +∞

§µ�n{�x¡w�tuoqpq{�x¡�yw�p�w�� ��oqpq{�x r�j�o�s/{�x¡¯�w��n{�tup�xõyjuln{�x�w��n��w�oqr�lnpq{�x��
I ���>gF����ÿF�>� � Ö � "

λa0 = −∞
§��n{�xvw�tuoqpq{�xv�yw�p�w�� ��oqpq{�x�r�j�o¾s/{�xv¯�w��n{�tup�x�õyjuln{�xw��n��w�oqr�l�pq{�x���}w�jyx¹�n{�x¹s/{�t/�"z�w�x�§���{�x�� r/s/���n{�x�r��uoq{�j�tyx
w�jyw��n�/xq{�j�om�n{�x¹�u~up�w�xq{�xÁ¿

00
¿S{�o¿

11
¿&w¼¯�{�zS��{�x�w�pq�upq{�xms/{S��wÂ�yw�x�{Às���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{��v­µjöpq{�¯�w�jyz�~u{�§vln��x xq{Sz|r��¡���r�pqoq{�j�oJs/lEq©��pq{���� {�j�o�w�¯�{�z¨��w �u~up�w�xq{Â¿

10
¿���tul j �¢�Sw��u�yw�p�w�+�o��yw�x�� ! wmxqr��ntuoql�r�j

(2)
÷S�u�nr/��tu{
øX�°��w�pq�upq{

t5
{�j {�� �©½�z�~yw�j�o¡�°�¢tuoqln�nl�x�w�oqlnr�j¿s/tþ«¬p�w�����{�j�o

a0
§µw��nr�p�x��tu{���w¹xqr��ntuoqlnr�j

(1)
ju{¨�n{¨�u�nr/��tu{e�yw�x�" £�{��nr�j&��w¡¯�w���{�tupks/{�x��yw�p�w�� ��oqpq{�x���w�l�x�x���x�nln�upq{�x�§/ln�Üx�{J��{�tuo¾��tu{

t5
x�r�lnov�upq�|«¬��pq�¸�

t4
�nr�p�x¾s��¢tuju{¸w�jyw�����xq{Jxq��j�o�w��/l���tu{��

Iklnjyxql°§/�°��w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�w�¯�{�z�z|{¨z|pqlnoq��pq{¨j ��w��u�upq{�jysÀpqln{�jSxqtupk�n{�x�w�jyw��n�/xq{�x¾s/{�x�u~up�w�xq{�x�j ��w��u�yw�p�w�l�x�x�w�j�ok�yw�x}suw�jyx���w¡�yw�x�{�s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{������¢tuju{¨«Äw��|r�jS����ju�|�p�w��n{�§/xql���{�x�w�pq�upq{�x�z|r�� �u��{�o�x�s/{}z|{�oqoq{}�yw�xq{�«¶r�j�ov�yw�pqoqln{}s/{���w¸��p�w�����w�lnpq{�{�jmo�w�j�o��t ��w�pq�upq{�x����n��� {�j�o�w�lnpq{�x�§��n{�tup�xµ�©r�oq{�j�oqln{���xµw�x�xqr/z|ln��x
λ
r�j�o�oq{�jysuw�jyz|{k�Jz|pqr`+�oqpq{�¯�{�p�x�°�¢lnj/õyjulÜw¼¯�{�ze�°��w��n��r�pql�oq~u� {J����£ms/��z|pql�o¾�upq��z|��s/{�� � {�j�o�§�w��nr�p�x¾��tu{e�n{�x�w�tuoqpq{�x�«¶p�w����� {�j�o�xH�ªw�p�s/{�j�o,s/{�xH¯�w��n{�tup�xÜl�jyxqln��julÃõ1w�j�oq{�x�§¼¯�r�lnpq{�oq{�jys/{�j�o,¯�{�p�x

−∞
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z,ÚnÙ®ÚF{ ÍV�1é��¹�Äà�ß�àªé
å�¾i}°�yã�ä&�"åyæHà�ßÅ� ¾

! w}¯�{�p�xql�r�j�s/{[,�r�s�s/t¡z|r�pq�utyxÇIµ¥���£¨wk��oq�vtuoqln�nl�xq��{���r�tup,z|{�oqoq{���¯�w��ntyw�oqlnr�j �(0�{z|r�pq�utyx}ïÄs/��xqln��ju���yw�pÒIµ¥��q£�� ù 8�ó�ñ,z|r�jyxql�xqoq{¾{�j ù 8�ó¸w�pq�upq{�xvxq��j�o�w��/l���tu{�x�s/���n{|�/l�z�w��nlÃ�xq��x�§1z��¢{�x�o��Ý���Ýs/lnpq{¸w�t/�u��tu{���x¾r�jSw¡{�ju�n{�¯��J�n{�x�«¬{�tuln���n{�x�oq{�pq� lnjyw��n{�x�� ! {�x�÷��u~up�w�xq{�x}øw�jyw��n�/xq��{�x¾xqr�j�o�s/r�jyzes/{�x�x�tulnoq{�x�s/{e��w��©{���x�� r�pq�u~ur��Ýxq��j�o�w��/l���tu{�x�� ! w¡��p�w�� �¹w�lnpq{¥�£u¦ ¹Slnj/�°�¹w��m{|�/oqp�w�lnoq{¨z|r����uoq{�x�n�.�n�w�pq�upq{�x����n����{�j�o�w�lnpq{�x�§©s/r�j�oÆ. _ o¸xqr�j�o�s/{�xw�pq�upq{�x
s/{Á�upqr�«¬r�jys/{�tupBo�§vz|r�pqpq{�xq�©r�jysuw�j�oSw�t/�öpq������{�x¹~ur�p�xq�Ýz|r�j�oq{|�/oq{�x�§�{�oÂx�ó(8/.w�pq�upq{�x�÷���{|��l�z�w���l�xq��xHø l}Ì ! wJ��£�¥�£u¦ ÷��yw�pµoq½�oq{�xvø�z|r�� �uoq{�xq{�tu��{�� {�j�o�³/.�óew�pq�upq{�x���n��� {�j�o�w�lnpq{�x�§ys/r�j�o . _ oes/{J�upqr�«¬r�jys/{�tup�o�§u{�o�8�n�³S÷¨�up�w�jyz�~u{�xks/{Joq½�oq{�x}ø��
��{�t/��x�r�pqoq{�x¾s��¢{|���©��pqln{�jyz|{�x�r�j�o¾��oq�epq��w��nl�xq��{�xm"
I ÷¿w�tuoqr��°oq{�xqo�øh"�w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{S{�omw�jyw��n�/xq{Sxqtup ��wÂ�yw�xq{&s���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{z|r�� �u����oq{��
I'oq{�xqo�o�óÏÎ "�w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{�xqtup,³�óÏÎ s/{���w��yw�xq{�§�{�o oq{�xqo xqtupU�n{�x�o�óÏÎ pq{�xqo�w�j�o�x��
! {�x�o�w��u�n{�w�t/��s/{¸pq��xqtu�no�w�o�xJï&8��y8�§>8�� Õ §>8��-n/ñ�lnjys/l���tu{�j�o��n{�xv¯�w��n{�tup�x�xqtuln¯�w�j�oq{�xw"
Ih0�r�tu¯�{�pqoqtupq{�"©jur����upq{ s/{¡�u~up�w�xq{�xJpq{�z|{�¯�w�j�o¨w�tÂ� r�lnjyx�tuju{ w�jyw��n�/xq{mïÄz|r�p��pq{�z|oq{er�tSjur�j�ñ��
IÐ?�tyx�oq{�x½"Üjur����upq{¹s/{¹�u~up�w�xq{�x�z|r�pqpq{�z|oq{�� {�j�o�w�jyw��n�/xq��{�x ï¶�yw�p¸pq�|«¶��pq{�jyz|{�w�tz|r�pq�utyx|ñ��
Ih0�pqr�l�x�{�� {�j�o$"yjur��¨�upq{�s/{e�u~up�w�xq{�xkpq{�z|{�¯�w�j�o�tujS�yw�pq{�j�oq~u��x�w���{�z|pqr�l�xq�¸w�¯�{�z�n{J�yw�pq{�j�oq~u��x�w���{¨s/{J��w��yw�xq{es���w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{��
I'�n{�x o�w�t/�ös/{¤�upq��z|l�xqlnr�j�{�oms/{¤p�w��u�©{���D
º zEO�SCDkz¶'þïÄz|r��nr�juju{�xmÑÏÒ7Ó7Ô�ÕÏÖJ×�Ø�Ùþ{�o
Ú«ÛJÜÏÜ«Ý�Þ Ùyñ©x�r�j�oHr��uoq{�j�tyx,{�j�z|r�jyxql�s/��p�w�j�oH��w¾x�����tu{�jyz|{vs/{�x,w�pq�upq{�x

τ̃
�upqr�s/tulno�x�yw�pe�Ý��w�jyw��n��x�{�tupez|r�� � {¡tuj¿{�jyxq{����u�n{

E(τ̃ )
s/{�oqpqln�u�n{�o�x

< N, g, d >
§Ür/s

N
{�xqoJtuj¿jur�j/�°oq{�pq� lnjyw��µ{�o

g
{�o

d
x�r�j�oe�n{�x}�©rªxqlnoql�r�jyx�suw�jyxe�n{ z|r�pq�utyx¸s/t�upq{�� l�{�p�{�o¾s/{�pqjuln{�p�� r�o¾s/{e��w�z�~yw�+�ju{¸w�jyw��n�/xq��{J�yw�p

N
�­µj¡z|r�� �yw�p�w�l�xqr�j¨w¼¯�{�z�tuju{vxq����tu{�jyz|{�s���w�pq�upq{�xµs/{�pq�|«¶��pq{�jyz|{

τ̃ ′ §���w¾�upq��z|l�x�lnr�j{�o¾��{�p�w��u�©{��Uxqr�j�o�z�w���z|tu�n��x�z|r���� {�"

Tx(Pre)(τ̃ ) =
|E(τ̃ ) ∩E(τ̃ ′)|

|E(τ̃ )|
, Tx(Rap)(τ̃) =

|E(τ̃ ) ∩E(τ̃ ′)|

|E(τ̃ ′)|
.
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·��L��¬e�&§-�&¥R³«�R�Ç¨y� ª/��¨�¬c®[� �&�RÃ���­�¬eÎ��?�5��Ä�§yµ?¥���¬�±
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�}w�jyx®z�~yw���tu{¾{|�/�©��pqln{�jyz|{�§ª�n{v� r/s/���n{�¦}¥�£u¦%{�x�o®z|r�� �yw�pq��w�t � r/s/���n{vr��uoq{�j�t�yw�p��°��w��u�upq{�j�oql�x�x�w���{¹÷¨z|��w�x�xql���tu{eø&ïÄ�Ji���ñ�§yr/s
�n{�xvw�pq�upq{�x����n��� {�j�o�w�lnpq{�x�xqr�j�o��yw��p�w�� ��oqpq��x®�yw�p�tuju{��upqr��yw��uln�nlnoq���upqr��©r�pqoqlnr�juju{��n�n{��J��{�tup «¶pq����tu{�jyz|{�suw�jyx®�n{�z|r�pq�utyx��
ß¶àâá�ã�äAå�æ�á�å�ä çâá�è�æ´ä�èéß(å´àâê²è�ë�èíìîå�ë�ï
ê²è�ê�àâð�ñ òIó�ô�ô�ä�õ²ñ

ö àJ÷JøAõ²äùï
õ²óâèúè�ê²û�á�ä  �ü£ýIü�þ·¦ý ä�è�æ ÿ ��� � ¡ � � ÿ ¡ � ¢¥¤�� � � ¢¥¤��	���
 ��� ÿ�ÿ � ¢¥¤���� � ¢¥¤ 
 ÿ� ¡ 
�
 ÿ � � ¢¥¤â¡â¡ � ¢¥¤â¡ 
� � 
 � ¤ � ¢¥¤ 
 � � ¢¥¤ 
 �� ¡ 
 ¤ ÿ � � ¢¥¤â¡�� � ¢¥¤�� 
ö à�
�äAð�ð�ä ��
 ¢�� 
 ÿ ¢�� ÿâÿ ¢ 
 � ¢¥¤ 
�
�
 � ¢¥¤ 
 ¤ ÿ¡�� � ÿ ¡�¢�� �� á�æ�à	� æ�ä�è�æ � ¡ � ��¤ ÿ � � ¢¥¤�¤���� � ¢¥¤�¤ 
 �¤	�£¢ ÿ � ���ö àJ÷JøAõ²ä þ&ýIü�þý ä�è�æ ÿ ��� � ¡ 
 ÿ ÿ � � ¢¥¤ 
 ¡ � ¢¥¤â¡	���
 ��� ÿ 
 � ¢¥¤���� � ¢¥¤ 
 �� ¡ 
�
 ÿ�ÿ � ¢¥¤â¡â¤ � ¢¥¤��	�� � 
 ÿ ¤ � ¢¥¤â¡�� � ¢¥¤â¡ �� ¡ 
�
 ÿ ¡ � ¢¥¤�� 
 � ¢¥¤â¡	�ö à�
�äAð�ð�ä ��
 ¢�� 
 � ¢�� ÿâÿ ¢�� � ¢¥¤ 
�
 � � ¢¥¤�¡ 
��¡ 
 ¢ � � ÿ ¡�¢¥¤ �� á�æ�à	� æ�ä�è�æ � ¡ � ��¤ ÿ � � ¢¥¤�¤���� � ¢¥¤�¤ 
 �¤	�£¢ ÿ � ���
BDCFEHG 8��-n I � ��xqtu��o�w�o�xUs���w�jyw��n�/xq{®w�¯�{�z�tuju{�¥�£u¦ ¹&lnj/�°��w���� ! {�z|r�pq�utyx
Iµ¥��q£�� ù 8�óJw���oq����r�s/lÃõy���yw�pµ�°��w×�qr�tuoHs��¢tuju{�p�w�z|lnju{�z|r�� ��tuju{�tujul���tu{
X
��z�~yw���tu{¸w�pq�upq{��

! wXõy��tupq{V8��@³Ms/r�juju{Á���ªw��n{�� {�j�om�Xoqlnoqpq{&s/{Áz|r�� �yw�p�w�l�xqr�j'�n{�x¹pq��xqtu�no�w�o�x¹r��/�oq{�j�tyx�xqtup���w
�yw�xq{ Iµ¥���£�� ù 8�óÀw�¯�{�z�s/{�x¨��p�w�� ��w�lnpq{�xe~ur�p�x��Ýz|r�j�oq{|�/oq{�x�§µsuw�jyx��n{�tups/��z|�nlnjyw�l�x�r�j�x�oqr�z�~yw�xqoql���tu{ ïÝ£*0�Ú ¦¨ñ�{�o¾jur�j/�°����ju��p�w�oql�¯�{�ïÝ¦w0�Ú ¦¨ñ��
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õ²óâèúè�ê²û�á�ä  �ü£ýIü�þ·¦ý ä�è�æ ÿ ��� ÿ ��
 � 
 ¡ � ¢¥¤â¡�� � ¢¥¤â¡ ÿ� � ¡ 
 � ÿ � � ¢¥¤ 
 ¤ � ¢¥¤ 
 �� � ¡ ��� ÿ � � ¢¥¤���� � ¢¥¤��	�
 � ¡ ��� ÿ�ÿ � ¢¥¤�� � � ¢¥¤��	�¡ � ¡ ��� ÿ � � ¢¥¤ ÿ � � ¢¥¤��	�� � ¡ �â¤ ÿ � � ¢¥¤��â¤ � ¢¥¤ 
 ¡� � � ��� ÿ�ÿ � ¢¥¤ 
 � � ¢¥¤ 
 �� ��
 ��� ÿ � � ¢¥¤�� � � ¢¥¤���¡¤ ��
 �â¤ ÿ�ÿ � ¢¥¤ 
 ¤ � ¢¥¤ 
 �ÿ � ��
 �â¡ ÿ � � ¢¥¤ 
 � � ¢¥¤ 
	
ö à�
�äAð�ð�ä ��
 ¢ 
 ��¡£¢¥¡ ÿâÿ ¢�� � ¢¥¤	���â¤ � ¢¥¤	�â¤	�
�� ¢ � � ÿ ¡�¢�� �� á�æ�à	� æ�ä�è�æ � ¡ � �	� 
 � � ¢¥¤�¤��â¡ � ¢¥¤�¤ ÿ ��	�£¢¥¡ � ���ö àJ÷JøAõ²ä þ&ýIü�þý ä�è�æ ÿ ��� ÿ ��
 �â¤ � � ¢¥¤â¡ � � ¢¥¤â¡	�� � ¡ 
�� � � ¢¥¤���� � ¢¥¤â¡�¤� � ¡ ��� ÿ � � ¢¥¤���� � ¢¥¤ 
��
 � ¡ ��� ÿ�ÿ � ¢¥¤���� � ¢¥¤��	�¡ � ¡ � ÿ ÿ ¡ � ¢¥¤���� � ¢¥¤ 
 �� � ¡ � � ÿ � � ¢¥¤�� � � ¢¥¤ 
	
� � � �â¤ ÿ�ÿ � ¢¥¤ 
�� � ¢¥¤â¡ 
� ��
 �â¡ ÿ ¡ � ¢¥¤ ÿ � � ¢¥¤��	�¤ ��
 ��� ¡ � ¢¥¤â¡ ÿ � ¢¥¤â¡	�ÿ � ��
 � 
 ÿ � � ¢¥¤��â¤ � ¢¥¤ 
 ¡ö à�
�äAð�ð�ä ��
 ¢ 
 ��¡£¢�� ÿ � ¢�� � ¢¥¤	��� 
 � ¢¥¤ 
 �	�
 �£¢ ÿ � ÿ ��¢�� �� á�æ�à	� æ�ä�è�æ � ¡ � ��¤ ÿ � � ¢¥¤�¤���� � ¢¥¤�¤���¤¤	�£¢ ÿ � ���
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ê²è�ê�àâð�ñ òIó�ô�ô�ä�õ²ñ
ö àJ÷JøAõ²äùï
õ²óâèúè�ê²û�á�ä  �ü£ýIü�þ·¦ý ä�è�æ ÿ ��� ÿ ��
 � ÿ ÿ � � ¢¥¤ ÿ � � ¢¥¤��	�� � ¡ � � ÿ � � ¢¥¤���� � ¢¥¤���¤� ��
 �â¤ � � ¢¥¤â¡�� � ¢¥¤â¡	�
 � ¡ 
 ÿ ÿ 
 � ¢¥¤�� � � ¢¥¤ 
 �¡ ��
 ��� ¡ � ¢¥¤â¡ � � ¢¥¤â¡�¤� � � ��� ÿ � � ¢¥¤��â¡ � ¢¥¤ 
 �� ��
 � 
 ÿ � � ¢¥¤ ÿ � � ¢¥¤���¡� ��
 � ÿ ¤ � ¢¥¤ 
 � � ¢¥¤�� 
¤ � � � 
 ¤ � ¢¥¤���� � ¢¥¤â¡ ÿÿ � ��
 ��� ÿ�ÿ � ¢¥¤��â¤ � ¢¥¤â¡	�ö à�
�äAð�ð�ä � ��¢¥¤ ��¡£¢�� ÿâÿ ¢�� � ¢¥¤	�â¡â¡ � ¢¥¤ 
�
 �
 �£¢�� � ÿ ¡�¢ � �� á�æ�à	� æ�ä�è�æ � ¡ � �	� 
 � � ¢¥¤�¤��â¡ � ¢¥¤�¤ ÿ ��	�£¢¥¡ � ���ö àJ÷JøAõ²ä þ&ýIü�þý ä�è�æ ÿ ��� ÿ ��
 ��� ÿ 
 � ¢¥¤ ÿ � � ¢¥¤ 
 ÿ� � ¡ 
 � ÿ � � ¢¥¤ 
 � � ¢¥¤â¡	�� ��
 
 ÿ ¡ � ¢¥¤â¡ � � ¢¥¤��	�
 � ¡ 
 � ÿ � � ¢¥¤�� � � ¢¥¤â¡ �¡ ��
 
 � � � ¢¥¤ 
 � � ¢¥¤â¡	�� � � � 
 ÿ � � ¢¥¤���� � ¢¥¤��	�� ��
 � 
 ÿ � � ¢¥¤���� � ¢¥¤â¡	�� ��
 ��� � � ¢¥¤�� � � ¢¥¤ 
 ÿ¤ � � ��� � � ¢¥¤���� � ¢¥¤�� �ÿ � ��
 ��� � � ¢¥¤���� � ¢¥¤��	�ö à�
�äAð�ð�ä � ��¢¥¤ �	�£¢ 
 ¤�¢ � � ¢¥¤	� 
 ¤ � ¢¥¤�¡�� ÿ
 ¤£¢�� � ÿ ��¢ ÿ �� á�æ�à	� æ�ä�è�æ � ¡ � ��¤ ÿ � � ¢¥¤�¤���� � ¢¥¤�¤���¤¤	�£¢ ÿ � ���
BDCFEHG 8�� Õ I � ��xqtu��o�w�o�x�s���w�jyw�����xq{¡w¼¯�{�z¡tuju{ ¥�£u¦ ¹Sl�j/�°��w��&w��u�upql�xq{xqtupk�n{¸z|r�pq�utyxmIµ¥��q£�� ù 8�ó/��Ik�u�upq{�j�oql�x�x�w���{¨s/{���w¹¦}¥�£u¦ �yw�pk�upqr�«¬r�j/�s/{�tup�z|pqr�l�x�x�w�j�oq{�§yw¼¯�{�z�x�ó�ó¡�yw�x�x�{�x¨÷¨�yw�p¾�upqr�«¶r�jys/{�tup�ø��
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�������	����������� ��� �����!�"�����	#$��%!�'&(��%!)*#$��#+��, - .0/21�13��4$-
5 �7678�4+�9)*4$/�����#$:����<;>=�?0=�@BA?C�!���BD!EGF D H�I J	E D�K E7L�M	N�K E�L�M�N�MN H	K J	E D�D E7L�M	J�O E�L�M�J�PJ H�I NGH O E7L�M	K�K E�L�M�JGHI H	K J2I P E7L�M�I�J E�L�M�K7DK H�I J�J M E7L�M�I�O E�L�M2IGEO H	N J�N O E7L�M�I�N E�L�M�K�MH H�I N�M D�J E7L�M	N�O E�L�M�J7DP H�I N�P K E7L�M�I�O E�L�M�JGHM H	J J7D D�N E7L�M	N�M E�L�M�JGHD!E H�I J2I M E7L�M	J�J E�L�M�J�P5 ��Q���,�,�� H	J�L�M J2E7L�P M�L I E7L�M	J�P E�L�M2IGEI�D	LRH�F D�N�LRH	FS �����2T>�U����� H	K	E I�D�I I�I E7L�M�H�D E�L�M�K�OK	K�L�NGF K�L�M�F5 �7678�4+�V@W?0=�@X; 5 -Y��#+Z[1�4+�2A?C�!���BD!EGF D H�I J7D D�P E7L�M�D�K E�L�M�J�MN H	K J�P M E7L�M	K	E E�L�M�K�OJ H	J J2I M E7L�M�I�K E�L�M�K2II H	K IGE M E7L�M�I D E�L�M�O	EK H	J J�K H E7L�M	K	E E�L�M�K�KO H	N J�K M E7L�M	J�M E�L�M�K�PH H	J J�P D�D E7L�M	J�M E�L�M�K�KP H	J J7D K E7L�M�I�O E�L�M2I�NM H	J J�N M E7L�M�I�I E�L�M�K�JD!E H�I J�N D�D E7L�M	J�J E�L�M�K�P5 ��Q���,�,�� H	J�L�K J�I�L�O M�LRH E7L�M�IGE E�L�M�K�JI�H�L+D�F D�J�L�N�F5 �7678�4+�V@W?0=�@X; 5 -\#+��%��]/	�U#_^�A?C�!���BD!EGF D H�I J	E D�K E7L�M	N2I E�L�M�N�ON H	K J�N D�K E7L�M	J�P E�L�M�J�PJ H�I J	E O E7L�M	K�N E�L�M�J�MI H	K I�I P E7L�M	K	E E�L�M�K2IK H�I J7D M E7L�M	J�M E�L�M�J�JO H	N J�P D�D E7L�M�I�N E�L�M�K	EH H�I J2I D�D E7L�M	J�M E�L�M2I�KP H�I J	E K E7L�M	K�N E�L�M�J�KM H	J J�J D!E E7L�M�IGE E�L�M2I�ID!E H�I J�M D!E E7L�M�I�O E�L�M2I�P5 ��Q���,�,�� H	J�L�M J�I�L+D D!E E7L�M�I�N E�L�M2I DIGO�L+D�F D�J�L�K�FS �����2T>�U����� H	K	E I�H�D J2I E7L�M�H	O E�L�MGH�DO	N�L�PGF I�L�K�F
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� Ö±ÏæìT����� âþË�Þ±×[Ñ Ù�ð~Þ±Ï	Ñ ÑoÏ®Þ±Ö±Ïæã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï¢Õ�ð~Þ±Ðoß7Ù7ÑoÏ	ÖzÓ*Ï�âþÏ	Þ±Ó6C	Ó*×*Ïæâ±×*Ë3ÔlÞ±Ð Ó*Ï
Ò*Ï	×�Ù Ù7â±âþÏ	ÑoÕ	ÏJ� ��� ô�/�/ëô õ �Q	 ! � #�+*ô�+2õ��+õ ó�ö 	 �úó,%�+�ó�ö�õ>ö�%zö�õ�# 
w�l� ô � + �Q	 !$#���� 
 #�/ëõ>ô�� 	�� ÝÏ	Ó§Ö±Ë�Ó*Õ	Ï®âCìT�������

��Ë�Þ±ÓrÑUÚ�Ï	Öa�*Ï	Þ®ÔlÏ0ÑUÚRÙ7â±â±×*Ëlï��±ÏÌâ±×*Ë�â�Ë Ò*Õ	ÏWÐ ï2Ð Ï�Ò*Ó�Ù7ÐoÖCÒ�Ð~ÔlÏ0Ó*×*Ë�Þ±ß�Ï	×»Ñ Ï�Ò�ÔlÐoß�Ï	×�Ò*Ï�Ò�×*Ï�Ò*í
Ó*×*Ð ï2Ó*ÐoË�ÖCÒ§ÔlÏ�ÒØÍÎËlÔlé	ÑoÏ�ÒVìT����� ï2Ë�×*×*Ï�Ò*âþË�ÖCÔ±Ù7Ö~Ó�åÎÔlÏ�Ò<ã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï�ÒBâþË�ÑoázÖ±Ë�Í\Ð Ù7ÑoÏ�Ò��
� Ö�Ï2Û3Ï	ÍÎâ±Ñ ÏcÓ*×*ÐoßzÐ Ù7Ñ7Ô(Ú�Þ±Ö±ÏÌÓ*Ï	ÑoÑoÏ¿×*Ï�Ò*Ó*×*Ð ï2Ó*Ð Ë�ÖñÏ�Ò*Ó»ÔlË�Ö±Ö±ÕWâCÙ7×»ÑoÏcÍÎËlÔlé	ÑoÏcË��®ÑoÏ�Ò�Ù7×*à±×*Ï�Ò
Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�Ò�Ò*Ë�Ö~ÓñÑoÐ ÍÎÐoÓ*Õ�Ò§Ù7ÞlÛèÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�ÒñÔlÏëâ±×*Ë7÷>Ë�ÖCÔlÏ	Þ±× s Ý(ã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*ÏæÔ±Ù7ÖCÒ
Ñ Ù�ðzÞ±Ï	ÑoÑoÏ Ó*Ë�Þ±ÓçÙ7×*à±×*Ï Ô(ÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ïÿâ�Ë Ò�Ò�é�ÔlÏ¹Þ±Ö±ÏèÒ*Ï	Þ±ÑoÏ¹ÔlÕ	×*Ðoß7Ù7Ó*ÐoË�Ö��B<�Ù ã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï
Õ�ð~Þ±Ð ß�Ù7ÑoÏ	ÖzÓ*ÏñÏ�Ò*Ó§Ù7ÑoË�×�ÒVÏ	Ñ ÑoÏ2íUÍ]C	ÍÎÏ��

; Ù7ÖCÒ�Ñ ÙVÒ�Þ±ÐoÓ*Ï�Ý	Ë�Ö�â±×*Ë�âþË Ò*ÏWÔ(Ú�Ï2Û±Ù7ÍÎÐoÖ±Ï	×�ÑoÏ�Ò�ï2Ë�ÖCÔlÐ Ó*ÐoË�ÖCÒ�ðzÞ±ÏWÔlÏ�Ò»ìT����� ÔlË�Ðoß�Ï	Ö~Ó
×*Ï	ÍÎâ±ÑoÐo×¿âþË�Þ±×TC	Ó*×*Ï<âþË�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÏ�Ò�ÝGâ±Þ±Ð Ò0ÔlÏØÔlÕ2òCÖ±Ðo×WÔlÏ�ÒWÙ7Ñ ã�Ë�×*ÐoÓQ�±ÍÎÏ�Ò¿âþË�Þ±×0Ï2Û3Ó*×�Ù7Ð ×*Ï
ÔlÏ®Ó*Ï	ÑoÑoÏ�Ò9ã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï�ÒVåëâCÙ7×*Ó*Ðo×<Ô(Ú�Þ±Öúï2Ë�×*â±ÞCÒØÔ(ÚRÙ7â±â±×*Ï	Ö~Ó*Ð Ò�Ò!Ù7ã�Ï��

E@F�� �qR:�g�7I�K�Nl�LK��3M*���7�*N NhR:���7KQ�3R:�

; Ù7ÖCÒ�ÑoÏäï	Ù�Ò�ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7ÑUÝ(ÑUÚ�Ï2ÛlÐ Ò*Ó*Ï	ÖCï2ÏëÔ(Ú�Þ±Ö±Ïæã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*ÏæÕ�ð~Þ±Ðoß7Ù7ÑoÏ	ÖzÓ*Ï¢×*Õ	âþË�ÖCÔ±Ù7Ö~Ó
Ù7ÞlÛûï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*ÐoË�ÖCÒY×*Ï�ðzÞ±Ð Ò*Ï�ÒÎâþË�Þ±×çð~Þ±Ï

G
Ò*Ë�ÐoÓ\â�Ë�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ Ï Ï�Ò*ÓYÓ*×*é�Òýï2Ë�ÍÎâ±ÑoÏ2ÛlÏÿå

ÔlÕ	Ó*Ï	×*ÍÎÐoÖ±Ï	×	Ý¥Ï	Ó¢Ò�Ù ×*Ï�ïA�±Ï	×�ï��±ÏúÔ(ÚRÙ7Þ±Ó�Ù7ÖzÓ¢â±ÑoÞCÒ'� ? ÖºÒ*ÏY×*Ï�Ò*Ó*×*Ï	ÐoÖzÓ¢ÔlË�ÖCï\å¹Þ±ÖºÒ*Ë�ÞCÒ*í
Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ¢ÔlÏ�ÒØã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò§â�Ë�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ Ï�ÒBâ�Ë�Þ±×ØÑoÏ�ð~Þ±Ï	Ñ»Ë�ÖÿâþÏ	Þ±Ó<Ï�Ò*âþÕ	×*Ï	×<Ó*×*Ë�Þ±ß�Ï	×
ÔlÏ�Ò<ï	Ù7×�Ù�ï2Ó*Õ	×*Ð Ò!Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ	Ý±Ï	Öçò±Û±Ù7Ö~Ó§Ñ Ùæ÷øË�×*ÍÎÏñÔlÏ

Gequiv m� Gequiv
Ï	Ó
G

ÔlË�Ð ß�Ï	Ö~Ó§âCÙ7×*Ó�Ù7ã�Ï	×§Ñ Ï�ÒBÍ]C	ÍÎÏ�ÒVÙ7×*à±×*Ï�Ò§Õ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï�Ò�Ý
� ÑoÏ�ÒæâCÒ*Ï	ÞCÔlË7íUâ±×*Ë�àCÙ7à±Ð ÑoÐoÓ*Õ�ÒëÔlÏ�ÒëÙ7×*à±×*Ï�ÒëÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ð ×*Ï�ÒæÔlÏ

Gequiv
Ò*Ë�ÖzÓäâ�Ë Ò�Õ	Ï�Ò

ï2Ë�ÍÎÍ\Ï0ÑoÏ	Þ±× ;@? ì¿íA�øâCÒ*Ï	ÞCÔlË7íQ�Uâ±×*Ë�àCÙ7à±Ð ÑoÐoÓ*Õ�Ò¿Ô±Ù7ÖCÒ
G m PGequiv (t) = PGDOP

(t)
�

� 	 /äô � &�% 	 s=� ì¥Ë�Þ±×ñÞ±Ö±Ï0�$�����æÝ(Ñ Ù ;@? ì¿íUâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐ Ó*ÕæÔ(Ú�Þ±Ö·Ù7×*à±×*ÏäÔ(ÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï¢Ï�Ò�Ó
Ñ Ù Ò*Ë�ÍÎÍ\ÏëÔlÏ�Ò�â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ�ÒñÔlÏYÒ*Ï�Ò®ÔlÕ	×*Ðoß7Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ���<�ÏÎâ±×*Õ2ò±ÛlÏ��øâCÒ�Ï	ÞCÔlË7íQ�<×�Ù7â±â�Ï	Ñ ÑoÏ
ð~Þ±ÏYÔ±Ù7ÖCÒ®ÑoÏÎï	Ù�Ôl×*Ï\ÔlÏYï2Ï	Ó*Ó*Ï\ÓQ�±é�Ò*Ï�Ý�Ñ Ï�Ò�ß�Ù7ÑoÏ	Þ±×�Ò�Ù�Ò�Ò*Ëlï2ÐoÕ	Ï�ÒñåúÔlÏ�Ò®Ù7×*à±×*Ï�Ò�Ö±Ï\Ò*Ë�Ö~Ó
âCÙ�Òç÷øË�×�ï2Õ	ÍÎÏ	Ö~ÓúÖ±Ë�×*ÍYÙ7ÑoÐ Ò*Õ	Ï�ÒýÔlÏ·÷�Ù�ù2Ë�Ö Ù�ÔlÕ�ð~ÞCÙ7Ó*Ï âþË�Þ±× âþË�Þ±ß�Ë�Ðo× C	Ó*×*Ï½Ù7â±â�Ï	Ñ Õ	Ï�Ò
¡£¢¥¤6¦5§©¨«ªa¬l­«®:¯_°�§,±_­«²³¦5®:¢_® ­µ´¶°�®³·¹¸_®�°�·£¸a®T¢_® ­.º ´�°�±_°�®¶¢�º ´©ªa´©­¼»¥¬�®T¢_®½¯_­«¤a¬�¾�§A°�¿h¯�§A¿�®³ª�¿�¨«®³­

s'9�À
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â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ�Ò'��<�Ù¢â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ§Ô(Ú�Þ±Ö±Ï�ÔlÕ	×*Ðoß7Ù7Ó*ÐoË�Ö�Ý âCÒ*Ï	ÞCÔlËæË�Þ\âCÙ�Ò	Ýz×*Ï�Ò*Ó*Ï<Ñ Ï§â±×*Ë3ÔlÞ±Ð Ó
ÔlÏæï2Ï	Ñ ÑoÏ�Ò<ÔlÏ�Ò[Ù7×*à±×*Ï�Ò[Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ð ×*Ï�Ò<ðzÞ±Ð»Ñ ÙÎï2Ë�ÖCÒ�Ó*ÐoÓ*Þ±Ï	Ö~Ó�� ; Ù7ÖCÒ<Ñ Ï�ï	Ù�Ò�ÔlÏ�ÒÆ�Æ�����ëÝ
Ñ ÙèâCÒ*Ï	ÞCÔlË7íUâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑ ÐoÓ*Õ Ô(Ú�Þ±Ö±Ïú×*é	ã�ÑoÏçÏ�Ò*ÓÎÔlÕ2òCÖ±ÐoÏúï2Ë�ÍÎÍ\ÏýÑ�Ú�Ï2Û3âþË�Ö±Ï	Ö~Ó*ÐoÏ	Ñ ÑoÏýÔlÏúÒ�Ë�Ö
â�Ë�Ó*Ï	ÖzÓ*ÐoÏ	Ñ

λ
�

� 	 /äô � &�% 	 À�� <�Ï·ï��±Ë�ÐtÛüÔlÏÿÑ Ù ÷>Ë�×*Í\Ï ÔlÏ
Gequiv

Ö�Ú�Ï�Ò*ÓýÕ	ßzÐ ÔlÏ	Í\ÍÎÏ	Ö~ÓYâCÙ�ÒYÐ Ö±Ö±Ë7í
ï2Ï	Ö~Ó�� ? Ö¹ï��±Ï	×�ïA�±ÏëÏ	ÖúÏ�>þÏ	Ó<Þ±Ö¹ÍÎË�á�Ï	Öú÷�Ù�ï2ÐoÑoÏñÔlÏñ÷�Ù�ï2Ó*Ë�×*Ð Ò*Ï	×§ÑoÏ®ï	Ù7Ñ ï2Þ±Ñ¥ÔlÏ®Ñ Ù ;@? ì¿í
â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*ÕëÔlÏ�Ò�Ù7×*à±×*Ï�ÒñÔ(ÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï:8�Ð Ñ»Ï�Ò*Ó�ÔlË�ÖCïæÖCÙ7Ó*Þ±×*Ï	Ñ0ÔlÏæâþÏ	ÖCÒ*Ï	×�å\Þ±Ó*Ð ÑoÐ Ò*Ï	×§Ñ Ï�Ò
;@? ì¿íUâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ�Ò�ÔlÏ�ÒñÙ7×*à±×*Ï�Ò�Õ	ÑoÕ	Í\Ï	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï�Ò[ð~Þ±ÐcÙ7â±âCÙ7×�Ù7Ð Ò!Ò*Ï	Ö~ÓñÔ±Ù7ÖCÒñÒ*Ï�Ò�ÔlÕ	×*Ðoß7Ù�í
Ó*ÐoË�ÖCÒ§Ô±Ù7ÖCÒ

G
�

<�Ï�Ò<ÍÎÕ	ÓQ�±ËlÔlÏ�Ò<Ô(Ú�Ï2ÛlÓ*×�Ù�ï2Ó*ÐoË�ÖÿÔlÏ¢ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�ÒVâþË�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÏ�ÒBÔlÕ	ß�Ï	ÑoË�â±âþÕ	Ï�ÒØÖ±Õ2í
ï2Ï�Ò�Ò*ÐoÓ*Ï	ÖzÓYÔ(ÚRÙ7Þ±Ó*×*Ï�Òý×*Ï�Ò*Ó*×*Ð ï2Ó*Ð Ë�ÖCÒ�� ? ÖûÔlÕ2òCÖ±Ð ÓYÔ±Ù7ÖCÒYÑ Ù Ò*Þ±ÐoÓ*Ï¹â±ÑoÞCÒ*ÐoÏ	Þ±×�ÒäÓ]ázâþÏ�ÒýÔlÏ
ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò m

�ÈÇ ` kDÉ Y \gvwvÊ\ o�Ya` k V � iÃjZf � v o \�i ` k â±×*Ë�â±×*Ï	ÍÎÏ	ÖzÓØÔlÐoÓ*Ï�Ò<Ò*Ë�Ö~Ó<ÔlÕ2òCÖ±Ð Ï�Ò<Ù�ß�Ï�ï
Ñ Ùæ÷øË�×*ÍÎÏ�ÔlÏ

Gequiv
â±×*Õ�ï2Õ�ÔlÏ	ÖzÓ*Ï�Ý�Ï	Ó§×*Ï�Ò�â�Ï�ï2Ó*Ï	ÖzÓØÔlÏ�Ò<ï2Ë�ÖCÔlÐ Ó*ÐoË�ÖCÒ<ÔlÏ®âþË�Ñoá3Ö±Ë7í

ÍÎÐ Ù7ÑoÐoÓ*ÕVâ±ÑoÞCÒ0÷>Ë�×*Ó*Ï�Ò9ð~Þ±ÏØÑ Ù�ï2Ë�ÖCÔlÐ Ó*ÐoË�Ö s ÔlÕ2òCÖ±ÐoÏØï2Ðtí�ÔlÏ�Ò!Ò*ÞCÒ�� ? ÖýÔlÏ	Í\Ù7ÖCÔlÏ[Ï	Ö
Ï�>(Ï	Ó®ð~Þ±ÏäÑ ÙYâ±×*Ë�â±×*Ð Õ	Ó*ÕÎÒ*Ë�ÐoÓ�ßz×�Ù7Ð ÏæÖ±Ë�ÖºÒ*Ï	Þ±ÑoÏ	ÍÎÏ	ÖzÓ[âþË�Þ±×ñÑoÏ�ÒñÙ7×*à±×*Ï�Ò®Ô(ÚRÙ7ÖCÙ�í
ÑoálÒ*Ï�Ò	Ý�Í\Ù7Ð Ò¥Ù7ÞCÒ�Ò*Ð3â�Ë�Þ±×rÑoÏ�ÒrÙ7×*à±×*Ï�ÒVõ 
 )A#�/6!7� 	 ö>ó�Ý7ï7Ú�Ï�Ò*Ómí�å�í�ÔlÐo×*ÏVÔlË�Ö~Ó¿ÑoÏ�Ò»÷>Ï	Þ±Ð ÑoÑoÏ�ÒÖ±Ï�Ò�Ë�Ö~Ó§âCÙ�ÒVÓ*Ë�Þ±Ó*Ï�ÒØÔlÏ�ÒVÓ*Ï	×*ÍÎÐoÖCÙ7ÞlÛ��

�ÈÇ ` k�É Y \gvwvx\ o(Y_` k b ` fhk ` k ß�Õ	×*ÐtòCÏ	Ö~ÓcÑ ÙØâ±×*Ë�â±×*ÐoÕ	Ó*Õ§Ò*Þ±Ð ß�Ù7ÖzÓ*Ï m ÑoË�×�Ò!ð~Þ±ÏVÔlÏ	ÞlÛÙ7×*à±×*Ï�ÒcÕ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï�Ò
t1

Ï	Ó
t2

â�Ï	Þ±ß�Ï	ÖzÓ0Ò*ÏVÒ*Þ±âþÏ	×*â�Ë Ò*Ï	×¿âCÙ7×*Ó*ÐoÏ	Ñ ÑoÏ	ÍÎÏ	Ö~Ó	Ý7Ï	ÓcðzÞ±Ï
ÑoÏÌ×*Õ�Ò*Þ±ÑoÓ�Ù7ÓrÔlÏ9ï2Ï	Ó*Ó*ÏBÒ*Þ±âþÏ	×*â�Ë Ò*Ð Ó*ÐoË�Ö®Ï�Ò*Ó¥Þ±ÖæÙ7×*à±×*Ï

t
Ý�Ù7ÑoË�×�Ò»Ñ Ï�Ò�âCÙ7×*Ó*ÐoÏ�Ò¿ÔlÏ

t1
Ï	Ó

t2
ð~Þ±Ð�Ö±Ï¢Ò*Ë�Ö~ÓØâCÙ�Ò§Ô±Ù7ÖCÒ§Ñ ÙëâCÙ7×*Ó*Ð Ï®Ò*Þ±â�Ï	×*âþË Ò*Õ	ÏñË�ÖzÓØÔlÏ�Ò§ÔlÕ	×*Ðoß7Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ@��Ô±Ù7ÖCÒ

Ñ Ùëã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ïñï2Ë�ÖCÒ*Ð ÔlÕ	×*Õ	Ï����
�ÈÇ ` kWÉ Y \gvwvÊ\ o�Ya` k�vÊ\tË o vÊ\�i ` v ` fL[ bh` fZk ` k Ò�Ë�Ö~ÓWÔlÏ�ÒWã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò0Ô±Ù7ÖCÒ
ÑoÏ�Ò!ð~Þ±Ï	ÑoÑ Ï�ÒÌÓ*Ë�ÞCÒ§ÑoÏ�ÒVÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�ÒØÔlÏñâ±×*Ë7÷>Ë�ÖCÔlÏ	Þ±×

1
ÔlÏ�ÑoÏ	Þ±×�ÒVÙ7×*à±×*Ï�Ò§Õ	ÑoÕ	Í\Ï	Ölí

Ó�Ù7Ðo×*Ï�ÒAÌ[Ò�Ë�Ö~Ó§Ï	ÞlÛ3íUÍ]C	ÍÎÏ�ÒVÔlÏ�Ò§Ù7×*à±×*Ï�Ò<Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�Ò��
�ÈÇ ` kÍÉ Y \gvwvx\ o(Ya` kxy ` Ë V \gfhk oF� fhk Å(� fhk�['\gfL[ ` k Ò�Ë�Ö~ÓçÔlÏ�Ò\ã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï�Ò

Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7Ñ Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó¿ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�ÒcâþË�Þ±×0ÑoÏ�Ò�ðzÞ±Ï	ÑoÑoÏ�Òrï��CÙ�ðzÞ±Ï<Ù7×*à±×*Ï§Õ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï§ÔlÏ<â±×*Ë7í
÷øË�ÖCÔlÏ	Þ±× s Ù Ñ ÙºÍ]C	ÍÎÏ Ï2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�ÖXÔ±Ù7ÖCÒçÑoÏ�ÒYÙ7×*à±×*Ï�ÒúÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ð ×*Ï�ÒYðzÞ±Ð�ÑoÏ
ï2Ë�ÖzÓ*ÐoÏ	Ö±Ö±Ï	Ö~Ó�Î��

�ÈÇ ` k É Y \gvÊvÊ\ o(Y_` k u Ï�Ð p7rÃÂ ` [ u
ÏtÐ p�r.Â�r.Ñ ×*Ï�Ò*âþÏ�ï2Ó*Ðoß�Ï	ÍÎÏ	ÖzÓ<Ë�à±Ó*Ï	ÖzÞ±Ï�Ò�âCÙ7×
ÑUÚRÙ7Ñ ã�Ë�×*ÐoÓQ�±ÍÎÏ�ÔlÞúÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏOÒæâ�� s'Ó=Ô Ý­Ò!Ù7ÖCÒVÏ	Ó<Ù�ß�Ï�ï®ÑUÚ�Õ	Ó�Ù7â�Ï 9 �

<�Ï ã�×�Ù7â��±Ð ðzÞ±Ï Ò*Þ±Ðoß7Ù7Ö~Ó ÐoÑoÑoÞCÒ*Ó*×*Ï½ÑoÏ�Ò ×*Ï�Ò*Ó*×*Ð ï2Ó*ÐoË�ÖCÒ Ò*ÞCï	ï2Ï�Ò�Ò*Ð ß�Ï�ÒÿÙ7ÞlÛ±ð~Þ±Ï	Ñ ÑoÏ�Ò¹Ñ Ï�Ò
ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò<ï2Ë�ÖCÒ*Ð ÔlÕ	×*Õ	Ï�Ò<Ò�Ë�Ö~ÓØÒ�Ë�Þ±ÍÎÐ Ò*Ï�Ò m Ñ Ï�ÒVÏ	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ�Ò<ÔlÏ®ã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï�ÒVá Ò*Ë�ÖzÓ
×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó*Õ�ÒØâCÙ7×§ÔlÏ�Ò§Ò*Ï	ã�Í\Ï	Ö~Ó�Ò§Ò*Þ±×VÞ±Ö±Ï®Ôl×*Ë�Ð Ó*Ï��gÕ�Ñ�Ï2Ûlâ±×*ÐoÍÎÏ[ÑoÏ�ÒVÔlÐÖ>(Õ	×*Ï	Ö~Ó*Ï�ÒVÐ ÖCï2ÑoÞlí
Ò*ÐoË�ÖCÒäÔlÏúï2Ï�ÒäÏ	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏ�Òl8râCÙ7×äÏ2ÛlÏ	ÍÎâ±ÑoÏ�Ý¿Ë�Ö áºÑoÐoÓëð~Þ�Ú�ÐoÑBÏ2ÛlÐ Ò*Ó*Ï ÔlÏ�Òäã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï�Ò
ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�ÒúÖ±Ë�Ö â�Ë�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ Ï�Ò	ÝÌðzÞ±Ï ÑoÏ�Òçã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï�ÒçÍ\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÑoÏ	ÍÎÏ	ÖzÓýÔlÏ	ÖCÒ�Ï�Ò¹Ò*Ë�ÖzÓ
ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Ò	Ý±Ë�ÞçÏ	ÖCï2Ë�×*Ï�ðzÞ±Ï�ÑoÏ�Ò9ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò3��Ò�í s � À � 9 åæÏ2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�ÖCÒVï2Ë�ÖCÒ*Ó�Ù7ÖzÓ*Ï�Ò<Ò*Ë�ÖzÓ
ÑoÏ�ÒVã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï�Ò3��Ò�í s � À �
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ã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï�Ò
ìT�����
ìT����� â�Ë�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ Ï�Ò
ìT����� ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Ò
ìT����� Í\Ù�Û3Ð Í\Ù7ÑoÏ	ÍÎÏ	ÖzÓ9ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Ò
ìT����� åäÏ2Û3âCÙ7ÖCÒ�ÐoË�ÖCÒVï2Ë�ÖCÒ*Ó�Ù7Ö~Ó*Ï�Ò
ìT����� Ð Ò�Ò*Þ±Ï�ÒVÔlÏO��Ò�í s � À � 9
ìT����� Ð Ò�Ò*Þ±Ï�ÒVÔlÏO��Ò�í s � À

ÊÌÏ�ÒWÔlÐ.>þÕ	×*Ï	ÖzÓ*Ï�Ò0ÐoÖCï2ÑoÞCÒ�ÐoË�ÖCÒ¿Ö±Ï<ÔlÐ Ò*Ï	ÖzÓ0×*ÐoÏ	ÖÎÒ*Þ±×WÑoÏ�Ò¿÷�Ù�ï2Þ±ÑoÓ*Õ�Ò0ÔlÏ<Í\Ë3ÔlÕ	ÑoÐ Ò�Ù7Ó*ÐoË�ÖëÔlÞ
Ñ Ù7Ö±ã Ù7ã�ÏäÔlÏ�ÒñÔlÐÖ>(Õ	×*Ï	Ö~Ó*Ï�Ò[ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò'���zÐ¿ÑoÏ�Ò[ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò[ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Ò�Ò*Ë�ÖzÓ[Þ±Ö·Ò*Ë�ÞCÒ*í
Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ ÔlÏ�ÒýìT�����æÝBË�Öüâ�Ï	Þ±ÓýÏ	ÖüÏ�>þÏ	ÓýÍ\Ù7Ñoã�×*ÕÿÓ*Ë�Þ±ÓYÓ*×�Ù7ÖCÒm÷øË�×*ÍÎÏ	×ýÖ�Ú�ÐoÍÎâþË�×*Ó*Ï
ð~Þ±Ï	Ñ ÑoÏ®ìT����� Ï	Ö¹Þ±Ö±Ï®ã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï]�øÍ\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÑoÏ	ÍÎÏ	ÖzÓ��0ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Õ�ðzÞ±Ðoß7Ù7ÑoÏ	Ö~Ó*Ï�ÝCï7Ú�Ï�Ò*Ómí�å�í
ÔlÐo×*Ïçð~Þ±Ð9â±×*Ë3ÔlÞ±Ð Ò*Ï\ÑoÏ�Ò¢Í]C	ÍÎÏ�Ò¢Ù7×*à±×*Ï�ÒëÙ�ß�Ï�ïýÑoÏ�Ò¢Í]C	ÍÎÏ�Ò¢â�Ë�Ó*Ï	ÖzÓ*ÐoÏ	Ñ Ò m ÐoÑ9Ò*ÞlîÎÓëÔlÏ
ÑoÞ±ÐcÙ_�mË�Þ±Ó*Ï	×�Ó*Ë�ÞCÒ�ÑoÏ�ÒñÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�Ò®ÔlÏäâ±×*Ë7÷øË�ÖCÔlÏ	Þ±× s ÔlÏÎÒ*Ï�ÒñÙ7×*à±×*Ï�Ò®Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ð ×*Ï�Ò	Ý
Ï	Ö ÑoÏ	Þ±×ÎÙ�Ò�Ò�Ë3ï2Ð Ù7ÖzÓëÞ±Ö±ÏúâCÒ*Ï	ÞCÔlË7íUâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐ Ó*Õ Ö~Þ±ÑoÑoÏ��:çcÖ âCÙ7×*Ó*Ð ï2Þ±ÑoÐoÏ	×	Ýcï7Ú�Ï�Ò*ÓÎÑ Ïçï	Ù�Ò
â�Ë�Þ±× Ñ Ï�ÒYã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï�Òýâ�Ë�Ñ ázÖ±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÏ�Ò��¶<�Ù�èº×*Ï�Ò�Ó*×*Ð ï2Ó*ÐoË�ÖêéüÔlÏ Ñ Ùº×*Ï�ïA�±Ï	×�ï��±Ï ÔlÏ
ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�ÒæâþË�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÏ�ÒñâCÙ7×*Í\Ð9Ñ Ï�Ò¢ã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï�Ò¢Í\Ù�Û3Ð Í\Ù7ÑoÏ	ÍÎÏ	ÖzÓ�ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�ÒëâþË7í
Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÏ�Ò¢Ö�Ú�ÐoÖ~Ó*×*ËlÔlÞ±ÐoÓÎÔlË�ÖCï âCÙ�ÒÎÞ±Ö±Ï â�Ï	×*Ó*Ï¹ÔlÏ ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ñ ÐoÓ*ÕúÔ±Ù7ÖCÒäÑoÏ�ÒëÑ Ù7Ö±ã Ù7ã�Ï�Ò
ÍÎËlÔlÕ	ÑoÐ Ò�Ù7à±ÑoÏ�Ò�Ý7ï2Ï[ð~Þ±Ð�Ï�Ò*ÓWÏ	Öý×*Ï	ß7Ù7ÖCï��±Ï[ÑoÏ<ï	Ù�ÒÌâ�Ë�Þ±×ÌÑoÏ�Ò0ã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï�ÒWå�Ï2Û3âCÙ7ÖCÒ*Ð Ë�ÖCÒ
ï2Ë�ÖCÒ*Ó�Ù7Ö~Ó*Ï�Ò�Ý���Ò�í s � À � 9 Ï	ÓÆ��Ò�í s � À �

<�ÏÌÓ�Ù7à±ÑoÏ�Ù7Þ¢Ò*Þ±Ð ß�Ù7ÖzÓ�×*Õ�ï	Ù7â±ÐoÓ*Þ±ÑoÏ0Ñ Ù§ï2Ë�ÍÎâ±ÑoÏ2ÛlÐoÓ*Õ0ÔlÏÌï2Ï	×*Ó�Ù7Ð Ö±Ï�Ò»Ë�âþÕ	×�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ�âþË�Þ±×»Ñ Ï�Ò
ÔlÐÖ>(Õ	×*Ï	Ö~Ó*Ï�ÒØã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�ÒVÕ	Ó*ÞCÔlÐ Õ	Ï�Ò��7<�ÙYï2Ë�ÑoË�Ö±Ö±Ïìëcô � ô=)	ö ��� õ ó2ô�ö�õ�# 
 ÔlË�Ö±Ö±Ï¢Þ±Ö±Ï®Ð ÔlÕ	Ï
ÔlÏØÑ Ù®ÔlÐtî\ï2Þ±ÑoÓ*Õ<ÔlÏ�ï	Ù7×�Ù�ï2Ó*Õ	×*Ð Ò*Ï	×ÌÞ±Ö±Ï<ã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï<ï2Ë�ÍÎÍÎÏ<Õ	Ó�Ù7Ö~Ó9â�Ë�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ Ï�Ý�âCÙ7×
×�Ù7â±â�Ë�×*Ó[åÎÒ�ÙëÓ�Ù7ÐoÑ ÑoÏ�� ; Ù7ÖCÒ§ÑoÏ®ï	Ù�Ò§ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7ÑUÝ­ÐoÑ(÷øÙ7Þ±ÓV×*Ï	ã Ù7×�ÔlÏ	×ØÓ*Ë�ÞCÒ§ÑoÏ�Ò<Ù7×*à±×*Ï�Ò§âþË�Þlí
ß�Ù7ÖzÓOC	Ó*×*Ïýâ±×*ËlÔlÞ±ÐoÓ�Ò�âCÙ7×ëï2Ï	Ó*Ó*Ïýã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï

(C(G))
Ï	Óæâ�Ë�Þ±×æï��CÙ�ï2Þ±Ö Ó*×*Ë�Þ±ß�Ï	×äÒ	Ú�ÐoÑ

Ï2Û3Ð Ò*Ó*Ï\â±ÑoÞCÒ�ÐoÏ	Þ±×�Ò�ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*Ð Ë�ÖCÒ®Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÑoÏ�Ò'�(ì¥Ë�Þ±×ëÑoÏ�Ò¢ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò¢ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Ò	ÝrÐoÑ
÷øÙ7Þ±Óæß�Õ	×*ÐtòCÏ	×äðzÞ±ÏYÑ ÙÿÒ*Þ±âþÏ	×*â�Ë Ò*Ð Ó*ÐoË�Ö½ÔlÏ ÔlÏ	ÞlÛºðzÞ±Ï	Ñ ï2Ë�ÖCð~Þ±Ï�ÒæÔlÏçÑoÏ	Þ±×�ÒæÙ7×*à±×*Ï�ÒëÕ	ÑoÕ2í
ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ð ×*Ï�Ò

(G)
Ï�Ò*ÓñÙ7ÞCÒ�Ò*ÐrÞ±Ö·Ù7×*à±×*ÏæÕ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï���<�Ï�Ò�ã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï�ÒØåýÏ2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�ÖCÒ

ï2Ë�ÖCÒ*Ó�Ù7Ö~Ó*Ï�Ò[Ò*Ë�ÖzÓ§â�Ë�Ñ ázÖ±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÏ�ÒWâCÙ7×§ï2Ë�ÖCÒ�Ó*×*ÞCï2Ó*ÐoË�Ö��
<�Ùÿï2Ë�ÑoË�Ö±Ö±Ïxëcô��Ö)�%��

Gequiv
ÐoÖCÔlÐ ðzÞ±ÏäÑoÏ�ÒñÙ7Ñoã�Ë�×*Ð ÓQ�±ÍÎÏ�Ò0��ï2Ë�Ö±Ö~ÞCÒ��[Ö±Õ�ï2Ï�Ò�Ò�Ù7Ðo×*Ï�Ò�å

ÑUÚ�Ë�à±Ó*Ï	Ö~Ó*Ð Ë�ÖÎÔlÏVÑ Ù ;�? ìcíUâCÒ*Ï	ÞCÔlË7íUâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ§Ô(Ú�Þ±ÖYÙ7×*à±×*ÏVÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ð ×*ÏBÔlÏVÑ ÙØã�×�Ù7ÍÎí
Í\Ù7Ðo×*Ï�Ý�Õ	Ó�Ù7â�Ï¢Ö±Õ�ï2Ï�Ò�Ò�Ù7Ðo×*ÏæÔlÏ¢Ñ Ù\ï2×*Õ�Ù7Ó*ÐoË�Ö Ô(Ú�Þ±Ö±Ïæã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ð ×*Ï®Õ�ð~Þ±Ð ß�Ù7ÑoÏ	ÖzÓ*Ï���<cÚRÙ7Ñ ã�Ë7í
×*ÐoÓQ�±ÍÎÏ

Inside
Ï�Ò*ÓrÔlÏBï2Ë�ÍÎâ±ÑoÏ2ÛlÐoÓ*Õ0âþË�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÏcâCÙ7×r×�Ù7â±âþË�×*ÓråØÑ Ù§Ó�Ù7Ð ÑoÑoÏWÔlÏ9ÑUÚRÙ7×*à±×*Ï

��ï2Þ±à±Ð ðzÞ±Ï[Ô±Ù7ÖCÒ9Þ±Ö±Ï[ÐoÍÎâ±ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖÎàCÙ�Ò*Ð ð~Þ±Ï����$<cÚRÙ7Ñoã�Ë�×*ÐoÓQ�±ÍÎÏO�+õ 
�� ô õ �Q	 Ï�Ò*ÓÌÔlË�Ö±Ö±ÕâCÙ7×§ÑoÏñÑoÏ	Í\ÍÎÏ Ó ÔlÏ�Ñ ÙæâCÙ7ã�Ï s'í�î �
s'9aï
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<�Ùñï2Ë�Ñ Ë�Ö±Ö±Ï6ñ 
 ô����Gó 	 ï2Ë�ÖCï2Ï	×*Ö±Ï§ÑUÚ�Ï2ÛlÓ*×�Ù�ï2Ó*ÐoË�ÖäÔlÏVÑUÚRÙ7×*à±×*Ï§Ô(ÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*ÏVÔlÏVâ±ÑoÞCÒr÷øË�×*Ó
â�Ë�Ó*Ï	ÖzÓ*ÐoÏ	Ñ��

�WázâþÏ Ê9Ù7×�Ù�ï2Ó*Õ	×*Ð Ò�Ù7Ó*ÐoË�Ö Ê9Ù7Ñ ï2Þ±Ñ
Gequiv

Ü<ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï
ìT�����

|C(G)| Inside InsideÔlÏ	ÖCÒ�Ï�Ò
|G|2 Inside InsideåÎÏ2Û3âCÙ7ÖCÒ*Ð Ë�ÖCÒVï2Ë�ÖCÒ*Ó�Ù7Ö~Ó*Ï�Ò î Ñ ÐoÖ±Õ�Ù7Ðo×*Ï

Inside

; Ù7ÖCÒ§Ñ ÙäÒ�Þ±ÐoÓ*Ï�Ý±ÑoÏ�Ò§ÔlÐÖ>(Õ	×*Ï	Ö~Ó*Ï�Ò<ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò<Ò*Ë�Ö~Ó<ÔlÕ	Ó�Ù7Ð ÑoÑoÕ	Ï�Ò	Ý±Ù�ß�Ï�ï¢ÑoÏ�ÒVÔlÕ	ÍÎË�ÖCÒ*í
Ó*×�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒVÖ±Õ�ï2Ï�Ò�Ò!Ù7Ðo×*Ï�Ò��g<�ÙäÒ*Ï�ï2Ó*Ð Ë�Ö í � 9 ÔlÕ	Ó�Ù7ÐoÑoÑoÏ[Ñ Ù¢÷�Ù�ù2Ë�Ö¹ÔlË�Ö~Ó§Ë�ÖúÙÎ×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó*Õ®Ñ Ï�Ò
Ù7×*à±×*Ï�ÒñÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ð~Þ±Ï�Ò[Ô±Ù7ÖCÒ[ÑoÏ�Ò[ÔlÕ	ÍÎË�ÖCÒ*Ó*×�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ[Ò*Þ±Ðoß7Ù7Ö~Ó*Ï�Ò���<�ÙýÒ*Ï�ï2Ó*ÐoË�Ö í � ï ÔlË�Ö±Ö±Ï
Þ±Ö±ÏØï	Ù7×�Ù�ï2Ó*Õ	×*Ð Ò!Ù7Ó*ÐoË�Ö\ÔlÏ�ÒWì¶����� âþË�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÏ�Ò���<�Ï�ÒÌã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�ÒcÔlÏ	ÖCÒ�Ï�ÒWÒ*Ë�ÖzÓWÏ2Û3í
â�Ë Ò�Õ	Ï�ÒrÔ±Ù7ÖCÒ¿Ñ ÙØÒ*Ï�ï2Ó*Ð Ë�Ö í � Ó Ý�Ù�ß�Ï�ï9Þ±Ö±ÏVï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*ÐoË�ÖæÖ±Õ�ï2Ï�Ò�Ò�Ù7Ð ×*ÏÌÏ	ÓcÒ*Þlî\Ò�Ù7ÖzÓ*Ï§ÔlÏÌâþË�Ñoází
Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÐ Ó*Õ���çcÖlòCÖ�ÝlÑ Ù®Ò*Ï�ï2Ó*Ð Ë�Ö í � í Ó*×�Ù7ÐoÓ*ÏØÔlÏ�Ò9ã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï�Ò0Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7Ñ Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó0ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Ò�Ý
Ï	Ó¥ÔlË�Ö±Ö±ÏBÔlÏ�Ò»Ù7Ñoã�Ë�×*Ð ÓQ�±ÍÎÏ�Ò�âþË�Þ±×»Ï2ÛlÓ*×�Ù7Ðo×*ÏÌÔlÏ�Ò»ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò�ÍYÙ�Û3ÐoÍYÙ7ÑoÏ	ÍÎÏ	Ö~Ó�ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Ò
â�Ë�Ñ ázÖ±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÏ�ÒÌåëâCÙ7×*Ó*Ð ×§Ô(Ú�Þ±Öúï2Ë�×*â±ÞCÒ<Ù7×*àþË�×*Ð Ò*ÕñÔ(ÚRÙ7â±â±×*Ï	Ö~Ó*Ð Ò!Ò�Ù7ã�Ï:8­ï2Ï�Ò§Ù7Ñoã�Ë�×*Ð ÓQ�±ÍÎÏ�Ò
ÍÎé	Ö±Ï	Ö~ÓØÙ7ÞlÛçã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï�ÒBÔlÕ�Ò*Ðoã�Ö±Õ	Ï�Ò§ï2Ðoí�ÔlÏ�Ò�Ò*ÞCÒBâCÙ7×æ��Ò�í s � À Ï	Ó6��Ò�í s � À � 9 �

E@F£ò �qR½P*I�ó:�7R:M6��ôã��KA�3Möõ*R:�÷ô5ILøOI�R:�êõ ù�ô3M*ô3úQû��7R:�

; Ù7ÖCÒ®Ñ Ï�ÒñÔlÕ	ÍÎË�ÖCÒ*Ó*×�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ¢ð~Þ±ÐWÒ�Þ±Ðoß�Ï	Ö~Ó	Ý�Ë�Ö½Þ±Ó*ÐoÑoÐ Ò*ÏäÔlÏ�Ò�Ö±Ë�Ó*ÐoË�ÖCÒ�ÔlÏÎ×*Õ	Þ±Ö±Ð Ë�Ö�Ý
Ô(Ú�ÐoÖ~Ó*Ï	×�Ò�Ï�ï2Ó*ÐoË�Ö¹Ï	Ó<ÔlÏæï2Ë�ÍÎâ±ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï®Ô(ÚRÙ7×*à±×*Ï�ÒØË�Þ¹ÔlÏ¢Ò*Ë�ÞCÒ*í�Ù7×*à±×*Ï�Ò<Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�Ò��
çcÖúß�Ë�Ð ï2Ð�ÔlÏ�Ò§Ï2Û3Ï	ÍÎâ±Ñ Ï�Ò	Ý±Ù�ß7Ù7Ö~ÓØÔlÏñâCÙ�Ò!Ò*Ï	×<åäÔlÏ�Ò§ÔlÕ2òCÖ±ÐoÓ*Ð Ë�ÖCÒVâ±ÑoÞCÒ9÷øË�×*ÍÎÏ	ÑoÑoÏ�Ò m

� � Ö±ÐoË�ÖúÔlÏ®ÔlÏ	ÞlÛúÙ7×*à±×*Ï�Ò m
S

NP

Art

le

N

carnaval

V P

V

est

A

⋃
V P

V A

fini

=

S

NP

Art

le

N

carnaval

V P

V

est

A

fini

� Õ]Ö~Ó*Ï	×�Ò*Ï�ï2Ó*Ð Ë�Ö m

S

NP

Art

le

N

carnaval

V P

V

est

A

⋂
V P

V A

fini

=
V P

V A

� ÊÌË�ÍÎâ±Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï m
s'9�Ó
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S

NP

Art

le

N

carnaval

V P

V

est

A

\

V P

V A

fini

=







S

NP

Art

le

N

carnaval

V P

; V

est







ì¥Ë�Þ±×<ÑoÏ�Ò9×*Ï	ÖCÔl×*Ï®Þ±Ó*ÐoÑ Ð Ò�Ù7à±ÑoÏ�Ò	Ýzï2Ï�ÒVÖ±Ë�Ó*ÐoË�ÖCÒVÔlË�Ðoß�Ï	ÖzÓ3C	Ó*×*Ï®ÔlÕ2òCÖ±ÐoÏ�ÒBâ±ÑoÞCÒBâ±×*Õ�ï2Ð Ò�Õ2í
ÍÎÏ	Ö~Ó�� ? Öè×*Ï	Í\Ù7×�ðzÞ±Ï�Ï	Ö Ï�>þÏ	Ó�ð~Þ±ÏæÑUÚ�Ë�âþÕ	×�Ù7Ó*ÐoË�ÖÿÔ(Ú�Þ±Ö±Ð Ë�ÖÿâþÏ	Þ±Ó6C	Ó*×*Ïëï2Ë�Öl÷øÞCÒ*ÏæÔ±Ù7ÖCÒ
ï2Ï	×*Ó�Ù7ÐoÖCÒ§ï	Ù�Ò m

S

NP

Art N

V P

V NP

Art N

⋃
NP

Art N

carnaval

âþÏ	Þ±Ó§ß�Ë�Þ±ÑoË�Ðo×VÒ*Ðoã�Ö±ÐoòCÏ	×9Ñ�Ú�Þ±ÖúÔlÏ�Ò§ÔlÏ	ÞlÛúÙ7×*à±×*Ï�Ò§Ò*Þ±Ðoß7Ù7Ö~Ó�Ò m

S

NP

Art N

carnaval

V P

V NP

Art N

Ë�Þ
S

NP

Art N

V P

V NP

Art N

carnaval; ÏVâ±ÑoÞCÒ	Ý�ÑoÏWèØï2Ë�ÍÎâ±ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï5éæÔ(Ú�Þ±ÖäÙ7×*à±×*Ï§Ô±Ù7ÖCÒcÞ±ÖäÙ7Þ±Ó*×*Ï§Ù7â±âCÙ7×�Ùa� Ó0ï2Ë�Í\ÍÎÏ
Þ±ÖYÏ	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏ[Ô(ÚRÙ7×*à±×*Ï�Ò	Ý±ð~Þ±ÐþÖ�Ú�Ï�Ò*Ó9ÔlË�ÖCïØâCÙ�ÒÌÞ±ÖýË�à$�mÏ	ÓBÔlÏØÑ Ù®Í]C	ÍÎÏ<ÖCÙ7Ó*Þ±×*Ï�Ýlï2Ï�ðzÞ±Ð
Ö±Ï®ï2Ë�×*×*Ï�Ò*âþË�ÖCÔçâCÙ�ÒVåëÑ Ù�Ö±Ë�Ó*Ð Ë�Ö��CÙ7à±Ð Ó*Þ±Ï	ÑoÑoÏ�ÔlÞúï2Ë�ÍÎâ±ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�� ; Ù7ÖCÒVÑ Ï�ÒÌâCÙ7ã�Ï�Ò
ð~Þ±ÐBÒ*Þ±Ðoß�Ï	ÖzÓ	Ý¿â�Ë�Þ±×æâ�Ë�Þ±ß�Ë�Ð ×æÔlÕ2òCÖ±Ðo×æâ±×*Õ�ï2Ð Ò*Õ	Í\Ï	Ö~Óëï2Ï�Ò¢Ë�âþÕ	×�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ	ÝrË�Ö ï��±Ï	×�ïA�±Ïúå
×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó*Ï	×ØÑoÏ�Ò§Ù7×*à±×*Ï�Ò§Ò�ázÖzÓ�Ù�Û3Ð ðzÞ±Ï�Ò k �LX k X f `|ü5��Y v `
` fhk ` v ^ i o k�[ ` �
ý½þ�ÿ½þ�� ��������	�
�	�
�������������������������
���
 	�
����!�#"$���&%������'�)(*��
���+*	�,�-����
u�Y \gvÊvÊ\ o(Y_`ìn/.5u
�zË�ÐoÓ

RCFG
ÑUÚ�Ï	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏYÔlÏ�Ò�×*é	ã�ÑoÏ�Ò¢Ô(Ú�Þ±Ö±ÏYã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*ÏýÊ10h�ëÝrÔlË�ÖzÓ¢ÑoÏ�Ò�Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ò

Ò*Ï	×*Ë�Ö~ÓæÖ±Ë�Ó*Õ�Ò
ri
� ? Ö½Ö±Ë�Ó*Ï	×�Ù

ST (r)
ÑoÏ\Ò*á3Í¢àþË�ÑoÏäÓQC	Ó*Ïì�øË�Þ½âCÙ7×*Ó*ÐoÏYã Ù7ÞCï��±Ï��ñÔlÏ\Ñ Ù

×*é	ã�ÑoÏ
r
Ý3Ï	Ó

SQ(r, i)
Ò*Ë�Ö

ie
Ò*á3Í¢àþË�ÑoÏØÔlÏñðzÞ±Ï	Þ±Ï0�øË�ÞýâCÙ7×*Ó*Ð Ï[Ôl×*Ë�ÐoÓ*Ï����±ìrÙ7×VÏ2Û3Ï	Í\â±ÑoÏ�Ý

ST (X → Y Z) = X
Ý
SQ(X → Y Z, 1) = Y

Ï	Ó
SQ(X → Y Z, 2) = Z

�

Ä ` V Ya} k ` fL['\t[ o32 f
� Ö±Ï �Q	 ! �Q� ó 	�
 öUô�ö�õ�# 
 Ï�Ò�Ó[Þ±Ö·ã�×�Ù7â��±Ï\Ë�×*ÐoÏ	Ö~Ó*ÕÎÔ±Ù7ÖCÒñÑ Ï�ð~Þ±Ï	Ñ¿ÑoÏ�Ò[Ö�4ñÞCÔ±Ò®Ò*Ë�ÖzÓ®Ñ Ù7àþÏ	Ñtí
ÑoÐ Ò*Õ�Ò§âCÙ7×[ÔlÏ�Ò[×*é	ã�ÑoÏ�ÒØÔlÏ

RCFG
` [ Ð ÔlÏ	ÖzÓ*ÐtòCÕ�ÒØâCÙ7×ØÞ±Ö ÐoÖCÔlÐ ï2Ï�ÝCÏ	Ó[Ë�� ÑoÏ�Ò§ÑoÐ Ï	ÖCÒ§Ò*Ë�Ö~Ó

Ë�×�ÔlË�Ö±Ö±Õ�Ò m
s'9�í



Á r.ÑðÄ ` V Ya} k ` fL['\t[ o52 f b ` kD\ Y_^ Y_` k b¶d \gfh\�iÃjlk ` k

� ? Ö¹ÔlÕ2òCÖ±Ð ÓVÞ±Ö±Ï®×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*Ð Ë�Ö
T

ï2Ë�ÍÎÍÎÏñÑ ÙëÔlË�Ö±Ö±Õ	ÏæÔlÏ m
T = (N(T ), L(T ))

ÝcË��
N(T )

Ï�Ò�ÓæÞ±Ö Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏçÔlÏçÖ�4ñÞCÔ±ÒëÏ	Ó
L(T )

Þ±Ö
Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ®ÔlÏñÑoÐ Ï	ÖCÒBÏ	Ö~Ó*×*Ï�ï2Ï�Ò<Ö�4ñÞCÔ±Ò��

� N(T ) ⊂ RCFG⊗X
Ý�Ë��

X
Ï�Ò*Ó»Þ±Ö�Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ0ÐoÖlòCÖ±Ð£� ? Ö�Ö±Ë�Ó*Ï	×�Ù

ni = (ri, xi)Þ±ÖºÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó®ÔlÏ
N(T )

�
ni

Ï�Ò*Ó�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÕÎÔ(Ú�Þ±Ö±Ï\×*é	ã�Ñ Ï\ÔlÏÎã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ð ×*Ï
ri

Ï	Ó
Ô(Ú�Þ±Ö±Ï�èæÒ�ÐoÓ*ÞCÙ7Ó*ÐoË�Öcé

xi
���zÐ

X
Ï�Ò*ÓVÑ�Ú�Ï	ÖCÒ*Ï	Í¢à±Ñ Ï�ÔlÏ�Ò§â�Ë�ÐoÖzÓ�Ò§Ô(Ú�Þ±Ö â±Ñ Ù7Ö�Ý

xi
Ò�Ï

ï2Ë�ÖCù2Ë�ÐoÓVï2Ë�ÍÎÍ\Ï<ÑoÏØâ�Ë�ÐoÖzÓÌË�� Ò*Ï[Ò*ÐoÓ*Þ±Ï
ri

Ô±Ù7ÖCÒ9Ñ Ù¢×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*Ð Ë�Ö
T
ÝlðzÞ±Ð�Ï�Ò*Ó

Ù7ÑoË�×�Ò§Þ±Ö±Ïñ×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�Öÿã�×�Ù7â��±Ð ðzÞ±Ï®Ô±Ù7ÖCÒ§Þ±Ö â±Ñ Ù7Ö��
� L(T ) ⊂ N(T )⊗ IN∗⊗N(T )

ÝlË��
IN∗ Ï�Ò*ÓBÑUÚ�Ï	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏ[ÔlÏ�ÒBÏ	Ö~Ó*ÐoÏ	×�Ò9ÖCÙ7Ó*Þ±×*Ï	Ñ Ò

Ò*Ó*×*Ð ï2Ó*Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó[â�Ë Ò�ÐoÓ*Ðt÷�Ò�� � ÖÿÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ
l = (ni, k, nj)

ÔlÏ
L(T )

×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó*ÏëÞ±Ö
Ù7×�ïëË�×*ÐoÏ	ÖzÓ*ÕÎÔlÞèÖ�4ñÞCÔ

ni
ß�Ï	×�ÒñÑoÏæÖ�4ñÞCÔ

nj
�
k
Ï�Ò*Ó�Þ±Ö·Ö~Þ±ÍÎÕ	×*Ë Ô(Ú�Ë�×�Ôl×*Ï:8�Ð Ñ

ÐoÖCÔlÐ ð~Þ±ÏVðzÞ±Ï§ï7Ú�Ï�Ò*Ó
SQ(ri, k)

�øÑoÏ
ke Ò*á3Í¢àþË�ÑoÏVÔlÏ§ðzÞ±Ï	Þ±Ï<ÔlÏ

ri
�»ð~Þ±Ð±Ï�Ò*Óc×*Õ�ï2×*Ð Ó

âCÙ7×ñÑ ÙY×*é	ã�ÑoÏ
rj
Ý(Ë�ÞèÏ	ÖCï2Ë�×*ÏÎðzÞ±Ï

ni
Ï�Ò*Ó[ÑoÐoÕëå

nj
âCÙ7×ñÒ�Ù

ke èYÒ*Ë�×*Ó*Ð Ï0é�� ? Ö
ÔlÐo×�ÙäÔlÏ�â±ÑoÞCÒVð~Þ±Ï

ni
Ï�Ò*ÓVÑoÏñâþé	×*Ï®ÔlÏ

nj
�

� Ö±Ï0è®×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖcéÎÏ�Ò�Ó9ÔlÏ�Ò*Ó*Ð Ö±Õ	ÏØåæ×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó*Ï	×§Ò�Ë�ÞCÒ0÷øË�×*ÍÎÏ[Ï	ÖCÒ*Ï	Í¢à±Ñ Ð Ò*Ó*Ï
Þ±ÖýÙ7×*à±×*ÏñÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�� � ÖYÏ2ÛlÏ	ÍÎâ±ÑoÏØÔlÏØ×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒVÙ�Ò�Ò*Ëlï2ÐoÕ	Ï�ÒÌå�Þ±ÖçÙ7×*à±×*ÏØÏ�Ò�Ó
ÔlË�Ö±Ö±Õ�âCÙ7×VÑ ÙæòCã�Þ±×*Ï í � s �

Ä ` V Ya} k ` fL['\t[ o32 f bedÖX f"\ Ya^hYa`
<�ÙëÔlË�Ö±Ö±Õ	Ï®ÔlÏ

T = (N,L)
Ö±Ï�Ò*ÞlîÎÓBâCÙ�Ò9åëÙ�îÎ×*ÍÎÏ	×BðzÞ±Ï

T
Ï�Ò*Ó9Ñ Ù¢×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*Ð Ë�Ö

Ô(Ú�Þ±ÖYÙ7×*à±×*Ï��lì»Ë�Þ±×9ð~Þ±Ï[ï2Ï<Ò*Ë�ÐoÓcÑ Ï<ï	Ù�Ò	Ý ÐoÑC÷øÙ7Þ±ÓWðzÞ±Ï<ïA�CÙ�ð~Þ±Ï[Ö�4ñÞCÔ\ÔlÏ
N

Ò�Ù7Þl÷�Þ±ÖYÙ7Ð Ó
Þ±Ö¹âþé	×*Ï�Þ±Ö±Ð ðzÞ±Ï®Ô±Ù7ÖCÒ

N
Ï	Ó[ð~Þ±Ï®Ñ Ïñã�×�Ù7â��±ÏæÒ*Ë�Ð Ó§ï2Ë�Ö±Ö±Ï2Û3Ï��øÑoË�×�Ò�ðzÞ±Ï®ÑoÏ�ÒVÑoÐ Ï	ÖCÒ§Ò*Ë�Ö~Ó

ï2Ë�ÖCÒ*Ð ÔlÕ	×*Õ�ÒØï2Ë�ÍÎÍÎÏñÔlÏ�Ò§×*Ï	Ñ Ù7Ó*Ð Ë�ÖCÒBÖ±Ë�ÖlíUË�×*ÐoÏ	Ö~Ó*Õ	Ï�Ò����L<�Ï®Ö�4ñÞCÔúÒ!Ù7ÖCÒVâ�é	×*Ï¢ÔlÏ
N

Ï�Ò*Ó
Ñ Ùë×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï®ÔlÏ®Ñ Ù¢×*Ï	â±×*Õ�Ò�Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�Ö ÔlÏñÑUÚRÙ7×*à±×*Ï��

Ä ` V Ya} k ` fL['\t[ o32 f bedÖX f"\ Ya^hYa` k'jZfL['\tË o56lXh`
çcÖlòCÖ�Ý�âþË�Þ±×[ðzÞ±Ï

T
×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ*ÏäÞ±Ö Ù7×*à±×*ÏäÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�Ý�ÐoÑ»÷øÙ7Þ±Ó�ÔlÏëâ±ÑoÞCÒ[ð~Þ±Ïæâ�Ë�Þ±×

Ó*Ë�Þ±Ó§ÑoÐoÏ	Ö
l = (ni, k, nj)

ÔlÏ
L(T )

Ý­Ë�Ö¹Ù7ÐoÓ m SQ(ni, k) = ST (nj)
�

ý½þ�ÿ½þ37 89�:� ����;<�=�>"$-?���@�����?�A��������
 ��
�	�
��CBD-?���@�E-?
��A�
<�Ï�ÒÎË�à$�mÏ	Ó�ÒYÔlÕ2òCÖ±Ð Òäâ±×*Õ�ï2Õ�ÔlÏ	ÍÎÍÎÏ	ÖzÓ\Ò*Ë�ÖzÓ\ÔlÏ�ÒÎ×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒÎÏ	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÐ Ò*Ó*Ï�Ò

ÔlÏYã�×�Ù7â��±Ï�Ò'� � ÖºÙ7×*à±×*ÏçÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ð~Þ±ÏYÙ7â±âCÙ7×�Ùa� Ó¢ï2Ë�ÍÎÍ\ÏÎÞ±Ö±Ïýï2Ñ Ù�Ò�Ò*Ï\Ô(Ú�Õ�ðzÞ±Ðoß7Ù7ÑoÏ	ÖCï2Ï
Ò*Þ±×�Ò*Ï�Ò�ÔlÐÖ>þÕ	×*Ï	ÖzÓ*Ï�Ò[×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ�ÝþÏ	Ö ×*Ï	Í\Ù7×�ðzÞCÙ7Ö~ÓñðzÞ±ÏæÔlÏ	ÞlÛ¹×*Ï	â±×*Õ�Ò�Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ
Ô(Ú�Þ±Ö Ù7×*à±×*Ï¹ÔlÐÖ>(é	×*Ï	Ö~Ó\Þ±Ö±Ð ð~Þ±Ï	Í\Ï	Ö~ÓäâCÙ7×äÑoÏ�ÒëÐoÖCÔlÏ2Û Ù�Ò�Ò*Ëlï2ÐoÕ�Òëå·Ò*Ï�ÒäÖ�4ñÞCÔ±Ò'�Wì»Ë�Þ±×
÷>Ë�×*ÍYÙ7ÑoÐ Ò*Ï	×9ï2Ï	Ñ ÙlÝlË�Öýß7ÙëÔlÕ2òCÖ±Ðo×VÔ±Ù7ÖCÒ§ï2Ï	Ó*Ó*ÏñÒ*Ï�ï2Ó*ÐoË�ÖçÞ±Ö±Ïñ×*Ï	Ñ Ù7Ó*ÐoË�ÖçÔ(Ú�Õ�ðzÞ±Ðoß�Ù7Ñ Ï	ÖCï2Ï

SåäâCÙ7×*Ó*Ðo×§ÔlÏ�ÒB÷øË�ÖCï2Ó*ÐoË�ÖCÒVâþÏ	×*ÍÎÏ	Ó*Ó�Ù7ÖzÓ<ÔlÏñâCÙ�Ò�Ò*Ï	×<Ô(Ú�Þ±Ö±Ï�×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖÿåäÑUÚRÙ7Þ±Ó*×*Ï��
F }&G f o [ o32 fqp7r
�zË�ÐoÓ

fX
Þ±Ö±Ï�ÐoÖa�mÏ�ï2Ó*Ð Ë�ÖçÔlÏ

X
Ô±Ù7ÖCÒ§ÑoÞ±ÐoíUÍ]C	ÍÎÏ��

�zË�ÐoÓ
fN

Ñ Ù§÷>Ë�ÖCï2Ó*Ð Ë�Ö¢ÔlÏ
RCFG⊗X

Ô±Ù7ÖCÒ»ÑoÞ±ÐoíUÍ]C	ÍÎÏ�Ý�ðzÞ±Ð3å
(r, x)

÷øÙ7Ð Ó»ï2Ë�×*×*Ï�Ò*âþË�ÖCÔl×*Ï
(r, fX (x))

�
�zË�ÐoÓ

fL
Ñ Ùý÷>Ë�ÖCï2Ó*ÐoË�Ö ÔlÏ

N(T ) ⊗ IN∗ ⊗ N(T )
Ô±Ù7ÖCÒ®ÑoÞ±ÐoíUÍ]C	ÍÎÏ�Ý(ð~Þ±Ð0å

(rp, k, rf )÷øÙ7Ð Ó§ï2Ë�×*×*Ï�Ò*â�Ë�ÖCÔl×*Ï
(fN (rp), k, fN (rf ))

�

s'9=Ô



u�Y \gvwvx\ o(Y_` k�yzk XZ^ k�[ o [ X [ o32 f bed \ Y_^ Y_` k V 2 i�jZf 2 v o \�i ` k

HEI3JKI5L�M3NPOPQSRUTWVYX[ZKL
S

NP

Art

la

N

fleur

VP

V

crie

N

vengeance

\ OKL^]WL<M3L_M�I3L�`KI3abM3LbO[QSRcQ3VedcOfM�`)dgMSM3VeJKheLbM

N(T ) =







n1 = (S → NP VP, x1);
n2 = (NP → Art N, x2);
n3 = (Art→ la, x3);
n4 = (N → fleur, x4);
n5 = (VP → V N, x5);
n6 = (V → crie, x6);
n7 = (N → vengeance, x7)







L(T ) =







(n1, 1, n2); (n1, 2, n5);
(n2, 1, n3); (n2, 2, n4);
(n5, 1, n6); (n5, 2, n7)







i OPQ3L�I3`KI5abQSRcQ5VYdcOkjgISRl`KmWVYXPZWL�]nL<hYR*I3L�`KI3abM3LbO[QSRcQ3VedcO
(S → NP VP, x1)

(NP → Art N, x2)

1

(Art→ la, x3)

1

(N → fleur, x4)

2

(VP → V N, x5)

2

(V → crie, x6)

1

(N → vengeance, x7)

2

\ OWL^RcZWQ3I3Lo]nL^M5L_M�I3Lb`WI3a_M5LbOPQ3RcQ3VedgOKM�`)d[M3M3VeJKheL_M

N ′(T ) =







n′
1 = (S → NP VP, x4);

n′
2 = (NP → Art N, x3);

n′
3 = (Art→ la, x6);

n′
4 = (N → fleur, x2);

n′
5 = (VP → V N, x8);

n′
6 = (V → crie, x100);

n′
7 = (N → vengeance, x89)







L′(T ) =







(n′
1, 1, n

′
2); (n

′
1, 2, n

′
5);

(n′
2, 1, n

′
3); (n

′
2, 2, n

′
4);

(n′
5, 1, n

′
6); (n

′
5, 2, n

′
7)







prq3s�t í � s � � ÖëÙ7×*à±×*Ï9Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±ÏWÏ	ÓrÔlÏ	ÞlÛ¢ÔlÏ9Ò�Ï�ÒãèV×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ¶é
âþË Ò�Ò*Ðoà±Ñ Ï�Ò��

s'9 Ò



Á r.ÑðÄ ` V Ya} k ` fL['\t[ o52 f b ` kD\ Y_^ Y_` k b¶d \gfh\�iÃjlk ` k

�zË�ÐoÓ
fT

Ñ Ù®÷>Ë�ÖCï2Ó*ÐoË�ÖýÔlÏ
(RCFG⊗X)⊗ (N(T )⊗ IN∗⊗N(T ))

ð~Þ±Ð(å
T = (N,L)÷øÙ7Ð Ó§ï2Ë�×*×*Ï�Ò*â�Ë�ÖCÔl×*Ï

fT (T ) = (fN (N), fL(L))
�

ìc×*Ë�â±×*Ð Õ	Ó*Õ�Ò m
� ÑUÚ�Ð Í\Ù7ã�ÏÎÔ(Ú�Þ±Ö±Ï\×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�Ö âCÙ7×

fT
Ï�Ò*Ó�Þ±Ö±Ï\×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�Ö�� ç0Ö½Ï�>(Ï	Ó	Ý

ÑoÏ�ÒBÖ�4ñÞCÔ±ÒØÙ7â±âCÙ7×�Ù7Ð Ò�Ò�Ù7ÖzÓ<Ô±Ù7ÖCÒ
fL(L)

Ò*Ë�Ö~Ó§Ð Í\Ù7ã�Ï�ÒBâCÙ7×
fN

ÔlÏ�ï2Ï	ÞlÛçÙ7â±âCÙ�í
×�Ù7Ð Ò!Ò�Ù7Ö~ÓBÔ±Ù7ÖCÒ

L
� ? ×9ï2Ï�ÒBÔlÏ	×*Ö±ÐoÏ	×�ÒBÙ7â±âCÙ7×*Ó*Ï	ÖCÙ7Ö~ÓØå

N
ÝzÑ Ï	Þ±×�ÒWÐoÍYÙ7ã�Ï�ÒÌÙ7â±âCÙ7×mí

Ó*ÐoÏ	Ö±Ö±Ï	ÖzÓ<å
fN(N)

� ; Ë�ÖCï
(fN (N), fL(L))

Ï�Ò*ÓVà±ÐoÏ	Ö Þ±Ö±Ï�×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�Ö��
� ÑUÚ�Ð Í\Ù7ã�ÏWÔlÏ9Ñ ÙV×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖäÔ(Ú�Þ±ÖëÙ7×*à±×*Ï9Ï�Ò*Ó¥Ñ Ù§×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖäÔ(Ú�Þ±ÖæÙ7×*à±×*Ï��
çcÖ¹Ï�>þÏ	Ó m
� �zË�Ð Ó

n′ Þ±Ö®Ö�4ñÞCÔ�ÔlÏ
fT (T )

Ý�Ï	Ó
(n′

i, k, n′)
ÑoÏ�Ò�ÑoÐoÏ	ÖCÒ»ÔlÏ

fL(L)
ð~Þ±Ð âþË�ÐoÖzÓ*Ï	Ö~Ó

ß�Ï	×�Ò
n′ � fX

Õ	Ó�Ù7Ö~ÓæÐoÖa�*Ï�ï2Ó*Ðt÷iÝ
fN

Ï	Ó
fL

Ñ Ï\Ò*Ë�Ö~ÓæÙ7ÞCÒ�Ò*Ð��
fN

Ï�Ò�Ó¢ÔlË�ÖCïYÞ±Ö±Ï
à±Ð¼�mÏ�ï2Ó*ÐoË�ÖÿÔlÏ

N(T )
Ô±Ù7ÖCÒ

fN (N(T ))
Ý(Ï	Ó

fL
Ï�Ò*Ó<Þ±Ö±Ïæà±Ð �*Ï�ï2Ó*ÐoË�ÖÿÔlÏ

L(T )Ô±Ù7ÖCÒ
fL(L(T ))

�l�zÐ
n′ âþË Ò�Ò*é�ÔlÏ p

âþé	×*Ï�ÒØÔ±Ù7ÖCÒ
fT (T )

Ý�ï2Ï	Ñ ÙYÒ*Ðoã�Ö±ÐtòCÏ¢ð~Þ�Ú�ÐoÑ
Ï2ÛlÐ Ò*Ó*ÏVÏ2Û±Ù�ï2Ó*Ï	ÍÎÏ	ÖzÓ

p
ÑoÐoÏ	ÖCÒ¿ÔlÐ Ò�Ó*ÐoÖCï2Ó�Ò

(n′
i, k, n′)

Ô±Ù7ÖCÒ
fL(L(T ))

�±ÊÌË�ÍÎÍÎÏ
fL

Ï�Ò*ÓØÞ±Ö±Ï¢à±Ð¼�mÏ�ï2Ó*ÐoË�ÖÿÔlÏ
L(T )

Ô±Ù7ÖCÒ
fL(L(T ))

ÝþÑoÏ�Ò<Ù7ÖzÓ*Õ�ï2Õ�ÔlÏ	Ö~Ó�Ò®ÔlÏæï2Ï�Ò
p
ÑoÐoÏ	ÖCÒWâCÙ7×

fL
Ò*Ë�Ö~Ó

p
Ñ ÐoÏ	ÖCÒWÔlÐ Ò�Ó*ÐoÖCï2Ó�ÒÌÔlÏ

L(T )
ÝlÔlÏ[òCÑ Ò

f−1
N (n′)

� ; ÏØâ±ÑoÞCÒ
Ó*Ë�ÞCÒ§ÑoÏ�ÒBÑoÐoÏ	ÖCÒVÔlÏ

L(T )
ÙGá Ù7Ö~Ó

f−1
N (n′)

ï2Ë�Í\ÍÎÏ[òCÑ ÒBË�Ö~Ó§âþË�Þ±×§ÐoÍYÙ7ã�Ï[âCÙ7×
fL

Þ±Ö ÑoÐoÏ	Ö ÔlÏ
fL(L(T ))

ÔlÏçòCÑ Ò
n′ � ; Ë�ÖCï n′ ÙèÑoÏçÍ]C	ÍÎÏçÖ±Ë�Í¢à±×*ÏÿÔlÏ

Ñ ÐoÏ	ÖCÒ®Ï	ÖzÓ*×�Ù7Ö~Ó�ÒÎÔ±Ù7ÖCÒ
fT (T )

ð~Þ±Ï
f−1

N (n′)
Ï	Ö Ù Ô±Ù7ÖCÒ

T
� ; Þ½÷�Ù7ÐoÓæÔlÏýÑ Ù

à±Ð¼�mÏ�ï2Ó*ÐoË�Ö½ÐoÖCÔlÞ±ÐoÓ*ÏÎâCÙ7×
fN

ÔlÏ
N(T )

Ô±Ù7ÖCÒ
fN (N(T ))

ÝrÓ*Ë�ÞCÒ�ÑoÏ�Ò�Ö�4ñÞCÔ±Ò
ÔlÏ

fN (N(T ))
Ò!Ù7Þl÷�Þ±ÖYË�ÖzÓ9Þ±ÖýÞ±Ö±Ð ðzÞ±ÏØÑ ÐoÏ	Ö\Ô±Ù7ÖCÒ

fL(L(T ))
Ë��çÐoÑ Ò0Ù7â±âCÙ�í

×�Ù7Ð Ò�Ò*Ï	Ö~ÓVÏ	Ö Ó�Ù7ÖzÓØðzÞ±Ï�òCÑ Ò��
� �zË�Ð Ï	Ö~Ó¢ÔlÏ	ÞlÛ Ö�4ñÞCÔ±ÒëÔlÐ Ò�Ó*ÐoÖCï2Ó�Ò

n′
1

Ï	Ó
n′

2

ÔlÏ
fN (N(T ))

� <�Ï	Þ±×�ÒæÙ7ÖzÓ*Õ�ï2Õ2í
ÔlÏ	ÖzÓ�Ò�Ô±Ù7ÖCÒ

N(T )
Ò*Ë�ÖzÓ®Ï	ÖCï2Ë�×*ÏYÔlÏ	ÞlÛèÖ�4ñÞCÔ±Ò�ÔlÐ Ò�Ó*ÐoÖCï2Ó�Ò	Ý(Ï	Ó®ÐoÑ Ò�Ò*Ë�ÖzÓ®ÑoÐoÕ�Ò

âCÙ7×ØÞ±Ö¹ï��±Ï	Í\ÐoÖú×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ*Õ¢âCÙ7×ØÞ±Ö¹Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ®ï2Ë�Ö±Ö±Ï2ÛlÏ¢Ô(ÚRÙ7×�ï	Ò[ÔlÏ
L(T )

�
<0Ú�ÐoÍ\Ù7ã�ÏäÔlÏäï2Ï�Ò®Ù7×�ï	Ò�âCÙ7×

fL
Ï�Ò*Ó�Ï	ÖCï2Ë�×*ÏäÞ±Ö·Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏäï2Ë�Ö±Ö±Ï2Û3ÏÎÔ(ÚRÙ7×�ï	Ò�Ý

ðzÞ±Ð�×*Ï	ÑoÐoÏ	ÖzÓ§ÔlË�ÖCï
n′

1

Ï	Ó
n′

2

� ; Ë�ÖCï�ÑoÏñã�×�Ù7â��±Ï
fT (T )

Ï�Ò*Ó§ï2Ë�Ö±Ö±Ï2ÛlÏ��
� <cÚ�Ð Í\Ù7ã�Ï<ÔlÏ§Ñ Ù�×*Ï	â±×*Õ�Ò�Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖýÔ(Ú�Þ±ÖYÙ7×*à±×*ÏØÒ�ázÖzÓ�Ù�Û3Ð ðzÞ±ÏVÏ�Ò*Ó0Þ±Ö±Ï<×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù�í
Ó*ÐoË�Ö·Ô(Ú�Þ±Ö Ù7×*à±×*ÏÎÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï���çcÖ·Ï�>þÏ	Ó	Ý(ÑoÏ�Ò[×*é	ã�ÑoÏ�Ò�ã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ó*Ð ï	Ù7ÑoÏ�ÒØ×*Ï�Ò*Ó*Ï	Ö~Ó
ÐoÖCïA�CÙ7Ö±ã�Õ	Ï�Ò<âCÙ7×

fN
ÝCÏ	Ó<ÔlË�ÖCï7ÝþÒ*Ð

l′ = (n′
i, k, n′

j)
Ï�Ò*Ó<Þ±ÖúÑoÐoÏ	Ö ÔlÏ

fL(L(T ))
Ý

Ë�Ö¹Ù m
� SQ(n′

i, k) = SQ(f−1
N (n′

i), k)
� Ï	Ó

ST (n′
j) = ST (f−1

N (n′
j))
�

ÊÌË�ÍÎÍ\Ï
(f−1

N (n′
i), k, f−1

N (n′
j))

÷�Ù7ÐoÓ<âCÙ7×*Ó*Ð ÏæÔlÏ
L(T )

ÝþÏ	Ó[ðzÞ�Ú�Ë�Ö Ò�Þ±â±â�Ë Ò*Ï
TèýÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±ÏDé7Ý

ST (f−1
N (n′

j)) = SQ(f−1
N (n′

i), k)
Ý�Ï	Ó®ÔlË�ÖCï

SQ(n′
i, k) =

ST (n′
j)
� ; Ë�ÖCï

fT (T )
Ï�Ò*ÓVÑ Ùë×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�Ö¹Ô(Ú�Þ±Ö¹Ù7×*à±×*Ï¢Ò*ázÖzÓ�Ù�Û3Ð ð~Þ±Ï��

F }&G f o [ o32 fxÂ�r �zË�Ð Ó
S
Ñ Ù<×*Ï	Ñ Ù7Ó*ÐoË�Ö¢Ò�Þ±×¥ÑUÚ�Ï	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏ9ÔlÏ�Òr×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ¿Ó*Ï	Ñ ÑoÏÌðzÞ±Ï m

T1ST2 ⇔ ∃fX
Þ±Ö±Ï®ÐoÖa�*Ï�ï2Ó*ÐoË�Ö ÔlÏ

X
Ô±Ù7ÖCÒ

X
Ó*Ï	ÑoÑ Ï�ðzÞ±Ï

fT (T1) = T2
�

S
Ï�Ò�Ó§Ò*ázÍ\Õ	Ó*×*Ð ð~Þ±Ï�Ý3Ó*×�Ù7ÖCÒ*ÐoÓ*Ð ß�Ï�Ý±×*ÕnuCÏ2Û3Ðoß�Ï��

v � /�# 
 ó�ö � ô�ö�õ�# 
z��	 �$ôÎó,��/ � ö � õ 	O��	 S � �zÞ±â±â�Ë Ò*Ë�ÖCÒ T1ST2
Ý7Ñ ÙØ×*Ï	Ñ Ù7Ó*ÐoË�ÖëÕ	Ó�Ù7Ö~ÓWÕ	Ó�Ù�í

à±ÑoÐoÏÎâCÙ7×¢Þ±Ö±ÏYÐ Öa�mÏ�ï2Ó*ÐoË�ÖºÔlË�Ö±Ö±Õ	Ï
fX

�½�zË�ÐoÓ
X(T1)

ÑUÚ�Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏÎÔlÏ�Ò
èçâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�ÖCÒOé
s'9�w
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ÔlÏ�Ò®Ö�4ñÞCÔ±ÒæÔlÏ
N(T1)

Ý»Ï	Ó
X(T2)

ÑUÚ�Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏÎÔlÏ�Ò èçâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�ÖCÒWéèÔlÏ�Ò�Ö�4ñÞCÔ±Ò¢ÔlÏ
N(T2)

��ÊÌË�Í\ÍÎÏ
fX

Ï�Ò�Ó<Þ±Ö±ÏæÐoÖa�mÏ�ï2Ó*Ð Ë�Ö�Ý­Ï	Ó�ð~Þ±Ï
X(T2) = fX(X(T1))

Ý
X(T1)

Ï	Ó
X(T2)

Ë�Ö~ÓÌÑoÏVÍ]C	ÍÎÏBÖ±Ë�Íæà±×*ÏØÔ(Ú�Õ	ÑoÕ	Í\Ï	Ö~Ó�Ò����zË�ÐoÓ
f ′ Ñ Ù[÷>Ë�ÖCï2Ó*ÐoË�ÖYÔlÏ

X
Ô±Ù7ÖCÒ

X
Ó*Ï	ÑoÑ Ï

ð~Þ±Ï m
� Ò*Ð

x ∈ X(T2)
Ý
f ′(x) = f−1

X (x)
� f ′ ×*Ï�Ò*Ó*×*Ï	ÐoÖzÓ§å X(T1)\(X(T1) ∩X(T2))

ÝCÏ�Ò�Ó§Þ±Ö±Ïñà±Ð �*Ï�ï2Ó*ÐoË�Ö Ô±Ù7ÖCÒ
X(T2)\(X(T1)∩X(T2))

��ï2Ï<ð~Þ±Ð­Ï�Ò*Ó0âþË Ò�Ò*Ðoà±ÑoÏVï	Ù7×0Ñ Ï�Ò0ÔlÏ	ÞlÛäÏ	ÖCÒ*Ï	Í¢à±Ñ Ï�ÒcË�Ö~Ó
Í]C	Í\Ï[Ö±Ë�Íæà±×*Ï�Ô(Ú�Õ	ÑoÕ	Í\Ï	Ö~Ó�Ò��

� Ò*Ð
x 6∈ X(T1) ∪X(T2)

Ý
f ′(x) = xÜ<Ñ Ë�×�Ò

f ′ Ï�Ò*ÓVÞ±Ö±Ï�ÐoÖa�mÏ�ï2Ó*Ð Ë�ÖçÔlÏ
X

Ô±Ù7ÖCÒ
X

Ï	Ó
f ′

T (T2) = T1
� ; Ë�ÖCï

T2ST1
�

<�ÙñÓ*×�Ù7ÖCÒ�ÐoÓ*Ðoß3ÐoÓ*Õ9ÔlÏ
S
Ò*Ï§ÔlÕ	ÍÎË�ÖzÓ*×*Ï§Ï	ÖÎÞ±Ó*ÐoÑoÐ Ò�Ù7Ö~ÓrÑoÏB÷�Ù7ÐoÓcð~Þ±ÏVÑ Ùñï2Ë�Í\â�Ë Ò*Ð Ó*ÐoË�ÖæÔlÏ

ÔlÏ	ÞlÛ¹ÐoÖa�*Ï�ï2Ó*ÐoË�ÖCÒ§Ï�Ò�Ó<Þ±Ö±ÏæÐoÖa�mÏ�ï2Ó*Ð Ë�Ö��7<�ÙY×*ÕnuCÏ2Û3Ðoß3ÐoÓ*Õ®Ï�Ò�Ó<Ó*×*Ðoß3Ð Ù7ÑoÏñÏ	Ö â±×*Ï	ÖCÙ7Ö~Ó�âþË�Þ±×
ÐoÖa�*Ï�ï2Ó*ÐoË�Ö

f
Ñ Ù�÷øË�ÖCï2Ó*ÐoË�Ö Ð ÔlÏ	ÖzÓ*ÐoÓ*Õ��

ý½þ�ÿ½þ(ÿ xy��%?���=�)(o��
���+*	�,�-?�
� Ö¹Ù7×*à±×*Ï�Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�Ù7â±âCÙ7×�Ùa� Ó<ï2Ë�ÍÎÍÎÏñÞ±Ö±Ï®ï2Ñ Ù�Ò!Ò*Ï®Ô(Ú�Õ�ð~Þ±Ð ß�Ù7ÑoÏ	ÖCï2Ï�âCÙ7×§Ñ Ùë×*Ï2í

Ñ Ù7Ó*ÐoË�Ö
S

ÔlÏñ×*Ï	â±×*Õ�Ò�Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒØÒ*ázÖzÓ�Ù�Û3Ð ð~Þ±Ï�Ò��
; Ù7ÖCÒVÑ ÙæÒ*Þ±ÐoÓ*Ï�ÝlË�ÖúÙ�Ò�Ò*Ð ÍÎÐoÑoÏ	×�ÙñÞ±Ö±Ï�×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�Ö¹åëÞ±Ö Ù7×*à±×*Ï��­ìrÙ7×VÏ2Û3Ï	Í\â±ÑoÏ�Ý

Ò*Ð
t
Ï�Ò�Ó§Þ±Ö±Ï®×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�Ö¹Ô(Ú�Þ±Ö¹Ù7×*à±×*Ï¢Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ð ×*Ï�Ô(Ú�Þ±Ö±ÏO�����

G
ÝCË�ÖúÖ±Ë�Ó*Ï	×�Ù m

t ∈ G
�

F }&G f o [ o32 f Ñlr ? Ö Ù7â±âþÏ	ÑoÑoÏ Ya` V Y_} k ` fL['\t[ o32 f Å \gf 2 f o56lXh` Ô(Ú�Þ±ÖüÙ7×*à±×*ÏÿÒ�Ù ×*Ï2í
â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*Ð Ë�Ö Ô±Ù7ÖCÒ¢Ñ Ù�ð~Þ±Ï	ÑoÑ ÏÎÑoÏ�Ò¢Ö�4ñÞCÔ±ÒäÒ*Ë�Ö~ÓëÐoÖCÔlÏ2ÛlÕ�Ò¢Ô±Ù7ÖCÒ

IN∗ âCÙ7×æÑoÏ	Þ±×¢Ë�×�Ôl×*Ï
ÔlÏ\âCÙ7×�ï2Ë�Þ±×�ÒëÔ±Ù7ÖCÒ¢Þ±Ö âCÙ7×�ï2Ë�Þ±×�ÒæÏ	Ö½â±×*Ë7÷øË�ÖCÔlÏ	Þ±×æÔ(ÚRÙ7àþË�×�Ô(Ý¥ÔlÏYÑ Ù ã Ù7ÞCï��±Ïýß�Ï	×�Ò¢Ñ Ù
Ôl×*Ë�ÐoÓ*Ï�ÝCÑoÏ�Ö�4ñÞCÔ ×�Ù�ï2Ð Ö±Ï®Ù�á Ù7Ö~ÓØÑUÚ�ÐoÖCÔlÏ2Û

1
�

ìrÙ7×ÌÏ2ÛlÏ	ÍÎâ±ÑoÏ�Ý�Ñ Ù�â±×*Ï	Í\Ðoé	×*Ï§×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖYÔlÏØÑ Ù[òCã�Þ±×*Ï í � s Ï�Ò�Ó0Þ±Ö±Ï<×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ölí
Ó�Ù7Ó*ÐoË�Ö¹ï	Ù7Ö±Ë�Ö±Ð ðzÞ±Ï®Ò*Ð

X = IN∗ Ï	Ó
(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7) = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

�

ý½þ�ÿ½þ{z |��#���A��
���-?�A�'��-?�y}���������������������
���
 	�
����
F }&G f o [ o32 f�~Zr ? ÖúÔlÕ2òCÖ±ÐoÓÌÑ�Ú�Þ±Ö±ÐoË�Ö�ÝzÑ�Ú�ÐoÖ~Ó*Ï	×�Ò*Ï�ï2Ó*Ð Ë�ÖYÏ	ÓBÑUÚ�ÐoÖCï2Ñ ÞCÒ*ÐoË�Ö\ÔlÏñÔlÏ	ÞlÛY×*Ï	â±×*Õ2í
Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*Ð Ë�ÖCÒ<Ù7ÐoÖCÒ*Ð m

� T1 ∪ T2 = (N(T1) ∪N(T2), L(T1) ∪ L(T2))� T1 ∩ T2 = (N(T1) ∩N(T2), L(T1) ∩ L(T2))� T1 ⊂ T2 ⇔ N(T1) ⊂ N(T2)
Ï	Ó

L(T1) ⊂ L(T2)� 	 /äô � &�% 	 9�� <�Ë�×�Ò�ðzÞ±Ï T1
Ï	Ó

T2
Ò*Ë�ÖzÓ�ÔlÏ�Òñ×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ	Ý¥Ò�Ð

T1 ∪ T2
Ï�Ò*Ó�Þ±Ö±Ï

×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*Ð Ë�ÖÿÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�ÝCÙ7ÑoË�×�Ò
T1 ∩ T2

Ï	ÖúÏ�Ò*ÓVÞ±Ö±Ï�Õ	ã Ù7ÑoÏ	ÍÎÏ	Ö~Ó��
� 	 /äô � &�% 	 ï7� <�Ë�×�Ò�ðzÞ±Ï T1

Ý
T2

Ï	Ó
T1 ∪T2

Ò*Ë�Ö~ÓBÔlÏ�ÒW×*Ï	â±×*Õ�Ò�Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒBÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�Ò	Ý
Ù7ÑoË�×�Ò

T1
�øË�Þç×*Ï�Ò*â�Ï�ï2Ó*Ð ß�Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó

T2
�cÙ�Ñ Ù�Í]C	Í\Ï<×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï�ð~Þ±Ï

T1 ∪T2
Ý3Ï	Ó

T2
�ø×*Ï�Ò*âþÏ�ï�í

Ó*Ðoß�Ï	ÍÎÏ	ÖzÓ
T1
�WÙäÑ Ù¢ÍDC	ÍÎÏ�×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï®ð~Þ±Ï

T1 ∩ T2
�

s�ï=î
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F }&G f o [ o32 f���r ? ÖÿÔlÕ2òCÖ±Ð Ó<ÑoÏ�ï2Ë�Í\â±ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ð ×*Ï�Ô(Ú�Þ±Ö±Ï¢×*Ï	â±×*Õ�Ò�Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖèÔ±Ù7ÖCÒ[Þ±Ö±Ï
Ù7Þ±Ó*×*Ï�âCÙ7× m

T1 \ T2 = connexes ((N(T1) ∪N(T2)) \N(T2), (L(T1) ∪ L(T2)) \ L(T2))

<cÚ�Ë�âþÕ	×�Ù7Ó*Ï	Þ±×
connexes(N,T )

ÔlÕ�Ò*Ð ã�Ö±Ï[Ñ�Ú�Ï	ÖCÒ*Ï	Í¢à±Ñ Ï
{(N1, L1), . . . , (Nk, Lk)}ÔlÏ�Ò<Ò*Ë�ÞCÒ*íUã�×�Ù7â��±Ï�Ò§ï2Ë�Ö±Ö±Ï2Û3Ï�Ò<Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÞlÛYÔlÏ

(N,L)
�

� 	 /äô � &�% 	 Ó�� �zÐ T1
Ï	Ó

T2
Ò*Ë�ÖzÓÌÔlÏ�ÒÌ×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ9Ô(ÚRÙ7×*à±×*Ï�Ò	ÝlÙ7ÑoË�×�ÒcÑoÏ�ÒWÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ò

ÔlÏ
T1 \ T2

Ò*Ë�ÖzÓ<Ù7ÞCÒ�Ò*Ð�ÔlÏ�Ò§×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒØÔ(ÚRÙ7×*à±×*Ï�Ò��

ý½þ�ÿ½þ3� ������
��D�#
<��	�
�	�
����
F }&G f o [ o32 f Á r

〈t1, . . . , tk〉
Ï�Ò*Ó»Þ±Ö±Ï bh}�Å&2 v V 2 k o [ o32 f Ô(Ú�Þ±Ö±ÏB×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖäÒ*á3Ölí

Ó�Ù�Û3Ð ð~Þ±Ï
T

Ò�Ò�Ð m
� t1

ÝÖ�����
tk

Ò*Ë�ÖzÓ<ÔlÏ�ÒV×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ<Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�Ò	Ý
� i 6= j ⇒ N(ti) ∩N(tj) = ∅
� N(t1) ∪ · · · ∪N(tk) = N(T )
� L(t1) ∪ · · · ∪ L(tk) ⊂ L(T )
<�ÙYÖ±Ë�Ó�Ù7Ó*ÐoË�Ö

〈t1, . . . , tk〉
×�Ù7â±â�Ï	ÑoÑ Ï¢ðzÞ±Ï¢ÑUÚ�Ë�ÖèÙýÙa>(Ù7Ðo×*ÏëåYÞ±Ö±ÏëÔlÕ�ï2Ë�Í\â�Ë Ò*Ð Ó*ÐoË�Ö��

ÊÌÏ	â�Ï	ÖCÔ±Ù7ÖzÓ	Ý¥Ð ÑcÖ±Ï\Ò	ÚRÙ7ã�ÐoÓ�ðzÞ±ÏÎÔ(Ú�Þ±Ö½Ï	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏÎÔlÏ\×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ�ÝrðzÞ±Ðcâ�Ë�Þ±×*×�Ù7Ð Ó
ÔlË�ÖCï�C	Ó*×*Ï®Ö±Ë�Ó*Õ m {t1; . . . ; tk} �

� Ë ` v V i `��

〈

A, x1

0, x2

,

S, x0

A, x1 B, x3

1, x4

〉 Ï�Ò�ÓVÞ±Ö±Ï�ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö ÔlÏ
S, x0

A, x1

0, x2

B, x3

1, x4
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t
Ò*Ï	×�Ù

Ö±Ë�Ó*Õ
∆(t)

�
� 2 ['\t[ o32 fhk
Â�r <cÚ�Ï	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏ¢ÔlÏ�Ò§ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�ÖCÒ

〈t1, . . . , tk〉
Ô(Ú�Þ±Ö±Ï®×*Ï	â±×*Õ�Ò�Ï	Ö~Ó�Ù�í

Ó*ÐoË�Ö
t
ÔlË�Ö~ÓVÑ Ï�ÒÌÕ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó�ÒBÒ*Ë�ÖzÓ§ÔlÏ�ÒVÙ7×*à±×*Ï�ÒVÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�ÒBÔ(Ú�Þ±Ö±Ï@�����

G
Ò*Ï	×�ÙæÖ±Ë�Ó*Õ

∆G(t) m

∆G(t) = {〈t1, . . . , tk〉 ∈ ∆(t)/t1, . . . , tk ∈ G}

� 2 ['\t[ o32 fhk�Ñ�r ì¥Ë�Þ±×¥Þ±Ö±ÏBìT�����
G
ÝGÑUÚ�Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏWÔlÏ�Òr×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ¿Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ð~Þ±Ï�Ò

Ù�ÔlÍÎÏ	Ó*Ó�Ù7Ö~ÓñÙ7ÞÿÍÎË�ÐoÖCÒVÞ±Ö±ÏæÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâ�Ë Ò�ÐoÓ*ÐoË�ÖúâCÙ7×
G
�øÐ���Ï��­ÑUÚ�Ï	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏ®ÔlÏ�ÒØ×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ölí

Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ
t / ∆G(t) 6= ∅

�9Ò*Ï	×�ÙëÖ±Ë�Ó*Õ
C(G)

�

s�ïgs
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F }&G f o [ o32 f��Lr �zË�Ð Ï	Ö~Ó
δ = 〈t1, . . . , tn〉

Ï	Ó
δ′ = 〈t′1, . . . , t

′
n〉

ÔlÏ	ÞlÛ·ÔlÕ�ï2Ë�Í\â�Ë Ò*Ðoí
Ó*ÐoË�ÖCÒ§ÔlÏ

t
�øÐ���Ï��

δ, δ′ ∈ ∆(t)
���

δ′
Ï�Ò*ÓÌÔlÐ Ó*Ï6V i X k G f ` ðzÞ±Ï

δ
Ò*Ð­ïA�CÙ�ï2Þ±Ö ÔlÏØÒ*Ï�ÒWÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ò

t′i
Ï�Ò*Ó0ÐoÖCï2Ñ ÞCÒWÔ±Ù7ÖCÒÌÞ±Ö

Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ
tj

ÔlÏ
δ
8CË�Ö Ö±Ë�Ó*Ï¢Ù7ÑoË�×�Ò

δ′ ≤ δ m

∀(δ, δ′) ∈ ∆(t)2,
(δ′ ≤ δ)⇔ ∀t′i ∈ δ′,∃tj ∈ δ/t′i ⊂ tj

<�Ùä×*Ï	Ñ Ù7Ó*ÐoË�ÖÊè k�[ Yao�Å [ ` v ` fL[ V i X k G f ` éYÏ�Ò*Ó§ÔlÕ2òCÖ±ÐoÏñâCÙ7× m
∀(δ, δ′) ∈ ∆(t)2,
(δ′ < δ)⇔ (δ′ ≤ δ)

Ï	Ó
(δ′ 6= δ)

ÊÌË�ÍÎÍÎÏ[Ñ Ù�×*Ï	Ñ Ù7Ó*ÐoË�ÖçÔlÏ<òCÖ±Ï�Ò�Ò�ÏØÏ�Ò*ÓBÔlÕ2òCÖ±ÐoÏñå¢âCÙ7×*Ó*Ðo×9Ô(Ú�Ð ÖCï2ÑoÞCÒ*ÐoË�Ö\Ô(Ú�Ï	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏ�Ò�Ý
Ë�Ö·â�Ï	Þ±ÓñÞ±Ó*Ð ÑoÐ Ò*Ï	×ØÑoÏ�÷�Ù7ÐoÓñðzÞ±Ïëï7Ú�Ï�Ò�ÓñÞ±Ö±Ïä×*Ï	Ñ Ù7Ó*ÐoË�Ö·Ô(Ú�Ë�×�Ôl×*ÏäâCÙ7×*Ó*ÐoÏ	ÑoÑoÏ�� ? Ö ÔlÐo×�ÙçðzÞ±Ï
ÔlÏ	ÞlÛúÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâ�Ë Ò�ÐoÓ*ÐoË�ÖCÒBÒ*Ë�Ö~Ó Å&2 v V \ Y \ ^ i ` k Ò*Ð�ÑUÚ�Þ±Ö±ÏñÏ�Ò*ÓVâ±Ñ ÞCÒ9òCÖ±Ï�ð~Þ±ÏñÑ�ÚRÙ7Þ±Ó*×*Ï��

F }&G f o [ o32 f Ï r � Ö±Ï[ÔlÕ�ï2Ë�Í\â�Ë Ò*Ð Ó*ÐoË�Ö
δ
Ô±Ù7ÖCÒ

∆G(t)
Ï�Ò*ÓÌÔlÐ Ó*Ï vÊ\tË o vÊ\�i ` Ò�Ð­Ó*Ë�Þ±Ó*Ï

ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö ÔlÏ
t
Ô±Ù7ÖCÒ

∆G(t)
ï2Ë�Í\âCÙ7×�Ù7à±ÑoÏ®å

δ
Ï�Ò*ÓVâ±ÑoÞCÒ9òCÖ±Ï�ðzÞ±Ï

δ m

∀δ ∈ ∆G(t),
(
δ
ÍYÙ�Û3ÐoÍYÙ7ÑoÏ

⇔ ∀δ′ ∈ ∆G(t)(δ′
ï2Ë�ÍÎâCÙ7×�Ù7à±ÑoÏ®å

δ ⇒ δ′ ≤ δ)
)

F }&G f o [ o32 fC��r ì¥Ë�Þ±×�Ó*Ë�Þ±Ó�Ù7×*à±×*Ï
t ∈ C(G)

Ý»Ë�Ö Ù7â±â�Ï	Ñ ÑoÏ	×�Ù k 2�X k Ð \ Ya^hYa`xo f o [ o \�iÔlÏ
t
Þ±ÖúÒ�Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�ÔlÏ

t
ÔlË�Ö~Ó§Ñ Ùë×�Ù�ï2ÐoÖ±ÏñÏ�Ò*ÓVÑ Ùë×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï®ÔlÏ

t
�
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t′
ÔlÏ

t
Ò*Ï	×�ÙÎÔlÐoÓ vÊ\tË o vÊ\�i b \gfhk

G
Ò*Ð

s �
t′ ∈ G

À �§Ó*Ë�Þ±ÓäÒ*Ë�ÞCÒ*í�Ù7×*à±×*Ï ÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7ÑBÔlÏ
t
Ù7â±âCÙ7×*Ó*Ï	ÖCÙ7Ö~Óýå

G
Ï	Óäï2Ë�Ö~Ó*Ï	ÖCÙ7ÖzÓ

t′
Ï�Ò�ÓæÕ	ã Ù7Ñ

å
t′
�øÞ±ÖûÒ*Ë�ÞCÒ*í�Ù7×*à±×*ÏúÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7ÑBÍ\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÑVÔ±Ù7ÖCÒ

G
Ö�Ú�Ï�Ò�ÓÎâCÙ�ÒÎÖ±Õ�ï2Ï�Ò�Ò!Ù7Ðo×*Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó

Þ±Ö±Ð ð~Þ±Ï����

� Ë ` v V i `�� �zÞ±â±âþË Ò*Ë�ÖCÒ Þ±Ö±Ï·ã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï·ï2Ë�Ö~Ó*Ï	ÖCÙ7Ö~ÓÿÑoÏ�ÒçÙ7×*à�Ï�ÒúÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ð ×*Ï�Ò
Ò*Þ±Ðoß7Ù7Ö~Ó�Ò m
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t1

Ï	Ó
t2

ÔlÏ�Ò§Ù7×*à±×*Ï�ÒØÔlÏ
C
�
G
� m t1 =

S

A

1

B

1

Ý
t2 =

S

A

0

B

0ÜØÑoË�×�Ò m
� ÑoÏ�Ò<Ù7×*à±×*Ï�Ò§Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�Ò@� í �WÏ	ÓO� Ô �ÌÒ*Ë�Ö~ÓØÑoÏ�ÒVÔlÏ	ÞlÛúÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�Ò<ÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7ÞlÛçÔlÏ

t1
Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÞlÛYÔ±Ù7ÖCÒ

G
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� t2
â�Ë Ò!Ò*é�ÔlÏñÞ±ÖúÒ*Ï	Þ±Ñ�Ò*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�ÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7Ñ(Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7Ñ(Ô±Ù7ÖCÒ

G m � Ó ���

F }&G f o [ o32 fqp7p�r � ÖúÒ*Ë�ÞCÒ*í�Ù7×*à±×*Ï®ÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7Ñ
τ
ï2Ë�ÍÎÍæÞ±ÖúåäÔlÏ	ÞlÛçÙ7×*à±×*Ï�Ò

τ1
Ï	Ó

τ2
Ò�Ï	×�Ù

ÔlÐoÓ vx\tË o vÊ\�i V 2�XhY
τ1
` [

τ2
Ò*Ð(Ó*Ë�Þ±ÓVÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*ÏñÐoÖ±Ð Ó*Ð Ù7Ñ�ï2Ë�ÍÎÍæÞ±Öçå

τ1
Ï	Ó

τ2
Ï�Ò�Ó

Ù7ÞCÒ�Ò*Ð�Ò*Ë�ÞCÒ*í�Ù7×*à±×*Ï®ÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7Ñ�ÔlÏ
τ
�

� ÖúÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï®Ð Ö±ÐoÓ*Ð Ù7Ñ(ï2Ë�ÍÎÍ¢Þ±Ö ÍYÙ�Û3ÐoÍYÙ7Ñ�Ï�Ò*ÓVÖ±Õ�ï2Ï�Ò!Ò�Ù7Ðo×*Ï	ÍÎÏ	ÖzÓVÞ±Ö±Ð ð~Þ±Ï��
? Ö¹ï2Ë�ÖCÒ�Ð Ôlé	×*Ï�Ô±Ù7ÖCÒ<ï2Ï	Ó*Ó*ÏæÔlÏ	×*Ö±Ðoé	×*Ï�ÔlÕ2òCÖ±ÐoÓ*Ð Ë�ÖúÑoÏ�Ò§ï2Ñ Ù�Ò!Ò*Ï�ÒVÔ(ÚRÙ7×*à±×*Ï�Ò���ì¥Ë�Þ±×[×*Ï2í

ß�Ï	Ö±Ðo×ëåÿÔlÏ�Òæ×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ	Ý¿Ë�ÖºâþÏ	Þ±ÓäÔlÐo×*Ï m Ò*Ë�ÐoÏ	ÖzÓ {(t1, t2)i} ÑUÚ�Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ\ÔlÏ�Ò
ï2Ë�Þ±â±ÑoÏ�Ò§ÔlÏñ×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ö~Ó�Ò[ÔlÏ

τ1
Ï	Ó

τ2
ÙGá Ù7Ö~ÓØÑ ÙæÍ]C	ÍÎÏ[×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï�Ý±Ï	Ó

{(t1 ∪init t2)i}ï��CÙ�ï2Þ±Ö±ÏýÔlÏ�Ò®ï2Ë�ÍÎâþË Ò�Ù7Ö~Ó*Ï�Ò¢ï2Ë�Ö±Ö±Ï2Û3Ï�ÒñÍYÙ�Û3ÐoÍYÙ7ÑoÏ�ÒØÔlÏ\ÑoÏ	Þ±×�Ò�ÐoÖ~Ó*Ï	×�Ò�Ï�ï2Ó*ÐoË�ÖCÒ®ï2Ë�Ö~Ó*Ï2í
ÖCÙ7Ö~ÓäÑoÏ	Þ±×æ×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï ï2Ë�ÍÎÍæÞ±Ö±Ï��:<�Ï Ò*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*ÏçÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7ÑÌï2Ë�ÍÎÍ¢Þ±Ö å

τ1
Ï	Ó

τ2
Ï�Ò*ÓëÑ Ù

ï2Ñ Ù�Ò�Ò*Ï®ÔlÏ�Ò§â±ÑoÞCÒBã�×�Ù7ÖCÔlÏ�Ò<ÔlÏ�ï2Ï�Ò<ï2Ë�ÍÎâ�Ë Ò!Ù7Ö~Ó*Ï�Ò��
E@F�� � I�ô>��� ô3K�ILR:���÷���Wø����LK³���W��K��3M õ�ù£ô5ILøOI�R:�
PS��úQû�MO�>� KAô1�
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F }&G f o [ o32 fqptÂ�r
� Ö±Ï®ì¶�����

G
Ï�Ò*Ó§ÔlÐoÓ*ÏñâþË�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÏ[Ò*Ð

∀t ∈ C(G), ∃〈t1, . . . , tk〉 ∈ ∆G(t)/PDOP (t) =
∏

i

PDOP (ti)

ÄS\ V V ` i �
PDOP (t)

ÔlÕ�Ò*Ðoã�Ö±ÏÎÑ Ù ;@? ì¿íUâCÒ�Ï	ÞCÔlË7íUâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*ÕýÔlÏÎÑUÚRÙ7×*à±×*Ï
t
Ý�Õ	ã Ù7ÑoÏ

å Ñ Ù½Ò*Ë�Í\ÍÎÏÿÔlÏ�ÒçâCÒ*Ï	ÞCÔlË7íUâ±×*Ë�àCÙ7à±Ð ÑoÐoÓ*Õ�ÒýÔlÏ�ÒýÔlÕ�ï2Ë�Í\â�Ë Ò*Ð Ó*ÐoË�ÖCÒYÔlÏ
t
�5<�ÙºâCÒ*Ï	ÞCÔlË7í

â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*ÕÿÔ(Ú�Þ±Ö±ÏÿÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö Ï�Ò*ÓYÑoÏ â±×*ËlÔlÞ±ÐoÓ\ÔlÏ�ÒÎâCÒ�Ï	ÞCÔlË7íUâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ�ÒYÔlÏ
s�ï�9
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ÝzÏ	ÓWÑoÏ�Ò ;@? ì¿íUâCÒ*Ï	ÞCÔlË7í
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PDOP
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∀t ∈ C(G), ∀〈t1, . . . , tk〉 ∈ ∆G(t),
# 
 ô��
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PDOP (t) =
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i PDOP (ti)ó!ó2õ
� �W 
〈t1, . . . , tk〉

	 ó2öT� � % 
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δ = 〈t1, . . . , tk〉 ∈ ∆G(t)
Ï�Ò*ÓVÍ\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7Ñ Ï<Ï	Ó§Þ±Ö±Ð ðzÞ±Ï�Ý±Ë�ÖúÙ m

{δ′ ∈ ∆G(t)|δ′ ≤ δ} = ∆G(t)
çcÖûÏ�>þÏ	Ó	Ý9Ò*Ë�ÐoÓ

δ′ ∈ ∆G(t)
ÝÌÏ	Ó

δ >>∈ ∆G(t) / δ′ ≤ δ >>
Ï	Ó

δ >>Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7Ñ��3ÊÌË�Í\ÍÎÏ
δ
Ï�Ò�Ó9Ñ�Ú�Þ±Ö±Ð ð~Þ±Ï[ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�ÖYÍ\Ù�Û3Ð Í\Ù7ÑoÏ§ÔlÏ
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∏
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δ = 〈t1, . . . , tk〉 ∈ ∆G(t)
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δ′∈∆G(t)|δ′≤δ

p(δ′) =
∏
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Ç ` vÊv ` p7r

��õ
δ = 〈t1, . . . , tk〉

	 ó�öe% 
L	O��� )�#�/6!$#�ó2õ ö�õ�# 
ð��	 t ª ô���# � ó
∑

δ′∈∆G(t)|δ′≤δ

p(δ′) =
∏

i

PDOP (ti)

v � /�# 
 ó�ö � ô�ö�õ�# 
z� % � 	 /*/ 	 �=�ì¥Ù7×§ÔlÕ2òCÖ±Ð Ó*ÐoË�Ö�ÝzÞ±Ö±Ï�ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö
δ′ = 〈t′1, . . . , t

′
k′〉

ÔlÏ
t
Ï�Ò*Ó9â±ÑoÞCÒÌòCÖ±Ï�ð~Þ±Ï

δ
Ò*Ð

Ï	Ó<Ò*Ï	Þ±ÑoÏ	Í\Ï	Ö~Ó§Ò*Ð m
∀t′i ∈ δ′,∃tj ∈ δ/t′i ⊂ tj

; Ï<â±Ñ ÞCÒ	Ý~Ò*Ð
t′i ⊂ tj0

ÝzÔlÞY÷øÙ7Ð ÓWð~Þ±Ï<ÑoÏ�ÒWÒ*Ë�ÞCÒ*í�Ù7×*à±×*Ï�Ò9ÔlÏ
δ
Ò*Ë�Ö~Ó9ÔlÐ Ò(�*Ë�ÐoÖ~Ó�ÒWÔlÏ	ÞlÛzí�å�í

ÔlÏ	ÞlÛÎâCÙ7×WÑ Ù�ÔlÕ2òCÖ±ÐoÓ*ÐoË�Ö í Ý
t′i
Ï�Ò*ÓÌÔlÐ Ò(�mË�Ð Ö~Ó0ÔlÏ�ÒWÙ7×*à±×*Ï�Ò9ÔlÏ

δ
Ù7Þ±Ó*×*Ï�Ò9ð~Þ±Ï

tj0
Ý Ï	ÓWÖ�Ú�Ï�Ò�Ó

ÔlË�ÖCïñÐoÖCï2ÑoÞCÒVðzÞ±Ï®Ô±Ù7ÖCÒ
tj0
�­ÜØÐoÖCÒ*Ð�ÝzÑ ÙëÔlÕ2òCÖ±ÐoÓ*Ð Ë�Ö â±×*Õ�ï2Õ�ÔlÏ	Ö~Ó*ÏæÏ�Ò*ÓVÕ�ð~Þ±Ð ß�Ù7ÑoÏ	ÖzÓ*Ïñå m� Ö±Ï0ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö

δ′ = 〈t′1, . . . , t
′
k′〉

ÔlÏ
t
Ï�Ò*Ó»â±ÑoÞCÒ(òCÖ±ÏWðzÞ±Ï

δ
Ò*Ð�Ï	Ó¥Ò�Ï	Þ±ÑoÏ	ÍÎÏ	Ö~Ó

Ò*Ð m
∀t′i ∈ δ′,∃!tj ∈ δ/t′i ⊂ tj

? Öçâ�Ï	Þ±Ó§Ù7ÑoË�×�Ò�ÝzâþË�Þ±×VÞ±Ö±Ï®ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö
δ′

â±ÑoÞCÒÌòCÖ±Ï®ðzÞ±Ï
δ
ÝCÔlÕ2òCÖ±Ðo×VÑUÚRÙ7âlí

â±ÑoÐ ï	Ù7Ó*ÐoË�Ö
mapδ′δ

ÔlÏ
δ′

Ô±Ù7ÖCÒ
δ m

∀(i, j) ∈ [[1, k′]]⊗ [[1, k]],mapδ′δ(t
′
i) = tj ⇔ t′i ⊂ tj

�

« Ë�Ö~Ó*×*Ë�ÖCÒ[ð~Þ�ÚRÙ7Ñ Ë�×�Ò m ∀j0 ∈ [[1, k]], map−1
δ′δ(tj0) ∈ ∆G(tj0)

�

�zË�ÐoÓ
n

Þ±Ö Ö�4ñÞCÔûÔlÏ
tj0

Ý0Ï	Ó
t′i

Ñ�ÚRÙ7×*à±×*Ï¹ÔlÏ
δ′

ï2Ë�Ö~Ó*Ï	ÖCÙ7Ö~Ó
n
�
t′i

Ï2ÛlÐ Ò*Ó*ÏçÏ	ÓÎÏ�Ò�Ó
Þ±Ö±Ð ðzÞ±Ï\ï	Ù7×S� s �[ÑoÏ�ÒñÖ�4ñÞCÔ±ÒæÔlÏ

t
Ò*Ë�Ö~Ó¢Ñ Ù ×*Õ	Þ±Ö±ÐoË�Ö ÔlÏ�Ò®Ö�4ñÞCÔ±ÒæÔlÏ�Ò�Ù7×*à±×*Ï�ÒæÔlÏ

δ′
Ý

Ï	ÓO� À �WÑ Ï�Ò§Ù7×*à±×*Ï�Ò<ÔlÏ
δ′

Ò*Ë�ÖzÓØÔlÏ	ÞlÛ3í�å�í�ÔlÏ	ÞlÛ¹ÔlÐ Ò(�*Ë�ÐoÖ~Ó�Ò�8lÓ*Ë�Þ±Ó[ï2Ï�ï2Ð�âCÙ7×§Ñ ÙÎÔlÕ2òCÖ±Ð Ó*ÐoË�Ö
í ���9ÊÌË�ÍÎÍÎÏ

δ′ ≤ δ
Ý
∃!tj ∈ δ/t′i ⊂ tj

�TçcÓÎï2Ë�ÍÎÍ\ÏýÑ Ï�ÒäÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�ÒÎÔlÏ
δ
Ò*Ë�Ö~Ó

ÔlÏ	ÞlÛzí�å�í�ÔlÏ	ÞlÛüÔlÐ Ò(�*Ë�ÐoÖ~Ó�Ò	Ý
t′i

Ï�Ò*ÓýÔlÐ Ò(�*Ë�ÐoÖ~ÓÎÔlÏ�ÒýÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�ÒýÔlÏ
δ
Ô±Ù7ÖCÒYÑoÏ�Ò�ðzÞ±Ï	Ñ ÒäÐ Ñ

s�ï�Ó
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Ö�Ú�Ï�Ò*ÓæâCÙ�Ò�ÐoÖCï2Ñ ÞCÒ��rÊÌË�ÍÎÍÎÏYÐoÑ0Ö�Ú�Ï�Ò*Ó¢âCÙ�ÒëÔlÐ Ò(�*Ë�ÐoÖ~Ó�ÔlÏ
tj0

Ý»ÐoÑÌÑoÞ±Ð0Ï�Ò*ÓæÐoÖCï2ÑoÞCÒ'� ; Ë�ÖCï
t′i ∈ map−1

δ′δ(tj0)
� ? ×

n ∈ N(t′i)
ÝCÔlË�ÖCï m n ∈ ∪t′i∈map−1

δ′δ
(tj0)N(t′i)

�
Õ]Ö~ß�Ï	×�Ò*Ï	ÍÎÏ	ÖzÓ	Ý±Ò*Þ±â±â�Ë Ò�Ë�ÖCÒ

n
Þ±ÖýÖ�4ñÞCÔYÔlÏ

∪t′i∈map−1
δ′δ

(tj0)N(t′i)
��Õ]Ñ­Ï2ÛlÐ Ò*Ó*Ï<ÔlË�ÖCï

Þ±Ö Ò*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï
t′i

ÔlÏ
map−1

δ′δ(tj0)
ï2Ë�Ö~Ó*Ï	ÖCÙ7ÖzÓ

n
� ? ×

t′i ⊂ tj0
ÝlâCÙ7×VÔlÕ2òCÖ±ÐoÓ*ÐoË�Ö ÔlÏ�Ñ Ù

÷>Ë�ÖCï2Ó*Ð Ë�Ö
mapδ′δ

ÝCÔlË�ÖCï
n ∈ N(tj0)

�
ÜØÐoÖCÒ*ÐUÝCÞ±Ö Ö�4ñÞCÔ

n
Ï�Ò*Ó�Ô±Ù7ÖCÒ

tj0
Ò*Ð¥Ï	Ó[Ò*Ï	Þ±Ñ Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó[Ò*Ð»ÐoÑ¥Ï�Ò*Ó�Ô±Ù7ÖCÒ<Þ±ÖèÙ7×*à±×*ÏäÔlÏ

map−1
δ′δ(tj0)

ÝCÐ£��Ï�� m
N(tj0) = ∪t′i∈map−1

δ′δ
(tj0)N(t′i)

�
; Ïñâ±ÑoÞCÒ	Ý3Þ±Ö ÑoÐoÏ	ÖýÔlÏ

∪t′i∈map−1
δ′δ

(tj0)L(t′i)
Ù7â±âCÙ7×*Ó*ÐoÏ	Ö~ÓB÷øË�×�ï2Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó§åæÑUÚ�Þ±Ö ÔlÏ�Ò

t′iÔlÏ
map−1

δ′δ(tj0)
ÝGÏ	ÓrÏ�Ò*Ó¥ÔlË�ÖCïÌÐoÖCï2ÑoÞCÒ»Ô±Ù7ÖCÒ

tj0
�øÓ*Ë�Þa�*Ë�Þ±×�Ò»âCÙ7×¿ÔlÕ2òCÖ±ÐoÓ*ÐoË�ÖæÔlÏ

mapδ′δ
���

; Ë�ÖCï m
∪t′i∈map−1

δ′δ
(tj0)L(t′i) ⊂ L(tj0)

map−1
δ′δ(tj0)

ß�Õ	×*ÐtòCÏ<ÔlË�ÖCï§Ó*Ë�Þ±Ó*Ï�ÒWÑoÏ�Ò0ï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*Ð Ë�ÖCÒcÔlÏ<Ñ ÙñÔlÕ2òCÖ±ÐoÓ*Ð Ë�Ö í Ý Ï	Ó0Ï�Ò*Ó0Þ±Ö±Ï
ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö ÔlÏ

tj0
�

Ü<Ð ÖCÒ*Ð(Ï�Ò*ÓVà±ÐoÏ	ÖúÔlÕ2òCÖ±ÐoÏñÑUÚRÙ7â±â±Ñ Ð ï	Ù7Ó*ÐoË�Ö m
M : {δ′ ∈ ∆G(t)|δ′ ≤ δ} −→ ∆G(t1)⊗ · · · ⊗∆G(tk)

δ′ 7−→ (map−1
δ′δ(t1), . . . ,map−1

δ′δ(tk)ì¥Ë�Þ±×<Ò	Ú�Ï	Öúï2Ë�Ö~ß7Ù7ÐoÖCï2×*Ï�Ý±ÐoÑ�÷�Ù7Þ±ÓVÖ±Ë�Ó*Ï	×VÑUÚ�Þ±Ö±Ð ï2ÐoÓ*Õ�ÔlÏñÑ Ù�÷>Ë�ÖCï2Ó*ÐoË�Ö
mapδ′δ

Ý
δ
Ï	Ó

δ′Õ	Ó�Ù7Ö~Ó[ï2Ë�Ö±Ö~ÞCÒ��
¬ 2 fL[ Y�2 fhk 6lXh`

M
` k�[ ^ o ­¥`�Å [ o�~�` r

�zË�ÐoÓ
(δ1, . . . , δk) ∈ ∆G(t1) ⊗ · · · ⊗ ∆G(tk)

� « Ë�Ö~Ó*×*Ë�ÖCÒäðzÞ±Ï
(δ1, . . . , δk)

Ï�Ò*Ó
ÑUÚ�ÐoÍ\Ù7ã�Ï¢âCÙ7×

M
ÔlÏ

δ1 ∪ · · · ∪ δk
� ? Öè×*Ï	Í\Ù7×�ð~Þ±ÏëÔ(ÚRÙ7àþË�×�Ô ðzÞ±Ï

δ1 ∪ · · · ∪ δk
` k�[

X f `cb }�Å�2 v V 2 k o [ o32 f b `
t
ÝCï	Ù7× m

N(t) = ∪tj∈δN(tj) = ∪tj∈δ ∪t′i∈δj
N(t′i) = ∪t′i∈δ1∪···∪δk

N(t′i)

∪t′i∈δ1∪···∪δk
L(t′i) = ∪tj∈δ ∪t′i∈δj

L(t′i) ⊂ ∪tj∈δL(tj) ⊂ L(t)

�zË�ÐoÓÌÍ\Ù7ÐoÖ~Ó*Ï	ÖCÙ7ÖzÓ
t′i
Þ±Ö\Õ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó9ÔlÏ

δ1∪ · · · ∪ δk
�$Õ�Ñ�Ï2Û3Ð Ò�Ó*Ï<ÔlË�ÖCïØÙ7ÞYÍÎË�ÐoÖCÒWÞ±Ö

δj
Ó*Ï	Ñ�ðzÞ±Ï

t′i ∈ δj
� ? ×

δj
Ï�Ò*ÓVÞ±Ö±Ï�ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*Ð Ë�ÖçÔlÏ

tj
ÝCÔlË�ÖCï

N(t′i) ⊂ N(tj)
Ï	Ó

L(t′i) ⊂ L(tj)
ÝCÔlË�ÖCï

t′i ⊂ tj
�CÜ<Ð ÖCÒ*Ð m

∀t′i ∈ δ1 ∪ · · · ∪ δk,∃tj ∈ δ/t′i ⊂ tj

s�ï�í
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ï2ÏñðzÞ±Ðþâ±×*Ë�Þ±ß�Ï®ðzÞ±Ï
δ1 ∪ · · · ∪ δk

` k�[ X f `
bh}�Å&2 v V 2 k o [ o32 f b `
t
V i X k G f `6lXZ`

δ
�­ê<Ë�Í\ÍÎË�ÖCÒmíUÑ Ù

δ′
� ? Öúß7ÙäÍ\Ù7ÐoÖzÓ*Ï	ÖCÙ7Ö~ÓØÍÎË�Ö~Ó*×*Ï	×[ð~Þ�ÚRÙGß�Ï�ï�ï2Ï	Ó*Ó*Ï¢ÔlÕ2òCÖ±Ð Ó*ÐoË�Ö

ÔlÏ
δ′
Ý±Ë�ÖÿÙëâ�Ë�Þ±×§Ó*Ë�Þ±Ó

j m map−1
δ′δ(tj) = δj

�
<cÚRÙ7â±â±Ñ Ð ï	Ù7Ó*ÐoË�Ö

mapδ′δ
Ï�Ò�ÓVà±ÐoÏ	ÖúÔlÕ2òCÖ±ÐoÏ�ÝCï	Ù7×

δ′
Ï�Ò*Ó§â±ÑoÞCÒ9òCÖ±Ï�ðzÞ±Ï

δ
�

�zË�ÐoÓ
tj

Þ±Ö·Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ®ÔlÏ
δ
�
∀t′i ∈ δj , t′i ∈ δ′

Ï	Ó
mapδ′δ(t

′
i) = tj

; Ë�ÖCï
δj ⊂

map−1
δ′δ(tj)

�
Õ]Ö~ß�Ï	×�Ò*Ï	Í\Ï	Ö~Ó	Ý�Ò�Ë�ÐoÓ

t′i
Þ±ÖúÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓØÔlÏ

map−1
δ′δ(tj)

�
t′i

Ù7â±âCÙ7×*Ó*ÐoÏ	Ö~ÓØ÷øË�×�ï2Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó[å
Þ±Ö

δk
Ý~â±Þ±Ð Ò!ð~Þ�Ú�ÐoÑ±Ï�Ò�ÓWÔ±Ù7ÖCÒWÑ Ï	Þ±×0Þ±Ö±ÐoË�Ö

δ′
� ? ×ÌÒ�Ú�ÐoÑCÙ7â±âCÙ7×*Ó*ÐoÏ	Ö~ÓBåñÞ±Ö

δk
ÝzÐoÑ±Ï�Ò*ÓWÐ ÖCï2ÑoÞCÒ

Ô±Ù7ÖCÒVÑoÏ
tk

ï2Ë�×*×*Ï�Ò*âþË�ÖCÔ±Ù7Ö~Ó	Ý­ðzÞ±Ð�Ö±ÏñâþÏ	Þ±ÓBC	Ó*×*Ï®Ù7Ñ Ë�×�ÒVð~Þ±Ï
tj

â±Þ±Ð Ò�ðzÞ±Ï
mapδ′δ(t

′
i) =

tj
� ; Ë�ÖCï

t′i ∈ δj
� ; Ë�ÖCï m map−1

δ′δ(tj) ⊂ δj
�hÕ]ÑWß3ÐoÏ	ÖzÓæÙGß�Ï�ï\ÑoÏ�ÒæÔlÏ	ÞlÛ½ÐoÖCï2Ñ ÞCÒ*ÐoË�ÖCÒ

â±×*Õ�ï2Õ�ÔlÏ	Ö~Ó*Ï�Ò m map−1
δ′δ(tj) = δj

? Ö ßzÐ Ï	Ö~Ó§ÔlÏ®â±×*Ë�Þ±ß�Ï	× m
∀(δ1, . . . , δk) ∈ ∆G(t1)⊗ · · · ⊗∆G(tk),

∃δ′ ∈ ∆G(t)/δ′ ≤ δ et M(δ′) = (δ1, . . . , δk)

? ×
∀δ′ ∈ ∆G(t) /δ′ ≤ δ, ∪tj∈δmap−1

δ′δ(tj) = δ′

��ÔlÞü÷øÙ7ÐoÓýð~Þ±Ïèï��CÙ�ðzÞ±Ï
t′i

ÔlÏ
δ′

ÙºÞ±Ö±ÏÿÐ Í\Ù7ã�Ï¹âCÙ7×
mapδ′δ

��� ; Ë�ÖCïèÒ*Ð[ÔlÏ	ÞlÛüÔlÕ2í
ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�ÖCÒ

δ′
Ï	Ó

δ >>
â±ÑoÞCÒ[òCÖ±Ï�Ò®ðzÞ±Ï

δ
Ë�ÖzÓñÑ ÙçÍ]C	ÍÎÏæÐoÍ\Ù7ã�ÏëâCÙ7×

M
Ý»ï2Ï	Ñ Ù

Ï	Ö~Ó*×�Ùa� Ö±Ï m

(map−1
δ′δ(t1), . . . ,map−1

δ′δ(tk)) = (map−1
δ >>δ(t1), . . . ,map−1

δ >>δ(tk))

⇒ ∪tj∈δmap−1
δ′δ(tj) = ∪tj∈δmap−1

δ >>δ(tj)

⇒ δ′ = δ >>
; Ë�ÖCïBÓ*Ë�Þ±Ó0Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ0ÔlÏ

∆G(t1)⊗· · ·⊗∆G(tk)
Ù X fz\gfL[ }�Å�}�b ` fL[ X f o36lXh`âCÙ7×

M
Ô±Ù7ÖCÒ

{δ′ ∈ ∆G(t)/δ′ ≤ δ}
�
M

` k�[ X f ` ^ o ­¥`�Å [ o32 f ÔlÏ
{δ′ ∈

∆G(t)
Ó*Ï	ÑoÑ Ï�ðzÞ±Ï

δ′ ≤ δ}
Ô±Ù7ÖCÒ

∆G(t1)⊗ · · · ⊗∆G(tk)
�

? ÖúÙÎÙ7ÑoË�×�Ò m

k∏

j=1

PDOP (tj) =
k∏

j=1

∑

δj∈∆G(tj )

p(δj) =
∑

(δ1,...,δk)∈∆G(t1)⊗···⊗∆G(tk)

k∏

j=1

p(δj)

? ×
M

Ï�Ò*Ó§à±Ð �*Ï�ï2Ó*Ðoß�Ï�Ý±ÔlË�ÖCï m
k∏

j=1

PDOP (tj) =
∑

{δ′∈∆G(t)/δ′≤δ}

k∏

j=1

p(map−1
δ′δ(tj))

s�ï�Ô
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k∏

j=1

PDOP (tj) =
∑

{δ′∈∆G(t)/δ′≤δ}

k∏

j=1

∏

t′i∈map−1
δ′δ

(tj)

p(t′i)

? ×VÑoÏ�ÒBÏ	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ�Ò
map−1

δ′δ(tj)
Ò�Ë�Ö~Ó§ÔlÏ	ÞlÛ3í�å�í�ÔlÏ	ÞlÛ ÔlÐ Ò(�mË�Ð Ö~Ó�ÒBð~ÞCÙ7ÖCÔ

j
ß�Ù7×*Ð Ï�Ý3Ï	Ó

ÑoÏ	Þ±×V×*Õ	Þ±Ö±ÐoË�Öúß7Ù7Þ±Ó
δ′
ÝCÔlË�ÖCï®â�Ë�Þ±×§Ó*Ë�Þ±Ó

δ′
â±ÑoÞCÒ9òCÖ¹ðzÞ±Ï

δ m
k∏

j=1

∏

t′i∈map−1
δ′δ

(tj )

p(t′i) =
∏

t′i∈δ′

p(t′i) = p(δ′)

; Ú�Ë���Ý­Ù�ß�Ï�ï�ÑUÚ�Õ�ðzÞCÙ7Ó*ÐoË�Öçâ±×*Õ�ï2Õ�ÔlÏ	Ö~Ó*Ï m
k∏

j=1

PDOP (tj) =
∑

{δ′∈∆G(t)/δ′≤δ}

p(δ′)

�Ö�Ö�­ï2Ï®ðzÞ±Ð�Ó*Ï	×*ÍÎÐoÖ±Ï�Ñ ÙëÔlÕ	ÍÎË�ÖCÒ*Ó*×�Ù7Ó*Ð Ë�Ö¹ÔlÞ ÑoÏ	ÍÎÍÎÏ s �
Ü âCÙ7×*Ó*Ðo×äÔlÞ ÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏ s ÝcÖ±Ë�ÞCÒëâþË�Þ±ß�Ë�ÖCÒÎÔlÕ	×*Ðoß�Ï	×äÞ±Ö±Ï â±×*Ï	ÍÎÐoé	×*Ïúï2Ë�ÖCÔlÐ Ó*ÐoË�Ö

Ö±Õ�ï2Ï�Ò�Ò�Ù7Ðo×*ÏñÏ	ÓØÒ*Þlî\Ò�Ù7Ö~Ó*Ï�â�Ë�Þ±×§ðzÞ�Ú�Þ±Ö±Ï�ìT����� Ò*Ë�ÐoÓVâþË�ÑoázÖ±Ë�Í\Ð Ù7ÑoÏ m��� }�2�Y)� v ` Â�r
® 
�	 2 ���h� G 	 ó�öT!$#���� 
 #�/ëõ>ô�� 	 ó!ó�õ

∀t ∈ C(G) ª t
ô � / 	 ö6% 
L	 % 
 õ�&�% 	���� 4

)�#�/6!$#�ó2õ ö�õ�# 
 /äô � õ(/ëô�� 	 �
ÊÌÏ	Ó*Ó*Ï§ï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*ÐoË�ÖëÖ±Õ�ï2Ï�Ò�Ò!Ù7Ðo×*ÏÌÏ	ÓcÒ*Þlî\Ò!Ù7Ö~Ó*ÏVÖ�Ú�Ï�Ò*Ó0ï2Ï	âþÏ	ÖCÔ±Ù7Ö~ÓcâCÙ�Ò¿Ó*×*é�Ò¿Þ±Ó*ÐoÑ Ð Ò�Ù7à±ÑoÏ

Ï	Öèâ±×�Ù7Ó*Ð ð~Þ±Ï���çcÖèâCÙ7×*Ó*Ð ï2Þ±Ñ ÐoÏ	×	Ý�ÔlÞ ÷�Ù7ÐoÓØÔlÏäÒ�Ù\÷>Ë�×*Í\Ï¢Ó*×*é�Ò[ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7ÑoÏ
�øÏ	ÑoÑoÏ¢ÐoÍÎâ±ÑoÐ ð~Þ±Ï
ÑUÚ�Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ\ÔlÏ�ÒæÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ò¢ÔlÏ

C(G)
��Ý¿Ï	ÑoÑoÏÎÖ±ÏçÒ*Ï\â±×QC	Ó*ÏýâCÙ�ÒëÔlÏÎ÷�Ù�ù2Ë�ÖºÕ	ß3Ð ÔlÏ	ÖzÓ*Ïýå

Ò*Ï	×*ß3Ðo×Vï2Ë�ÍÎÍÎÏñÓ*Ï�Ò*ÓVâþË�Þ±×§ß�Õ	×*ÐtòCÏ	×§Ò*Ð�Þ±Ö±Ï¢ìT����� ÔlË�Ö±Ö±Õ	Ï®Ï�Ò�ÓVâ�Ë�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ Ï��

E@F_¯ H�°²±³� õ*R:MO��R:�

Ü<òCÖæÔ(Ú�Ë�à±Ó*Ï	Ö±Ðo×¥Þ±Ö±Ï9ï2Ë�ÖCÔlÐ Ó*ÐoË�Ö�Ö±Õ�ï2Ï�Ò�Ò!Ù7Ðo×*Ï0Ï	Ó¿Ò*Þlî\Ò�Ù7Ö~Ó*ÏBÔlÏ9â�Ë�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ ÐoÓ*Õ¥â±Ñ ÞCÒ
Ë�â�Õ	×�Ù7Ó*Ð Ë�Ö±Ö±Ï	ÑoÑoÏ�ÝCË�ÖèÒ	Ú�ÐoÖzÓ*Õ	×*Ï�Ò�Ò*Ï®Í\Ù7Ð Ö~Ó*Ï	ÖCÙ7Ö~Ó�åÎÞ±Ö±ÏëÒ*Ë�ÞCÒmí�÷�Ù7ÍÎÐoÑ ÑoÏ[ÔlÏ�Ò[ìT�����æÝ(ðzÞ±Ï
ÑUÚ�Ë�ÖúÙäï��±Ë�Ð Ò*Ð»ÔlÏñÖ±Ë�ÍÎÍÎÏ	×§ì¶����� èæÔlÏ	ÖCÒ*Ï*é��

F }&G f o [ o32 fqp$Ñlr

� Ö±Ï®ì¶�����
G

Ò*Ï	×�ÙäÔlÐoÓ*Ï b ` fhk ` Ò�Ð�Ï	ÑoÑoÏ�ß�Õ	×*ÐtòCÏñÑ Ùëâ±×*Ë�â±×*ÐoÕ	Ó*Õ®Ò�Þ±Ðoß�Ù7ÖzÓ*Ï m
∀t1, t2 ∈ G/(t1 ∪ t2)

Ï�Ò*ÓVÞ±ÖúÙ7×*à±×*Ï�Ý
(t1 \ t2) ⊂ C(G)

s�ï Ò
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� 	 /äô � &�% 	 í�� êØË�Ó*Ë�ÖCÒ¢ðzÞ±Ï\Ó*Ë�Þ±Ó*ÏçìT����� ï2Ë�Ö~Ó*Ï	ÖCÙ7ÖzÓæâCÙ7×*Í\ÐÌÒ*Ï�Ò¢Ù7×*à±×*Ï�Ò¢Õ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ölí
Ó�Ù7Ðo×*Ï�Ò®Ó*Ë�ÞCÒ�ÑoÏ�ÒñÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�Ò¢ÔlÏYï2Ï�Ò®Ù7×*à±×*Ï�Ò¢Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�Òñï2Ë�ÖCÒ*Ó*ÐoÓ*Þ±Ï\Þ±Ö Ï2Û3Ï	Í\â±ÑoÏ
Ò*ÐoÍÎâ±Ñ Ï<Ô(Ú�Þ±Ö±ÏñìT����� ÔlÏ	ÖCÒ*Ï*��ðzÞ±Ð(Ò*Ï	×�Ù¢ÔlÐ Ó*ÏØÍ\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7Ñ Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó0ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Ýlß�Ë�Ðo×ÌÑ Ù�ÔlÕ2òCÖ±Ðoí
Ó*ÐoË�Ö s�ï ���

n�27Y�2 i(i�\ o(Ya` r
� �P  ® 
�	 2 ���h� 	 ó2ö ��	�
 ó 	ó!ó2õ
� �W 
∀t1, t2 ∈ G/(t1∪ t2)

	 ó�ö½% 
 ô � + �Q	 ª (t1∪ t2)
ô � / 	 ö % 
�	Æ��� )�#=/�!t#�ó�õ>ö�õ(# 


� ô 
 ó ∆G ª � # 
 ö t1 · ô�õ>ö�!3ô � ö�õ 	 �

v � /�# 
 ó�ö � ô�ö�õ�# 
z� %|)�# � #��(�$ô�õ �Q	 �
ÊÌË�ÖCÔlÐ Ó*ÐoË�Ö Ö±Õ�ï2Ï�Ò�Ò�Ù7Ðo×*Ï m � s � ⇒ � À �
<�Ï�Ò[Õ	ÑoÕ	Í\Ï	Ö~Ó�Ò

{t′1, . . . , t
′
n}

ÔlÏ
(t2 \ t1)

Ò*Ë�ÖzÓ[âCÙ7×®ÔlÕ2òCÖ±Ð Ó*ÐoË�ÖÿÑ Ï�Ò<âCÙ7×*Ó*ÐoÏ�Òñï2Ë�Ölí
Ö±Ï2Û3Ï�Ò<Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÑoÏ�ÒÌÔlÏ

(N(t1) ∪N(t2)) \N(t1), L(t1) ∪ L(t2)) \ L(t1)
�

ìrÙ7×3�~á3âþË�ÓQ�±é�Ò*Ï�Ý
G
Ï�Ò*Ó§ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Ý­ÔlË�ÖCï

t′1, . . . , t
′
n

Ù7â±âCÙ7×*Ó*ÐoÏ	Ö±Ö±Ï	Ö~Ó[å
C(G)

ÝCÏ	Ó<Ù�Ô3í
ÍÎÏ	Ó*Ó*Ï	Ö~Ó®ÔlÏ�ÒñÔlÕ�ï2Ë�Í\â�Ë Ò*Ð Ó*ÐoË�ÖCÒ

δ1, . . . , δn
Ô±Ù7ÖCÒ

G
�l<�Ï�Ò�×*Ï	Ñ Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ�Ô(Ú�ÐoÖCï2ÑoÞCÒ�ÐoË�ÖÿÒ*Þ±×

ÑoÏ�ÒVÖ�4ñÞCÔ±ÒVÏ	Ó<ÑoÏ�ÒBÑoÐoÏ	ÖCÒBðzÞ±Ð�Ï	ÖúÔlÕ�ï2Ë�Þ±ÑoÏ	Ö~Ó<Ï	Ö~Ó*×�Ùa� Ö±Ï	ÖzÓ m

N(t1 ∪ t2) = N(t1) ∪
⋃

1≤j≤n N(t′j) = N(t1) ∪
⋃

1≤j≤n

⋃

tij∈δj

N(tij)

L(t1 ∪ t2) ⊃ L(t1) ∪
⋃

1≤j≤n L(t′j) ⊃ L(t1) ∪
⋃

1≤j≤n

⋃

tij∈δj

L(tij)

çcÖlòCÖ
t1

Ï�Ò*ÓYÔlÐ Ò(�mË�Ð Ö~ÓÎÔlÏèï��CÙ�ðzÞ±Ï
tij
ÝWÏ	Óýï2Ï	ÞlÛzí�ï2Ð�Ò*Ë�ÖzÓYÔlÐ Ò(�*Ë�ÐoÖzÓ�ÒÎÏ	Ö~Ó*×*Ï Ï	ÞlÛ(Ý

Õ	Ó�Ù7Ö~ÓñÔlÏ�Ò<Ò�Ë�ÞCÒmíUÏ	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ�Ò<ÔlÐ Ò��mË�ÐoÖzÓ�Ò§ÔlÏ¢Ò�Ë�ÞCÒmíUÏ	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ�Ò<ÔlÐ Ò��mË�ÐoÖzÓ�Ò
t′j
� ; Ë�ÖCï7ÝþâCÙ7×

ÔlÕ2òCÖ±ÐoÓ*ÐoË�Ö�Ý
〈t1, t

1
1, . . . , t

|δ1|
1 , . . . , t1n, . . . , t

|δn|
n 〉

Ï�Ò*ÓVÞ±Ö±Ï�ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*Ð Ë�ÖýÔlÏ
t1 ∪ t2

�
<�Ï�Ò§Õ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ò§ÔlÏ®ï2Ï	Ó*Ó*Ï¢ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâ�Ë Ò�ÐoÓ*ÐoË�Ö Ù7â±âCÙ7×*Ó*ÐoÏ	Ö±Ö±Ï	Ö~ÓØà±ÐoÏ	Öúå

G
�

ÊÌË�ÖCÔlÐoÓ*Ð Ë�ÖúÒ*Þlî\Ò�Ù7Ö~Ó*Ï mzm � À � ⇒ � s �
�zË�ÐoÓ

δ = 〈t1, t
′
1, . . . , t

′
n〉

Þ±Ö±ÏëÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö¹Ô±Ù7ÖCÒ
∆G

ÔlÏ
t1 ∪ t2

Ý�Ï	Ó
t >>Þ±ÖúÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ§ÔlÏ

(t2 \ t1)
� « Ë�Ö~Ó*×*Ë�ÖCÒ<ðzÞ±Ï

t >>∈ C(G)
�

�zË�ÐoÓ
It >>(δ)

ÑUÚ�Ï	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏYÔlÏ�Ò®Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ò�ÔlÏ
δ
Ù�á Ù7ÖzÓæÞ±Ö±ÏYÐoÖ~Ó*Ï	×�Ò�Ï�ï2Ó*ÐoË�Ö Ö±Ë�Ölí

ßzÐ ÔlÏ®Ù�ß�Ï�ï
t >>

�

s�ï�w



u�Y \gvwvx\ o(Y_` k�yzk XZ^ k�[ o [ X [ o32 f bed \ Y_^ Y_` k V 2 i�jZf 2 v o \�i ` k

� Ç ` k } i } v ` fL['k bh` It >>(δ)
k 2 fL[ b o k ­K2�o fL['k b `�X Ë Ð y ÐAb `�X Ë ��ï	Ù7×0Ð Ñ Ò¥Ò�Ë�Ö~ÓÔ±Ù7ÖCÒ

δ
���

� Ç \ Ya}�X f o32 f b ` i `$XZY k
f<¸ Xhb k Å&2 fL[ o(` fL[
N(t >>)

Ý�âCÙ7×�ï2ÏæðzÞ±Ï
t >>Ï�Ò*Ó<ÐoÖCï2ÑoÞCÒVÔ±Ù7ÖCÒ

t1 ∪ t2
ÝCð~Þ±Ï�ïA�CÙ�ð~Þ±Ï¢Ö�4ñÞCÔúÔlÏ

t1 ∪ t2
Ï�Ò*Ó<ï2Ë�Þ±ß�Ï	×*Ó<âCÙ7×<Þ±Ö

Õ	ÑoÕ	Í\Ï	Ö~ÓcÔlÏ
δ
Ý�Ï	Ó0ðzÞ�Ú�Ë�Öæã Ù7×�ÔlÏ§Ô±Ù7ÖCÒ

It >>(δ)
Ó*Ë�ÞCÒ¿ÑoÏ�ÒrÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�ÒcÔlÏ

δ
Ù�á Ù7ÖzÓ

Þ±Ö±Ï®Ð Ö~Ó*Ï	×�Ò*Ï�ï2Ó*ÐoË�Öð�øÏ	Ö¹âCÙ7×*Ó*Ð ï2Þ±ÑoÐoÏ	×VÙ7Þ Ö±Ðoß�Ï�Ù7Þ¹ÔlÏ�Ò§Ö�4ñÞCÔ±Ò��ÌÙ�ß�Ï�ï
t >>

�
� Ç \ Y_}$X f o52 f b ` i `�XhY kSf<¸ Xhb k�f `cÅ�2 fL[ o(` fL[ 6lXh`

N(t >>)
�gçcÖúÏ�>(Ï	Ó	Ý

Ò	Ú�Ð Ñ¥á Ù�ß7Ù7ÐoÓñÞ±ÖèÖ�4ñÞCÔ·Ö�ÚRÙ7â±âCÙ7×*Ó*Ï	ÖCÙ7Ö~Ó¢âCÙ�Òñå
N(t >>)

Ô±Ù7ÖCÒ�Þ±Ö Ù7×*à±×*Ï
t′iÔlÏ

It >>(δ)
�þÜ<Ñ Ë�×�Ò m

� t >> ∪t′i
Ò*Ï	×�Ù7ÐoÓcÞ±Ö±Ï[ï2Ë�ÍÎâþË Ò�Ù7Ö~Ó*Ï<ï2Ë�Ö±Ö±Ï2ÛlÏØÔlÏ

t1∪ t2
Ý~ï	Ù7×

t′i
Ù7Þ±×�Ù7ÐoÓWÞ±Ö±Ï

Ð Ö~Ó*Ï	×�Ò*Ï�ï2Ó*ÐoË�ÖúÙGß�Ï�ï
t >>

âCÙ7×<ÔlÕ2òCÖ±ÐoÓ*ÐoË�ÖúÔlÏ
It >>(δ)

8
� Ë�Ö Ù7Þ±×�Ù7Ð Ó

N(t >> ∪t′i) ∈ N(t2 ∪ t1) \ N(t1)
Ï	Ó

L(t >> ∪t′i) ∈
L(t2 ∪ t1) \L(t1)

ï	Ù7×9Ö±Ð
t >>

Ö±Ð
t′i
Ö�ÚRÙ7Þ±×�Ù7ÐoÏ	ÖzÓBÔ(Ú�Ð Ö~Ó*Ï	×�Ò*Ï�ï2Ó*ÐoË�ÖçÙ�ß�Ï�ï

t1
8

� t >> ∪t′i
ï2Ë�Ö~Ó*ÐoÏ	ÖCÔl×�Ù7Ð ÓæÒ*Ó*×*Ð ï2Ó*Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó

t >>
Ý»ï	Ù7×

t′i
â�Ë Ò�Ò�é�ÔlÏ	×�Ù7ÐoÏ	Ö~Ó¢Þ±Ö

Ö�4ñÞCÔúÖ�ÚRÙ7â±âCÙ7×*Ó*Ï	ÖCÙ7Ö~Ó[âCÙ�Ò§å
t >>

�
çcÖÿ×*Õ�Ò*Þ±ÍÎÕ�Ý

t >> ∪t′i
Ò�Ï	×�Ù7ÐoÓ§Þ±Ö±Ï¢ï2Ë�Í\â�Ë Ò�Ù7ÖzÓ*Ï¢ï2Ë�Ö±Ö±Ï2ÛlÏæÙ7â±âCÙ7×*Ó*Ï	ÖCÙ7ÖzÓñÙ7Þ

ï2Ë�ÍÎâ±Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï�ÔlÏ
t1

Ô±Ù7ÖCÒ
t1 ∪ t2

Ý±ðzÞ±Ð(ï2Ë�ÖzÓ*ÐoÏ	ÖCÔl×�Ù7ÐoÓ§Ò*Ó*×*Ð ï2Ó*Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó
t >>

�
t >>

Ö±ÏäâþË�Þ±×*×�Ù7ÐoÓ®Ù7ÑoË�×�Ò�âCÙ�Ò�C	Ó*×*ÏäÞ±Ö±ÏÎï2Ë�ÍÎâþË Ò�Ù7ÖzÓ*ÏÎï2Ë�Ö±Ö±Ï2Û3ÏÎÍYÙ�Û3ÐoÍYÙ7ÑoÏ�Ý
ï2Ï�ðzÞ±Ð�Ö±ÐoÏ	×�Ù7ÐoÓBÑ Ùëâ±×*Ë�âþË Ò*ÐoÓ*Ð Ë�ÖýÐ Ö±ÐoÓ*Ð Ù7ÑoÏ m t >>∈ (t2 \ t1)

�Ö�
� Ç \ Ya}�X f o52 f bh` i `�XhY k i o�` fZk ` k�[ o f Å i X k ` b \gfhk

L(t >>)
� çcÖºÏ�>(Ï	Ó	Ý

ÑoÏ�Ò¢ÑoÐoÏ	ÖCÒ¢ÔlÏ�ÒæÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�ÒæÔlÏ
It >>(δ)

Ò*Ë�Ö~ÓëÔlÏ�ÒæÑoÐoÏ	ÖCÒ�ÔlÏ
t1 ∪ t2

Ï	ÖzÓ*×*ÏçÔlÏ�Ò
Ö�4ñÞCÔ±ÒVÔlÏ

t >>
��Ô(ÚRÙ7â±×*é�ÒBÑoÏ<âþË�ÐoÖ~Ó9â±×*Õ�ï2Õ�ÔlÏ	Ö~Ó���� ? ×	Ýlï2Ë�Í\ÍÎÏ

t >>
Ï�Ò*Ó9Þ±Ö

Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ<ï2Ë�Ö±Ö±Ï2ÛlÏ§Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7Ñ�Ý�ÐoÑCï2Ë�ÖzÓ*ÐoÏ	Ö~Ó [ 2�X k ÑoÏ�Ò0ÑoÐoÏ	ÖCÒcÔlÏ
t1∪ t2

ðzÞ±ÐCÒ*Ë�Ö~Ó
Ï	ÖzÓ*×*Ï¢ÔlÏ�ÒVÖ�4ñÞCÔ±ÒØÔlÏ

t >>
�

ÊÌÏ�Òëï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*ÐoË�ÖCÒæÒ*Þlî\Ò*Ï	Ö~Óëå ï2Ë�ÖCï2ÑoÞ±×*ÏýðzÞ±Ï
It >>(δ)

Ï�Ò*ÓæÞ±Ö±ÏçÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâ�Ë Ò�ÐoÓ*ÐoË�Ö½ÔlÏ
t >>

�­ÊÌË�ÍÎÍÎÏ�Ò*Ï�Ò9Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�ÒVÒ*Ë�Ö~ÓVÔ±Ù7ÖCÒ
G
Ý
t >>

Ï�Ò*ÓVÔ±Ù7ÖCÒ
C(G)

�þÊÌË�ÍÎÍ\Ï[ï7Ú�Ï�Ò*Ó
ßz×�Ù7Ð»â�Ë�Þ±×VÓ*Ë�Þ±Ó

t >>∈ (t2 \ t1)
Ý
G
Ï�Ò�Ó<ÔlÏ	ÖCÒ*Ï��

Ü ÑUÚRÙ7Ð ÔlÏäÔlÞ ÑoÏ	ÍÎÍ\Ï À ðzÞ±ÐWÒ*Ï	×�Ù ÔlÕ	ÍÎË�ÖzÓ*×*ÕYï2Ðtí�Ù7â±×*é�Ò�Ý�Ö±Ë�ÞCÒ®Ù7ÑoÑoË�ÖCÒ�Í\Ù7Ð Ö~Ó*Ï	ÖCÙ7Ö~Ó
Õ	Ó�Ù7à±ÑoÐo×VÑoÏ�ÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏ¢ï2Ï	Ö~Ó*×�Ù7Ñ¥Ò�Þ±Ðoß�Ù7ÖzÓ m

��� }�2�Y)� v ` Ñlr
2 #�% � ö�#�%3ö 	 2 ���h� G ��	�
 ó 	 ª # 
 ô¹�
� �P 
∀t ∈ C(G), t

ô � / 	 öe% 
�	*��� )�#=/�!t#�ó�õ>ö�õ(# 
 /äô � õ�/äô�� 	 % 
 õ�&�% 	ó!ó2õ
� �W 
∀t1, t2 ∈ G /t1 ∪ t2

	 ó�öB% 
 ô � + �³	 ª (t1 ∪ t2) ∈ G
�

v � /�# 
 ó�ö � ô�ö�õ�# 
z� % ö3¡ � # � -�/ 	9º �
ÊÌË�ÖCÔlÐ Ó*ÐoË�Ö Ö±Õ�ï2Ï�Ò�Ò�Ù7Ðo×*Ï m � s � ⇒ � À �
�zË�ÐoÏ	ÖzÓ

t1, t2 ∈ G /(t1 ∪ t2)
Ï�Ò*ÓVÞ±ÖúÙ7×*à±×*Ï��

s'Ó�î
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; Þÿ÷øÙ7ÐoÓ[ÔlÏëÑ ÙYÔlÏ	ÖCÒ�ÐoÓ*ÕæÔlÏ
G
Ý
t1 ∪ t2 ∈ C(G)

Ï	Ó�ÔlË�ÖCï7Ý�Ô(ÚRÙ7â±×*é�Ò0� s ��Ý
(t1 ∪ t2)Ù�ÔlÍÎÏ	Ó§Þ±Ö±Ï®ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*Ð Ë�ÖýÍYÙ�Û3ÐoÍYÙ7ÑoÏ<Þ±Ö±Ð ðzÞ±Ï��

<�Ï\ÑoÏ	ÍÎÍÎÏ À ï2Ðtí�Ù7â±×*é�Ò®ÍÎË�Ö~Ó*×*Ïýð~Þ�ÚRÙ7ÑoË�×�Ò
(t1 ∪ t2) ∈ G

Ï	ÓD� À �<Ï�Ò�Ó�ÔlË�ÖCïÎà±ÐoÏ	Ö
ß�Õ	×*ÐtòCÕ	Ï��

ÊÌË�ÖCÔlÐ Ó*ÐoË�ÖúÒ*Þlî\Ò�Ù7ÖzÓ*Ï m � À � ⇒ � s �
�zË�ÐoÏ	ÖzÓ

δ1
Ï	Ó

δ2
ÔlÏ	ÞlÛ\ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâ�Ë Ò�ÐoÓ*ÐoË�ÖCÒcÍ\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7Ñ Ï�ÒcÔlÏ

t
� « Ë�Ö~Ó*×*Ë�ÖCÒBð~Þ±Ï[Ò*Ðh� À �

Ï�Ò*Ó§ß�Õ	×*ÐtòCÕ	Ï�ÝCÙ7Ñ Ë�×�Ò
δ1

Ï	Ó
δ2

Ò*Ë�Ö~ÓØï2Ë�Öl÷>Ë�ÖCÔlÞ±Ï�Ò��
êØË�Ó*Ë�ÖCÒ m δ1 = {t11, . . . t

1
n1
}
Ï	Ó

δ2 = {t21, . . . t
2
n2
}
�

�zË�ÐoÓ
It1i

(δ2) = {t2j ∈ δ2|t
2
j ∩ t1i 6= ∅}

ÝCÑUÚ�Ï	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏ®ÔlÏ�Ò<Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ò§ÔlÏ
δ2

ÙGá Ù7Ö~Ó
Þ±Ö±Ï®ÐoÖzÓ*Ï	×�Ò*Ï�ï2Ó*ÐoË�Ö Ö±Ë�ÖlíUß3Ð ÔlÏ�Ù�ß�Ï�ï

t1i
�CêØË�Ó*Ë�ÖCÒ<Ò*Ï�ÒBÕ	ÑoÕ	Í\Ï	Ö~Ó�Ò

τ i
1

ÝÖ�����tÝ
τ i
|I
t1i

(δ2)|

�
« Ë�Ö~Ó*×*Ë�ÖCÒ<âCÙ7×§×*Õ�ï2Þ±×*×*Ï	ÖCï2Ï�Ò*Þ±×

k
Ñ Ùæ×*Ï	Ñ Ù7Ó*Ð Ë�Ö m

t1i ∪
⋃

1≤j≤k

τ i
j ∈ G,

âþË�Þ±×VÓ*Ë�Þ±Ó
1 ≤ k ≤ |It1i

(δ2)|

� <�ÙÎâ±×*Ë�â±×*ÐoÕ	Ó*Õ®Ï�Ò*ÓVß3×�Ù7ÐoÏ�â�Ë�Þ±×
k = 0

Ý�ï	Ù7×
t1i ∈ G

�
� �zÞ±â±âþË Ò*Ë�ÖCÒmíUÑ Ùëß3×�Ù7ÐoÏñâþË�Þ±×

k − 1
�þÊÌÏ	Ñ Ùëß�Ï	Þ±Ó<ÔlÐo×*Ï®ðzÞ±Ï m

t1i ∪
⋃

1≤j≤k−1

τ i
j ∈ G

? ×
t1i ∪

⋃

1≤j≤k

τ i
j = (t1i ∪

⋃

1≤j≤k−1

τ i
j) ∪ τ i

k

τ i
k

ÙäÞ±Ö±Ï®ÐoÖzÓ*Ï	×�Ò*Ï�ï2Ó*ÐoË�ÖúÙGß�Ï�ï
(t1i ∪

⋃

1≤j≤k−1 τ i
j)
Ý­ï	Ù7×§ÐoÑ�ÙäÞ±Ö±Ï®Ð Ö~Ó*Ï	×�Ò*Ï�ï2Ó*ÐoË�Ö

ÙGß�Ï�ï
t1i
�7ÊÌË�ÍÎÍÎÏ0ï2ÏWÒ*Ë�ÖzÓ�Ó*Ë�ÞCÒ�Ñ Ï�Ò�ÔlÏ	ÞlÛ®ÔlÏ�Ò�Ò*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�Ò¥ÔlÏ

t
ÝGÔ(Ú�Ð Ö~Ó*Ï	×�Ò*Ï�ï2Ó*ÐoË�Ö

Ö±Ë�ÖlíUß3Ð ÔlÏ�Ý�ÑoÏ	Þ±×¿×*Õ	Þ±Ö±ÐoË�ÖäÏ�Ò*ÓcÞ±ÖÎÒ�Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï§ÔlÏ
t
�zÊÌË�ÍÎÍ\Ï9Ð Ñ Ò¥Ù7â±âCÙ7×*Ó*Ð Ï	Ö±Ö±Ï	Ö~Ó

Ó*Ë�ÞCÒÌÔlÏ	ÞlÛëå
G
Ý ÑoÏ	Þ±×c×*Õ	Þ±Ö±Ð Ë�Ö\Ù7â±âCÙ7×*Ó*ÐoÏ	Ö~ÓÌå

G
��Ô(ÚRÙ7â±×*é�ÒWÑUÚ¼�zázâþË�ÓQ�±é�Ò*ÏVÐoÖ±Ð Ó*Ð Ù7ÑoÏ

� À �Q���7<»Ùäâ±×*Ë�â±×*ÐoÕ	Ó*Õ®Ï�Ò*Ó§ÔlË�ÖCï®ßz×�Ù7ÐoÏñåäÑ�Ú�Ë�×�Ôl×*Ï
k
�

� <�ÙÎâ±×*Ë�â±×*ÐoÕ	Ó*Õ®Ï�Ò*Ó§ÔlË�ÖCïñß3×�Ù7ÐoÏ�âþË�Þ±×
k = |It1i

(δ2)|
�

êØË�ÍÎÍÎË�ÖCÒ
U

Ñ Ùë×*Õ	Þ±Ö±Ð Ë�Ö (
t1i ∪

⋃

1≤j≤|I
t1i

(δ2)| τ
i
j

)

�

U
Ù7â±âCÙ7×*Ó*ÐoÏ	Ö~Ó�å

G
Ô(ÚRÙ7â±×*é�Ò[ï2Ï¢ðzÞ±Ð�â±×*Õ�ï2é�ÔlÏ���<�Ï�ÒØÙ7×*à±×*Ï�ÒØÔlÏ

It1i
(δ2)

Ò*Ë�Ö~ÓØÕ	ßzÐoí
ÔlÏ	ÍÎÍÎÏ	ÖzÓ®ÐoÖCï2ÑoÞCÒñÔ±Ù7ÖCÒ

U
��»ØÞCÙ7Ö~ÓæÙ7ÞlÛèÙ7×*à±×*Ï�Ò¢ÔlÏ

δ2
ðzÞ±ÐcÖ±Ïä÷>Ë�ÖzÓ®âCÙ�ÒñâCÙ7×*Ó*ÐoÏYÔlÏ

It1i
(δ2)

ÝGÐ Ñ Ò(Ö�Ú�Ë�Ö~Ó¿Ù7ÞCï2Þ±Ö±ÏÌÐ Ö~Ó*Ï	×�Ò*Ï�ï2Ó*ÐoË�ÖæÙ�ß�Ï�ï
t1i
��ï	Ù7×»ÐoÑ Ò(Ö±ÏÌÒ*Ë�ÖzÓ¥âCÙ�ÒrÔ±Ù7ÖCÒ

It1i
(δ2)

��Ý
Ö±ÐcÙ�ß�Ï�ïëÑoÏ�Ò�Ù7×*à±×*Ï�ÒñÔlÏ

It1i
(δ2)

��ï	Ù7×�ï2Ï	ÞlÛ3í�ï2ÐcÒ*Ë�Ö~ÓñÔlÏ�ÒñÙ7×*à±×*Ï�ÒñÔlÏ
δ2
ÝþÏ	Ó�âCÙ7×�ÔlÕ2ò±í

Ö±ÐoÓ*ÐoË�Ö¹Ô(Ú�Þ±Ö±ÏëÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö����gÕ]Ñ ÒVÖ�Ú�Ë�ÖzÓ[ÔlË�ÖCïæÙ7ÞCï2Þ±Ö±Ï�Ð Ö~Ó*Ï	×�Ò*Ï�ï2Ó*ÐoË�Ö Ù�ß�Ï�ï
U
� ? Ö

ß�Õ	×*ÐtòCÏØÙ7Ñ Ë�×�Òc÷�Ù�ï2ÐoÑoÏ	ÍÎÏ	ÖzÓWð~Þ±Ï
(δ2 \It1i

(δ2))∪{U}
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t
�

δ2
Ï�Ò*Ó�Ò*Ó*×*Ð ï2Ó*Ï	ÍÎÏ	ÖzÓØâ±ÑoÞCÒ<òCÖ±Ïäð~Þ±Ï

(δ2 \ It1i
(δ2)) ∪ {U}

Ò�Ò*Ð
It1i

(δ2)
ï2Ë�ÖzÓ*ÐoÏ	Ö~Ó

â±ÑoÞCÒýÔ(Ú�Þ±Ö Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�� ? ×
δ2

Ï�Ò*ÓYÍ\Ù�Û3Ð Í\Ù7ÑoÏ�ÝcÔlË�ÖCï
It1i

(δ2)
âþË Ò�Ò*é�ÔlÏ¹Ù7Þüâ±ÑoÞCÒÎÞ±Ö
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Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ��½Õ]ÑBÖ±Ïçâ�Ï	Þ±Ó0C	Ó*×*Ïçß3Ð ÔlÏ ï	Ù7×æÑ Ï�Ò¢Ö�4ñÞCÔ±Ò\ÔlÏ
t1i

Ò*Ïç×*Ï	Ó*×*Ë�Þ±ß�Ï	Ö~Óä÷øË�×�ï2Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó
Ô±Ù7ÖCÒ

δ2
� ; Ë�ÖCï

It1i
(δ2)

â�Ë Ò!Ò*é�ÔlÏYÞ±Ö Ï	ÓëÞ±Ö Ò*Ï	Þ±ÑÌÕ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó
τ i �½<�Ï�Ò¢Ö�4ñÞCÔ±ÒäÔlÏ

t1i÷>Ë�ÖzÓ®âCÙ7×*Ó*ÐoÏÎÔlÏ�Ò�Ö�4ñÞCÔ±Ò®ÔlÏ
τ i �l<�Ï�Ò®ÑoÐ Ï	ÖCÒ[ÔlÏ

t1i
Õ	Ó�Ù7Ö~Ó¢Ó*Ë�ÞCÒñÑoÏ�Ò�ÑoÐ Ï	ÖCÒñÔlÏ

t
Ò*ÐoÓ*Þ±Õ�Ò

Ï	Ö~Ó*×*ÏñÔlÏ�ÒÌÖ�4ñÞCÔ±ÒÌÔlÏ
t1i
ÝzÑoÏ�Ò0ÑoÐ Ï	ÖCÒ0ÔlÏ

τ i Õ	Ó�Ù7ÖzÓ9Ó*Ë�ÞCÒÌÑoÏ�ÒWÑoÐoÏ	ÖCÒ0ÔlÏ t
Ò�ÐoÓ*Þ±Õ�Ò0Ï	ÖzÓ*×*Ï[ÔlÏ�Ò

Ö�4ñÞCÔ±Ò�ÔlÏ
τ i Ý­Ï	Ó<Ñ Ï�ÒVÖ�4ñÞCÔ±ÒØÔlÏ

t1i
÷øÙ7Ð Ò!Ù7Ö~Ó<âCÙ7×*Ó*Ð Ï�ÔlÏ�Ò<Ö�4ñÞCÔ±Ò[ÔlÏ

τ i Ý­Ñ Ï�Ò§ÑoÐoÏ	ÖCÒ<ÔlÏ
t1i

÷øË�Ö~Ó<âCÙ7×*Ó*ÐoÏ®ÔlÏ�ÒVÑoÐoÏ	ÖCÒBÔlÏ
τ i � ; Ë�ÖCï m t1i ⊂ τ i �

? Ö Ù¹Í\Ë�Ö~Ó*×*Õ m ∀t1i ∈ δ1,∃!τ
i ∈ δ2|t

1
i ⊂ τ i �0ÊÌÏ	Ñ Ùÿâ±×*Ë�Þ±ß�ÏçðzÞ±Ï m δ1 ≤ δ2

�
ÊÌË�ÍÎÍÎÏ

δ1
Ï�Ò*ÓVÍYÙ�Û3ÐoÍYÙ7ÑoÏ�Ý

δ1 = δ2
�

Ç ` vÊv ` Â�r

2 #�% � ö�#�%3ö 	 2 ��� � G ��	�
 ó 	 ª 	 ö0ö�#�%3öe)A#�%'!�� 	 t1, t2
��	 G ö 	 �Z&'% 	 t1 ∪ t2

	 ó�ö
% 
 ô � + �Q	 ª # 
 ô¼�
� �P 

t1 ∪ t2
ô � / 	 öe% 
�	*��� )�#�/6!$#�ó2õ ö�õ�# 
 /äô � õ(/äô�� 	 % 
 õ(&'% 	ó!ó2õ

� �W 
t1 ∪ t2 ∈ G

�
v � /�# 
 ó�ö � ô�ö�õ�# 
z� % � 	 /*/ 	 ���

ÊÌË�ÖCÔlÐoÓ*Ð Ë�Ö Ö±Õ�ï2Ï�Ò�Ò�Ù7Ðo×*Ï m � s � ⇒ � À �
�zË�ÐoÓ

t1, t2 ∈ G/t1∪ t2
Ï�Ò*Ó0Þ±ÖYÙ7×*à±×*Ï��±ÊÌË�ÍÎÍ\Ï

G
Ï�Ò*ÓWÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Ý

t1∪ t2
Ù�ÔlÍÎÏ	ÓÌÞ±Ö±Ï

ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö
δ1

Ô±Ù7ÖCÒ
G

ÔlË�Ö~Ó
t1

÷�Ù7ÐoÓ�âCÙ7×*Ó*ÐoÏ�Ý�Ï	Ó®Þ±Ö±ÏÎÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*Ð Ë�Ö
δ2

Ô±Ù7ÖCÒ
G

ÔlË�Ö~Ó
t2

÷øÙ7Ð ÓæâCÙ7×*Ó*Ð Ï��ÌÊÌË�ÍÎÍÎÏ
t1 ∪ t2

Ù�ÔlÍ\Ï	ÓäÞ±Ö±Ï¹ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÑoÏ
Þ±Ö±Ð ðzÞ±Ï

δ
Ý
δ1

Ï	Ó
δ2

Ò*Ë�Ö~Ó§â±Ñ ÞCÒ9òCÖ±Ï�Ò§ð~Þ±Ï
δ
�þÊÌÏ	Ñ ÙëÐ ÍÎâ±ÑoÐ ðzÞ±Ï m

∃(t′1, t
′
2) ∈ δ2|t1 ⊂ t′1, t2 ⊂ t′2

ÊÌË�ÍÎÍÎÏ
t′1

Ï	Ó
t′2

÷øË�Ö~Ó9âCÙ7×*Ó*ÐoÏØÔlÏ
δ
Ý3ÐoÑ Ò0Ò�Ë�Ö~ÓBÒ*Ë�ÐoÓWÔlÐ Ò��mË�ÐoÖzÓ�Ò	Ý~Ò*Ë�Ð Ó0Ð ÔlÏ	Ö~Ó*Ð ð~Þ±Ï�Ò��$Õ�Ñ Ò

Ö±Ï®âþÏ	Þ±ß�Ï	Ö~ÓæC	Ó*×*Ï�ÔlÐ Ò(�*Ë�ÐoÖ~Ó�ÒVï	Ù7×
t1

Ï	Ó
t2

Ë�Ö~ÓØÞ±Ö±Ï�ÐoÖzÓ*Ï	×�Ò*Ï�ï2Ó*ÐoË�Ö Ö±Ë�ÖlíUß3Ð ÔlÏD��ï	Ù7×§Ñ Ï	Þ±×
Þ±Ö±ÐoË�ÖýÏ�Ò*ÓWÞ±ÖçÙ7×*à±×*Ï��rÏ	ÓBÒ*Ë�ÖzÓÌ×*Ï�Ò*âþÏ�ï2Ó*Ðoß�Ï	ÍÎÏ	ÖzÓÌÐ ÖCï2ÑoÞCÒWÔ±Ù7ÖCÒ

t′1
Ï	Ó

t′2
� ; Ë�ÖCï

t′1
Ï	Ó

t′2Ò*Ë�Ö~ÓØÐ ÔlÏ	Ö~Ó*Ð ð~Þ±Ï�Ò	Ý±Ï	Ó m t1 ⊂ t′1, t2 ⊂ t′1 ⇒ t1 ∪ t2 ⊂ t′1
� ? ×

t′1
Ï�Ò*ÓVÞ±Ö¹Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~ÓØÔlÏ

δ
ÝþÔlË�ÖCïñÞ±ÖÿÒ*Ë�ÞCÒ*íUÏ	ÖCÒ*Ï	Í¢à±Ñ Ï®ÔlÏ

t1 ∪ t2
� ; Ë�ÖCï

t′1 = t1 ∪ t2
��ÊÌË�ÍÎÍÎÏ

t′1 ∈ G
ÝCË�Ö¹Ù

òCÖCÙ7ÑoÏ	ÍÎÏ	ÖzÓ m t1 ∪ t2 ∈ G
�

ÊÌË�ÖCÔlÐoÓ*Ð Ë�ÖúÒ*Þlî\Ò�Ù7Ö~Ó*Ï m � À � ⇒ � s �
�zÐ:� À �0Ï�Ò*Ó9ß�Õ	×*ÐtòCÕ	Ï�Ý±Ù7ÑoË�×�Ò

t1 ∪ t2 ∈ G
Ï	ÓVÔlË�ÖCï

t1 ∪ t2
Ù�ÔlÍÎÏ	Ó

〈t1 ∪ t2〉
ï2Ë�ÍÎÍ\Ï

ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�ÖÎÔ±Ù7ÖCÒ
G
�$��Ë�Þ±Ó*Ï�Ò9Ò*Ï�Ò0Ù7Þ±Ó*×*Ï�Ò9ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâ�Ë Ò�ÐoÓ*ÐoË�ÖCÒ¿Õ	Ó�Ù7Ö~Ó9â±ÑoÞCÒ¿òCÖ±Ï�ÒÌð~Þ±Ï

〈t1 ∪ t2〉
Ý
〈t1 ∪ t2〉

Ï�Ò*ÓVÑ ÙäÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâ�Ë Ò�ÐoÓ*ÐoË�ÖýÍ\Ù�Û3Ð Í\Ù7ÑoÏ[Þ±Ö±Ð ð~Þ±Ï®ÔlÏ
t1 ∪ t2

�

çcÖèï2Ë�Í¢à±Ð ÖCÙ7Ö~Ó<Ñ Ï�ÒVÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏ�Ò À Ï	Ó 9 Ý�Ë�ÖÿÙ\ÔlË�ÖCï�Ñ ÙÎï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*Ð Ë�ÖúÖ±Õ�ï2Ï�Ò�Ò�Ù7Ðo×*Ï�Ï	Ó
Ò*Þlî\Ò�Ù7ÖzÓ*Ï¢Ò*Þ±Ðoß7Ù7Ö~Ó*ÏñâþË�Þ±×§ï	Ù7×�Ù�ï2Ó*Õ	×*Ð Ò*Ï	×<ÑoÏ�ÒBã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�ÒVÔlÏ	ÖCÒ�Ï�ÒVâ�Ë�Ñ ázÖ±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÏ�Ò m
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 ó 	 G ª # 
 ô¹�
� �P 
G 	 ó�ö�!t#��ä� 
 #=/æõøô�� 	ó!ó2õ

� �W 
∀t1, t2 ∈ G/t1 ∪ t2

	 ó2öe% 
 ô � + �Q	 ª t1 ∪ t2 ∈ G
�
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ì¥Ë�Þ±×·Þ±Ö±Ï ÷øÙ7Í\ÐoÑoÑoÏ â±Ñ ÞCÒÿ×*Ï�Ò�Ó*×*Ï	ÐoÖ~Ó*Ï ÔlÏ ìT�����æÝñÑ Ï�Ò ì¶����� /äô � õ(/ëô�� 	 / 	�
 ö
��	�
 ó 	 ó�Ý<Ë�Ö â�Ï	Þ±Ó ÔlÏ·â±ÑoÞCÒ ÔlÕ	ÍÎË�ÖzÓ*×*Ï	×úÞ±Ö±Ï ï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*ÐoË�Ö Ò*Þlî\Ò!Ù7Ö~Ó*Ï½Ù�Ô±ÔlÐoÓ*Ð Ë�Ö±Ö±Ï	ÑoÑoÏ
ÔlÏ<âþË�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÐoÓ*Õæ�øß�Ë�Ðo×cÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏ Ô ï2Ðtí�ÔlÏ�Ò�Ò*Ë�ÞCÒ��rð~Þ±ÐCÒ*Ï	×�Ù®Þ±Ó*ÐoÑoÏVâþË�Þ±×0ÑUÚ�Ï2ÛlÓ*×�Ù�ï2Ó*ÐoË�Ö
ÔlÏ�ìT����� â�Ë�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ Ï�ÒÌåëâCÙ7×*Ó*Ðo×§ÔlÏ¢ï2Ë�×*â±ÞCÒW�øß�Ë�Ðo×VÑoÏ�ÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏ*Òëï2Ðtí�ÔlÏ�Ò�Ò*Ë�ÞCÒ����
ý½þ�ý½þ�� 8¼Â�Ã�ÄÅ�D��+*	��²�E}����²����
µ�?���������
� 2 ['\t[ o32 fhk�~Zr ì»Ë�Þ±×ëÓ*Ë�Þ±Ó*ÏçìT�����

G
Ý¿Ë�Ö½Ö±Ë�Ó*Ï	×�Ù

G1
ÑUÚ�Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏ\ÔlÏ�ÒæÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ò

��Ù7×*à±×*Ï�Ò��rÔlÏ
G
ÔlÏVâ±×*Ë7÷øË�ÖCÔlÏ	Þ±× s ��ÔlË�ÖCïV×*Õ�ÔlÞ±Ð Ó�Ò0åñÞ±ÖäÖ�4ñÞCÔL��Ý~Ï	Ó

Ω1(G)
ÑUÚ�Ï	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏ

ÔlÏ�ÒWÒ*Ë�ÞCÒ*í�Ù7×*à±×*Ï�ÒWÔlÏ§â±×*Ë7÷øË�ÖCÔlÏ	Þ±× s ÔlÏ�ÒWÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�ÒWÔlÏ
G
�øÐ���Ï���ÑUÚ�Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏVÔlÏ�Ò0Ö�4ñÞCÔ±Ò

ÔlÏ
G
Ý­ï2Ë�ÖCÒ*Ð ÔlÕ	×*Õ�Ò§ï2Ë�Í\ÍÎÏñÔlÏ�Ò§Ò*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�Ò����

F }&G f o [ o32 f pA~Zr �»Ë�Þ±Ó*Ï¢ìT�����
G

ß�Õ	×*Ðtò­Ù7ÖzÓ<Ñ Ùäâ±×*Ë�â±×*Ð Õ	Ó*Õ
Ω1(G) = G1

Ò*Ï	×�ÙYÔlÐoÓ*Ï
vx\tË o vÊ\�i ` v ` fL[ b ` fhk ` �

Ç ` vÊv ` Ñ�r

��#=%zö 	 2 ���h��/ëô � õ�/äô�� 	 / 	�
 ö ��	�
 ó 	�	 ó�ö ��	�
 ó 	 �
ý½þ�ý½þ37 Æ³+o���E�1�)	�
����#"$-��Ç��
�-��fÈn����%?���
F }&G f o [ o32 fqp���r
�zË�ÐoÓ

t′
Þ±ÖÅÒ*Ë�ÞCÒ*í�Ù7×*à±×*Ï Ô(Ú�Þ±Ö Ù7×*à±×*Ï

t
� ? Ö Ù7â±â�Ï	ÑoÑ Ï ` Ë V \gfhk o32 f ÔlÏ

t′Ô±Ù7ÖCÒ
t
ÑUÚ�Ï	ÖCÒ�Ï	Í¢à±ÑoÏ ÔlÏ�ÒÎï2Ë�Þ±â±Ñ Ï�Ò

(np, i)
Ó*Ï	Ñ Òëð~Þ±Ï m ∃(np, i, nf) ∈ L(t)

Ï	Ó
6 ∃ (np, i, nf) ∈ L(t′)

� ? ÖèÙ7â±â�Ï	Ñ ÑoÏ�èëÏ2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�Ö ï	Ù7Ö±Ë�Ö±Ð ðzÞ±Ï0éúÔlÏ
t′
Ô±Ù7ÖCÒ

tÑUÚ�Ï2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�ÖèÔlÏ
t′

Ô±Ù7ÖCÒ
t
ÑoË�×�Ò�ðzÞ±ÏæÑ Ï�ÒØÐ ÖCÔlÐ ï2Ï�ÒØÔlÏ

t
Ò*Ë�Ö~ÓñïA�±Ë�Ð Ò*Ð Ò[âþË�Þ±×�ðzÞ±Ï

t′
Ù7ÐoÓ¢Ò�Ù¹÷øË�×*ÍÎÏYï	Ù7Ö±Ë�Ö±Ð ðzÞ±Ï�� ? ÖºâCÙ�Ò!Ò*ÏýÔ(Ú�Þ±Ö±ÏçÏ2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�Ö ÔlÏ

t′
å Ò*Ë�Ö Ï2Ûzí

âCÙ7ÖCÒ*ÐoË�Ö·ï	Ù7Ö±Ë�Ö±Ð ðzÞ±ÏäÏ	Ö½Ù7â±â±ÑoÐ ðzÞCÙ7Ö~ÓñÙ7ÞlÛèÖ�4ñÞCÔ±Ò®ÔlÏÎÑUÚ�Ï2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�Ö Ñ ÙýÍ]C	ÍÎÏ
Ó*×�Ù7ÖCÒm÷øË�×*Í\Ù7Ó*ÐoË�Ö¹ðzÞ±Ï�ï2Ï	ÑoÑoÏ®ðzÞ±Ð�âþÏ	×*ÍÎÏ	Ó<ÔlÏ¢âCÙ�Ò�Ò*Ï	×<ÔlÏ¢Ñ Ùë×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó�Ù7Ó*Ð Ë�Ö ÔlÏ
t′
åäÒ�Ùë×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�Öÿï	Ù7Ö±Ë�Ö±Ð ð~Þ±Ï��
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� 	 /äô � &�% 	 Ôt� Õ�ÖzÓ*Þ±ÐoÓ*Ðoß�Ï	ÍÎÏ	ÖzÓ	Ý¿ÑUÚ�Ï2Û3âCÙ7ÖCÒ�ÐoË�Ö Ô(Ú�Þ±Ö Ò*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï
t′

ÔlÏ
t
×*Ï	â±×*Õ�Ò�Ï	Ö~Ó*Ï

ÑUÚ�Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏñÔlÏ�ÒVÑoÐoÏ	ÖCÒVÔlÏ
t
èëÙ�ï	ï2×*Ëlï��±Õ�Òæéýå\ÔlÏ�ÒB÷>Ï	Þ±Ð ÑoÑoÏ�Ò9ÔlÏ

t′
�

ç¿ÛlÏ	ÍÎâ±ÑoÏ m <cÚ�Ï2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�Öÿï	Ù7Ö±Ë�Ö±Ð ð~Þ±Ï®ÔlÏ

(S → NP VP, x1)

(NP → Art N, x2)
1

(Art→ la, x3)
1

Ô±Ù7ÖCÒ

(S → NP VP, x1)

(NP → Art N, x2)
1

(Art→ la, x3)
1

(N → fleur, x4)
2

(VP → V N, x5)
2

(V → crie, x6)
1

(N → vengeance, x7)
2

Ï�Ò*Ó
{((NP → Art N, 2), 2) ; ((S → NP VP, 1), 2)}

�

ý½þ�ý½þ(ÿ É¼
����?	�
�	�
�����-�ÊË������
��Ì���@�#
�}�(*��
��D	���}�	�
��
��� }�2�Y)� v ` ��r
2 #�% � ö�#�%zö 	 2 ���h� G /äô � õ(/äô�� 	 / 	�
 ö ��	�
 ó 	 ª # 
 ô¼�
��õ
� �P  � � 	�� !3ô 
 ó2õ(# 
 ��	 ö�#�%3ö � � � / 	�
 ö ��	 G1

	 ó�öe)A# 
 ó�öUô 
 ö 	 ó,% � G \ G1ô���# � ó� �W 
∀t1, t2 ∈ G/t1 ∪ t2

	 ó�öB% 
 ô � + �Q	 ª t1 ∪ t2 ∈ G
�

v � /�# 
 ó�ö � ô�ö�õ�# 
 � �zË�ÐoÏ	Ö~Ó t1, t2 ∈ G/t1 ∪ t2
Ï�Ò�ÓÌÞ±ÖçÙ7×*à±×*Ï��±ê<Ë�Ó*Ë�ÖCÒ m I = t1 ∩ t2

Ï	Ó
t = t1 ∪ t2

�

»ØÞ±ÐoÓ*Ó*ÏëåÎÐoÖzß�Ï	×�Ò*Ï	×[ÑoÏ�Ò<Ð ÖCÔlÐ ï2Ï�Ò	Ý­Ë�Öèï2Ë�ÖCÒ*Ð Ôlé	×*Ïæð~Þ±ÏæÑ Ù\×�Ù�ï2ÐoÖ±ÏæÔlÏ
t
Ï�Ò*Ó[Ñ ÙÎ×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï

ÔlÏ
t1
Ý±Ï	ÓØð~Þ±ÏñÑ Ùë×�Ù�ï2Ð Ö±Ï®ÔlÏ

I
Ï�Ò*ÓVÑ Ùæ×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï®ÔlÏ

t2
�

ÊÌË�ÍÎÍÎÏäÑ Ï�ÒñÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�Ò�ÔlÏ\â±×*Ë7÷>Ë�ÖCÔlÏ	Þ±× s ÔlÏ
I
Ò*Ë�ÖzÓ�Ô±Ù7ÖCÒ

t2 ∈ G
Ý�Ð Ñ Ò�Ò*Ë�Ö~Ó

Ô±Ù7ÖCÒ
Ω1(G)

��ÊÌË�ÍÎÍ\Ï
G
Ï�Ò*ÓBÍ\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÑoÏ	ÍÎÏ	ÖzÓWÔlÏ	ÖCÒ*Ï�ÝlÐoÑ Ò9Ò*Ë�ÖzÓBÔ±Ù7ÖCÒ

G1
�lìrÙ7×5�~á3âþË7í

ÓQ�±é�Ò*Ï�ÝCÐoÑ ÒÌË�ÖzÓ<ÔlË�ÖCïñÞ±Ö±Ï®Ï2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�Öúï2Ë�ÖCÒ�Ó�Ù7Ö~Ó*Ï¢Ô±Ù7ÖCÒ§Ó*Ë�Þ±Ó<Ù7×*à±×*Ï�ÔlÏ
G \ G1

�

s'Óaï
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p�ÍPÎ Å \�k �
t1, t2 ∈ G \ G1? Öæï2Ë�ÖCÒ*Ð Ôlé	×*Ï i dÖ` Ë V \gfZk o32 f b `

I = t1∩t2
b \gfZk

t2
� « Ë�Ö~Ó*×*Ë�ÖCÒrâCÙ7×»ÑUÚRÙ7àCÒ�Þ±×�ÔlÏ

ð~Þ�Ú�Ï	Ñ ÑoÏ�Ï�Ò*ÓVßzÐ ÔlÏ��
�zÞ±â±âþË Ò*Ë�ÖCÒ§ÔlË�ÖCï®ðzÞ�Ú�Ï	ÑoÑoÏ�Ö�Ú�Ï�Ò*Ó<âCÙ�Ò§ß3Ð ÔlÏ��­ÊÌÏ	Ñ ÙëÐoÍÎâ±ÑoÐ ð~Þ±Ï�ð~Þ�Ú�Ð ÑþÏ2ÛlÐ Ò*Ó*ÏñÞ±Ö¹ÑoÐoÏ	Ö

(np, i, nf)
Ô±Ù7ÖCÒ

t2
Ý7Ó*Ï	ÑCð~Þ�ÚRÙ7ÞCï2Þ±ÖäÑoÐ Ï	Ö

(np, i, .)
Ö�Ú�Ï�Ò*Ócâ±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ0Ô±Ù7ÖCÒ

I
� ? ×

({np}, ∅)Ï�Ò*Ó�Þ±Ö Ò�Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*ÏäÔlÏæâ±×*Ë7÷øË�ÖCÔlÏ	Þ±× s ÔlÏ
I
Ý�ÔlË�ÖCïëÙ�ÔlÍÎÏ	Ó[âCÙ7×Æ�~á3â�Ë�ÓQ�±é�Ò*ÏæÞ±Ö±ÏëÏ2Ûzí

âCÙ7ÖCÒ*ÐoË�Öçï	Ù7Ö±Ë�Ö±Ð ðzÞ±Ï[ï2Ë�ÖCÒ*Ó�Ù7ÖzÓ*Ï®Ô±Ù7ÖCÒ9Ó*Ë�Þ±Ó9Ù7×*à±×*ÏñÔlÏ
G \ G1

Ý3ÔlË�ÖCï[ï2Ë�ÖCÒ*Ó�Ù7Ö~Ó*Ï®Ô±Ù7ÖCÒ
t1

Ï	Ó
t2
�(ÊÌË�ÍÎÍÎÏ

(np, i)
Ï�Ò�Ó<Ô±Ù7ÖCÒ<Ñ�Ú�Ï2Û3âCÙ7ÖCÒ*Ð Ë�ÖúÔ±Ù7ÖCÒ

t2
ÔlÏ

({np}, ∅)
ÝþÐoÑ�Ï�Ò*ÓØÔ±Ù7ÖCÒ

ÑUÚ�Ï2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�Ö Ô±Ù7ÖCÒ
t1

ÔlÏ
({np}, ∅)

� ; Ë�ÖCïñÐoÑ(Ï2ÛlÐ Ò*Ó*ÏñÔ±Ù7ÖCÒ
t1

Þ±Ö Ñ ÐoÏ	Ö
(np, i, nf ′)

���zÐ
nf

Ï	Ó
nf ′ Õ	Ó�Ù7ÐoÏ	ÖzÓÌÔlÐÖ>(Õ	×*Ï	Ö~Ó�Ò�Ý~ÑoÏ�ÒWÑoÐoÏ	ÖCÒ (np, i, nf)

Ï	Ó
(np, i, nf ′)

ÔlÏ
t1∪ t2

Ò*Ï	×�Ù7ÐoÏ	ÖzÓ
ÔlÐ Ò*Ó*ÐoÖCï2Ó�Ò�Ý�Ï	ÓcÑ ÙØ×*Õ	Þ±Ö±ÐoË�ÖäÖ±ÏVÒ*Ï	×�Ù7ÐoÓ¿âCÙ�Ò¿Þ±ÖÎÙ7×*à±×*Ï§Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�� ? ×rË�ÖÎÒ�Ï9â±Ñ Ù�ï2ÏBÔ±Ù7ÖCÒ
ÑoÏëï	Ù�Ò�Ë�� Ñ Ù\×*Õ	Þ±Ö±ÐoË�ÖèÏ�Ò*Ó[Þ±Ö·Ù7×*à±×*ÏÎÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ð~Þ±Ï�� ; Ë�ÖCï

nf ′ = nf
� « Ù7Ð Ò�Ù7ÑoË�×�Ò�Ý�ÑoÏ

ÑoÐoÏ	Ö
(np, i, nf)

Ù7â±âCÙ7×�Ù7Ð Ò�Ò�Ù7Ö~Ó§Ô±Ù7ÖCÒ
t1

Ï	Ó
t2
Ý±ÐoÑ�Ù7â±âCÙ7×�Ùa� Ó§Ô±Ù7ÖCÒ

I = t1 ∩ t2
ÝCï2Ï®ðzÞ±Ð

Ö±ÐoÏñÑ ÙäÔlÏ	ÞlÛlÐoé	ÍÎÏ�â��±×�Ù�Ò*Ï�ÔlÏ®ï2Ï�âCÙ7×�Ù7ã�×�Ù7â��±Ï�� ; Ë�ÖCïñÑUÚ�Ï2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�Ö ÔlÏ
I
Ô±Ù7ÖCÒ

t2
Ï�Ò�Ó

ßzÐ ÔlÏ��
? Ö ß3ÐoÏ	ÖzÓ�ÔlÏ\ÔlÕ	ÍÎË�ÖzÓ*×*Ï	×¢ðzÞ�ÚRÙ7ÞCï2Þ±Ö½Ö�4ñÞCÔ½ÔlÏ

t2 \ I
Ö�ÚRÙ7â±âCÙ7×�Ùa� Óæï2Ë�ÍÎÍÎÏëòCÑ Ò

Ô(Ú�Þ±Ö Ö�4ñÞCÔ ÔlÏ
I
� ; Ïçâ±ÑoÞCÒ	ÝrË�Ö Ùÿò±Û3Õ

t2
ÔlÏ Ò*Ë�×*Ó*Ï ðzÞ�Ú�ÐoÑ9Ù7Ð Ó¢Í]C	Í\ÏY×�Ù�ï2ÐoÖ±ÏçðzÞ±Ï

I
� ; Ë�ÖCï·Ù7ÞCï2Þ±Ö Ö�4ñÞCÔ ÔlÏ

t2 \ I
Ö�ÚRÙ7â±âCÙ7×�Ùa� Óúï2Ë�ÍÎÍÎÏ â�é	×*Ï·Ô(Ú�Þ±Ö Ö�4ñÞCÔ ÔlÏ

I
�

; Ë�ÖCï Ù7ÞCï2Þ±Ö Ö�4ñÞCÔ ÔlÏ
t2 \ I

Ö�Ú�Ï�Ò*ÓäÑoÐoÕçå Þ±Ö Ö�4ñÞCÔ ÔlÏ
I
� ? ×

t2
ÔlË�ÐoÓ�C	Ó*×*Ï Þ±Ö

Ï	ÖCÒ*Ï	Íæà±ÑoÏúï2Ë�Ö±Ö±Ï2Û3ÏÿÔlÏúÖ�4ñÞCÔ±ÒÎÏ	Ó
I ⊂ t2

�B�zÐ
N(t2 \ I)

Õ	Ó�Ù7ÐoÓäÖ±Ë�ÖlíUßzÐ ÔlÏ�Ý
t2

Ö±Ï
Ò*Ï	×�Ù7ÐoÓØâ±ÑoÞCÒ<ï2Ë�Ö±Ö±Ï2ÛlÏæï	Ù7×[ÐoÑ�Ö�Ú�áúÙ7Þ±×�Ù7Ð ÓØâCÙ�Ò[ÔlÏ¢ïA�±Ï	ÍÎÐoÖ¹Ï	ÖzÓ*×*Ï¢Þ±Ö Ö�4ñÞCÔ ÔlÏ

t2 \ IÏ	ÓñÞ±Ö·Ö�4ñÞCÔ·ÔlÏ
I
� ; Ë�ÖCï

N(t2 \ I)
Ï�Ò*Óñß3Ð ÔlÏ��l�zÐ

L(t2 \ I)
Õ	Ó�Ù7Ð Ó[Ö±Ë�ÖlíUß3Ð ÔlÏ�Ý�ï2Ï	Ñ Ù

ß�Ë�ÞCÔl×�Ù7ÐoÓ§ÔlÐo×*ÏñðzÞ�Ú�ÐoÑ�Ï2ÛlÐ Ò*Ó*Ï[Þ±Ö ÑoÐoÏ	Ö�Ý3Ô±Ù7ÖCÒ
t2
Ý±ðzÞ±Ð(Ö�Ú�Ï2Û3Ð Ò�Ó*Ï[âCÙ�ÒVÔ±Ù7ÖCÒ

t1 ∩ t2
ÝlÔlË�ÖCï

âCÙ�ÒØÔ±Ù7ÖCÒ
t1
Ý­Í\Ù7Ð Ò<ð~Þ±ÐrÒ*Ï®Ó*×*Ë�Þ±ß�ÏæÏ	Ö~Ó*×*ÏäÔlÏ	ÞlÛúÖ�4ñÞCÔ±ÒØÔlÏ

t1 ∩ t2
��Ô(ÚRÙ7â±×*é�Ò�ï2Ï¢ðzÞ±Ð

â±×*Õ�ï2é�ÔlÏ mN(t2 \ I) = ∅
��Ý­ÔlË�ÖCïñÏ	ÖzÓ*×*Ï¢ÔlÏ	ÞlÛçÖ�4ñÞCÔ±Ò<ÔlÏ

t1
� ? ÖúÙ7Þ±×�Ù7Ð Ó<ÔlË�ÖCï®ÔlÏ	ÞlÛ

Ö�4ñÞCÔ±Ò	Ý±ð~Þ±Ð(Ù7â±âCÙ7×*Ó*ÐoÏ	ÖCÔl×�Ù7ÐoÏ	ÖzÓVÓ*Ë�ÞCÒBÔlÏ	ÞlÛýå
t1

Ï	Ó9å
t2
ÝzÏ	Ó9Ó*Ï	Ñ ÒBð~Þ±Ï[ÑoÏ[ï��±Ï	ÍÎÐoÖçðzÞ±Ð

ÑoÏ�Òñ×*Ï	ÑoÐ Ï	×�Ù7ÐoÏ	Ö~Ó®Ò*Ï	×�Ù7Ð Ó®ÔlÐÖ>þÕ	×*Ï	ÖzÓ�Ô±Ù7ÖCÒ
t1

Ï	Ó�Ô±Ù7ÖCÒ
t2
��Ô±Ù7ÖCÒ

t2
Ý�ÐoÑ ÒñÒ�Ï	×�Ù7ÐoÏ	Ö~Ó®×*Ï	Ñ ÐoÕ�Ò

âCÙ7×<Þ±ÖúÑ ÐoÏ	ÖúÔlÏ
L(t2 \ I)

Ý­Ï	ÓØÔ±Ù7ÖCÒ
t1

âCÙ7×[Ù7Þ±Ó*×*Ï¢ïA�±Ë Ò*Ï�Ý�ï	Ù7×
t1

Ï�Ò*ÓØï2Ë�Ö±Ö±Ï2Û3Ï���� ? Ö
Ù7Þ±×�Ù7ÐoÓWÔlË�ÖCïØÔlÏ	ÞlÛäïA�±Ï	ÍÎÐoÖCÒ0ÔlÐ Ò*Ó*ÐoÖCï2Ó�ÒcðzÞ±Ð±ÑoÏ�Òc×*Ï	ÑoÐoÏ	×�Ù7Ð Ó¿Ô±Ù7ÖCÒ

t1∪ t2
Ý ï2ÏØð~Þ±ÐCÖ±Ð Ï	×�Ù7ÐoÓ

Ñ ÙäðzÞCÙ7ÑoÐoÓ*ÕñÔ(ÚRÙ7×*à±×*Ï�ÔlÏ
t1 ∪ t2

�
? Ö ß3ÐoÏ	Ö~ÓBòCÖCÙ7Ñ Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó<ÔlÏ®ÔlÕ	Í\Ë�Ö~Ó*×*Ï	×ØðzÞ±Ï

t2 \ I
Ï�Ò*ÓVß3Ð ÔlÏ�ÝCÔ(Ú�Ë�� m

t2 \ (t1 ∩ t2) = ∅ ⇒ t2 = t1 ∩ t2 ⇒ t1 = t1 ∪ t2

Â�ÏnÐ Í Å \�k �
t1 ∈ G1, t2 ∈ G \ G1? ÖäâþÏ	Þ±ÓcÙ7ÑoË�×�Ò¿Õ�ï2×*Ðo×*Ï m t1 = ({(g, x)}, ∅)

�­ÊÌË�ÍÎÍÎÏ
t1∪t2

Ï�Ò*Ó¿Þ±ÖÎÙ7×*à±×*Ï�Ý
(g, x)áÿÏ�Ò�Ó[Ñ ÐoÕæÙ7ÞlÛ·Ù7Þ±Ó*×*Ï�ÒñÖ�4ñÞCÔ±ÒS��ð~Þ±Ð0Ò*Ë�ÖzÓñÞ±Ö·Ë�Þ·â±ÑoÞCÒñï	Ù7×

t2 ∈ G \ G1
��� ? ×

L(t1)Ï�Ò*Ó9ßzÐ ÔlÏ�Ý3ÔlË�ÖCï[ÑoÏ�ÒWÑ ÐoÏ	ÖCÒWï2Ë�ÖCï2Ï	×*ÖCÙ7ÖzÓ
(g, x)

Ò�Ë�Ö~ÓVÔ±Ù7ÖCÒ
L(t2)

Ý±ï2Ï[ðzÞ±ÐþÒ�Þ±â±â�Ë Ò*Ï[ð~Þ±Ï
(g, x) ∈ N(t2)

� ; Ú�Ë�� m t1 ⊂ t2 ⇒ t1 ∪ t2 = t2
�

Ñ ÏnÐ Í Å \�k �
t1 ∈ G \ G1, t2 ∈ G1<�ÙëÔlÕ	ÍÎË�ÖCÒ�Ó*×�Ù7Ó*ÐoË�Ö ÔlÞúï	Ù�ÒBâ±×*Õ�ï2Õ�ÔlÏ	Ö~Ó<Ù7ÍÎé	Ö±ÏñÔlÏ�Ñ ÙæÍ]C	ÍÎÏØ÷�Ù�ù2Ë�Ö m t2 ⊂ t1 ⇒

t1 ∪ t2 = t1
�

s'Ó�Ó
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~ ÏnÐ Í Å \�k �
t1, t2 ∈ G1

L(t1 ∪ t2) = L(t1) ∪ L(t1) = ∅ ∪ ∅ = ∅
��ì¥Ë�Þ±×¢ðzÞ±Ï

t1 ∪ t2
Ò*Ë�ÐoÓñÞ±Ö Ù7×*à±×*Ï�Ý

ÐoÑr÷øÙ7Þ±Ó®ðzÞ±ÏÎï2ÏÎÒ*Ë�ÐoÓ[Þ±Ö·ã�×�Ù7â��±Ï\ï2Ë�Ö±Ö±Ï2ÛlÏ:8»ï2Ïäã�×�Ù7â��±ÏäÖ�ÚRÙ âCÙ�ÒñÔ(ÚRÙ7×�ï	Ò	Ý¥ÔlË�ÖCïëÐoÑ¿Ö±Ï
â�Ï	Þ±ÓVðzÞ�Ú¼C	Ó*×*Ï�×*Õ�ÔlÞ±ÐoÓVå¢Þ±Ö Ò*Ë�Í\ÍÎÏ	Ó	ÝzÔ(Ú�Ë�� m N(t1 ∪ t2) = N(t1) = N(t2)

� ; Ë�ÖCï m
t1 = t2

�

� f Å&2 f Å i X k o32 f � ? ÖýÙ�â±×*Ë�Þ±ß�ÕØÞ±ÖýÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏØÞ±ÖYâþÏ	Þ\â±ÑoÞCÒ0÷>Ë�×*ÓÌÏ	ÖY×*Õ�Ù7Ñ ÐoÓ*Õ<ðzÞ±Ï
ÑoÏñÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏ Ó m��� }�2�Y)� v ` Á r
2 #�% � ö�#�%3ö 	 2 ���h� G /äô � õ�/äô�� 	 / 	�
 ö ��	�
 ó 	 ª # 
 ô��
��õ
� �P  � � 	A� !3ô 
 ó2õ(# 
ì��	 ö�#�%3ö � � � / 	�
 ö ��	 G1

	 ó�öã)�# 
 ó2öUô 
 ö 	 ó,% � G \ G1ô��Ö# � ó� �W 
∀t1, t2 ∈ G/t1 ∪ t2

	 ó2öe% 
 ô � + �Q	 ª t1 ⊂ t2
` [ Ñ 2�X

t2 ⊂ t1
�

ÊÌË�ÍÎÍÎÏYÓ*Ë�Þ±Ó*Ï ìT����� Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÑoÏ	ÍÎÏ	ÖzÓ�ÔlÏ	ÖCÒ*ÏçÏ�Ò*ÓëÔlÏ	ÖCÒ*Ï �øÑoÏ	ÍÎÍÎÏ 9 ��ÝrÔ(ÚRÙ7â±×*é�Ò
ÑoÏ�ÒäÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏ�Ò À Ï	Ó 9 ÝWÑ Ù ï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*ÐoË�Öê� À �ëÔlÞ ÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏ Ó Ï�Ò*ÓÎÕ�ðzÞ±Ðoß7Ù7ÑoÏ	Ö~Ó*Ï¹å Ñ Ù
â�Ë�Ñ ázÖ±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÐoÓ*ÕØÔlÏ

G
Ï	ÓVË�Ö¹ÙäÔlË�ÖCï m

��� }�2�Y)� v ` �Lr
2 #�% � ö�#�%zö 	 2 ���h� G /äô � õ(/äô�� 	 / 	�
 ö ��	�
 ó 	 ª # 
 ô¼�
��õ
� �P  � � 	�� !3ô 
 ó2õ(# 
 ��	 ö�#�%3ö � � � / 	�
 ö ��	 G1

	 ó�öe)A# 
 ó�öUô 
 ö 	 ó,% � G \ G1ô���# � ó� �W 
G 	 ó2öl!$#��ä� 
 #�/ëõøô�� 	 �

� 	 /äô � &�% 	 Ò � <�Ùäï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*ÐoË�Öz� s �0ÔlÏ�ÒVÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏ�Ò Ó Ï	Ó Ô Ö�Ú�Ï�Ò*ÓBà±ÐoÏ	Ö ð~Þ�Ú�Þ±Ö±Ï®ï2Ë�ÖCÔlÐoí
Ó*ÐoË�ÖÿÒ�Þlî\Ò�Ù7Ö~Ó*Ïëï	Ù7×<ÐoÑ»Ï2Û3Ð Ò�Ó*Ï�ÔlÏ�ÒØì¶����� âþË�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÏ�ÒVðzÞ±Ð�Ö±Ïæß�Õ	×*ÐtòCÏ	Ö~Ó[âCÙ�ÒW� s ���
ì¥Ù7×ØÏ2Û3Ï	Í\â±ÑoÏ�ÝlÑ ÙëìT�����

G =







S

a
,

S

S S

,

S

S S

a

,

S

S

a

S ,

S

S

a

S

a







Ï�Ò*Óñà±ÐoÏ	ÖèâþË�ÑoázÖ±Ë�Í\Ð Ù7ÑoÏS�øË�Ö·âþÏ	Þ±ÓñâCÙ7×ñÏ2ÛlÏ	ÍÎâ±ÑoÏæß�Õ	×*ÐtòCÏ	×®ð~Þ±ÏäÑ ÙYï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*Ð Ë�ÖÍ� À �<ÔlÞ
ÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏ 9 Ï�Ò*Ó¿ß�Õ	×*ÐtòCÕ	Ï���Í\Ù7Ð Ò¥Ï	ÑoÑoÏWÖ±ÏBß�Õ	×*ÐtòCÏBâCÙ�ÒrÑ Ù[ï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*ÐoË�Ö
� s ��ÔlÞëÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏ Ô
ï	Ù7×§ÑUÚRÙ7×*à±×*Ï S

S S

Ö�Ú�Ï�Ò*ÓVâCÙ�Ò§Ô(Ú�Ï2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�Ö¹ï2Ë�ÖCÒ�Ó�Ù7Ö~Ó*Ï�Ô±Ù7ÖCÒ
G \ G1

�

s'Ó�í
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Ò�Ù7Ðo×*Ï	ÍÎÏ	ÖzÓ<Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7Ñ Ï	ÍÎÏ	Ö~ÓVÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Ò	Ý�Ñ ÙÎâþË�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÐ Ó*Õ[ÔlÏ¢Ñ Ùäã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ð ×*Ï®Ð Ò�Ò*Þ±Ï¢ÔlÏ
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ÔlÏ	ÖCÒ*Ï�Ý­Ò�ÙëâþË�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÐ Ó*Õ<Ï�Ò*ÓVã Ù7×�Ù7ÖzÓ*ÐoÏ®âCÙ7×§ÑoÏ�ÓQ�±Õ	Ë�×*é	ÍÎÏ ï �
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Ö±Ë�Ö Ó*Ï	×*Í\ÐoÖCÙ7ÑoÏ�Ò�8
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Ñ Ù ;@? ì¿íUâCÒ*Ï	ÞCÔlË7íUâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑ ÐoÓ*ÕYÔlÏ\ïA�CÙ�ï2Þ±ÖºÔlÏ�Ò®Ù7×*à±×*Ï�Ò¢Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�Ò�âCÙ7×®Þ±Ö½Ù7Ñ ã�Ë7í
×*ÐoÓQ�±ÍÎÏÎõ 
 ó�õ ��	 4 #�%3ö>ó�õ ��	 Ù7ÞúÍÎÐ Ï	ÞlÛþÝ±ï2Ï®ðzÞ±Ð�Ù7ÑoË�Þ±×�ÔlÐoÓ§ï2Ë�ÖCÒ*Ð ÔlÕ	×�Ù7à±Ñ Ï	ÍÎÏ	Ö~ÓVÑ ÙæÓcÞ�ïA�±Ï��

? ÖÎÔlÕ	ÍÎË�ÖzÓ*×*ÏVâ�Ë�Þ±×¿òCÖ±Ð ×¿ÔlÏ	ÞlÛëÑoÏ	ÍÎÍ\Ï�Ò»Þ±Ó*ÐoÑ Ï�ÒrðzÞ±Ð±âþÏ	×*ÍÎÏ	Ó*Ó*Ï	Ö~Ó0ÔlÏ§ÔlÕ	Ó*Ï	×*ÍÎÐ Ö±Ï	×
×�Ù7â±Ð ÔlÏ	ÍÎÏ	ÖzÓcÑ ÙØÔlÕ�ï2Ë�Í\â�Ë Ò*Ð Ó*ÐoË�Ö�Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7Ñ ÏWÔ(Ú�Þ±ÖÎÙ7×*à±×*ÏVÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï

t
Ô±Ù7ÖCÒ

G\{t}
�

Õ�Ñ(÷�Ù7Þ±ÓVÖ±Ë�Ó*Ï	×§ðzÞ±Ï®ï2Ï	Ñ ÙæÖ�Ú�Ï�Ò*Ó§âþË Ò�Ò*Ðoà±ÑoÏ[ð~Þ�ÚRÙGß�Ï�ïñÑoÏ�ÒBã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï�Ò9Ë�à±Ó*Ï	Ö~Þ±Ï�Ò§âCÙ7×VÑ Ï�Ò
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Ó*Ë�Þ±Ó\Ù7×*à±×*ÏÿÔlÏ
C(G) \ G1

â�Ë Ò!Ò*é�ÔlÏ âCÙ7×\ï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*ÞCï2Ó*ÐoË�Ö Ù7Þ ÍÎË�ÐoÖCÒëÞ±Ö Ò*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï
ÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7Ñ¿Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÑcÔ±Ù7ÖCÒ

G \ {t}
Ý
t
âþË Ò�Ò*é�ÔlÏ

n > 1
Ò�Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï\ÐoÖ±Ð Ó*Ð Ù7ÞlÛ ÔlÐ Ò�Ó*ÐoÖCï2Ó�Ò

t1, . . . , tn
Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÞlÛýÔ±Ù7ÖCÒ

G \ {t}
��ÊÌË�ÖCÒ*Ð ÔlÕ	×*Ë�ÖCÒØÙ7ÑoË�×�ÒØÔlÏ	ÞlÛúÓ*Ï	Ñ Ò<Ò�Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�Ò

t1
Ï	Ó

t2
�

t1
Ï	Ó

t2
Õ	Ó�Ù7Ö~ÓëÓ*Ë�ÞCÒëÔlÏ	ÞlÛºÔlÏ�ÒëÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�ÒæÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7ÞlÛ·ÔlÏ

t
ÝrÐoÑ Ò®âþË Ò�Ò*é�ÔlÏ	ÖzÓæÙ7Þ

ÍÎË�ÐoÖCÒ<Þ±ÖÿÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï¢ÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7Ñ�ï2Ë�Í\Í¢Þ±Ö����zË�ÐoÓ
t0

ÑoÏ	Þ±×<Ò�Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï¢Ð Ö±ÐoÓ*Ð Ù7Ñ�ï2Ë�ÍÎÍæÞ±Ö
/äô � õ(/ëô��µ�»ìrÙ7×�ï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*ÞCï2Ó*Ð Ë�Ö�Ý

t0
Ï�Ò*ÓñÞ±Ö Ò�Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*ÏÎÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7ÑrÒ*Ó*×*Ð ï2Ó®ÔlÏ

t1
Ï	Ó�ÔlÏ

t2��Ò*ÐoÖ±Ë�Ö
t1

Ï	Ó
t2

Ö±Ï¹â�Ë�Þ±×*×�Ù7ÐoÏ	ÖzÓ]C	Ó*×*ÏúÍ\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÞlÛºÏ	ÓÎÔlÐ Ò*Ó*ÐoÖCï2Ó�Ò����e�zÏ�ÒÎÏ2Û3âCÙ7ÖCÒ*Ð Ë�ÖCÒ
Ô±Ù7ÖCÒ

t1
Ï	Ó\Ô±Ù7ÖCÒ

t2
Ò*Ë�Ö~ÓýÔlË�ÖCï Ö±Ë�Ö ß3Ð ÔlÏ�ÒëÏ	ÓÎÖ±ÏúâþÏ	Þ±ß�Ï	Ö~ÓSC	Ó*×*ÏúÐ ÔlÏ	ÖzÓ*Ð ð~Þ±Ï�Ò\ï	Ù7×

Ò*ÐoÖ±Ë�Ö
t0

Ö±Ï�Ò*Ï	×�Ù7ÐoÓ9âCÙ�ÒÌÍYÙ�Û3ÐoÍYÙ7Ñ­âþË�Þ±×
t1

Ï	Ó
t2
�±ÊÌË�ÍÎÍ\Ï

t1
Ï	Ó

t2
Ò*Ë�ÖzÓBÔlÏ�ÒVÙ7×*à±×*Ï�Ò

Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�Ò<ÔlÏ
G
Ý�ÑUÚ�Ï2Û3âCÙ7ÖCÒ�ÐoË�Ö¹ÔlÏ

t0
Ö�Ú�Ï�Ò�Ó<Ù7ÑoË�×�Ò§âCÙ�Ò�)�# 
 ó�öUô 
 ö 	�� ô 
 ó G Ý�ï7Ú�Ï�Ò*Ómíå�í�ÔlÐo×*Ïçð~Þ�Ú�ÐoÑWÏ2Û3Ð Ò�Ó*Ï\Þ±Ö±ÏýÖ�4ñÞCÔºÔlÏ

t0
ð~Þ±ÐÌÖ�ÚRÙ¹âCÙ�ÒæÑ Ù ÍDC	ÍÎÏÎÏ2ÛlâCÙ7ÖCÒ*ÐoË�ÖºÔ±Ù7ÖCÒ

t1Ï	Ó
t2
� � Ö·Ó*Ï	ÑcÖ�4ñÞCÔ·Ï�Ò*Ó�Þ±Ö·Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ®ÔlÏ

G1
�T� s �§Ö�Ú�Ï�Ò�Ó®ÔlË�ÖCïäâCÙ�Ò�ß�Õ	×*ÐtòCÕ	ÏÎï2ÏÎðzÞ±Ð

ï2Ë�ÖCï2ÑoÞ±Ó§Ñ ÙëÔlÕ	ÍÎË�ÖCÒ�Ó*×�Ù7Ó*ÐoË�Ö âCÙ7×§ÑUÚRÙ7àCÒ*Þ±×�ÔlÏ��
? ÖÎâþÏ	Þ±ÓW×*Ï	ÍYÙ7×�ð~Þ±Ï	×0Ð ï2Ð­ð~Þ±ÏØÒ*ÐCÑUÚ�Ë�ÖÎÞ±Ó*Ð ÑoÐ Ò*ÏBÑUÚ�Õ	Ó�Ù7âþÏ 9 ÔlÏØÑUÚRÙ7Ñoã�Ë�×*ÐoÓQ�±ÍÎÏ3Ò3Ý~ï2Ï	Ó*Ó*Ï

â±×*Ë�â±×*ÐoÕ	Ó*ÕWÖ�Ú�Ï�Ò�Ó�â±ÑoÞCÒ�ß3×�Ù7ÐoÏ��a�zÞ±×�Ñ�Ú�Ï2Û3Ï	ÍÎâ±Ñ Ïcâ±×*Õ�ï2Õ�ÔlÏ	Ö~Ó	Ý�ÑoÏcâ±×*Ï	ÍÎÐoÏ	×�Ù7×*à±×*Ï9ÔlÏWÑUÚ�Õ	Ó�Ù7âþÏ
À âþË Ò�Ò*é�ÔlÏæÑoÏ�ÒØÔlÏ	ÞlÛ¹â±×*Ï	ÍÎÐoÏ	×�Ò[Ù7×*à±×*Ï�Ò�ÔlÏ¢ÑUÚ�Õ	Ó�Ù7âþÏ 9 ï2Ë�ÍÎÍÎÏ¢Ò*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�Ò[ÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7ÞlÛ
Í\Ù�ÛlÐoÍ\Ù7ÞlÛëÏ	ÓWÑoÏ<ÔlÏ	ÞlÛlÐoé	ÍÎÏ§Ù7×*à±×*Ï�ÔlÏ<Ñ�Ú�Õ	Ó�Ù7â�Ï À â�Ë Ò!Ò*é�ÔlÏ<ÑoÏ�ÒWÔlÏ	ÞlÛ\ÔlÏ	×*Ö±ÐoÏ	×�ÒÌÙ7×*à±×*Ï�Ò
ÔlÏ®ÑUÚ�Õ	Ó�Ù7âþÏ 9 ï2Ë�ÍÎÍÎÏñÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�Ò<ÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7ÞlÛYÍ\Ù�Û3Ð Í\Ù7ÞlÛL�

s'Ó�w
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Ç ` vÊv ` ��r
2 #�% � ö�#�%3ö 	 2 ��� � G ö 	 ��� 	 &�% 	 � � 	A� !3ô 
 ó2õ(# 
 ��	 ö�#�%3ö � � � / 	�
 ö ��	 G1

	 ó�ö
)�# 
 ó2öUô 
 ö 	 ó,% � G \ G1

	 ö0ö�#=%zöWô � + �Q	 t � ô 
 ó C(G) ª �tô ��� )�#�/6!$#�ó2õ ö�õ�# 
 δ ��	 t#�+2ö 	�
 % 	
ß 	�
 ó � � 	 )	ö�õ�# 
g
 ô 
 ö�ö�#�%3ö �l� ô�+Q# �³� � � % 
 õ�&�% 	 ó�#=% ó 4 ô � + �Q	 t0

��	 t
/ëô � õ�/äô�� � ô 
 ó

G \ {t}
� � # 
 öT� � 	�� õoó2ö 	�
 ) 	0	 ó2ö � ô � ô 
 ö�õ 	 !3ô � � 	 � 	 /�/ 	Áà   ªß !�%3õoó 	�
 õ ö ��� ô 
 ö �Q� )�% � ó2õ�U 	 / 	�
 öT) 	 ö�ö 	 ! � #') �Q� % �Q	@��	 ó � � 	 )�ö�õ(# 
 !$#=% � )n¡3ô=)�% 


��	 ó�ó�#�% ó 4 ô � + �Q	 ó ��	 t � #=/æõ 
�� óã!3ô � � 	 ó · 	 %3õÃ�(� 	 ó ��	 t0	 ó�öe/äô � õ(/ëô�� 	 �

v � /�# 
 ó�ö � ô�ö�õ�# 
 � �zË�ÐoÓ t ∈ C(G)
Ï	Ó

δ ∈ ∆G(t)
Ñ Ù ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�ÖXï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*Þ±ÐoÓ*Ï

âCÙ7×�Ñ Ùúâ±×*Ë3ï2Õ�ÔlÞ±×*ÏýÐoÖCÔlÐ ðzÞ±Õ	Ï\ï2Ðtí�ÔlÏ�Ò�Ò�ÞCÒñÏ	Ó¢Ò*Þ±â±âþË Ò*Ë�ÖCÒ�âCÙ7×¢ÑUÚRÙ7àCÒ�Þ±×�ÔlÏ\ð~Þ�Ú�Ð Ñ0Ï2Û3Ð Ò*Ó*Ï
δ′ ∈ ∆G(t)/δ < δ′

�ÌÊÌË�ÍÎÍÎÏ
δ < δ′

Ý0Ð ÑVÏ2Û3Ð Ò�Ó*Ï�ÝrâCÙ7×YÔlÕ2òCÖ±ÐoÓ*ÐoË�Ö�Ý0Ù7Þ ÍÎË�Ð ÖCÒëÞ±Ö
Ò*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï

t′
ÔlÏ

δ′
Ù7â±âCÙ7×*Ó*Ï	ÖCÙ7Ö~Ó\å

G
Ï	ÓëÙ�ÔlÍÎÏ	Ó*Ó�Ù7Ö~ÓäÞ±Ö±ÏçÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö ÔlË�Ö~Ó

ÑoÏ�Ò ��Ù7Þ ÍÎË�ÐoÖCÒ À �[Õ	ÑoÕ	Í\Ï	Ö~Ó�ÒëÒ*Ë�Ö~ÓäÔlÏ�ÒäÙ7×*à±×*Ï�Òëâ±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�ÒäÔ±Ù7ÖCÒ
δ
�:çcÖ âCÙ7×*Ó*Ð ï2Þ±ÑoÐ Ï	×	Ý

ÑUÚRÙ7×*à±×*Ïýâ±×*Õ�Ò*Ï	Ö~ÓÎÔ±Ù7ÖCÒ
δ
ï2Ë�×*×*Ï�Ò*âþË�ÖCÔ±Ù7Ö~ÓÎÙ7Þ Ò*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*ÏçÐoÖ±Ð Ó*Ð Ù7ÑWÔlÏ

t′
Ô±Ù7ÖCÒæï2Ï	Ó*Ó*Ï

ÔlÕ�ï2Ë�ÍÎâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö Ï�Ò*Ó\Þ±Ö Ù7×*à±×*Ï
δ
ðzÞ±Ð§Ö±Ï¹âþÏ	Þ±Ó]C	Ó*×*Ï¹ÍYÙ�Û3ÐoÍYÙ7Ñ9ï	Ù7×YÑoÏúÒ*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï

ÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7ÑcÍYÙ�Û3ÐoÍYÙ7ÑUÝþå¹Ñ ÙçâþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö ðzÞ�Ú�ÐoÑ0Ëlï	ï2Þ±â�Ï�Ý¥ï2Ë�Ö~Ó*ÐoÏ	ÖzÓ
t′
�¿ÊÌÏ	Ñ ÙúÏ�Ò*Ó�ÐoÍÎâþË Ò�Ò*Ðoà±ÑoÏ

ÔlÞ ÷�Ù7ÐoÓVÔlÏ®Ñ Ùëï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*ÞCï2Ó*ÐoË�Ö¹ÔlÏ
δ
�

çcÖ¹ï2Ë�ÖCÒ�Õ�ð~Þ±Ï	ÖCï2Ï�Ý
δ
Ï�Ò*ÓVà±Ð Ï	Ö Í\Ù�Û3Ð Í\Ù7ÑoÏ��

E@F�á â �3M*Nhú��*�7KA�3M

êØË�ÞCÒúÙ�ß�Ë�ÖCÒÿÔlË�Ö±Ö±Õ½Ô±Ù7ÖCÒ¹ï2Ï ïA�CÙ7â±ÐoÓ*×*Ï Ó*Ë�ÞCÒ ÑoÏ�ÒçÍ\ËGá�Ï	ÖCÒ Ö±Õ�ï2Ï�Ò�Ò!Ù7Ðo×*Ï�Ò âþË�Þ±×
ï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*Þ±Ðo×*ÏñÔlÏ�ÒBã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ð ×*Ï�Ò9åëÒ*Þ±àCÒ�Ó*ÐoÓ*Þ±Ó*ÐoË�ÖçÔ(ÚRÙ7×*à±×*Ï�ÒVå¢âCÙ7×*Ó*Ð ×BÔ(Ú�Þ±Öúï2Ë�×*â±ÞCÒVÔ(ÚRÙ7×mí
à±×*Ï�Ò¿Ô(ÚRÙ7â±â±×*Ï	Ö~Ó*Ð Ò�Ò!Ù7ã�Ï�Ý�âþÏ	×*ÍÎÏ	Ó*Ó�Ù7ÖzÓrÔ(Ú�Ï�>(Ï�ï2Ó*Þ±Ï	×¥Ñ�ÚRÙ7ÖCÙ7Ñoá3Ò�ÏWÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ð~Þ±Ï9Ô(Ú�Þ±Ö±ÏÌâ��±×�Ù�í
Ò*ÏñÏ	ÖúÞ±Ö Ó*Ï	ÍÎâCÒ§â�Ë�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ£�lÊÌÏ�Ò§Í\ËGá�Ï	ÖCÒVâCÙ�Ò�Ò�Ï	Ö~Ó§âCÙ7× m

� Ñ ÙäÒ�Õ	ÑoÏ�ï2Ó*ÐoË�Ö ÔlÏ�Ò§Ù7×*à±×*Ï�Ò§Õ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï�ÒBâþË�Þ±ß7Ù7Ö~Ó	ÝCË�Þ¹ÔlÏ	ß7Ù7Ö~Ó§÷øÙ7Ðo×*ÏñâCÙ7×*Ó*Ð Ï®ÔlÏ
Ñ Ùëã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï�ÝlâCÙ7×*ÍÎÐ�ÑoÏ�ÒVÒ*Ë�ÞCÒ*í�Ù7×*à±×*Ï�Ò<Ô(Ú�Þ±Öúï2Ë�×*â±ÞCÒ�8

� Ñ ÙæÔlÕ2òCÖ±ÐoÓ*ÐoË�Ö Ô(Ú�Þ±Ö±Ïñã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*ÏØÕ�ðzÞ±Ðoß7Ù7ÑoÏ	Ö~Ó*Ï�ÔlË�Ö~ÓVÑ Ï�Ò9Ù7×*à±×*Ï�Ò§Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ð ×*Ï�Ò
Ò*Ë�ÖzÓ ÑoÏ�ÒçÍ]C	ÍÎÏ�ÒçðzÞ±Ï·ï2Ï	ÞlÛüÑ Ùºã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ð ×*Ï Ð Ö±ÐoÓ*Ð Ù7ÑoÏúÍYÙ7Ð ÒçÙ�Ò�Ò*Ëlï2ÐoÕ�Òçå ÔlÏ�Ò
â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑ ÐoÓ*Õ�Ò®Õ	ÑoÕ	Í\Ï	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï�Ò¢Õ	ã Ù7ÑoÏ�Òæå¹Ñ Ù ;@? ì¿íUâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*ÕçÔlÏ�ÒæÙ7×*à±×*Ï�ÒëÕ	ÑoÕ2í
ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�Ò§ÔlÏñÑ Ùëã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï�ÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7Ñ Ï:8

� ÑUÚ�Þ±Ó*Ð ÑoÐ Ò�Ù7Ó*ÐoË�ÖºÔlÏýÑ Ù¹ã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*ÏYÕ�ðzÞ±Ðoß7Ù7ÑoÏ	Ö~Ó*ÏýÏ	Ö Ù7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ïýâ�Ë�Þ±×ëÏ2ÛlÓ*×�Ù7Ðo×*ÏçÑ Ù
����� õ(UGô�ö�õ�# 
 �$ô@!7��% ó5! � #�+�ô�+,� 	 �êØË�ÞCÒäÙ�ß�Ë�ÖCÒäÍÎË�ÖzÓ*×*Õúð~Þ±ÏçÑ Ù ÔlÕ	×*Ðoß7Ù7Ó*ÐoË�Ö Ñ Ù¹â±Ñ ÞCÒ¢â±×*Ë�àCÙ7à±Ñ Ï Ë�à±Ó*Ï	Ö~Þ±Ï¹ÙGß�Ï�ïçÑ Ù

ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*ÏçÕ�ðzÞ±Ðoß7Ù7ÑoÏ	Ö~Ó*ÏçÏ�Ò*ÓÎÙ7ÞCÒ�Ò�Ð9Ñ�Ú ô 
 ô�����ó 	 �tô
!��ä%~óO! � #�+�ô�+,� 	 Ë�à±Ó*Ï	ÖzÞ±ÏÿÙ�ß�Ï�ïúÑ Ù
ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�ÐoÖ±Ð Ó*Ð Ù7ÑoÏ��
; Ù7ÖCÒYï2Ï	Ó*Ó*ÏèÓQ�±é�Ò*Ï�Ý9ÑoÏ�ÒYìT����� â�Ë�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ Ï�ÒëË�Ö~ÓçßzÞûÑoÏ	Þ±×YÙ7â±â±Ñ Ð ï	Ù7Ó*ÐoË�ÖûÔ±Ù7ÖCÒ

Ñ Ù ï2Ë�ÍÎâCÙ7×�Ù7Ð Ò�Ë�Ö ÔlÏ�Ò®ÍÎËlÔlé	ÑoÏ�ÒW�$����� Ï	Ó��Æ�����æÝ�Ï	Ö âþÏ	×*ÍÎÏ	Ó*Ó�Ù7ÖzÓ®ÑUÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*ÏäÒ*á3Ölí
Ó�Ù�Û3Ð ð~Þ±ÏñÏ	Ö Þ±ÖúÓ*Ï	Í\âCÒBòCÖ±Ð�ÔlÏ�ÒVàCÙ�Ò*Ï�ÒØÔlÏñÓ*Ï�Ò*Ó�Ò��

s'í�î



Á r ÏJn�2 f Å i X k o32 f

; ÚRÙ7Þ±Ó*×*Ï�ÒÌÓ*×�Ù�ß7Ù7ÞlÛ\×*Ï	ÖCÔlÏ	Ö~ÓVï2Ë�ÍÎâ±Ó*Ï[ÔlÏ<Ñ ÙñâþÏ	×m÷øË�×*Í\Ù7ÖCï2ÏØÔlÏ[ï2Ï�ÒWÍÎËlÔlé	ÑoÏ�Ò0ï2Ë�ÍÎí
âCÙ7×*Õ�ÒÿÙ7Þ ÍÎË3Ôlé	Ñ Ï ;�? ì ï2Ë�ÍÎâ±ÑoÏ	Ó	Ý§Ð£��Ï��VË�� Ó*Ë�ÞCÒúÑoÏ�Ò¹Ò*Ë�ÞCÒmí�Ù7×*à±×*Ï�Ò Ù7â±âCÙ7×�Ù7Ð Ò�Ò�Ù7ÖzÓ
Ô±Ù7ÖCÒäÑoÏçï2Ë�×*â±ÞCÒäÔ(ÚRÙ7â±â±×*Ï	Ö~Ó*Ð Ò!Ò�Ù7ã�ÏúÒ*Ë�Ö~ÓäÞ±Ó*Ð ÑoÐ Ò*Õ�Ò¢ï2Ë�ÍÎÍÎÏçÙ7×*à±×*Ï�ÒäÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�ÒëÔlÏ
Ñ Ù ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï��½Õ]Ñ ÒæË�Ö~ÓäÍÎË�ÖzÓ*×*Õúð~Þ±Ïúï2Ï	×*Ó�Ù7ÐoÖ±Ï�ÒëÐ ÖCÒ*Ó�Ù7ÖCï2Ï�Ò
�øÑoÏçÍÎËlÔlé	ÑoÏ « ÐoÖlíUÍ\Ù�Û
Ï	Ö·âCÙ7×*Ó*Ð ï2Þ±ÑoÐoÏ	×��9â�Ï	Þ±ß�Ï	ÖzÓñË�à±Ó*Ï	Ö±Ðo×ñÔlÏ�Ò�×*Õ�Ò*Þ±ÑoÓ�Ù7Ó�Ò[Ï	Ö·Ù7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï¢Õ�ðzÞ±Ðoß7Ù7ÑoÏ	Ö~Ó�Ò�Ù7ÞlÛ ×*Õ2í
Ò*Þ±ÑoÓ�Ù7Ó�ÒVÔlÞçÍÎËlÔlé	ÑoÏ�ï2Ë�ÍÎâ±ÑoÏ	Ó	Ý3Ó*Ë�Þ±ÓVÏ	ÖýâþÏ	×*ÍÎÏ	Ó*Ó�Ù7ÖzÓVÞ±Ö±Ï�ÔlÐ ÍÎÐoÖ~Þ±Ó*Ð Ë�Öýï2Ë�ÖCÒ*Ð ÔlÕ	×�Ù7à±ÑoÏ
ÔlÏÎÑ Ù ï2Ë�ÍÎâ±Ñ Ï2Û3ÐoÓ*ÕäÔlÏÎÓcÞ�ïA�±ÏYÔ(ÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï|�øß�Ë�Ðo×äã�Êe�CÙ7â±âþÏ	ÑoÐoÏ	× î�s à�Ý¿Êe�CÙ7â±â�Ï	ÑoÐ Ï	× î�s ÙlÝ
Êe�CÙ7â±â�Ï	Ñ ÐoÏ	× î=À à�Ý�Êe�CÙ7â±âþÏ	ÑoÐoÏ	× î=À Ù å����

s'íts
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ÓæF�G â �3M*Nhú��*�7KA�3MO�

; Ù7ÖCÒúï2Ï Ó*×�ÙGß�Ù7Ð Ñ®Ë�Ö~ÓúÕ	Ó*ÕºÔlÕ	ß�Ï	ÑoË�â±â�Õ�Ò¹ÔlÏ	ÞlÛXÍ\Ë3Ôlé	ÑoÏ�ÒçË�×*Ð ã�ÐoÖCÙ7ÞlÛüÔlÏ ã�×�Ù7ÍÎí
Í\Ù7Ðo×*Ï�Ò�Ò�Ó*Ë3ïA�CÙ�Ò*Ó*Ð ðzÞ±Ï�Ò�Ö±Ë�ÖlíUã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðt÷�Ò m ÑoÏcÍ\Ë3Ôlé	ÑoÏe��Ðoà±àCÒ*ÐoÏ	ÖñÔlÏB�[×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï��<Ë�×�Ò*í
ÊÌË�Ö~Ó*Ï2ÛlÓ*Ï]�£�®Ê10h�O��ÝlÙ�Ô±Ù7â±Ó*ÕñÔlÞYÍ\Ë3Ôlé	ÑoÏØÔlÏ��[×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï��ØË�×�ÒmíiÊÌË�Ö±Ï2ÛlÓ*Ï��zÓ*Ëlï��CÙ�Òmí
Ó*Ð ðzÞ±ÏO�£�±Ê10h�O��ÝlÏ	Ó9ÑoÏ<Í\Ë3Ôlé	ÑoÏÆ�[Ðoà±àCÒ*ÐoÏ	ÖYÔlÏ��[×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï<å0�zÞ±àCÒ*Ó*ÐoÓ*Þ±Ó*ÐoË�ÖýÔ(ÚRÜ<×*à±×*Ï�Ò
�£�Æ�����O��Ý±Ù�Ô±Ù7â±Ó*ÕñÔlÞYÍ\Ë3Ôlé	ÑoÏØÔlÏ��[×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï<å0�zÞ±àCÒ*Ó*ÐoÓ*Þ±Ó*ÐoË�ÖýÔ(ÚRÜ<×*à±×*Ï�Ò3�zÓ*Ëlï��CÙ�Òmí
Ó*Ð ðzÞ±Ï]�£�$�����O���

ì¥Ë�Þ±×[ï2Ï�ÒØÔlÏ	ÞlÛúÍÎËlÔlé	ÑoÏ�Ò	Ý±Ö±Ë�ÞCÒ<ÙGß�Ë�ÖCÒ�ÔlÕ	ß�Ï	ÑoË�â±â�Õ�Ó*Ë�Þ±ÓØÑoÏñâ±×*Ëlï2Ï�Ò�Ò*ÞCÒ<â�Ï	×*Í\Ï	Ómí
Ó�Ù7Ö~ÓýÑoÏ	Þ±×ÎÞ±Ó*ÐoÑ Ð Ò�Ù7Ó*ÐoË�Ö m Ö±Ë�ÞCÒýÙ�ß�Ë�ÖCÒYÏ2Û3âþË Ò*Õúï2Ë�ÍÎÍÎÏ	ÖzÓ\Ï2ÛlÓ*×�Ù7Ðo×*Ïúï2Ï�ÒYÍÎË3Ôlé	Ñ Ï�Òäå
âCÙ7×*Ó*Ðo×WÔ(Ú�Þ±Öýï2Ë�×*â±ÞCÒÌÔ(ÚRÙ7×*à±×*Ï�Ò9Ô(ÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï�Ý ï2Ë�ÍÎÍÎÏ	ÖzÓWï	Ù7Ñ ï2Þ±ÑoÏ	×0Ñ Ï	Þ±×�ÒcâCÙ7×�Ù7ÍÎé	Ó*×*Ï�ÒWÒ�Ï2í
ÑoË�Ö¹ÔlÏ�Ò§ï2×*Ð Ó*é	×*Ï�Ò§ÔlÐ Ò�ï2×*ÐoÍ\ÐoÖCÙ7Ö~Ó�Ò	ÝlÏ	Ó<ï2Ë�Í\ÍÎÏ	Ö~ÓVÑoÏ�Ò§Þ±Ó*ÐoÑoÐ Ò*Ï	×BÔlÏñ÷�Ù�ù2Ë�ÖúÏ2î\ï	Ù�ï2Ï¢Ô±Ù7ÖCÒ
Þ±Ö±Ï®ÓcÞ�ï��±ÏæÔ(ÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï®Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ð~Þ±Ï��

; Ï	ÞlÛçâ±×*ÐoÖCï2ÐoâCÙ7ÞlÛYÓQ�±é	Í\Ï�ÒBË�Ö~Ó§Õ	Ó*Õ�Ò�Ë�Þ±ÑoÐoã�Ö±Õ�Ò m Ô(Ú�Þ±Ö±Ï®âCÙ7×*Ó§ÑoÏ�ÓQ�±é	ÍÎÏ®ÔlÏ�Ò§ÍÎË7í
Ôlé	ÑoÏ�Ò¿Ö±Ë�ÖlíUã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðt÷�Ò	Ý�ÔlË�Ö~Óe�®Ê10 �üÏ	Ó¶�Æ����� ÷>Ë�ÖzÓ¿âCÙ7×*Ó*ÐoÏ:8�Ô(ÚRÙ7Þ±Ó*×*Ï§âCÙ7×*Ó¿ÑoÏÌÓQ�±é	Í\Ï
ÔlÏ0Ñ ÙVï2Ë�ÍÎâ±Ñ Ï2Û3ÐoÓ*Õ¿Ù7Ñoã�Ë�×*ÐoÓQ�±Í\Ð ð~Þ±Ï¿ÔlÏ0ÑUÚRÙ7ÖCÙ7Ñ á3Ò*ÏcÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±ÏcåVÑUÚRÙ7Ð ÔlÏcÔlÏ0ã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï�Ò
åäÒ*Þ±àCÒ*Ó*ÐoÓ*Þ±Ó*Ð Ë�ÖçÔ(ÚRÙ7×*à±×*Ï�Ò�ÝCð~Þ±Ð�ÙäÔlË�Ö±Ö±ÕñÑoÐ Ï	ÞýåëÑ Ùæâ±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ�Ù7Ó*ÐoË�ÖúÔlÏ�ÒVã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï�ÒBå
Ò*Þ±àCÒ*Ó*ÐoÓ*Þ±Ó*Ð Ë�ÖúÔ(ÚRÙ7×*à±×*Ï�Ò§âþË�ÑoázÖ±Ë�Í\Ð Ù7ÑoÏ�Ò��

¬ 2�b�� i ` k f 2 f Ð É } f }�Y \t[ o(ü k
� Ö±Ï�Ö±Ë�Þ±ß�Ï	ÑoÑoÏ�ÍÎÕ	ÓQ�±ËlÔlÏ�ÔlÏñß7Ù7ÑoÞCÙ7Ó*ÐoË�ÖçÔlÏ�ÒVã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï�ÒB�±Ë�×�Òmí�ï2Ë�Ö±Ó*Ï2Û3Ó*Ï�Ò<ÙëÕ	Ó*Õ

â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó*Õ	ÏèÔ±Ù7ÖCÒ\ï2Ï	Ó*Ó*Ï¹ÓQ�±é�Ò*Ï��¶çcÑoÑ ÏúÔlÐÖ>þé	×*ÏúÔlÏÿï2Ï	ÑoÑoÏ ÔlÏ�Ò��±Ê10h� âCÙ7×\Ò*Ë�Ö ï2×*Ð Ó*é	×*Ï
Ô(ÚRÙ7â±â±×*Ï	Ö~Ó*Ð Ò!Ò�Ù7ã�Ï�ÝrÙ�Ô±Ù7â±Ó*Õçå Þ±Ö±ÏYÓcÞ�ï��±ÏçÔ(ÚRÙ7ÖCÙ7Ñoá3Ò�Ï\Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ð~Þ±Ï�Ý»Ï	Ó®âCÙ7×�ÑUÚRÙ7àCÒ�Ï	ÖCï2Ï
ÔlÏ ï2Ë�Ö~Ó*×�Ù7ÐoÖzÓ*Ï�ÒäÒ*Ó*Ë3ïA�CÙ�Ò*Ó*Ð ðzÞ±Ï�ÒS�

p(r) ≤ 1
Ý¿Ï	Ó ∑

rX=(X→... ) p(rX) = 1
�ñÒ�Þ±×�ÑoÏ�Ò

ß�Ù7Ñ Ï	Þ±×�Ò¢ÔlÏçÒ*Ï�ÒæâCÙ7×�Ù7ÍÎé	Ó*×*Ï�Ò��½<�Ù¹÷>Ë�×*ÍÎÏýÔlÏ�Òæã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò�Ë�à±Ó*Ï	Ö~Þ±Ï�ÒëÕ	Ó�Ù7Ö~ÓäÒ*Ï	ÖCÒ�Ðtí
à±ÑoÏ	ÍÎÏ	ÖzÓ¢Ñ Ù¹Í]C	ÍÎÏ\ðzÞ±Ïçï2Ï	ÑoÑoÏ\ÔlÏ�Ò]�±Ê10h�æÝrË�Ö ÔlÐ Ò*âþË Ò*Ï\Ô(ÚRÙ7Ñoã�Ë�×*ÐoÓQ�±Í\Ï�Ò¢Ò*Ó�Ù7ÖCÔ±Ù7×�Ô±Ò
â�Ë�Þ±ß7Ù7Ö~Ó½C	Ó*×*ÏBÞ±Ó*ÐoÑoÐ Ò*Õ�Ò�Ï	ÖäÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*ÏÌÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�� ? ÖëÙ�Ù7ÞCÒ�Ò*ÐlÔlÕ	Ó�Ù7ÐoÑoÑoÕWÞ±ÖæÙ7Ñoã�Ë�×*Ð ÓQ�±ÍÎÏ
Ô(ÚRÙ7â±â±×*Ï	Ö~Ó*Ð Ò!Ò�Ù7ã�ÏYÔlÏ�ÒñâCÙ7×�Ù7Í\é	Ó*×*Ï�Ò	Ý�ð~Þ±Ð¿÷�Ù�ï2Ó*Ë�×*Ð Ò*ÏÎÒ�Þlî\Ò�Ù7ÍÎÍÎÏ	ÖzÓ[Ñ Ï�Òñï	Ù7Ñ ï2Þ±Ñ Ò�âþË�Þ±×
ð~Þ�Ú�Ð Ñ ÒVÒ*Ë�ÐoÏ	ÖzÓVÏ2Û3Õ�ï2Þ±Ó*Õ�ÒVÏ	Ö¹Þ±Ö Ó*Ï	ÍÎâCÒV×�Ù7Ð Ò*Ë�Ö±ÖCÙ7à±Ñ Ï��

s'í�9
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<�Ï�ÒWÕ	Ó*ÞCÔlÏ�ÒWÏ2Ûlâ�Õ	×*Ð ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7ÑoÏ�Ò¿Í\Ë�Ö~Ó*×*Ï	Ö~Ó9ð~Þ�Ú�Ï	ÖYÙ7ÖCÙ7Ñoá3Ò�Ï�Ý�ÑoÏ�Òe�®Ê10h� Ë�à±Ó*ÐoÏ	Ö±Ö±Ï	Ö~Ó
Ô(Ú�Ï2Ûlï2Ï	Ñ ÑoÏ	Ö~Ó�Òc×*Õ�Ò�Þ±ÑoÓ�Ù7Ó�Ò	Ý7â±Þ±Ð Ò�ðzÞ�Ú�Ï	ÑoÑoÏ�ÒrË�à±Ó*ÐoÏ	Ö±Ö±Ï	ÖzÓ0ÑoÏVï2Ë�ÍÎâþË�×*Ó*Ï	ÍÎÏ	Ö~ÓcÑoÏBÍÎÏ	Ð ÑoÑoÏ	Þ±×¿ÔlÏ
ï2Ïñð~Þ�Ú�Ë�ÖçâþÏ	Þ±Ó9Ï�Ò�â�Õ	×*Ï	×VÔlÏ�ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Òe�±Ë�×�Òmí�ï2Ë�ÖzÓ*Ï2Û3Ó*Ï��7<�Ï�ÒBâCÙ7×�Ù7ÍÎé	Ó*×*Ï�ÒBË�à±Ó*Ï	Ö~ÞCÒ
ï2Ë�ÑoÑoÏ	ÖzÓæÍ\ÐoÏ	ÞlÛ½Ù7ÞlÛ ÔlË�Ö±Ö±Õ	Ï�ÒÎÔ(ÚRÙ7â±â±×*Ï	ÖzÓ*Ð Ò�Ò�Ù7ã�Ï Ï	Óäå ÑUÚ�ÐoÖzÓ*Þ±ÐoÓ*ÐoË�Ö ð~Þ±Ï ï2Ï	ÞlÛ Ô(Ú�Þ±Ö±Ï
�±Ê10h�*�lÕ]Ñ Ò<Ò�Ïæï2Ë�ÍÎâþË�×*Ó*Ï	Ö~ÓñÕ	ã Ù7Ñ Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó[ÍÎÐoÏ	ÞlÛúÏ	Ö ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7ÑoÐ Ò�Ù7Ó*Ð Ë�Ö�Ý�ÑUÚRÙ7Í\Õ	ÑoÐoË�×�Ù7Ó*ÐoË�Ö
Õ	Ó�Ù7Ö~ÓBÔ(ÚRÙ7Þ±Ó�Ù7Ö~ÓBâ±ÑoÞCÒWÖ±Ï	Ó*Ó*ÏØðzÞ±Ï<ÑoÏ§ï2Ë�×*â±ÞCÒBÔ(ÚRÙ7â±â±×*Ï	Ö~Ó*Ð Ò�Ò�Ù7ã�Ï<Ï	ÓÌÑ Ùñã�×�Ù7ÍÎÍYÙ7Ðo×*Ï§Ò*Ë�Ö~Ó
èëÙ�Ô±Ù7â±Ó*Õ�Òæé åäÞ±Ö Ó*×�Ù7ÐoÓ*Ï	ÍÎÏ	ÖzÓ<Ò*Ó�Ù7Ó*Ð Ò*Ó*Ð ð~Þ±Ï m ïA�CÙ�ð~Þ±Ï®×*é	ã�Ñ Ï�ÔlÏñÑ Ùëã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ð ×*Ï�ÔlË�Ð Ó
Ù7â±âCÙ7×�Ùa� Ó*×*ÏëÒ*Þlî\Ò�Ù7ÍÎÍÎÏ	ÖzÓØÒ*Ë�Þ±ß�Ï	ÖzÓ[Ô±Ù7ÖCÒØÑoÏ�ï2Ë�×*â±ÞCÒ[âþË�Þ±×ØðzÞ±Ï�ÑUÚ�Ë�Öÿâ±Þ±Ð Ò�Ò*Ï�Ï	Ö¹Ï2Û3í
Ó*×�Ù7Ðo×*Ï<ÔlÏ�ÒÌÒ*Ó�Ù7Ó*Ð Ò*Ó*Ð ðzÞ±Ï�Ò¿âþÏ	×*Ó*ÐoÖ±Ï	Ö~Ó*Ï�Ò���<�Ù�ÔlÐtî\ï2Þ±Ñ Ó*Õ§ÔlÏ<Ó*×*Ë�Þ±ß�Ï	×ÌÔlÏ<Ó*Ï	Ñ Ò0ï2Ë�×*â±ÞCÒ0Í\Ï	Ó
Ï	ÖÎÕ	ß3Ð ÔlÏ	ÖCï2ÏVÑoÏ�Ò¿ÑoÐoÍ\ÐoÓ*Ï�Ò¥Ô(Ú�Þ±Ö±Ï<â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐ Ò�Ù7Ó*Ð Ë�ÖæÔlÏ�Òcã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï�Ò �±Ë�×�Òmí�ï2Ë�Ö~Ó*Ï2ÛlÓ*Ï�Ò mï2Ï	ÑoÑoÏ�Òmí�ï2ÐþÒ*Ë�Ö~ÓBÏ	Öçã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ñ(Ó*×*Ë�âçË�ÞYâCÙ�ÒBÙ�Ò�Ò*Ï���Ù7Íæà±Ðoã�Þ���Ò�83ÑoÏ�ÒWã�×�Ù7Í\Í\Ù7Ðo×*Ï�ÒÌÑoÏ�ÒWâ±Ñ ÞCÒ
Ù7Í¢à±Ð ã�Þ���ÒñÕ	Ó*ÞCÔlÐoÕ	Ï�ÒñÑoÏäÒ*Ë�ÖzÓ®Ó*×*Ë�â·âþË�Þ±×®ð~Þ�Ú�Þ±Ö±Ï\Ò�ÐoÍÎâ±ÑoÏ¢â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐ Ò�Ù7Ó*Ð Ë�Ö ÔlÏÎÑ Ï	Þ±×�Ò
×*é	ã�ÑoÏ�ÒO�±Ë�×�Òmí�ï2Ë�Ö~Ó*Ï2ÛlÓ*Ï�ÒëÍÎé	Ö±Ïçå¹ÔlÏ�ÒëÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï�Ò�Ò�Ù7Ó*Ð Òm÷øÙ7Ð Ò�Ù7Ö~Ó*Ï�Ò�8»â�Ë�Þ±×æ×*Õ�ÔlÞ±Ðo×*Ï\Ñ Ï	Þ±×
Ù7Í¢à±Ð ã�Þ�	UÓ*Õ�Ý�Ë�Ö Ï�Ò*Ó�Ù7Í\Ï	Ö±ÕÎå ÐoÖ~Ó*Õ	ã�×*Ï	×¢Ô±Ù7ÖCÒ®ÑoÏ	Þ±×�ÒñÖ±Ë�ÖlíUÓ*Ï	×*Í\ÐoÖCÙ7ÞlÛ ÔlÏ�ÒñÐoÖl÷øË�×*Í\Ù�í
Ó*ÐoË�ÖCÒ�Ù�Ô±ÔlÐoÓ*ÐoË�Ö±Ö±Ï	ÑoÑ Ï�ÒØåýÑ ÙYÖCÙ7Ó*Þ±×*ÏÎÔlÏëã�×*Ë�Þ±â�Ï�ÒñÒ*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�Ò	Ý(ï2ÏëðzÞ±ÐcÙýâ�Ë�Þ±×�Ï�>(Ï	Ó
ÔlÏØÍæÞ±ÑoÓ*Ðoâ±Ñ ÐoÏ	×¿ÑoÏ§Ö±Ë�Íæà±×*Ï[ÔlÏØ×*é	ã�ÑoÏ�Ò¶�±Ë�×�Ò*í�ï2Ë�Ö~Ó*Ï2ÛlÓ*Ï�Ò9å�â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐ Ò�Ï	×���<�Ï<à±Ð Ù7Ð ÒWÔ�
ýå
ÑUÚ�Þ±Ó*ÐoÑoÐ Ò�Ù7Ó*ÐoË�Ö�ÔlÏ�Ò�âCÙ7×�Ù7ÍÎé	Ó*×*Ï�Ò¥ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðt÷�Ò�Ï	Ö¢Ù7ÖCÙ7ÑoálÒ*ÏcÏ�Ò*Ó¥Ù7ÑoË�×�Ò»Ò*Ë�Þ±ß�Ï	ÖzÓ»Ö±Õ	ã�ÑoÐ ã�Ï�Ù7à±ÑoÏ
ï2Ë�ÍÎâCÙ7×*Õ\Ù7Þ·à±Ð Ù7Ð Ò[Ô�
 Ù7Þè÷�Ù7Ðoà±ÑoÏë×�Ù7â±âþË�×*Ó®ÔlÞ·ß�Ë�ÑoÞ±ÍÎÏÎÔlÏ�ÒñÔlË�Ö±Ö±Õ	Ï�Ò¢Ô(ÚRÙ7â±â±×*Ï	Ö~Ó*Ð Òmí
Ò�Ù7ã�Ï�Ù7ÞúÖ±Ë�Íæà±×*Ï�ÔlÏ®âCÙ7×�Ù7Í\é	Ó*×*Ï�Ò§åäÕ	ß7Ù7ÑoÞ±Ï	×��g<�Ï®ã Ù7ÐoÖúï2Ë�ÖCÒ�Ó�Ù7Ó*Õ®Ï	Öúã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7ÑoÐ Ò!Ù7Ó*ÐoË�Ö
âCÙ7×ØÑ�Ú�Ï	ÍÎâ±ÑoË�Ð�Ô(Ú�Þ±Ö±Ïæã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï®Ö±Ë�ÖlíUã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ð ß�Ï¢×*Ï�Ò*Ó*ÏëÙ7ÑoË�×�Ò<×*Ï	Ñ Ù7Ó*Ðoß�Ï	ÍÎÏ	ÖzÓ§÷�Ù7Ðoà±ÑoÏ
Ò*Þ±×<ÔlÏñÓ*Ï	Ñ ÒVï2Ë�×*â±ÞCÒ'�

<�Ï�â±×*ÐoÖCï2ÐoâþÏ<Ô(Ú�Þ±Ö±Ï@�®Ê10h� ×*Ï	âþË Ò*Ï[Ò�Þ±×WÑUÚ�Þ±Ó*ÐoÑ Ð Ò�Ù7Ó*ÐoË�ÖäÔlÏ�Ò*Ï�ÒWâCÙ7×�Ù7Í\é	Ó*×*Ï�Ò9ÔlÐ ×*Ï�ï�í
Ó*Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ô±Ù7ÖCÒØÑ ÙÎÔlÕ2òCÖ±ÐoÓ*ÐoË�ÖÿÔlÏ¢Ñ ÙÎâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ®ï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*Ð Ë�Ö±Ö±Ï	ÑoÑoÏ

p(a|w)
Ô(Ú�Þ±Ö Ù7×*à±×*Ï

a
Ò�ázÖzÓ�Ù�Û3Ð ðzÞ±Ï¹ï2Ë�Ö±ÖCÙ7Ð Ò!Ò�Ù7Ö~Ó\Ò�Ï�Òä÷øÏ	Þ±ÐoÑoÑoÏ�Ò

w
Ý9ð~Þ±ÏÿÒ*Ë�Ö~ÓÎÑ Ï�ÒäÍÎË�Ó�Ò\ÔlÏ¹Ñ Ùèâ��±×�Ù�Ò*Ïÿå

Ù7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï	×�� �zÏ�Ò¢âCÙ7×�Ù7ÍÎé	Ó*×*Ï�Ò¢Ò�Ë�Ö~Ó¢ï	Ù7Ñ ï2Þ±ÑoÕ�Ò®ÔlÏÎ÷�Ù�ù2Ë�ÖºåúÍ\Ù�Û3Ð ÍÎÐ Ò*Ï	×[Ñ Ù â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑ ÐoÓ*Õ
ÔlÏ�ÒYÙ7×*à±×*Ï�ÒýÔlÞûï2Ë�×*â±ÞCÒçÔ(ÚRÙ7â±â±×*Ï	ÖzÓ*Ð Ò�Ò�Ù7ã�Ï�ÝBï2Ë�Ö±ÖCÙ7Ð Ò�Ò�Ù7ÖzÓ\ÑoÏ�ÒÎâ��±×�Ù�Ò*Ï�Ò��BÊÌÏÿÍÎËlÔlé	ÑoÏ
Ò	Ú�Ë�â±âþË Ò*ÏæÙ7Ð ÖCÒ*Ð¥åYÞ±ÖÿÍ\Ë3Ôlé	ÑoÏ¢ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðt÷WÓ*Ï	Ñ¿ð~Þ�Ú�Þ±Ö±Ï]�±Ê10h�æÝ�ÔlË�ÖzÓ[Ñ Ï�Ò<âCÙ7×�Ù7ÍÎé	Ó*×*Ï�Ò
Ò*Ï	×*ß�Ï	Ö~Ó[ÐoÖ±ÐoÓ*Ð Ù7ÑoÏ	ÍÎÏ	Ö~ÓVåYÔlÕ2òCÖ±Ðo×<Ñ ÙÎâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ

p(a)
ÔlÏ�Ò[Ù7×*à±×*Ï�Ò	Ý­Ï	Ó[Ò*Ë�Ö~Ó[ï	Ù7Ñ ï2Þ±ÑoÕ�Ò

ÔlÏ[÷øÙ�ù2Ë�Ö åæÍ\Ù�ÛlÐoÍÎÐ Ò*Ï	×cÑ Ù�â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑ ÐoÓ*ÕØÔlÏ�ÒVÙ7×*à±×*Ï�ÒVÔlÞ ï2Ë�×*â±ÞCÒ	Ý±ï2Ë�ÍÎÍÎÏ[â±×*ËlÔlÞ±ÐoÓ�ÒBå
âCÙ7×*Ó*Ðo×<ÔlÏñÑoÏ	Þ±×V×�Ù�ï2Ð Ö±ÏñâCÙ7×§Þ±Ö â±×*Ë3ï2Ï�Ò!Ò*ÞCÒVã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðt÷³�

<�ÏØÍ]C	ÍÎÏBâ±×*ÐoÖCï2ÐoâþÏ§Ù�Õ	Ó*ÕØÙ7â±â±ÑoÐ ð~Þ±ÕVÙ7ÞlÛäã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Òcå�Ò*Þ±àCÒ*Ó*ÐoÓ*Þ±Ó*ÐoË�ÖäÔ(ÚRÙ7×*à±×*Ï mÞ±Ö±Ï\ß�Ï	×�Ò*Ð Ë�Ö·â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐ Ò*Ó*ÏäÖ±Ë�ÖlíUã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ð ß�Ï��£�Æ�����O�[ÙúÕ	Ó*Õ\ÔlÕ	ß�Ï	ÑoË�â±âþÕ	Ï�Ý�Ï	Ó�ï2Ë�ÍÎí
âCÙ7×*Õ	Ï®å�Ñ Ï	Þ±×Ìß�Ï	×�Ò*Ð Ë�ÖYã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðoß�Ï]�£�$�����*���t<�Ï�ÒB×*Õ�Ò*Þ±ÑoÓ�Ù7Ó�Ò9Ë�à±Ó*Ï	Ö~ÞCÒVÒ*Ë�ÖzÓBÑ å�Ï	ÖCï2Ë�×*Ï
Ï	Öú÷�Ù�ß�Ï	Þ±×[ÔlÞ¹Ö±Ë�Þ±ß�Ï�Ù7Þ¹Í\Ë3Ôlé	ÑoÏ�ÝCðzÞ±Ð»Ò*Þ±×*âCÙ�Ò!Ò*Ï®ÑoÏ�ÒÆ�$����� Ò*Þ±×ØÑ ÙëÓcÞ�ï��±ÏëÔ(ÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï
Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ð~Þ±Ï�Ý�Ù�ß�Ï�ï¢ÑoÏñÍ]C	ÍÎÏ®àþÕ	ÍÎË�Ñ�ðzÞ±Ï�âþË�Þ±×<ÑoÏ�Òæ�®Ê10h� m ÑUÚRÙ7ÍÎÕ	ÑoÐ Ë�×�Ù7Ó*ÐoË�Ö Ò*Ïñ÷�Ù7ÐoÓ
Ò*Þ±×*Ó*Ë�Þ±Ó<Ò*Ï	ÖzÓ*Ðo×VÑoË�×�Ò�ðzÞ±ÏñÑ ÙæàCÙ�Ò*Ï®Ï�Ò�Ó§Ò*Þlî\Ò�Ù7ÍÎÍÎÏ	ÖzÓVã�×�Ù7ÖCÔlÏ®Ï	ÓV×*Ï�ÔlË�ÖCÔ±Ù7Ö~Ó*Ï��

u�Y \gvÊvÊ\ o(Y_` k*yzk XZ^ k�[ o [ X [ o32 f bed \ Ya^ Y_` k V 2 i�jZf 2 v o \�i ` k
� Ö±ÏñÖ±Ë�Þ±ß�Ï	ÑoÑoÏñÙ7â±â±×*Ë3ïA�±Ï�ÔlÞ ÍÎËlÔlé	ÑoÏ ;�? ì ÙëÕ	Ó*Õ[â±×*Õ�Ò�Ï	Ö~Ó*Õ	Ï m Ò�Ùæ×*Ï�Ò*Ó*×*Ð ï2Ó*ÐoË�Ö å

ÔlÏ�Ò¿ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò¥â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐ Ò*Ó*Ï�Ò¥å�Ò*Þ±àCÒ�Ó*ÐoÓ*Þ±Ó*ÐoË�ÖëÔ(ÚRÙ7×*à±×*Ï�Ò¿â�Ë�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ Ï�Ò¶�øâCìT�����O��Ý
ï7Ú�Ï�Ò*Ómí�å�í�ÔlÐo×*ÏVÔlÏ�ÒcìT�����ûâþË�Þ±×¿ÑoÏ�Ò�ðzÞ±Ï	ÑoÑoÏ�Ò�Ñ Ù<×*Ï�ïA�±Ï	×�ï��±Ï<ÔlÏBÑUÚRÙ7×*à±×*ÏVÔ(ÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï9ÑoÏÌâ±Ñ ÞCÒ
â±×*Ë�àCÙ7à±ÑoÏ§âþÏ	Þ±Ó0Ò	Ú�Ï�>(Ï�ï2Ó*Þ±Ï	×0ÔlÏV÷øÙ�ù2Ë�ÖäÏ2Û±Ù�ï2Ó*ÏVÏ	ÖÎÞ±ÖäÓ*Ï	ÍÎâCÒ¿âþË�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ��øâCÙ7×0Ë�â±âþË7í

s'íaï
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Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö Ù7Þ·ï	Ù7×�Ù�ï2Ó*é	×*Ïëê[ì¿í�ÔlÐtî\ï2Ð ÑoÏ¢ÔlÏäï2Ï	Ó*Ó*Ïë×*Ï�ï��±Ï	×�ïA�±ÏÎÔ±Ù7ÖCÒ�ÑoÏ¢ï	Ù�Ò[ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ñ���� � Ö±Ï
ï	Ù7×�Ù�ï2Ó*Õ	×*Ð Ò�Ù7Ó*ÐoË�Öèï2Ë�ÍÎâ±Ñoé	Ó*ÏæÔlÏ�Ò[âCìT����� Ù\Õ	Ó*ÕëÔlË�Ö±Ö±Õ	Ï�Ý�Ù7ÐoÖCÒ*Ð¥ðzÞ±Ï¢ÔlÏ�Ò�ï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*Ð Ë�ÖCÒ
Ò*Þlî\Ò�Ù7ÖzÓ*Ï�ÒúÔlÏ·â�Ë�Ñ ázÖ±Ë�ÍÎÐ Ù7ÑoÐoÓ*Õ�Ý0ðzÞ±Ð[âþÏ	×*ÍÎÏ	Ó*Ó*Ï	ÖzÓ ÑUÚ�Ï2Û3Ó*×�Ù�ï2Ó*Ð Ë�ÖüÏ2î\ï	Ù�ï2Ï ÔlÏ·Ó*Ï	Ñ ÑoÏ�Ò
ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï�Ò[åYâCÙ7×*Ó*Ðo×[Ô(Ú�Þ±Ö·ï2Ë�×*â±ÞCÒñÙ7×*àþË�×*Ð Ò*Õ��L<�Ï�Ò�ÍÎËlÔlé	ÑoÏ�Ò§Ë�à±Ó*Ï	ÖzÞCÒñï2Ë�ÖCÒ*Ó*ÐoÓ*Þ±Ï	Ö~Ó
Ù7ÑoË�×�ÒæÞ±Ö ï2Ë�ÍÎâ±×*Ë�ÍÎÐ Ò�ÐoÖ~Ó*Õ	×*Ï�Ò�Ò!Ù7Ö~ÓëÏ	Ö~Ó*×*Ï ÑoÏYÍÎËlÔlé	ÑoÏ ;@? ì ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7ÑVÏ	ÓæÑoÏ�Ò�ã�×�Ù7ÍÎí
Í\Ù7Ðo×*Ï�ÒW�±Ë�×�Òmí�ï2Ë�Ö~Ó*Ï2ÛlÓ*Ï�Ò m ÐoÑ0Ï�Ò�Ó¢Ù7ÞCÒ�Ò*ÐÆè Ò*ÐoÍ\â±ÑoÏSé·å¹Þ±Ó*ÐoÑoÐ Ò*Ï	×�Ï	Ö Ù7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï\ðzÞ�Ú�Þ±Ö±Ï
ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*ÏÆ�±Ë�×�Òmí�ï2Ë�ÖzÓ*Ï2Û3Ó*Ï���ï2Ë�ÍÎâ±ÑoÏ2ÛlÐoÓ*Õñï2Þ±à±Ð ðzÞ±Ï��0Ó*Ë�Þ±Ó§Ï	ÖúâþÏ	×*ÍÎÏ	Ó*Ó�Ù7Ö~Ó§Þ±Ö±Ï�â±×*Ë7í
àCÙ7à±ÐoÑoÐ Ò!Ù7Ó*ÐoË�Ö¹â±ÑoÞCÒ[×*Ð ïA�±Ï���<�Ùç×*Õ�ÔlÞCï2Ó*ÐoË�Ö·ÔlÏëÑ ÙYï2Ë�Í\â±ÑoÏ2Û3Ð Ó*ÕæÔlÏëÑUÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï¢ßzÐoÏ	ÖzÓñÔlÞ
÷øÙ7Ð ÓWð~Þ±Ï<ÑUÚ�Ë�Öäâ�Ï	Þ±Ó9Ù�Ò�Ò*Ëlï2ÐoÏ	×0åñÞ±Ö±ÏØâCìT����� Þ±Ö±Ï<ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï§ìT����� âþË�Þ±×0Ñ Ù�ðzÞ±Ï	ÑoÑoÏ
Ñ ÙÎ×*Ï�ïA�±Ï	×�ï��±Ï\ÔlÏæÑ ÙYÔlÕ	×*Ðoß�Ù7Ó*Ð Ë�ÖúÑ ÙÎâ±Ñ ÞCÒ<â±×*Ë�àCÙ7à±ÑoÏæÏ�Ò*Ó[Õ�ð~Þ±Ð ß�Ù7ÑoÏ	ÖzÓ*Ï¢åYÑ ÙÎ×*Ï�ïA�±Ï	×�ï��±Ï
ÔlÏØÑ�ÚRÙ7ÖCÙ7Ñoá3Ò�Ï§Ñ Ùñâ±ÑoÞCÒÌâ±×*Ë�àCÙ7à±ÑoÏ�Ô±Ù7ÖCÒWÑ Ù®ã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ð ×*Ï<Ô(Ú�Ë�×*Ðoã�ÐoÖ±Ï�� � Öýï	Ù�ÒWâCÙ7×*Ó*Ð ï2Þ±Ñ ÐoÏ	×
ÔlÏúÑ Ù ×*Ï�Ò*Ó*×*Ð ï2Ó*Ð Ë�Ö ÔlÏ�ÒäÙ7×*à±×*Ï�Ò\Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�ÒëÙ7ÞlÛ Ò*Ï	Þ±Ñ ÒäÙ7×*à±×*Ï�ÒÎÔlÏ â±×*Ë7÷>Ë�ÖCÔlÏ	Þ±× s
Ï	Ó®Ù7ÞlÛÿÙ7×*à±×*Ï�ÒñÓ*Ë�Ó�Ù7ÑoÏ	Í\Ï	Ö~ÓñÙ7ÖCï2×*Õ�Ò0�øâ±×*ÐoÖCï2ÐoâþÏæÔlÏäÒ*Õ	Ñ Ï�ï2Ó*ÐoË�ÖÿÍYÙ�Û3ÐoÍYÙ7ÑoÏ2íUÍÎÐoÖ±ÐoÍYÙ7ÑoÏ��
ï2Ë�ÖCÒ*Ó*ÐoÓ*Þ±ÏäÞ±Ö±ÏëÓ*Ï	ÑoÑoÏæâCìT�����*�hçcÑoÑoÏëï2Ë�×*×*Ï�Ò*âþË�ÖCÔ·åYÑ�Ú�Ï2Û3Ó*×�Ù�ï2Ó*ÐoË�Ö·Ô(ÚRÙ7×*à±×*Ï�ÒñÕ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ölí
Ó�Ù7Ðo×*Ï�Ò<ÔlÞÿï2Ë�×*â±ÞCÒ§âCÙ7×<Ñ Ï®Ò�ï��±Õ	Í\Ù\Ô(Ú�Ï2Û3âCÙ7ÖCÒ*Ð Ë�Ö¹Ò*Þ±×§Ó*Ë�Þ±Ó*Ï�Ò<ÑoÏ�ÒB÷øÏ	Þ±ÐoÑoÑoÏ�ÒBÔlÏ�Ò<Ù7×*à±×*Ï�Ò
ÔlÏ�â±×*Ë7÷øË�ÖCÔlÏ	Þ±× s � � Ö¹Ò*Ï�ï2Ë�ÖCÔ¹ï	Ù�Ò§âCÙ7×*Ó*Ð ï2Þ±ÑoÐ Ï	×§ï2Ë�ÖCÒ*Ð Ò*Ó*ÏñÏ	ÖúÑ�Ú�Ï2Û3âCÙ7ÖCÒ*Ð Ë�ÖúÒ*á3Ò�Ó*Õ	Í\Ù�í
Ó*Ð ðzÞ±Ï���åçï��CÙ�ðzÞ±ÏäÖ±Ðoß�Ï�Ù7Þ��VÔlÏëÑ Ù\ÓQC	Ó*ÏëÑoÏ2ÛlÐ ï	Ù7ÑoÏ¢ÔlÏëïA�CÙ�ð~Þ±ÏäÒ*Ë�ÞCÒ*í�Ù7×*à±×*ÏÎÔlÞ ï2Ë�×*â±ÞCÒ��
� ÐoÏ	Ö ð~Þ±Ï Ò*Ï�ÒëâþÏ	×m÷>Ë�×*ÍYÙ7ÖCï2Ï�ÒäÒ*Þ±×ëÑoÏýï2Ë�×*â±ÞCÒ\Ü:�5Õ³�½Ö±ÏúÒ*Ë�ÐoÏ	ÖzÓëâCÙ�ÒäÙ7ÞCÒ�Ò*ÐBà�Ë�Ö±Ö±Ï�Ò
ð~Þ±Ï�ï2Ï	ÑoÑoÏ�ÒÌË�à±Ó*Ï	Ö~Þ±Ï�ÒVÙGß�Ï�ï[Ñ Ù®â±×*Ï	ÍÎÐ é	×*ÏØÍÎÕ	ÓQ�±ËlÔlÏ�Ýzï2Ï	Ó*Ó*ÏñÙ7â±â±×*Ëlï��±Ï®ÔlÏ	ß3×�Ù7ÐoÓWÏ	ÖCï2Ë�×*Ï
C	Ó*×*Ï®Ó*Ï�Ò*Ó*Õ	Ï�Ý±âCÙ7×VÏ2ÛlÏ	ÍÎâ±ÑoÏñÒ*Þ±×VÔlÏ�Ò§ï2Ë�×*â±ÞCÒVË�� Ñ Ù¢Ö±Ë�Ó*Ð Ë�ÖúÔlÏñÓQC	Ó*ÏñÑoÏ2Û3Ð ï	Ù7ÑoÏ<Ï�Ò*ÓVâ±Ñ ÞCÒ
â�Ï	×*Ó*Ð Ö±Ï	Ö~Ó*Ï��

ÓæF�� HðR½I��gPSR:NZ��KQ�3R:�

çcÖûï2ÏÿðzÞ±Ð<ï2Ë�ÖCï2Ï	×*Ö±ÏÿÑ Ï�Òäâ�Ï	×�Ò�â�Ï�ï2Ó*Ðoß�Ï�ÒÎË�Þ±ß�Ï	×*Ó*Ï�Ò\âCÙ7×YÑoÏ�Òä×*Õ�Ò*Þ±ÑoÓ�Ù7Ó�Ò\Ë�à±Ó*Ï	Ö~ÞCÒ
Ô±Ù7ÖCÒ0ÑoÏ§ï	Ù�Ôl×*ÏØÔlÏ<ï2Ï	Ó*Ó*Ï§×*Ï�ï��±Ï	×�ïA�±Ï�ÝzÑ ÏVâ�Ë�ÐoÖzÓcÑoÏVâ±ÑoÞCÒcâþÏ	×*Ó*ÐoÖ±Ï	ÖzÓ0âCÙ7×�Ùa� Ó:C	Ó*×*Ï§Ñ Ù�â±×*Ð Ò*Ï
Ï	Ö¹ï2Ë�ÍÎâ±Ó*Ï®ÔlÏ�Ò<â±×*ÐoÖCï2ÐoâþÏ�ÒÌâ±×*Õ�Ò�Ï	Ö~Ó*Õ�Ò[Ô±Ù7ÖCÒVÑoÏ�ÒVï	Ù�Ò§Ë��úÔlÏ�Ò§ÍÎË3Ôlé	Ñ Ï�ÒBã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðt÷øÒ§Ö±Ï
Ò*Ë�Ö~Ó<âCÙ�Ò§Ï	ÍÎâ±ÑoË�á�Õ�ÒVÔ±Ù7ÖCÒ§Þ±Ö±ÏñÓcÞ�ïA�±Ï¢ÔlÏñã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*ÐoË�Ö m

� Ô(Ú�Þ±Ö±ÏYâCÙ7×*Ó	Ý¥ÑoÏ�Ò®âCÙ7×�Ù7ÍÎé	Ó*×*Ï�Ò¢ÔlÏ�Ò�ÍÎËlÔlé	ÑoÏ�Ò®ÔlÕ	ß�Ï	ÑoË�â±âþÕ�Ò�Ô±Ù7ÖCÒ�ÑoÏ\ï	Ù�Ôl×*ÏYÔlÏ�Ò
ÍÎËlÔlé	ÑoÏ�Ò<Ö±Ë�Ö ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðo÷øÒØÖ±Ï¢×*Ï�ðzÞ±Ðoé	×*Ï	ÖzÓ[Ù7ÞCï2Þ±Ö±ÏëÖ±Ë�×*Í\Ù7ÑoÐ Ò�Ù7Ó*ÐoË�Ö�Ý­ï	Ù7×[ÐoÑ Ò<Ö±Ï
ï2Ë�×*×*Ï�Ò*âþË�ÖCÔlÏ	Ö~Ó<âCÙ�Òæ��ÔlÐ ×*Ï�ï2Ó*Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó��WåëÔlÏ�Ò9ß�Ù7Ñ Ï	Þ±×�Ò9ÔlÏ�â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑ ÐoÓ*Õ�Ò��tÕ�Ñ Ò9Ò*Ë�ÖzÓ
ÔlË�ÖCï9ÍÎË�ÐoÖCÒ¥ï2Ë�Ö~Ó*×�Ù7ÐoÖzÓ�Ò	Ý7Ï	Ó¥Ñ Ï�Ò¥Ò�ï2Ë�×*Ï�ÒrË�à±Ó*Ï	ÖzÞCÒ¿Ö±Ï9ÔlÕ	âþÏ	ÖCÔlÏ	Ö~Ó¿âCÙ�Ò¿Ô(Ú�Þ±Öëâ±×*Õ2í
Ò*Þ±â±âþË Ò*Õ®Ò*Þ±×VÑ Ù�÷�Ù�ù2Ë�ÖúÔlË�Ö~ÓØË�Ö ÑoÏ�ÒBÞ±Ó*ÐoÑoÐ Ò*ÏO�øÐ���Ï��±Þ±Ö â±×*Ëlï2Ï�Ò�Ò*ÞCÒ<Ò*Ó*Ë3ïA�CÙ�Ò*Ó*Ð ðzÞ±Ï
ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðt÷���� ? ÖÎÙñÍÎË�Ö~Ó*×*ÕØð~Þ±Ï<ï2ÏV×*Ï	Ñ5Þ�ï��±Ï	ÍÎÏ	ÖzÓÌÔlÏ<ï2Ë�ÖzÓ*×�Ù7ÐoÖ~Ó*Ï�ÒÌð~Þ±ÐCâþÏ	Þ±ß�Ï	Ö~Ó
Ò*Ï	Íæà±ÑoÏ	×æÙ7×*Ó*Ðtò­ï2ÐoÏ	ÑoÑoÏ�Ò®Ö±ÏYâþÕ	ÖCÙ7ÑoÐ Ò*ÏYÔlÏÎ÷�Ù7ÐoÓ�âCÙ�Ò¢ÑoÏ�Ò¢×*Õ�Ò*Þ±ÑoÓ�Ù7Ó�ÒæÔlÏ�Ò¢ðzÞ±Ï	Ñ ðzÞ±Ï�Ò
ÍÎËlÔlé	ÑoÏ�ÒVÔ(ÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï®Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ïñï2Ë�ÖCÒ*Ð ÔlÕ	×*Õ�Ò��

� Ô(ÚRÙ7Þ±Ó*×*ÏëâCÙ7×*Ó	Ý(ÑoÏ�Ò[ï2×*ÐoÓ*é	×*Ï�ÒØÔ(ÚRÙ7â±â±×*Ï	ÖzÓ*Ð Ò�Ò�Ù7ã�ÏäÔlÏ�Ò[ÍÎËlÔlé	ÑoÏ�Ò<ÔlÕ	ß�Ï	Ñ Ë�â±â�Õ�Ò�Ò*Ë�ÖzÓ
ï2Ë�ÖCù2ÞCÒæÔlÏä÷�Ù�ù2Ë�Ö½åÊè ï2Ë�Ñ ÑoÏ	×Wé·å Ñ ÙçÓcÞ�ïA�±ÏYå Ñ Ù�ð~Þ±Ï	ÑoÑ Ïëï2Ï�Ò�ÍÎËlÔlé	ÑoÏ�ÒñÒ*Ï	×*Ë�Ö~Ó
Ùa>(Ï�ï2Ó*Õ�Ò	Ý­â±Ñ Þ±Ó
��ÓØðzÞ±Ï¢ÔlÏëï2Ë�×*×*Ï�Ò*â�Ë�ÖCÔl×*ÏëÙ7ÞlÛ ÓcÞ�ï��±Ï�Ò[âþË�Þ±×<ÑoÏ�Ò�ðzÞ±Ï	ÑoÑoÏ�ÒBÐ Ñ ÒVË�Ö~Ó
ÐoÖ±Ð Ó*Ð Ù7ÑoÏ	ÍÎÏ	ÖzÓÎÕ	Ó*Õ·ï2Ë�ÖCù2ÞCÒ m Ë�Öüâ�Ï	Þ±ÓçÔlÐo×*Ï�ï2Ó*Ï	ÍÎÏ	ÖzÓçâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐ Ò*Ï	×YÑUÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï
Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�â±ÑoÞ±Ó
��Ó[ð~Þ±ÏëÔlÏ�â±×*Ë�àCÙ7à±Ð ÑoÐ Ò*Ï	×§Þ±Ö â±×*Ëlï2Ï�Ò�Ò*ÞCÒØã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðt÷0ÐoÖ~Ó*Ï	×*Í\Õ2í
ÔlÐ Ù7Ð ×*Ï��

s'í�Ó
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ÊÌÏ�Òrâ±×*Ë�â±×*ÐoÕ	Ó*Õ�Òrâ�Ï	Þ±ß�Ï	ÖzÓ½C	Ó*×*ÏÌÏ2Ûlâ±ÑoË�ÐoÓ*Õ	Ï�Òrå<ÔlÐoß�Ï	×�ÒrÖ±Ðoß�Ï�Ù7ÞlÛ�Ô±Ù7ÖCÒrÑoÏÌÓ*×�Ù7ÐoÓ*Ï	ÍÎÏ	ÖzÓ
ÔlÞ�Ñ Ù7Ö±ã Ù7ã�Ï�Ý�ÔlÏ	â±Þ±Ð Ò¥ÑoÏ0àCÙ7ÑoÐ Ò!Ù7ã�Ï0ÔlÏWÓ*Ï2ÛlÓ*ÏWâCÙ7×¥ÔlÏ�Òrï	Ù7Ó*Õ	ã�Ë�×*ÐoÏ�Ò¥ÍÎË�×*â��±Ë7í�Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�Ò
�øÑoÏ�ÒØÍÎË3Ôlé	Ñ Ï�ÒVã�Ðoà±àCÒ*ÐoÏ	ÖCÒØÒ	Ú�ÐoÖzÓ*é	ã�×�Ù7Ö~Ó�Ó*×*é�Ò§÷�Ù�ï2ÐoÑoÏ	Í\Ï	Ö~ÓØåYÔlÏ�ÒØÙ7Ñ ã�Ë�×*ÐoÓQ�±ÍÎÏ�Ò<ÔlÏæÓ�á3âþÏ� Ð Ó*Ï	×*à±Ð��¥åñÑ Ù®Ó*×�Ù�ÔlÞCï2Ó*ÐoË�ÖYÙ7Þ±Ó*Ë�Í\Ù7Ó*Ð ð~Þ±Ï����W� � Ï�Ò�Ù7ÖCù2Ë�ÖçÙñâCÙ7×WÏ2ÛlÏ	ÍÎâ±ÑoÏ§ï2Ë�ÍÎÍ\Ï	ÖCï2Õ
å¹Ð Ö~Ó*Õ	ã�×*Ï	×¢ÔlÏýÓ*Ï	Ñ Ò�ÍÎË3Ôlé	Ñ Ï�Òñâ�Ë�Þ±×æ×*Õ�Ù7ÑoÐ Ò�Ï	×®ÔlÏ�Ò¢Ù�Ò�Ò�Ë3ï2Ð Ù7Ó*Ð Ë�ÖCÒ®Ò*Ï	ÖCÒmíUÍÎË�Ó�ÒæÔ±Ù7ÖCÒ¢Ñ Ù
âCÙ7×*Ó*ÐoÏ Ò*Õ	Í\Ù7ÖzÓ*Ð ð~Þ±Ï Ô(Ú�Þ±Ö Ò*álÒ*Ó*é	ÍÎÏçÔlÏç×*Ï�ï��±Ï	×�ïA�±ÏÿÔlËlï2Þ±ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ïµã � Ï�Ò�Ù7ÖCù2Ë�Ö î=À å��
; Ï§÷�Ù�ù2Ë�Ö\ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7ÑoÏ�Ýlï��CÙ�ðzÞ±Ï<÷øË�Ð Ò0ðzÞ±Ï<Ñ�Ú�Ë�ÖÎÞ±Ó*ÐoÑoÐ Ò�Ï9Þ±Öýâ±×*Ëlï2Ï�Ò�Ò*ÞCÒ0ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðo÷»ÔlÏ<Ó�á3âþÏ
Í\Ù7×
��ËGß3ÐoÏ	Ö¢â�Ë�Þ±×¥Õ	ß�Ù7ÑoÞ±Ï	×¥ÑoÏÌÒ!ï2Ë�×*ÏÌÔ(Ú�Þ±Ö±ÏB�~á3â�Ë�ÓQ�±é�Ò*Ï�Ý�Ë�Ö�âþÏ	Þ±Ó¿Ò*Ï0âþË Ò*Ï	×»Ñ ÙØð~Þ±Ï�Ò�Ó*ÐoË�Ö
ÔlÏVÒ�Ù�ß�Ë�Ðo×rÒ	Ú�ÐoÑzÖ±Ï9Ò*Ï	×�Ù7Ð Ó¥âCÙ�Ò¥â±×*Õ2÷>Õ	×�Ù7à±Ñ Ï9Ô(Ú�Ï�Ò*Ó*Ð ÍÎÏ	×¥ï2ÏBÒ�ï2Ë�×*ÏBâCÙ7×¥Þ±ÖæÍÎËlÔlé	ÑoÏÌÔlÏ9Ó�á3âþÏ
Ö±Ë�ÖlíUã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðt÷³�

� Ö Ù7Þ±Ó*×*ÏúÙ�Ò�â�Ï�ï2ÓäÐoÖzÓ*Õ	×*Ï�Ò�Ò�Ù7ÖzÓëÔlÏ�ÒÎÍÎË3Ôlé	Ñ Ï�Ò�â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ*Õ�ÒäÏ�Ò*ÓëÑ Ù â±×*Ëlï2Õ�ÔlÞ±×*ÏúÔlÏ
ÑoÐ Ò�Ò!Ù7ã�Ï·â±×*Ë�â�Ë Ò*Õ	Ï å Ñ Ù Ò�Ï�ï2Ó*ÐoË�Ö Ó � 9 � À Ò�Ë�ÞCÒúÑ Ù ÔlÕ	Ö±Ë�Í\ÐoÖCÙ7Ó*ÐoË�Ö è Ù7â±â±×*Ï	ÖzÓ*Ð Ò�Ò�Ù7ã�Ï
âCÙ7×äâ±×*Ë7÷>Ë�ÖCÔlÏ	Þ±×Îï2×*Ë�Ð Ò�Ò�Ù7Ö~Ó*Ï|é��ÌÊÌÏ	Ó*Ó*Ïçâ±×*Ëlï2Õ�ÔlÞ±×*Ï â�Ë�Þ±×*×�Ù7Ð Ó*C	Ó*×*ÏçÏ	ÖzßzÐ Ò!Ù7ã�Õ	ÏçÔ±Ù7ÖCÒ
ÑoÏñï	Ù�Ôl×*Ï®ÔlÏñÍÎËlÔlé	ÑoÏ�ÒÌÔlÏñÓ]ázâþÏDèæê§íUã�×�Ù7Í\ÍÎÏ�Ò9Ö±Ë�ÖlíUã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðt÷øÒ�é�ÝCð~Þ±Ð�Ò*Ï	×�Ù7Ð Ï	Ö~Ó§Ù7ÞlÛ
ê§íUã�×�Ù7Í\ÍÎÏ�ÒVï2Ï�ðzÞ±ÏñÑoÏ�Ò��Æ����� Ò�Ë�Ö~Ó<Ù7ÞlÛc�$�����*�

<�Ï�Òæâ±×*Ë�â±×*ÐoÕ	Ó*Õ�ÒëÔlÏ�ÒæÍÎËlÔlé	ÑoÏ�Ò®Ö±Ë�ÖlíUã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðt÷�ÒëâþË�Þ±×*×�Ù7ÐoÏ	Ö~ÓæÕ	ã Ù7ÑoÏ	ÍÎÏ	ÖzÓ*C	Ó*×*ÏýÏ2Û3í
â±ÑoË�ÐoÓ*Õ	Ï�ÒcÏ	ÖY×*Ï�ï2Ë�Ö±ÖCÙ7Ð Ò�Ò�Ù7ÖCï2ÏØÔlÏ<Ñ Ù�âCÙ7×*Ë�ÑoÏ���çcÑoÑoÏ�ÒcÑ Ï§Ò*Ë�Ö~Ó9Ô(ÚRÙ7ÐoÑoÑoÏ	Þ±×�ÒcÔlÕ���å®Ï	ÖÎâCÙ7×*Ó*Ð Ï�Ý
Ù�ß�Ï�ïæÑUÚ�Þ±Ó*ÐoÑ Ð Ò�Ù7Ó*ÐoË�Ö ÔlÏæÍÎË3Ôlé	Ñ Ï�Ò§Ö±Ï	Þ±×*Ë�ÖCÙ7ÞlÛ ã � Ë�ÐoÓ*Ï î�î åUÝ(ðzÞ±Ð»ÐoÍÎâ±Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó*Ï	ÖzÓØåÎÑ Ï	Þ±×
÷øÙ�ù2Ë�ÖYÔlÏ�Ò0ï2×*ÐoÓ*é	×*Ï�Ò0Ô(ÚRÙ7â±â±×*Ï	ÖzÓ*Ð Ò�Ò�Ù7ã�Ï<ÔlÏ�Ò0â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ�ÒcÔlÏ�Òcâ��±Ë�Ö±é	Í\Ï�Ò�)�# 
g
 ô�õoó�ó2ô 
 ö
� 	 ó�õ ��
 ô��+ÝGÏ	Órß3ÐoÏ	Ö±Ö±Ï	Ö~Ór×*Ï	ÍÎâ±Ñ Ù�ï2Ï	×rÔ±Ù7ÖCÒ»ÑoÏ�Ò¥Ò*álÒ*Ó*é	ÍÎÏ�Ò�Ñ Ï�Ò�â±ÑoÞCÒ¥×*Õ�ï2Ï	Ö~Ó�Ò¿ÔlÏ�ÒrÍÎËlÔlé	ÑoÏ�Ò
ÔlÏ§ÍæÞ±ÑoÓ*ÐtíUã Ù7ÞCÒ�Ò*Ð Ï	Ö±Ö±Ï�Ò	Ý�ðzÞ±ÐCÍÎËlÔlÕ	ÑoÐ Ò�Ï	Ö~Ó¿ð~ÞCÙ7ÖzÓWåñÏ	ÞlÛëÑ Ù�â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*ÕVÔ(Ú�Õ	ÍÎÏ	Ó*Ó*×*Ï<Þ±Ö
Ò*Ðoã�ÖCÙ7Ñ5)�# 
g
 ô�õoó�ó2ô 
 öe� 	 !�¡t# 
 -�/ 	 Ý(Ï	Ó�ð~Þ±Ð¿Ò*Ë�Ö~Ó[Ï	ÖCÒ*Þ±ÐoÓ*Ï¢Þ±Ó*ÐoÑoÐ Ò�Õ�ÒOèÎåYÑUÚ�Ï	Özß�Ï	×�Ò�é�Ý(Ñ Ù
ÓcÞ�ï��±Ï\ÔlÏä×*Ï�ï2Ë�Ö±ÖCÙ7Ð Ò�Ò�Ù7ÖCï2ÏäâCÙ7×*Ó�Ù7Ö~ÓæÔlÞ Ò*Ðoã�ÖCÙ7Ñ m ÑoÏ�Òñï2×*ÐoÓ*é	×*Ï�ÒñÔ(ÚRÙ7â±â±×*Ï	ÖzÓ*Ð Ò�Ò�Ù7ã�Ï\ÔlÏ�Ò
×*Õ�Ò*Ï�Ù7ÞlÛ¢Ö±Ï	Þ±×*Ë�ÖCÙ7ÞlÛëÒ*Ë�Ö~ÓcÙ7ÑoË�×�Ò¥à±ÐoÏ	ÖëÔlÕ2òCÖ±Ð ÒrâCÙ7×¿×�Ù7â±â�Ë�×*ÓcåØÑ Ù§ÓcÞ�ïA�±ÏVâ�Ë�Þ±×rÑ Ù�ðzÞ±Ï	ÑoÑoÏ
ÐoÑ�Ò*Ï	×*Ë�ÖzÓ§Þ±Ó*ÐoÑoÐ Ò�Õ�Ò��

<�Ï�ÒñÒ*álÒ*Ó*é	ÍÎÏ�Ò[ÔlÏë×*Ï�ï2Ë�Ö±ÖCÙ7Ð Ò�Ò�Ù7ÖCï2ÏÎÔlÏëÑ ÙYâCÙ7×*Ë�ÑoÏ¢÷>Ë�ÖzÓ�Ñ Ù7×*ã�Ï	ÍÎÏ	Ö~ÓñÙ7â±âþÏ	ÑcåýÔlÏ�Ò
ÍÎËlÔlé	ÑoÏ�ÒñÔlÏÎÑ Ù7Ö±ã Ù7ã�Ïäã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*Ðt÷�Òñâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑ Ð Ò*Ó*Ï�Ò	Ý(Ï	Ó®ï2Ï	Ñ Ù Ò*Ï	Íæà±ÑoÏëâþÏ	Þ½ÔlÕ	×�Ù7Ö±ã�Ï�Ù7Ö~Ó
ÔlÞ ÷øÙ7Ð ÓæðzÞ�Ú�ÐoÑ@èúã�Õ	Ö±é	×*Ï	ÖzÓ�é½Ï�>þÏ�ï2Ó*Ð ß�Ï	ÍÎÏ	Ö~ÓäÔlÏ�Òëâ��±×�Ù�Ò*Ï�ÒëÏ	Ö Ò*Ë�×*Ó*Ð Ï��cÊÌÏ	âþÏ	ÖCÔ±Ù7Ö~Ó	Ý
ÑUÚRÙ7â±â±×*Ï	Ö~Ó*Ð Ò�Ò�Ù7ã�ÏÎÔlÏ\ï2Ï�ÒñÍ\Ë3Ôlé	ÑoÏ�Ò�ï2Ë�×*×*Ï�Ò*âþË�ÖCÔ·Ï	Ö·ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ñ9åçÑ ÙýÓcÞ�ï��±Ï\ÔlÏÎã�Õ	Ö±Õ	×�Ù�í
Ó*ÐoË�ÖäÔlÏBâ��±×�Ù�Ò*Ï�ÒÌó�# � ö�õ 	 ó ��	 ö�#�%3öZ)�# 
 ö 	�� ö 	 Ý~Ï	ÓrÖ±Ë�ÖëâCÙ�Òcå�ï2Ï	Ó*Ó*ÏBã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*ÐoË�Ö|�5!lô � ö�õ �
� %ýó�õ ��
 ô��µ� ; Ïñâ±ÑoÞCÒ	Ý3ÑoÏ�Ò9â±×*Ë3ï2Ï�Ò!Ò*ÞCÒVÒ*Ó*Ëlï��CÙ�Ò*Ó*Ð ðzÞ±Ï�ÒBÒ*Ë�ÞCÒmíUÓ*Ï	ÖCÔ±Ù7ÖzÓ<ï2Ï�ÒBÍÎËlÔlé	ÑoÏ�Ò9ÐoÍäí
â�Ë Ò�Ï	Ö~ÓëÞ±Ö±ÏçÖ±Ë�×*Í\Ù7ÑoÐ Ò�Ù7Ó*Ð Ë�ÖºÔlÏýÑoÏ	Þ±×�ÒæâCÙ7×�Ù7ÍÎé	Ó*×*Ï�Ò	Ýcð~Þ±Ð9ÑoÏ�Òæ×*Ï	ÖCÔ Í\Ù7ÑBÙ�Ô±Ù7â±Ó*Õ�Òäå
ÑoÏ	Þ±×BÍ\Ù7×*Ð Ù7ã�Ï�Ù�ß�Ï�ï®ÔlÏ�ÒBâ±×*Ë�àCÙ7à±Ð ÑoÐoÓ*Õ�ÒÌâ��±Ë�Ö±Õ	Ó*Ð ð~Þ±Ï�ÒVåæÑUÚRÙ7Ð ÔlÏ[ÔlÏ�÷øË�×*Í¢Þ±Ñ Ï�ÒÌâ±×*Ë�àCÙ7à±Ðoí
ÑoÐ Ò*Ó*Ï�ÒWâ�Ë�Þ±×*Ó�Ù7ÖzÓVï2Ñ Ù�Ò�Ò*Ð ðzÞ±Ï�Ò�� � ÙGá�Ï�Ò����±ÊÌÏ	Ñ Ù¢Ù7â±âCÙ7×�Ùa� ÓBÔlÏ�ÔlÏ	ÞlÛÎ÷øÙ�ù2Ë�ÖCÒ m Ô(Ú�Þ±Ö±ÏØâCÙ7×*ÓÐoÑ Ò<Ë�Ö~Ó�Ó*Ï	ÖCÔ±Ù7ÖCï2ÏÎå\â±×*Ï	ÖCÔl×*ÏëÓ*×*Ë�âèË�Þ âCÙ�Ò[Ù�Ò!Ò*Ï��æÔ(Ú�Ð ÍÎâ�Ë�×*Ó�Ù7ÖCï2ÏæâCÙ7×[×�Ù7â±â�Ë�×*ÓñÙ7ÞlÛ
â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ�Ò9â��±Ë�Ö±Õ	Ó*Ð ðzÞ±Ï�Ò��øâ±×*Ë�à±Ñoé	ÍÎÏñÔlÏñÑUÚRÙ7â±â±×*Ï	ÖzÓ*Ð Ò�Ò�Ù7ã�ÏñÔlÕ�ï2Ë�×*×*Õ	ÑoÕ®ÔlÞúï2Ë�ÖzÓ*Ï2Û3Ó*Ï
Ù7â±â±ÑoÐ ï	Ù7Ó*Ðt÷���Ý�Ô(ÚRÙ7Þ±Ó*×*ÏYâCÙ7×*Ó�ÐoÑ Ò[÷�Ù�ß�Ë�×*Ð Ò*Ï	Ö~Ó®Ï2Û±ï2Ï�Ò�Ò*Ð ß�Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó®Ñ Ï�ÒñÐoÖ~Ó*Ï	×*â±×*Õ	Ó�Ù7Ó*Ð Ë�ÖCÒ�ðzÞ±Ð
Ö±Õ�ï2Ï�Ò�Ò*ÐoÓ*Ï	ÖzÓØÑ Ï�ÍÎË�ÐoÖCÒ<Ô(Ú�Õ	Ó�Ù7â�Ï�Ò�ÔlÞ â±×*Ë3ï2Ï�Ò�Ò�ÞCÒ<âþË�Þ±×�C	Ó*×*Ïæã�Õ	Ö±Õ	×*Õ	Ï�Ò0�øâ±×*Ë�à±Ñoé	ÍÎÏæÔlÏ
Ñ ÙëÖ±Ë�×*Í\Ù7ÑoÐ Ò�Ù7Ó*ÐoË�ÖçÔlÏ�ÒVâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ�Ò����

� <�Ùæ×*Õ	âþË�ÖCÒ*ÏÆ�CÙ7à±ÐoÓ*Þ±Ï	ÑoÑoÏ�åëï2Ï�ÒBâ±×*Ë�à±Ñoé	ÍÎÏ�ÒÌâCÙ�Ò�Ò*Ï�âCÙ7×BÑUÚRÙ_�*Ë�Þ±ÓBÔlÏ�âCÙ7×�Ù7ÍÎé	Ó*×*Ï�Ò
α
Ï	Ó

β
Ý±ÑUÚ�Þ±Ö Ï	Öç÷�Ù�ï2Ó*Ï	Þ±×	ÝCÑUÚRÙ7Þ±Ó*×*ÏñÏ	Ö Ï2Ûlâ�Ë Ò!Ù7Ö~Ó	Ý­Ù7ÞlÛçâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ�ÒVÙ�Ò!Ò*Ë3ï2Ð Õ	Ï�Ò

å[Þ±Ö±ÏVÕ	Ó�Ù7âþÏBÔlÞëâ±×*Ëlï2Ï�Ò�Ò*ÞCÒ¿Ò*Ó*Ëlï��CÙ�Ò*Ó*Ð ð~Þ±Ï��~ÊÌÏ�Ò¿âCÙ7×�Ù7ÍÎé	Ó*×*Ï�Ò	Ý�ÔlÕ	Ó*Ï	×*ÍÎÐ Ö±Õ�Ò¿âCÙ7×
s'í�í
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ÔlÏ�Ò¥ÍÎËGá�Ï	ÖCÒrÏ	ÍÎâ±Ð ×*Ð ð~Þ±Ï�Ò�Ý�Ò*Ë�Ö~Ó¿Ù7ÑoË�×�Ò�Ð Ö~Ó*Õ	ã�×*Õ	Ï�Ò¿Ù7ÞlÛñ÷>Ë�×*ÍæÞ±ÑoÏ�Ò¥ÔlÏ � Ù�á�Ï�ÒrâþË�Þ±×
Ï2ÛlÓ*×�Ù7Ðo×*ÏñÑoÏ�ÒBÐoÖzÓ*Ï	×*â±×*Õ	Ó�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ<Ô(Ú�Þ±ÖÿÒ*Ðoã�ÖCÙ7Ñ��

� ; ÚRÙ7Þ±Ó*×*Ï�Ò\Ù7â±â±×*Ëlï��±Ï�Ò\Ó*Ï	Ö~Ó*Ï	ÖzÓýÔlÏúÒ*Ï âCÙ�Ò!Ò*Ï	×ÎÔlÞ ÷øÙ�ï2Ó*Ï	Þ±×	ÝWâCÙ7×ÎÏ2Û3Ï	Í\â±ÑoÏçÏ	Ö
×*Ï	ÍÎâ±Ñ Ù�ù	Ù7Ö~Ó®Ñ Ùçâ±×*Ë�àCÙ7à±Ð ÑoÐoÓ*ÕäÔlÏÎÑUÚ�Õ	ÍÎÐ Ò�Ò*ÐoË�Ö Ô(Ú�Þ±Ö±Ï\â��±×�Ù�Ò*ÏÎâCÙ7×¢Ò�ÙçÍÎËGá�Ï	Ö±Ö±Ï
ã�Õ	Ë�ÍÎÕ	Ó*×*Ð ð~Þ±Ï Ò*Þ±×YÑ Ï¹Ö±Ë�Íæà±×*Ï Ô(Ú�Õ	Ó�Ù7âþÏ�ÒýÖ±Õ�ï2Ï�Ò�Ò�Ù7Ðo×*Ï�ÒýåºÒ!Ù½ã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ó*ÐoË�Ö � � �
ÜØÖ±Ö±Ï2Û3ÏëÊ��

� <cÚ�Ï2ÛlÏ	ÍÎâ±ÑoÏæÔlÏ�Ò[ÍÎË3Ôlé	Ñ Ï�Ò<Ò*á3Ö~Ó�Ù�ÛlÐ ðzÞ±Ï�Ò<â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ*Õ�ÒñÔ±Ù7ÖCÒ�ï2Ï¢Ó*×�ÙGß�Ù7ÐoÑ¥â�Ë�Þ±×*×�Ù7Ð Ó
C	Ó*×*ÏÎÒ*Þ±Ð ßzÐUÝ�Ï	Ö·Ò*Þ±â±â±×*ÐoÍ\Ù7ÖzÓ�Ô(ÚRÙ7àþË�×�ÔèÑoÏ�Ò�ï2Ë�Ö~Ó*×�Ù7Ð Ö~Ó*Ï�Ò�Ò�Ó*Ë3ïA�CÙ�Ò*Ó*Ð ðzÞ±Ï�Ò[Ù7â±â±Ñ Ðtí
ðzÞ±Õ	Ï�Ò0Ù7ÞlÛëâCÙ7×�Ù7ÍÎé	Ó*×*Ï�Ò0ÔlÏ�Òcâ±×*Ëlï2Ï�Ò�Ò*ÞCÒ¿Ï	ÖÎï	Ù7ÞCÒ*ÏO��ÔlË�ÖCïBÏ	ÖÎÏ	Ö±ÑoÏ	ß7Ù7Ö~Ó0åñï2Ï	ÞlÛ3í
ï2Ð[ÑoÏ	Þ±×Yï	Ù7×�Ù�ï2Ó*é	×*Ï è·â±×*Ë3ï2Õ�ÔlÞ±×�Ù7ÑWé7��ÝWÏ	ÓýÏ	Öü×*Õ�Ù7ÑoÐ Ò�Ù7ÖzÓÎÑoÏ	Þ±×YÙ7â±â±×*Ï	ÖzÓ*Ð Ò�Ò�Ù7ã�Ï
Ô±Ù7ÖCÒYÞ±ÖûÒ�ïA�±Õ	Í\Ù½ÔlÏÿ×*Ï�ï2Ë�Ö±ÖCÙ7Ð Ò�Ò�Ù7ÖCï2ÏèÔlÏ¹Ñ Ù·âCÙ7×*Ë�ÑoÏ�ÝWÏ	Öüï2Ë�Öl÷>Ë�×*Í\ÐoÓ*Õ¹Ù�ß�Ï�ï
ÑoÏ	Þ±×9ÓcÞ�ï��±Ï��gÕ]Ñ�Ò*Ï[â�Ï	Þ±ÓVðzÞ�Ú�Ë�ÖýÒ*Þ±â±â±×*Ð ÍÎÏ[Ù7Ð ÖCÒ*Ð�Ñ Ù®Ö±Õ�ï2Ï�Ò�Ò*Ð Ó*Õ[Ô(ÚRÙGß�Ë�Ðo×§å¢ÔlÕ	Ó*Ï	×mí
ÍÎÐ Ö±Ï	×0ÔlÏ�ÒcâCÙ7×�Ù7ÍÎé	Ó*×*Ï�Ò0Ï	Í\â±Ðo×*Ð ðzÞ±Ï�Òrï2Ë�×*×*Ï�ï2Ó*Ðo÷øÒ�� ? ÖYÙ7Þ±×�Ù7ÐoÓ0Ò*Þ±×*Ó*Ë�Þ±ÓWÙ7ÑoË�×�Ò0Þ±Ö
ï	Ù�Ôl×*ÏYÍ\Ù7ÓQ�±Õ	Í\Ù7Ó*Ð ðzÞ±Ïäâ±ÑoÞCÒñï2Ñ Ù7Ðo×ñÏ	Ó�Þ±Ö±Ðt÷>Ë�×*Í\ÏäÓ*Ë�Þ±Ó®ÑoÏäÑoË�Ö±ãúÔlÞºâ±×*Ë3ï2Ï�Ò�Ò�ÞCÒ
ÔlÏY×*Ï�ï2Ë�Ö±ÖCÙ7Ð Ò�Ò�Ù7ÖCï2Ï�Ý¥Ï	Ó�âþË�Þ±×�ð~Þ±Ë�ÐÌâCÙ�Ò���Ý»ÑoÏ�ÒñÍÎËlÔlé	ÑoÏ�ÒñË�à±Ó*Ï	ÖzÞCÒ�âþË�Þ±×*×�Ù7ÐoÏ	Ö~Ó
ÍÎÏ	Ö±Ï	×§å\ÔlÏ�ÒV×*Õ�Ò*Þ±ÑoÓ�Ù7Ó�ÒVÍ\Ï	ÐoÑoÑoÏ	Þ±×�Ò��Ö�Ö�

s'í=Ô
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s'í Ò



� ��� í��ÿí �

� � ��� ù�� óö÷ôõ<ü! � ÷ ýôþ ð#" õ%$'& û
� � ( � ûØó ÷ôñ û )+* )-,

�»×*Ë�Þ±ß�Ï	×ÌÑUÚRÙ7×*à±×*Ï�Ô(ÚRÙ7ÖCÙ7ÑoálÒ*Ï§ÑoÏ<â±ÑoÞCÒWâ±×*Ë�àCÙ7à±Ñ ÏO� « ì0ìã�cÒ*Ï	ÑoË�Ö\Þ±Ö±ÏØã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*ÏØå
Ò*Þ±àCÒ*Ó*ÐoÓ*Þ±Ó*Ð Ë�ÖYÔ(ÚRÙ7×*à±×*Ï�Ò9Ï�Ò*ÓÌÔ±Ù7ÖCÒÌÑoÏ<ï	Ù�ÒÌã�Õ	Ö±Õ	×�Ù7Ñ(�VÞ±Ö\â±×*Ë�à±Ñoé	ÍÎÏ[êØìcí�ÔlÐtî\ï2ÐoÑoÏ��3ÊØÚ�Ï�Ò�Ó
ï2Ïñð~Þ�ÚRÙæâ±×*Ë�Þ±ß�Õ/.��g�zÐoÍ\ÙlÚRÙ7ÖçÔ±Ù7ÖCÒÜãâ�zÐoÍ\ÙlÚRÙ7Ö w�í Ù åUÝ±å¢ðzÞ±Ð(ÑUÚ�Ë�ÖçÔlË�ÐoÓÌÑ Ù¢ÔlÕ	ÍÎË�ÖCÒ�Ó*×�Ù�í
Ó*ÐoË�Ö â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ*Õ	Ï¢Ô±Ù7ÖCÒ§ï2Ï	Ó*Ó*Ï�Ù7Ö±Ö±Ï2ÛlÏ��

? ÖëâþÏ	Þ±Órâ±×*Ë�Þ±ß�Ï	×Ìð~Þ±ÏBÑoÏ9â±×*Ë�à±Ñoé	ÍÎÏ « ì0ì·Ï�Ò*Ócê[ì¿í�ÔlÐtî\ï2ÐoÑoÏÌÏ	Öä×*Õ�ÔlÞ±Ð Ò�Ù7ÖzÓrÓ*Ë�Þ±Ó*Ï
ÐoÖCÒ*Ó�Ù7ÖCï2ÏæÔlÞ¹â±×*Ë�à±Ñoé	ÍÎÏ 9 �3Ü:� å\Þ±Ö¹â±×*Ë�à±Ñoé	ÍÎÏæÔlÏ¢Ò*Ï	Þ±Ð Ñ»ð~Þ±Ï¢ÑUÚ�Ë�ÖúÖ±Ë�ÍÎÍ\Ï�Ò « ì0ì»Ý
ÔlË�Ö~Ó « ì0ì Ï�Ò*Ó§ÑoÏ�â±×*Ë�à±Ñoé	Í\Ï®Ô(Ú�Ë�â±Ó*ÐoÍÎÐ Ò�Ù7Ó*Ð Ë�ÖçÙ�Ò!Ò*Ë3ï2Ð Õ�Ýlï2Ï	Ó*Ó*Ï�×*Õ�ÔlÞCï2Ó*ÐoË�Ö¹Ò*Ïñ÷�Ù7Ð Ò�Ù7ÖzÓ
Ù�ß�Ï�ï�Þ±Ö±Ï�ï2Ë�ÍÎâ±ÑoÏ2ÛlÐoÓ*Õ[â�Ë�Ñoá3Ö±Ë�ÍÎÐ Ù7Ñ Ï��

<�Ïñâ±×*Ë�à±Ñ é	ÍÎÏ 9 �3Ü:� Ï�Ò*ÓVÑoÏ®Ò�Þ±Ðoß�Ù7ÖzÓ m
� Û Ó�Ù7Ö~ÓñÔlË�Ö±Ö±Õ¢Þ±Ö±Ï®÷øË�×*Í¢Þ±ÑoÏ�à�Ë3Ë�ÑoÕ	Ï	Ö±Ö±Ï�Ò*Ë�ÞCÒ§÷>Ë�×*Í\Ï®Ö±Ë�×*Í\Ù7ÑoÏ 9 Ê9ê 09Ý­Ò*Þ±×
ÑoÏ�ÒVß7Ù7×*Ð Ù7à±ÑoÏ�Ò

u1, . . . , un m

F = (d11 ∨ d12 ∨ d13) ∧ (d21 ∨ d22 ∨ d23) ∧ · · · ∧ (dm1 ∨ dm2 ∨ dm3)

Ë��
m ≥ 1

Ï	Ó
dij

Ï�Ò*Ó9Þ±ÖYÑoÐ Ó*Ó*Õ	×�Ù7ÑCâCÙ7×*ÍÎÐ
{u1 . . . , un}

ÝzâþË�Þ±×9Ó*Ë�Þ±Ó
1 ≤ i ≤

m
Ï	Ó¿Ó*Ë�Þ±Ó

1 ≤ j ≤ 3
�zÊÌÏ	Ó*Ó*ÏB÷>Ë�×*ÍæÞ±ÑoÏ9Ï�Ò*ÓcÙ7ÞCÒ�Ò*ÐlÖ±Ë�Ó*Õ	Ï

C1∧C2∧· · ·∧Cm
Ý

Ë��
Ci

×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó*Ï
(di1 ∨ di2 ∨ di3)

Ý­â�Ë�Þ±×VÓ*Ë�Þ±Ó
1 ≤ i ≤ m

�
� <�Ù�÷øË�×*Í¢Þ±Ñ Ï

F
Ï�Ò*ÓmíUÏ	ÑoÑoÏVÒ�Ù7Ó*Ð Ò*ò­Ù7à±ÑoÏ�Ý7Ð���Ï���Ï�Ò*ÓmíUÏ	ÑoÑoÏBß3×�Ù7ÐoÏBâ�Ë�Þ±×0Ù7Þ\ÍÎË�ÐoÖCÒ¿Þ±Ö±Ï

Ùa>þÏ�ï2Ó�Ù7Ó*Ð Ë�Ö¹ÔlÏ�ÒVß7Ù7×*Ð Ù7à±ÑoÏ�Ò
u1 . . . un

�
<�Ïñâ±×*Ë�à±Ñ é	ÍÎÏ®Ò « ì0ì Ï�Ò*Ó§ðzÞCÙ7Ö~ÓØåëÑoÞ±Ð m
� Û Ó�Ù7Ö~ÓØÔlË�Ö±Ö±Õ	Ï[Þ±Ö±ÏW�$�����

G
Ý±Þ±Ö±Ï�â��±×�Ù�Ò*Ï

w
Ï	ÓBÞ±ÖY×*Õ	Ï	Ñ

s
ï2Ë�ÍÎâ±×*Ð ÒWÏ	ÖzÓ*×*Ï

î Ï	Ó s Ý
� Ï2Û3Ð Ò*Ó*Ï2íUÓmíUÐoÑþÞ±Ö±Ï�Ù7ÖCÙ7Ñ á3Ò*Ï�ÔlÏ

w
Ô±Ù7ÖCÒ

G
ÔlË�ÖzÓVÑ Ù¢â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ�ÝlÙ�Ò�Ò*Ðoã�Ö±Õ	Ï[âCÙ7×

G
Ý­Ï�Ò*Ó§Ò*Þ±âþÕ	×*ÐoÏ	Þ±×*ÏñË�ÞúÕ	ã Ù7ÑoÏ®å

s
�

¡£´
0�®�·½¤aª_® ¾�§A°�¦5®Tå'¤_®³­«·³§,ªaå�¤a®:¢¥®214351_Þ
s'í�w
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<�Ù[×*Õ�ÔlÞCï2Ó*ÐoË�ÖëÔlÏ 9 �3Ü:� åØÞ±Ö±ÏÌÐ ÖCÒ*Ó�Ù7ÖCï2Ï9ÔlÏBÒ « ì0ì·ÔlË�ÐoÓrï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*Þ±Ðo×*Ï9Þ±Ö±Ï5�$�����æÝ
Þ±Ö±Ïñâ��±×�Ù�Ò*Ï�ÝlÏ	ÓBÞ±Ö±Ïñß�Ù7ÑoÏ	Þ±×BÔlÏñÒ*Ï	Þ±ÐoÑUÝ3ÔlÏ[÷øÙ�ù2Ë�Ö åëï2Ïñð~Þ±Ï�Ñ Ù¢×*Õ	â�Ë�ÖCÒ�Ï�Ù7Þ â±×*Ë�à±Ñ é	ÍÎÏ
Ò « ì0ì ï2Ë�×*×*Ï�Ò*âþË�ÖCÔlÏ�åëÑ Ùæ×*Õ	âþË�ÖCÒ*Ï®å 9 �3Ü:�Æ� ? Ö â±×*Ï	ÖCÔçâþË�Þ±×VÏ2Û3Ï	ÍÎâ±Ñ Ï[Ñ Ù�÷øË�×*ÍæÞ±ÑoÏ
9 �3Ü:��ã � Ù7×*Ó*Ë�ÖìÒ Ô å m

(u1 ∨ u2 ∨ u3) ∧ (u1 ∨ u2 ∨ u3)Ë��
u1

Ý
u2

Ï	Ó
u3

Ò*Ë�ÖzÓ<ÔlÏ�ÒVß7Ù7×*Ð Ù7à±ÑoÏ�ÒBàþËzË�ÑoÕ	Ï	Ö±Ö±Ï�Ò'�
� Ö±Ï®ÐoÖCÒ*Ó�Ù7ÖCï2Ï 9 �3Ü:� Ï�Ò*Ó<Ò�Ù7Ó*Ð Ò*ò­Ù7à±ÑoÏñÒ*Ð�Ï	Ó<Ò*Ï	Þ±Ñ Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó§Ò*Ð¥Ù7ÞúÍÎË�ÐoÖCÒBÞ±ÖúÑ ÐoÓ*Ó*Õ	×�Ù7Ñ

ÔlÏØïA�CÙ�ð~Þ±Ï�ÔlÐ Ò(�*Ë�ÖCï2Ó*ÐoË�ÖÎ×*Ï�ù2Ë�ÐoÓWÑ Ùñß7Ù7ÑoÏ	Þ±×
vrai

��<�Ï�Ò9ÔlÐÖ>(Õ	×*Ï	Ö~Ó*Ï�ÒÌË3ï	ï2Þ±×*×*Ï	ÖCï2Ï�Ò9Ô(Ú�Þ±Ö±Ï
Í]C	ÍÎÏäß7Ù7×*Ð Ù7à±ÑoÏÎÔlË�Ðoß�Ï	ÖzÓ®Õ	ß3Ð ÔlÏ	ÍÎÍÎÏ	ÖzÓñ×*Ï�ï2Ï	ß�Ë�Ðo×®Ñ ÙçÍ]C	Í\Ïæß7Ù7ÑoÏ	Þ±×��rÊÌÏ�Ò¢ÔlÏ	ÞlÛ·Ë�àlí
Ò*Ï	×*ß7Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ®ï2Ë�ÖCÒ*Ó*ÐoÓ*Þ±Ï	ÖzÓ®Ñ ÙýàCÙ�Ò*Ï\ÔlÏäÑ Ùç×*Õ�ÔlÞCï2Ó*ÐoË�Ö m Ñ Ù|�$����� ß7Ù C	Ó*×*Ï\ï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*Þ±Ð Ó*Ï
ÔlÏ®÷�Ù�ù2Ë�Ö¹åÎï2Ï�ðzÞ�Ú�Þ±Ö±Ï�Ò*Ë�Ñ Þ±Ó*ÐoË�ÖúÔlÏ

F
Ò*Ë�Ð ÓV×*Ï	â±×*Õ�Ò*Ï	Ö~Ó*Õ	ÏæâCÙ7×§Þ±Ö¹Ù7×*à±×*ÏæÙ�ÔlÍÎÏ	Ó*Ó�Ù7Ö~Ó

ÔlÏ	ÞlÛ Ò*Ë�×*Ó*Ï�ÒñÔlÏ\ÔlÕ	×*Ðoß7Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ m ÑoÏ�Ò�Þ±Ö±Ï�Òñâ±×*Ï	Ö±Ö±Ï	ÖzÓ�Ï	Ö½ïA�CÙ7×*ã�ÏÎÑ Ùçï2Ë�ÖCÒ*Ð Ò*Ó�Ù7ÖCï2ÏÎÔlÏ�Ò
ß�Ù7Ñ Ï	Þ±×�Ò¢ÔlÏ�Ò¢ß�Ù7×*Ð Ù7à±ÑoÏ�Ò®ÑoÏYÑoË�Ö±ãÿÔlÏýÑ Ùú÷>Ë�×*ÍæÞ±ÑoÏ�Ý»Ñ Ï�Ò�Ù7Þ±Ó*×*Ï�ÒëÙ�Ò�Ò*Ðoã�Ö±Ï	ÖzÓ¢Þ±Ö±Ïýß7Ù7ÑoÏ	Þ±×
vrai

å Þ±Ö±Ï\ß7Ù7×*Ð Ù7à±ÑoÏYÔlÏ\ï��CÙ�ðzÞ±ÏýÔlÐ Ò(�mË�ÖCï2Ó*Ð Ë�Ö��l<�Ï�Ò¢ÔlÕ	×*Ð ß�Ù7Ó*ÐoË�ÖCÒ�Ù7Þ±×*Ë�Ö~ÓëÔlÏ�Ò®â±×*Ë7í
àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ�Ò[ðzÞ±Ð¥âþÏ	×*ÍÎÏ	Ó*Ó*Ï	Ö~Ó®ÔlÏëÔlÐo×*ÏäÒ*ÐrÞ±Ö·Ù7×*à±×*ÏæÏ�Ò�Ó[Ò*Ë�Ñ Þ±Ó*ÐoË�Ö ÔlÏ

F
Ï	Öè×*Ï	ã Ù7×�Ô±Ù7Ö~Ó

Ò*ÐcÒ�Ùçâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐ Ó*Õ¢Ï�Ò*ÓñÒ*Þ±âþÕ	×*ÐoÏ	Þ±×*ÏäåýÞ±Ö Ò*Ï	Þ±ÐoÑcÔlË�Ö±Ö±Õ��l<�Ùçâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑ ÐoÓ*ÕæÔ(Ú�Þ±Ö Ù7×*à±×*Ï
ÐoÖCÔlÐ ðzÞ±Ï\Ò	Ú�ÐoÑcâþË Ò�Ò*é�ÔlÏýÒ*Þlî\Ò�Ù7ÍÎÍ\Ï	Ö~Ó�ÔlÏýÔlÕ	×*Ðoß�Ù7Ó*Ð Ë�ÖCÒ�ÔlÏYïA�CÙ�ð~Þ±ÏçÒ*Ë�×*Ó*ÏYâ�Ë�Þ±×@C	Ó*×*Ï
Ò*Ë�ÑoÞ±Ó*ÐoË�Ö ÔlÏ

F
�

Ä }�b XhÅ [ o32 f � <»Ù¢×*Õ�ÔlÞCï2Ó*Ð Ë�Öúï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*Þ±ÐoÓBÞ±Ö±ÏW�$����� Ï	Ó9Þ±Ö±Ïñâ��±×�Ù�Ò�Ï��t<»ÙD�$����� Ù
â�Ë�Þ±×ØÒ*ázÍæàþË�ÑoÏØÐ Ö±ÐoÓ*Ð Ù7Ñ

S
Ý±Þ±Ö Ó*Ï	×*ÍÎÐoÖCÙ7Ñ

1
ÝCÏ	ÓVÑ Ï�ÒBÖ±Ë�ÖlíUÓ*Ï	×*ÍÎÐoÖCÙ7ÞlÛ

{V, F,C1, C2, , . . . , Cm, u1, u1, u2, u2, . . . , un, un}
<�Ùæâ��±×�Ù�Ò*ÏñåëÙ7ÖCÙ7Ñoá3Ò�Ï	×ÌÏ�Ò*Ó

11 . . . 1
︸ ︷︷ ︸687:9�;:<>=?<A@CB

3m

�t<�Ï�ÒVÙ7×*à±×*Ï�ÒBÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�Ò9Ò*Ë�Ö~ÓVï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*Þ±ÐoÓ�Ò
ï2Ë�ÍÎÍÎÏ®Ò*Þ±Ð Ó m

s �<ì¥Ë�Þ±×çï��CÙ�ðzÞ±Ïÿß7Ù7×*Ð Ù7à±ÑoÏúàþË3Ë�ÑoÕ	Ï	Ö±Ö±Ï
ui

�
1 ≤ i ≤ n

��Ý0Ë�ÖXï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*Þ±ÐoÓYÔlÏ	ÞlÛ
Ù7×*à±×*Ï�ÒæÕ	ÑoÕ	Í\Ï	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï�Ò	Ý»ÑUÚ�Þ±ÖºÙ�Ò�Ò�Ðoã�ÖCÙ7Ö~ÓæÑ Ùúß7Ù7ÑoÏ	Þ±×

vrai
Ï	Ó¢ÑUÚRÙ7Þ±Ó*×*ÏýÑ Ù¹ß�Ù7ÑoÏ	Þ±×

faux
å

ui
Ý»Ò�Þ±×�Ó*Ë�Þ±Ó*Ï\Ñ Ùç÷>Ë�×*ÍæÞ±ÑoÏ��¥Êe�CÙ�ï2Þ±Ö ÔlÏYï2Ï�Ò¢Ù7×*à±×*Ï�Ò¢Ù âþË�Þ±×�×�Ù�ï2Ð Ö±Ï

S
Ý[Ù�ß�Ï�ïºâ�Ë�Þ±× Ï	Öl÷�Ù7Ö~Ó�Ò

C1, . . . , Cm
Ý[ÑoÏ�Ò¹Ï	Öl÷øÙ7ÖzÓ�Ò ÔlÏ

Ck
Õ	Ó�Ù7Ö~Ó ÑoÏ�ÒúÖ±Ë�Ölí

Ó*Ï	×*Í\ÐoÖCÙ7ÞlÛæï2Ë�×*×*Ï�Ò*âþË�ÖCÔ±Ù7Ö~ÓÌåñÒ*Ï�Òcß7Ù7×*Ð Ù7à±ÑoÏ�Ò
dk1

Ý
dk2

Ï	Ó
dk3

�=<cÚRÙ7×*à±×*Ï<ï2Ë�×*×*Ï�Òmí
âþË�ÖCÔ±Ù7Ö~Ó9å®ÑUÚRÙa>(Ï�ï2Ó�Ù7Ó*ÐoË�Ö\ÔlÏØÑ Ùñß7Ù7ÑoÏ	Þ±×

vrai
�ø×*Ï�Ò*â��

faux
�¥å

ui
Ï�Ò*ÓÌÍÎËlÔlÕ	ÑoÐ Ò*Õ

âCÙ7×[ÑUÚRÙ_�*Ë�Þ±Ó[Ô(Ú�Þ±Ö Ï	Öl÷�Ù7Ö~Ó
V
�ø×*Ï�Ò*â��

F
�VåYïA�CÙ�ð~Þ±ÏëÖ±Ë�ÖlíUÓ*Ï	×*ÍÎÐoÖCÙ7Ñ

ui
Ï	Ó[Ô(Ú�Þ±Ö

Ï	Öl÷�Ù7Ö~Ó
F
�ø×*Ï�Ò*â��

V
�VåYïA�CÙ�ð~Þ±ÏëÖ±Ë�ÖlíUÓ*Ï	×*ÍÎÐoÖCÙ7Ñ

ui
��<�Ï�Ò�Ù7×*à±×*Ï�Ò[Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ð ×*Ï�Ò

âþË�Þ±×
u1

Ý
u2

Ï	Ó
u3

Ù7â±âCÙ7×�Ù7Ð Ò!Ò*Ï	Ö~ÓVÏ	Ö|�CÙ7Þ±ÓØåëã Ù7ÞCï��±Ï¢ÔlÏñÑ ÙæòCã�Þ±×*Ï�ÜW� s �
À ���»×*Ë�Ð Ò�Ù7×*à±×*Ï�Ò�Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�ÒØÒ�Ë�Ö~Ó®ï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*Þ±ÐoÓ�Ò[âþË�Þ±×[ïA�CÙ�ð~Þ±ÏÎÔlÐ Ò(�mË�ÖCï2Ó*Ð Ë�Ö

Ck
Ý

ïA�CÙ�ï2Þ±Ö Ù�á Ù7Ö~ÓëâþË�Þ±×¢×�Ù�ï2Ð Ö±Ï
Ck

ÙGß�Ï�ïýï2Ë�Í\ÍÎÏÎÏ	Öl÷�Ù7Ö~Ó�ÒëÑoÏ�Ò�Ö±Ë�ÖlíUÓ*Ï	×*ÍÎÐoÖCÙ7ÞlÛ
ï2Ë�×*×*Ï�Ò�â�Ë�ÖCÔ±Ù7ÖzÓ�Ò§åæÑoÏ	Þ±×�ÒBß�Ù7×*Ð Ù7à±ÑoÏ�Ò

dk1
Ý
dk2

Ï	Ó
dk3

�­Êe�CÙ�ðzÞ±Ï®Ù7×*à±×*Ï[Ï�Ò�ÓBï2×*Õ	Õ
âCÙ7×YÑUÚRÙ_�*Ë�Þ±Ó\Ô(Ú�Þ±ÖûÏ	Öl÷�Ù7Ö~Ó

V
Ï	Ö âþË Ò*ÐoÓ*ÐoË�Ö òCÑ Ò\ÔlÏ ÑUÚ�Þ±Ö ÔlÏ�Ò

dki
ÝWÏ	Ó\ß�Õ	×*ÐoòCÏ

Ù7Ð ÖCÒ*Ð�ð~Þ�Ú�Þ±ÖúÑ ÐoÓ*Ó*Õ	×�Ù7Ñ�ÔlÏ®Ñ Ù¢÷øË�×*Í¢Þ±ÑoÏñÏ�Ò�ÓVßz×�Ù7Ð��g<�Ï�Ò<Ù7×*à±×*Ï�Ò§Õ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï�ÒVï2Ë�×mí
×*Ï�Ò�â�Ë�ÖCÔ±Ù7ÖzÓ�Ò[Ô±Ù7ÖCÒØÑUÚ�Ï2ÛlÏ	ÍÎâ±ÑoÏ®Ù7â±âCÙ7×�Ù7Ð Ò!Ò*Ï	Ö~ÓØÏ	Öc�CÙ7Þ±Ó�å\Ôl×*Ë�ÐoÓ*ÏæÔlÏ�Ñ ÙëòCã�Þ±×*Ï
ÜO� s �

s¥Ôaî
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F
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S
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F
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V

u2 u3

2
13

2
13

S

C1
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F

u3

C2
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V

u3

S

C1

u1 u2

V

u3

C2

u1 u2

F

u3

2
13

2
13

S

C1

u1 u2 u3

V

C2

u1 u2 u3

F

S

C1

u1 u2 u3

F

C2

u1 u2 u3

V

1
3

1
3

C1

u1

V

u2 u3

C2

u1

V

u2 u3

1
3

1
3

C1

u1 u2

V

u3

C2

u1 u2

V

u3

1
3

1
3

C1

u1 u2 u3

V

C2

u1 u2 u3

V

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

u1

V

u1

F

u1

V

u1

F

u2

V

u2

F

u2

V

u2

F

u3

V

u3

F

u3

V

u3

F

1
13 1 1

S

C1 C2

V

1

F

1

prq3s�t ÜO� s � ÜØ×*à±×*Ï�Ò<Õ	ÑoÕ	Í\Ï	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï�Ò[ÔlÏ�ÑUÚ�Ï2ÛlÏ	ÍÎâ±ÑoÏ¢ÔlÏ�Ñ Ù\×*Õ�ÔlÞCï2Ó*ÐoË�Ö ÔlÏ
9 �3Ü:� åäÒ « ì0ìh�
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9 �<ì¥Ë�Þ±×äï��CÙ�ðzÞ±Ï ÑoÐoÓ*Ó*Õ	×�Ù7Ñ9ÔlÏçïA�CÙ�ð~Þ±Ïçß7Ù7×*Ð Ù7à±ÑoÏ
ui
Ý¿ÔlÏ	ÞlÛ Ù7×*à±×*Ï�ÒëÕ	ÑoÕ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ð ×*Ï�Ò

Ò�Ë�Ö~Ó¿ï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*Þ±ÐoÓ�Ò	Ý�ÑUÚ�Þ±Ö¢Ù�Ò�Ò�Ðoã�ÖCÙ7Ö~Ó
V
Ý�ÑUÚRÙ7Þ±Ó*×*Ï

F
Ï	Ö®òCÑ Ò¥ÔlÞ¢ÑoÐoÓ*Ó*Õ	×�Ù7Ñ���ÊÌÏ�Ò¿Ù7×*à±×*Ï�Ò

Ù7â±âCÙ7×�Ù7Ð Ò�Ò*Ï	Ö~ÓVÏ	Ö¹àCÙ�Ò§åäã Ù7ÞCï��±Ï¢ÔlÏ®Ñ Ù¢òCã�Þ±×*Ï�ÜO� s â�Ë�Þ±×VÑ�Ú�Ï2Û3Ï	ÍÎâ±Ñ Ï��
ï � � ÖëÙ7×*à±×*Ï9ÔlÏB×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï

S
Ï	Ó¿ÔlÏ9òCÑ Ò

C1, . . . , Cm
Ý7Ù7ÐoÖCÒ*Ð3ð~Þ±Ï9ÑoÏ�ÒrÙ7×*à±×*Ï�ÒcÔlÏÌ×�Ù�ï2Ð Ö±Ï

V
Ï	Ó

F
Ï	ÓñÔlÏëòCÑ Ò

1
Ò�Ë�Ö~Ó�Ù_�*Ë�Þ±Ó*Õ�ÒñåçÑ Ùýã�×�Ù7ÍÎÍ\Ù7Ðo×*Ï �øß�Ë�Ðo×�Ï	Ö·àCÙ�Òñå Ôl×*Ë�ÐoÓ*Ï

ÔlÏñÑ ÙæòCã�Þ±×*Ï�ÜW� s ���
Ó � ; Ï�Ò¥â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ�Ò¥Ò*Ë�Ö~ÓcÙ�Ò�Ò�Ë3ï2ÐoÕ	Ï�Ò¥Ù7ÞlÛ�Ù7×*à±×*Ï�Ò¿Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�Ò»Ù7ÐoÖCÒ�Ðzï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*Þ±ÐoÓ�Ò'�
<�Ï�ÒVâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*Õ�ÒVÔlÏ�Ò<Ù7×*à±×*Ï�Ò§Õ	ÑoÕ	ÍÎÏ	ÖzÓ�Ù7Ðo×*Ï�ÒVÙ�á Ù7ÖzÓ<Ñ ÙëÍDC	ÍÎÏ�×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï®ÔlË�Ðoß�Ï	Ö~Ó
Ò�Ë�ÍÎÍÎÏ	×�å

1
��<�Ù§â±×*Ë�àCÙ7à±Ð ÑoÐoÓ*ÕWÔ(Ú�Þ±ÖæÙ7×*à±×*ÏÌÕ	ÑoÕ	Í\Ï	Ö~Ó�Ù7Ðo×*ÏWÔlÏÌ×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï

S
ï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*Þ±ÐoÓ

å Ñ�Ú�Õ	Ó�Ù7â�Ï s ÔlÏ·Ñ Ù ×*Õ�ÔlÞCï2Ó*ÐoË�Ö Ï�Ò*Ó
pi
ÝVË��

ui
Ï�Ò*Ó Ñ Ù Ò*Ï	Þ±ÑoÏèß7Ù7×*Ð Ù7à±ÑoÏ·ÔlË�Ö~Ó

Ñ Ï�ÒäÑoÐoÓ*Ó*Õ	×�Ù7ÞlÛ Ë�Ö~ÓýÞ±Ö òCÑ Ò\Ô±Ù7ÖCÒYÑUÚRÙ7×*à±×*Ï¹Ï	ÖXð~Þ±Ï�Ò�Ó*ÐoË�Ö��B�zË�ÐoÓ
ni

Ñ ÏúÖ±Ë�Í¢à±×*Ï
Ô(Ú�Ëlï	ï2Þ±×*×*Ï	ÖCï2Ï�ÒVÔlÏ�ÒBÔlÏ	ÞlÛ\ÑoÐoÓ*Ó*Õ	×�Ù7ÞlÛ

ui
Ï	Ó

ui
Ô±Ù7ÖCÒ

F
� ? ÖYâþË Ò*Ï

pi = θ(1
2)ni

Ý
Ë��

θ
Ï�Ò*ÓëÞ±Ö ×*Õ	Ï	ÑVÔlÏ	ß7Ù7Ö~Óäß�Õ	×*ÐtòCÏ	×ëï2Ï	×*Ó�Ù7ÐoÖ±Ï�Òäï2Ë�ÖCÔlÐoÓ*Ð Ë�ÖCÒæÔlÕ	×*Ð ß�Õ	Ï�ÒæÔ±Ù7ÖCÒëÑ Ù

Ò�Þ±ÐoÓ*Ï��l<�Ù â±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑ ÐoÓ*ÕäÔlÏÎÑUÚRÙ7×*à±×*Ï\ÔlÏä×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï
S

ï2Ë�ÖCÒ*Ó*×*Þ±ÐoÓ�å Ñ�Ú�Õ	Ó�Ù7â�Ï ï ÔlË�ÐoÓ
ÔlË�ÖCïOC	Ó*×*Ï

p0 = [1− 2
∑n

i=1 pi]
��<�ÙYâ±×*Ë�àCÙ7à±ÐoÑoÐoÓ*ÕæÔlÏ�Ò[Ù7×*à±×*Ï�Ò�Õ	Ñ Õ	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ù7Ðo×*Ï�Ò

ÔlÏ�×�Ù�ï2ÐoÖ±Ï
ck

ï2Ë�ÖCÒ�Ó*×*Þ±ÐoÓ�ÒBå¢Ñ�Ú�Õ	Ó�Ù7â�Ï
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Interne
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Ý±Ò*Ï	ÑoË�Ö

Þ±Ö Ù7Ñ ã�Ë�×*ÐoÓQ�±ÍÎÏ®Ó*Ï	Ñrð~Þ±Ïæï2Ï	ÑoÞ±Ð»â±×*Õ�Ò*Ï	ÖzÓ*ÕëâCÙ7ã�Ï s�s'Ó �L<�Ï¢â±×*Ë�à±Ñ é	ÍÎÏ¢Ò « ì0ìûÏ�Ò*ÓØÔlË�ÖCï
êØìcí�ï2Ë�ÍÎâ±ÑoÏ	Ó��

? ×<Ñ Ï®â±×*Ë�à±Ñoé	ÍÎÏ « ì0ìXÙ�ß�Ï�ï¢Þ±Ö±Ï��$����� Ï�Ò*ÓØÑoÏñâ±×*Ë�à±Ñoé	ÍÎÏæÔ(Ú�Ë�â±Ó*ÐoÍÎÐ Ò�Ù7Ó*Ð Ë�ÖçÙ�Ò*í
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Ù7Þ±Ó*Ë�Í\Ù7Ó*Ð ðzÞ±Ï	ÍÎÏ	Ö~Ó�Ñ Ù\×*Õ	â�Ë�ÖCÒ�ÏëåýÒ « ì0ì¥Ý(ÔlË�ÖCïæÑoÏæâ±×*Ë�à±Ñoé	ÍÎÏ « ì0ìXÏ�Ò*Ó�Ù7Þ Í\Ë�ÐoÖCÒ
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� 	 /äô � &�% 	 s�îg� ÊÌÏ	Ó*Ó*Ïäâ±×*Ë�â±×*ÐoÕ	Ó*ÕäÒ*ÏëÓ*×�Ù�ÔlÞ±ÐoÓ�âCÙ7×ñÑoÏ¢÷�Ù7ÐoÓ[ðzÞ�ÚÃ# 
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s¥Ô_ï



� ´ ÐAb o{¾wÅ�X iÃ[ } b½X V Y)2�^ i � v ` ¬ ´�´ \ ~L`�Å�X f ` ¶��9¶ u

â±×*Ë�à±Ñoé	ÍÎÏBÏ�Ò*Ó0ê[ì¿í�ÔlÐtî\ï2ÐoÑ Ï¶!$#=% � ö�#=%zö 	 2 ���h� 	 ö�!$#=% � ö�#=%zö ��
 # 
 ) � �~ìrÙ7×cÏ2Û3Ï	Í\â±ÑoÏ�Ý
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;NMPORQTS>U�V
V
UXWRMPY
V
Z[UXU\Q
VTU>]^W�_[Z`S>Z[V
ab_?cdMP_[egfgY
Z[V
h�ijU Õ ORQ
Z`k�U>l�?nm�VoQ
Zpk�U �rq m�V
Z[_pZpQ
abWsfgm�Yt MgS>V
fgY
Z`Q
U�Yu_[U/S�MP_pS>m�_5k�U\QuU>]�W�Y
U\QoQ
ZpfgORQuk�m�Vwv^W�U m
∑

δ⇒w

fξ(δ)

[
∏

α∈δ

v(α)fα(δ)

]

� �Tx s �
fgy m
� w = w1 . . . wn

U\Q
Vum�O�UzQ
m�Z[V
Ubk�U/ijfgVoQ q fgm{V
U�Y
i|Z[ORMPm�]N}
� ∑

δ⇒w

Y
U�W�Y
a\Q
U�O~V
Ubm�O�UbQ
fgi|i|UTQ
m�Y�V
fgm�V
U\Q�_pU\Q�k�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQ��~m�Z�W�Y
f�k�m�ZpQ
U�O~V_pM�S�hRM � O�U
w
QoU�_[fgO{m�O�UbegYoMPi|ijMPZ[Y
UNh�fgYoQ:lwS>fgO~V
U>]^V
U

G
}

� _[U\Q α
Q
fgO~Vzk�U\Q/a�_pa�i|U�O�VoQ/k�U

δ
q Zwx8Ugx5k�U\Q/Y
��eg_[U\Q/k�U

G
ZpO�V
U�Y
�gU�ORMPO�V�k�MPORQ/_pMk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgOb}

� v(α)
U\Q
V�m�O�U t fgORS>V
ZpfgO�k�U\Q

α
q k�fgO�V{_?c8Z[i�MPegULQ
U�V
Y
fgm��gU�k�MPORQ�m�O�Q
U�i|Z�lMPO�O�U\MPm�S>fgi|i�m�VoMPV
Z t

A
x ∑ U�V ∏ Q
fgO�Vb_[U\QTfgWsa�YoMPV
Z[fgORQ��>�����|�nU�VT���:�\�g�^�`�k�U

A
q M\v�MPO~V�Y
U\Q
WsU\S>V
Z[�gU�i|U�O~V

0
U�V

1
S>fgi|i|UNa�_[a�i|U�O~VoQuO�U�m�V
Y
U\Q�}

� fξ(δ)
U\Q
V�_[UNO�fgi���Y
U/k�c8f^S�S>m�Y
Y
U�ORS>U\Qnk�U

ξ
k�MPORQu_?cdMPY
��Y
U/Q
v^O�VoM�]�Zp�~m�UNMgQ�Q
f^S>Zpa� _pM�k�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgO

δ
x
ξ
W�U�m�V C V
Y
U�m�O�Q
v^i���fg_[U�fgm�m�O�U�Y
��eg_[U�h�fgYoQ:lwS>fgO�V
U>]�V
Ugx

fξ(δ)
U\Q
Vum�O�U�O�V
Z[U�Y Ì x nfgV
U m�¡ MPORQ/S>U�V
V
U�V
h��\QoU q _pU\Qn�PMP_[U�m�YoQb�~m�U�_?c8fgO¢S�MP_pS>m�_[U�Q
fgO�V/k�MPORQ/k�U\QNY
a�U�_`QW�f�QoZ[V
Z t Q q fgmLk�U\QuW�fg_pv~O � i|U\Q � S>f^U>£jS>Z[U�O~VoQuY
a�U�_pQuWsf�Q
Z[V
Z t Q�x

¤ FAG � R½P*ILó:��R:M��Lôã��K��3MöõOR:�êõ*ó½I�KQ�eôã�LK��3M*�

¥ fgZ[V
T
m�O¢U�ORQoU�iX��_[U|k�U|Qov~i���fg_pU\Q q k�ZpVoQTQov~i���fg_pU\QnV
U�Y
ijZ[ORMPm�] q

NT
m�O¢U�O�lQ
U�i���_[U�k�ULQ
v^i���fg_[U\Q è O�fgO�l?V
U�Y
ijZ[ORMPm�] éPq

R ⊂ I × NT × (T ∪ NT )∗)
m�O

¡ à º ´©­«Û,§A°�¨«¿�¸_¦5®/¦(ªa¬�¨â¢¥®�Ù¨§ ¤_¿�¬�¨â¢_®Æ®�¬�¿Æ¢¥Ú³·�°�¨¼¿z©Ö®³ªa·³§A°�®@¯a­«¤a¬«ªB®³ª
¢¥Ú�¿£´©¨«­:¢_´©ª_¬/¬ Þ §�§'¢¥¦3´©ªb­¯®¯°[±
¢¥§,ª�¿Æ·³®¹¿�¿�®*´Aªaªa®¹á_®@¬³º ¨«ªa¬�¯_¨«°�®O­«¨â±¥°�®³¦5®³ª�¿
±�®¹¿�å�¤�º ®³­«­«®*¢¥Ú:0�®³­«§©¯a¯�®O¢a´©ª_¬æ­«®W·Q´©¬6¯�´A°�¿�¨«·³¤_­«¨â®¹°@¢_®³¬
ÛA°£´©¦5¦3´©¨¼°�®³¬³²B¬�¤_±a¬�¿�¨¼¿�¤_¿�¨«§©ªÆ¢�º ´�°�±_°�®,Ø
×³à ´B¦B¤_­¼¿�¨â¯_­«¨â·³´A¿�¨«§,ª�¢=º ¤aªa®C0,´A­â®�¤_°

z
¯�´�°h¤_ªæ®³ª�¿�¨«®�°
±a¢a´Aªa¬

A
±�®³¬�¿Z¬�¨«¦5¯a­«®³¦5®�ª'¿�¢_Úµ´aªa¨«®½°�Ú³·³¤¥°�Ù

¬�¨d0�®³¦5®�ª'¿l¯a´A°?¨
0 ∗ z = 0

®�¿
∀n ∈ IN, (n + 1) ∗ z = (n ∗ z) + z
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U�ORQ
U�i���_[Unk�UnY
��eg_[U\Q�k�UnY
a�a\S>Y
Z[V
m�Y
U q

S ∈ NT
m�O è Q
v^iX�sfg_[UuZ[O�ZpV
ZpMP_ é x�¹�Un�~mRMgk�Y
m�lW�_[U�V

(T ,NT ,R, S) = G
U\QoVu_pM�egYoMPi|ijMPZ[Y
UNh�fgYoQ:lwS>fgO~V
U>]^V
Ugx

�nO�U�Y
��eg_[U
α
k�U
R
Q\c8a\S>Y
Z[V m (id,X, y)

q fgm�U�ORS>fgY
U
(id) : X → y

q fgy
id ∈ I

U\Q
Vm�OXZ`k�U�O�V
Z�º»MPO~V�k�U¼_`MuY
��eg_[U q
X ∈ NT

U\Q
V�_[U¼Q
v^i���fg_[U�Y
a\S>Y
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��eg_[U q U�V
y ∈ (T ∪NT )∗)

U\Q
VCm�O�UuQ
m�Z[V
UÀk�UÀQ
v^i���fg_[U\Q q Y
a\Q
m�_[VoMPV%k�U�_`MÁY
a�a\S>Y
Z[V
m�Y
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X
WRMPY�_pM{Y
��eg_[U

α
U�V�MPW�W�U�_[a\Q�Q
v^iX�sfg_[U\Qj�~�{Â����>����x%¹�c8Zpk�U�O~V
Z�º»S�MPV
U�m�Y�Q
U�Y
V �W�fgm��gfgZpYNk�Z`Q
V
Z[O�egm�U�Ybk�U�m�]LY
��eg_[U\QbMrv�MPO�V/i C i|UXV C V
U�U�V t U�m�Z[_[_pU\Q�x�ÃCMPYbU>]^U�ijW�_[U q QoZ_?c8fgO{m�V
Z[_[Z`Q
UTS>U�V
V
UzegYoMPi|ijMPZ[Y
Ubh�fgYoQ:lwS>fgO~V
U>]^V
U�S>fgi|i|UNZ[O~V
U�Y
i|a\k�ZpMPZ[Y
Ubk�c8m�O�UXÄ ¥�Å�qS>fgi|i|UbU>]�W�_[Zp�~m�anW�_pmRQu�RMgQ q _[U\Q t YoMPegi|U�O�VoQ m

αTSG1 = S

A

0

B

0

U�V
αTSG2 = S

B

0

A

0Q
fgO~V�V
YoMgk�m�Z[VoQ�WRMPY
(αTSG1) : S → 0 0

U�V
(αTSG2) : S → 0 0

M�ºROk�c C V
Y
U�k�ZpQ
V
ZpO�egm�a\Q�x ¡ MPORQ�_`MTQom�Z[V
U q S>U�V�Z`k�U�O�V
Z�º»MPO~V¼Q
U�YoMTO�fgV
aÁWRMPY�m�O�U�O�V
ZpU�Y q U�VC_wc8fgOe�MPYok�U|_pM�O�fgVoMPV
Z[fgO
α
Wsfgm�Yzk�a\Q
Z[egO�U�Yb_[U\QNY
��eg_pU\Q/k�U�_pM�egYoMPi|ijMPZpY
U�k�MPORQ/_pMg��m�U�_p_[UfgO�V
YoMr��MPZp_[_[U qPtÆ
 V:l?U�_[_[UÁh�fgYoQ:lwS>fgO~V
U>]^V
Ugx�¹�fgYoQ���m�c8Z[_»O�c8U\Q
V�WRMgQ�O�a\S>U\QoQoMPZpY
U q fgO�fgijU�V
V
YoMk�U/O�fgV
U�YÁ_?c8Z`k�U�O�V
Z�º»MPO~V�x

?nO�k�a>ºRO�Z[Vum�O�UbfgWsa�YoMPV
Z[fgO{k�U/S>fgi|Wsf�Q
Z[V
Z[fgO�O�fgV
a�U è
◦
é k�U

(T ∪NT )∗ ×Rk�MPORQ
(T ∪ NT )∗

MPZ[ORQ
Z m
w ◦α = w′ Q
Z�U�V�Q
U�m�_pU�i|U�O�VÁQ
Z
� _[UÇW�Y
U�i|Z[U�Y�Q
v^iX�sfg_[U�O�fgO�l?V
U�Y
ijZ[ORMP_bk�U w

U\Q
V�_[UÇQ
v^iX�sfg_[ULk�U�V C V
U¢k�U
α� _?c8fgWsa�YoMPV
Z[fgO{O�c8U\Q
VuWRMgQnk�a>ºRO�Z[U/k�MPORQu_[U/S�MgQ�S>fgO�V
YoMPZ[Y
U � }

� w′ U\Q
Vj_`M�SohRM � O�UÇfg��V
U�O�m�U�U�OÈY
U�i|W�_pMgÉ�MPO~V�k�MPORQ w
_pU�W�Y
U�i|Z[U�Y�Q
v~i��sfg_[UO�fgO�l?V
U�Y
i|ZpORMP_5WRMPYu_[U\QuQ
v^iX�sfg_[U\Quk�U/�~m�U�m�Uzk�U

α
x¥ Z

(. . . (S ◦α1) ◦ . . . ) ◦αn = w
q MP_[fgYoQ

δ = (α1, . . . , αn)
U\Q
V|MPW�WsU�_[a�U�m�O�U��Ê>�A� U4Ë �D�¨��ÌLk�U

w
x½?nO!WsU�m�V/_pM�O�fgV
U�Y m δ = α1 ◦ . . . ◦αn

xCÃ�MPYXU>]^U�ijW�_[U m (S →
A B) ◦(A→ 0) ◦(B → 0)

U\Q
V�m�O�UNk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgO�k�U�Í
0 0

Í q fg��V
U�O�m�UbWRMPY�_pMzQomRS�S>U\Q:lQ
Z[fgO�k�UbY
a�a\S>Y
Z[V
m�Y
U\Q m
”S”

S→A B
−→ ”A B”

A→0
−→ ”0 B”

B→0
−→ ”0 0”¥ fgmRQÁS>U�V
V
U t fgY
i|U q S>fgO�O�m�U/U�O{V
h�a�fgY
ZpU/k�U\Q�_pMPO�e�MPegU\Q t fgY
ijU�_pQ q _[U\Q�k�a�Y
Z[��MPV
ZpfgORQQ
fgO�V�W�U�m�W�YoMPV
Zp�~m�U\Q � m�V
Z[_[Z`Q
U�Y�Wsfgm�Y{_pMÎk�a�i|fgORQ
V
YoMPV
ZpfgOÏ��m�Zb�^Z[U�O�V�x6?nOÐMÎWRMPYU>]^U�ijW�_[UXk�m�ijMP_ � k�a>ºRO�ZpYn_pM�O�fgV
Z[fgO�k�U�k�a�Y
Zp��MPV
Z[fgOÇWsfgm�Ynm�O�U�SohRM � O�U�WRMPY
V
ZpU�_[_[U>li|U�O�V�_[U>]�ZpS�MP_[ZpQ
a�U m S>fgi|i|U�O�V�k�a�Y
Z[�gU�YTÍ S a

Í�M\�gU\Sn_[U\Q2Y
��eg_[U\Q
S → S S

U�V
S → a

�¥ Z�_?c8fgO{S>fgi|W�f�QoU�Í
S S

ÍTM\�gU\S
S → a

q fgO�O�UNWsU�m�V�fg��V
U�O�Z[Yu��m�U�Í
a S

ÍTS�MPYuQ
U�m�_�_[UW�Y
U�i|Z[U�YuO�fgO�l?V
U�Y
i|ZpORMP_5k�U/_pM�SohRM � O�UzU\Q
VuW�Y
ZpQ�U�O�S>fgi|W�V
UbWRMPY�_?c8fgW�a�YoMPV
ZpfgO�x
?nO��PM�k�fgORS�m�V
Z[_pZpQ
U�YTm�O�U|Y
U�W�Y
a\Q
U�O�VoMPV
ZpfgOIMP_[V
U�Y
ORMPV
Z[�gUjW�fgm�Y/_pU\Qbk�a�Y
Z[��MPV
ZpfgORQ qW�_[mRQÀMgk�MPW�V
a�UTMPm�]�S�MP_`S>m�_pQ¼�~m�U�_?c8fgO�Q
fgm�hRMPZ[V
Uni|U�O�U�Y � ��Z[U�O m m�O�UTY
U�W�Y
a\Q
U�O�VoMPV
Z[fgOU�O�MPY
��Y
Ugx�?nO�MgQoQ
f�S>Z[UTijMPZ[O�V
U�ORMPO~V � SohRMg�~m�UbY
��eg_[U

α
k�Ub_pMXegYoMPi|ijMPZpY
UTm�O{MPY
��Y
U

s¥Ô Ò
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a�_[a�i|U�O~VoMPZ[Y
U
t(α)

q k�UnW�Y
f t fgORk�U�m�Y
2
q k�fgO~V�_pM/YoMgS>Z[O�U�U\Q
V¼_pMbV C V
Unk�U

α
q M\v�MPO~VÀWsfgm�YºR_pQbm�O�Zp�~m�U

α
_pm�Z�l?i C i|U q U�VbW�fgm�YzW�U�V
Z[VoQ
lDºR_pQT_[U\QbQ
v^iX�sfg_[U\QNk�Uj�~m�U�m�Ujk�U

α
x�Ã�MPYU>]^U�ijW�_[U q

(1)S → S S
U\Q
V�MgQ�Q
f^S>Zpa �

S

(1)S → S S

S S

x

�nO�U/k�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgO
δ
U\Q
VÁMP_pfgYoQuY
U�W�Y
a\Q
U�O�V
a�UXWRMPYÁm�O�MPY
��Y
U

d(δ)
q MPZ[ORQoZ5k�a>ºRO�Z m

� m�O�Uzk�a�Y
Zp��MPV
Z[fgO{k�U/_pfgO�egm�U�m�Y s � δ = α
� U\Q
VuY
U�W�Y
a\QoU�O�V
a�UzWRMPY

d(δ) = t(α)
x

� d(δ ◦α)
U\Q
VNfg��V
U�O�m¢U�O�Q
m��RQoV
Z[V
mRMPO�V � _pM�W�Y
U�i|Z[��Y
U t U�m�Z[_[_[UXO�fgO�l?V
U�Y
i|Z[ORMP_[Uk�U

d(δ)
_wcdMPY
��Y
U

t(α)
x

(S → A B) ◦(A→ 0) ◦(B → 0)WsU�m�VÁU\Q
VuY
U�W�Y
a\QoU�O�V
a�UzWRMPY m
S

S → A B

A

A→ 0

0

B

B → 0

0

fgm{U�ORS>fgY
UzWRMPY m [1, S, 3]

[1, S → A B, 3]

[1, A, 2]

[1, A→ 0, 2]

[1, 0, 2]

[2, B, 3]

[2, B → 0, 3]

[2, 0, 3]

prq3s�t��Tx s � ç ]�U�i|W�_[UNk�UNY
U�W�Y
a\Q
U�O�VoMPV
ZpfgO�U�O{MPY
��Y
U/k�c8m�O�U/k�a�Y
Z[��MPV
ZpfgO
¥ Z

δ
Y
a\S>Y
ZpV

S
U�O

w
q _?cdMPY
��Y
U2fg��V
U�O~m

d(δ)
U\Q
V5WRMPY%S>fgORQ
V
Y
mRS>V
Z[fgOXm�OXMPY
��Y
U�k�cdMPORM�l_[v�Q
Uzk�U

w
k�MPORQ�m�O�UXegYoMPi|ijMPZ[Y
U � Q
m��RQ
V
Z[V
m�V
ZpfgO�k�cdMPY
��Y
U\Q

G
k�fgO�VT_[U\Q t YoMPegi|U�O�VoQQ
fgO�V�_[U\QuMPY
��Y
U\Q

t(α)
q U�VÁ_pUNQov~i���fg_pUTZpO�Z[V
ZpMP_sU\Q
V

S
x¥ fgZ[V

∆(w)
_?c8U�ORQoU�iX��_[UÇk�U\Q{k�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQ�k�U

w
}�QofgZ[V

D(w)
_?c8U�ORQ
U�i���_[ULk�U\QMPY
��Y
U\Q�k�cdMPORMP_pv^Q
U�k�U

w
k�MPORQ

G
xr¹�c8fgWsa�YoMPV
Z[fgO�U>]^Wsf�Q
a�U2W�Y
a\S>a\k�U�iji|U�O�V q ��m�Z^MgQoQ
f�S>Z[U� m�O�U�k�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgO�k�U

∆(w)
m�OÇMPY
��Y
U�k�U

D(w)
q U\Q
VnS>_`MPZ[Y
U�i|U�O�V���Z � U\S>V
Zp�gU m Wsfgm�YV
Y
fgm��gU�Y/_?cdMPO~V
a\S>a\k�U�O�Vzk�c8m�O�MPY
��Y
U q Z[_%Q
m�£|V/k�c8U�O¢U>Ò�U\S>V
m�U�Ybm�O�WRMPYoS>fgm�YoQbe�MPmRSoh�U>lk�Y
fgZ[V
U q U�O�W�Y
f t fgORk�U�m�Y�k�cdMP��fgYok�x ¥ Zb_pMÎQ
m�Z[V
U¢k�U t YoMPegijU�O�VoQ{MPZ[ORQ
ZNV
Y
fgm��ga�U�U\QoV

t1, . . . , tn
q _pM�k�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgO�MgQoQ
f�S>Z[a�UNU\Q
V

t−1(t1) ◦ . . . ◦ t−1(tn)
x

¡ U�W�_pmRQ q S�hRMg��m�U�O 4 mRkÈk�c8m�O�UÇk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgOÈk�U D(w)
QoU�YoM!a�V
Zp�~m�U�V
a�WRMPY�QoMW�f�QoZ[V
Z[fgO�WRMPYNYoMPW�WsfgY
V/MPm�]�V
U�Y
i|Z[ORMPm�]�x�Ó�Z[ORQoZ

ν = [i, α, j]
Y
U�W�Y
a\Q
U�O~V
U�m�OÇO 4 mRkS>fgO�V
U�ORMPO~V

α
U�V/k�fgi|Z[ORMPO~V/_[U\QNi|fgVoQ

wi . . . wj−1
x ç O�ºRO q fgO!M�Ò�U\S>V
U|m�O�U|�PMP_[U�m�YMPm�]{O 4 mRk�Q m

s¥Ô w
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v([i, ξ, j]) =

{

1
Q
Z

ξ
U\Q
Vum�O�Q
v^iX�sfg_[U q V
U�Y
i|Z[ORMP_�fgm{O�fgOb}

v(ξ)
QoZ

ξ
U\Q
Vum�O�UzY
��eg_[Ugx

ÃCMPYnS>fgORQ
V
Y
mRS>V
Z[fgO q _pM��PMP_[U�m�YÁk�c8m�O�Uzk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgO{U\Q
VÁa�e�MP_pU/MPm�W�Y
f^k�m�ZpVÁk�U\QÁ�PM�l_[U�m�YoQTMgQoQ
f�S>Z[a�U\QÁMPm�]�O 4 mRk�QTk�Uz_?cdMPY
��Y
U���m�Z�_pM|Y
U�W�Y
a\Q
U�O~V
U Î x ¡ UXW�_[mRQ q ξ MPW�WRMPYoM � VMPm�VoMPO�V�k�U t fgZpQ�k�MPORQ�_wcdMPY
��Y
U�Qov~O~VoM�]^Zp�~m�UÇW�Y
f^k�m�Z[V�WRMPY
δ
�~m�c8Z[_nvÔMÕk�U�O 4 mRk�Q_pMP�sU�_[_[ZpQ
a\Q�WRMPY

ξ
k�MPORQ

d(δ) m
∑

1≤i<j≤n

f[i,ξ,j](d(δ)) = fξ(δ)
� �Tx À �

ÓnZ[ORQ
Z m
∑

δ∈∆(w)

fξ(δ)

[
∏

α∈δ

v(α)fα(d)

]

=
∑

δ∈∆(w)

∑

1≤i<j≤n

f[i,ξ,j](d(δ))




∏

ν∈d(δ)

v(ν)fν(d(δ))




� �nx×Ö �

=
∑

d∈D(w)

∑

1≤i<j≤n

f[i,ξ,j](d)

[
∏

ν∈d

v(ν)fν(d)

]

� �nx ï �

=
∑

1≤i<j≤n

∑

d∈D(w)

f[i,ξ,j](d)

[
∏

ν∈d

v(ν)fν(d)

]

� �nx Ó �

�Q� �Tx×Ö � �^Z[U�O�V5k�U � �nx À �oq$� �Tx ï � �~ZpU�O�V³k�U¼S>U���m�U
∆(w)

U�V
D(w)

Q
fgO~V5U�O/��Z � U\S>V
Z[fgOU�V � �Tx Ó � U\Q
Vufg��V
U�O~m�WRMPYuZ[O~�gU�YoQ
Z[fgO�k�U\QÁQ
fgiji|U\Q�x �Ø c8U\Q
V/k�fgORS�S>U�V
V
U|k�U�Y
O�Z[��Y
U�U>]�W�Y
U\QoQ
Z[fgO¢�~m�U�_?c8fgOÇS�h�U�YoSoh�U � S�MP_`S>m�_[U�YTk�MPORQ/_pMQ
m�Z[V
Ugx
¤ F³� ¤ K�M*ô5I�K��7ôã�LK��3M õOR ú�ôÚÙ5I�ô>��� ô3K�ILR

¹�U\Q�MP_[egfgY
Z[V
h�i|U\Q��~m�Z��^Z[U�O�O�U�O~V|O�a\S>U\QoQ
Z[V
U�O~Vj_?c8m�V
Zp_[ZpQoMPV
Z[fgOÕk�c8m�O�U�egYoMPi|i�MPZ[Y
Uh�fgYoQ:lwS>fgO�V
U>]�V
U�k�fgO�V�_[U\Q�Y
��eg_[U\Q�S>fgO�V
Z[U�O�O�U�O~V�MPmÈijM�]�Z[i�m�iÛk�U�m�]ÔQ
v^iX�sfg_[U\Q�k�U��m�U�m�Ugx½?nY q fgO¢�gU�m�V/Wsfgm��gfgZ[Yb_[U\QNm�V
Z[_[Z`Q
U�YTMr�gU\Sjk�U\QbegYoMPijijMPZ[Y
U\QNh�fgYoQ:lwS>fgO~V
U>]^V
U\Q��m�U�_`S>fgOR��m�U\Q q MPZpORQ
Z5��m�cdMr�gU\S/k�U\QuegYoMPi|i�MPZ[Y
U\Q � Q
m��RQ
V
Z[V
m�V
ZpfgO�k�cdMPY
��Y
Ugx
?nO��PM�k�fgORS/k�a\S>Y
Z[Y
U/k�MPORQnS>U�V
V
UzQ
U\S>V
Z[fgO m
� _pM�V
YoMPORQ t fgY
ijMPV
Z[fgOXk�c8m�O�UÀegYoMPi|ijMPZpY
U � Qom��RQ
V
Z[V
m�V
Z[fgO�k�cdMPY
��Y
U�U�O�m�O�U�egYoMPi|lijMPZpY
UTh�fgYoQ
lwS>fgO�V
U>]�V
U�}
ß ÜL§©¦5¦5®:§,ªW¬�®e¯_­â´©·³®B¢a´©ª_¬ ¤_ª�¬�®³¦5¨¼Ù(´Aªaª_®Q´©¤�·³§©¦5¦B¤¥¿£´A¿�¨¼¾¨±a­.º §A°£¢¥°�®ã¢_´©ª_¬ ­«®Qå�¤a®³­$·³®e¯¥°�§'¢_¤_¨«¿

®³¬�¿Z®�á¥Ú³·�¤_¿�Ú½ª�º ´e¯�´©¬Z¢=º ¨«¦5¯�§A°�¿£´©ªa·�®,Ø
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� _pM�V
YoMPORQ t fgY
ijMPV
ZpfgOÜk�c8m�O�U�egYoMPi|ijMPZ[Y
U�h�fgYoQ:lwS>fgO~V
U>]^V
UÇU�OÝm�O�U�egYoMPi|i�MPZ[Y
Uh�fgYoQ:lwS>fgO~V
U>]^V
UX��Z[ORMPZ[Y
U�}
� _[U�WRMgQ�QoMPegU|k�U\Q/�PMP_[U�m�YoQbMgQoQ
f�S>Z[a�U\QbMPm�]�Y
��eg_[U\Q q k�c8m�O�ijf^k���_[U � _?cdMPm�V
Y
U q k�Ut MgÉ>fgO � S>Uz�~m�Ub_[U\Q��PMP_[U�m�YoQuk�U\Q�k�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQuQ
fgZpU�O�VÁS>fgORQ
U�Y
�ga�U\Q�x

Þ þ57½þ��
TSG→ CFG¥ fgZ[V
GTS = (T ,NT ,RTS , S)

m�O�U/egYoMPijijMPZ[Y
U � Q
m��RQ
V
Z[V
m�V
ZpfgO�k�cdMPY
��Y
U\Q q U�V

vTS :

{

RTS −→ A

rTS 7−→ vTS(rTS)m�O�U t fgORS>V
Z[fgO�k�U\QCY
��eg_[U\Q%k�U
GTS

k�MPORQCm�O�Q
U�i|Z�lwMPO�O�U\MPm�S>fgi|i�m�VoMPV
Z t
A
xP¹5MT��MP_pU�m�Yk�c8m�O�UTk�a�Y
Zp��MPV
Z[fgO

d
U\Q
VÀk�a>ºRO�Z[UnS>fgiji|Uu_[UÁW�Y
f�k�m�Z[V�k�U\Q��PMP_[U�m�YoQ

v(rTS)
k�U\Q¼Y
��eg_[U\Q��m�Z³_pM�S>fgi|W�f�QoU�O�V�x

?nOLk�a>ºRO�Z[Vn_pM�egYoMPi|ijMPZpY
U/h�fgYoQ:lwS>fgO�V
U>]�V
U�a\��m�Z[�PMP_[U�O~V
U
GCF = (T ,NT ,RCF , S)U�OÕS>fgORQoU�Y
��MPO~VX_[U\QzQ
v~i��sfg_[U\QbV
U�Y
i|Z[ORMPm�]¢U�VXO�fgO�l?V
U�Y
i|Z[ORMPm�] q MPZ[ORQ
Z���m�U|_pUjQ
v^i�l��fg_pUbZ[O�Z[V
ZpMP_

S
k�U
GTS

q U�VÁU�O�S>fgORQoV
Y
m�ZpQoMPO�V�_?c8U�ORQ
U�i���_[U\Quk�U\QuY
��eg_[U\Q
RCF

S>fgiji|U_?c8Z[ijMPegUbk�U
RTS

WRMPYÁ_pM t fgORS>V
Z[fgO m
mapTS→CF :

{

RTS −→ RTS ×NT × ((T ∪ NT )∗

α 7−→ (α, racine(α) → feuilles(α))¹�c8ZpijMPegU�k�c8m�O�U�Y
��eg_[U
α
U\Q
V|k�fgORS{m�O�U�Y
��eg_pU�h�fgYoQ:lwS>fgO�V
U>]�V
ULk�fgO~Vj_pMÇWRMPY
V
Z[Ue�MPmRSoh�U�U\Q
V/_`M{YoMgS>Z[O�U�k�U

α
q U�V/_pM{WRMPY
V
Z[U�k�Y
fgZ[V
U|U\Q
VX_pM�Q
m�ZpV
U|k�U\Q t U�m�Z[_[_[U\Qbk�U

α
qWRMPYoS>fgm�Y
m�U\QÁk�UNe�MPmRSoh�U � k�Y
fgZ[V
Ugx�¹�U\Q�Y
��eg_[U\QÀfg��V
U�O~m�U\Q�Q
fgO~V�k�UNW�_[mRQN�¨Ì»���oß�Êo�¯�ÀQom�Y_[U\QuY
��eg_[U\Q�k�c8fgY
Z[egZ[O�U q k�U t MgÉ>fgO � e�MPYoMPO~V
Z[Yn�~m�U

mapTS→CF
U\Q
VÁm�O�Uz��Z � U\S>V
ZpfgO�k�U

RTS
k�MPORQ

RCF
x

àsá�â ã�ä�â

å`æ«çoèdé α =

S
NP

Adj

”petit”

N

”Jean”

V P
V Adj

”grand”

(α, S → êDë éwì¨ídì ê�ê�î é«ï
ð ê V ê çoåÆï
ð\ñ ê )
ò ï
èdé«ó�å v(α) v(α)

prq3s�t��Tx À � Ä³YoMPORQ t fgY
ijMPV
Z[fgO!k�c8m�O�U�egYoMPi|ijMPZ[Y
U TS
U�OIm�O�U|egYoMPi�lijMPZpY
U

CF
x

Õ _�MPW�WRMPYoM � V�S>_pMPZ[Y
U�ijU�O�VX�~m�U
mapTS→CF

WsU�Y
i|U�Vza�e�MP_[U�ijU�O�V�k�U�S>fgORQ
V
Y
m�ZpY
Um�O�Uj��Z � U\S>V
Z[fgO!k�Uj_?c8U�ORQ
U�i���_[Ujk�U\Qzk�a�Y
Zp��MPV
Z[fgORQzk�c8m�O�UjW�h�YoMgQ
U
w
k�MPORQ

GTS
k�MPORQ_?c8U�ORQ
U�i���_[UNk�U\Quk�a�Y
Z[��MPV
ZpfgORQÀk�U

w
k�MPORQ

GCF
q _[UTWRMgQoQoMPegUbk�c8m�O�U/k�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgO � QofgOZ[ijMPegU � Y
U\QoW�xrMPO�V
a\S>a\k�U�O~V � QoU t MPZ`QoMPO�V5U�OXY
U�i|W�_pMgÉ�MPO~V³SohRMg�~m�U�Y
��eg_pU2vbMPW�WRMPYoMPZpQoQoMPO~VWRMPY�Q
fgO{Z[i�MPegUbWRMPY

mapTS→CF
� Y
U\Q
W�x

mapTS→CF |RCF

−1 � x
s Ò s
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vCF :

{

RCF −→ A

rCF = (α,X → Y1 . . . Yn) 7−→ vCF (rCF ) = vTS(α)

fgO{�gfgZ[V�a�e�MP_[U�i|U�O~VÁ��m�Ub_[U\Q�k�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQ�U�O{��Z � U\S>V
Z[fgO�MPm�Y
fgO�VÁ_pU\Q�i C i|U\QÀ��MP_pU�m�YoQ qS�MPYÁ_[U\Q�a�_[a�ijU�O�VoQÁ�~m�c8U�_[_[U\Q�S>fgO�V
ZpU�O�O�U�O�V�fgO~V�_[U\Q�i C i|U\QÀ��MP_[U�m�YoQ\x
Þ þ57½þ57

CFG→ bCFG¥ fgZ[V
GCF = (T ,NT ,RCF , S)

m�O�UNegYoMPi|ijMPZpY
U�h�fgYoQ:lwS>fgO~V
U>]^V
U q _pU\Q¼Y
��eg_[U\Q�k�U
RCF

a�VoMPO�VCk�U�_pM t fgY
i|U
(α,X → Y1 . . . Yn)

�^m�U�W�Y
a\S>a\k�U�i|i|U�O�V q fgy
α
Y
U�W�Y
a\QoU�O�V
Um�O�Zpk�U�O�V
Z�º»S�MPV
U�m�Y��~m�ZTW�U�m�V C V
Y
U¢S>fgi|i|UÇW�Y
a\S>a\k�U�i|i|U�O~V�m�O�U�Y
a t a�Y
U�ORS>U � m�Ot YoMPegijU�O�V�k�c8m�O�U/egYoMPijijMPZ[Y
U � Q
m��RQ
V
Z[V
m�V
ZpfgO�k�cdMPY
��Y
Ugx ¥ fgZ[V

vCF :

{

RCF −→ A

rCF 7−→ vCF (rCF )

m�O�U t fgORS>V
Z[fgOÇk�U\Q�Y
��eg_[U\QTk�U
GCF

k�MPORQnm�O�Q
U�i|Z�lwMPO�O�U\MPmÇS>fgi|iXm�VoMPV
Z t
A
x»¹5M���M�l_[U�m�Ynk�c8m�O�U�k�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgO

d
U\Q
Vnk�a>ºRO�Z[UXS>fgi|i|U/_[UzW�Y
f^k�m�Z[Vnk�U\Q��PMP_[U�m�YoQ

v(rCF )
k�U\QY
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?nO�S>fgORQ
V
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m�ZpVum�O�U/egYoMPi|ijMPZ[Y
UNh�fgYoQ:lwS>fgO~V
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UX��Z[ORMPZ[Y
UNa\�~m�Z[��MP_pU�O�V
U
Gb = (T ,NT b,Rb, S)

U�OLS>fgORQ
U�Y
��MPO~V�_[U\QÁV
U�Y
i|Z[ORMPm�]
T
U�VÁ_pU/Q
v~i��sfg_[UNZ[O�Z[V
ZpMP_

Sk�U
GCF
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RCF

Q
fgO�VÁV
YoMgk�m�ZpV
U\QÁMPZ[ORQ
Z5k�MPORQ
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QofgO�VÁe�MPYok�a\Qnk�MPORQ
NT b

}
� _[U\QNY
��eg_pU\Qbm�ORMPZ[Y
U\QbU�Vb��Z[ORMPZpY
U\Q/k�U RCF

Q
fgO~V/e�MPYok�a�U\Q/V
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Rb
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︸ ︷︷ ︸

n−1

• }
k�MPORQ

NT b
q

� _pU\Q�Y
��eg_[U\Q
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


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(α,X → Y1 . . . Yn) " ûRö��%	`ö�ÿ��&
|û'��ø(�[þ����g÷ (α,X → Y1Y2 . . . Yn−1 •
Yn) ◦ · · · ◦ (∅, Y1Y2• → Y1 Y2) ù
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CF vCF
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ÍAWsU�V
Z[VrÍ�Í � U\MPO³Í

V
ÍAegYoMPORk5Í

) v(α)

bCF vbCF

(α, S →
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Z[V�, � U\MPO-,
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ÍAegYoMPORk5Í
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WsU�V
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(∅,
W�U�V
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ÍAW�U�V
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prq3s�t<�Tx×Ö � Ä³YoMPORQ t fgY
ijMPV
Z[fgO¢k�c8m�O�U�egYoMPi|ijMPZ[Y
U CF
U�O�m�O�U�egYoMPi�lijMPZpY
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Ugx

?nO t MPZ[Vj_?c8fgWsa�YoMPV
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Y
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Z[�PMPV
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U/fgWsa�YoMPV
Z[fgO{U\Q
VuWsf�QoQ
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Y
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Z[�PMPV
Z[fgO�k�U

Gb��m�UXQ
Z�U�_[_[UTU\Q
VÁ_[UNW�Y
U�i|ZpU�YÀa�_pa�i|U�O�VÁk�U/_`M�S>fgijW�f�Q
ZpV
Z[fgO{k�U\QuY
��eg_[U\Q m
(α,X → Y1Y2 . . . Yn−1 • Yn) ◦ · · · ◦ (∅, Y1Y2• → Y1 Y2)

x
ç O{Wsf�QoMPO~V m

vb :







Rb −→ A

rb = (α,
,

) 7−→ vb(rb) = (vCF (α)

rb = (∅,
,

) 7−→ vb(rb) = 1

fgO��gfgZpV¼a�e�MP_[U�i|U�O~V��~m�U�_[U\Q�k�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQ2U�O���Z � U\S>V
ZpfgO�MPm�Y
fgO�VÀ_[U\Q¼i C i|U\Q2�PMP_[U�m�YoQ m� SohRMg�~m�U|Y
��eg_[U�k�U
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S>fgY
Y
U\QoW�fgORk�m�O�U�Y
��eg_[U�k�U
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k�U�i C i|U���MP_pU�m�YNk�MPORQ/_pMk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgOÜa\�~m�Z[��MP_pU�O�V
U q U�V�_[U\QjMPm�V
Y
U\Q�Y
��eg_[U\Qjk�U

Gb
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Y
UXW�fgm�Yu_pUbW�Y
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A
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Ã�f�Q
fgORQ m
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∏
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U\Q
Vb_`M��PMP_[U�m�YbMgQoQ
f�S>Z[a�U �

d
q �~m�Z2MPW�WRMPYoM � VS>fgi|ijUb_[UNW�Y
f^k�m�Z[VÁk�U\QÁ��MP_[U�m�YoQuk�UXQ
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fgmRQ:lwk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgOÇm�O�Q
fgmRQ:lwMPY
��Y
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Z[�PMPV
Z[fgO�x���O�U�Q
fgmRQ
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Z[�PMPV
Z[fgO|k�U
d
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ξ
U\QoV�_[UÁQ
fgmRQ:lwMPY
��Y
U�k�U

d
S>fgORQ
V
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ξ
U�VXk�U�Q
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Z[�PMPV
Z[fgO�k�U
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k�fgi|ZpORMPO�V

ξ
U\Q
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��Y
UNk�U

d
fg��V
U�O~m�U�O�Y
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Z[YoMPO~V �

d
V
fgmRQÀ_[U\Q¼k�U\Q�S>U�ORk�MPO�VoQÁk�U

ξ
x Ø U\Q�k�U�m�]fg� � U�VoQuO�c8U>]�ZpQ
V
U�O�Vn��m�U/Q
Z

ξ
U\Q
Vum�O�O 4 mRk�k�U

d
x

� ¹�c8U�ORQoU�iX��_[U/k�U\QuQofgmRQ:lwk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQuk�U\Quk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQuk�U w1 . . . wn
k�fgi|ZpO�a�U\QWRMPY

[i, ξ, j]
U\QoVuO�fgV
a

ID([i, ξ, j])
x

� ¹�c8U�ORQoU�iX��_[UNk�U\Q�Q
fgmRQ:lwk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQÀk�U\Q�k�a�Y
Zp��MPV
Z[fgORQÀk�U w1 . . . wn
k�fgi|Z[ORMPO~V

[i, ξ, j]
U\QoVuO�fgV
a

ED([i, ξ, j])
x
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�
Interne([i, ξ, j]) =

∑

d∈ID([i,ξ,j])

V (d)

Ø c8U\Q
V�_pMÕ�PMP_[U�m�Y è ZpORQ
Zpk�U é k�U
[i, ξ, j]

q Z?x8UgxÀ_pMÕQ
fgi|i|U�k�U\Q��PMP_[U�m�YoQ�k�U\QQ
fgmRQ
lwk�a�Y
Z[��MPV
ZpfgORQuk�fgi|Z[O�a�U\Q�WRMPY
[i, ξ, j]

x
�

Externe([i, ξ, j]) =
∑

d∈ED([i,ξ,j])

V (d)
� �Tx í �

Ø c8U\Q
V�_`ML�PMP_[U�m�Y è fgm�VoQ
Zpk�U é k�U
[i, ξ, j]

q Zwx8UgxC_`MÇQofgi|i|U�k�U\Q���MP_pU�m�YoQ�k�U\QQ
fgmRQ
lwk�a�Y
Z[��MPV
ZpfgORQuk�fgi|Z[ORMPO�V
[i, ξ, j]

x¹�UzS�MP_`S>m�_5k�U � �Tx s � Q
U/k�a�Y
fgm�_[UbU�O��~mRMPV
Y
UbV
U�i|WRQ m
s x Ø MP_`S>m�_ t MgS>V
fgY
Z`Q
a|k�U\Q/�PMP_[U�m�YoQ

Interne(ν)
Wsfgm�YzV
fgm�VXO 4 mRk

ν
k�U\QXk�a�Y
Z[��M�lV
ZpfgORQuk�U

w
}

À x Ø MP_`S>m�_ t MgS>V
fgY
ZpQ
a�k�U\QT��MP_[U�m�YoQ
Externe(ν)

Wsfgm�YTV
fgm�VTO 4 mRk
ν
k�U\QNk�a�Y
Z[��M�lV
ZpfgORQuk�U

w
}

Ö^x Ø MP_`S>m�_�W�fgm�YuV
fgmRQ�_[U\Q�O 4 mRk�Q
ν
k�U m

∑

d∈D

fν(d)V (d) = Interne(ν) ∗ Externe(ν)
� �Tx Ô �

ï x Ø MP_`S>m�_�W�fgm�YuV
fgmRQ
ξ
k�U m

∑

δ∈∆(w)

fξ(δ)

[
∏

α∈δ

v(α)fα(d)

]

=
∑
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∑

d∈D(w)
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[
∏

ν∈d

v(ν)fν(d)

]

� �nx Ò��
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∑
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� �Tx w �
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Z[�PMPV
Z[fgO d
k�U
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q _[U\Q�ºR_pQnk�U
ν
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i|U�O~V�m�O�U�ORQoU�iX��_[U�k�U

0
q

1
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2
O 4 mRk�QuO�fgV
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xR¹�UbQ
fgmRQ:lwMPY
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U/k�U
d
k�fgijZ[O�anWRMPYu_pUºR_pQ

νi
k�U

ν
U\Q
VNO�fgV
a

d(νi)
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d
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U�O~m¢U�O�Mgk � fgZpegORMPO�V
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�

ν
q U�VÁ_pM��PMP_[U�m�YÁMgQoQ
f�S>Z[a�U �

d
a�VoMPO~VÁ_[UbW�Y
f�k�m�Z[VÁk�U\Qu�PMP_[U�m�YoQuk�UzQ
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V (d) = v(ν) ∗
∏

ν′∈sd(ν)

V (d(ν ′))

¥ fgZ[V
ID(ν, {ν1; . . . ; νn})

_?c8U�ORQ
U�i���_[Unk�U\QuMPY
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U\Quk�U
ID(ν)

k�MPORQ�_[U\Qo�~m�U�_pQ
ν
MW�fgm�Y�ºR_`Q

{ν1 . . . νn}
x7?nO{W�U�m�V�Y
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k�fgi|Z[O�a\QNWRMPY
ν1 . . . νn

k�MPORQ
ID(ν1) . . . ID(νn)

q _pU�m�YNMgk � fgORS>V
Z[fgO �
ν
k�fgO�O�U|m�OMPY
��Y
UXk�U

ID(ν, {ν1; . . . ; νn})
x

ID(ν, {ν1; . . . ; νn}) =
⋃

{d1 ,...,dn} ∈ ID(ν1)×···×ID(νn)

< ν : d1, . . . , dn >

U�O�O�fgVoMPO~V m < ν : d1, . . . , dn >
_wcdMPY
��Y
Uufg��V
U�O�m�WRMPY¼Mgk � fgORS>V
ZpfgO|k�U

d1, . . . , dn�
ν
x Ä³Y
Z[�~Z`MP_[U�i|U�O�V q k�U�m�]XMPY
��Y
U\Q%k�U

ID(ν, {ν1; . . . ; νn})
k�Z�Òs��Y
U�O~VCQoZ�_?c8m�O�MPmXi|fgZpORQk�U/_[U�m�YoQÀºR_pQ�k�fgi|Z[O�Ubk�U\QÁQ
fgmRQ:lwMPY
��Y
U\Qnk�Z�Ò�a�Y
U�O�VoQ�x ¡ fgORS m
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∑
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⋃

{d1 ,...,dn}∈ID(ν1)×···×ID(νn)
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∑
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∑
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(d1 ,...,dn)∈ID(ν1)×···×ID(νn)

v(ν) ∗
n∏
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Þ þ�ÿ½þ57 É¹�E}���-�} �?���21E�E}���-?�A�'��+�
����A�?���
?nO�M��sU\Q
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�
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P
�
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V
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��Y
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Z[U�O~V�m�O�MPY
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D
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Y
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m�Y
UXMPZ[ORQ
Z�S>Y
a�a�UzS>fgY
Y
U\Q
WsfgORk � m�OMPY
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U
G
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fgO�VjWRMPY�S>fgORQ
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Y
mRS>V
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�nOÇMPY
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U�S>fgi|Wsf�Q
aXk�U\QTV
Y
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ν
x�?nO{_[UbO�fgV
U
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d∈D

⋃

(dp,df )∈ED(P 3 red(ν))×ID(Fr 3 red(ν))

{< dp, pered(ν), df >} = ED(ν)

¡ UbW�_[mRQ q k�U�m�]{MPY
��Y
U\Q�MPZ[ORQ
Z�S>fgi|Wsf�Q
a\Q�k�Z�Ò���Y
U�O�VuWsfgm�YuV
fgmRQÁ�~mRMgk�Y
m�W�_[U�VoQÁk�Z t lt a�Y
U�O~VoQ
(pered(ν), frered(ν), dp, df )

¡ fgORS q U�O�O�fgVoMPO~V5476>�
�¯� D(ν)
_?c8U�ORQ
U�i���_[Ubk�U\QuWs��Y
U\Q�k�U

ν
k�MPORQ

D
qU�V58���6>�
�¯�

D(ν, p)
_?c8U�ORQ
U�i���_[Ubk�U\Q t Y
��Y
U\QÁk�U

ν
k�MPORQ

D
M\v�MPO~V

p
Wsfgm�YuW���Y
U m

s Ò í
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∑

d′∈
⋃

d∈D

⋃

(dp,df )∈ED(P 9 red(ν))×ID(Fr 9 red(ν)){<dp,pered(ν),df >}

V (d′)

=
∑

d′∈
⋃

p∈ :<;>=>?A@ D(ν)

⋃

f∈ B(=>;>=>?A@ D(ν,p)

⋃

(dp,df )∈ED(p)×ID(f){<dp,p,df>}

V (d′)

=
∑

p∈ CEDGFAH�I D(ν)

∑

f∈ JKFADGFAHGI D(ν,p)

∑

(dp,df )∈ED(p)×ID(f)

V (dp) ∗ v(p) ∗ V (df )

=
∑

p∈ CEDGFAH�I D(ν)

v(p)
∑

f∈ JKFADGFAH�I D(ν,p)

∑

dp∈ED(p)

V (dp)
∑

df∈ID(f)

V (df )

=
∑

p∈ CEDGFAH�I D(ν)

v(p)
∑

f∈ JKFADGFAH�I D(ν,p)

Externe(p) Interne(f)

� fgO{m�V
Z[_pZpQ
UT_[U\QuS>fgO��gU�O~V
Z[fgORQnQom�Z[��MPO~V
U\Q m
� Q
Z ν

MPW�WRMPYoM � V�S>fgi|i|U�m�O ºR_pQ�m�O�Zp�~m�ULk�U
p
k�MPORQ�m�O�ULk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgO q MP_[fgYoQ85�L6>�
�¯�

D(ν, p)
S>fgO�V
ZpU�O�V�m�O{a�_pa�i|U�O�V

nul
}

� ID(nul)
S>fgO�V
ZpU�O�VÁm�O�MPY
��Y
U

vide
}

� Interne(vide) = V (vide) = 1
q a�_pa�i|U�O�V�O�U�m�V
Y
U{W�fgm�Y�_pMLi�m�_[V
Z[W�_[ZpS�MPV
ZpfgOk�MPORQ�_[UbQ
U�i|Z�lwMPO�O�U\MPm�S>fgORQ
Z`k�a�Y
agxÓnZ[ORQ
Z q _`M{��MP_pU�m�Y/U>]^V
U�Y
O�U�k�U

ν
U\Q
VXk�a�V
U�Y
ijZ[O�a�UjWRMPYXm�O�U�Y
U�_pMPV
ZpfgO!k�UjY
a\S>m�Y:lY
U�ORS>U m

Externe(ν) =
∑

p∈ CED�F>H�I D(ν)

v(p)
∑

f∈ JKFADGFAH�I D(ν,p)

Externe(p) Interne(f)
� �Tx s�s �

fgy m
� 476��:�¯�

D(ν)
U\Q
Vu_wc8U�ORQ
U�iX��_pUNk�U\QÁW���Y
U\QÁk�U

ν
k�MPORQu_[U\Quk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQuk�U

D
q

� 85�L6>�
�¯�
D(ν, p)

U\Q
VC_?c8U�ORQ
U�i���_[U�k�U\Q t Y
��Y
U\Q%k�U
ν
_[fgYoQ���m�U

ν
MnWsfgm�YCWs��Y
U

p
k�MPORQ_[U\QÀk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQ¼k�U

D
q M\�gU\STa��gU�O�V
m�U�_p_[U�i|U�O�VÀm�Oja�_pa�i|U�O�V

nul
_[fgYoQ���m�U

ν
U\Q
VºR_pQ�m�O�Z`��m�U/k�U

p
q Mr�gU\Sb_pM�S>fgO~�gU�O�V
Z[fgO

Interne(nul) = 1
x

Þ þ�ÿ½þ�ÿ É¹�E}���-�} ��� ∑
d∈D fν(d)V (d)¹5M��PMP_[U�m�Y�k�U

fν(d)
WsU�m�V C V
Y
U

0
fgm

1
q Q
U�_[fgO���m�U

ν
U\Q
V�fgm{O�fgO�W�Y
a\Q
U�O~V�k�MPORQ

d
x ¡ fgORS m

∑

d∈D

fν(d)V (d) =
∑

d∈D/ν∈d

V (d)

¥ fgZ[V
D(ν) = {d ∈ D/ν ∈ d}

xT?nOÎk�a>ºRO�Z[Vz_?cdMPW�W�_pZpS�MPV
Z[fgO
cν
k�U
D(ν)

k�MPORQ
ID(ν) × ED(ν)

��m�Z �
d
t MPZpV/S>fgY
Y
U\Q
W�fgORk�Y
U

(di(ν), de(ν))
q
di(ν)

a�VoMPO�VX_[U�Q
fgmRQ:lMPY
��Y
U�k�U
d
k�fgi|Z[O�aXWRMPY

ν
q
ν
S>fgi|W�Y
ZpQ q U�V

de(ν)
a�VoMPO�VN_[U�S>fgi|W�_[a�i|U�O~Vnk�U

di(ν)k�MPORQ
d
x

s Ò Ô
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Õ _�MPW�WRMPYoM � V��~m�U2Wsfgm�Y³V
fgm�VCS>fgm�W�_[U

(d1, d2) ∈ ID(ν)×ED(ν)
q _wcdMPY
��Y
U

d
fg��V
U�O~mU�OzMgk � fgZ[egORMPO�V

d1
�

d2
� _pM�Wsf�Q
Z[V
ZpfgO�ºR_pQ è ijMPOR��mRMPO~V
U é k�U

d2
� U\QoV�m�O�U¼k�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgOk�U

w
q k�fgORS�MPW�WRMPY
V
Z[U�O�V �

D
xP¹2c8Z[ijMPegU�k�U

d
WRMPY

cν
U\Q
V%ORMPV
m�Y
U�_[_[U�ijU�O�V

(d1, d2) m cνU\Q
V�k�fgORS/Qom�Y � U\S>V
Z[�gUgx ¡ UbW�_pmRQ q W�fgm�Ynk�U�m�]{S>fgm�W�_pU\QÁk�ZpQ
V
Z[ORS>VoQ (d1, d2), (d
′
1, d

′
2)
k�U

ID(ν)×ED(ν)
q _pU\Q¼MPY
��Y
U\Q

d
U�V

d′
fg��V
U�O�mRQÀWRMPY�S>U�V
V
UnfgW�a�YoMPV
Z[fgO�Q
fgO�VÀk�Z�Ò�a�Y
U�O�VoQ m

cν
U\Q
VCZ[O � U\S>V
Z[�gUgx 0 ZpORMP_[U�i|U�O�V q

cν
U\QoVCm�O�U���Z � U\S>V
Z[fgO�k�U

D(ν)
k�MPORQ

ID(ν)×ED(ν)
x

» mRMPO�VTMPm�]��PMP_[U�m�YoQ q fgO{WsU�m�VÁa\S>Y
Z[Y
U m
∀d ∈ D(ν)/(d1, d2) = cν(d), V (d) =

∏

ν′∈d

v(ν ′)

=
∏

ν′∈d1

v(ν ′)
∏

ν′∈d2

v(ν ′)

= V (d1)V (d2)ÓnZ[ORQ
Z m
∑

d∈D

fν(d)V (d) =
∑

d∈D/ν∈d

V (d)

=
∑

(d1,d2)∈ID(ν)×ED(ν)

V (d)

=
∑

(d1,d2)∈ID(ν)×ED(ν)

V (d1)V (d2)

=
∑

d1∈ID(ν)

V (d1)
∑

d2∈ED(ν)

V (d2)

= Interne(ν) Externe(ν)
� �Tx s'À �

?nO{S�MP_pS>m�_[UTk�fgORS t MgS>Z[_[U�ijU�O�V¼S>U�V
V
UN�PMP_[U�m�Y�_pfgYoQo��m�U
Interne(ν)

U�V
Externe(ν)Q
fgO�VnS>fgO�O�mRQ�x

Þ þ�ÿ½þ$z É¹�E}���-�} �?� ∑
δ∈∆(w) fξ(δ)

[∏

α∈δ v(α)fα(d)
]

¡ cdMPW�Y
�\QÁ_?c8a\�~mRMPV
Z[fgO � �Tx Ó �oq fgO�M m
∑

δ∈∆(w)

fξ(δ)

[
∏

α∈δ

v(α)fα(d)

]

=
∑

1≤i<j≤n

∑

d∈D(w)

f[i,ξ,j](d)

[
∏

ν∈d

v(ν)fν(d)

]

=
∑

1≤i<j≤n

∑

d∈D(w)

f[i,ξ,j](d)V (d)

� �nx s Ö �
¦�ÜL§©¦5¦5®

d2

®�¬�¿½§,±¥¿�®³ª'¤�®³ªÆ°�®�¿�¨¼°£´©ª�¿ ¤aª�¬�§,¤_¬�Ù�´A°�±_°�®e¢_§©¦5¨«ªaÚT¯�´�°
ν = [i, ξ, j]

¢�º ¤aª�´�°�±_°�®
d¢¥®

D
±�­«®T¯�²�°�®¶¢_®

ν
´5¢¥®³¬Z¨âªa¢_¨«·³®³¬

(i′, j′)
®³ª_Û,­«§,±a´©ª�¿

(i, j)
±�®�¿h¬�®³¬³´�­«¬ ¢_´©ª_¬

d2

§,ª�¿½¢¥®³¬Z¨âªa¢_¨«·³®³¬
®�á'¿�Ú�°�¨«®³¤¥°�¬³²

(i, j)
Ø=Ühº ®³¬�¿h´A¨âª_¬�¨tå�¤�º §©ª6¿�°�§,¤40�®½­â´ã¯�§,¬�¨¼¿�¨«§,ª9¨e¦3´©ªaå�¤�´©ª�¿�®o©6¢a´Aªa¬

d2

Ø

s Ò�Ò
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¡ fgORS q k�cdMPW�Y
�\Q�S>UX��m�Z�W�Y
a\S>�\k�U m

∑

δ∈∆(w)

fξ(δ)

[
∏

α∈δ

v(α)fα(d)

]

=
∑

1≤i<j≤n

Interne([i, ξ, j]) ∗ Externe([i, ξ, j])

¤ F�� M úoÙ��5ILKQ��Õ³� R

?nOÝM�i|fgO~V
Y
a���m�U�_[U\Q��PMP_[U�m�YoQ
Interne

U�V
Externe

Q
fgO�V t MgS>Z[_[U\Q � S�MP_pS>m�_[U�YQ
ZC_[U\QÁO 4 mRk�QbQ
fgO~VnfgYok�fgO�O�a\Q q SPc8U\QoV:l � lwk�Z[Y
U�QoZ³_?c8fgOÇU\Q
VnS�MPWRMP��_pU�k�cdMgQoQom�Y
U�YN�~m�Uz_pU\Q��MP_pU�m�YoQ
Interne

MgQ�Q
f^S>Zpa�U\QÀMPm�]�ºR_pQuQ
fgO~VÁS>fgO�O�m�U\QÁMr��MPO~V�k�c8U>ÒsU\S>V
m�U�Y�_[UbS�MP_pS>m�_�Q
m�Y_[U�W���Y
U q fgmÝ��m�U�_pM��PMP_[U�m�Y
Externe

k�U�V
fgmRQ�_[U\QzWs��Y
U\Q�k�c8m�OÎO 4 mRkIU\QoV�S>fgO�O~m�UM\�PMPO�VTk�U/_pM�S�MP_pS>m�_[U�YÁQ
m�YÁS>UbO 4 mRk�x
¡ MPORQ�_pMzQ
m�ZpV
U q fgO�S>fgi|i|U�ORS>Unk�fgORSnWRMPYÀfgYok�fgO�O�U�YÀ_pU\Q¼O 4 mRk�Q�k�MPORQÀm�O�Un_pZpQ
V
U qk�U t MgÉ>fgO � S>U¢��m�U�_?c8Z[ORk�Z`S>U�k�c8m�O�O 4 mRk�k�MPORQ{S>U�V
V
UÇ_pZpQ
V
ULQofgZ[V�Qom�W�a�Y
Z[U�m�Y�MPm�]Z[ORk�ZpS>U\QXk�U�Q
U\Q�k�U\QoS>U�ORk�MPO~VoQ�x�¹�U\QXS�MP_`S>m�_pQzk�U\QX��MP_pU�m�YoQ

Interne
QoU t U�YoM�MP_[fgYoQXU�OWRMPYoS>fgm�YoMPO�V�_pM�_pZpQ
V
U|WRMPY�Z[ORk�Z`S>U\QXS>Y
fgZpQ�QoMPO�VoQ q U�V�S>U�_[m�Z�k�U\Q���MP_pU�m�YoQ

Externe
WRMPYZ[ORk�ZpS>U\Quk�a\S>Y
fgZpQ�QoMPO�VoQ�x

Þ þ$zTþ�� Ã^
 ��-1��
�-������'���Ì��
����?�����
� �nO�U Å=` i�i X i `

cells[i, j]
S>fgO~V
Z[U�O�VÇm�O�U ¾ �p�A�w�Õ��� f<¸ XZb k Ð [�N=[ ` k x Ø UÎQ
fgO�V_[U\QnO 4 mRk�Qbk�U\QNk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQ�_`MP��U�_[_pZpQ
a\QuWRMPYNk�U\QNQ
v~i��sfg_[U\Q�U�VNk�fgi|Z[ORMPO~Vn_pU\Qt U�m�Z[_[_[U\Q

wi . . . wj−1
x

� �nO f^¸ XhblÐ [�N�[ ` U\Q
Vzm�O�U�Q
V
Y
mRS>V
m�Y
U
{X, liste

,
regles, Interne,Externe}S>fgi|W�Y
U�ORMPO~V m

� X m m�O�Q
v^iX�sfg_[Ubk�Ub_pM�egYoMPi|ijMPZpY
U q V
U�Y
ijZ[ORMP_�fgm{O�fgO q
� liste

,
regles m m�O�U�¾ �p�A�w����� f^¸ Xhb k ÐAY�� É�i ` k x Ø U{Q
fgO�V�_[U\Q�O 4 mRk�Q�k�U\Qk�a�Y
Zp��MPV
Z[fgORQ�_pMP�sU�_[_[ZpQ
a\Q�WRMPYNk�U\QTY
��eg_[U\QTk�UzV C V
U

X
U�VÁºR_pQTk�MPORQNMPmLi|fgZpORQm�O�UXk�a�Y
Z[��MPV
ZpfgO�k�m�O 4 mRk^l?V C V
UX�~m�Z�_[UbS>fgO�V
Z[U�O~V�x

� (Interne,Externe) m _[U\Q��PMP_[U�m�YoQ Interne
U�V

Externe
k�m�O 4 mRk�x

� �nO f<¸ XZbZÐAY)� É7i ` U\Q
Vum�O�UXQ
V
Y
mRS>V
m�Y
U
{R, liste

,
paires

,
tetes, Interne,Externe}

S>fgi|W�Y
U�ORMPO�V m
� R m m�O�U/Y
��eg_pUb��Z[ORMPZ[Y
U X → Y Z

q fgm{m�O�U/Y
��eg_[Ubm�ORMPZ[Y
U
X → Y

x
� liste

,
paires

,
tetes m m�O�U{¾ �[�>�w�|���N� Ë �¨�:�A�|�~�N�^���`ÌR�w���~��� q S�hRMg��m�U�WsfgZ[O�lV
U�m�Y�k�a\Q
Z[egORMPO�V¼m�O f^¸ XZbZÐ [�N=[ ` x=��O�U�WRMPZ[Y
U�k�UÁWsfgZ[O�V
U�m�YoQ

(Y,Z)
S>fgY
Y
U\Q:lWsfgORkjMPm�]jk�U�m�]�ºR_pQ�k�U�_pM/Y
��eg_[U�k�MPORQ�m�O�UTk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgO�x�¹2c8m�O q fgmj_pU\Q¼k�U�m�]WsfgZ[O~V
U�m�YoQÁk�U/_pM�WRMPZ[Y
U q WsU�m��gU�O�V C V
Y
U/O�m�_pQ q Q
U�_[fgO�_?cdMPY
Z[V
abk�U/_pM�Y
��eg_[Ugx

� (Interne,Externe) m _[U\Q��PMP_[U�m�YoQ Interne
U�V

Externe
k�m�O 4 mRk�x

� ¹�U i o k�[ ` k�U\QXO 4 mRk�QXU\Q
V/m�O!VoMP��_pU\MPm!k�UjWsfgZ[O�V
U�m�YoQ�Q
m�Yzk�U\Q�ÌEO������QP«�w¿>�w�¯� qfgYok�fgO�O�aÁk�U t MgÉ>fgO � S>U���m�U�_[U\Q����¯��R��>Ì»� Ë ÌR�¨�Ck�c8m�O�O 4 mRk�MPW�WRMPYoMPZpQ�Q
U�O�V�M\�gU\Sk�U\QuZpORk�ZpS>U\Qb�`Ì · Ê>�A�D�>�~��� � S>U�_[m�Z5k�m{O 4 mRk�x
s Ò w
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Þ þ$zTþ57 ÉÒ������
�	�
<�����=}���
���%�}��=�>"$�E�?�E}�(����

¹�cdMP_[egfgY
ZpV
h�i|Ujm�V
Z[_pZpQ
a|Wsfgm�YXS>Y
a�U�Y�_pM{VoMP��_pU�k�cdMPORMP_[v�Q
U
cells

U\Q
VX_?cdMP_[egfgY
Z[V
h�i|UØTSN. x Õ _ÀS>fgORQ
ZpQ
V
U � Y
U�i|W�_[Z[Yb_`M{VoMP��_[UjU�OIWRMPY
VoMPO�V�k�U\QXS>U�_p_[m�_[U\Qb�~m�Z�S>fgm��^Y
U�O�V�_[Ui|fgZ[ORQ�k�Uui|fgVoQ�k�Uu_`MnW�h�YoMgQoU q k�fgORS�_[U\Q�S>U�_[_[m�_pU\Q
(i, i+k)

U�O t MPZpQoMPO~V2S>Y
f � V
Y
U
k
x�?nOU\Q
VNMPZ[ORQ
Z³MgQoQom�Y
azWsfgm�YnV
fgm�V
U\QT_[U\Q�Y
��eg_[U\QÁ��Z[ORMPZpY
U\Q��~m�UXV
fgm�V
U\Qn_[U\QnWRMPY
V
Z[U\Q�k�Y
fgZ[V
U\QQ
fgO�VNk�a�V
U�Y
i|Z[O�a�U\QTM\�PMPO�VN_?c8U>]�MPi|U�O�k�c8m�O�U�S>U�_[_[m�_pU q S�MPYn_pU\QÁa�_[a�i|U�O~VoQnk�U�_pM�WRMPY
V
ZpUk�Y
fgZ[V
U�k�c8m�O�UÁY
��eg_pUu��Z[ORMPZ[Y
UuS>fgm��~Y
U�O~V¼i|fgZpORQ�k�Uui|fgVoQ2�~m�UÁQoMbV C V
Ugx��nO�V
YoMPZ[V
U�i|U�O~VQ
Wsa\S>ZpMP_ÁU\Q
V|O�a\S>U\Q�QoMPZ[Y
U�Wsfgm�Y|_[U\Q�Y
��eg_pU\Q|m�ORMPZ[Y
U\Q q fgm ºR_pMPZ[Y
U\Q q Wsfgm�Y|_[U\Q���m�U�_pQ�_pU\QWRMPY
V
Z[U\Q�k�Y
fgZ[V
U�U�VXe�MPmRSoh�U{S>fgm��^Y
U�O�V�_[U\QXi C i|U\Q/ijfgVoQ�x Õ _ t MPm�V�k�fgORS�Y
U�e�MPYok�U�Y �SohRMg�~m�U|M � fgm�Vbk�c8m�OÝÌEO����&Pw�w¿��w�NQ
Z%k�U\QNY
��eg_[U\QTm�ORMPZ[Y
U\QTW�U�m��gU�O~V/Q�cdMPW�W�_[Zp�~m�U�YTk�MPORQ_pM�i C ijU/S>U�_[_[m�_[Ugx�?nOLU\Q
V�S>U�WsU�ORk�MPO�VNQ 
 Y�k�Uz_`M�V
U�Y
i|Z[ORMPZpQofgO�k�U/_?cdMP_[egfgY
Z[V
h�ijU/k�mt MPZpVÁk�Ub_pM�ºRO�Z[V
mRk�U/k�U/_?c8U�ORQoU�iX��_[Ubk�U\QÁQov~i���fg_pU\QÀk�UbV C V
Ugx� U�i�MPYo��m�U\Q m

� Õ _»U\Q
V�Z[i|WsfgY
VoMPO�V q k�MPORQ¼_[UnV
YoMPZ[V
U�i|U�O~V�k�U\Q�Y
��eg_[U\Q¼m�ORMPZpY
U\Q q k�UnWRMPYoS>fgm�Y
Z[Y�_pU\QO 4 mRk�Q:l?V C V
U\Q�k�MPORQ�_[U�m�Y%fgYok�Y
U�k�UÁS>Y
a\MPV
Z[fgO q k�U t MgÉ>fgO � S>UÁ�~m�UÀ_pU\Q�Q
v~i��sfg_[U\QMPZ[ORQoZ�M � fgm�V
a\Q � _pMT_[ZpQ
V
UÀS>fgi|i|U�V C V
U\Q�k�UuY
��eg_[U\Q�Q
fgZpU�O�V%U>]�MPijZ[O�a\Q X i�[ }�Yao�`$X�Ð
Ya` v ` fL[ Wsfgm�Y%k�a�V
U�Y
ijZ[O�U�Y�Q�c8Z[_pQCQ
fgO�V�U�m�]^l?i C i|U\QCWRMPY
V
Z[UÁk�Y
fgZpV
U�k�c8m�O�UuY
��eg_pUm�ORMPZ[Y
Ugx

� ?nW�V
Z[ijZpQoMPV
Z[fgO m _pM�egYoMPi|ijMPZ[Y
U�U\Q
VXQ
V
f�S � a�U{Q
fgmRQ t fgY
i|U�k�cdMPY
��Y
U{k�U�Q
v^i�l�sfg_[U\Q q _[U\Q/V C V
U\QXk�U\QzY
��eg_[U\Qba�VoMPO�V�_[U\Q t U�m�Z[_[_pU\Q�xsÃCMPY�U>]^U�i|W�_pU q Q
Z2_[U\QbY
��eg_pU\Q
X → Y Z

q
X → Y

U�V
Y → Z

Q
fgO�Vu_[U\Q�Y
��eg_pU\Q q _?cdMPY
��Y
Uzk�U/S>f�k�MPegU/U\Q
V m
Y

Z X

X

Z Y

¹5M�Y
U\S�h�U�YoSoh�U�k�c8m�O�U{WRMPY
V
ZpU�k�Y
fgZpV
U�k�U�Y
��eg_[U{Q
U t MPZ[V�WRMPY�m�OÝWRMPYoS>fgm�YoQjk�U_?cdMPY
��Y
Ugx Ø c8U\QoVbW�fgm�Yo�~m�fgZ q k�MPORQb_[U�S�MgQ/k�U\Q/Y
��eg_[U\QN��Z[ORMPZ[Y
U\Q q fgO�S>fgi|ijU�ORS>UWRMPY{Soh�U�YoS�h�U�Y�_[ULO 4 mRk�k�U�_?cdMPY
��Y
U¢S>fgY
Y
U\Q
W�fgORk�MPO~V�MPm�W�Y
U�i|Z[U�Y�Q
v^iX�sfg_[Uk�U�WRMPY
V
Z[U>lwk�Y
fgZ[V
U q Y
U\Soh�U�YoS�h�U|��m�ZCQ
U t MPZ[VÁU�OÇV
U�i|WRQn_[Z[O�a\MPZ[Y
UXQ
m�Yn_pU/O�fgiX��Y
Uk�U{Q
v^iX�sfg_[U\Q q W�m�ZpQz_pU�Q
U\S>fgORk q �~m�ZÀQ
U t MPZ[VzU�ORS>fgY
U�U�OÕV
U�i|WRQ�_[Z[O�a\MPZ[Y
UjQom�Y_[U�O�fgi���Y
Ujk�U|Q
v^iX�sfg_[U\Q�x Ø U�_pM�WsU�Y
i|U�V/k�m¢Y
U\Q
V
Ujk�c8a�_pZ[i|Z[O�U�YTk�c8U�iX��_[a�U�_pU\QS>fgm�W�_[U\Q�k�UÁO 4 mRk�Q:l?V C V
U\QÀk�fgO�V�_[UuW�Y
U�i|Z[U�Y2Q
v^i���fg_[UuO�cdMPW�WRMPYoM � V2WRMgQ2U�O|W�Y
U>li|ZpU�Y�Qov~i���fg_pUNk�UbWRMPY
V
ZpU/k�Y
fgZ[V
U/k�U/Y
��eg_[Ugx
Þ þ$zTþ�ÿ ÉÒ������
�	�
<�����=}�� }�	��)
 �@
:�A�?
��?�����Ì�����'�TU -��?�fÈP
�V�
 ���

¹�c8fgYok�fgO�ORMPORS>U�i|U�O~Vuk�U\Q2O 4 mRk�QÀQ
U t MPZ[V�WRMPY2m�O|WRMPYoS>fgm�YoQ�Y
a\S>m�YoQ
Z t k�UÁ_pMNVoMP��_pU qU�O¢W�Y
f t fgORk�U�m�YXk�cdMP��fgYok�x ?nO�M � fgm�V
U�m�O¢O 4 mRk � _pM�_[ZpQ
V
U�m�O�U t fgZpQN��m�U�V
fgmRQ/QoU\Qk�U\QoS>U�ORk�MPO�VoQ�fgO�V¼a�V
a�M � fgm�V
a\Q q k�U t MgÉ>fgO � e�MPYoMPO�V
Z[Y¼�~m�UÁQ
fgO�Z[ORk�Z`S>U�QofgZ[V2Q
m�Wsa�Y
Z[U�m�Y� S>U�m�]{k�UzQ
U\Quk�U\QoS>U�ORk�MPO~VoQ�x� U�i�MPYo��m�U m ?nO{m�V
Z[_[ZpQoUÁm�O�UbegYoMPi|ijMPZ[Y
UTQoMPORQ��sfgmRS>_[U q Z?x8Ugx~Wsfgm�Yu_pMg�~m�U�_[_[Unm�O�UQ
mRS�S>U\QoQ
ZpfgOÜk�U�Y
��eg_[U\Q�m�ORMPZ[Y
U\QjO�U�WsU�m�V|WRMgQ�WsU�Y
i|U�V
V
Y
U�k�U�Y
a\S>Y
Z[Y
U�m�O Q
v^iX�sfg_[U
sKw�î



Ñ r ~ ¶ i(É 2�Y_o [ � v `

WYX7Z\[&]_^�]a`�b_]dcG`�^�]ae�[fX�W
cells[i, i + k] g c�^0hK]ai gkj e�l&mn^�e�lo^ 1 ≤ i ≤ n g ^n^�e�l&^ 2 ≤ k ≤ n− i + 1j e�l&m0^�e�l&^ 1 ≤ i ≤ n p cells[i, i + 1]← {wi, ∅, 0, 0}

WYX7q g$r5j b_]acGcG`�s g X�W
t�u�vEw5x�yEz&{|vE} b_e�[&s�l g l&m~i g�� e�l&h g m�^�l&m g k

`�b_bd`�[�^0i g 2 � nt-u�vEw�x�yEz&{|vE} ]_[oi�] ��g i g i&�(�&l&^ i `�b_ba`�[�^�i g 1 � n− k + 1t-u�vEw���yEz&{|vE} bae�[&s�l g lom�i g%� e�l j lom g t
`�b_ba`�[�^0i g 1 � k − 1t-u�vEw5��yEz&{|vE} [o�kloiK��^��(^ g N1 = {Y, � , � , � } i g cells[i, i + t] pm g$�G�og m �G�og i g�� m��$s�b g$� i g Gbin

i gk� e�m r�g ( � → Y � ) ��(� ]_b�� g [�` pt-u�vEw���y|zo{�vE} [&�kl<iK�>^��$^ g N2 = {Z, � , � , � }i g cells[i + t, i + k] pt-u�vEw���yEzo{�vE} m��(s�b g R
i g Gbin

i g�� e�m r�g (X→ Y Z) pq g��G�&g m ���&g i � l&[�[&�kloi��>^��$^ g {X, liste � regles, � , � }io`�[ � cells[i, i + k]�(� ]ab�[ � g�� ] � ^ gkj ` �(� `Q��e�l&^�i g {X, ∅, 0, 0} �� �Ge�l&^�i g (&N1,&N2) �Aj e�]a[�^ g l&m ��� l&m N1 g ^ N2 �� liste � r   gles �t'z&w��Yu�vEw�¡ i g�� [o�kloi � ��^��(^ g�� N = {Y, � , � , � } i g cells[i, i + k]¢ zo£E¡�¤�¥_u<w ¢ wQ} ¢ }�¤�}KvEw��Yw�¦�z�§�¨du�£ pt-u�vEw5��yEz&{|vE} m��$s�b g X → Y
i g Gbinq g$�G�&g m �G�&g i � l&[�[&�kl<iK�>^��$^ g {X, liste � regles, � , � }i&`�[ � cells[i, i + k]�$� ]_b�[ � g�� ] � ^ gkj ` �(� `���e�l&^~i g {X, ∅, 0, 0} �� ��e�l&^�i g (&N, 0) �Aj e�]_[�^ g l&m � l&m N � � liste � r   gles �

prq3s�tE�Txª©¬«�Ón_[egfgY
Z[V
h�i|U ØTSb. k�U�S>Y
a\MPV
Z[fgO�k�Uz_pM�VoMP��_pUXk�U\QTk�a�Y
Z[��M�lV
Z[fgORQ

­�®�­



¶#¯�°�2E±K²>³ �µ´·¶ ·�¸µ¹�²>º ¶&» ¸¬¼½³�¹�²>º ¶

¾<¿�À O�Z[V
ZpMP_pZpQoMPV
Z[fgO ¿K¾
¾ �[�>�w��Á�ÌEO������

← ∅

¾<¿�Â fgmRS>_[UbW�Y
ZpORS>Z[WRMP_[U ¿K¾
Ã5Ä ¼µ±ÆÅ�Ç½È�É�¼ ¶ O�ÊbmRk^l?V�Ë�V
U

νt = {S,
¾ �p�A�w�(ÁX��6ÍÌP¾[�¯�

,
,

,
,
}
k�U

cells[1, n]Ó�W�WsU�_5k�U/_pM�W�Y
f�S>a\k�m�Y
U�Ã È�±�Å Ä ¼µ±�¹<Î
&νt Ï

¾<¿ ÃCMPYoS>fgm�YoQÁU�O�W�Y
f t fgORk�U�m�Y�k�Uz_pM�VoMP��_[U ¿K¾
���:��R�Êo�g�~�
��Ã È�±�Å Ä ¼½±K¹<Î

&νt ÏfÐÑ�²
&νt 6∈

¾ �[�>�w��Á�ÌEO������ Ð¥ fgZpU�O�V
X
U�Vz¾ �p�A�w��Á�ÌEO������

/νt = {X,
¾ �[�>�w��Á�ÌEO��^�P�

,
,

,
,
}Ã5Ä ¼µ±ÆÅ�ÇµÈ�É�¼ ¶

{R, liste
,

paires,
,

,
,
}
k�U�¾ �p�A�w�(ÁXÌ'O��^��� ÐÃ5Ä ¼µ±ÆÅ�Ç½È�É�¼ ¶

(&νt1,&νt2) ∈ liste
,

paires ÐÓ�W�WsU�_5k�Ub_pM�W�Y
f�S>a\k�m�Y
UfÃ È�±KÅ Ä ¼½±K¹<Î
&νt1 ÏÑ�²

&νt2 6= 0 ÐÓnW�W�U�_5k�Ub_`M�W�Y
f^S>a\k�m�Y
UfÃ È�±KÅ Ä ¼µ±�¹�Î
&νt2 Ï¶5Ò Ä ¼�³ k�U

&νt Ó ¯>ÈÕÔ�¸ k�U�¾ �p�A�w��Á�ÌEO������Ax

Ö�×�ØkÙ Â xÛÚf« Ø Y
a\MPV
ZpfgO�k�U/_pM�_[ZpQ
V
UNfgYok�fgO�O�a�Uzk�U\QÁO�ÊbmRk�Q

­�Ü&Ý



ÑßÞaà ¶Æ¯�° Ä ±�²>³YÇ ´á¶
U�OÝ_[m�Z�l?i¬Ë�ijUgx Ø U�_pMÇe�MPYoMPO�V
Z[V��~m�U�_?cdMP_[egfgY
Z[V
h�i|U�Q
U�V
U�Y
i|Z[O�U Ð k�MPORQ�_pU�WRMPYoS>fgm�YoQk�U\QoS>U�ORk�MPO�V q _[U\QzY
��eg_[U\QXm�ORMPZ[Y
U\QzO�U�W�U�m��gU�O~VXWRMgQ�S>fgORk�m�Z[Y
U � _?c8U>]�a\S>m�V
Z[fgO!k�c8m�O�U��fgmRS>_pUÀZpO�ºRO�Z[U q S�MPY%_[U�O�fgi���Y
Uuk�U�Qov~i���fg_pU\Q�k�ZpQoW�fgO�Z[��_pU\Q³Wsfgm�Y%m�O�U�S>U�_p_[m�_[U�k�fgO�O�a�U
cells[i, j]

U\QoVNºRO�Z�}5_[U\QNY
��eg_[U\Q/��Z[ORMPZ[Y
U\QbS>fgORk�m�ZpQ
U�O~VX�~mRMPO�V � U�_p_[U\Q � k�U\Q/S>U�_[_[m�_pU\QQ
V
Y
ZpS>V
U�i|U�O~V�W�_[mRQ�WsU�V
Z[V
U\Q���m�U{_`MÇS>U�_p_[m�_[U��~m�Zu_[U\Q�S>fgO~V
Z[U�O�V q _`MãâLVoMPZp_[_[U äÕk�c8m�O�US>U�_[_[m�_[U
cells[i, j]

a�VoMPO�V
(j − i) å O�fgiX��Y
U�k�U/i|fgVoQnk�fgi|Z[O�a\QuWRMPYÁ_pU\Qua�_[a�i|U�O~VoQ�k�U_pM�S>U�_[_[m�_[U�æox Ø hRMg��m�U�O�ÊbmRk¢k�U�_pM�VoMP��_[U�k�cdMPORMP_[v�Q
U\QTU\Q
VNWRMPYoS>fgm�Y
m�m�O�U�Q
U�m�_[U t fgZpQk�MPORQ�S>U�V�MP_pegfgY
Z[V
h�i|Ugx

Þ�ç�è~ç�è é#ê�ë�ì�í�ëïî~ðEñ ò�ê�ë�ð|íTó�ñ
Interne(ν)¹5M{Qom�Z[V
UXU\QoVbV
Y
Z[�~Z`MP_[Ugx�ônO¢m�V
Z[_pZpQ
U/_pM t fgY
iXm�_pU å Â x ­�õ æ��~m�Z�S�MP_pS>m�_[U Interne(ν)U�O t fgORS>V
Z[fgO¢k�U�_pM���MP_pU�m�Y

Interne
k�U�QoU\Q�ºR_`Q�x ¡ MPORQT_?cdMP_[egfgY
ZpV
h�i|U q U>]�W�_[ZpS>Z[V
aXWRMPY_pM�ºRegm�Y
U Â xÛö q

in(ν)
Y
U�W�Y
a\Q
U�O~V
Uz_pM�V
Y
fgZpQ
Zp��i|UN��MP_[U�m�Yuk�U

ν Ð
ν = {X,

¾ �[�>�w��Á��L6ÍÌg¾��¯�
, in(ν), ex(ν)}

x

¾<¿fÀ O�ZpV
ZpMP_[ZpQoMPV
ZpfgO ¿K¾
Ã÷Ä ¼½±#ÅKÇµÈ�É�¼ ¶

&ν
k�U|¾ �[�>�w��Á�ÌEO������ Ð¥ Z

ν = {X, ∅, 0, 0} å t U�m�Z[_[_[UNk�MPORQu_[U\Quk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQ�æ Ð
in(ν)← 1

¾<¿ Ã�MPYoS>fgm�YoQTk�U/_pM�_[Z`Q
V
Ubk�MPORQu_[U/Q
U�ORQX��Ì�ø Ë ÌR�¨�
→
� Ë �
�>ÌR�¨� ¿K¾

Ã÷Ä ¼½±#ÅKÇµÈ�É�¼ ¶
&ν

k�U|¾ �[�>�w��Á�ÌEO������ q|ù È�±Æ²\¸½ºn²�Å ¶ Åo± Ä ²>¹Y¹�È|¸ú³ Ð¥ fgZpV
ν = {X,

¾ �p�A�w�(ÁX��6ÍÌP¾[�¯�
, in(ν), 0}Ã5Ä ¼µ±ÆÅ�ÇµÈ�É�¼ ¶

νr
k�U|¾ �p�A�w��Á���6ÍÌP¾[�¯�¥ fgZ[V

νr = {R,
¾ �p�A�w��Á�� Ë �`�
�¯�

, in(νr), 0}Ã5Ä ¼µ±ÆÅ�Ç½È�É�¼ ¶
(&ν1,&ν2)

k�U�¾ �p�A�w��Á�� Ë �¨�
�¯� ÐÑ�²
&ν2 = 0 Ð
in(νr)← in(νr) + v(R) ∗ in(ν1)Ñ�²\¸ Ä ¸ Ð
in(νr)← in(νr) + v(R) ∗ in(ν1) ∗ in(ν2)

in(ν)← in(ν) + in(νr)

Ö�×>ØkÙ Â xÛöf« Ø MP_pS>m�_5k�U\Qu�PMP_[U�m�YoQuZ[O~V
U�Y
O�U\Q

Þ�ç�è~ç>û é#ê�ë�ì�í�ëïî~ðEñ ò�ê�ë�ð|íTó�ñ
Externe(ν)¹�U�S�MP_pS>m�_�k�U\Qn�PMP_[U�m�YoQ

Externe
O�c8U\Q
Vnegm���Y
UXW�_pmRQ�k�Z�£jS>Z[_pUgx'ônOLm�V
Z[_pZpQ
UN_pM t fgY:liXm�_pU å Â x ­&­ æÁ�~m�Z%S�MP_`S>m�_[U Externe(ν)
U�O t fgORS>V
Z[fgO¢k�U�_pM���MP_pU�m�Y

Externe
k�U�Q
U\Q
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¶#¯�° Ä ±K²>³YÇ ´·¶ ·�¸µ¹�²>º ¶&» ¸¬¼½³�¹�²>º ¶
W���Y
U\QNU�V

Interne
k�U�Q
fgO�a��gU�O�V
m�U�_ t Y
��Y
Ugx�¹�cdMP_[egfgY
Z[V
h�i|U�U\Q
Vbk�fgO�O�a�WRMPYN_pMjºRegm�Y
UÂ xýü~x

¾<¿�À O�Z[V
Z`MP_[ZpQoMPV
Z[fgO ¿K¾
ônO�Z[O�Z[V
ZpMP_[Z`Q
U �

1
_pM��PMP_[U�m�YuU>]^V
U�Y
O�UXk�m�O�ÊbmRk^l?V�Ë�V
UXk�U

cells[1, n]S>fgY
Y
U\QoW�fgORk�MPO~VnMPm�Q
v^i���fg_[UTZ[O�Z[V
Z`MP_�k�Ub_`M�egYoMPi|ijMPZ[Y
U ÐQoZ
ν = [S,

¾ �p�A�w��Á���6ÍÌP¾[�¯�
, in(ν), ex(ν)] ∈ cells[1, n]

qRt MPZ[Y
U
ex(ν)← 1

x
¾<¿ Ã�MPYoS>fgm�YoQTk�Ub_pM�_[ZpQoV
UTk�MPORQu_pU/Q
U�ORQ�� Ë �
�>ÌR�¨�

→
�>Ì�ø Ë ÌR�¨� ¿K¾

Ã5Ä ¼µ±ÆÅ�ÇµÈ�É�¼ ¶
&ν

k�U�¾ �p�A�w�(ÁXÌ'O��^��� q|ù È�±ß²\¸½ºn²>Å ¶ ºnþ<Åo± Ä ²�¹�¹�È|¸ú³ Ð¥ fgZ[V
ν = {X,

¾ �p�A�w��Á���6ÍÌP¾[�¯�
, in(ν), ex(ν)}Ã5Ä ¼µ±ÆÅ�Ç½È�É�¼ ¶

νr
k�U�¾ �[�>�w��Á��L6ÍÌg¾��¯�¥ fgZ[V

νr = {R,
¾ �[�>�w��Á�� Ë �¨�:�A�

, in(νr), ex(νr)}
ex(νr)← ex(ν)Ã÷Ä ¼½±#ÅKÇµÈ�É�¼ ¶

(&ν1,&ν2)
k�U�¾ �[�>�w��Á�� Ë �¨�:�¯� ÐÑ-²

&ν2 = 0 Ð
ex(ν1)← ex(ν1) + v(R) ∗ ex(ν)Ñ-²�¸ Ä ¸ Ð
ex(ν1)← ex(ν1) + v(R) ∗ ex(ν) ∗ in(ν2)
ex(ν2)← ex(ν2) + v(R) ∗ ex(ν) ∗ in(ν1)

Ö�×�Ø�Ù Â xýüf« Ø MP_pS>m�_5k�U\Q���MP_[U�m�YoQ�U>]�V
U�Y
O�U\Q

Þ�ç�è~ç>ÿ é#ê�ë�ì�í�ë�îTðEñ2ò�ê�ë�ð|íTó�ñ ∑
δ∈∆(w) fξ(δ)

[∏

α∈δ v(α)fα(d)
]

À _�O�U/Y
U\Q
V
U/�~m�c � U>ÒsU\S>V
m�U�YÁm�O�UXQ
fgi|i|UbQ
m�Yu_[U\Q�a�_pa�i|U�O�VoQuk�U/_`MXVoMP��_pU/M\v�MPO�V
ξS>fgi|i|U�_pMP�sU�_�U�O�m�V
Z[_[ZpQoMPO~V�_`M t fgY
i�m�_[U å Â x ­ Ö�æox�ônO�WsU�m�V2S�MP_pS>m�_[U�Y�S>U\Q%�PMP_[U�m�YoQ%Wsfgm�YV
fgmRQz_pU\Q

ξ
k�U|_pM{VoMP��_[U�M\�gU\S|_wcdMP_[egfgY
Z[V
h�i|U�k�Uj_`M�ºRegm�Y
U Â x�� q k�MPORQz_[U\��m�U�_

Vw(ξ)ºRO�Z[VÁM\�gU\Sz_pM���MP_pU�m�Y Ð ∑δ∈∆(w) fξ(δ)
[∏

α∈δ v(α)fα(d)
] Ð

­�Ü ©



ÑßÞaà ¶Æ¯�° Ä ±�²>³YÇ ´á¶

¾<¿fÀ O�ZpV
ZpMP_[ZpQoMPV
ZpfgO ¿K¾
Vw Ð m�O{VoMP��_[U\MPm�k�Ub�PMP_[U�m�YoQ q Z[O�ZpV
ZpMP_[ZpQ
a�U\Q � 0

qZpORk�U>]^a/Q
m�Yu_pU\Q�_pMP��U�_`QÀk�U\QÁO�ÊbmRk�Q�k�U\QÁk�a�Y
Z[�PMPV
Z[fgORQ�x¾<¿ Ã�MPYoS>fgm�YoQTk�U/_pM�_[Z`Q
V
Ubk�U\QuO�ÊbmRk�Q ¿K¾
Ã÷Ä ¼½±#ÅKÇµÈ�É�¼ ¶

&ν
k�U|¾ �[�>�w��Á�ÌEO������ Ð¥ fgZpV

ν = {X,
¾ �p�A�w��Á���6ÍÌP¾[�¯�

, in(ν), ex(ν)}
Vw(X)← Vw(X) + in(ν) ∗ ex(ν)Ã5Ä ¼µ±¬Å�Ç½È�É�¼ ¶

νr
k�U|¾ �p�A�w��Á���6ÍÌP¾[�¯�¥ fgZ[V

νr = {R,
¾ �p�A�w��Á�� Ë �¨�
�¯�

, in(νr), ex(νr)}
Vw(R)← Vw(R) + in(νr) ∗ ex(νr)

Ök×�ØkÙ Â x���« Ø MP_`S>m�_5k�U\Qu��MP_pU�m�YoQ ∑
δ∈∆(w) fξ(δ)

[∏

α∈δ v(α)fα(d)
]

­�Ü Ú



¶#¯�° Ä ±K²>³YÇ ´·¶ ·�¸µ¹�²>º ¶&» ¸¬¼½³�¹�²>º ¶
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V � S>UbijM|{:fgYoMPO~V�x

é ç»o0çno Ä�ëZ½)p-ó]\ac#dDb ð î~ðãîºe'ì_p0îTêN½�ðÅ\ac#e�ó<êWc#\YÆ
« Þ­¬�Þ­¬�ÞÈÇ ·�¸µ°E±Kþ<ºn² ¶ ¸ú³�¹
ônO�k�ZpQoW�f�Q
Ubk�U\Qua�_pa�i|U�O�VoQÁQom�Z[��MPO~VoQ Ð« m�O�U�ORQ
U�i���_[U

E
k�UNW�h�YoMgQ
U\Q�MPW�WRMPY
V
U�ORMPO~V � m�O�_pMPO�e�MPegU

L
q S�hRMg��m�UbW�h�YoMgQ
U

M
a�VoMPO�VnS>fgORQoV
Z[V
m�a�U/k�U

|M |
i|fgVoQ q

É�ÊT� �|� � § �'� �_� � �jËw� � � ��� � �Z�@�Y� �¤Ì �#�¤�Y� ��� �¨�Z��� ����� �¨� ± � §¦���v� � � ���|£�� � � � Ê�Í»¥@�Z� �������:±   � � � ��Î��� � ���¨� § �0�Y� � �
β
��� �a�Z�@��� ��� � ¡ �Z� �a���)� �'�¨� � � ���|Ì � �¤� �'�|� �|���:± �]� � � �a� ���)� �'��� �rÏ � � ��ÐÑ�Ò �!� � � Ï �w�#� � � � � � ���|£�� � � � ÊTÍ­¥@�Z� �������:± �y�@� �a��� ��ÓvÔPÕu� � �v�0�Y� �jÖ �#� � � � � � ¥��Z� ��� ���!� �� �Y� �Z¡ � � �Y�×  �|�Ø

max |M |
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¶#¯>° Ä ±K²A³YÇ ´á¶ º ¶ ºµþ�Å Ä ºnÈ�° ¶ ²>³�þ<±KÈ�³�²nm
«Ôm�O�U t fgORS>V
Z[fgOLk�U�S>f#¿�V

C
�~m�Z � S�hRMg��m�U�a�_[a�i|U�O~V

M
k�U

L
MgQoQ
f�S>Z[U/m�OÇY
a�U�_

C(M)
q«Ôm�O¢MP_[egfgY
Z[V
h�ijU

A(E,C, β)
�~m�ZCWsU�Y
i|U�Vbk�c8U>]�V
YoMPZ[Y
U

ArgminM∈E C(M) −
β|M |

W�fgm�Y�O�c8Z[i|WsfgY
V
UN�~m�U�_�Y
a�U�_
β
x

« Þ­¬�Þ­¬�Þ­¬ Ý þ<È�¯�²>¹YÈ�³�² Ä ¸
¹�cdMP_[egfgY
ZpV
h�i|U

I(A, E,C)
Q
m�Zp��MPO~VTWsU�Y
i|U�VNk�U�V
Y
fgm��gU�Ybm�O�U�Qofg_[m�V
Z[fgO

M 0 k�U
ArgminM∈E C(M)

q fgy
C = C(M)/|M | Ð­ x À O�Z[V
ZpMP_pZpQoMPV
Z[fgO Ð fgO�W�f�Q
U�Þ C(M−1) = 0

x
Ý x À V
a�YoMPV
Z[fgORQ Ð fgOÜS�MP_pS>m�_pU Mi = ArgminM∈E C(M) − C(Mi−1) · |M |

U�Om�V
Zp_[ZpQoMPO~V�_?cdMP_pegfgY
Z[V
h�i|U
A(E,C,C(Mi−1)) ß xÖ^x Ø Y
ZpV
��Y
U�k�cdMPY
Y�Ë�V Ð fgO�S>U\Q�Q
U�_[U\QTZ[V
a�YoMPV
Z[fgORQN_[fgYoQo�~m�U |Mi| = |Mi−1|

x
Mi

U\QoVMP_pfgYoQ�m�O�UzQ
fg_[m�V
Z[fgO{k�m{W�Y
fg��_[��ijUgx
« Þ­¬�Þ­¬�ÞÛà Ã ± ¶ ¼�á ¶
ârã�Ê
�g��6>�|� ­wä ¹�cdMP_[egfgY
Z[V
h�i|U

I(A, E,C)
S>fgO~�gU�Y
egUÝ�gU�YoQÇm�O�UÕQ
fg_pm�V
Z[fgO

M 0 =
ArgminM∈E C(M)

U�O�m�O{O�fgi���Y
Uzk�c8Z[V
a�YoMPV
Z[fgORQÁZ[O t a�Y
ZpU�m�Y �
|M1| − |M

0|
x

å³�>���|� ­wä ¹�UnS>f#¿�V�i|frvgU�O
C(Mi)

k�a\S>Y
fh}pV�Q
V
Y
ZpS>V
U�i|U�O~V¼M\�gU\S
i
q Wsfgm�Y

i
Qom�W�a�Y
Z[U�m�Y� õ U�VÁVoMPO~V���m�U

C(M0)
O�cdM�WRMgQÁa�V
azMPV
V
U�Z[O�V Ð

∀i ≥ 0
[
C(Mi) > C(M0)⇒ C(Mi) > C(Mi+1)

]

æ þ ´ Ä ¸µ¹�³�±KÈ�³�² Ä ¸ º0¼ ¯ ¶�´ ´·¶ Ç Ð �fgV
fgORQ
C ′

i(M) = C(M)− C(Mi)|M |
xÃ�MPYTk�a>ºRO�Z[V
Z[fgO�k�U

C
q fgO{Y
U�i�MPYo��m�U/Zpi|i|a\k�ZpMPV
U�i|U�O~VÀ�~m�U Ð

C ′
i(M) = |M |(C(M)− C(Mi))

x¹�cdMP_[egfgY
Z[V
h�ijU
A(E,C,C(Mi))

V
Y
fgm��gUum�O�UuQ
fg_[m�V
ZpfgO
Mi+1

�~m�Z�i|Z[O�Z[ijZpQ
U
C ′

i(M)
qk�c8fgy Ð

Mi+1 = A(E,C,C(Mi))

⇒ Mi+1 = Argmin
M∈E

C ′
i(M)

⇒ C ′
i(Mi+1) ≤ C ′

i(M
0)

⇒ |Mi+1|(C(Mi+1)− C(Mi)) ≤ |M
0|(C(M0)− C(Mi))

⇒ C(Mi+1) ≤ C(Mi) +
|M0|

|Mi+1|
(C(M0)− C(Mi))

⇒ C(Mi+1) < C(Mi)ç
M−1

�]� �¤Ì � � �Z�@�¨�5�h� �:±T�¤��� �º��� ��� �è  � � � � �K� �'� §¦� ���Y�����é�w� � � �Y�!� � � � ÐTê�� § ��� ��� �Ù���|�!�Y�×�@� � � �
C(M−1)
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0
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C(M0)
±� ���Z¡ �'� Ì � �í��� �a� �ë��� �Y� � �0�Y�����=�#� � �

C(M−1)
� ��� �����¤� � �Z�Ù��� � ��� §'� �Y¥ � � ��� � � ��� �@��¥'���Y�!� ¡|��� �h�@��Z�@�y�#���a�T� �Ù�j¡ �'� Ì � � ��� § ��� ��� �

0
Ðô

i
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« ÞÛàöõª÷ ¶�´ ù ¯ ¶ ¹ ºDødÈ ùµù ¯>²�ÅoÈ�³�² Ä ¸µ¹
¹)ùûú_ü¨ý+þ%ÿ��¨ý+ü��Ûÿ��#þ%ü ú_ü��­ùÅú��	��
#þ
���+ý0ù��+ÿ�
#þ���ÿÛü¨þ��Ãú_ü�����������
������ �+ü

C(Mi) >
C(M0) ! ü	�Iú_ü"�­ù#���+ý+ÿ�$%�+ü"��
&�+ÿ��+ÿ���ÿ����¢ú_ü

|M |
��
�'%ý(��
�'��

M
ù����gùhý��+ü	�îü¨þ��*)

E +å-,%./.�, Ý%ä10 ù2�0ùhÿ����Ûü
|Mi|

ú_ü �3��
���'��+ÿ�
#þ
�4��'
$	$¦ü �5�+ÿ��#ü �ëú�� $¦ý�
h}��3���+ý+ÿ�$%�+ü	�îü¨þ��3�6
�'%ý
i��'����¨ý+ÿÛü	'%ý()

1
ü	�(�0ùhþ��87�'%ü

C(M0)
þ9��ù#�gù��(�	���Kù����+ü¨ÿÛþ�� Ð

∀i ≥ 1
[
C(Mi) > C(M0)⇒ |Mi+1| < |Mi|

]

æ þ ´ Ä ¸½¹�³�±KÈ�³�² Ä ¸ º0¼ ¯ ¶�´ ´·¶ ¬ Ð:-
�'%ý
i ≥ 1 !

Mi = A(E,C,C(Mi−1))

⇒ Mi = Argmin
M∈E

C ′
i−1(M)

⇒ C ′
i−1(Mi+1) ≥ C ′

i−1(Mi)

⇒ |Mi+1|(C(Mi+1)− C(Mi−1)) ≥ |Mi|(C(Mi)− C(Mi−1))ôªý�ú;��ù��%ý�� �<�­ü=�Ûü	��� ü ­ ! C(Mi) > C(Mi+1) ! $¦ü>7�'%ÿ8�vü¨ý��îü	�ìú_ü?�îÿÛþ�
#ý+ü¨ý@�­ü
�+ü $%
#þgúA�îü	�2B%ý+üèú_üC���!ÿ­þ��	�wù��Ûÿ����*�%ý�� $%��ú_ü¨þ��+ü ! ü	�ªú;��
�B��+ü¨þ%ÿÛý3�gùhý(�+ý0ùhþ
�+ÿ��+ÿ���ÿ���� Ð

|Mi+1|(C(Mi+1)− C(Mi−1)) ≥ |Mi|(C(Mi+1)− C(Mi−1))

DE
�'y{�
�'%ýF� ú;��ù��%ý�� �=�Ûü>�Ûü	���îü ­ ! C(Mi−1) > C(Mi) å $¨ùhý i − 1 ≥ 0
æ ! ú�
#þ
$

C(Mi−1) > C(Mi+1) + ôªþC�vü	'��Tù���
#ýF�E�+ÿ��@���ÛÿHGgü¨ý��Ûü �)ú_ü	'�I"�îü	�2B%ý+ü �)ú_üJ���!ÿ­þ��	�wù��Ûÿ����
�%ý�� $%��ú_ü¨þ��+ü ! ü¨þK�­ù=ý+ü¨þ��#ü¨ýF�@ùhþ�� ! $¦üC7�'%ÿ)ú�
#þ%þ%ü"Ggþgù��­ü	�îü¨þ�� Ð

|Mi+1| < |Mi|

æ þ ´ Ä ¸½¹�³�±KÈ�³�² Ä ¸ º0¼ã³YÇµþ Ä ±|® ´á¶ Ç Ð0 ü��Ûü	�@�îü Ý �@
#þ��+ý+ü@7�'%ü#�­ùL�0ùhÿ����Ûü=ú_ü �C��
���'��+ÿ�
#þ
�
Mi

ú�� $¦ý�
h}��C���+ý+ÿ�$%�+ü	� ü¨þ��"��
�'%ý
i ≥ 1

�0ùhþ��M7�'%ü
C(Mi) > C(M0) +ON 
����îü@$¦ü	���+ü<�0ùhÿ����Ûü ü �F�C'%þ�ü¨þ��+ÿÛü¨ýP���+ý+ÿ�$%�+ü%Q

�îü¨þ��R�6
&�+ÿ��+ÿHS ! ü	���ÛüT$¦ü �F�+üTSU
#ýF$%�	�îü¨þ��Iú_üèú�� $¦ý�
h}��+ý+üC��
�'%ý3'%þK$¦ü¨ý��0ùhÿÛþ
i = if ! $¦üC7�'%ÿ

ÿ������ÛÿV7�'%üL7�'%ü
C(Mif ) = C(M0) + 0 ��ù�����
#ý+ÿ������îüÃù����+ü¨ÿÛþ��îú�
#þ
$A�­ù>��
���'��+ÿ�
#þÅú�'

�%ý�
�B����	�îüèü¨þ='%þ þ�
��2B%ý+üCGgþ%ÿ�ú;�!ÿ����¨ý0ù��+ÿ�
#þ
� ! ü	�R$%
���� ü
|Mi|

ú�� $¦ý�
h}��R�F�+ý+ÿ�$%�+ü	�îü¨þ��
ú_ü

i = 1
)

i = if − 1 ! �Ûü5þ�
��MB%ý+ü7ú;�!ÿ����¨ý0ù��+ÿ�
#þ
�
if

���¨ý+ÿHGgü Ð if ≤ |M1| − |Mif | =
|M1| − |M

0| +
,.-XW Y>Zè:º·\[=80:9; 4L]Z?3[M[Ü80Q0OP?ë´vQ@2BA7;
À �]þ%ü3�	��ù��#ÿ��^�gù��Pÿ�$¦ÿ�ú_ü�ú�� $¦ý+ÿÛý+üíü¨þ=ú��	�0ùhÿ���ú_ü �O��
_ú��	�Ûü ��ú_ü4�­ùhþ��wù��#ü ! þ%ÿ��Ûü	'%ý^� ÿ��+üü¨þ>�%ý0ù��+ÿ�7�'%ü ú%ùhþ
�T�ÛüÜú�
�� ùhÿÛþ%üÜú_ü/�­ùHý+ü $%
#þ%þgùhÿ��F�0ùhþ
$¦ü ú_ü/�­ù<�gùhý�
��Ûü ! �Hùhÿ��R����'��+*��

ú;�!ü%I����­ÿ�7�'%ü¨ý/B%ý+ÿ��	�#ü	� ü¨þ��/�6
�'%ýF7�'�
#ÿ3����ù�����
#ý+ÿ������îüHú_üÃú�� $%
_ú%ù��#ü�ÿ����¨ý0ù��+ÿHSR�­ü	'%ý=ü �F�
�gùhý��+ÿ�$%'��Ûÿ��¨ý+ü	� ü¨þ��Bù#ú%ù������ +

_8
�'
�îþ�
�'
�HÿÛþ����¨ý+ü �5��
#þ
��� ùhÿ­þ��+ü¨þgùhþ��L)�ú_ü	'�I`��
_ú��	�Ûü �#���¨þ��¨ý0ù��+ÿ�SU�<7�'%ÿIú��%G�Q
þ%ÿ��F�+ü¨þ��C'%þ%ü����%ý0ù��+üL$%
����îü#'%þ%üîý���ù��­ÿ��0ù��+ÿ�
#þöú;��'%þ��%ý�
�$¦ü �F��'
�M����
�$F�gù����+ÿ�7�'%ü + kªþ
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a#¯>° Ä ±K²A³YÇ ´á¶ º ¶ ºµþ�Å Ä ºnÈ�° ¶ ²>³�þ<±KÈ�³�²nm
�+ü	�9�%ý�
�$¦ü �5��'
�3$%
#þ
�+ÿ����+ü¢ü¨þA'%þ%ü"��'
$	$¦ü �F�+ÿ�
#þìú_üT�+ÿÛý0ù��#ü ��ù�����ù���
#ÿÛý+ü �ëú;���	���	�îü¨þ��F�

(x)i�gùhý��îÿ('%þ³ü¨þ
�0ü	�MB��Ûü
X ! �+ü	��
#þb'%þ%ü=�%ý�
�Bgù�B%ÿ��Ûÿ����K7�'%ÿBþ%ü ú��	�Wü¨þgú`7�'%ü ú�'`�gù��F���

hi = (xj)j<i + 0 ü �*�%ý�
�Bgù�B%ÿ��Ûÿ���� � å P (xi|hi)
æ3$%
#þ
���+ÿ���'%ü¨þ��8�Ûü �R�gùhý0ù����	�+ý+ü �Ùú�'=��
�Q

ú��	�Ûüîú_ü��­ùhþ��wù��#ü + 0 ùA�%ý�
�Bgù�B%ÿ��Ûÿ����îú;��'%þ%üîý���ù��Ûÿ��0ù��+ÿ�
#þéü �F�èú�
#þ%þ��¨ü@�gùhý
P ((x)i) =

∏N
i=1 P (xi|hi) ! ü	�c�Ûü âd$%
#¿��c�­ÿÛþ���'%ÿ����+ÿ�7�'%ü�ä=ú;��'%þ%üÙý���ù��Ûÿ��0ù��+ÿ�
#þ��gùhýc�X��
����6
&���¢ú�'<��
�Q

�wùhý+ÿ������îüèú_üP$¦ü	���+üP�%ý�
�Bgù�B%ÿ��Ûÿ���� +
eÙùhþ
�@�­ü �îú_ü	'�Ib��
�ú��	�­ü � ü%I���
&��� ��$¦ÿ�QZù��%ý�� � ! 
#þf�F'����6
&�+üg7�'9��'%þh��
�ú�'��­üÃú_ü

�+ý0ùhÿ��+ü	�îü¨þ��Kú�'i�+ÿ��#þgù��ºùA�%ý�
�ú�'%ÿ��C'%þ��+ý+ü¨ÿ����­ÿ��ªú�
#þ��M$5�gù�7�'%ü ùhýF$ ü ���Kù��F�F
�$¦ÿ���)K'%þ
��
�� ú�'b�­ùhþ��wù��#üÃù �#ü $=��
#þb$%
#¿��îù�$%
�'
���+ÿ�7�'%ü + 0 ü � ú_ÿHj;�¨ý+ü¨þ��F�#�gùhýF$%
�'%ýF�îú%ùhþ
�@$¦ü
�+ý+ü¨ÿ����ÛÿV�9ý+ü	�%ý�� �+ü¨þ��+ü¨þ��BùhÿÛþ
�+ÿ6���!ü¨þ
�+ü	�2B��ÛüIú_ü �1���%ý0ù��+ü �c�6
&�F�0ÿ�B��Ûü �k�gùhý�� ÿl�Ûü �F7�'%ü	���Ûü �k�Ûü
��
_ú��	�Ûü5ú_üC�­ùhþ��wù��#üèú�
#ÿ��(���	�­ü $%�+ÿ�
#þ%þ%ü¨ý($¦ü	���Ûü5ú_üC$%
#¿��(�îÿ­þ%ÿ�� ù�� +
é çVm0çZX n p0îfs|ë�ðãî~ðbo�p'½-ó�êWb b ðEñ
îTð¾b prcoñ

eÙùhþ
�c$¦üR��
�ú��	�­ü ! �­ù"�%ý�
�Bgù�B%ÿ��Ûÿ����
P (xi|hi)

ú�'
ie

��
��
xi
ú��	�Wü¨þgú�'%þ%ÿ�7�'%ü	�îü¨þ��

ú_ü �
N

�@
��F�A7�'%ÿT�Ûü>�%ý�� $%��ú_ü¨þ�� + 0 ü �A�gùhý0ù����	�+ý+ü � ú�'���
�ú��	�­ü>� ��� $¦ý+ÿ��#ü¨þ��Ãù���
#ýF�
− log P (xi|xi−N ...xi−1) ! ü	�(�Ûü"$%
#¿��Iú;��'%þ%üC���%ý0ù��+üKü ��� Ð
Cl(M) = −

∑

i≤|M | log P (xi|xi−N ...xi−1) +q ÿ1�0ùhþ��Üü ���M7�'%ü@�­ü �P�gùhý0ù����	�+ý+ü �=ú�'r��
�ú��	�­ü@��
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#þ����Ûü�þ�
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�'��#üBú�
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��+ÿ��hù��+ÿ�
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ú_üKú�� $%
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