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Résumé:

Cette these est dédiée a I'étude des effets d’écran et de polarisation dans un plasma quan-
tique d’électrons et de protons, lorsque ce systeme est essentiellement un gaz dilué d’atomes
d’hydrogene. Cette phase atomique est obtenue en considérant une limite couplée de basse den-
sité et de basse température, dans laquelle la recombinaison des charges sous forme d’atomes est
favorisée. Nous étudions la susceptibilité électrique de ce plasma & ’aide d’un développement
en fugacités de cette fonction basé sur les séries diagrammatiques de Mayer. Ce développement
— qui n’est pas perturbatif vis-a-vis de la charge électrique ni de la constante de Planck —
permet de tenir compte systématiquement, & basse densité, de tous les phénomenes induits par
les interactions coulombiennes, dont la formation d’états liés et les effets d’écran. Nous met-
tons en particulier en évidence un régime ou la susceptibilité du plasma mesure l'effet d’écran
diélectrique di a la polarisabilité des atomes d’hydrogene.

Nous abordons également dans cette these la problématique des effets de bords qui inter-
viennent dans la polarisation d’un corps diélectrique de taille finie, lorsque ce dernier est soumis a
un champ électrique statique. Le corps diélectrique est modélisé par un fluide dipolaire classique
confiné dans une certaine région, et nous calculons sa polarisation moyenne par la mécanique
statistique. Nous montrons qu’en limite thermodynamique, cette polarisation vérifie bien la loi
locale de 1’électrostatique macroscopique, avec une constante diélectrique qui est une propriété
de volume du fluide, indépendante de la forme du diélectrique.

Abstract:

This thesis is devoted to the study of screening and polarisation effects in a quantum plasma
of electrons and protouns, when the system is close to a dilute gas of hydrogen atoms. This atomic
phase is obtained by considering a coupled low-density and low-temperature limit, in which the
binding of charges into hydrogen atoms is favored. We study the electrical susceptibility of this
plasma using a fugacity expansion of this function obtained from a resummed Mayer diagram-
matic series. This expansion — which is non-perturbative with respect to electric charge and
Planck’s constant — allows to take into account systematically, at low densities, all phenomena
induced by the Coulomb interactions, among which atomic and molecular binding and scree-
ning effects. We exhibit in particular a regime where the plasma’s susceptibility measures the
dielectric screening effect due to the polarisability of the hydrogen atoms.

We cousider also in this thesis the problem of dealing with the boundary effect that occurs
when a finite dielectric sample is polarized under the influence of a static electric field. We
describe the dielectric material as a classical dipolar fluid confined to a certain region, and we
calculate its mean polarisation using statistical mechanics. We show that in the thermodynamical
limit, this polarisation satisfies the local dielectric law of macroscopic electrostatics, with a
dielectric constant that is a bulk property, independent of the sample’s shape.
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Chapitre 1

Introduction

Le terme de plasma, introduit en physique en 1923 par Langmuir et Tonks, caractérise un
systeme dont les constituants sont chargés électriquement: électrons dans un conducteur, ions
en solution aqueuse, gaz ionisé dans la couronne solaire, etc. A un niveau fondamental, méme un
état “neutre” de la matiére, comme un gaz atomique, est en réalité constitué de particules micro-
scopiques chargées (électrons et noyaux atomiques) liés par les forces électriques. La mécanique
quantique décrit précisément les phénomenes de liaisons chimiques, et, par extension, toute
matiére peut ainsi en principe étre considérée comme un état particulier d'un plasma quantique.
Dans cette approche, la matiere est représentée par un systeme composé d’un grand nombre
de particules quantiques de différentes especes, caractérisées par leur charge, leur masse et leur
spin, interagissant via des forces de Coulomb!.

Notre objectif dans cette theése est d’adopter ce point de vue fondamental, la mécanique statis-
tique d’un plasma quantique, pour étudier les phénomeénes d’écran et de polarisation diélectrique
dans un plasma composé d’électrons et de protons, lorsque ce systéme est dans une phase ato-
mique diluée (gaz d’atomes d’hydrogene). Plusieurs effets physiques participent aux phénomenes
d’écran. Il y a d’abord Ueffet d’écran collectif di aux charges libres (non liées). Cet effet, ca-
ractéristique aux plasmas, est une conséquence de la longue portée du potentiel de Coulomb
qui fait que chaque charge attire autour d’elle un “nuage” de particules de charge opposée,
qui a la propriété d’écranter ezactement la charge de la particule & partir d’une certaine dis-
tance. A léchelle du rayon de Bohr, la liaison chimique conduit a la formation d’entités neutres,
tels que des atomes ou des molécules d’hydrogene. Finalement, la polarisation de ces états liés,
sous l'influence d’un champ électrique, produit un effet d’écran bien connu dans la théorie des
diélectriques. Cet écran diélectrique n’est que partiel, contrairement a ’écran de Debye, et ’'on
s’attend & ce qu’il soit caractérisé a basse densité par la constante diélectrique

e~ 1+ 4np,a (1.1)

ou p, est la densité d’atomes d’hydrogene et « la polarisabilité d’un atome. Le point central
de cette these est de montrer, sans faire d’approximation ni de modélisation intermédiaire, que
la phase atomique du plasma d’électrons et de protons présente en effet un régime diélectrique
dans lequel l’écran est caractérisé par la formule (1.1).

L’étude de la constante diélectrique d’un gaz a partir de la description fondamentale en
terme de plasma quantique est intéressante pour plusieurs raisons. Elle donne notamment acces

'La description des forces électriques au moyen d'une interaction instantanée de Coulomb est justifiée si la
vitesse des particules reste petite devant celle de la lumiere (domaine non relativiste).
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a la zone de transition entre le régime d’écran parfait, associé aux plasmas, et le régime d’écran
partiel associé aux diélectriques. Elle permet aussi de s’affranchir de certaines approximations
a la base des théories microscopiques usuelles des diélectriques. Ces théories supposent en effet
typiquement le systéme purement composé d’atomes (ou de molécules) préformés, leur faible
probabilité de ionisation (ou de dissociation) étant entierement négligée. Le role de la mécanique
quantique est alors limité a fournir un modele plus ou moins réaliste pour les propriétés de
ces atomes et de leurs interactions mutuelles. Un modele trés simple counsiste par exemple a
décrire les atomes comme des sphéres dures de polarisabilité a et portant un moment dipolaire
permanent p.? Des approches de type semi-classique ont aussi été proposées [49, 80, 44]. Dans
ces travaux, les degrés de liberté internes des atomes sont traités de maniére quantique, tandis
que le mouvement du centre de masse des atomes est toujours décrit par la mécanique classique.
Ces théories semiclassique ne sont toutefois pas entierement satisfaisantes, car:

e La dichotomie entre un domaine classique et un domaine quantique n’est pas une approxi-
mation controlée.

e La mécanique statistique quantique des degrés de libertés internes des atomes est mal
définie. La fonction de partition d’un atome dans le vide diverge en effet a cause de la
longue portée du potentiel de Coulomb. Diverses maniéres de s’affranchir de ce probleme
ont été proposées, mais ces procédures de régularisation sont en partie arbitraires®.

e Le concept d’un systéme composé d’entités préformées (atomes, atomes ionisés, charges
libres, etc.) s’accorde mal avec 'existence des états de Rydberg qui sont & la frontiére entre
un état lié et un état dissocié.

Ces défauts conceptuels ne peuvent étre résolus qu’en adoptant I’approche basée sur la des-
cription du systeme en terme de plasma quantique. Les différents effets induits par le potentiel
de Coulomb (liaison chimique, ionisation, effets d’écran, ...) sont alors tous traités de maniére
entierement cohérente.

Développer une théorie exacte du phénomeéne de recombinaison des charges sous forme
d’atomes ou de molécules dans un plasma est un probléme difficile. Dans le cas d’un plasma com-
posé d’électrons et des protons (plasma e-p), Saha a proposé en 1920 une équation pour décrire
P’équilibre thermique de ionisation des atomes d’hydrogene (équilibre chimique H = e+p). Cette
équation [voir (2.35)] néglige toutefois entierement tous les effets dus aux interactions de Cou-
lomb entre les particules, sauf pour la liaison chimique. Une description exacte du phénomeéne de
recombinaison atomique a été établie en 1985 par Fefferman [35, 36]. Ce mathématicien démontre
que dans une limite de basse température et de basse densité (la limite atomique), 1’équation
d’état du plasma e-p tend vers celle d'un gaz parfait d’atomes d’hydrogene. Ce théoreme de
la limite atomique a ensuite été généralisé, et sa démonstration simplifiée, par Conlon, Lieb et
Yau [22] et Graf et Schenker [42]. Nous étudions dans cette these les phénomenes d’écran et de
polarisation dans le plasma e-p en supposant le systéme au voisinage de cette limite atomique de
Fefferman. La polarisation des atomes sera causée par une charge extérieure classique que nous
immergeons dans le systéme pour sonder ses propriétés d’écran. A Pordre linéaire, ces dernieres
sont décrites par la fonction de réponse (ou susceptibilité électrique) x(r). Comme des charges
libres (non liées) sont toujours présentes a toute température non nulle, la fonction de réponse

*Voir par exemple les articles de revue [81, 79]. Remarquons par ailleurs que nous étudierons une propriété
relative aux effets de bords dans un tel modele (avec @ = 0) au chapitre 6.
3Le lecteur peut trouver dans [51] une liste commentée de ces procédures de régularisation.



obéit a la regle d’écran

/dr x(r)=-1 (1.2)

qui stipule que le nuage d’écran induit autour de la charge classique porte en moyenne une charge
totale qui lui est exactement opposée. Nous montrerons qu’en limite atomique, x () décrit effet
d’écran di a la polarisation des atomes d’hydrogene, tout en vérifiant la regle d’écran (1.2). Nous
définirons au chapitre 5 une limite précise dans laquelle on obtient la constante diélectrique (1.1)
a lordre le plus bas dans la densité atomique. Ce résultat constituera, a notre connaissance, le
premier calcul explicite et entierement ab initio d’une constante diélectrique dans un systeme
coulombien & température finie.

Il existe dans la littérature plusieurs formalismes plus ou moins bien adaptés & notre pro-
gramme, & savoir le calcul de la fonction de réponse dans la limite atomique. Le plus connu est
certainement la théorie de perturbation standard du probleme & N-corps (voir par exemple [37]).
Ropke et Der [72] ont proposé dans ce formalisme un calcul de x(7) qui inclut une contribution
associée & la polarisation des atomes d’hydrogene (voir chap. 5). Cette contribution est calculée
en sommant une infinité de diagrammes de Feynman (dit diagrammes “en échelle”) avec un
nombre arbitraire de lignes d’interaction entre un proton et un électron, puis est ajoutée a la
fonction diélectrique dans approximation RPA (random phase approximation). Ropke et Der
ne résolvent donc pas entiérement notre probléme, car leur calcul ne cherche pas a prendre
en compte tous les effets d’écran dans le systéme jusqu’a un certain ordre donné*. Par sa na-
ture méme, le formalisme employé ne permet pas en fait de traiter commodément la formation
d’atomes et de molécules et les effets des interactions entre ces états liés. La liaison chimique est
un effet un phénomeéne non linéaire dans I'interaction, et n’admet pas une représentation simple
dans ce formalisme qui est perturbatif vis-a-vis du parametre de couplage (la charge).

La méthode des potentiels effectifs de Morita [68], non perturbative dans I'interaction électrique,
a été utilisée pour le calcul du développement du viriel de I’équation d’état d’un plasma jus-
qu’a 'ordre p? [34, 51]. Elle revient & introduire un systéme équivalent classique de particules
ponctuelles, interagissant via des potentiels effectifs a plusieurs corps qui incorporent tous les
effets quantiques. Les propriétés générales de ce développement ne sont toutefois pas aisées a
établir, car des potentiels & trois corps ou plus interviennent au deld de Pordre p?, et Peffet de
ces derniers ne peut pas étre décrit dans le cadre de régles diagrammatiques simples.

La méthode des graphes de Mayer quantiques (ou formalisme des boucles) est en revanche
bien adaptée & notre programme. Ce formalisme, dont l'origine remonte & Ginibre [40], a été
développé et adapté au cas d’un plasma quantique par Alastuey et Perez [9, 8], Alastuey, Cornu
et Perez [4], puis Cornu [23, 25]. Cette méthode est basée sur la correspondance, que l'on peut
établir au moyen de I'intégration fonctionnelle, entre le plasma quantique et un systeme classique
d’objets étendus, les boucles, interagissant via un potentiel & deux corps (semblable & une inter-
action électrostatique classique). Cette correspondance permet d’appliquer la technique standard
des développements diagrammatiques de Mayer. Nous employons cette méthode dans cette these
car elle présente plusieurs avantages: elle n’est pas perturbative vis-a-vis de la charge des parti-
cules (ni de leur statistique), elle s’exprime en terme de régles diagrammatiques simples, et elle
est bien adaptée pour décrire la formation d’états liés et les phénomenes d’écran dus a la longue

“En 1979, ces auteurs n’avaient d’ailleurs pas & leur disposition le théoréme de la limite atomique qui permet
de controler dans une limite précise la formation d’états liés dans le systeme.
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portée du potentiel de Coulomb.

Venons-en a la présentation de ce manuscrit de these. Les résultats originaux du travail de
recherche sont présentés sous la forme de trois articles rédigés en anglais, déja publiés ou en voie
de publication. Ces articles correspondent aux chapitres 4, 5 et 6 de la theése et sont a chaque
fois précédés d’un court paragraphe introductif mentionnant les principaux résultats. Afin de
faciliter la lecture de ces articles pour une personne non spécialiste du sujet, le chapitre 2 contient
une introduction générale au domaine de la theése (avec en particulier un rappel du théoréme
de la limite atomique et des régles d’écran) et le chapitre 3 une introduction au formalisme
des boucles. Dans ce dernier chapitre, nous démontrons en détails la formule “magique” qui
établit I’équivalence du plasma quantique avec un systeme classique de boucles.> Nous suivons
ici la démonstration tres élégante esquissée dans l'article de revue de Brydges et Martin sur les
systeémes coulombiens & basse densité [17]. Nous rappelons ensuite le développement en graphes
de Mayer quantiques des fonctions de corrélation de boucles et de la susceptibilité électrique x(r).
Comme dans le cas d’un plasma classique, ces graphes divergent & cause de la longue portée du
potentiel de Coulomb, et des resommations sont nécessaires.

Dans le premier article (chapitre 4), nous introduisons un schéma de resommation des di-
vergences coulombiennes qui est légerement différent de ceux utilisés précédemment dans la
littérature [9, 23]. L’intérét de notre resommation est de conduire a des graphes prototypes ne
faisant intervenir qu'un seul potentiel effectif ¢. Ce potentiel décrit une interaction effective entre
les particules qui prend en compte les effets d’écran dus aux charges libres. A basse densité et A
courte distance, ¢ ne differe du potentiel de Coulomb “nu” entre boucles que par une constante,
et ce potentiel sera par conséquent bien adapté pour traiter le probleme de la formation d’états
liés dans la limite atomique. Cet article contient une étude détaillée du potentiel ¢ & basse den-
sité, suivie de quelques exemples d’applications (démonstration de regles d’écran, approximation
a basse densité pour la fonction de corrélation de paire d’un plasma quantique).

Le deuxieme article (chapitre 5) contient notre étude de la susceptibilité électrique du
plasma e-p dans la limite atomique. Le résultat principal est le calcul ab initio de la constante
diélectrique (1.1) en tenant compte de tous les effets induits par le potentiel de Coulomb. Le
controle des graphes en limite atomique utilisera les propriétés du potentiel ¢ obtenues dans
I’article précédent.

Le troisieme article (chapitre 6) constitue un complément a la theése. Il est consacré a 'étude
d’un effet de bord dans un modele classique de fluide dipolaire. Ce complément peut étre lu
indépendamment du reste de la these.

Nous concluons finalement dans le chapitre 7 avec les perspectives ouvertes par ce travail.

5Cette formule magique, et celles qui définissent une boucle, sont “parachutées” au début des articles. Le
chapitre 3 donne la possibilité au lecteur d’élucider I'origine du formalisme des boucles sans devoir se référer aux
articles originaux mentionnés dans la bibliographie.



Chapitre 2

Le plasma quantique: généralités

2.1 Définition du systeme et notations

Nous considérons un plasma quantique non relativiste composé de N particules ponctuelles
quantiques chargées, de S especes différentes, confinées dans une région simple A de R3?, &
température inverse 3 = (kzT)~!. Chaque espéce de particule a € {1, ..., S} est caractérisée par
sa, masse Mg, sa charge e, et son spin o,. Les N, particules d’espeéce o = 1, ...,.S obéissent a la
statistique de Fermi ou de Bose, une espece au moins devant étre de nature fermionique pour
assurer la stabilité du systeme.

Une configuration du plasma est spécifiée par la donnée des variables «;, 73, o} pour chaque
particule ¢ = 1,..., N, ou 7; est la position de la particule et 0} € {—04,,...,04,} la composante
de son spin selon une direction fixée. L’énergie d’interaction entre deux particules 7 et j est
donnée par le potentiel de Coulomb instantané

€q, €a;

€a;€a; V(ri —rj) = | (2.1)

ri =75l

L’Hamiltonien de ce systeme, qui agit dans ’espace de Hilbert des fonctions d’ondes & N parti-
cules proprement symétrisées, s’écrit donc

N N

h? 1
HA,N = — Z 2, A; + 5 i;ézj;l eaieajV(ri - rj) (2.2)

=1

Par simplicité, nous étudierons principalement le plasma composé d’électrons et de protons
(plasma e-p). L’indice « d’espece est alors remplacé par la lettre e ou p. Ce systéme a la propriété
particuliere d’étre symétrique de charge:

ep = —€¢ = €. (2.3)

Bien que fondamental, il convient de remarquer que ’'Hamiltonien (2.2) néglige un certain
nombre d’effets. Il ne prend pas en compte par exemple les forces magnétiques, la nature quan-
tique du champ électromagnétique, les effets relativistes, etc.

On note que 'Hamiltonien (2.2) est indépendant des variables de spins des particules. Ces va-
riables jouent néanmoins un réle lors de la symétrisation ou de I’antisymétrisation de la fonction
d’onde, conformément au principe de Pauli.
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2.2 Phénoménologie d’un plasma quantique

2.2.1 Parametres physiques

On peut définir plusieurs longueurs et parametres sans dimension utiles pour caractériser
un plasma quantique. La distance moyenne q, entre particules d’espece a est une grandeur
classique qui est définie par la condition

4 3 \3 N,
—ma> Ny =V = = , =—. 2.4
3 Mo Na Qq ( 47y > Pa % (2.4)
La longueur de Landau est la distance de séparation entre deux charges e, et e, pour laquelle
I'énergie potentielle |eqe,|/bay est égale a I'énergie thermique kT

bay = Bleacy|- (2.5)

C’est une grandeur classique qui joue le role d'un rayon effectif d’interaction entre les charges.
Finalement, la longueur d’onde thermique de de Broglie

Mo = hiy| - (2.6)
My

est une longueur quantique qui mesure 'amplitude des fluctuations de position d’une particule
libre d’énergie de l'ordre de kg7

Dans un plasma e-p globalement neutre (p. = pp,), nous pouvons omettre l'indice o pour la
distance moyenne a entre particules et la longueur de Landau devient b = [e?. A partir de ces
quelques longueurs, on peut définir deux parametres sans dimension:

e Le rapport A\y/a mesure le recouvrement des fonctions d’onde & la température 7'.

e Le parametre de couplage I', défini par

P Bl

a

(2.7)

controle la compétition entre I’énergie cinétique d’origine thermique et ’énergie d’interac-
tion électrostatique
A basse densité, ces deux parametres seront beaucoup plus petit que 1. La condition Ay /a < 1
correspond en effet & un plasma faiblement dégénéré (effets quantiques faibles), et I' < 1 & un
plasma proche d’un gaz parfait (interactions coulombiennes faibles).

2.2.2 Ecran de Debye

L’effet d’écran de Debye joue un role central dans les systémes coulombiens classiques et
quantiques. Du fait de l'interaction de Coulomb entre les charges du plasma, il est clair qu'une
particule de charge donnée attire en son voisinage des particules de charge de signe opposé et
repousse celles de méme signe. A cause de la longue portée du potentiel de Coulomb, le “nuage”
de particules attirées a la propriété remarquable d’écranter exactement la charge de la particule
a partir d’une certaine distance (la longueur d’écran de Debye).

Rappelons le raisonnement de Debye et Hiickel [31] qui montre que la longueur d’écran est
donnée par

Ip = (4mB) _elpa) ? (2.8)
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dans un plasma classique (cette formule reste valable dans le cas d’un plasma quantique faible-
ment dégénéré). Supposons qu’'une charge e soit fixée a lorigine. Cette charge ey peut étre
une charge extérieure au systéme ou une charge du plasma spécifiée que l'on traite & part. Le
potentiel électrostatique ¢, (1) au voisinage de la charge e satisfait I’équation de Poisson

Ay (r) = —4mleod(r) + ey (1)), cay(r) =Y erpeg(v,7), (2.9)
v

ou pe,(7,7) est la densité de particules de type v en r lorsque la charge ey est présente a
Porigine, et ¢, (7) la densité totale de charge associée. Debye et Hiickel supposent que la densité
de particules peut étre approximée par la distribution de Boltzmann:

Peo(1,7) = pye Pr0e0lr) (2.10)

ol p, est la densité homogene loin de l'origine. En substituant (2.10) dans (2.9), nous obtenons
I’équation de Poisson-Boltzmann

Ay (1) = —4med(r) — 4w Z evpvefﬁeweo(’"). (2.11)
B!

Dans l'approximation linéaire, et en utilisant la neutralité 27 e,p~ = 0, nous obtenons I’équation
de Debye-Huckel

(A = K)oy (r) = —4megd(r), K =478 _elp,. (2.12)
Y

Le potentiel ¢, (7) doit tendre vers zéro lorsque |r| — oo et vers le potentiel de Coulomb e /|r|
lorsque |r| — 0. La solution physique de I’équation de Debye-Hiickel est donc

e_n"r‘

(]580 (r) = €0 ———

7 (2.13)

Cette formule montre que le potentiel électrostatique egV () créé par la charge ey est écranté
exponentiellement dans le plasma sur une distance de ordre de Ip = k5'. De (2.9), (2.10) et
(2.13), la densité de charge induite autour de ey (le nuage d’écran) est donné par

5260 e—m|7‘\

Ceo(T) = — (2.14)

dr e

Il a la propriété d’écranter parfaitement la charge eg:

/dr Ceo (T) = —e9. (2.15)

Toutes les charges du plasma subissent cet effet d’écran, et le résultat (2.15) est connu sous le
nom de regle d’écran parfait interne lorsque e est une charge du systéme. Dans le cas d’un
plasma quantique, cet effet d’écran a toujours lieu, mais le nuage d’écran décroit a grandes dis-
tances selon une loi de puissance, et non exponentiellement rapidement (voir §2.4.3).

Dans le langage de la théorie de la réponse linéaire, la fonction ¢, (r) est la “réponse” du
plasma & la perturbation causée par la charge ey & l'origine. La fonction de réponse x(r) est
définie par

x(r) = lim CeO(T). (2.16)
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Dans l'approximation de Debye-Hiickel (2.14), cette fonction de réponse vaut, en transformée
de Fourier,

2
~ N —ik- ~ K
X(k) —/dre BTy (r) ~ e (2.17)
La propriété d’écran parfait (2.15) s’exprime alors par 1'égalité
lim x(k) = —1 (2.18)

k—0

Ce résultat est connu sous le nom de régle d’écran externe: un plasma écrante parfaitement toute
charge extérieure classique qui y est immergée. Remarquons que par linéarité, une distribution
de charge extérieure ¢®**(r) sera également parfaitement écrantée. Les régles d’écran (2.18)
et (2.15), ainsi que d’autres régles analogues pour les fonctions de corrélation, peuvent étre
démontrés rigoureusement dans un plasma quantique (voir §2.4.2).

2.2.3 Etats liés: énergies de liaison et polarisabilité

Dans un plasma quantique, les charges sont susceptibles de se lier chimiquement sous 'effet de
I'interaction de Coulomb (2.1) et de former des atomes ou des molécules. Les valeurs des énergies
de liaison de ces états jouent un role important pour déterminer la composition chimique du
plasma & I’équilibre thermodynamique.

Dans le cas d’un plasma e-p, ’état 1ié le plus simple est naturellement I’atome d’hydrogene,
dont le spectre discret est donné par la série de Balmer
2 1 2

(&
=1,2,.. —— ~13.6 eV 2.19
n = 7 2aB € ( )

e
Ep=—7—s,
2ag n

ot ap = h?/me? est le rayon de Bohr!. Il n’existe pas de formules exactes pour les énergies
de liaison des molécules composées de trois particules ou plus. Des méthodes approximatives
(ou des mesures expérimentales) permettent néanmoins d’obtenir des valeurs approchées. Les
énergies de liaison de 1’état fondamental des molécules les plus simples sont:

Atome/molécule | Energie de liaison [eV]
H -13.6
H™ -14.3
Hy -16.2
Hy -31.7
Hi -17.8

Si I'on applique un champ électrique sur un état lié, la structure interne de cet atome ou
molécule est 1égerement modifiée par un effet de polarisation: les électrons sont “tirés” d’un coté
et les protons de 'autre. Cet effet est décrit par la polarisabilité de 1’état 1ié, et nous rappelons
ci-dessous le calcul de la polarisabilité de 'atome d’hydrogene.

Supposons qu’'un atome d’hydrogene est placé dans un champ électrique uniforme. Grace
a I’homogénéité du champ, la variable du centre de masse (la position de 'atome) ne joue

!Le rayon de Bohr peut étre exprimé comme ap = )\i/b et n’est donc pas indépendant des longueurs définies
au §2.2.1.
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pas de role, et il suffit de considérer I'effet du champ sur la particule relative de masse m =
mpme/(mp + me). L’'Hamiltonien relatif est

p2 62
H=Hy+Hy, Hyi=-——— Hiy = ¢E - r. (2.20)

“om |r|
Appliquons la théorie de perturbation stationnaire de la mécanique quantique & un état appar-
tenant un spectre discret de 'atome (bien que la perturbation ne soit pas bornée?). En fonction
des états propres |n) de ’'Hamiltonien non perturbé Hy, les états perturbés sont donnés, au
premier ordre de perturbation, par

* (0’ Hing |n)
In) = ny— > AT In’). (2.21)
n'#£n n n

La somme porte sur tous les états |n’) différents de |n), & lexception de ceux pour lesquels
Ey = E, et (n'|Hijy |n) = 0 (d’on lastérisque sur la somme). Notons que le second terme
de (2.21) est petit si le champ électrique n’est pas trop intense:

(n'| eE - r|n) € 10
— 1 = F <« —=~10" V/m. 2.22

E, — E, a? / ( )
Cette condition sur le champ électrique signifie simplement que la force exercée par le champ
extérieur sur la particule relative doit étre petite devant la force responsable de la liaison de
I'atome. Le moment dipolaire de 'atome, défini par p = g(n| — er|n), vaut, & 'ordre linéaire
en E,

p=(|—ern)+ & E (2.23)
ou
<a>n — 62 Z* rnn’r_gn’ t’r‘Enln’l"nn’ 7 ’]"nn/ _ <n| r ‘nl> (224)
n'#£n n n

est le tenseur de polarisabilité de I’état |n). Dans le cas de l'atome d’hydrogene, il n'y a pas
de moment dipolaire permanent: (n|r|n) = 0 par parité. De plus, par symétrie, le tenseur de
polarisabilité se réduit a ay, 11, ou
2
o * [(n]z[n")|
o, = an]l, Qn = 262 ’z;é: ﬁ (225)
n

n —

Dans le cas de 'atome d’hydrogene, la somme sur tous les états intermédiaires n’ # n peut étre
calculée explicitement, grace & une méthode ingénieuse due a Dalgarno et Lewis [27]. Le résultat
pour ’état fondamental n = 0 est
9

a=qy= gag. (2.26)
Au chapitre 5, nous verrons comment décrire l'effet d’écran diélectrique (1.1) da a la polari-
sabilité des atomes d’hydrogene en partant des principes premiers de la mécanique statistique
d’un plasma e-p. Dans la limite de densité et de température nulles, nous retrouverons bien la
formule (2.25) pour la polarisabilité des états liés.

?Lorsque 'on enclenche la perturbation (2.20), le spectre devient continu et les états Stark sont en fait des
résonnances. La série de perturbation fournit toutefois correctement le décalage des niveaux d’énergie di au champ
électrique.
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2.2.4 Phases atomique et moléculaire du plasma e-p

Selon la température et la densité, le plasma e-p peut se trouver dans différentes phases (voir
fig. 2.1). A basse densité, trois phases sont possibles: un gaz d’hydrogéne moléculaire (Hz), un
gaz d’hydrogeéne atomique (H), ou un plasma e-p fortement ionisé. Lorsque la densité augmente,
le gaz moléculaire devient un liquide, puis un solide (cristal d’hydrogéne moléculaire). A tres
haute densité (distance entre particules a de 'ordre du rayon de Bohr), on s’attend & l’existence
d’une phase d’hydrogéne métallique (électrons entierement délocalisés).

p, em®]
plasma métallique
10*
10% -
g
= Yy=0.5
10" 3
9
o
1S
3
10" 3
g
@
3
10° °©
plasma
fortement ionisé
10* YH2= 05
10° : pe ' I Tk

F1G. 2.1 — Diagramme de phase p, — 7" pour un plasma e-p, d’apres [33].

Nous considérons dans ce paragraphe le plasma e-p dans le régime de Saha, qui correspond
a la région de basse densité du diagramme de phase, ol les charges s’associent ou se dissocient
selon les réactions chimiques

e+p=H et 2H = Ho. (2.27)

Remarquons qu’abaisser la température favorise la formation d’états liés (gain d’énergie), tandis
qu’abaisser la densité favorise la dissociation (gain d’entropie). Les lignes de coexistence entre
les phases ionisée, atomique, et moléculaire peuvent étre calculées, sous certaines hypotheses,
a l'aide de la thermodynamique et des énergies de liaison de ’atome et de la molécule. A
basse température, les atomes et les molécules d’hydrogene n’apparaissent essentiellement que
dans leur état fondamental. En traitant ces états liés comme de nouvelles espéces de particules
(approche chimique), nous pouvons introduire une densité pl¢ d’atomes, une densité pi}‘é de

molécules, et des densités pi¥ et pipd d’électrons et de protons non liés chimiquement. On néglige

dans ce calcul tous les effets du potentiel de Coulomb excepté pour les énergies de liaison. A
basse densité, le systéme peut étre traité comme un mélange de gaz parfaits, et les densités
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idéales pid (A = e, p, H, Hy) sont données par la formule

id my \*? —B(EA—pa)
ox =9\ 3o e Plla—na (2.28)

ou p, est le potentiel chimique des particules d’espece A. Dans (2.28) g, est le facteur de
dégénérescence de I'état fondamental (go = gp = 2, gu = gu, = 4), ma est la masse (my =
Me + M, My, = 2my) et E, est I'énergie de liaison de I'état fondamental (E. = E, = 0, Ey
et By, sont donnés & la page 8). A I’équilibre thermodynamique, les potentiels chimiques des
différentes substances obéissent, d’apres (2.27), aux relations

e+ pp = et 2uy = g, (2.29)
La condition de neutralité pid = pipd détermine de plus la valeur de pie — pp. En introduisant les
combinaisons

potelte o, fe iy (2.30)

la neutralité impose en effet

V—iln@

T (2.31)

En utilisant les équations (2.28) & (2.31), les densités des différentes especes de particules sont
entierement déterminée par la combinaison p des potentiels chimiques et les énergies de liaison:

3/2
d_ id TMeMMp Bu
—pid g (V&P 2.32
Pe pp ( 27T,6h2 ) € ( 3 )
id my |2 B(Ex—2p)
! = - H— 2
P =4 <27rﬂh2> e (2.33)
id m, |\ BB, —Ap)
4 — 94 2 —OBu, —4u) 2.34
sz (27T/8ﬁ2> € ( 3 )

L’élimination du potentiel chimique p dans ces équations donne les équations de Saha

Pl (2B PP g

i ¢ (2:35)
Pe Pp Mep

id 2\ 3/2

Phs 1 <27T5h > o= B(Ei, ~201) (2.36)
(Pd)? V2 \ mu

Dans le diagramme de phase de la figure 2.1, p, est la densité électronique totale et vaut p, =
pid + pid 4 2,0}?2. Introduisons donc les rapports

id 9,id
Y = Pu et Ve, = ZPuy (2.37)
Pe Pe

qui mesurent le degré d’association des électrons en atomes () et en molécules d’hydrogene
(Y, )- La courbe yy = % correspond & la situation ou 50% des électrons sont associés sous forme
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d’atomes. D’apres (2.35) et (2.36), ces courbes pe(/3) sont données approximativement par

- = (B) ~ = ( elln_ " oo (2.38)
M=y Pe\P) =8\ 2 BR2my '
1279 T 8v2 \ 2n k2 ‘

Ces courbes correspondent bien, & basse densité, aux lignes de séparation entre les régions io-
nisée, atomique et moléculaire indiquées sur le diagramme de phase.

Le raisonnement ci-dessus néglige entierement les effets des interactions entre les particules, a
part pour la formation d’atomes ou de molécules d’hydrogene dans leur état fondamental. Dans
la fin de ce chapitre et dans les suivants, la formation d’atomes d’hydrogeéne dans le plasma (et
leur polarisation éventuelle) sera en revanche décrite en tenant compte de maniere cohérente de
tous les effets induits par le potentiel de Coulomb. Remarquons que si I'on tenait compte dans
le raisonnement précédent des états excités, le facteur exp[—FEy| dans ’équation de Saha (2.35)
devrait étre remplacé par la fonction de partition interne:

T (2.40)

ou la somme porte sur tous les états du spectre de 'atome d’hydrogene. Or, d’aprés les énergies (2.19)
du spectre discret, il est clair que la fonction de partition Ziyy d’un atome d’hydrogéne dans le
vide diverge! Ce probléme est di & la longue portée du potentiel de Coulomb, qui nécessite une
attention particuliere. Ce probleme disparait en fait lorsque 1’on prend en compte correctement
les effets des interactions entre les particules, et en particulier I'effet d’écran de Debye. A cause
de ce phénomene d’écran collectif, le potentiel effectif ressenti par les particules est en effet a
courte portée, et la mécanique statistique d’un plasma quantique est bien définie.

2.3 Description statistique

Dans cette section, nous rappelons les formules de base de la mécanique statistique quantique
pour calculer les quantités qui nous intéressent, a savoir la fonction de partition, les fonctions
de corrélation et la fonction de réponse x(r). Nous travaillons dans I'ensemble grand-canonique
pour éviter des complications liées a la contrainte d’un nombre fixé de particules.

2.3.1 Fonction de partition

La grande fonction de partition, & température inverse 5 = 1/kzT et potentiels chimiques
{1ta}, est par définition

A(B,{na}) = D7 TrP e AHAN"2a e (2.41)
{Na}

ou Hp y est PHamiltonien (2.2) et la trace est prise sur 'espace des fonctions d’onde a N par-
ticules proprement symétrisée. L’opérateur

S Pa
_ Mo
P= E < —Na!> p (2.42)
Pag

P=Paj - a=1
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est Popérateur de projection sur les états symétriques (7, = +1) ou antisymétriques (7, =
—1) des particules d’espece . La permutation p est une composition de permutations p, des
particules d’espece «. En représentation de configuration, 25 est donnée par

2= (H ”p"eﬂ““N“> R )

{Na} P \a=I
{{rp@, O e i og ) (243)

ou [{r;,02.}) = QN |7i,0Z,) est un produit d’états & une particule diagonalisant la compo-
sante de spin, le nombre quantique of prenant les valeurs oa, ..., 0¢. La valeur moyenne d’une
observable O quelconque (O dépend de la configuration {r;, o Ta } du systeme et doit commuter
avec l'opérateur de permutation P) est donnée par

Op = <(’)>A 1 {%} Tr {P o AHAN -, “aNa}()} . (2.44)

2.3.2 Fonctions de corrélation

La densité p(a,r) de particules d’espeéce « en 7 est la valeur moyenne de 1'observable de
densité a un point

N
T) = Gaa0(r—ri). (2.45)
=1

La densité a deux points

Pa(Qas o, iy T) = <Z Otrg ;0 (P = 74) 0y 0,6 (1 — r,,)> (2.46)
A

1,j=1

mesure la probabilité jointe d’observer une particule d’espece «, en r, et une particule d’espece
ap en 1y, et ainsi de suite pour les densités a n points. Noter que la contribution des points
coincidents (les termes ¢ = j) sont inclus dans la définition (2.46). Les fonctions de densités
sans la contribution des points coincidents seront notées pg\n’T) (1,71, ..oy ap, 7). Nous adoptons
de plus la convention d’omettre I'indice A pour signifier que la fonction est évaluée en limite
thermodynamique A — oo. En tronquant les densités a n points selon la procédure habituelle,
nous obtenons les fonctions de corrélation (ou fonctions de densité tronquées). La corrélation
a deux points est par exemple

pr(ai,ri,a2,72) = plai, ri, a2, r2) — plar, r1)p(ae, r2). (2.47)

En sommant ey p(c, 7) sur les especes de particules, nous obtenons la charge moyenne au point r:

N
r)= <Z eaﬁ(a,r)> = <Z €q,; 0(r — r1)> . (2.48)
« A =1 A

Les fonctions de corrélation particule-charge et charge-charge s’obtiennent de méme en sommant
les fonctions de corrélation particule-particule avec les facteurs de charge e, appropriés.
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2.3.3 Susceptibilité électrique

La réponse d’un plasma & un champ électrique appliqué statique est décrite, a I’ordre linéaire,
par la fonction diélectrique e(k) ou la susceptibilité électrique (ou fonction de réponse) x(k).
Nous rappelons dans cette section la relation entre ces deux fonctions et la formule fondamentale
qui relie (k) & la fonction de corrélation de charge en temps imaginaire S(r, s).

Appliquons sur un plasma quantique (confiné dans un volume A) un champ électrique
extérieur statique Eg(r) = —V¢(r). L’'Hamiltonien Hy 4 du plasma en présence du champ
électrique contient un terme supplémentaire par rapport a (2.2),

Hyno=Hin +W, W= / ar' e(r') p(r") (2.49)
A

qui décrit Pinteraction des charges avec le champ Ey(r). Calculons la densité de charge au
point r

() = (&(r))p g (2.50)

en présence du champ électrique au premier ordre dans la perturbation W. En utilisant le
développement

/6 Sn S92
e PIHAAW) — o=FH [ 9 4 Z(—)\)" / dsn/ dsp_1... / dsiW(sp) ... W(s1) |, (2.51)
0 0 0

n>1

ot W(s) = e*We=*H nous obtenons & I'ordre linéaire

. B
ey (r) = (e(r))y = /0 ds /A dr’ p(r')Sa(r', 5,7) (2.52)
Sa(r',s,r) = (e(r', s)é(r))A — (é(r', s))A (C(r)ps (2.53)
et
é(r,s) = eHang(p)e sHan (2.54)

est 'observable de charge “évoluée au temps imaginaire s”. La troncature dans la fonction de
corrélation (2.53) provient du développement en puissances de ¢ du facteur 1/2, n 4 dans (2.50).
La valeur moyenne dans (2.52) est prise naturellement sur le systéme en Pabsence de champ
extérieur.

Afin d’éviter des complications liées & des effets de bord dans la formule (2.52), nous suppo-
sons le champ extérieur E((r) créé par une distribution de charge localisée (& support compact)
¢®*(r), et prenons la limite thermodynamique A — oo & 7 fixé. Le potentiel électrique ¢(r) est
alors donné par

p(r) = /dr' ) (2.55)

=7

et décroit comme 1/r & grande distance. Dans la limite A — oo, tous les effets de taille finie
disparaissent dans (2.52). Par neutralité lima o (¢(7)), = 0. Le systéme infiniment étendu étant
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invariant sous les translations et les rotations (si la phase est fluide), la fonction de corrélation
de charges en temps imaginaire

S(r' —r,s) = lim (é(r, s)é(r)>A (2.56)

A—00

ne dépend que de |7’ — r| en limite thermodynamique. Introduisons la transformée de Fourier
du potentiel:

- o AT .
(k) = /dre kT p(r) = = (k). (2.57)
La charge induite (2.52) vaut, en utilisant le théoréme de convolution,
~lin 4m [P ~ext <
o (k) = —72 dsc®™(k)S(k, s). (2.58)
0

En réponse linéaire, la charge induite dans un plasma quantique s’exprime donc en terme de la
fonction de corrélation de charges en temps imaginaire S(r, s) = (&(r, s)¢(0)), et non simplement
en terme de la fonction de corrélation de charge statique S(r) = (¢(r)é(0)) comme c’est le cas
dans un plasma classique. La fonction de réponse

’c“lin.(k)

N
x(k) = e (k)

(2.59)

qui caractérise la réponse du plasma & la perturbation de charge ¢®*(k), est donc donnée,
d’apres (2.58), par la formule fondamentale

dr P~
%(k)z—ﬁ S ds S(k,s) (2.60)

La fonction x(r) s’interprete comme la distribution de charge du nuage d’écran induit autour
d’une charge test ponctuelle classique de 1 esu placée & l'origine. Comme S(7,s) ne dépend
de r que via |r|, il est clair que la fonction de réponse x (k) ne dépend que de la norme |k| du
vecteur k.

Lien entre x(k) et la fonction diélectrique ¢(k)

Il est usuel de caractériser les propriétés électriques d’un plasma ou d’un diélectrique par
sa fonction diélectrique longitudinale ¢(k,w), qui est définie comme le rapport de la compo-
sante longitudinale Dy (k,w) du champ de déplacement D(r,t) sur la composante longitudi-
nale Er (k,w) du champ électrique E(r,t) dans la limite de champs faibles:

D
e(k,w) = lim Lk, w)

B B (kyw) (2.61)

Supposons les champs statiques (w = 0), et cherchons la relation entre (k) et e(k) = e(k,w = 0).
La source du champ D est la charge électrique extérieure

47

V- D(r) = 4mc®™ (r) = Dy (k) = — ¢ (k), (2.62)
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tandis que la source du champ E est la charge totale:

4
V. E(r) = 4nc®t(r) = Emm:;%me (2.63)
Comme 3 l'ordre linéaire ¢*°t (k) = ¢®¢(k) + ¢d- lin(k), on trouve la relation
~ext k 1
e(k) = < (k) (2.64)

dot(k)  1+x(k)

2.4 Quelques résultats exacts pour les états d’équilibre

Nous mentionnons dans cette section quelques résultats exacts concernant la thermodyna-
mique et les fonctions de corrélation d’un plasma quantique. Par simplicité, nous ne les citons
ici que dans le cas particulier d’un plasma e-p.

2.4.1 Thermodynamique

Stabilité de la matiére

Dyson et Lenard [32] ont démontré que I'énergie Ey,y, de I'état fondamental d’un plasma
e-p est borné inférieurement par

En,N. > —C(Np + Ne) (2.65)

ou C est une constante positive. L’existence d’une borne inférieure proportionnelle au nombre de
particules assure que I'énergie est extensive et que la matiere n’implose pas sous ’effet des forces
attractives, malgré la singularité en 1/r du potentiel de Coulomb. Une borne extensive n’est
possible que si une espeéce au moins de particules obéit & la statistique de Fermi-Dirac (comme
les électrons). L’augmentation de I’énergie cinétique d’un gaz de Fermi libre comme Ng’ /3 est en
effet un ingrédient essentiel de la preuve [53].

11 est intéressant de disposer d’une valeur de la constante C aussi petite que possible (C' ~
23 Ry) dans la preuve de Lieb et Thirring [55]). On s’attend en effet & ce que l'affirmation
suivante soit correcte: Il existe une constante positive B plus petite que |E,| =1 Ry telle que

ENpNe > _B(NP + Ne — 1)7 V(NpuNe) 7£ (070)7 (17 1) (266)

Pour tous les autres cas autres de ’atome d’hydrogene, la constante B devrait pouvoir étre
choisie strictement plus petite que |Ey|. Cette inégalité “forte” pour la stabilité de la matiere
est une conjecture encore non démontrée et qui sera admise a titre d’hypothese dans le théoreme
de la limite atomique.

Existence de la limite thermodynamique

Soit pa (tp, pte, B) la pression grand-canonique du plasma e-p. Lieb et Lebowitz [54] ont
démontré que dans la limite d’un volume infini

Ah_>n;op/\(:upmuea/6) :p(lu‘aﬁ) (267)

L’existence de cette limite montre que le systeéme n’explose pas en dépit de la longue portée
du potentiel de Coulomb. L’effet d’écran collectif et la neutralité locale du plasma sont des
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ingrédients essentiels de la preuve. La pression p(u, 3) du systéme infiniment étendu ne dépend
que de la combinaison p = (up + pe)/2 des potentiels chimiques. Ceci montre que les densités
loin des parois

pa = a%p({ua},ﬁ) (2.68)

ne dépendent pas de l'espece a (électron ou proton) et donc que la neutralité locale

> eapa =0 (2.69)

a

est satisfaite.

Remarque: Dans un plasma & plusieurs composantes, la neutralité (2.69) montre que sur
les S densités {pn}, il n’y en a que S — 1 qui sont indépendantes (contrairement au cas
d’un systeme avec des interactions & courte portée ou toutes les densités peuvent étre variées
indépendamment). Des choix différents des potentiels chimiques {yq} ne conduisent donc pas
forcément & des densités différentes. En utilisant (2.68), nous voyons que la condition de neu-
tralite est équivalente a

D ot + vea}.B) = 0. (2:70)

Posons g = (p1, ..., ps), € = (e1,...,e5) et décomposons p en une composante parallele et une
composante perpendiculaire & e:

p=p+ue  p-e=0, i =p-eflef (2.71)

L’équation (2.70) montre que la pression

p(p,B) =p(pL,B) (2.72)

ne dépend pas en limite thermodynamique de la composante de p parallele & e. Notouns qu'’il est
naturel que p ne soit défini qu’a un vecteur colinéaire & e pres, car varier p revient a changer le
potentiel électrostatique d’une constante, et I’état physique du plasma ne peut dépendre du choix
de l'origine des énergies. Il est commode de lever la dégénérescence sur les potentiels chimiques
en imposant sur les fugacités z, = exp[fuq] la condition dite de pseudoneutralité:

. : 204 +1
E : id __ id __ a
6041004 - 07 pa = Zq (271_)\3)3/2 . (273)

«

L’intérét de ce choix réside dans le fait que la neutralité (2.69) reste alors satisfaite méme lorsque
lon néglige les interactions entre les particules du systeme. Il est clair que I'équation (2.73) a
toujours une unique solution pour yj, car le membre de gauche de (2.73) est une fonction
strictement croissante de i variant de —oo & +oo. Conformément a (2.31), la condition de
pseudoneutralité impose dans le cas d’un plasma e-p la valeur p| = 31In(mp/me) /40 .
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Théoréme de la limite atomique et moléculaire

D’apres le diagramme de phase de la figure 2.1 a la page 10, le plasma e-p peut se trouver a
basse densité dans une phase ionisée, atomique ou moléculaire, selon la valeur de la température.
Le théoreme de la limite atomique, di & Fefferman [35], est un résultat exact de physique
mathématique sur la recombinaison des électrons et des protons en atomes d’hydrogene. Ce
théoreme affirme que ’équation d’état du plasma e-p tend vers celle d’un gaz parfait d’atomes
d’hydrogene dans leur état fondamental dans une limite bien précise de basse densité et de basse
température (la limite atomique).

Cette limite atomique, ou plus généralement moléculaire, correspond a fixer le potentiel
chimique p = (pe + pp)/2 & une certaine valeur négative, et a faire tendre la température vers
zéro (f — 00). D’apres les équations (2.32), (2.33) et (2.34) pour les densités idéales de charges
libres, d’atomes et de molécules d’hydrogene, on s’attend a ce que la nature chimique de la phase
obtenue dans cette limite dépende de la valeur de p < 0 selon le diagramme suivant:

T
plasma hydrogene hydrogene ]
e-p atomique moléculaire matiere dense
Y Y v P
EH E 20— EH O
2

En effet,

e Si ;1 est suffisamment négatif (—oo < p < Ey), la densité de charges libres pid + pipd, qui
est proportionnelle & exp[fu] < 1, est exponentiellement plus grande que la densité atomique
(P o< exp[—B(Ey — 2p)]) et que la densité moléculaire (pif oc exp[—B(Ey, — 4p)]). Dans la
limite 8 — oo, on s’attend donc a ce que le plasma tende dans ces conditions vers un gaz parfait
d’hydrogéne entiérement ionisé, de pression p(u, 3) ~ pi + plpd.

e Si u est tel que

c’est-a-dire que p est dans lintervalle |Ey, (Ey, — Ey)/2[, la limite 8 — oo devrait donner
au contraire un gaz parfait d’hydrogéne atomique. La deuxiéme condition assure en effet que
pid > pld et la premiere que pif > pid et que la densité atomique est faible (pldA3 < 1). Notons
que cette phase atomique est possible grace au fait que (Ey, — Ey)/2 > Ey (Uintervalle est non
nul!).

e Dans le cas limite 4 = Ey, les densités pl¢ et pipd sont de méme ordre. En faisant dépendre
i de ( selon

u(B) = B+ % +o(67) (2.75)

pour un certain A € R, le taux de ionisation pid/p, tend dans la limite 3 — oo vers une
constante. Avec ce choix de p(3), le plasma devrait donc tendre dans la limite § — oo vers une
phase d’équilibre de ionisation qui interpole entre la phase entiérement ionisée (A = —o0) et la
phase purement atomique A = oo.

e Similairement, si p est légérement plus grand que (Ey, — Eu)/2, on s’attend & obtenir un
gaz parfait d’hydrogéne moléculaire.
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L’enjeu du théoreme de la limite atomique et moléculaire consiste a montrer rigoureusement,
en tenant compte de tous les effets des interactions (contrairement & la discussion ci-dessus),
que dans la limite f — oo a p < 0 fixé, I’équation d’état du plasma e-p tend vers celle d’un gaz
parfait d’hydrogene moléculaire, atomique ou ionisé selon I’équilibre énergie-entropie défini par
la valeur de p. Pour la phase atomique, le théoréme prend la forme suivante:

Théoréme de la limite atomique Si (2.66) est vrai, alors il existe un intervalle |Ey, Ey+A]
(A dépend de B) tel que pour u dans cet intervalle

Bp(p, B) = pil(L+0(eP)),  B—o00, ¢>0. (2.76)

Si p est légérement plus grand que Ejy, il est donc démontré, modulo ’hypothese (2.66), que la
pression p(u, 3) est exponentiellement proche de celle d’un gaz parfait d’atomes d’hydrogene.

Le role de ’hypothése (2.66) est aisé & comprendre. L’existence d’une constante B suffisam-
ment petite pour la stabilité de la matiere (Bop, < B < |Eyl|, avec Bgpg la valeur optimale)
signifie en effet que dans Pintervalle By < i < —Bgpy, on a les inégalités®

En,N. — #(Np + Ne) > Ey — 21> 0 vV (Np, Ne) #(0,0),(1,1). (2.77)

Ces inégalités sont la généralisation des conditions (2.74) sur p & 'ensemble des états liés suscep-
tibles de se former dans un plasma e-p. Remarquons que si un complexe est chargé (IV, # Ne),
sa densité idéale

PiJ%pNe o exp[—B(ENn,N. — #(Np + Ne) + v(Np — Ne))| (2.78)

fait intervenir la différence v = (ue — pp)/2 des potentiels chimiques. Ce facteur supplémentaire
ne joue pas de rdle dans les inégalités (2.77) car v est de l'ordre de 1/ si on impose la
pseudoneutralité (2.73). Les conditions (2.77) pour le potentiel chimique sont illustrées sur la
figure 2.2. Dans cette figure, on a reporté, en fonction du nombre total de particules N, + N, les
énergies de liaison des états liés susceptibles de se former dans un plasma e-p. Considérons une
droite de pente p < 0 passant par le point représentant ’atome d’hydrogene. Les inégalités (2.77)
pour pu s’interpretent alors géométriquement comme la contrainte que cette droite ne doit pas
intersecter l'enveloppe convexe des énergies de liaison (elle doit en particulier passer sous le
point de la molécule Hy, et sous le point d’un proton ou d’un électron libre). Les valeurs de
qui conduisent & une phase moléculaire dans la limite § — oo correspondent de méme aux pentes
des droites passant par le point de la molécule Hy et qui n’interceptent pas ’enveloppe convexe.
On remarque sur la figure que les énergies de liaison des ions H™ et H; sont trop faibles pour
qu’il soit possible de satisfaire des inégalités (2.77) relative a un gaz parfait de ces susbtances.

2.4.2 Regles d’écran

A cause de la longue portée du potentiel de Coulomb, les fonctions de corrélation d’un
plasma obéissent a des régles de somme qui traduisent la propriété remarquable des systémes
coulombiens d’écranter parfaitement les charges, qu’elles soient internes ou externe au systeme.
La reégle la plus simple est la neutralité locale en volume?*

> eapa =0. (2.79)

[0}

3Poser B = —p dans (2.66), et remarquer que pu > Eu = |u| > Eu — 2u. La condition Ey — 2u > 0 provient
de P'inégalité Bopt > |Eu|/2 qui suit des énergies de liaison du tableau de la page 8.
“Les éventuelles charges en exces se répartissent sur la surface de 1’échantillon.
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Fia. 2.2 - Illustration graphique des inégalités (2.77).

Regle d’écran interne

D’apres (2.15), le nuage de polarisation induit autour d’une charge quelconque e, du plasma
est tel qu’il écrante parfaitement cette charge. Ce phénomene d’écran se traduit au niveau de la
fonction de corrélation a deux particules par la regle

/dr ZeapT(a,r,al,rl) = —eq,. (2.80)

(Rappelons que la fonction py(c, r,a1,71) (2.47) contient la contribution des points coincidents
et qu’elle est évaluée dans la limite d’un volume infini). De maniére plus générale, soit

P, C-p.(aa ’l"|Cl(1, T1,..5Cn, rn) = ,0(0[, T, 01,1y Qp, rn)
n
- /J(Cl(, 7'),0(0[1, 1.+, Cn, rn) + Z 50&,04]‘5(7. - rj)p(alv T1y..+5Qn, rn) (28]‘)
j=1

la fonction de corrélation tronquée par rapport a n particules situées en r1,...,7r,. La fonction
Pr. cp. €St, apres division par p(ay, 71, ..., an, Ty), U'exces de densité de particules d’espece « en 7,
lorsqu’il y a des particules d’especes ay, ..., o, situées en 7y # ... # r,. Cette densité d’exces est
telle qu’elle écrante parfaitement la charge des n particules:

/dr Z €a Pr. peQ,Tlar, 71, .. ap, ) =0, n=12,.. (2.82)
«

Ces régles d’écran internes, pour n arbitraire, ont été démontrées par Alastuey et Martin [7].
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Regle d’écran externe

Un plasma quantique écrante aussi parfaitement toute distribution de charge extérieure clas-
sique immergée dans le plasma. Cette régle d’écran externe se traduit par la condition

lim x(k) = —1 (2.83)
k—0

Ce résultat a été démontré par Martin et Oguey [62] sous quelques hypotheses de décroissance
raisonnable des corrélations. Comme (k) = ¢ !(k) —1, ce résultat est équivalent & la divergence
de la fonction diélectrique €(k) & k = 0, et un plasma quantique a trois dimensions est donc
formellement toujours conducteur.

L’un des points forts du formalisme des graphes de Mayer quantique est de rendre compte de
maniere simple et performante des effets d’écran dans les plasmas quantiques. Vous verrons au
chapitre 4 (§4.6.1) que les regles d’écran interne (2.82) et externe (2.83) peuvent aisément étre
démontrées a l'aide de ce formalisme, du moins de maniére formelle (c’est-a-dire sans controler
la convergence des séries de Mayer).

2.4.3 Décroissance algébrique des corrélations

L’argument de Debye et Hiickel suggere que, dans un régime classique, le potentiel eqV (r)
créé par une charge ey du plasma doit étre remplacé par le potentiel ¢, (r) (2.13) qui décroit ex-
ponentiellement rapidement. Un tel écran exponentiel de Debye a été démontré rigoureusement
pour un plasma classique dilué par Brydges [15]. Comme suspecté par Brydges et Federbush [16],
un tel écran exponentiel n’est toutefois plus vrai & strictement parler dans un plasma quantique.
Les fluctuations de position des particules, dues a leur nature quantique, sont en effet & 'origine
de forces multipolaires qui ne décroissent qu’algébriquement aux grandes distances [7]. Le com-
portement asymptotique des fonctions de corrélation a été calculé par Cornu, au moyen de la
méthode des graphes de Mayer, pour un plasma quantique multicomposantes en ’absence [24]
et en présence [25] d’un champ magnétique.

Pour un plasma e-p dans une phase fluide en ’absence de champs, la fonction de corrélation
entre deux protons décroit asymptotiquement comme [24]

pT(pa T1,DP, 7‘2) /8| (/67,,.2)|67 |’f‘1 - 7‘2| — 00, (284)
avec, a basse densité (u — —oo a [ fixé),
Jhiptet (1 1\

~ L N 2.85

A = = (v ) (2.89

En particulier, le potentiel effectif d’interaction entre deux protons dans le plasma est attractif
aux tres grandes distances! La fonction de corrélation particule-charge décroit asymptotique-
ment comme |r; — 73| %, en flagrante opposition avec 'écran exponentiel (2.14) trouvé dans
Papproximation de Debye-Hiickel. Finalement, la décroissance de la fonction de réponse x(r)
est donnée a basse densité par

423 2 2
() ~ LB <——i> L= oo (2.86)

r® 320 \me my
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Chapitre 3

Introduction a la méthode des
graphes de Mayer quantiques

3.1 Introduction

Nous démontrons dans ce chapitre le point central de la méthode des graphes de Mayer
quantiques, & savoir la correspondance entre un probleme de mécanique statistique quantique
(systéme de particules en interaction via des forces & deux corps) et un probleme de mécanique
statistique classique, dans lequel les particules posseédent des degrés de liberté internes hérités de
leur nature quantique. Cette correspondance, que ’on peut établir au moyen de la représentation
de Feynman-Kac, est particulierement intéressante car elle permet de s’affranchir de certaines
difficultés de la mécanique quantique (non-commutativité des opérateurs, symétrisation de la
fonction d’onde) en les absorbant dans une structure classique qui se préte a la technique des
développements diagrammatiques de Mayer. Cette approche étant non perturbative vis-a-vis
de la charge des particules et de la mécanique quantique, elle permet un traitement cohérent
a température finie de tous les phénomenes présents dans un plasma quantique & basse den-
sité: effets d’écran collectif, de diffraction (dus aux longueurs d’onde de de Broglie non nulles),
d’échange, de recombinaison des charges sous forme d’atomes ou de molécules, de ionisation, etc.
Ce formalisme a été employé par Alastuey et Perez [9, 8], et Alastuey, Cornu et Perez [4] pour
calculer I'équation d’état d’un plasma multicomposantes jusqu’a ’ordre p5/ 2 en densité. Cornu
a ensuite obtenu ce développement, ainsi que le comportement asymptotique des corrélations,
en présence d’un champ magnétique [25].

3.2 Equivalence avec un systeme classique

3.2.1 La formule magique dans ’approximation de Maxwell-Boltzmann

Par simplicité, nous considérons pour commencer la grande fonction de partition d’un plasma
dans 'approximation de Maxwell-Boltzmann. Cette approximation revient a négliger les contri-
butions d’échange dans (2.43), qui se réduit alors a

—_ 5 204 +1 No -

{Na} \a=1

23
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La formule “magique” affirme que la fonction de partition Z5 de tout systéme quantique (avec
forces & deux corps) peut étre mise sous la forme d’une fonction de partition classique. Cette
équivalence entre le systéme quantique et un systeme classique est aisée a établir dans ’approxi-
mation de Maxwell-Boltzmann. Remplacons en effet dans la formule (3.1)

ZH - par Z% f: (3.2)

{Na} a= 1 N ag,...,any=1

car la fonction que on somme ne dépend que des nombres {N,} de particules d’espece .
L’équivalence entre (3.1) et la fonction de partition d’un systéme classique est maintenant une
conséquence directe de la formule de Feynman-Kac (rappelée dans ’annexe A). D’aprés (3.2)
t (A.18), nous trouvons en effet

_ <1 & (200, + 1)ePHa;
SR (g e [ o)

exp Zeazea] / ds V(ri + Aa,i(5) =15 = Ay5()) | (3:3)
z#]

ou Aq = fi\/B/mq est la longueur d’onde thermique de de Broglie et £€(s) est un pont brownien
de covariance (A.13). Le chemin aléatoire &(s) part de l'origine et retourne & l'origine en un
temps unité: £(0) = £(1) = 0. Il doit rester a l'intérieur du volume A, mais nous n’écrivons pas
cette contrainte explicitement, car elle disparaitra trivialement dans la limite d’un volume infini.
En introduisant les notations

F = (a,r, &(3)), /d}': Xa:/dr /D(&) (3.4)

2(F) = W o = et (3.5)
1
V(]:i,]:j) = /0 dsV (’I’Z' + )\aiﬁi(s) —rj+ )\ajgj(s)) . (3.6)

la fonction de partition E%B prend la forme classique

[1]

1
I‘A/IB:NEZ:Om/d}]...d]:Nz(fl) 2(Fn)exp |65 Zgleale% (Fi, Fi)| - (3.7

Le systéeme quantique est donc équivalent, dans 'approximation de Maxwell-Boltzmann, a un
systeme classique constitué de boucles F caractérisées par leur espece «, leur position r et leur
forme £(s) (voir fig. 3.1). Remarquons que le chemin brownien £(s), qui est lié aux fluctuations
quantiques de position des particules, est interprété dans cette correspondance comme une va-
riable supplémentaire (un degré de liberté interne) pour des particules classiques. Les boucles
ont une activité z(F) et interagissent via le potentiel a deux corps V (F;, F;). L’expression de
ce potentiel d’interaction montre que, de par leur nature quantique, les particules explorent
le potentiel coulombien dans un domaine proportionnel a leur longueur d’onde thermique A,.
La forme des boucles étant aléatoire, le systeme classique est analogue & un gas de particules
chargées portant des multipoles fluctuants.
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. }
[
) i 1
[ ]
[ ]
Systeme de particules quantiques Systéme classique de boucles aléatoires
Potentiel d’interaction V (r; — 73) Potentiel d’interaction V (Fy, F2)

FiG. 3.1 — L’équivalence établie par la formule magique

Dans la limite classique 2 — 0, les boucles se réduisent a des points, et les termes d’interaction
dans (3.7) s’identifient & une interaction de Coulomb classique pour des particules ponctuelles.
Il est important de noter que l'interaction entre deux boucles (3.6), issue de la formule de
Feyman-Kac, ne s’identifie avec 'interaction électrostatique usuelle

1 1
Velec(}—ia}—j) = /0 dsi/o de \% (’I’i + )\aigi(si) —r;— )\ajgj(sj)) (3.8)

dans laquelle chaque petit élément d’un filament linéique chargé &;(s) interagirait avec tous les
éléments d’un autre filament §;(s).

3.2.2 La formule magique dans le cas général

Lorsque l'on applique dans le cas général la formule de Feynman-Kac sur la fonction de
partition (2.43), il apparait des termes d’échange, dus & 'opérateur de (anti)symétrisation P,
qui font intervenir des chemins browniens ouverts partant d’'une particule et aboutissant vers
une autre particule de méme espéce. Comme toute permutation peut étre décomposée en produit
de cycles, il est possible de regrouper les chemins ouverts en des chemins fermés plus grands qui
passent par les positions des particules échangées dans un cycle (voir fig. 3.2). La double somme
sur les configurations de particules ) (Na} €t sur leurs permutations Zp dans la fonction de
partition peuvent alors étre réarrangées en une somme sur tous les configurations possibles de
boucles, une boucle pouvant contenir ¢ = 1,2, ... particules. Les facteurs combinatoires dans ce
réarrangement sont tels que =, prend & nouveau la forme d’une fonction de partition classique
pour un systeme de boucles, si I’on introduit une définition convenable de ’activité d’une boucle.
Comme montré par Cornu [23], nous pouvons écrire la formule “magique”

N

* 1 —BL > eajen;VI(LiLH)

AT Z N! /Adﬁl---dﬁwz(ﬁl).._z(ﬁme 250 j j 59
N=0 '~

[1]

Dans cette formule, une boucle £ est caractérisée par son espéce «, le nombre de particules ¢
qui la composent, et la forme d’un chemin brownien fermé R(s) = R+ A, X (s) parcouru en un
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\ chemin R(s) = R+ A\, X (s)
R(0)

FiG. 3.2 — Représentation d’une boucle composée de ¢ = 4 particules. Les chemins browniens
ouverts sont regroupés en un seul chemin fermé R(s) paramétrisé par un “temps” s variant de
0 & ¢. Par construction, l'origine R = R(0) = R(q) de la boucle peut étre choisi arbitrairement
parmi les ¢ positions des particules appartenant a la méme boucle.

temps q:

L= (aq,R,X(s)), s€]0,q], X(0)=X(q)=0. (3.10)

Le potentiel d’interaction entre boucles est donné par

V(Li L) = /Oqi ds; /Oqj ds; 8(si — 5;)V (Ri(s5) — R;(s7)) - (3.11)

Dans cette formule,

os)= Y eme (3.12)

est le peigne de Dirac (6(s1 — s2) s’annule partout sauf pour s; — so entier). La présence de
cette fonction dans (3.11) assure que les particules interagissent au cours de leur “trajectoire”
brownienne selon la “régle des temps égaux”, comme en (3.6). Intégrer sur une boucle signifie
effectuer 'opération

[ac- zz [ ar [ox) (313

ou D(X) est la mesure (normalisée) sur les ponts browniens parcourus en un temps g. Cette
mesure gaussienne est entierement définie par sa covariance

/ D(X) X, (51) X, (52) = 0y [min(sl,SQ) - % . (3.14)
L’activité d’une boucle
g—1 q
Z(l:) _ n ( Oq + )Z BU(L) 2o = oPa (315)

e b
q (2mg)Z)3/2
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incorpore les effets de la statistique, la dégénérescence de spin!, et une énergie U(L) d’interaction
entre les particules de la méme boucle:

e2 q q ~
U(,C) - EQA dSlA d52(1 — (5[51]7[52])(5(81 - SQ)V()\QX(Sl) — )\aX(Sz)). (316)

Le facteur (1 — d[5,),(s,)), OU [s] est la valeur entitre de s, évite de compter dans U(L) une
self-interaction pour les particules.

La représentation du systeme quantique en terme d’un systeme classique de boucles aléatoires
reste donc valable lorsque 'on tient compte de la statistique quantiques des particules. Tous les
effets induits par les statistiques quantiques sont incorporés dans le degré de liberté supplémentaire
q associé aux boucles £. Sil’on fixe la “longueur” des boucles & ¢ = 1, on retrouve naturellement
la formule (3.7). Pour ¢ > 2, il convient de remarquer que l'activité z(L£) d’une boucle peut étre
négative: c’est le cas lorsqu’elle est composée d’un nombre pair de fermions (7, = —1 pour une
espece fermionique).

3.2.3 Preuve de la formule magique

Démontrons la formule magique (3.9), avec les expressions (3.15) et (3.11) de Dactivité des
boucles et de leurs interactions. Comme mentionné précédemment, la formule magique peut étre
prouvée en appliquant la formule de Feynman-Kac sur la fonction de partition, et en remplagant
la somme sur les permutations par une somme sur les structures de cycles. Un réarrangement,
non trivial au niveau des facteurs combinatoires, permet ensuite de faire apparaitre la fonction
de partition classique (3.9) (voir [23] pour les détails).

Nous démontrons ici la formule magique en suivant une autre approche, proposée par Brydges
et Martin [17]. Cette approche évite le probléme de combinatoire un peu subtil lié & la réorganisation
des termes, grace a la transformation de Sine-Gordon (rappelée dans annexe A). Cette preuve
est moins générale que la démonstration “combinatoire”: elle requiert un potentiel d’interaction
défini positif (ou défini négatif). Cette condition est toutefois satisfaite dans le cas d’un plasma,
puisque le potentiel de Coulomb V(7) = 1/|r| est défini positif, vu que sa transformée de Fourier
vaut

~ ; 1 47

V%):/ﬁmemh—:——n (3.17)
vl |k

La transformation de Sine-Gordon fait intervenir le potentiel d’interaction évalué a Iorigine, ce

qui est une quantité infinie pour le potentiel de Coulomb. Nous remplagons donc temporairement

ce dernier par le potentiel régularisé & Porigine?

el

Vi(r) = (3.18)

|

et prendrons la limite L — 0 & la fin de la preuve.
La transformation de Sine-Gordon, permet de représenter la fonction de partition Z5 (2.41)

comme une moyenne de fonction de partition idéales 2 ja[¢] pour un systéme quantique de par-

ticules sans interaction soumises & un champ extérieur aléatoire. D’apres (A.33), nous pouvons

! Cette dégénérescence est donnée par 20, + 1, car les particules dans une boucle doivent toutes avoir la méme
composante de spin 07 € {—0a;,...,0a; }. La partie spinorielle [T, (Sp(i)|si) dans élément de matrice (2.43)
s’annule en effet si les composantes des spins des particules échangées dans un méme cycle ne sont pas identiques.

2V (r) est aussi défini positif, vu que V (k) = (47)/(k* + L*k%).
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écrire

[1]

A= / DY) E 1a[—if 4] (3.19)

—B [y ds 3 —ﬁ;&#— a;$(riss)—pa;+3e, Vi (0)
Enadl= > rPTe P s . (3.20)

{Na}

est la fonction de partition d’un systéme de particules idéales (sans interaction) de potentiel chi-
miques ), = fiq — %eiVL(O) dans un champ extérieur dépendant du “temps” ¢(r,s), 0 < s < 1.
Le champ extérieur est distribué selon la mesure gaussienne D01 (¢), qui est entierement définie
par sa covariance (A.31): les fluctuations du champ ¢ sont reliées au potentiel d’interaction Vi,(r).
La fonction de partition idéale (3.20) peut étre calculée formellement et vaut, selon (A.38),

L aBlpa—5e3Vi(0)]
HA ld — exp Z Z ’T] € 2 ; (20'a + ].) fq ds [ A+ea¢(1‘ S)] (321)

a=1 g=1
ou ¢(r,s) est étendu périodiquement en s avec période unité. Représentons la trace de l'expo-
nentielle ordonnée dans le temps selon la formule de Feynman-Kac:

—,8 dseqdp(R(s),s _ B
/dR/ 2qu2)3/2 Jo (RGs)s) Ny =h — (3.22)

ou R(s) = R+ A\, X(s) est un chemin brownien partant et revenant en R en un temps ¢. La
mesure gaussienne (normalisée) D(X) sur les ponts browniens X (s), 0 < s < g, est caractérisée
par la covariance (3.14). D’apres (3.19), (3.21) et (3.22), la fonction de partition E5 vaut

N
i qidsea.q& R;(s),s
/D[O’l](¢))e B igl fO i ( ( ) ) (323)

Pour effectuer 'intégration fonctionnelle sur le champ ¢, il faut remplacer la fonction de Dirac
d(s1 — s2) dans la covariance (A.31) par le peigne de Dirac §(s; — s2), car ¢(r,s) a été étendu
périodiquement en s avec période unité. De cette covariance et (A.6), la moyenne sur ¢ donne
_ S~ T ds ea, (Ri(s),5) ﬁZfdf‘”dS( Jeas o, Vi (Ri(s1)— R (5,))
— dseq;é 5),s - Si 5j0(si—8j)eq;€a; VL(Hi(s;)—H;(s;
/D[O’H(gb)eﬁi— 0 =e W=l ’ ! (3.24)
et reconstruit comme attendu des facteurs d’interactions a deux corps. Les équations (3.23)
t (3.24) montrent que =) peut étre écrit sous la forme d’une fonction de partition clas-
sique pour un systeme de boucles £ = («, ¢, R, X) avec potentiel d’interaction entre boucles
V(L;, L;) (3.11). Les termes de self-énergies (i = j) dans (3.24) peuvent étre décomposés en

un terme U (L) (3.16) de self-énergie de boucle (qui correspond aux énergies d’interaction des
particules au sein de la méme boucle), et un terme de self-énergie pour les ¢ particules de la
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boucle: —,Bq%eaiVL(O). Avec cette décomposition, les facteurs de self-énergies des particules dis-
paraissent dans (3.23), et cette formule s’identifie & la formule magique (3.9) si l'on introduit
la définition (3.15) de l'activité z(L) d’une boucle et la notation dL (3.13). Cette preuve de
la formule magique, établie pour le potentiel d’interaction régularisé a 1'origine Vi, (7), couvre
également le cas du potentiel de Coulomb V() = 1/|r| qui s’obtient simplement en prenant la
limite L — 0.

3.2.4 Fonctions de corrélation

Tout comme la fonction de partition, les fonctions de corrélation de particules pp(aq, 71, ..., ap, Tp)
admettent une représentation classique dans le systéme de boucles. Cette représentation peut
s’obtenir en procédant comme au paragraphe précédent ou, plus simplement, en la déduisant des
fonctions de corrélation de boucles (qui sont définies a partir de =5 (3.9) de maniére habituelle)
en utilisant le fait qu'une boucle £ est constituée de ¢ particules.

Définissons la “fonction” §(L, £;) qui identifie la boucle £; & la boucle £

(L, L) = p,0;0q,4:0(R— R;)0(X, X;) (3.25)

et 'observable de densité de boucles par p(L) = ZZ]L 0(L, L;). Les fonctions de densité a n
boucles, points coincidents inclus®, sont alors

pA(‘C’h cee 7[’71) = (ﬁ(‘cl) s ﬁ([’n»A,boucles ) (326)

ou la valeur moyenne est prise sur le systeme de boucles:

N
—B3 > VI(LiL;))

00 1 N
() boues = 2 27 (H / d.cizwi)) e Am (3.27)
N=0 1=1

La correspondance entre les corrélations de particules et les corrélations de boucles s’obtient en
utilisant le fait qu'une boucle £ = («, ¢, R, X) correspond & un groupe de g particules d’espece «
situées en rF) = R+ A\ X (k—1), k =1,...,q (voir fig. 3.2).

La densité p(«,r) de particules d’espece « en r s’exprime donc en terme de la densité de
boucles p(L) en considérant toutes les longueurs de boucles possibles:

plavr) = >oa [ DXL, (3.28)
qg=1

On obtient le facteur ¢ dans (3.28) en remarquant que la particule en r peut étre 'une quelconque
des ¢ particules de la boucle (pas nécessairement celle & l'origine), et en utilisant le fait que
Porigine R de la boucle peut étre placée a notre guise sur 'une des ¢ positions 7). Ce méme
raisonnement peut étre appliqué aux corrélations & plusieurs particules et I'on trouve dans le
cas n > 2 (voir appendice D & la page 66):

pr(ar,m1,00,m9) = Y Q1Q2/D(X1)/D(X2)PS\2’T)(/31,£2)

q1 aq2:1
o0 q2

S N / D(X3) 5(rS) — 1) p(Ls). (3.29)
1

g2=1 k=

30n note par ps\”’T) (L1,..., L) les fonctions de corrélation sans la contribution des points coincidents.
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La fonction de corrélation & deux particules est donc reliée non seulement & la fonction de
corrélation & deux boucles (sans les points coincidents), mais aussi a la densité de boucles p(L)
car les deux particules peuvent faire partie de la méme boucle. Le deuxi¢me terme de (3.29) cor-
respond précisément a ces configurations (lorsque g > 2), et contient également la contribution
dar,a00(r1 — 72)p(ev1, 1) des points coincidents lorsque ¢ = 1.

3.2.5 Fonction de réponse x(k)

Dans le monde des boucles, la fonction de réponse x(k) du plasma & un champ électrique
extérieur, définie en (2.59), s’exprime trés simplement en terme de la fonction de corrélation
A deux boucles py(L1,Ls). La maniére la plus simple? pour trouver I'expression équivalente
classique de X(k) consiste & ajouter dans la formule magique (3.9) un facteur exp[—3h ], ot

ot = Zea [ asotrite = [ aceante) /Oq'd3¢(Rf(s>). (3.30)

est l'interaction des boucles avec le potentiel électrique extérieur ¢(r). La charge induite dans
le systeme en présence de ce potentiel est par définition

=3 ca (plar)), (3:31)

ou la valeur moyenne est calculée avec la fonction de partition =5 4 contenant le facteur d’inter-
action (3.30). Conformément & (3.28), cette densité de charge induite est reliée & la densité de
boucle induite par

=YY [ DX)ps(0) (3.32)
a q
ou py(L) = (p(L)), et ol la boucle L est située en R = r. En réponse linéaire
o (r) = =B [ (AR — (p(0) (h)] (3.33)
— -3 / AL e /0 " 05 SR ool L) (3.34)
Il est commode de noter les variables internes des boucles par la lettre x:

L=(R,x) x=(a,qX), /dxz ZZ/D(X). (3.35)

Cette notation permet d’expliciter le fait qu’en limite thermodynamique,
pT(L:? El) = pT(R_ R,7X7XI) (336)

est une fonction de la différence des positions R — R'. En utilisant le théoréme de convolution
et la transformée de Fourier (2.57)

kZ

“Une autre maniére d’arriver & la formule (3.38) serait de partir du résultat de réponse linéaire quantique (2.60)

I , regny 4
/ezk-r dr’ ¢(r/ + )\IXI(S’)) _ ezk~)\a/X (s )_Trfcvext(k)7 (3.37)

et d’exprimer ensuite S (k, s) dans le langage des boucles au moyen de calculs semblables a ceux effectués lors de
la démonstration de la formule magique.
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on obtient pour la fonction de réponse (2.59):

Wh) =~ Y cucor Soa [ ds' [ D) [ DAY FNX G exx) | (338)

’ /
@, 9,9

Cette expression, obtenue en premier par Cornu [23], est notre point de départ pour étudier les
phénomenes d’écran et de polarisation dans le plasma quantique. La formule (3.38) a la propriété
remarquable de relier la fonction de réponse x(k), qui est un objet compliqué dans le systéme
quantique®, & une simple fonction de corrélation statique dans le systéme de boucles. Grace a la
nature classique du systeme de boucles, cette fonction de corrélation peut de plus étre étudiée
en utilisant la technique des développements diagrammatiques de Mayer.

3.3 Graphes de Mayer quantiques

La représentation du plasma quantique en terme du systeme classique de boucles permet
d’utiliser la technique standard des développements diagrammatiques de Mayer. Les fonctions
de corrélation de boucles peuvent ainsi étre représentées par leur série de Mayer en activité, ou en
densité®. Ces graphes de Mayer quantiques sont la généralisation naturelle au cas quantique des
séries de Mayer utilisée couramment en mécanique statistique classique. La nouveauté introduite
dans les graphes par la mécanique quantique n’est “que” les variables internes supplémentaires
q et X associées aux boucles, ainsi que la forme particuliere du potentiel d’interaction entre
boucles V(L;, L) qui est héritée de la représentation de Feynman-Kac.

Développements diagrammatiques en activité

Conformément aux regles standard des développements de Mayer (voir par exemple [43]), la
densité de boucles admet la représentation

o0 =35 | [T ac.sen [[17], (3.3
e ¢

1

Dans cette formule, la somme porte sur tous les graphes connexes, non numérotés et topolo-
giquement distincts G; qui ont un point racine £ et N = 0,1,2,... points internes de poids
statistique z(L). A chaque lien entre deux boucles (£;, Lj), on associe le facteur de Mayer sui-
vant, appelé lien f,

F(Li, £5) = e PVEntD) 1 B = Beg,eq,, (3.40)

et [[]flg, est le produit de tous les liens f de Mayer dans le diagramme Gi. Le facteur de
symétrie Sg, est le nombre de permutations des points internes L, qui laissent ce produit
invariant. Graphiquement, les premiers graphes du développement (3.39) sont

p(L)= 0 + O—=e + (A + CA + (3.41)

5X(k) est relié par (2.60) & une intégrale sur une fonction de corrélation évoluée en temps imaginaire.

°1l est important de remarquer que les graphes dans ces séries sont fonction de I’activité de boucle z(£) (ou de
la densité de boucles p(L)), eux-mémes fonctions des fugacités {zo }. Pour obtenir les développements en fonction
des densités physiques {p.}, il faudra utiliser (3.28), et la condition de pseudoneutralité (2.73) pour lever la
dégénérescence sur les fugacités.
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Dans ces diagramines, les traits noirs épais correspondent aux liens f de Mayer et les boucles
sont représentées par un point noir ou un point blanc, selon qu’une intégrale sur les variables de
boucles [ dL doit étre effectuée ou non. Notons que les liens f ne sont pas orientés:

f(Li L) = f(Lj, Li). (3.42)

La fonction de corrélation a deux boucles p(>7)(L,, £;) posséde un développement de Mayer en
activité similaire a (3.39):

. LN
,0(2’ )(‘Caa Eb) = %2: S—Gz /nl;IldEnz(‘cn) [H f] Gy (3.43)

Les diagrammes Gg sont définis comme les diagrammes Gi, a ceci preés qu’ils ont deux points
racines L, et L.

Resommation des divergences coulombiennes
Aux grandes distances, le lien de Mayer f(L;, £;) hérite de la lente décroissance du potentiel
de Coulomb:

F(Li, Lj) ~ —BiiV(Li, L) ~ =B , |R; — Rj| — oo. (3.44)

1
ri —7j]
Les graphes de Mayer divergent donc presque tous en limite thermodynamique, car les liens f
ne sont pas intégrables. Malgré cette divergence individuelle des graphes, leur somme tend,
dans la limite A — oo, vers une valeur bien définie, qui n’est autre que la valeur en limite
thermodynamique de la quantité que I'on développe en série’. Aussi, comme il est courant
de le faire pour des physiciens, nous allons nous affranchir des divergences dans ces séries en
réarrangeant les termes et en effectuant des resommations partielles, de maniére a faire apparaitre
des quantités finies en limite thermodynamique.®

La resommation des divergences coulombiennes est bien connue dans le cas d’un plasma
classique [65, 1]. Elle conduit & une version “renormalisée” de la diagrammatique, dans laquelle
les graphes de Mayer “resommés” font intervenir des particules interagissant via un potentiel
effectif ¢ prenant en compte des effets & n corps (collectifs) dans le systeme. Cette procédure de
renormalisation revient & incorporer de maniere systématique dans la théorie l'effet d’écran du
a la longue portée de l'interaction coulombienne (présence de nuages de polarisation autour des
charges du systeme).

Il est naturel d’appliquer exactement la méme stratégie de resommation des divergences
coulombiennes dans les graphes de Mayer quantiques. Il y a alors toutefois plusieurs définitions

"Ici les corrélations de boucles, mais nous aurions aussi pu développer la pression, dont nous savons par (2.67)
qu’elle possede une limite thermodynamique.

8Remarquons que cette manieére de procéder n’est naturellement pas rigoureuse du point de vue des
mathématiques. Il est en effet bien connu qu’en réarrangeant les termes et en effectuant des sommes partielles
dans une série qui n’est pas absolument convergente, nous pouvons obtenir des résultats arbitraires. Nous ne
pouvons des lors qu’espérer que nos séries resommeées décrivent correctement la physique du systeme. Comme le
dit Anderson [10], “The mere fact that a result can be derived from [renormalized] cluster theory implies nothing
about whether the result is rigorously correct, accurate, useful, or even meaningful. Such a result should be regarded
merely as a working hypothesis to be tested by comparison with experiment or a theorem to be proved in more
rigorous ways. Our confidence in the use of these mathematically improper methods is increased, however, by the
fact that many accurate and useful theories of fluids have been derived using them.”
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possibles d’un potentiel effectif, selon qu’il inclut ou non des interactions multipolaires (dues
aux chemins browniens AX (s)) et des effets dus & la statistique quantique (boucles avec g > 2).
Dans [23], Cornu a introduit une méthode de resommation des divergences coulombiennes
basée sur une décomposition multipolaire du potentiel d’interaction entre boucles [voir (4.99)].
Cette méthode conduit & des graphes resommés faisant intervenir plusieurs liens (Fee, Fem, Fne
et FRr), qui décrivent des interactions effectives entre monopoles ou multipoles des boucles. Les
graphes issus de cette resommation sont malheureusement mal adaptés, a cause des multiples
sortes de liens, & I’évaluation de quantités (pression, fonction de réponse, ...) dans la limite ato-
mique (voir chapitre 5). Pour résoudre cette difficulté, nous introduisons une resommation des
divergences coulombiennes qui ne se base pas sur une décomposition multipolaire du potentiel
entre boucles, et qui conduit & des graphes de Mayer resommés obéissant a des regles diagram-
matiques trés simples ne faisant intervenir qu’un seul potentiel effectif ¢. Ce point, ainsi que
I’étude détaillée du potentiel effectif a basse densité, est 'objet principal du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Graphes de Mayer quantiques et
effets d’écran

Remarque: Le contenu de ce chapitre est en majeure partie dans I'article “Quan-
tum Mayer graphs for Coulomb systems and the analog of the Debye potential”,
reproduit ci-apres.

Apercu du contenu de Particle

Nous introduisons dans cet article une nouvelle maniere de resommer les divergences cou-
lombiennes dans les graphes de Mayer quantiques. La resommation proposée a la propriété
remarquable de ne faire intervenir qu’un seul potentiel effectif ¢, qui peut étre interprété comme
I’analogue quantique du potentiel de Debye.

Le potentiel effectif ¢ est défini comme dans le cas d’un plasma classique, c’est-a-dire par
la somme des graphes en chaines

—Bijp(Li L)) = O—O + O—@—0 + O—@——0O + - (4.1)

ou le trait “fin” entre deux boucles représente la partie linéaire —p3;;V(L;,£;) du lien de
Mayer f (3.40). Dans (4.1), chaque point noir a comme poids statistique P'activité de boucles
z(L) (3.15) qui contient le facteur de self-énergie coulombienne (3.16). L’intégration fonctionnelle
sur les formes des boucles intermédiaires ne peut donc pas étre calculée analytiquement, et ¢ est
un objet compliqué. En revanche, avec la définition (4.1), les divergences coulombiennes peuvent
étre resommées formellement comme dans le cas d’un plasma classique!, et les graphes “proto-
types” (resommés) obéissent & des regles diagrammatiques tres simples, qui ne font intervenir
que deux liens

Fc(ﬁi, Ej) = —ﬁij(ﬁ(ﬁi,ﬁj) et FR(»CZ'7 Ej) = e_ﬂij¢(£i’£j) -1+ ﬂijqﬁ(ﬁi, Ej) (4.2)

et des régles de convolution interdite (voir §4.5.1). Cette diagrammatique est utile car ¢ peut
étre calculé relativement explicitement, grace a une propriété d’invariance dans le temps de la
mesure sur les ponts browniens. Nous montrons que la transformée de Fourier de ¢(Lq, Lp) =
?(Rq — Ry, Xa, Xp) vaut (section 4.3)

o0

-~ da 0] . 47 i
k.Y, — ds, d ik [AaXa(sa)—AeXp(sp)] 2 : 2imn(Sqa —Sp) 4.3
¢( » X 7Xb) A S /0 Spe k2 +I€2(k',n)e ( )

n—-—oo

!Voir ’annexe B page 157 pour une présentation détaillée de la resomimation.
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k2 (k,n) = 47rﬁz e? Zq/q ds/D(X)z(x)eik')‘ax(s)ezims. (4.4)
«a q 0

Le potentiel ¢ décrit I'interaction effective que ressentent les boucles, et qui differe de I'interaction
“directe” de Coulomb (3.11) par la prise en compte de Deffet d’écran collectif dii aux charges
libres (non liées). Remarquons que si I'on néglige la fonction x?(k,n) dans (4.3), ¢ se réduit
au potentiel de Coulomb. Cette fonction x%(k,n) décrit I’écran de l'interaction aux différentes
longueurs, et inclut des contributions provenant de la statistique quantique des particules. La
notation x2(k,n) comme carré est justifiée par le fait (non trivial & établir, cf. §4.3.2) que (4.4)
est une fonction positive & basse densité pour tout k£ et n.

La formule (4.3) permet d’étudier précisément le comportement du potentiel effectif & basse
densité. Dans un plasma faiblement dégénéré (N, < a) et faiblement couplé (I' < 1), nous
montrons en particulier que (section 4.4):

(1) ¢(Lar Ls) = V(La, L) — qabin, r<< H[_)l (4.5)
. e DT B
(4)  ¢(LasLs) = qago T~ HDI (4.6)
(#53)  P(La, Ly) est dipolaire (~ 773) pour r — oo, (4.7

our = |R, — Rp| et kp, est I'inverse de la longueur d’écran de Debye (2.8) & basse densité:

_ 9 (204 +
47rﬁz 2rl) 3/2 . (4.8)

Le potentiel effectif ¢ incorpore en conséquence dans une seule fonction les phénomenes collectifs
de base qui écrantent les interactions entre les charges quantiques (les boucles) pour toutes les
distances relatives. A courte distance (r < kp'), ¢ ne differe de I'interaction coulombienne entre
boucles que par une constante. Sous des conditions appropriées, ce potentiel est donc susceptible
de conduire & la formation d’états liés dans le systéme. Aux distances intermédiaires (r ~ kpt),
¢ se réduit au potentiel classique de Debye, comme attendu. A grande distance, ¢ décroit comme
un potentiel dipolaire. Nous retrouvons ici la source de la décroissance algébrique des fonctions
de corrélation aux grandes distances mentionnées au §2.4.3. Cette décroissance dipolaire ¢ est
due au fait que les interactions multipolaires (liées aux chemins aléatoires AX (s)) ne sont que
partiellement écrantées dans le systeme. Nous terminons ’analyse du potentiel ¢ en démontrant
deux bornes supérieures [voir (4.86) et (4.87)] pour |¢(Lq, Ly) — V(La, Lp)], ’est-a-dire pour
la partie de ¢ dépendant de la densité. Ces bornes seront utilisées dans ’article suivant pour
controler le comportement de certains graphes en limite atomique.

L’article se termine par une série d’applications qui illustrent 1'utilité de la diagrammatique
resommée en terme du potentiel effectif (4.1) pour décrire les effets d’écran dans le plasma
quantique. La premieére application (§4.6.1) concerne la preuve de régles d’écran comme (2.79)

t (2.82). Ces régles peuvent étre démontrées en utilisant un argument diagrammatique simple
d’habillage des points racines, qui permet de tirer parti d’une propriété d’écran parfait satisfaite
par le potentiel ¢. Cet argument a été utilisé en premier par Cornu pour prouver (2.82) dans
le cas n =1 [23]. Il prend une forme bien plus simple dans notre diagrammatique resommée en
terme du potentiel (4.1). Ceci nous permet de démontrer (2.82) pour n = 2 (les cas n > 2 se
traitant de maniere similaire) et aussi d’interpréter I’absence de regle de somme dipolaire dans
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un plasma quantique multicomposantes comme une conséquence des fluctuations de positions
des particules (représentées dans notre formalisme par les chemins aléatoires AX (s)).2

La deuxieme application proposée (§4.6.2) consiste en une approzimation simple pour la
fonction de corrélation o deuzx particules dans un plasma quantique. Cette approximation est
obtenue en ne gardant que les premiers termes du développement diagrammatique resommé de
cette fonction. Elle vérifie la regle d’écran (2.80) et décrit bien, & basse densité, tous les effets
induits par le potentiel de Coulomb aux différentes longueurs: recombinaison atomique & courte
distance, écran exponentiel de Debye aux distances intermédiaires et décroissance asymptotique
en 1/r5.

?La régle d’écran parfait (2.83) pour la fonction de réponse X (k) sera démontrée sur la base du méme raison-
nement a la page 73.
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Abstract

Within the Feynman-Kac path integral representation, the equilibrium quantities of a quantum plasma
can be represented by Mayer graphs. The well known Coulomb divergences that appear in these series
are eliminated by partial resummations. In this paper, we propose a resummation scheme based on the
introduction of a single effective potential ¢ that is the quantum analog of the Debye potential. A low
density analysis of ¢ shows that it reduces, at short distances, to the bare Coulomb interaction between
the charges (which is able to lead to bound states). At scale of the order of the Debye screening length x5°,
¢ approaches the classical Debye potential and, at large distances, it decays as a dipolar potential (this
large distance behaviour is due to the quantum nature of the particles). The prototype graphs that result
from the resummation obey the same diagrammatical rules as the classical graphs of the Abe-Meeron
series. We give several applications that show the usefulness of ¢ to account for Coulombic effects at all
distances in a coherent way.

Keywords: Quantum plasma, Mayer graphs, Debye potential, screening.

4.1 Introduction

A non relativistic quantum plasma in thermal equilibrium shows a variety of phenomena,
atomic and molecular recombination, ionization, collective screening, all of them originating
from the basic Coulomb potential between point charges. A clear distinction and classification
of these effects is only possible at low density, but even in this regime, it is a non elementary
task to describe all consequences stemming from the sole Coulomb potential in a coherent way.

The formalism of quantum Mayer graphs is particularly well suited to this program. Quantum
Mayer graphs arise when the Gibbs statistical weight is expressed in terms of the Feynman-Kac
path integral and is suitably reorganized to take into account the quantum statistics. According
to this description, the quantum Coulomb gas is mapped into a certain classical-like gas of
charged loops that carry fluctuating multipoles [40]. Then, the familiar Mayer expansion methods
can be applied to this classical gas of loops. The resulting Mayer graphs are defined within
the usual classical rules. All the quantum mechanical aspects are embodied into a generalized
definition of phase space and of the corresponding Mayer bonds and weights at vertices.

This quantum Mayer diagrammatic is well suited for the low deunsity regime since the small
parameter is the activity or the density, and not the coupling constant (the electric charge). This
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is to be contrasted with the standard Feynman perturbation theory of the many-body problem
(see, e.g., [37]) that has been applied to the high-temperature regime [29, 28], and also to the
high-density limit at zero temperature [67]. In both cases, the Coulomb interactions can indeed
be treated as small perturbations. At finite temperature, non-perturbative effects are essential.
In this regime, the effective-potential method [68] can be used. This first principles approach
amounts to introduce an equivalent classical system of point particles with many-body potentials
that incorporate all quantum effects. It has been applied to the calculation of low-density ex-
pansions up to order p? [34, 51] (and to the evaluation of the diffraction term of order p°/? [47]).
However, general properties of this expansion remain quite hard to derive in this framework.
Indeed, if only two-body potentials intervene at order p?, many-body potentials appear at higher
orders, the effects of which cannot be accounted for within simple diagrammatical techniques.
The present formalism based on loops Mayer graphs, avoids this drawback. It proves to be parti-
cularly efficient in dealing simultaneously with the collective screening effects and the quantum
mechanics of small clusters of charges. Various applications have already been presented: deri-
vation of the equation of state of a multicomponent plasma up to order p5/ 2 in the density [9, 4],
characterization of the asymptotic behaviour of the particle and charge correlations [23, 24],
magnetized plasma [25].

In all cases the central point is to build, by partial resummations, an integrable effective
screened potential (in the same way as the classical Debye-Hiickel potential arises from the
chain graphs summation) that has a shorter range than the bare Coulomb potential. In quan-
tum mechanics, there are several ways to define such an effective potential, depending on whether
it includes or not multipolar interactions and quantum statistics. A proper choice of the effec-
tive potential may be dictated by the physical situation at hand and the convenience of the
calculation, and several possibilities have been considered in the above mentioned works. In this
paper, we establish the properties of the most compact form of the effective potential, including
multipolar interactions and quantum statistics.

In section 2, we recall the basic rules for quantum Mayer graphs, as formulated in [17]. The
effective potential ¢ is defined in section 3; it is calculated with the help of a very useful lemma
on Brownian bridge integrals.

Section 4 is devoted to a low density analysis of ¢. At short distances, ¢ behaves as the
bare Coulomb potential: this is the part that will control the quantum mechanical binding. At
distances of the order of the classical Debye screening length, its behaviour is similar to the
usual exponentially decaying Debye-Huckel potential induced by collective screening effects. At
still larger distances, the effective potential displays an algebraic decay typical for unscreened
multipolar interactions. These interactions are associated to the intrinsic quantum fluctuations
of the charges. The dominant term in the algebraic tail of ¢ is related to a dipolar potential,
and it is responsible for the non exponential decay of equilibrium particle and charge correlation
functions.

In section 5, we recall the diagrammatic rules for the so-called prototype graphs that arise
when the Coulomb potential is replaced by the effective potential. The rules are simple: they
involve only two bonds and are identical to those occurring in the Abe-Meeron series for the
classical plasma [65, 1]. We consider resummations both in activity and density expansions
and make the link between our resummed series and that introduced in earlier works. In this
formalism (as well as in [23] and subsequent papers) the value of a graph results of unbounded
summations on particle numbers (since the number of particles in a loop in not fixed). Regarding
the finiteness of a prototype graph, one can assert that spatial integrations are convergent
because of the introduction of the screened potential, but convergence of infinite sums on particle
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numbers cannot be guaranteed in general (see discussion in section 5.4). A prototype graph must
hence be understood as a convenient compact notation for the set of all graphs with the same
structure but different particle numbers in the loops (all graphs with a given number of particles
are finite).

In the last section, we present several applications of the formalism that illustrate the crucial
role of ¢ for a coherent description of all Coulombic phenomena. First, we revisit the derivation
of various sum rules in the quantum plasma. With the prototype graphs introduced in this paper,
the quantum sum rules are formally proved as the classical ones: they are direct consequences
of the screening embodied in the effective potential ¢. We also argue that the dipolar sum rule
for two fixed particles of different species should not hold because of the quantum fluctuations
that are properly accounted for by ¢. Eventually, we propose a simple approximation for the
particle correlations by retaining the first graphs in the diagrammatic series. This approximate
form does satisfy the charge sum rule, and it does incorporate all the physical mechanisms that
control short and large distance behaviours.

4.2 Quantum Mayer graphs

We consider S species of point quantum charges e, with masses mq and spino,, a=1,...,S,
obeying Fermi or Bose statistics (with at least one fermionic species). The charges interact by the
Coulomb potential eqe V(r) = eqeq /|7]. In the grand canonical ensemble, each type of charge
has a chemical potential p,, or fugacity z, = exp[Buqs] with 5 the inverse temperature. Quantum
Mayer graphs arise when the Gibbs statistical weight is expressed in terms of the Feynman-Kac
path integral in which quantum fluctuations are represented by Brownian trajectories. The
open trajectories associated to exchange contributions are reorganized into larger closed “loops”
containing several particles. The result is that the grand partition function of the quantum gas
can still be written in a classical-like form as (the so-called magic formula)

=) %/Hdﬁiz(ﬁi)exp(—ﬁU(ﬁl, L)) (4.9)
n=0 Y i=1

if a suitable definition of the phase space integration and of the interaction are introduced. This
formula has been derived and applied to the Coulomb system by Cornu in [23]. Here we follow
the notations and definitions given in the review [17]. An element £ of phase space, called a
loop,

L=R, a, ¢, X(s), 0< s <q)=(R,x) (4.10)

is specified by its position R in space, the particle species «, the number of particles ¢ in the
loop, and its shape X(s). The ¢ particles that belong to the loop are located at positions

r®) =R+ A X(k—1), k=1,...,q, (4.11)
where
N = hiy ] 2 (4.12)
Mq

is the de Broglie thermal wavelength of the particle of type . The path R+ A\ X (k — 1 + s),
s € [0,1], is the trajectory of the k'™ particle. It is constrained to stay inside the volume A of
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the system, but we do not write this constraint explicitly since it will be trivially removed in
the infinite volume limit A — oo. The collective variable

X = (Ot, q, X()) (413)

denotes all the internal parameters that describe the constitution of the loop. The loop can be
viewed as an extended object at R that has internal degree of freedom yx.

The shape of the loop X(s) is a Brownian bridge (a closed Brownian path), parametrized
by the “time” s running in the “time interval” [0,¢] with X(0) = X(¢) = 0. It is distributed
according to the normalized Gaussian measure D(X'), with covariance

. S1 82 81 82
/D(X) Xu(51)Xu(s2) =60 q |:II11I1 (—, —) — ——] . (4.14)
q 9 q q
The paths X(s) are extended for convenience to a g-periodic function for all s. Integration on
phase space means integration over space and summation over all internal degrees of freedom of
the loop

[ac = [mYY [0~ [ar [ay-- w15)

a=1¢g=1

The interaction energy of n loops is the sum of two-loop potentials

n

U(Ly,...,L,) = Z €a€a; V (Li, Lj) (4.16)
1=i<j

with the potential between two different loops

a @
V(Ez,ﬁj) = / d81/ d82(5(81 — SQ)V(R/L' + )\aiXi(sl) — Rj — )\anj(SQ)) (4.17)
0 0
In (4.17),
~ w .
o(s)= ) erms (4.18)

is the Dirac comb (§(s; — s2) does not vanish only for (s; — s2) integer). The “equal time”
condition & (s1 — s2) naturally appears in the Feynman-Kac path integral; it can be seen as
the manifestation of the quantum nature of the particles. When it is omitted, (4.17) becomes
identical to the pure electrostatic potential between two charged wires of shapes X;(s) and
Xa(s):

Q@ 2
Vetec(Liy L) = / d81/ ds2V (R1 + Ao, X1(s1) — Ra — Aay X2(s2)) (4.19)
0 0
To make the spatial dependence explicit, we also write
V(Li, L) = V(Rij, xis xj), Rij = Ri — Ry (4.20)
In (4.9), the activity z(L£) = z(x) of a loop

(na ) -1 Zgé
q  (2mqAZ)3/?

2(L) = (204 +1) exp(—BU (L)), zq = ePHe (4.21)
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incorporates the effects of quantum statistics (1, = 1 for bosons and 7, = —1 for fermions),
the spin degeneracy as well as the internal interaction U(L) = U(x) of the particles in the same
loop with

62 q q ~
U(L) = 7“/ dsl/ dsy (1 = 05,1,155]) 0(s1 — 52)V (Aa(X(s1) — X(s2)))- (4.22)
0 0
Here [s] = integer part of s and the term with the Kronecker symbol 0[5,],[so] Subtracts out the
self-energies of the particles. Notice that z(x) may take negative values for fermions, but since

all the interactions between the particles that belong to the same loop are repulsive, one has the
bound

(204 +1) 24

g (2mqAZ)3/%
The above rules define the statistical mechanics of the system of charged loops. Notice that
loops with arbitrary shapes carry multipoles of all orders, and all possible shapes are randomly

distributed. Because of the structure of the partition function (4.9) and of the interaction energy
(4.16), the classical technique of Mayer expansions clearly applies to this system. The bonds are

f(ﬁz, EJ) = exp(—ﬁeaieajV(Ei, EJ)) -1 (4.24)

l2(x)] < (4.23)

the weights at vertices are z(L;), and the integration upon the vertices variables £; have to be
performed according to (4.15). For instance, the loop density p(L) is represented by the activity
expansion (see for example [43])

R [T ac.=z [[1 ] (4.25)
G SG nol G

where the sum runs over all unlabelled topologically different connected diagrams G with one
root point £ and N = 0,1,... internal points (by convention, the term N = 0 is z(£)). The
symmetry factor Sg is the number of permutations of the internal points £, that leave the
integrand invariant.

At large distance (namely |R; — Ra| > Ay, and Ay, ), the interaction (4.17) behaves as the
Coulomb potential between two point charges gie,, and gaeq,

(& €.
Cay€a,V (L1, L) ~ %, (4.26)

so that the bonds f(L;, £;) are not integrable and resummations are needed.

4.3 The effective potential ¢

4.3.1 Definition and formal calculation of ¢
We consider the linear part
fo(Li, £5) = =BiV (Li, L) = O—0O (4.27)

of the bond (4.24) with the abbreviation 8;; = Beq, €4, . Similarly to what Abe and Meeron did
for classical particles, we define the effective potential ¢(L,, L) between two loops £, and L,
as the sum of all the chain graphs with the linearized bond (4.27):

—Buwp(La, Ly) =O—O + O—@—0 + O—@—@—0O + - (4.28)
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This definition of ¢(L,, Lp) differs from the one used in previous works by the fact that it in-
cludes both quantum statistics and multipolar interactions. In [26], ¢(L,, Ly) is calculated in
the Maxwell-Boltzmann approximation, retaining only loops with ¢ = 1. In [23] (and subsequent
works), a multipolar decomposition of the loop interaction is performed, and only chains of mono-
polar interactions are summed. In spite of its complexity, the summation on chain graphs (4.28)
can be performed in an uniform system.

We decompose ¢(Lg, Lp) into

¢(Las Lo) =V (Las Lo) + den(Las Lo) (4.29)
with —Bgpben (La, Lp) the sum of all chains having at least an intermediate black point. According
to the rules of section 2, the N*® order term of ¢e, (L4, Ly) (with N black points and N +1 bonds)
is

82 (Ravxa0) = (=0 [ Ay dlu a6 .. #(L)

ea; V(Ra1s Xas X1)€ay€asV (R12, X1:X2)€as - - - €ay V (RNp: XNs Xp)-  (4.30)
We introduce the Fourier transform of the loop potential

V(k7X17X2) :/dReik.RV(R7X17X2) (431)
- q1 q2 . .
— (k) / dsy / 596 (s1 — s9) e Prer X1(51) Ay X (s2)] (4.32)
0 0

and this is further decomposed with the help of (4.18) into

o0

Vi(k, x1,x2) = V(k) Y culk,x1)ch (K, x2) (4.33)

n=—oo

where V (k) = 47/|k|? and
q o
cn(k, x) = / ds e setkAaX () (4.34)
0

Hence, using the invariance of z(L£) = z(x) under translations, the convolution theorem gives
for the N*® order term, in the Fourier representation,

¢~>g)(k,xa,xb) = —(_{N/(k))N-i—lx
XD Guna(R)gnana (8) - Gnson s (R, (B Xa) o, (6 X0) - (4:35)

01500y TUN 41

where
G (K) = / dx e22(x) ¢, (K, X)cny (K, X) (4.36)

includes the integration on the internal variables of the loop at a black point. The integral (4.36)
is simplified by the application of the following lemma on a change of variable in a Brownian
integral.



44 CHAPITRE 4. Graphes de Mayer quantiques et effets d’écran

Lemma For any u € R, the Gaussian measure D(X) is invariant under
X(s) = X(s+u) — X(u). (4.37)

Hence for any functional G(X (+)), one has

/D(X)G(X(-)) _ /D(X)G(X(-+u) = X(u). (4.38)

The proof proceeds by an explicit verification that the covariance (4.14) is left invariant
under (4.37) (see [57], lemma 2).

We recall that the path X (s) is extended to a g¢-periodic function for all s € R. If we
replace the factor (1 — ) (s,)) in (4.22) by the periodic expression (1 — d5; mod g¢],[s» mod )5
the invariance of U(x) and z(x) under the transformation (4.37) is obvious, since the integrand
in (4.22) is g-periodic in both s; and s2. The part of (4.36) that involves the Brownian integral
reduces therefore to, according to (4.34),

/q d81 /q dSZ/D(X)Z(X)e—ik-)\a[X(s1)—X(52)}e—2i7rn1s1e2i7mzsz
0 0
q q . . .
:/ d81/ dSZ/D(X)Z(X)eZk-)\aX(Sg51)6227”7,1516227”7,252
0 0

q . .
= GO, / @ / D(X)z(x)e!t X etimas (4.39)
0

The second line results of the application of (4.38) with u = —s;. Hence gp,n, (k) is diagonal in
the frequency indices, and we can write

1
9nins (k) = Ean1,n2l{2(k7nl)a (440)

with
q : .
w2 (k,n) = 47TBZ e? Zq/ ds/D(X)z(x)e’k')“*x(s)emms. (4.41)

Thus N frequency summations in (4.35) are readily performed

¢£hN)(k7Xa7Xb) = /qa ds, /qb dsp etk e Xelsa) =2 Xs(50)
0 0

4r K (k,n N (s —s
> ﬁ(— (kz )> e2m(sa =) - (4.49)

n=—oo

Summing (4.42) on N > 1 leads eventually to the expression of the chain potential:

- qa b .
$en (K, Xas Xb) :/ dsa/ dsp e/ PaXalse) =X Xo(s)]
0 0

—4nk?(k,n) o (50—5p)
TSaT56) (4.4
% z_: k2k2+m2kn)]e (4.43)
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The effective potential is obtained by adding V(k, Xas Xb) t0 (4.43). Thus, according to (4.32),

~ a ab .
¢(k,Xa7Xb) — / dsa/ dSb elk'[)\axa(sa)*)‘bxb(sb)}x
0 0

4m 2imn(s sb)
"% 4.44
. _2; K2+ K2 (k) (4.44)

n

The expression (4.44) is our main formula and generalizes the effective potential of [26] to any
quantum statistics. We establish in the next section the convergence of the sum over n and show
that ¢ is a smooth function of its arguments.

We note that, if the sum of chains (4.28) is calculated with the classical electrostatic interac-
tion (4.19) instead of the loop interaction (4.17), the result for the effective potential is just the
term n = 0 of (4.44). This part ¢"=° decays faster than any inverse power of  (see section 3.2),
as it is expected for a classical Coulomb gas. The part ¢"#0 associated to the non-zero frequency
terms in (4.44) embody purely quantum effects that arise from the difference between the loop
interaction (4.17) and the electrostatic interaction (4.19).

4.3.2 Finiteness and regularity of ¢

In order to show that ¢(k, xa, Xs) is a well defined continuous function at low density (for
k # 0), we start by studying the “screening coefficients” x2(k,n). Using (4.39), they are given
by

2
1 ds eik-)\aX(s)QZiﬂ'ns ) (445)
0

Hz(k,n)=47rﬁZe§Z/D X)z
a q

When z, is less than one, the series is convergent. Indeed, using the bound (4.23) and | foq ds expl[ik-
AaX ()] exp[2imns]| < g,

5 (200 +1) = 24

20870 T NT 2 g e <1 4.46
(X272 = @ (4.46)

|62 (k,n)| < 4mB e

for all £ and n. The term ¢ = 1 in the above sum is nothing but the inverse of the square of the
classical screening length Ap:

(204 + 1)z,
2 a a _ -2
—47rﬁ E 22 TSI Apc. (4.47)

We deduce hence from (4.46) the uniform estimate
K% (k,n)| < K [L+ O(2)], (4.48)
where z = sup,, zo. In the special case £k = 0 and n = 0, we have moreover the equality
K2(0,0) = K3[1 + O(z)]. (4.49)
The notation x?(k,n) as squares is justified by the properties

x2(k,0) > 0, k>0, (4.50)
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and
k2 (k,n) > 0, k>0,n#0, (4.51)

if z is sufficiently small (notice that x?(0,n) = 0, n # 0). This positivity property is not trivial
since for fermions z(x) may be negative if ¢ is greater than one (in the Maxwell-Boltzmann
approximation, only loops with ¢ = 1 are retained and H%\/IB(’C? n) is manifestly positive). For a
bosonic species, the terms in (4.45) are clearly positive, so it is sufficient to consider a fermionic
species a. The idea is to single out the term ¢ = 1 in (4.45) and show that it dominates all
the others at low density. For a one particle loop, z(x) reduces to (204 + 1)z (27X2)~%/2; for a
g-particle loop, ¢ > 2, z(x) > — (204 + 1)q_1zg(27rq)\§)_3/2 by (4.23). Hence the g-sum in (4.45)
for a fermionic species « is minorized by

(204 +1) > zg
JOaT ) (k, o 4.52
e [ 2 e 4
with
1 232
uq(k,n) :/ ds 233k Aas(1=5) > (4.53)
0

The quantity (4.53) results of the calculation of the functional integral

2 q ) )
/D(X) _ q/ dseZznns/D(X) ezk~)\aX(s)
0

— (k) (4.54)
where we have used that D(X) is a Gaussian measure with the covariance (4.14), and changed s
into ¢s in the time integral. One has clearly uq(k,0) < ui(k,0), so that (4.52) is positive if n = 0
for z, sufficiently small. This proves (4.50). For n # 0, we show in appendix A that there exists
a positive constant C' such that for all ¢ = 1,2, ...,

q . .
/ ds ezk-)\aX(s)e2z7ms
0

ug(k,n) < C ¢*? uy (k,n), n # 0. (4.55)

For z, sufficiently small, (4.52) is therefore also positive for n # 0 (if £ > 0) and (4.51) is proved.

In the chain potential (4.43), the sum over n is absolutely convergent. Indeed, using the
positivity of x2(k,n) at low density and (4.18), it is sufficient to find an upper bound for

ZH (k,n —47TB/dxe z(x / ds e*Aa X (3)5(s), (4.56)

Using (4.23) and | Y7 | explik- Ao X (m—1)]| < ¢, we recover the convergent series (4.46), from
which we deduce the upper bound

> K2k, n) < rp[l+ O(2)). (4.57)

The sum over n therefore converges and the effective potential ¢ = V + ¢, is hence a well
defined continuous function of k for k # 0 at low density.
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We mention another proof of the convergence of > x%(k,n), which is based on a bound for
the decay of k?(k,n) for large n. From (4.45), (4.23) and (4.54), we have

(200 + 1)zq o= 24!
K2 (k,n) < 47TBZ 2 { - ug(k,m). (4.58)
(2mA3)*? = VA

Two integrations by parts of the factor exp[i27ngs| in (4.53) show that
ug(k,n) < k2>\2( +k2X2),  n#£0. (4.59)

with A = sup, A\n. Inserting this bound in (4.58) gives
2
K2 (k,n) < ’;—g C)A2(1+ k2X2), n#£0, (4.60)

where C(z) is a finite function of z if z < 1. The decay of k?(k,n) for large n is therefore fast
enough to ensure the convergence of Y., k%(k,n).

4.3.3 Large distance decay of ¢

The asymptotic behaviour of ¢(r, xa,Xs) as |r| — oo is very similar to that of $"B (the
Maxwell-Boltzmann approximation of ¢) obtained in [26]. It is determined by the possible non
analytic part of ¢(k, xq, x») as k — 0.

We determine first the small k behaviour of the “screening coefficients” x?(k,n). By expan-
ding in a Taylor series exp[ik - A\, X (s)] in (4.45), we find

K2 (kyn) = K20,.0 + mk? + O(KANE?) (4.61)

with
47Tﬁ/dxeaq z (4.62)

and
- @ dy €2222(x) /Oq ds X2(s)e'2ms o (’%22) . (4.63)

In writing (4.63), we have taken into account that the measure D(X) and z(x) are invariant under
space inversion and rotations. The estimate 1/n? follows from (4.23) and direct evaluation of the
functional integral (and the time integration over s) with the covariance (4.14). The estimate
for the remainder in (4.61) is obtained by writing the latter, using (4.41), as

q
&% (k,n) — £20,0 — Yuk® = 47Tﬁ/dx eiq/ ds z(x)
0

3

1 )

( A X(s) Y Oj — ik - AaX(s))m> e, (4.64)
m=

where odd terms in X (s) have been freely subtracted, and by using the bounds |expliz] —
3 _(iz)™/m!| < Clz|* and (4.23).
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The zero frequency coefficient x2?(k,0) does not vanish at k& = 0, contrary to the non-zero
frequency terms. We split therefore the effective potential into

$(k, xar x0) = "= (k. Xa x8) + 6" (K, Xas X0), (4.65)
where

~ qa dp . 47T

=0k _ / d / drr oikha X (7a) 2 X3 ()] 4.66
¢ ( 7Xa7Xb) 0 Ta 0 U k2 +H2(k,0) ( )
- qa qb . 471' i

n#0 k _ d d ik[XaX a(Ta) = Ao X ()] § : 2t (Ta —Tp)
¢ ( 7Xa7Xb) /0 TaA € o k2+m2(k,n)e

(4.67)

Since all moments of the Gaussian measure D(X) are finite, x%(k,n) has a Taylor expansion
in k at arbitrary order and is hence an infinitely differentiable function of k. Using (4.61)
and (4.50), anzo(k,xa,xg,) is also an infinitely differentiable function of k implying that its
Fourier transform decays faster than any inverse power of r. Recalling (4.49), the zero frequency
part ¢"=C describes collective screening effects with an inverse length x~! that is asymptotic to
the classical Debye screening length st as z — 0.

The part ¢"#0 is not exponentially screened because of the different small k£ behaviour
K2(k,n) ~ y,k? for n # 0. Taking into account [J'drexp[2imn7] = 0 and (4.61), the leading
term of (4.67) as k — 0 is

da £ k- Xo(10)) (k- X
¢"70(k, Xa, Xb) ~ / dTa/ dTbh(Ta—Tb)( (r ))2( : b(Tb))a (4.68)
k—0 0 0 k
where h(7) =3, eﬁ% Hence ¢(7, xq, xp) decays as a dipolar potential
da @ 1
¢, Xar Xb) —/ dTa/ dnph(7a = 1) (AaXa(7a) - V) (M Xp(1) - V) . (4.69)
T oo 0 0

This unscreened dipolar tail is responsible for the algebraic decay of particles and charge corre-
lations in the quantum Coulomb gas [7, 23].

4.4 Low density behaviour of ¢

We consider in this section a low density limit that corresponds to a regime of low degeneracy
(Aa < @, a: mean inter-particle distance) and low coupling (I' = Be?/a < 1). In this regime,

z2 <1 and kpA <K 1. (4.70)

The first low density deviations of ¢(Lg, Ly) from the Coulomb potential V (L, L) are of or-
der kp,, and can conveniently be obtained from the formula (4.44). All contributions to ¢ that
are kpO(z) or kpO(kpA) will be neglected (see the end result (4.79)).

We decompose again ¢ according to (4.65) and consider first the inverse Fourier transform
of the zero frequency part ¢"=":

— 1 qa b .
¢n_0(r7XaaXb) = W/dk / dTa/ dr, etk +Aa Xa(7a) =2 X p(7)] o
T 0 0

47

X m. (4.71)
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We rewrite the fraction 47 /[k? + x2(k,0)] as

4 4 K2 — K2(k,0)
k? 4+ K2, k2+/<;2 k? + k%(k,0)

(4.72)

The first term, once inverse Fourier transformed in (4.71), gives the classical screened Debye
potential between loops:

da @ e~ [T+ AaXa(Ta) =2 X b (1)
d d . 4.73
9o (7 Xas X0) / Ta/ Tb |7+ XX a(7a) — Ao Xo(75)] (473)

The contribution of the second term of (4.72) is kp[O(2) + O(kpA)]. Indeed, inserting absolute
values in (4.71) and using the positivity (4.50), we can majorize this contribution by

4T qqqs / 1 |w} — K*(K,0)]
dk . 4.74
(2m)3 k% + K32, k2 (4.74)

We split the integral over k into the regions: |k| < A~! and |k| > A~!. From the bound (4.48),
the integral over the region |k| > A ™! is kpO(kpA). To control the small k behaviour of the
integrand, we write

kp — K%(k,0)| < |k — K?| + |6* — K*(k,0)]. (4.75)
From (4.49), the contribution of the first term of (4.75) to ¢"=? is k,O(2), as seen after intro-
ducing the change of variables k = kpq. The estimate

k 0 etk AaX(s) _ 1
(7 —47rﬁ/dxq/ ds e z(x — e = O(K2\?) (4.76)

that follows from the invariance of D(X) and z(x) under space inversion together with the
majorations (4.23) and |expliz] — 1 —iz| < Cz?, shows that the second term of (4.75) gives a
contribution kO (kpA) to ¢.

We consider now the non-zero frequency part ¢"7°. The fraction 4r/[k% 4 k?(k,n)] in (4.67)
is rewritten as

4 4r K2 (k,n)

k2 k% k?+ Kk%(k,n)
When inserted in (4.67) and inverse Fourier transformed, the first term of (4.77) gives V' — Ve,
where Ve is the electrostatic potential between loops (4.19). To estimate the contribution to ¢

of the second term of (4.77), we split as before the k integral into the regions |k| > A~! and
|k| < A1 and introduce the majoration (using the positivity (4.51))

Zszmzkn _kZZF; (k,n). (4.78)
n#£0

The bound (4.57) shows that the integral over the region |k| > A1 is kpO(kpA). Using (4.60),
the integral over the complementary region is also kO (kpA).

Collecting the above results, we obtain the low density asymptotic behaviour of the effective
potential

¢(T7 Xa, Xb) = V(’I", Xas Xb) + ¢D (T7 Xas Xb) - ‘/elec(’f', Xas Xb) + HD[O(Z) + O(HDA)] (479)

where the estimate for the remainder is uniform with respect to r. This expression allows to
derive the following various behaviours of ¢ that depend on the scale of |r|.

(4.77)
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a) Short distance behaviour
If r < k51, the exponential in ¢y can be linearized and (4.79) becomes

¢(T7 Xa>s Xb) = V(’I", Xas Xb) — GaQvkp + HD[O(Z) + O(K'DA)]? T, >\a < K/[_)l' (480)

The effective potential differs at short distance from the bare Coulomb potential only by a
constant shift at lowest order. The next corrections will depend on the positions and shapes of
the loops.

b) Classical screening at scale r ~ rp!

On the scale 7 ~ kp', the term V — Viee in (4.79) behaves as A2/r3, as can be seen by
introducing the multipolar expansion

1 1 1
=+ PaXalra) = W Xo(m)] - Vot
T X ar) —n X ()] ] T PaXalra) = M Xa(m)]- Vi

(MaXa(ra) — MX(m)] - v% + 0(#» (4.81)

The term ¢, behaves on the other hand as exp[—rpr]/r. At distances r ~ kg, V — Velec is hence
smaller than ¢p, by a factor £K2 A2, so that

+

N | =

—RKDT
e D

DT, Xas Xb) = qaly +hp[0(2) + O(kp)], 7~ kg (4.82)
On this scale, the effective potential reduces to the standard Debye potential that describes the
classical collective screening effects.

c¢) Large distance behaviour
The large distance behaviour of ¢ has already been obtained non perturbatively in sec-
tion 4.3.3. It is given by the dipolar tail (4.69) that involves the function h(7, — 7). Notice that

this function reduces at low density to §(7, — 1) — 1 since 7, = O(k3A?). In the zero density
limit, this tail corresponds to the asymptotic behaviour r — 0o of V' — Vijec.

The previous results are interpreted as follows. Since k5 > g, the particles can be treated
classically at relative distances  ~ kp*. Therefore, the screened potential is expected to behave
as its classical counterpart for such distances. In other words, in the chain summation (4.28),
the leading contributions arise from configurations such that all loop potentials can be replaced
by the Coulomb potential (4.26). Only loops with ¢ = 1 are retained since z, < 1. Then, ¢ does
reduce to its Debye classical expression (4.82) where the classical screening length k L appears
because the system is weakly degenerate.

The result (4.80) can be recovered with similar arguments. By definition, the effective po-
tential satisfies

d(La, Ly) =V (L4, Lp) — B/dﬁlz(ﬁl)eiIV(Ea,£1)¢(£1,£b). (4.83)

If |r, — | and A, are much smaller than s, the leading contribution to the convolution V x ¢
arises, at low density, from the regions where the loop £ is far enough from the loops £, and
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Ly so that V(Ly, L1) =~ quq1/|re — r1| and ¢(L1, Ly) =~ qigpexp|—kp|r1 — 7p|]/|71 — r]. The
contribution of these regions to the convolution is

1 e_nD‘Tl_"'b| 47'(

/ dr T e — < g (4.84)
|re —r1| |71 — 7Tl Kp

The expression (4.84) is indeed the leading contribution, since it grows like x5! while the contri-

bution from the region close to the loops £, and £ remains finite in the zero deunsity limit.

Inserting (4.84) into (4.83) and retaining only the term ¢; = 1, we recover the low density re-
sult (4.80) at short distances.

The effective potential defined in (4.28) incorporates into a single function all the basic col-
lective phenomena that screen the interactions of quantum charges (loops) at short, intermediate
and long distance. It will serve in section 5 as the basic object in the resummed Mayer diagram-
matics, which involves graphs with bonds defined in terms of ¢ rather than V.

We mention that the above low density analysis of ¢ allows to derive useful upper bounds
on ¢, = ¢ — V that are uniform in the loop variables. The contribution ¢p — Vgjec in (4.79) can
indeed be majorized uniformly in r, x4, xp» by

4mq, K2
2 ] o 02 4 ) O )

The estimate O(kp) follows from the change of variables k = kpg. At low density, there exists
therefore a constant C independent of the loop variables such that

|ben (T: Xas Xb)| < Cqagtin. (4.86)

The bound (4.86) does not capture the decay of ¢, with distance. Since ¢ ~ 1/73, e (7, Xa, Xp) =
d(r, Xas Xo) — V (7, Xa, Xp) decreases as (minus) the Coulomb potential itself. In fact, one can
show that ¢, is majorized at low density by the electrostatic potential (4.19):

|¢ch(r7Xa7Xb)| < CVelec("'aXaaXb) (4.87)

where the constant C' is independent of the distance r and the loop arguments x,, x5- The proof
of this statement can be found in appendix B.

4.5 Resummed diagrammatics

4.5.1 Prototype graphs in activity

As pointed out after (4.25), every Mayer graph diverges because of the long range of the
bond f. Just as in the classical Coulomb gas, systematic resummations can be performed to
obtain so-called prototype graphs where the Coulomb potential is replaced by an integrable
effective potential. The precise form of the effective potential depends on the chosen decom-
position of the bond f into a long range and a short range part. Several decompositions have
already been considered in the literature and the resulting diagrammatic rules were studied in
details [4, 23]. The starting point of the resummation leading to the effective potential ¢ studied
in the previous section is the decomposition

f(Li, £5) = =BV (Li, L) + %ﬁ?jVQ(Euﬁj) + fr(Liy L), (4.88)
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which defines the truncated bond f:(£;, £j). We mention only the main steps of the resum-
mation procedure, skipping all the technical details, since they are almost identical to those
occurring in the above mentioned works®. The replacement of each Mayer bond by its decompo-
sition (4.88) provides new graphs built with three kinds of bonds: —(3V, %ﬁZVz and fr. Points
in these diagrams that are either intermediate points in a convolution of two bonds —gV, or
connected only by the single bond %BQVZ, are called Coulomb points. The prototype graphs are
then obtained by integrating over all Coulomb points. By a combinatoric formula [4], the set of
Mayer graphs is transformed into a new set of prototype graphs, obeying the following rules.
The bonds can be either

FC(’Cav ['b) = _/Bab¢(£a7 ['b)a (489)
where ¢(L,, Lp) is the effective potential (4.44), or
Fr(Lq, Lp) = e0Fak) _ 1 — Fo(Ly, Ls). (4.90)

The points in the prototype graphs have two kinds of weight w(L£):

|
(L) = z(L) (bare loop) (4.91)
2(L)(e!®) — 1) (dressed loop).
In (4.91), I(L) is the sum of all rings and reduces to
1
I(£) = —5Beaden(0, X, X)- (4.92)

The bound (4.86) shows that this quantity is finite. The prototype graphs obey the usual topo-
logical rules of Mayer graphs, with two additional rules to prevent double counting:

— The convolution of two bonds F¢ with an intermediate bare loop is forbidden.

— A bond Fg that would be the only link between a bare loop and the rest of the diagram

is forbidden and must be replaced by the bond F}; = Fr — %F(%

The symmetry factor Sg attached to a prototype graph G is defined as usual: it is the num-
ber of permutations of the loops that leave the integrand (the product of the bonds and the
weights) invariant. The resummed series representing the loop density p(L£) is eventually written
as (compare with (4.25))

p(ﬁ)zzi/ﬁdﬁw(ﬁ) I (4.93)
G SG n=1 ! !

F07FR7F§ G

where the sum runs over all unlabelled topologically different prototype graphs G with one
root point £, and w and F' denote the various kinds of weights and bonds. The loop correla-
tions p(L1,...,L,) admit Mayer diagrammatic representations similar to (4.25), but where the
graphs have n root points Lq,..., L.

4.5.2 Prototype graphs in density

The principle of topological reduction allows to write the Mayer expansions of the loop corre-
lations p(Ly,...,L,) in terms of graphs with points carrying the weight p(L£) rather than z(L).

3Voir ’annexe B pour une présentation plus détaillée de la procédure de resommation.
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Topologically, the graphs in density differ from the graphs in activity only by the absence of
articulation points* (and the different weight attached to the points). The Coulomb divergences
in the density Mayer graphs can be removed by a slightly modified version of the resummation
procedure described above.

We calculate first the effective potential ¢, resummed in density. As before, ¢, is defined as
the sum of the chain graphs (4.28), but where the intermediate loops carry the weight p(L). Let
us denote by £l = (a, ¢, R+ Ao X (u), X (- + u) — X (u)), u € R, the loop £ with the origin set
at R+ Ao X (u) instead of R (L[ describes indeed the same path R + X\, X (-) as £ but with
the time parameter shifted by «). The loop density p(L) satisfies then

p(LMy = p(L), VueRr (4.94)
To prove (4.94), recall that, by definition,

o

! Z n—l /dﬁg...dﬁnz(ﬁ[l“})z(ﬁg)...z(En)

n*l
exp[ IBU( 1 7['27 "7['77,)]7 (495)

Introducing the change of variables R; — R; + A\ X;(u), ¢ = 2,..., N and using the inva-
riance (4.38) on the measures D(X5),...,D(X,,), we find

wy o Loy [u] ’
pelh) = 230 =gy [ a6 (k)

n=1

exp[—AU (LM, ..., i) (4.96)

We obtain (4.94) by noting that U(C™,... £y = U(Ly, ..., £,) from (4.16) and (4.17) and
that z(£") = z(£) from (4.21) and (4.22)

Using (4.94), the loop density p(x) of a homogeneous system is thus invariant under (4.37),
just as z(x). This allows one to calculate ¢, exactly in the same way as the potential ¢ resummed
in activity. We find therefore

~ a v .
¢P(kvxa7Xb) — / dsa/ dSb elk'[)\axa(sa)*)‘bxb(sb)}x
0 0

00
4m 2imn(Sqa —Sp)
— "M% . (497
SRR T (0

with the screening coefficients
q . .
K2(k,n) =4npY €2 g / ds / D(X)p(x)e’kAaX () g2imns. (4.98)
«@ q 0

Here, we must be aware that p(L£) is only known through its low-fugacity expansion (4.93).
However, at sufficiently low fugacities, it is expected that p(L) is close to z(L£), and consequently
the properties of n%(k,n) should be analogous to that of x?(k,n). In particular, the positivity

“An articulation point is a point such that when it is suppressed, the graph breaks into two (or more) parts,
at least one of them containing no root point.
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property n%(O, 0) > 0 must hold because the polarization cloud around a specified charge e, of
the system must have the sign opposite to e, (see [23] or the review [17]).

In the resummation scheme in density, it is not necessary anymore (because of the absence
of articulation points) to add and subtract the term %ﬁZVQ in the decomposition (4.88) and
there is only one type of weight, namely p(L). As in the activity expansion, the resummation
generates two kinds of bonds: the bond issued from the chain summation —3¢,, and the bond
exp[—pB¢,] — 1+ B¢,. The prototype graphs in density obey topological rules identical to those
of the Mayer graphs, with a single exception that prevents double counting: the convolution of
two bonds —f¢,, is forbidden.

4.5.3 Link with the “multipole” prototype graphs

The prototype graphs (in activity or density) obtained by the above resummation schemes
are particularly convenient, because they obey diagrammatic rules that are the same as the
classical rules first derived by Meeron. In particular, only two resummed bonds are present,
as compared to the four bonds (Fic, Fem, Fine and Fr) of the “multipole” diagrammatics [23].
The link between these two resummations can be made explicit by introducing in every bond
of (4.28) the multipole decomposition of the loop potential:

V (L1, L2) = Vee(L1, L2) + Vem(L1, L2) + Vine(L1, L£2) + Viam (L1, £2) (4.99)
where
Vee = 1q2V (R1 — Rp) (4.100)
q2
Vem = q1 / dsy (V(Rl — Ry — X\, Xo(s2)) = V(R — Rz)) (4.101)
0
q1
Vine = Q2/ ds; (V(Rl + Aoy, X1(s51) — R2) = V(R — Rz)) (4.102)
0

a a2 ~
Vinm = / dsl/ dsz 6(s1 — s2)V (R1 + Aoy X1(51) — R2 — A, X 2(52))
0 0

_‘/cc - ch - Vmc-

(4.103)

In the prototype graphs defined in [23], the bond Fi. is the sum of the chains of monopole-
monopole interactions V.. The bond Fip, (L1, L2) corresponds to the sum of all chains made of
monopole interactions for the intermediate loops and a monopole-multipole interaction Ve, (e, £2)
for the end loop Lo. Fi is the same as Fiy with the arguments interchanged and the bond
Fium results from the sum of the chains of monopole interactions with monopole-multipole in-
teractions at both end points. From these definitions, we see that the bond F in our prototype
graphs corresponds to an infinite sum of chain graphs of [23] of arbitrary length, made with
bonds® Fee, Femn, Fine and Fm.

4.5.4 On the integrability of the prototype graphs

There are some important comments to be made about the finiteness of the prototype graphs.
First of all, we recall that the divergence of the Coulomb potential V' (r) at the origin does not
lead to singularities in the quantum Mayer graphs. Indeed, point charges with opposite sign

®In [23], the bond Fmm does not appear in fact by itself, but is part of the bond Fr = (Fr — Fm) + Finm-
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do not collapse in quantum mechanics, and no ad-hoc short-ranged regularization is needed.
Mathematically, these Coulomb divergences are smoothed out by the functional integrations
over the shapes of the loops. For example, the expression

/D(X) exp [ﬁez /qus m] <C (4.104)

is bounded uniformly in 7. This follows directly from the finiteness of the matrix element
(r|exp[—BqH] |r) for the hydrogen Hamiltonian H = p*/2m — €?/|r|. As a corollary, for all 7,

/D(X) (/qusm>m<o, m=1,2,... (4.105)

thus any power of the Coulomb potential is integrable (at short distances) in the Mayer graphs.
In the prototype graphs, we are lead to calculate functional integrals over powers of V' and ¢¢p.
The local integrability of ¢, will follow from that of Ve, by the bound (4.87). Notice that the
functional integrals over Vo, do not have simple quantum mechanical matrix elements equiva-
lents. However, they are finite as proved in appendix C.

In the thermodynamic limit, for the infinitely extended system, there are two potentially
dangerous unbounded parameters in the loop variables (4.10), namely the R-integration ex-
tends over the whole space and the g-summation extends over loops with unlimited numbers of
particles®. Both can lead to divergences.

The present formalism of prototype graphs is devised to cure the divergences arising from the
long range of the Coulomb potential in such a way that prototype graphs are now finite as far
as spatial integrations are concerned. In view of (4.69), Fc(a,b) is at the border of integrability,
like in a dipole gas, and Fgr(a,b) ~ |r, — 7|7¢ is integrable at large distances. Integrations
on the variables of a loop connected by a single bond F¢ are finite if integration on the shape
of the loop is performed first. This is argued in more details in [23]. However the convergence
of g-summations is not guaranteed in this formalism. Indeed, the charges in a given graph are
distributed into loops and interact according to the bonds (product of F and Fg) and to the
self energy factors exp[—SU(L)]. This set of interactions does not contain in general all the
necessary mutual interactions between the charges to ensure stability of the system when the
number of particles in the loops becomes very large. For example, the graph

presents an excess of Coulomb binding energy when the black and white loops carry charges of
opposite sign because of the absence of repulsive interaction between the two black loops. The
point is that individual prototype graphs, which are made of interacting loops, are not in one
to one correspondence with physical processes that involve clusters of charges with all mutual
interactions included. A prototype graph must hence be understood as a convenient compact
notation for the set of all graphs having the same structure as the prototype graph but in which
the points are loops with specified particle species a and number of particles q.

The “compact” notation for prototype graphs is especially useful if one wishes to derive
exact relations between physical quantities (such as in the applications presented in section 6).

®The integration on the shape of the loop is not dangerous because the measure D(X) has a Gaussian small
weight for large loops.
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Obtaining such relations requires dealing with all graphs together in a compact way, including
the effects of quantum statistics: the present formalism is particularly efficient in this respect.
If wished, infinite particle summations occurring in intermediate steps can be made finite by
introducing a cut-off ¢ < @ < oo which can be removed when the initial and end points of the
calculation represent well defined quantities.

If the formalism is used to derive explicit forms of low density expansions, such as a virial
expansion for a plasma in an ionized or recombined phase, the resummed diagrammatic series
must be understood to consist of prototype graphs with loops having a fixed number of particles.
Then, at a given order in deunsity, only a finite number of such graphs need to be retained. This
is the point of view adopted in [23, 25] to establish the low density equation of state. To go
beyond the plasma phase and to derive equation of states for atomic and molecular gases, it
will be convenient to introduce another resummation scheme (the screened virial expansion)
where charges are not basically reorganized into loops but into clusters of finitely many nuclei
and electrons that have the full set of pair interactions between them. This is the subject of a
companion paper in preparation [3].

4.6 Applications

4.6.1 Sum rules in quantum plasmas

The equilibrium correlations of a plasma obey sum rules that express the screening of the
system’s internal charges, as well as that of any external classical charge distribution [60]. In
this last section, we retrieve such sum rules for the quantum multicomponent plasma using the
prototype graphs defined in section 5. The resummation in terms of a single effective potential
proves to be particularly efficient for this purpose. It allows us to prove the quantum sum rules
via a simple extension of the method used in the classical case. This diagrammatical method
was apparently first devised by F. Cornu [23, 25]. In order to connect the screening properties
of loops to those of particles, it is necessary to establish the relations between the particle
correlations p(ay,ry,...,ap,r,) and the loop correlations p(Ly,...,L,). The relations for the
one and the two-point functions are found in [23]. In appendix D, we introduce an efficient way
to derive the connexion between loop and particle correlations of higher order that is based on
the invariance (4.38) of the measure D(X).

The simplest sum rule is the local neutrality equation

Z eapa(r) =0. (4.107)
o
We will also derive the charge sum rules

/dr Z a Pr. cp(Q,Tlar, 71, ... 0, Ty) =0 (4.108)
«

for n = 1 and 2. The notation p; ., means that the correlation function is truncated with
respect to the n particles located at r1,...,7r,, and that the contribution of coincident particles
is included, namely

Pr, C.p.(a7 ’I"|O41,’I’]_, s 7an7rn) = p(a7’r7 a1, Tr,...,0p, rn)

— pla,P)plas, P1, 0, ) + Y e, 0(r —Tj)plar, T, .o o, T)  (4.109)
7j=1
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The function py ., is, after division by p(ay,r1,...,a,, 7y), the excess particle density of spe-
cies a at 7 when there are particles of species ay,...,ay located at 71 # ... # r,. The full set
of charge sum rules (4.108) for arbitrary n is expected to hold in the one and multi-component
quantum plasmas: they directly follow from the structure of the equation of motion for imaginary
time Green’s functions (section III and V of [7]). Another derivation has been proposed in [61]
based on the Bogoliubov hierarchy equations for reduced density matrices. The latter derivation
is based on a priori assumptions on the clustering rate of these reduced density matrices that
also involve their off-diagonal parts. We will see that the charge sum rules (4.108) are direct
consequences of sum rules obeyed by the loop correlations that can easily be derived (at least
formally) from their diagrammatic series.

At low densities, the classical plasma obeys multipolar sum rules stating that the multipoles
generated by any configuration of internal charges are exactly compensated on average by those
of the corresponding screening cloud. The simplest relation is the classical dipolar sum rule

/dr Z eal p‘;lff?g?al(a, rla,ry, a2, r2) = 0. (4.110)
o

If the charges are quantum mechanical, this relation still holds for the homogeneous one com-
ponent plasma, a consequence of the special fact that in this system the total current operator
is proportional to the total momentum operator, which is a constant of the motion (section ITI
of [7]). For a multicomponent quantum plasma, we will argue, on the basis of the resummed
diagrammatic series, that the dipolar sum rule (4.110) for different species cannot hold because
of the quantum fluctuations of individual charges. The fate of higher order multipolar sum rules
is similar for both the one and multi-component quantum plasmas: they are no longer valid as
it can been seen from the Wigner-Kirkwood semi-classical expansion [7].

Local neutrality

It is shown in appendix D that p(a,r) is given by (4.174). The average charge density hence
becomes

> eapla,r) = /dx eaq p(L). (4.111)

We derive the neutrality relation (4.107) by using the resummed diagrammatic series in activity
of p(L). Let us call £ a Coulomb root point in a prototype graph of this series if £ is a bare
loop (see (4.91)) and is linked to the rest of the diagram by exactly one bond F¢, and split the
density of loops accordingly:

p(L) = p*(£) +p*(£) (4.112)

where p¢(L) (p"¢(L)) is the sum of the G-diagrams where £ is (is not) a Coulomb point. Be-
cause convolutions of Coulomb points are forbidden in prototype graphs, this definition implies
immediately the integral equation

p8) = [ AL O£, L) (L) (4.113)
and thus

o) = [ AL (EIL) (2 (4.114)
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with
H(L|L,)=6(L,L1) + z(L)Fe(L, Ly). (4.115)
The formula (4.114) can be represented graphically by

c pe(L1)
p(L) =0wee (4.116)

where the bond represents the function H(L|L;). The proofs of the sum rules will all rely on
such “dressing” of the root points with the bond H.

For a homogeneous system, H (L|£;) = H(R—Ry; x|x1) and p"°(L1) = p"°(x1). The average
charge density therefore reads, from (4.111) and (4.114),

> eapa =,£ii%/dx/d><1 eaqH (k; x[x1)p™ (x1)- (4.117)

«

The Fourier transform of the bond H, and its small £ behaviour, can be evaluated from the
analysis of ¢ of section 3. We find that it satisfies

Iz @ X () 2’
/dxeaqH(k,X|X,):ea’|:Zm/o ds/e Zk)\al.X( )622 _

q

— 3 (kA X D) 1)]:(9(k). (4.118)

k=2

The integral in (4.117) therefore vanishes in the limit & — 0 and the local neutrality is proved.
To obtain (4.118), we write the Fourier transform of the bond H using the explicit form (4.44)

of ¢(k, x, X'):

~ q ¢ , o
(ki XX) = 506 X) + 200 (-B)cacar [ ds [ s’ e DX (O-0X ()
0 0

4m i2mn(s—s')
——e"" . (4.119
zn:k2+n2(k,n)e (4.119)

From the definition (4.41) of k?(k,n), one has

/dxeaqﬁ(k;xlx’) = e {q'_zn: (%) /Oq

Adding and subtracting 1 in the parenthesis, the rhs of (4.120) becomes

!

ds’ eik~)\a/X'(s’)ei27ms’} ] (4120)

/

k2

! I—k)\/X 12 —k)\/Xkl

EUED 7k2+ﬁ2(k’n)/ ds'e™ el EeZ Vb, (4121)
n

which is equivalent to (4.118). The small k£ behaviour O(k) follows from (4.61).
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Charge sum rule

We prove in this section the charge sum rule (4.108) for n = 1 and 2. (The case n = 1 has
already been derived in the “multipole” resummation scheme by F. Cornu [23]).

The relations between the particle correlations and the loop correlations are given in appen-
dix D. From (4.180), the charge sum rule (4.108) for n = 1 becomes

/ dLeasy / D(X 1) pa, e (L]L1) = 0 (4.122)

and for n = 2, from (4.181) and (4.38),

/dﬁeaq[zqlqg/D(X1)/D(X2)PT, en.(L|L1, L2)

q1,92

q1
+ar02 ) / D(X1) 6 — ro)pr oy (£1£1)] =0, (4.123)
q1 k=2

In these formulae, the excess loop densities pr, ., (L|L1,...,Ly) are defined in the same way
as (4.109).

For convenience, we use from now on the prototype graphs in density rather than in activity.
We omit however to write the index p in the effective potential (4.97) for the sake of notational
simplicity. Thus Fc(Lq, Ly) = —Baup®(La, Ly) involves the effective potential (4.97) and the
definition of the bond H is modified according to

H(L|ILY =0(L,L) + p(L)Fe (L, L). (4.124)

With these new definitions, it is remarkable that the property (4.118) still holds without any
change. This is due to the similarity between the formulae (4.97) and (4.44) for the effective
potentials, and the formulae (4.98) and (4.41) for the screening coefficients. Since the truncation
in the loop correlations pr, ., (L|L1,...,Ly,) is made only with respect to the group of loops
Li,..., Ly, the diagrammatic expansions of these functions involve graphs in which the root
loop L is connected to at least one of the loops Li,...,L, (apart from this, these n loops
may be disconnected). Just as the local neutrality, the charge sum rules can be proved by
“dressing” with the bond H the root point £. We define therefore the function p°(L|Ly,..., L)
(p"“(L|L1,...,Ly)) as the sum of the graphs where £ is (is not) coulombic. As before, L is a
Coulomb root point if it is linked by exactly one bond F¢ to the rest of the diagram. The proof
of the sum rules proceeds now by following the derivation of the equivalent classical sum rules.

Case n =1 Using the above definitions, we split p; ., (£|£1) according to

pr, ep(LIL1) = PL(LIL1) + pi°(L]L1) + 6(L, L1)p(L). (4.125)
Since p%.(L|L,) satisfies the integral equation

S (L1L1) = p(L)FC(L.LP(E) + p(0) [ ALFE(L L) (L1L0), (4.126)
we have the dressing relation

pr, ep.(L|L1) = p(L1)H(L|Ly) + / AL H(L|L)pe (L|Ly). (4.127)
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Graphically, (4.127) can be represented by

c L) ¢ L £y
prep. (L]L1) = OO + (4.128)

In the above diagram, all points have weight unity, unless stated otherwise (like p(L1)). The
“narrow part” of the asymmetric bond pi° is associated to the non coulombic loop. In Fourier
representation, the convolution on the intermediate loop £’ in (4.127) becomes a product:

P e (ks xIx1) = pOc) (e, xlx1) + / A E (e, XN (ks ' x0)- (4.129)

To obtain the sum rule (4.122), we perform the integral [ dyeqq Do 0t /' D(X 1) over this ex-
pression and take the limit & — 0. This limit is zero by the property (4.118) and hence the sum
rule is proved.

Notice that we can infer from (4.129) a relation stronger than (4.122), namely that

lim/dxeaqﬁT, ep. (ks X|x1) =0, (4.130)
k—0

or, singling out the contribution of coincident points,

/dr/d G X|X1) = —eq,q1, Vo oxi. (4.131)

This is a charge sum rule for the system of loops. It states that the cloud of loops induced around
a fized loop L1 of the system carries a total charge exactly opposite to that of the loop L£1. The
quantum charge sum rule (4.108) for n = 1 is hence a direct consequence of the sum rule (4.131)
obeyed by the system of loops.

Case n = 2 The second term of (4.123) is zero by the sum rule (4.131), so we only have to
consider

/dﬁeaqz qlqz/D(Xl)/D(Xz)pT, en(LIL1, L2). (4.132)

q1,92

The truncated correlation pr, ., (L£|L1,L2) satisfies the integral equation

pr.en(LIL1, L2) = / AL H (L)L) (L] L1, L)
+ H(L|L1)p(L1, L2) + H(L|L2)p(L1, L2), (4.133)

where the last two terms take into account the contribution of the coincident points and the si-
tuations where £ is connected with a single bond F¢ directly to the loops £1 and Ls. Graphically,
this dressing relation is

(4.134)
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Taking the Fourier transform of py ., (v, x|£1, £2) with respect to r, we find

Pr. ep. (ks x| L1, L2) = /dx’ff(k;xlx’);ﬂc(k,x’lﬁl,£2)
+ e ®TUH (ks x| x1)p(L1, £2) + e~ BT H (K x| x2)p(L1, La).  (4.135)

Performing [ dyeqq over this expression, we see from (4.118) that this integral vanishes in the
limit £ — 0, so that the sum rule (4.108) for n = 2 is established. The charge sum rules for
n > 3 can in principle be proved by the same method, but the formulae become rapidly very
lengthy.

Dipolar sum rule

In this section, we argue that the dipolar sum rule does not hold in general in quantum
plasmas, because of the quantum fluctuations of the charges. The breakdown of this sum rule
can already be suspected from the screening formula (4.118). The expression (4.118) has indeed
a non vanishing term of order k and this term is related to the dipole moment of the screening
cloud induced around a fixed loop x.

We consider a weakly degenerate multicomponent plasma and work in the Maxwell-Boltzmann
approximation. All exchange contributions are neglected, and hence only loops with ¢ = 1 re-
main (all g-sums are restricted from now on to the terms ¢ = 1). Using the formula (4.181) for
Pr. ep (1, 71|02, 72, 3, 73), the total dipole moment reads

/dﬁl €a1T1 /D(XQ)/D(X:})IOT, C_p_(’l"l,X1|£2,£3). (4.136)

This dipole moment is most easily calculated from the term linear in k in the Fourier transform

/d)ﬁeal /D(Xg)/D(Xg)ﬁT, oo (kX1 Lo L) (4.137)

and we recall that the truncated loop correlation obey the dressing relation (4.135). At low den-
sity (I' = Be?/a < 1, a: mean inter-particle distance), the first term of (4.135) can be neglected
because it is smaller than the others by a factor I'/2. After calculating il dxlﬁ(k, X1lxi), @ = 2,3
with the help of (4.118), (4.137) becomes

k2 1 kX (s o )
/D(XQ)/D(Xg)Z WA dS [eaze ik AzXz( ) _1_6&36 ik )\SXB( )]
TS (Lo, L3).  (4.138)

In the limit £ — 0, this expression vanishes and we recover the charge sum rule (4.108) for
two fixed particles. Extracting the terms linear in k, the dipole moment is found to be, at low
density,

1
/ D(X>) / D(X3) /0 A5 1(5) ey s X2(5) + Ay oy X3(5)]0(L2s L), (4.139)

where h(s) >~ 6(s) — 1 was defined in (4.69). Using p(La, L£3) = p(L3, L2), the invariance of this
correlation function under space inversion [p(7; ag, X o; a3, X3) = p(—r; a2, — X 9; a3, —X 3)] and
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the rotational invariance of the measure D(X), (4.139) can be rewritten as

[ o) [ o) [ s xits)

[ea2)\a2p(r2 — 713500, X9, a3, X3) + eqgAasp(T2 — T3; a3, —XQ;aQ,Xg)]. (4.140)

If oy = a3, the expression in brackets is even in X5 and thus [D(X9) vanishes by parity. In
the general case ag # ag, this symmetry no longer holds and the dipolar sum rule is expected
to break down.

4.6.2 A simple approximation for the particle correlations

At low densities, the diagrammatic series provide simple approximations for the particle
correlations by retaining only the first graphs. A possible one, that preserves the charge sum
rules, is, for the loop correlations,

pr(L1ls) = OO + (4.141)

From (4.178), the corresponding particle correlations py (a1, r1|ag, 72) are obtained by inserting
(4.141) into

prlrrifazrs) = 3 aa: [ D) [ DOCor(L1]L2)+

q1,92
q2
day Z q2 Z/ (X2)d —r1)p(Ls). (4.142)
q2

In (4.141), we notice that the first term is nothing but the loop correlations in the mean-field
(Debye-like) approximation. By virtue of (4.118), we see that the charge sum rule is already
satisfied within this approximation. The next term in (4.141) also obeys to this sum rule because
the bond Fy is dressed with H: the charge sum rule is there enforced as a consequence of (4.118)
that accounts for the basic screening mechanisms in the system of loops.

The degeneracy effects are expected to be weak at low densities. Thus, it is legitimate to keep
only the contributions of loops with ¢ = 1 in the above approximation. It is clear that the second
term of (4.142), which is due to exchange effects, no longer contributes to pMB(ay,r1|ag, 7).
Inserting the decomposition (4.124) into (4.141), we find

pr® (ar, rifag, ) :/D(Xl)/D(XQ) { O+

(a)
+++Q\/\n‘f\(}\‘ } (4.143)
(b) (c)

In (4.143), all densities p(L;) have been replaced by z(L;) = (204 + 1)za/(27r)\§)3/2. The bond
in the graph (a) is the Mayer bond exp(—£¢™?) — 1, where the Maxwell-Boltzmann version ¢™5
of ¢ is given by (4.97) with x2(k,n) taking the value

20’ +1 z 1,242 ;
2 « o —5k*A5s(1—s) 432
4m E A2 NZSVICtEE /0 dse 2% Maslims)hamns, (4.144)
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The bonds F¢ and Fg in the graphs (b), (c) and (d) are of course also evaluated with the effective
potential $MB. We stress that (4.143) still satisfies the charge sum rule, since both the dressed
structure of (4.141) and the property (4.118) are conserved within the Maxwell-Boltzmann
description.

The properties of M8, identical to those of ¢, enforce the approximation (4.143) to reproduce
the exact behaviours at short and large distances. When |r; — 7| — 0, $MB behaves as V', and
the first term in (4.143) is, at lowest order,

(200, + 1)2a, (204, + 1)2q,

(11, o) e PHoaraz _ g=Flay o=Flay |y ) (4.145)
(2mA2,)3/2  (2wA2,)3/?

where H, = p?/2m,, is the Hamiltonian of a free particle and Hg, a, is the Hamiltonian of two
quantum particles interacting via the Coulomb potential. The next terms in (4.143) provide small
contributions compared to (4.145), which is indeed the expected form of the pair correlations
at low densities. It is obvious that (4.145) incorporates non-perturbative effects with respect
to interactions and quantum mechanics. In particular, if @; = e and ay = p, (4.145) involves
contributions of the hydrogen atom that results from the quantum mechanical binding of one
electron and one proton.
At intermediate distances r ~ k5, $MB(r, x1, x2) ~ exp[—kpr]/r, and (4.143) becomes

efﬁ|r177’2|

pr(a1, 1]z, ra) =~ —ﬁemeazm’

7y — ro| ~ K5, (4.146)
that entirely arises from the graph (a) of (4.143) with linearized bond —pB12¢™MB (L1, L2). We
recover the familiar classical Debye-Hiuckel formula which is indeed valid for distances r ~ kg

since the size A, of quantum fluctuations of the particles is much smaller than g .

At very large distances, |r; — 72| — 00, ¢™B behaves as a dipolar potential

1 1 1
- /0 dr, /0 Ay (6(ra — 1) — D(MaXa(ra) - V) (WX (1) - V) (4.147)

rl

The linear contribution of $MB to (4.143) vanishes after the functional integrations for parity
reasons. The square of (4.147) provides in all the terms (a)-(d) of (4.143) 1/r® contributions,
the sum of which does coincide with the low-density algebraic 1/r®-tail of the correlations [23].

Notice that the simplest mean-field approximation, described by the first term in (4.141),
neither captures the local structure nor the large-distance behaviour. Indeed, non perturbative
effects (such as binding) are crucial at short-distances. Moreover, because of rotational symmetry,
the contributions of this first term, linear in ¢, are short-ranged while the 1/r%-tails arise from
the fluctuations of ¢, that is ¢?. According to the above considerations, (4.143) should be a quite
accurate approximation at low densities. Numerical calculations, and comparisons to quantum
Monte Carlo results, are postponed to a next paper.

4.A  Proof of the inequality (4.55)

The function u,(k,n) defined in (4.53) can be expressed as (\2/27)%/? times the integral

1
vg(k,n) =q3/2/dpe_ﬂqEP/ ds e~ Bas(Eprr—Fp)gi2mnas (4.148)
0
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where E, = h?p?/2m,. The “time” integration over s can be carried out explicitly. The result
is, using the fact that ¢ and n # 0 are integers and keeping only the real value since uy(k,n) > 0
(see (4.53)),

_ 3/2 Ep _ —BqEptk Be(Ep+r — Ep)
vg(k,n) =q /dp( Pabe _ o= Fa )(2mq) +ﬁ§ (& p+Z—E)2' (4.149)

Introducing the change of variable p — p — k/2, the integrand becomes

Bq(Ep+Eg)») Smh(qu lp - k|) gh?

k,n) =4 d -k 4.150
o) =47 [ ap By o Bl (4.150)

where the absolute values were freely introduced since z sinh(z) is an even function of x. Notice
that the integrand in (4.150) is non-negative function. To compare vy(k,n) with v (k,n), we
rewrite (4.150) as

qk,n) =4 - k| x

p

iy <2+k2>smh(q “lp- k)

x |e (4.151)
s1nh( |p k|)
Using p® + k?/4 > |p - k|, the expression in brackets is majorized by
. 52
_ o—(g-1) 8in0(g2) 4.152
rlz) = e sinh(z) ’ e 2myg, (4.152)

An analysis of the function r¢(z) shows that there exists a constant C' > 0 such that r4(z) < Cq
uniformly in z > 0 and ¢ > 1. Inserting this majoration in (4.151) gives

vg(k,n) < Cq v, (k,n), (4.153)
which is equivalent to the assertion (4.55).
4.B Proof of the bound (4.87)
The inverse Fourier transform of (4.43) is
W
dsa/o dspy G(r + A X o (5a) — XX b(5b), Sa — Sp) (4.154)

¢Ch(r7 Xas Xb) =

where

/Qa
—4 ,
G(r,s) = / dk e”“’ T ) aiens (4.155)

k2[k2 +/<;2 T )]

(2)
1 2 sm 9

_1(_= s 4.1
’/‘( 7r/0 Zk2+/ﬁ2kne ) (4.156)
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Proving (4.87) amounts to show that the expression in braces is bounded uniformly in |r| and
s at low density. We split the k integral according to G(r,s) = —2/(nr)[Gsr (7, s) + GLr(r, s)]
where

Gsr(r, s) = /0 ™k SinékT)H(k,s), GLr(r,s) = / s S g (4.157)
and
H(k,s) =) Me%m. (4.158)

k? + k?(k,n)

n
From (4.57) and the positivity x?(k,n) > 0, |H(k,s)| is bounded at low density by x3[1 +
O(z)]/k%. Hence, using |sin(kr)| < 1, we obtain the uniform bound |GLr(r,s)| < [1 + O(2)]/2.
Regarding Gsgr(r, s), more care has to be exercised because we have to take profit of the oscil-
lations of the function sin(kr). Notice that, from (4.51) and (4.60),

k2 (k,n)
H(k,s)| <1 =14+ O(KEN? E< L. 4.159
|H(k,s)| < +1§)k2+,{2(k7n) + O(kpA%), < ( )

The function H (k, s) is therefore bounded uniformly in s and & in the short range region k& <
kp < AL Introducing Hr(k,s) = H(k,s) — H(0,s), the short range part Gsg(r, s) is given by

KD : KD :
Gsr(r,s) = H(0,s) / dk Smg”) n / dk Smgfr)HT(k,s). (4.160)
0 0

Since H (0, s) is bounded uniformly in s and the integral [ dk sin(kr)/k = Si(kpr) is bounded
uniformly in 7, it remains only to consider the second term of (4.160). Using |sin(kr)| < 1, the
latter term is smaller or equal to

1
/ dp |HT(K/Dp7S)|. (4.161)
0 p
An analysis of the function
k2 k2 (k,n) v ~
Hy(k,s) = ———5—— : - s 4.162
vk, 5) k? + Kk2(k,0) +Z<k2+ﬁ2(kz,n) 1+7n>e ’ ( )

n#0
where we used (4.61), shows that the integral (4.161) is finite. Indeed, using the positivity v, > 0,
which follows from (4.51), |Hr(k, s)| can be bounded by

k? 1
|He(k,s)| < 200 TR Y |62k, ) — k. (4.163)
’ n#£0

The term k?/k?(k,0) gives a finite contribution to the integral (4.161). According to (4.60)
and (4.63), we have

k2
|52 (k,n) — k% = O (—2> . (4.164)
n
This bound can be combined with the estimate of the remainder in (4.61) to yield
KA\ :
|62(k,n) — yk? = O (<ﬁ> (k4A2)°”> ., n#£0, (4.165)
where a; + ag = 1. Choosing a; = 3/4, we see that the contribution of the second term

in (4.163) to (4.161) is finite, since both the summation over n and the p integral converge. The
proof of (4.87) is hence completed.
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4.C Local integrability of V}

elec

In this appendix, we prove that any power of the electrostatic potential (4.19) is locally
integrable:

/D(Xa)/D(Xb)(/Oqa dr, /qu dnr HaXa(Tal) - AbXb(n,)|>n <c (4.166)

uniformly in » and n =1,2,....
The integral (4.166) can be evaluated using the covariance (4.14). We find

qa qb . n
/D(Xa)/D(Xb) (ﬁ/{) dra/0 dTb/dkeZk'[r+)‘“Xa(Ta))‘bXb(Tb)}i_;T>

n

. emtkiTy e —ida 2, ke Xa(Tm)
_/(HdeWW)/O dTl...dTn/D(Xa)e m

=1

b . ’
/ drj...dr! / D(X)es 2m k- Xo(mm)  (4.168)
0

n

—ik;r Ga .
N O Ty —

1=1
< / P dr] L drte $N i ks covt 7T§)> (4.169)
0

Using exp[—%)\g Z?’j:l k; - kjcov(r;,7;)] <1, we obtain the upper bound

(27)3

< q,’]/D(Xa) (/Oq ds my (4.170)

The finiteness of (4.166) follows hence from that of (4.105).

n
ir 1 a S ke cou(r o
(4.166) gq,’}/(Hdkiﬁ—>/ dry .. e 528 S0 kik; cov(mim)
i=1 : 0

4.D Particle and loop correlations

In this appendix, we establish the relations between the loop correlations p(Lq,...,L,)
and the particle correlations p(ai,r1,...,q,,7,) using a systematic procedure based on the
invariance (4.38) of the measure D(X). Since loops themselves involve several particles, we have
to distinguish between particles belonging to the same loop and to different loops. We illustrate
the method in the simple cases of the particle density p(«, r) and of the two-particle correlations
plai,r1,ag,72), and state the result for the three-point function.

For a configuration of particles distributed in a set of loops {£;}, we can write the particle
density observable p(a,r) as a summation on the loop index i

qi
plar) = baa > o™ 1) (4.171)
[ k=1
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where, according to (4.11), rz(k) =R; + \o;Xi(k —1), k =1,...,¢, are the positions of the
particles belonging to the loop i. Taking the average of p(a,r) on the ensemble of loops gives
the particle density at r:

plo,r) = Z/D(X) > plasgr — XX (k—1), X). (4.172)
q k=1

The main point relies in the simplification of formulae like (4.172). In the present case, we need
only to recall the invariance property (4.94) of p(L). For the integer value v = k — 1, (4.94)
state that the loop density is invariant under a reassignment of the origin of the loop £ on
its &' particle:

p(L) = p(LF) = pla,q,r®) X (-+k—1) = X(k—1)), k=1,...,q. (4.173)

Inserting (4.173) in (4.172) and using (4.38), we recover the result

pla,r) = Zq/D(X)p(a,q,r,X). (4.174)

The two-point function p(ay, 1, a9, r2) is given in the ensemble of loops by the average

q; 4
k k'
,0(0[1,7'1,0(2,7‘2 <Z(5a“a1 a]7a2225 _rl ( 5 )_,,,2)
i#£] k=1k'=1
k k'
0o 02 Zéwl kgjl s(r® — s - r2)>1oops (4.175)
otk

The first contribution in (4.175) refers to particles in different loops and the second contribution
to particles within the same loop. In terms of the loop correlations, (4.175) becomes,

q1 Qg2

ploag,ry,ae,m2) = Z /D(Xl)D(Xg) Z Z

q1,92 k=1k'=1
plai, qi,m1 — >\1X1(k —1), X1;00,q2,72 — Mo Xo(K' — 1), X2)+

0417042 Z/ X2 Z 5 7'1 >\2X2(k— 1) — T2 +>\2X2(k‘ — 1))
kk'=1
k;ék’

plag, qo, 7o — Ao Xo(k — 1), X5). (4.176)

To simplify this formula, one uses the fact that the n-point correlations p(L1,...,L,) are inva-
riant under changing the origin of any loop £; on another particle within the same loop:

p(Lry . Liyeo L) = p(La,. . LEN L)), k=1, q. (4.177)

This invariance follows from the special forms of (4.21), (4.22) and (4.17) which are insensitive
to the choice of the origin. Inserting (4.177) in (4.176) and using the invariance (4.38) of the
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measure D(X), we find

plor,mr09,m) = 3 a1 / D(X1)D(X2)p(L1, L2)+
q1,92

5a1,a2ZqQZ/D(X2)5(rg’“) —r)p(Ly), (4.178)
k=2

q2

where the loops £1 and L9 are located at 1 and ro For the three-particle correlations, we find
similarly

,0(0[1,7‘1,0(2,7’2,0(3,7’3) = Z QIQ2(]3/D(XI)D(X2)D(X3)P([’1VC27£3)
41,492,493

+ (50417043 ZqZ Zq;), Z/D(XZ)D(Xg)(S(Tgk) _ rl)p(ﬁg, Eg)
k=2

q2 q3

+ (50417042 qu ZQQ Z/D(XZ)D(X:),)(S(T%IC) _ rl)p(ﬁg, Eg)
k=2

q3 q2

+ (50427043 qu ZQQ Z/D(Xl)D(Xz)(S(rgk) _ rg)p(ﬁl, Ez)
k=2

q1 q2

q1
+ Oar.0n0asias D01 D /D(Xl)a(rg’” —ry)8(rlF) —r)p(L1) (4.179)
il k.k'>2
k£k'

All terms except the first one come from exchange: the last term corresponds to all particles in
the same loop whereas in the three others only two particles are in the same loop. The above
formulae are also valid in a non translationaly invariant system.

The charge sum rules (4.108) involve the excess particle densities (4.109) that include coin-
cident points. These densities are easily obtained from the above results. For n = 1, the excess
particle density reads

pr.eolarmlazrs) = 3 aas [ DD X)pr(£lE2)

q1,92

+5al,a2zq22 / D(X5)5(r) — r1)p(L2). (4.180)
k=1

q2

Notice that the truncation in p(L1|L2) = p(L1,L2) — p(L1)p(L2) originates from the second
term in the rhs of (4.109) when (4.174) is used, and that the contribution of coincident points
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gives the term k = 1 of the sum in (4.180). For n = 2, we find similarly

pr.cp (1, P1l0n, 7o, 03,78) = Y Q1Q2Q3/D(Xl)D(X2)D(X3)pT(L'1|»C2,/33)

41,492,943

q3
tlaran Y 4203 Y / D(X)D(X3)(r§" — r1)p(Ls, L)
k=1

q2,43

q2
0 30 Y [ DIXDXS(rS) = ri)plLa,£2)
k=1

q2,43

q2
+ 0 3wy [ DEXODXI — ra)pr(Llca)
k=2

q1,492

q1
+ 0ay0000z00 D01 D / D(X1)5(r —ro)s(r*) —ra)p(L1). (4.181)

q1 k,k’:l
kAk

The truncations in py(L1|Le, L3) = p(L1, Lo, L3) — p(L1)p(L2, L3) and in pp(L1|L2) come, as
before, from the second term of (4.109) after substitution of (4.178). The contribution of coin-
cident points gives the terms & = 1 in the second and third line of (4.181) and, after a minor
rewriting of the exchange contribution in (4.178), the terms k = 1,k' > 2 and ¥’ = 1,k > 2 in

the last line of (4.181).
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Chapitre 5

Ecran diélectrique dans le plasma
d’électrons et de protons

Remarque: Le contenu de ce chapitre est en majeure partie dans I’article
“The hydrogen plasma in the atomic limit: from perfect to dielectric screening”,
reproduit ci-apres.

Apercu du contenu de Particle

Nous étudions dans cet article la susceptibilité électrique x(k) (2.60) du plasma d’électrons
et de protons, lorsque ce systéme est au voisinage de la limite atomique de Fefferman (limite
B — oo avec p fixé légerement au dessus de ’énergie de liaison E, d’un atome d’hydrogene, voir
section 2.4). Nous utilisons pour cela la représentation de cette fonction en terme des graphes de
Mayer quantiques introduits au chapitre 4. Nous avons vu que les effets d’écran ioniques dus aux
charges libres (non liées) sont bien pris en compte dans ce développement diagrammatique par
le potentiel effectif (4.1) introduit par la resommation des divergences coulombiennes. L’objectif
de cet article est de montrer qu’en évaluant les graphes dans la limite atomique, nous obtenons
une description ab initio du phénomene d’écran diélectrique du a la polarisabilité des atomes
d’hydrogéne. Dans cette approche, tous les effets induits par les interactions de Coulomb sont
traités au méme niveau. En particulier, la formation d’états liés et les interactions effectives entre
charges libres, atomes et molécules ne sont pas postulées, mais déduite & partir de ’'Hamiltonien
du plasma quantique.

L’article commence par une introduction pour situer précisément le probleéme considéré (sec-
tion 5.1) et la limite atomique est ensuite rappelée dans la section 5.2." Nous déterminons dans
la section 5.3, sur la base d’une description élémentaire des phénomenes d’écran, les valeurs
de |k| pour lesquelles la fonction de réponse x(k) décrit 'écran diélectrique di & la polarisabilité
des atomes d’hydrogeéne. Nous trouvons que ceci doit avoir lieu dans la fenétre A, k< P
Le vecteur d’onde doit en effet étre d’une part suffisamment grand pour que ’écran di aux
charges libres soit négligeable (A est la longueur de “cross-over” entre ’écran ionique et I’écran
diélectrique définie par la condition (5.73)) et d’autre part suffisamment petit pour que le champ
électrique soit per¢u comme uniforme par les atomes (A, est la longueur d’onde thermique de
de Broglie d’un atome). Le point central de I'article consiste en fait & établir le résultat suivant

!Le lecteur connaissant le théoréme de la limite atomique peut sans autre se dispenser de lire cette section
jusqu’a l’équation (5.46).

71
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qui caractérise un régime d’écran diélectrique dans le plasma e-p: Soit pu €|E,, E, + A] dans
lintervalle ot la phase atomique se forme et soit kg une séquence de vecteurs d’onde tendant
vers 0 lorsque B — 00, avec khy — 0 et kA1 — o0o. Alors

Sk
im X(Fs)
oo pid

= —4rna (5.1)

ot p;d est la densité d’un gaz parfait d’atomes d’hydrogéne (2.33) et o = %a% est la polarisabilité
d’un atome dans son état fondamental. Ce résultat sera établi & partir d’une analyse terme a
terme de la série diagrammatique de Mayer représentant x(k), sans controle de la convergence
de la série.?

Les graphes prototypes du développement de ¥ (k) fournissant la valeur —4mpider dans (5.1)
sont faciles & identifier. Ils sont formés de deux points représentant un électron et un proton reliés
par un lien Fr = e™#? — 1 + B¢ (voir 'équation (5.168) et la note 8 associée). Apres intégration
sur la forme des boucles, le terme exponentiel dans le lien FRr conduit en effet dans la limite
atomique & un facteur de Gibbs e %2 on E, est I’énergie de liaison de I’atome d’hydrogene. Ce
facteur, associé a ceux provenant de I'activité du proton et de I’électron, vient former la densité
atomique pld oc e A(Fa=21) [cf. (2.33)]. Le calcul rigoureux de la valeur de ces graphes en limite
atomique n’est pas trivial (section 5.6). Il nécessite un controle précis du role joué par plusieurs
effets:

o FEffets d’écran ioniques  La liaison Fgr incorpore des effets d’écran ioniques qui assurent
que cette liaison est intégrable (& densité finie). Dans la limite (5.1), la densité tend vers
zéro, et le potentiel effectif ¢(Lq, Ly) tend vers le potentiel de Coulomb V (L4, Lp) qui
n’est pas intégrable. On ne peut donc pas remplacer trivialement ¢ par V pour évaluer
les graphes dans la limite (5.1). Les effets d’écran assurent néanmoins que la valeur des
graphes reste finie lorsque la densité tend vers zéro. Nous montrons ce point en détails
dans la section 5.A.1, en utilisant les bornes (4.86) et (4.87) pour |¢ — V| établies dans
Iarticle précédent.

o Etats liés et ionisés de l’atome Lorsque la densité tend vers zéro, il apparait dans ces
graphes des contributions associées a tous les états du spectre discret et continu d’un
atome d’hydrogene dans le vide. Nous montrons que les contributions associées a ’état
fondamental donnent la valeur —4ma dans la limite (5.1), tandis que celles associées aux
états excités et ionisés de 'atome ne donnent aucune contribution lorsque 8 — oo. Ce
point est démontré en étudiant les traces d’opérateurs que l'on obtient en appliquant a
rebours la formule de Feynman-Kac.?

e Neutralité de l’atorme  La neutralité de I’atome d’hydrogene intervient finalement pour
assurer que le préfacteur en 1/k? dans (3.38) ne crée pas de divergence dans la limite (5.1),
bien que k£ — 0.

Pour établir complétement le résultat (5.1), il devons montrer que la contribution des autres
graphes tend vers zéro lorsque § — oo si p est dans 'intervalle |E,, E, + A]. Le développement
de Y (k) en graphes prototypes est toutefois mal adapté pour traiter ce probléme, car un graphe

2Si nous ne démontrons pas une borne supérieure rigoureuse en O(e~°?) pour les déviations par rapport & un
gaz parfait d’atomes d’hydrogéne, comme dans le théoréme de la limite atomique (2.76), notre approche basée
sur un développement diagrammatique nous fournit en revanche des formules explicites pour les termes contenus
dans ce O(e°?).

3La représentation des graphes en intégrale fonctionnelle est en effet mal adaptée pour étudier leur comporte-
ment dans la limite § — oo lorsque des états liés se forment, car les énergies de liaison n’y apparaissent pas de
maniere simple.
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donné ne fait pas intervenir en général des facteurs de Gibbs associé a des groupes de N, protons
et N, électrons avec toutes les interactions mutuelles (voir section 5.5). Les graphes prototypes
issus du formalisme des boucles ne sont donc pas en correspondance directe avec les densités
atomique ou moléculaires idéales pi]%p N, X e PENpNe —#(Np+Ne)) (2.78) qui interviennent dans la
limite atomique. Une réorganisation systématique de la série diagrammatique, due a A. Alas-
tuey, permet de s’affranchir de ce probleme et d’introduire des graphes dans lesquels les points
représentent des “clusters” de N, protons et N, électrons avec toutes les interactions mutuelles
et la statistique quantique appropriée. Apres intégration sur les boucles, activité de ces clus-
ters est proportionnelle dans la limite atomique au facteur de Gibbs e~ BENpNe=1(NpHNe)) (g
graphes permettent ainsi de controler les contributions associées a la présence d’états liés autre
que l'atome d’hydrogene (H™, H, H; , ...). Les regles diagrammatiques définissant les graphes
en “clusters de particules” sont introduites dans la section 5.5. Ce nouveau développement dia-
grammatique correspond en fait ¢ une généralisation naturelle pour un systéme avec des forces
a longue portée du développement en clusters habituel de la mécanique statistique quantique.
Ce point est mis en évidence apres Uarticle, a la page 125, en considérant le cas d’'un systeme
avec une seule espece de particules et des forces & courte portée (la contribution d'un clus-
ter & N particules s’identifie alors avec le terme d’ordre zV dans le développement en clusters
habituel).

Dans la derniére section de larticle, nous considérons la région ou x(k) interpole entre
I’écran ionique et ’écran diélectrique. Nous proposons une approximation pour la fonction de
réponse en retenant les “premiers” graphes du développement en clusters de x(k) et comparons
cette approximation avec celle obtenue par Ropke et Der [72] dans le cadre de la théorie de
perturbation du probleme & n-corps. Les graphes retenus dans notre approximation doivent
naturellement étre compatibles avec la regle d’écran parfait

lim x(k) = —1. (5.2)

k—0
Pour satisfaire cette contrainte, il suffit de considérer les différentes possibilités “d’habillage”
des points racines par des liens —(0¢, comme nous l'avons vu lors de la démonstration des
régles de somme pour les fonctions de corrélation (§4.6.1). Nous donnons ci-dessous une preuve
de la régle d’écran parfait (5.2) en procédant & ces habillages dans les graphes prototypes du
développement de Mayer en activités de la fonction de réponse.* Les habillages des graphes en
clusters de particules que nous utiliserons dans la section 5.7 seront tout & fait similaires.

Preuve de la regle d’écran parfait

Dans le systeme de boucles, la susceptibilité y(k) est donnée, conformément & (3.38), par
I’expression

- 4r 1 —ik-R. ik- -
X(k) = —k—f/dRa/dxa/dxl,eaaeabqa/ drye” k- Ragik Ay, X b)pT(Ea,ﬁb), (5.3)
0

ou nous utilisons la notation (3.35) et

pr(La, L) = p(La)0(La, Ly) + p*) (La, Ls). (5.4)

“Cette preuve est une version simplifiée de la démonstration donnée par Cornu [23], qui est formulée dans le
langage des graphes prototypes “en multipoles”.
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est la fonction de corrélation de boucles tronquée avec points coincidents. D’apres les regles
énoncées au §4.5.2, le développement diagrammatique de pr(Lq, L) contient entre autres les
deux graphes

z z

00(La,Ls) et OO = 2(La)z(Ly)(—Pea, €a,P(Las Ls)) (5.5)

(le premier graphe provient du développement de p(£) et le second de celui de p(>T) (L, Ly)).
Par souci de précision, nous avons explicitement indiqué dans (5.5) que le poids statistiques des
points est P'activité z(L) = z(x), la dénomination a et b des deux boucles racines £, et L; ayant
en revanche été omise. En terme du lien

H(Lq|Ly) = 6(La, Lo) + 2(La) Fe(La, L) (5.6)

[voir (4.115)], la somme des deux graphes (5.5) vaut z(L,)H (Ly|L,). Calculons leur contribution
a la fonction de réponse x(k). Pour cela, nous devons évaluer

qv
/ dxs / dry ay X0 (ke x4 xa) (5.7)

olt H(k; xa|Xs) est la transformée de Fourier du lien H(Lq, L) = H(Ry—Ry; Xa|xs). D’aprés (4.119),
nous trouvons

" k- 4 —12mnT
5 = [ R0 1 $ e S 3

ap=1¢gy=1

b . .
y / D(X)¢2, 2(Ly) / dsy / dT,,ezm[Xb<n>—Xb<8b>1ez2mb). (5.8)
0 0

La formule (4.34) montre que seul le terme n = 0 est non nul:

qa . 47(—/6 9b X
_ kAo X (7 2 kA, X
(5.7) —eaa/o dr e ( )<1 — m/dxeabz(m)/o dspe™ b(sb)>, (5.9)

et nous avons donc, en utilisant (4.4):

qb qa . kz
ik-Ap X k-XaXa
/de/ ds eq, e o) H (—k; xb|xa) = eaa/o dse (s) T 200) (5.10)

La contribution a la fonction de réponse (5.3) des deux graphes (5.5) vaut en conséquence

K (k, 0)

=1 o), (5.11)

Pour écrire ce développement aux petits k, nous avons supposé la densité suffisamment faible
de sorte que x%(k,0) soit positif (voir (4.50)). Les deuz graphes (5.5) saturent donc a euz seuls
la régle d’écran (5.2).

11 reste & démontrer que ’ensemble des autres graphes du développement de pr(Lq, L) ne
contribue pas a la fonction de réponse dans la limite £k — 0. Décomposons pour cela la densité
de boucles p(L) selon

p(L) = z(L) + Ap(L). (5.12)
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Introduisons de plus la terminologie suivante: un point racine £ dans les graphes prototypes de
la fonction de corrélation p(*™)(L,, L) est appelé un point racine coulombien s’il est nu [a un
poids statistique z(L)] et s’il est relié au reste du graphe par un unique lien F. Cette définition
permet de décomposer la fonction p(3%)(L,, L) de la maniére suivante:

P (Lay £4) = PR (Las £6) + P (Lay L) + P (Lay L) + P55 (Las L) (5.13)

ou pi"(Lq, Lp) est la somme des graphes prototypes ou L, et L, ne sont pas des points racines
coulombiens, pi¢(L,, Lp) la somme des graphes ou £, n’est pas coulombien et £, est coulombien,
etc. Ces définitions, et les regles topologiques pour les graphes prototypes, impliquent que pi¢, p$*

et p5 s’obtiennent a partir de pi*(L,, Lp) et de Ap(L) de la maniere suivante:

z Ap z
P (Las L) =OnrO + OGP D (5.14)

A

p%%ﬁg,ﬁ@:@ﬁ/\f\é + (515)
z z z Ap z z Z

P55(Lay £3) =00 + ONA@ANO + (5.16)

Dans ces graphes, une ligne ondulée représente le lien F et le poids statistique des points y est
spécifié. Notons que les points reliés par un lien p7" ont un poids statistique unité, car leur poids
est incorporé dans la définition du lien p4". Les équations précédentes nous permettent d’écrire
la fonction py (L4, L) comme la somme

+ O @O

z Ap
pr(La,Ls) = OB8(LarLs) + O8(Las 1) +
z z z Ap
+ OO + OO
Ap Z z
+ OO
z Ap z z

+ o+ o+

:

(5.17)

Noter l'apparition dans cette formule des deux graphes (5.5). Avec la représentation graphique
(4.116) du lien H, cette équation peut étre écrite sous la forme compacte

z Ap
Lo, Ly) = + w0
pr(La; Lp) = OO + (o) (5.18)

En transformée de Fourier, les intégrales de convolution sur les positions des points noirs de-
viennent de simples produits algébriques, si bien que

ﬁT(ka Xas Xb) = Z(‘Ca)ﬁ(_ka Xb|Xa)+

+/dX1/dX2 H (ks Xalx1)Pm . (Fy X1, x2) H (=K xp)x2),  (5.19)

Prp.c.(By x15x2) = Ap(x1)d(x1, x2) + o1 (K, x1, X2)- (5.20)
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D’apres (4.118) et (5.10), nous trouvons finalement que

~ 2 47r 4z
xik) = k2+5<;2 T / B [ [ drea e X, (k100
q1
k2 +H2 k 0 < Z k2 +H2 k n)/ dT e —ik- )\1X1(7'1) 127rn7'1 Z( —ik- )\1X1(m71)_1))'
m=1
(5.21)

Le premier terme de cette équation correspond a la contribution des deux graphes (5.5) et tend
vers —1 dans la limite & — 0. Comme (4.118) est O(k), (5.10) est O(k?) et 4%, . (K, X1, X2) est
d’ordre 0 en k, le deuxieme terme de (5.21) s’annule dans la limite & — 0. Ceci démontre & basse
densité la regle d’écran parfait (5.2).



The hydrogen plasma in the atomic limit:
from perfect to dielectric screening

V. Ballenegger and Ph. A. Martin

‘ Article en préparation pour la revue Journal of Statistical Physics

5.1 Introduction

Screening in a non-relativistic nucleo-electronic plasma is one of the most important conse-
quence of the long range of the Coulomb force. For quantum mechanical point charges, there is
a number of physical effects that can participate to the screening mechanisms. First, there is a
collective screening phenomenon which leads to the formation of neutralizing polarization clouds
(as in the classical plasma). The clouds are made of unbound (ionized) charges, and are always
present at any non zero temperature. The spatial extension of such clouds is of the order, say,
of the Debye-Hiickel screening length. On the scale of the Bohr radius, chemical binding may
lead to the formation of neutral atoms or molecules. Finally, in a partially recombined plasma,
there exists also a dielectric screening due to the polarization of atomic dipoles and molecules.

In usual theories, these different phenomena lead to different ways of modelling the system,
each of them having its own range of validity. In a conducting phase, the ionic screening due
to the unbound charges may be taken into account by replacing in calculations the bare Cou-
lomb potential by a mean field potential obtained within the Debye-Hiickel or Random Phase
Approximation. If one is interested in a dielectric phase, it is often appropriate to neglect ionic
screening and to separate the problem into two parts. The role of quantum mechanics is limited
to an a priori calculation of the polarizability of a single atom, and then the problem is treated
in the framework of classical statistical mechanics of preformed dipoles, characterized by these
quantum mechanical atomic data. It is nevertheless true that all these effects have a single com-
mon origin, the Coulomb interaction. All of them should stem in a consistent way from the basic
N-body Hamiltonian

N N
|pj €a;€Cq;
H= — 5.22
D By (522

describing the Coulomb interaction of N quantum particles (point nuclei and electrons) of species
a=1,2,... with charges e, and masses 1. Such a fundamental attitude is legitimate not only as
a matter of principle, but also because of the need to a have a coherent scheme for understanding
the interplay and relative importance of these effects.

In this paper, we present a detailed study of the response function x(r) of a quantum plasma
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to a classical localized external charge density cext(r). Its Fourier transform

and(k)
Eext (k)

is defined as the ratio, to linear order, of the induced charge ¢inq (k) in the plasma to the external
charge Cext (k) at wave length k. It is related to the dielectric function e(k) by

x(k) =

(5.23)

X(k)=e¢t(k)—1 (5.24)
so that purely metallic behavior (¢(0) = oco) is characterized by the perfect screening relation

lim Y (k) = —1 (5.25)
k—0

The response function can be expressed in terms of the charge fluctuations in the plasma by® [60]

~ 4w [P
X(k) = ——/ drS(k, ). (5.26)
kI* Jo

In (5.26), S(k, 7) is the imaginary time displaced charge charge correlation function (the charge
structure factor of the quantum plasma at imaginary time 7), and 8 = (kgT) ! is the inverse
temperature. These formulae hold in a fluid phase and it will be assumed throughout this paper
that the system is spatially uniform. The relation (5.25) together with (5.26) is the quantum
analog of the Stillinger-Lovett perfect screening condition for a classical plasma.

In a mean field treatment, the low wave number behavior of x(k) can be represented by the
Debye-Hiickel type formula

—K2

x(k) =~ [l (5.27)

where k~! = X, is the Debye length. In an uniform state of the quantum system, it turns
out that the relation (5.25) is always true at any non-zero temperature. This result can be
obtained from an analysis of the constraints imposed by the hierarchy equations for imaginary
time Green’s functions [62, 7]. It can as well be derived in the formalism of charged loops
(section 4) using various schemes for summing Mayer graphs [25]. Hence, an infinitely extended
quantum plasma is formally always conducting, even in a phase composed mainly of neutral
entities (atoms, molecules). This is due to the tiny amount of free charges that are present by
thermal ionization.

The main question we adress in this paper is: under what conditions does the system of
quantum charges exhibit a dielectric behavior ¢ To keep the discussion reasonnably simple, we
restrict it to the electron-proton (e-p) system with N, protons, N, electrons and Hamiltonian
Hp,n,- If electrons and protons recombine into a dilute gas of hydrogen atoms with density pat,
one expects, at an elementary level, the system to be characterized by a dielectric constant

€~ 1+ 4dmpya (5.28)

where « is the polarizability of the atom. In order to establish such a result starting from the
many-body Hamiltonian Hy n,, it is necessary to give a precise meaning to the recombination
of protons and electrons into hydrogen atoms. This is formulated in the so-called atomic limit

5Voir §2.3.3
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described in section 2. In this limit one lets the temperature and the density tend to zero
in a coupled way. Low temperature favors binding over ionization, whereas low density, by
increasing the available phase space, favors dissociation. The rate at which the density is reduced
as T' — 0 determines an entropy-energy balance that selects the formation of certain chemical
species. If this rate is within a certain range, hydrogen atoms are formed, and it can rigorously
be shown that the equation of state becomes asymptotic to that of an ideal gas of hydrogen
atoms [35, 36, 22]. The same result can be recovered by a diagrammatic analysis of the equation
of state [5].

In order to put the issues in proper perspective, we give in section 3 a naive but mathema-
tically ill defined derivation of (5.28), disregarding all collective screening effects tied with the
long range of the Coulomb potential. This also enables us to specify the range of wave numbers
k for which (5.28) is expected to hold: in view of (5.25) k should not be too small to avoid
the perfect screening regime, but also not too large so that the atom experiences an uniform
perturbation on the scale of the extension of its center of mass wave packet (see (5.76)).

The rest of the paper is devoted to an exact derivation of (5.28) in the atomic limit by
means of the technique of quantum Mayer graphs. The derivation is exact in the sense that it
does not involve any intermediate model or approximation. In particular the many-body problem
is fully taken into account and the existence of preformed atoms is not assumed. However the
derivation remains formal to the extent that results are established for each individual graph,
without control of the convergence of the diagrammatic series.

In section 4 we briefly recall the loop representation of the Coulomb gas. This formalism
arises from the Feynman-Kac path integral representation of the quantum mechanical Gibbs
factor. Charges of the same type and same statistics are grouped according to a permutation
cycle of length g (¢ = 1,2, ...) into a random path (a Brownian path) called a g-loop (for a review
and references, see [17]). In terms of loops, the statistical averages are performed according to
the same rules as in classical statistical mechanics. As a consequence the powerful method of
Mayer graphs is available in the space of loops. Thus an ensemble of point quantum mechanical
charges becomes isomorphic to a classical-like system of fluctuating multipoles. Two points can
then conveniently be made at this stage. First, the divergences due to the long range of the
Coulomb potential can be cured by the introduction, via partial resummations, of an effective
screened potential (which is the quantum analog of the usual Debye potential). The properties
of this potential are studied in details in a companion paper [14]. Morover the formalism offers
the possibility of an easy derivation of the response function since the rules of classical linear
response apply. In particular, in the langage of charged loops, the perfect screening relation
(5.25) takes the same form as the Stillinger-Lovett rule for a classical system of structured ions
(see (5.115)).

On the other hand, the loop formalism is not well suited to the study of the atomic limit.
The reason is that an element of the space of loops cousists into a number of charges of the same
species, therefore not capable to bind. By a diagrammatical reorganization, the loop expansion
can be converted into the screened virial expansion (section 5). The details of this reorganization
are presented in [5]. In the latter expansion, the basic elements are all possible clusters of
positive and negative charges, thus candidates for atomic or molecular recombination. Let us
just mention that for a system of particles interacting via a short range potential, this expansion
exactly coincides with the usual quantum mechanical virial expansion. In the Coulomb case,
the expansion undergoes a number of modifications because of the necessity to deal with the
effective screened potential.

At this point, we have in hand the necessary tools to investigate the response function in
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the atomic limit. In section 6, we select and study the leading graphs yielding the dielectric
response. There are essentially two aspects to be controlled. As the density goes to zero, the
screened potential reduces to the (non integrable) bare Coulomb potential. One must make sure
that this does not create any divergence in the atomic limit. Secondly, one must control that all
effects due to excited states and ionized states of the hydrogen atom become negligible when the
temperature vanishes. We find it worth to give a thorough mathematical analysis of these points.
Technical parts of the proofs are relegated in appendix A. We check then (§5.6.3) that all the
other graphs involving clusters of more than two particles do not contribute in the limit. For this
we rely on the general analysis presented in [5]. Finally, section 7 is devoted to a discussion of
the response function in the wave number region that interpolate between perfect and dielectric
screening.

5.2 The atomic limit

The notion of atom or molecule in the many-body problem can only receive a precise meaning
in an asymptotic sense. The temperature must tend to zero to give a predominant weight to
bound states over ionized states and the density p should be small enough (pfl/ 3> ayg, the Bohr
radius), to have spatially non overlapping atoms. To formulate the atomic limit, we introduce
first the grand canonical densities of three independent species, the electrons (e), the protons
(p) and the hydrogen atoms (a) in their ground state,

3/2
i m; .
i = di (W> exp(—B(E; — 1)), j=e b a (5.20)

where p1; are the respective chemical potentials, m, = me +mp, E, = E, =0, E, < 0 is the
ground state energy of the hydrogen atom, and d; is the spin degeneracy (d, = 4, de = dj, = 2).
Here all the effects of the Coulomb interaction are disregarded except for binding energy |E,| of
the atom.

The law of chemical equilibrium for the dissociation reaction e 4+ p <> a requires

Ha = phe + fip (5.30)
and one also must have charge neutrality

Py = py- (5.31)
Introducing the combinations

= %, v= % (5.32)

it is easily seen that the neutrality condition imposes the choice

3 mp

_ _ 9 _ (-1
v=v(p)= 17 In o op ). (5.33)
Hence (5.29) becomes
3/2
id _ id _ Melllp Bu
Pe = pp =2 (727%7"12 ) e (5.34)

. 4
id __ —,B(Ea—2u)
o= G (5.35)
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with

Aa = hy/ ﬁ, Mg = e + My (5.36)
My

the thermal de Broglie length of the atom. The ideal density of an atom, molecule or ion with
N, protons and N, electrons and ground state energy En, n, is of the form

PNy = (2772, )32 exp[—B(EN,n. — 1(Ne + Np) + O(571))] (5.37)
NpNe

where we used the fact that pieNe + ppNp = p(Ne + Np) +v(Ne — Np) and (5.33) has been taken
into account. Ay, n, is the corresponding thermal length and dy, n, the degeneracy factor.

The situation where the atomic density dominates all other ionic or molecular densities at
low temperature is characterized by

P> o B oo (5.38)

More generally, we require that the probability of occurrence of hydrogen atoms dominates that
of all possible other configurations of protons and electrons. This will happen if there exists a
range I of chemical potential p such that all the inequalities

0< By —2p< ENpNe - M(Ne + Np)v (NeaNp) 7é (070)7 (17 ]-) (539)

can be simultaneously satisfied, where Ey, y, is the infimum of the spectrum of Hy, n,. The
range I (if any) is located above E, since setting (N, Np) = (1,0) (single electron) in (5.39)
gives 1 > E,. Moreover setting (Ne, N,) = (2,2) (hydrogen molecule) implies p < 5(Es» — E,).
Note that E, < $(E2 — E,) since the binding energy |Ezs — 2E,| gained by the formation of a
hydrogen molecule is less than the binding energy of the hydrogen atom himself, a well known
fact. These two cases do not exhaust all the constraints imposed by the inequalities (5.39).
From now on we make the plausible, but yet unproven, hypothesis that there exists an interval
I =|Es, E, + A], A > 0, such that (5.39) holds when p € I.

It is worthwhile to note that the validity of this hypothesis is equivalent to the possibility to
find an optimal constant for the stability of matter estimate that we write here in the form

I'INPNe > _B(Ne +Np - 1)7 (NeaNp) 7é (070)7 (17 1) (5'40)

for some positive constant B. It is conjectured (but not proven) that there exists a stability
constant B strictly less than |E,| for all cases except of course for the hydrogen atom itself. It is
then easily checked that the hypothesis B < |E,|, (Ne, Np) # (0,0), (1,1) in (5.40) is equivalent
to the possibility of finding the non void interval I such that all the inequalities (5.39) are
satisfied, u € I, hence assuring the existence of the atomic phase.

Under this condition, it has been proven that [35, 22]

p(B,p) = pid(1+ 0™ "), nel, B— oo (5.41)

namely that the grand canonical pressure p(3, 1) verifies the equation of state of a perfect gas of
hydrogen atoms of deunsity p;d up to an exponentially small correction in (. This is the situation
we will consider in this paper and is referred to as the atomic limit p € I, § — oo.
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When p < E,, the electronic and protonic densities (5.35) become exponentially larger than
the atomic density and the equation of state of the e-p system become asymptotic to that of a
plasma of free charges

p(B,1) = (P + pp) (L + O(e™7)) (5.42)

At the borderline p = E,, pi¢ and pi¢ are of the same order and one obtains the equilibrium
ionization phases [58] with equation of state

p(B,1) = (P! + p + PN (L + O(e™ 7)) (5.43)
Setting
1= p(B) = Ea+ B Inw +o(57Y), (5.44)

these phases can conveniently be labelled by the parameter w > 0. This parameter is related by

y= [<w>3/2w + 1} - (5.45)

M,

to the usual Saha coefficient v for the degree of ionisation, which is defined as the fraction of
free electrons

pid

_ e

7T g O<sv=sL (5.46)
In general, collective screening effects can be provided not only by free electrons and protons,

but also by all types of more complex ions that have appreciable densities for given values of the

temperature and the chemical potential. In this paper, we study the interplay between dielectric

and ionic screening in the situation when the latter is predominantly due to unbound electrons

and protons. This will certainly be the case if p is chosen sufficiently close to E,, in a possibly

smaller interval Iy =|E,, E, + 6] C Ia so that

0 < E,—2p<—p<En,n, — pu(Np + Ne) w € Iy (5.47)

holds for all (N, Ne) # (0,0),(1,0),(0,1), (1,1). We consider hence an atomic phase under the
conditions that the most probable entities in the system are, after hydrogen atoms, ionized
electrons and protons, namely

pi > Pt = ol >l N (N, Ne) # (0,0),(1,0),(0,1), (1,1). (5.48)

In the quantum Mayer graphs expansion, the collective screening effects are embodied into
the effective screened potential obtained by chain resummations (see section 5.4). Under the
conditions just described, we take as intermediate chain points those corresponding to individual
electrons and protons. Then the resulting screening length ! in (5.27) will only involve the
densities of free charges (5.34). If it turns out, in an other regime, that collective screening effects
would mainly arise from other types of ions, one should envisage another construction of the
effective potential.
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5.3 Elementary description of screening

In this section, we describe, in an elementary (and non-rigorous) manner, the screening of
a classical external charge by an e-p plasma in the atomic limit. This heuristic description is
intended to serve as a gentle introduction to the calculation of the next sections, in which the
respounse function is studied in full generality.

In the atomic limit, the e-p plasma approaches an ideal gas of hydrogen atoms of density p;d.
Under the influence of an external charge, the hydrogen atoms get polarized and screen partially
the external charge. At low temperature and low density, one expects this effect to be described,
at leading order, by the dielectric constant (5.28). According to (5.24) and at linear order in pid,
the system’s response function should therefore approach

X(k) ~ —4mplda (5.49)

in an appropriate range of wave numbers.
In view of (5.26), let us make a straightforward low activity expansion of the imaginary time
displaced charge charge correlation function S(k,s). This correlation is defined by

S(k, s) = (¢(k, s)c(0)) (5.50)

where (...) is the grand canonical average. For a N particle system evolving with the Hamilto-
nian Hy

N
cn(r) = Z €q; 0(r — ;) (5.51)
i=1

is the microscopic charge density operator, and

N
in(k,s) = ety (Z eaie_ik'”)e_SHN (5.52)
i=1

is its Fourier transform at imaginary time s. In general, if Ay are N-particle observables, the
first terms of the low fugacity expansion of the grand-canonical average of A, with

1 > ZN —BH — > ZN —BH
T N=1" N=0 """
are
1
(A) = 2TrA e Pt 4 ;2 [iTr Age P2 _ (TrAje=PM)(Ty e—ﬂHl)] +0(2%) (5.54)

In the e-p system, the one-particle and two-particles Hamiltonians are

p2
Hy, = , a=ep 5.55
2
m
ap2 p3
Ha1a2 = 1 + 2 + ealeazv(rl - 1'2) (556)

2mg,  2my,

It is understood in (5.54) that the traces include a summation on the particle species and are
carried out on properly antisymmetrized electronic and protonic quantum states.
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We apply (5.54) to (5.50) and are interested in extracting from it the contribution propor-
tional to pi¢ (see (5.35)), which comprises the factor exp[—BE,] where E, is the ground state
energy of the hydrogen atom. Such a contribution must come from the second term of (5.54),
the only one involving the two particle Hamiltonian. This contribution is then

1
5 > Zayzay, Y, Tre PHercedy(k, s)cy(0) (5.57)
a1,z 07,03

where we have made the sum over species and spin explicit and the trace is now purely confi-
gurational (z, = exp[fuq] is the fugacity of the particles of species «). Moreover, only the
part of (5.57) pertaining to an electron-proton pair with Hamiltonian He, will involve the factor
exp[—fE,]. So keeping only the terms «; # v in (5.57) gives with (5.51), (5.52) and pre+pp = 2

4e2ﬂue21‘r{e*<ﬁ*s>Hep (e™ih Ty — mikTe)o—sHen (5(p ) — 5(re))}. (5.58)
We now proceed to the evaluation of this trace, going to the center of mass variables. Since

2
Pg Pp

H. —
P 9me 2myp

— e*V(re —1p) (5.59)
separates into a center of mass Hamiltonian Hey = P? /2M and a relative Hamiltonian H =
p?/2m — e?/|r|, its eigenstates are of the form |p,n) = |p) ® |n), with eigenvalue E, + E,, where

Hewm [p) = Ep |P) and H|n) = E, |n) (5.60)

(n is a generic index for the eigenstates (including the ionized states), n = 0 being the ground
state). This allows one to write the e-p contribution to S(k, s) as

4e2ﬂ“ez/dp/dp’ S e B NBrtEnlslEy +Ey] gy | o _ ikere
n,n’>0

p/7 n/>
<p', n" d(rp) — d(re) lp,n)  (5.61)

where r, = R — J¢r and re = R + %r are the quantum operators associated to the position
of the proton and of the electron. The eigenstates of Hoy are of course plane waves (R|p) =
(2m)~3/2 explip - R] with energy Ej, = hi’p?/2M. The matrix elements in (5.61) are therefore
equal to

(p,n|e e —e=hre |pf 0 = 5(p' — p — k) Anw (K) (5.62)

(B =+ I 3(xy) = 620) [P0} = g () (5.63)
where we have defined

Apy (k) = (n] e 557 — e 00 ') (5.64)

From the above matrix elements, the e-p contribution to x (k) becomes

- 4me? A
Rop(h) = e [ dr fy5(0) 3 0 07 e T A (k) (5.65)
0 n,n’>0
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where

. / dp e PU=9)Epe=BsEpix, (5.66)
The Gaussian integral in fy(k) can be calculated with the result

1 1 1,232
_ —BERs(1—s) _ —Lg2x25(1—
0= g S (5.6)

where ), is the thermal wave length of the atom (5.36). In the atomic limit, 3 is very large and the
dominant terms in (5.65) are those with n = 0 or n’ = 0, because they contain the exponentially
growing factor exp[—(BEy|, which is much greater than exp[—SE,] if n > 0 (Ey = E,). Keeping
only these ground state terms and factoring out the atomic density (5.35), we find that the
hydrogen atoms give the dominant contribution

Xep(k) =~ —47rpa ag(k), 8 — oo, (5.68)

to the response function, where

2 B
aﬂ(k):%/ dr o3k B e A BBy En) 4, (k)2 (5.69)

n,n’>0
n-n’:O

The quantity ag(k) can be interpreted as the polarizability of a hydrogen atom at inverse
temperature 3 > (E; — Fy)~! in an external electric field varying on the scale k~!. Let us
discuss briefly the result (5.69) for ag(k), before commenting on the method used to derive it.

When k£ — 0, the external perturbation becomes uniform on larger and larger distances, so
that one expects to recover the polarizability a of a hydrogen atom in an uniform electric field.
For this, it is necessary to have the perturbation uniform on the scale of the dispersion of the
center of mass distribution, namely k < A, !. If it is the case, the factor exp[—%k%ﬁ%(l - 5]
in (5.69) can be approximated by one and the 7-integral in (5.69) is easily evaluated:

2¢? 1 — e~ AlEn—Eo)

as(k) = = Ao (B)% ke < 1. (5.70)

n=0

In obtaining (5.70), we used the symmetry properties of the matrix element: Any (k) = Ann(—k)
and Ay (K)|? = |Anw (=k)|* (this follows from the fact that H commutes with the parity
operation). Moreover, for 3 large, A\, is much greater than the Bohr radius, and hence k <
Ml <ag ! so that one can make the dipole approximation

|Aon(B)2 ~ K2 (0lk-r|n) )%, k< ajl. (5.71)

Notice that (0|r|0) = 0 by parity. For k < A\;! and 8> (Ey — Ey)~!, as(k) reduces therefore
indeed to the ground state polarizability of a hydrogen atom in an uniform electric field [52]:

2
k) ~ o = 2¢” Lkr')‘—g?' k<At <ag! 5.72
agk) ~ =2 B m 2% <N <agt (5.72)
n>1
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(The term n = 0 in (5.70) is of order Be?(kags)*/k? = a3 (kBe?)(kag) and can be neglected when
k < A\, 1)) This will give the anticipated form (5.49) of the response function provided that k is
not in a range where perfect screening (5.25) is prevailing. In view of (5.27), we must require

2

ﬁ < 471',0iad01, (573)

or, equivalently,

56 P -2
2> o = A2 (5.74)

n (5.73),

= /87 Be2pid (5.75)

is the usual inverse Debye length for an e-p plasma and Eq. (5.74) defines a length \; which is
the border-line scale below which ionic screening starts taking place.

Summarizing the discussion, we expect that in the vicinity of the atomic limit, the response
function of the e-p system should be essentially constant and equal to the value (5.49) in the
range

ATkt (5.76)

This region corresponds to the dielectric behavior of the e-p system in its atomic phase. As k is
further decreased, ionic screening will predominate, and x(k) interpolates between the values
—4mpia and —1. Notice finally that x(k) — 0 as k — oo since atoms cannot be polarized under
the effect of an electric field with infinitely fast spatial oscillations.

The cross-over length A; between dielectric and ionic screening was derived in an infinitely
extended state of the e-p system. The same length can also be obtained by considering the scree-
ning of a point external charge ey immersed in a spherical sample of radius L. We assume L much
smaller than the Debye screening length (L < £7!). The charge density of free charges induced
around eq is given in the Debye-Hiickel approximation byS cpee(r) = —egr? exp(—rr)/(4mr).
The screening provided by the free charges is hence

kL 1
/ d7r Ceree (1) = —eo/ duue™ ~ —¢p= (HL) (5.77)
|r|<L 0

Comparing with the induced charge due to polarisation —477/)?0460, the sample is indeed expec-
ted to display a dielectric behavior if L? < 8mplda/k? = A2, in agreement with the cross-over
distance defined in (5.74).

The present elementary description of screening shows that the dielectric regime of the
response function is formally characterized by

v (k
511 x(d)
ﬁ
k—>%o Pa

5Voir (2.14)

— —Ara, kXa — 0, kA1 — o0, p € 1. (5.78)
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This should be contrasted with a strict zero temperature limit at fixed k. If one takes the limit
B — oo of ag(k) at fixed k (let s = 7/8 in (5.69) and note that $k*A2 = BE%), a Dirac delta
function appears:

lim Be AlEn—Eots(By ~En=E)=Ews’] — 95(B. — By + s(Ey — Ey — Eg) — Egs?)
B—00
2(5,1 0 2(Sn’ 0
i(s) + ’ d(s—1), n-n"=0. (5.79
7y sy RS ey UG (5.79)

Using fol dsd(s) = 1/2 and the symmetry properties of the matrix element |Ag,(k)|, we find

2¢? | Aon(k)|*
| k)= — —————— = a(k). .
Jin ay(k) = 2 ‘e B+ En— By (k) (5-80)
If we now let £ — 0 in (5.80), we obtain
62(m2 _ m2)2
: _ P e 210 |2

which is obviously different from (5.72). The result (5.81) can also be obtained from a direct
calculation in the ground state of Hep (5.59). The additional contribution in (5.81) has its origin
in the coupling of the center of mass of the atom with the external electric field. This contri-
bution does not vanish in the limit & — 0, because the external field does not appear to be
uniform (even when k is very small) to the atoms, the latter being entirely delocalized at zero
temperature (here k' < A, = o0).

We comment now on the above calculation of x(k): in fact all steps of this calculation are
ill-defined, except for the final result (5.68) and (5.69). First of all, since x(k) represents the
response to an external charge density localized in the bulk, the infinite volume limit should
be taken first to disregard all boundary effects. But for a non-integrable potential, all virial
coefficients of the series (5.54) (except for the first one) diverge in the thermodynamic limit.
The first term in (5.54) gives the contribution

4775 ! sHy —ikr. —s k2 (k
Ze va(200 + )/0 ds (0] oo ikTe—sHa gy — _ k(z) (5.82)

to the response function, where we defined the function

(204 + 1)zq [ 11232 (1 B
2 o (e} kA s(1—s) _
=4np E @md) NCSCIE /0 dse 2 , Aa =h _— (5.83)

Notice that x2(k) reduces at k = 0 to x? (see (5.75)), using the definitions (5.29) of the ideal
densities and the neutrality condition (5.31). Hence, when k), < 1, k2(k) ~ k2, and (5.82) is
essentially identical to (5.27) as long as k > k. However, since (5.82) diverges when k£ — 0, while
X(k) goes to —1 in this limit, there must obviously exist some other contributions, coming from
n-body states in the series (5.54), which cannot be neglected even at low density. Physically,
these many-body contributions are associated to a collective effect in the system: the screening
of the Coulomb interaction by “screening clouds” of particles appearing around the charges. This
effect must be taken into account systematically in order to cure the problem of the Coulomb
divergences in (5.54).
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Furthermore, besides the collective screening effects, we have not dealt with the more complex
entities (e. g. the hydrogen molecule) that can be formed by chemical binding. In view of (5.38)
and (5.39), such entities should not contribute to the dielectric response in the regime defined
by the condition (5.76) in the atomic limit. Finally, one should check that in this limit, excited
and ionized states of the hydrogen atom do not contribute either. The main goal of the following
sections is to provide a calculation algorithm which is free from these difficulties.

5.4 The loop representation of x(k)

We recall in this section the loop representation of the response function x(k). The heart of
the loop representation is the fact that the grand partition function =5 of the quantum plasma
can be written in a classical form, by using the Feynman-Kac path integral formula and collecting
permutations with the same cycle structures [40, 23]:

o0 N
1
==Y o / [ AL 2(Ls)e U Ertm), (5.84)
N=0" " i=1

This so-called magic formula relies on the following definitions. The element of phase space L,
called a loop,

L= (av q, {rk}z:p {gk}zzl) (585)

is specified by its species «, its number of particles ¢, the positions {ry} of the particles and a
collection of paths

rk,k+1(s) = (1 — S)’f'k + srp41 + )\agk(s), s € [0, 1]. (586)

going from one particle to the next one (rq41 = 71). Here £,(s) is a Brownian bridge subjected
to the constraint £,(0) = €,(1) = 0 and A\, = hy/[3/m, is the de Broglie thermal wave length.
The €,(s) are distributed according to the normalized Gaussian measure D (&) with covariance

/ D(€)Eu()6, (£) = 8, (min(s, 1) — st). (5.87)

It is convenient to unite the paths into a single closed path R(s) parametrized by a time para-
meter s running from 0 to g. Choosing the origin of this path on the particle r;, we write

R(s) =rpp1(5), k=[s]+1, 0<s<gq (5.88)
where [s] is the integer part of s and § = s — [s] its fractional part. Writing furthermore
R(s) = R+ A\ X(s), X(0)=X(q) =0, (5.89)

we can specify a loop by using the variables («,q, R, X). R is the position of the loop and
X (s) its shape. The particles are then located at

rr = R+ A\ X, Xk:X(k‘—l), k=1,...,q. (590)

The path X (s) is also a dimensionless Brownian bridge that starts and returns to the origin wi-
thin the time ¢. Its Gaussian measure D(X) is the composition of that of the ¢ open paths (5.86)
that constitute the loop (with an additional normalizing factor (2mq)3/?):

o — g Xrr1—Xp)

D(X) = (2mq)3/? H e dXy...dX,D(£;)...D(£,). (5.91)
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The phase space integration

[uc- [1rYS" [ox) (5.92)

a=1qg=1

comprises the discrete summations over a and ¢ and the integrations over the position R and
shape X of the loop. The interaction energy of N loops is the sum of two-body interaction
potentials

N
U(Ly,...,Ln) = > eaea,V(Li, L)) (5.93)
1=i<j

with the interaction between two different loops

V(L L) =/0‘h ds /Oqj dt3(s — t) V(Ri(s) — R,(1). (5.94)

V(L;, L;) is the sum of the interactions between the particles in the loop £; and the particles

in the loop L£; (§(s) is the Dirac comb of period one). To make the spatial dependence explicit,
we introduce the notation

V(Li, L5) = V(Ryj, Xis Xj)5 R;; = R, — R;, (5.95)

where x = («, ¢, X)) regroups the parameters describing the constitution of the loop. Eventually,
the activity of a loop reads

_1(204+1 th _
(0 = (- 4 )(27rq>\3)3/2e I (5.96)
where
e2 q q ~
vie) =2 /0 dsy /0 sy (1= Gjuy) )31 — 2)V (R(s1) — R(s2)) (5.97)

is the sum of the mutual interactions of the particles in the loop (the factor (1 — dj)s,])
excludes the self-energies of the g particles). The above rules define the statistical mechanics of
the system of charged loops, which we call the loop representation of the quantum plasma. Note
that the interaction potential (5.94) inherited from the Feynman-Kac formula is not equal to
the electrostatic interaction between two classical charged wires, which would be

Voo (Lir £) = /0 s /0 Y atV(Ri(s) — By (1)) (5.98)

Although the formalism of loops has a classical structure, the difference between V(L;, L;)
(5.94) and Vgjec (L, £;) is responsible for the absence of exponential screening in the quantum
plasma, [7]. This difference is the occurrence of the equal time d(s — £) condition which charac-
terizes the quantum mechanical aspect of the interaction (5.94).

In the loop representation, one can define the loop correlation functions according to the
usual definitions. Introducing the loop density p(£) = >, 0(L, £;), the average loop density and
the loop density fluctuations are

p(L) =(p(L),  pr(Ly, L2) = (p(L1)p(L2)) — (p(L1)) (A(L2)) (5.99)
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where the average is taken with respect to the statistical ensemble of loops defined in (5.84),
and coincident points are included in pr(L,, L£y). It is appropriate to recall that the charge sum
rule holds in the system of loops [14]

/dr/an qa€ay, pT("'aXaaXb) =0. (5.100)

Any fixed loop of charge gye,, is surrounded by a cloud of loops of opposite total average charge.

When a localized external charge cext(r) is immersed in the plasma, the corresponding in-
duced charge density cjpq(7) can be calculated, within the formalism of loops, according to the
rules of classical linear response theory. The external potential

!
Veoo(r) = [ dp o) 5.101
e t(’l") / r |’l" — ’l"’| ( )

due to cext () is represented in the system of loops by

V(L) = /0 s Ve (R + Ao X (5)). (5.102)
It gives rise to an interaction energy

Vet = / AL eap(L)Vexi (£) (5.103)

which has to be added to the pair interaction of loops U in (5.84). Then the response of the
loop density pinq(£) in presence of the external potential (5.102) is given at linear order by the
standard formula

(L) = =3 / AL ea Vit (L) pr (£, L)) (5.104)
with
pr(L, L) = p(L, L) — p(L)p(L') (5.105)

the truncated loop-loop density fluctuations. To form the induced charge deunsity at r, one has
to integrate pi,q(L) on the shape of the loop and take into account that a loop carries total
charge e,q:

!

q
cind(r) = _/B/dR,/dX/dX, €aqCa / ds ‘/eXt(R, + )\a/X,(S))pT(’I",X, RIaX’)' (5106)
0
The final expression for the dimensionless response function (5.23) follows after Fourier trans-

formation of (5.106), taking (5.101) into account,

~ 4r b k- )~
X(k) = —k—f an/de eaaqaeab/ dry RN X5 (K xa, xp)- (5.107)
0

Here pr(k, Xa, xp) is the Fourier transform of the translation invariant truncated loop-loop den-
sity fluctuation py (7, x4, Xp)- The formula (5.107) has first been derived by Cornu [23].
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There is an interesting interpretation of the perfect screening relation (5.25) in terms of the
statistical mechanics of random charged loops. We split x(k) into two parts

4 ~ —
X(k) = _ka(SIOOP(k) + M'°°P(k)) (5.108)
where
gloop(k) = /an/de €ay9aCapdb ﬁT(k7Xa7Xb) (5109)

is the Fourier transform of the charge-charge correlation of loops and

— @w
M"P (k) = /ande eaaqcteab/ dr (220 — 1) 5 (K, Xas X5) (5.110)
0

comprises the multipolar contributions of the loops to x(k). Because of the charge sum rule (5.100)
together with rotational invariance, both S'°°P(k) and M!°°P(k) have to be O(|k|?) as k — 0.
The rotational symmetry forces these |k|? terms to take the form

~ 1
Sloop(k) ~ |k|26 /dr |r|25100p(7.)7 k—0 (5.111)

and

M"°P (k) Ni/dxade €a,qa(k - d(xs)) (k- Vi p(k, Xas X0)| o)

|k|2 loo |k|2 2 loo
=5 drr - P°P(r) = e dr|r|*V - PP(r), k— 0. (5.112)

In (5.112), we have defined the dipole of a loop by

d(X) = €aqra /Oq dr X (1) (5.113)

and introduced the polarization vector

PP(r) = /ande €aa 9a@(X)P(T5 Xas Xb)- (5.114)

as equal to the charge-dipole correlation of loops. With these definitions, the perfect screening re-
lation written in terms of charge-charge and charge-dipole correlation of loops takes the classical
form of the second moment Stillinger-Lovett condition, namely

5 / dr [r[2(S1°(r) = V- P"P(r)) = —1. (5.115)

The same relation holds in classical models of structured ions where both the charge density and
the polarization charge —V - P(r) participate to the constitution of the screening cloud [63].
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Loop Mayer graphs The loop formalism leads itself naturally to the introduction of Mayer
graphs on the space of loops. A vertex receives the weight z(£) (5.96) and a bond the factor
exp[—Bi;V (Li, £7)] — 1, with §;; = Beq, eq;. Since the loop pair potential (5.94) behaves as the
Coulomb potential g;eq,; gjeq, /|R;— R;| itself, the bonds are not integrable at large distances, and
partial resummations are needed. The effective screened potential ¢(Ly, L) = d(7q — b, Xa» Xb)
is defined as the sum of chains

—Bijp(Li Lj) = O—O + O—@—0 + O—@—8—0 + - (5.116)

where the bond is the linear part —5;;V (L;, £;) of the Mayer bond and the intermediate (black)
loops contain only one particle. The properties of this potential can immediately be deduced
from those of the effective potential studied in details in [14]. We list here merely its principal
properties, and the diagrammatic rules for the prototype graphs that result from the chain sum-
mations. It is remarkable that the Fourier transform ¢(k, x4, xp) = [ dr exp[—ik - 7] $(7, Xa, Xb)
can be calculated in closed form:

g(k7Xa7Xb) = /qadSa /qdeb eik'[AaXa(s“)_)‘bXb(sb)]X
0 0

S Ar —127n(sa —Sp)
misa=ss) (5117
% n:z_:oo K2+ m2(kn) (5.117)

where the screening factor for frequency n is

20 12T S
2(kyn —47TBZ 2 ( 2‘*A2 3/2 / / etk-Aat(s) 2 (5.118)

(204 + 1)z 1,2)2 ;
_ 2 o o LE2A2 5(1—s) 4i2
47rﬁ§ 2l NCSVIEE /0 dse 2 STt e (), (5.119)

where the functional integral is evaluated with the help of (5.87). Notice that the zero frequency
term k2(k,n = 0) = x%(k) is identical to (5.83).
We define

ben (s Xas Xo) = A5 Xas Xb) — V(7 Xa» Xb) (5.120)

as the sum of chains having at least one intermediate point. It contains the non vanishing density
effects, and is therefore expected to be negligible at low density. It is indeed proven in [14] that
at sufficiently small fugacities

|ben (7, Xa, Xb)| < C qaqors, (5.121)

where C is a constant independent of the loop variables. In the atomic limit, the effective poten-
tial ¢(Lqy, Lp) is therefore uniformly exponentially close (since k ~ /z4) to the bare Coulomb
potential V' (L,, £p). According to the analysis made in [14], the effective potential ¢ reduces, at
low density and for distances |r| < £, to the bare Coulomb potential V (L, £p). At distances
|r| ~ k™1, ¢ approaches the standard Debye potential q,q, exp[—rr]/r that describes the classi-
cal collective screening effects. At longer distances, it has an 1/r® algebraic tail corresponding
to dipole-dipole interactions between the loops (this tail is responsible for the algebraic decays
of the correlations in the quantum plasma).
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Once all chain summations (4.1) are performed in the Mayer graphs, the resulting prototype
graphs obey the following diagrammatic rules (see [14]). The bonds can be either

Fo(La, Lo) = —Bapp(La, Lo) (5.122)

or
Fr(Lq, Ly) = efeEakle) _ 1 — Fo(Ly, Ls). (5.123)

The points have also two kinds of weight w(L):

bare 1
(L) = z(L) (bare loop) (5.124)
2(L)(e!¥) —1) (dressed loop)
where the “renormalising” factor exp[—FI(L)], associated to the sum of rings, is
1
[(£) = =5 Beadan(0, X, X)- (5.125)

With these definitions of bonds and weights, the prototype graphs obey the usual rules of Mayer
graphs, with two additional rules to prevent double counting;:
— The convolution of two bonds F¢ with an intermediate bare loop containing only one
particle is forbidden.
— A bond Fy that would be the only link between a bare loop containing only one particle
and the rest of the diagram is forbidden and must be replaced by the bond F; = Fr — %Fé
Like in a system of classical dipoles, the bond F(L,, L) is at the borderline of integrability.
The prototype graphs are integrable at large distances provided that the integrations on the
internal variables of the loops (the shape X (s)) are performed first.

5.5 The screened cluster expansion

The loop expausion, in the form given in the previous section, is not adapted to the evaluation
of quantities in the atomic limit, in which the ideal densities (section 5.2)

pilspNe x e*ﬂ(ENpNe*H(Np'*‘Ne)) <1 (5.126)

are the small parameters. Indeed, a loop is a group of ¢ particles of the same species, whose
pair-wise interactions (included in the loop-activity (5.96)) are all purely repulsive. Attractive
interactions are described in the graphs by bonds connecting electronic and protonic loops, but
a given graph does not in general include the total set of pair-wise interactions that would be
necessary to form bound states between electrons and protons’. Individual loop-Mayer graphs
are therefore not in direct correspondence with the ideal atomic or molecular densities occurring

"For example, the graph in the loop expansion of p(L£)

involves a term with the Boltzmann factor exp[—B¢(L, L1)] exp[—B¢(L, L2)], which does not include the interac-
tions between the particles in the loop £: and the particles in the loop £>. Because of this missing interaction,
the above graph will not be proportional to exp[—8(En,n. — p(Np + Ne))] when § — oo (with NNy, Ne the total
number of protons and electrons in the graph and En,n, the infimum of the spectrum of Hy,n.).
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in the atomic limit. For this reason, it is convenient to reorganize the loop-Mayer diagrams into
graphs involving clusters of protons and electrons, together with all their mutual interactions
and proper statistics, in such a way that the new effective activities approach the ideal densities
in the atomic limit. This reorganization, called the screened cluster expansion, is worked out in
details in [5], and we state here only the final diagrammatic rules. This expansion is the usual
quantum cluster expansion, suitably generalized to take into account the screening due to the
long range of the Coulomb potential®.

The activities of the points in the screened cluster expansion will be formulated in terms
of screened truncated cluster functions. We recall first the definition of the classical cluster
functions, as given in textbooks (see for example [46]). The grand partition function (5 of a
system of NV identical classical particles of activity z/(27r\?)%/? and interacting via a two-body
potential v(|r; — r;|) = v;; has the form

[e§] 1 P N
CA:l—i-]Vz_:lﬁ (W) /Ad’l"]_d’I'NB(’I’]_,,’I"N) (5128)
where
,8 N
B(ry,..ry) =exp —5.;1% : (5.129)
1#£j=

The fugacity expansion of the pressure Sp = In[(a]/|A| is

1 1 2 "
op= WZH <W> /Adrl...drn W(ry,....ry) (5.130)
n=1

where W (r1,...,7,) is by definition the n'" cluster function. These functions are related to the
B’s via the “truncation” formulae:

W (1) = B(1 (5.131)
W(1,2) = B(1,2) — B(1)B(2) (5.132)
W(1,2,3) = B(1,2,3) — B(1,2)B(3) — B(1,3)B(2) — B(2,3)B(1)+

+2B(1)B(2)B(3)  (5.133)

where we denoted in abbreviation the coordinates {r;} by i. For the two-body potential v;;, the
first few classical cluster functions are therefore, using (5.129),

Wy(1) =1 (5.134)
Wo(1,2) =e P12 — 1 (5.135)
Wo(1,2,3) = e Bloiztvistvas] _ o—Buiz _ o —fuis _ o—Bus | 9 (5.136)

A ce jour, la rédaction de l’article [5] n’est pas encore entiérement terminée. Les résultats mentionnés ici sont
issus de discussions privées entre 'auteur et A. Alastuey. On peut mentionner que certains éléments dans la forme
que prennent ces résultats ont été proposés par 'auteur, comme la troncation systématique par le lien (5.137) et
le choix du potentiel effectif (5.116) au lieu de (4.1). A la page 125, le lecteur trouvera une justification partielle
des regles diagrammatiques énoncées dans cette section.
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Notice that the functions W, (L,..., N) involve Boltzmann factors for subsets of particules,
chosen among {ri,...,7n}, with all the pair-wise interactions within each subset. In terms
of their diagrammatical expansion, the cluster functions W,(1,..., N) are given by the sum
of all simple Mayer graphs with N root points of weight 1, no internal points, and bonds
F(i,7) = exp(—pPuv;j) — 1. We come now back to the system of quantum point charges with
partition function (5.84). By definition, the screened cluster function Wy(Ly,...,Ly) of N in-
teracting loops is the above classical cluster function evaluated for the two-body effective loop
potential ¢(L;, L;). Although ¢(L;, £;) is dipolar as |R; — Rj| — oo, it tends to the Coulomb po-
tential V' (L;, £;) in the zero density limit (see (5.121)), and the cluster functions Wy (L1, ..., Ln)
are not integrable in the atomic limit. In order to deal with finite spatial integrals in this limit,
one introduces the truncated screened cluster functions W (L1, ..., Lx) defined as the sum of
all simple Mayer graphs with N root points of weight 1 and connected by bonds

FJ(L1,63) = mP59E08) 1t o (L1, £3) = 5 (Brad(£1, £2)) + 5 (Brad(La, £2))° (5.137)

—B, (Bp)?/2! or —(B¢)?/3! such that the graph remains integrable when ¢ is replaced by V.
For example, the two first truncated screened cluster functions are Wy (£) = 1 and

W (L1, £2) = FE (L1, £2) (5.138)

since Fij — Fy is integrable at zero density.

We can now define the diagrammatic rules associated to the screened cluster (SC) expansion
of the loop density p(L) and the loop correlation pr(Lq, Ly). The SC graphs have the same
structure as usual Mayer graphs, with the following definitions of points and bonds.

Vertices In a graph of the screened cluster expansion, the vertices are made of clusters of
particles containing N, protons and N, electrons (N, + N > 1). The ith cluster is denoted by

@ or C( ) . The definition of the weight of a cluster involves all possible partitions of the N,
and N, partlcles into sets of protonic and electronic loops. Let

Lo
Qo =lq1,--,q0.), Y a=Na (5.139)
=1

be a partition of IV, into L, subsets of g particles, &k = 1,...,L,, with ¢1 > g2 > ... > qr,,.
Here L, runs from 1 to N,. To the partition (), with L, subsets corresponds a set of L, loops:

60u = 1L} o1, L (5.140)

where the k" loop £*) contains ¢, particles. A partition Q, can be represented by a Young
diagram (see for example [66]). The partitions of N, = 3, and the associated set of loops, are
shown in fig. 5.1.

For N, protons and N, electrons, we consider all the pairs of partitions @) = @, x Q. and
the associated set of loops

g = g, U, = {LW}_,,  L=Ly+Le (5.141)
We define the function 3(&g) as the product of the renormalized activities of the loops in the

set:

L
5(6q) = [ 2(£W)el ™), (5.142)
k=1
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Partitions @) Young diagrams Loops

0 T T
[2,1] ] | (v/\:;i;e
o H o Sed

F1G. 5.1 — The 3 partitions @) of N = 3 particles. A given partition Q = [q1, ..., ¢1] is represented
by a diagram made up of N squares (representing the particles) arranged in L lines placed one
above the other, the first line having ¢; squares, the second ¢o squares, ... , the last line qr,
squares (q1 > q2 > ... > qr).

and let

U ﬁ) (5.143)

where ny (k) is the number of loops containing k particles of species « in the partition Q. The
weight of a black point, or equivalently the activity of a black cluster, is defined as®

Z(C) = cq3(e) Wy (&) (5.144)
Q

where the sum runs over all the partitions () = @, X Qe of the N}, protons and the N, electrons
of the cluster C, and W (&y) = W;(E(l), ..., £L®")). As is obvious from (5.144), a point in a SC
graph should be understood as representing a sum of contributions, each contribution depending
on the set of variables &y of the loops associated to the partition @). As in the Mayer graphs, the
variables of the black points are integrated over. This integration, which we denote by [ dC, must
here be performed term by term, by integrating over the positions [ dR;...dRy and shapes
/' D(X1)...D(X ) of the loops in the set &y associated to the considered partition.

Bonds Two vertices C¥ and C\9) can be linked by the bond —3®, %(—B(I))Z or %(—ﬁ@)?’. The
interaction —B®(C", (7)) between two clusters is defined term by term, for a given partition Q(*)
of the cluster () and a partition QU) of the cluster CU). It is the sum of the effective interactions
between the loops &) and &) of the two partitions:

—B(Eginr o) = D, —Beatad(L, L), (5.145)
C’GgQ(j)

For example, the “product”

Z(CZ( DY (-pd(c®,cWy) (5.146)

®Voir le commentaire 3 la page 125 sur cette définition du poids d’un cluster.
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represents the expression

D coua(EoIWy (6g0) Y cons(Eon)Wi(Eow) Y. (—Beacard(L, L)  (5.147)
Q(Z) Q(J) CGgQ(i)
C’GgQ(j)

The screened cluster expansion involves only those graphs for which the integrations on the
relative positions of the clusters become non integrable when ¢ is replaced by V in (5.145).

Special rules In two cases, the weight (5.144) of a black cluster must be modified to avoid
double counting;:

(i) If C is an intermediate cluster in a convolution (—G®) x (—f®) and contains only a single
electron or proton (represented by a loop £ with ¢ = 1), then its weight is

Z(C) = 3(L) — z(L) = z(L) (') —1) (5.148)

instead of Z(C) = 3(L).

(ii) If C is a cluster connected to the rest of the graph by a single bond 1(5®)? and contains
only a single electron or proton, then its weight is again (5.148).

Root points A point corresponding to a cluster C where the associated loop variables &g are
not integrated over is a root point (or a white point). The weight to be attached to a root point
depends on the physical quantity to be computed. Counsider a quantity expressed in terms of the
loop density by

- / dL F(L)p(L). (5.149)

(For instance, F'(L) = qg6(R —r) for the particle density at r). As shown in [5], the SC expansion
of p(£) consists of all connected SC graphs with N = 0,1, ... internal (black) points C() and
one root point C. The clusters can all contain an arbitrary number of protons and electrons and
are connected by bonds —3®, 1(8®)?, 6( B®)? (in such a way that the integrations on the
positions of the black clusters become not integrable when ¢ is replaced by V). The activity of
a black cluster is given by (5.144), and the contribution of the root cluster C to p(L£) is obtained
by selecting in its activity all the contributions with one of the loops in &y equal to £, and
integrating over all the other loops. The weight associated to the root cluster in the expansion
of p(L£) is thus'®

L
Z(L,C) =Y cqi(Eg)Wi(&) > (L, L£*®) e &, (5.150)
Q k=1

where an integration over all the positions and shapes of the loops in the cluster C must be per-
formed. It follows that the weight of a white point C in the SC expansion of the quantity (5.149)
is

Fe = ZZF CQZ) éaQ)W¢ (9)- (5.151)
Q k=1
10Z(L,C) = 0 if there are no loop equal to £ in the set &p.
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This can be generalized to a quantity expressed in terms of the two loops density (as the
susceptibility x(k))

H= / AL, / ALy H (Lo, £2)pr (L Lo). (5.152)

The SC expansion of py(Lq, L) consists of all SC graphs with two root points C(@ and (),
one containing the loop L, and the other the loop Ly, and in all SC graphs with one root
point C containing both loops £, and L. In a graph with a single root point C, the weight to
be associated to the root cluster is

Z(La, Ly, C) Z Z §(Las L9)3(Ly, LY)) cq 3(60) W (&) (5.153)
1,j=1

for obtaining its contribution to pr(Lg, Lp), and

He=)" Z H(L NegaEWi(sy),  L£D,.LY e &, (5.154)
Q i,y=1

for its contribution to the quantity H. The terms with ¢ = j in (5.153) and (5.154) correspond to
the contribution of coincident points d(Lg, Lp)p(Le), which is included in the function pr(Lg, Lp).
In the SC graphs of p;(L,, L) with two root points, these root points C(@ and C®) receive the
activity weights Z (L4, C@) and Z(Ly,C)) defined in (5.150). For the quantity H (see (5.152)),
the weight associated to the two white clusters is

Hew cw —ZZZZH ) cqu 3(€0) W5 (8q.) cqy 3(60,) W5 (£q,),  (5.155)
Qo =1 Qp j=1

£O e éaQa,E(j) € &y, We stress that in the SC graphs, all points (black and white) must be
integrated over, taking into account the special weights of white points (5.151), (5.154) or (5.155),
depending on the quantity to be computed.

Symmetry factor Given the above definitions of bonds and vertices, the SC graphs obey the
usual rules of Mayer graphs. In particular, a graph G has an associated symmetry factor Sg
defined as the number of permutations of the black clusters that leave the integrand invariant,
with the restriction that only permutations of black clusters Cn,n, with the same number of
electrons and protons are taken into account. The value of an unlabelled graph G is 1/S¢ times
the value of the expression represented by the graph when the clusters are numbered at random.

To summarize, the density of loop p(£) is given by the sum of all unlabelled topologically dif-
ferent connected simple graphs made with one cluster C of weight (5.150), N = 0, 1,... black clus-
ters C(D, ..., C) of weight (5.144) [and in some cases (5.148)], and bonds —(®, 3(=B2)%, :(—p2)3
such that the integrations on the relative positions of the clusters diverge when ¢ is replaced
by V. The graphs of the SC expansion of pr(Lg, Ly) obey to the same rules, but contain either
one root point C of weight Z(L,, Ly, C), or two root points C(®),C(®) of weights Z(L,,C®) and
Z(Ly,CO).
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5.6 Dielectric screening in the atomic limit

We proceed now to the evaluation x(k) at leading order in the atomic limit, assuming k& in
the dielectric range (5.76). The end result of this section will be a formal proof of the dielectric
response (5.78) of the system.

We recall from (5.107) that x(k) is given in the loop representation by

4 03 )
™5 g odLpen, que”FRaey, [ dry e® XM §(Ry) pr(La, Ly). (5.156)

R(k) =~ 0

According to the rules presented in the previous section, the SC graphs of x(k) have either two
root clusters C(® and C() with weights

Zow =YY easqie” "R cg 3(60) W5 (6Q) (5.157)
Q i=1
4 .
Zp) = ——— ”5 ZZe% / ds e® N XIG5(R)) cq 3(60) W] (6g) (5.158)
Q j=1

or one root cluster C with weight

= 477'/8 Z Z eazqzea] / dS eik-)\]’X]'(S)e—’ik'Ria(Rj) CQ 3(£’Q)W$(£’Q) (5159)
Q ij=1

In writing (5.157) and (5.158), we used the fact that the response function is of the form (5.152)
with a factored function H(L,, Lp). It is natural to classify the SC graphs according to their
total number of particles. Let G, n, be the sum of all SC diagrams involving exactly IV}, protons
and N, electrons. The graphs contributing to G119, Go1 and G711 are drawn in fig. 5.2.

5.6.1 The mean field contribution

We start by calculating the simplest contributions to x(k), namely that of isolated protons
and electrons (graphs G1p and Gy1). The mean field result (5.27) will then be obtained by adding
a few more graphs. The contribution of the graphs G1¢p and Gg; describing free electrons and
protons is, according to (5.159),

4Wﬁ D¢ / / dse®€0)5(L), L =(0,a,qg=1,¢). (5.160)
a=e,p

At leading order in the atomic limit, we can replace the renormalized activity 3(L£) by the bare
activity z(L), because (5.121) implies

! F) =14+ 0(Bek). (5.161)

Here ¢ = 1, s0 (5.96) reduces to 2z,/(2mA\2)%/? and, using (5.118), the contribution (5.160) of
the two first graphs is

(5.162)
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F1G. 5.2 — The first few graphs of the screened cluster (SC) expansion of the response func-
tion x(k). The clusters with an asterisk have the special weight (5.148).

Eq. (5.162) is identical to the first term (5.82) of the “naive” (unscreened) virial expansion, and
corresponds to the expected contribution of free charges to the response function.

The mean field (or Debye-Hiickel) result (5.27) is obtained by adding to (5.162) the contri-
butions of the following graphs:

+
+

ks

(5.163)
At leading order, they give the following contribution'! to x(k):

47r5 > eaaeab/D(ﬁa

Qq=6€,p
Qp=¢€,p

1
D(€,) /0 FNE) S (L,)2(Ly)

—
o
\]
@

(_lgeaaeab)g(ku Xas Xb) (5164)
Using (5.117), (5.83) and

/ dT/ dsem”S/ (&) z(L£)e*ALEM) _5n0/ dT/ L£)e*Ae(T) - (5.165)

" Remarquer que (5.163) correspond, dans la diagrammatique des graphes prototypes a la contribution du
second graphe de (5.5) lorsque chacune des boucles racines £, et £, ne contient qu’un seul électron ou proton.

/—\
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which follows from the periodicity of £(s) and of exp[i2nn7], the contribution (5.164) is easily
evaluated, and gives, when added to (5.162),

~ k2 (k k*(k k2(k
xur (k) = — k(z ) + I —|-(K/)2(/<7)] = +E€2)(k). (5.166)

When kX, < 1, k?(k) ~ k? and the result (5.166) agrees with the Debye-Hiickel formula, (5.27).
Since (5.166) saturates the perfect screening relation (5.25), the sum of all other contributions
to x(k) must vanish at k = 0.

5.6.2 The atomic contribution

The dielectric screening effect (5.68) is expected to be contained in the graph Cq1, which cor-
responds to an interacting electron-proton pair (H atom). We calculate here the contribution
of this graph, with a precise mathematical control on its asymptotic value in the atomic limit.
The cluster Cq; involves only one partition made of an electronic loop Le = (e,1,7¢,&,) and a
protonic loop £, = (p, 1,7,&,). From (5.159), its contribution reads'?

4”5/dre/drp/ / &) > eze]/ ds ek A& () =ik Tig(p )

i=e,p
j=e,p

3(Le)3(Lp)Wy (Le, Lp).  (5.168)

Using the translation invariance Wd;f (Le, L) = Wd;f (re —Tp, Xe, Xp) and introducing the change
of variables r, — —r, we can rewrite (5.168) as

477'/66 L 2Ze QZP I(fre) I(Lp)
/dr/ / )/o d8(27r)\2)3/2 (27r)\2)3/2 e

(eik-)\ege(s) 1 etk Ay (s) _ gmiker ik A€y (s) _ ezk-rezk-Aege(s))Wg(r7Xe7Xp). (5.169)

In the atomic limit, the renormalizing factors exp[—(3I(L)] tend to 1 (see (5.161)), and the
effective potential ¢, which enters the virial coefficient qu , tends to the bare Coulomb poten-
tial V (7, xa, xp5) (see (5.121)). Recall that, by construction, the truncation in the virial coeffi-
cient W is such that W’ remains integrable when ¢ is replaced by V' (see (5.137)). The integral
in (5.169) is hence finite for any k, but since it is divided by k% and k — 0 in the dielectric limit
defined in (5.78), it is important to note that the integral behaves at small k as k? times

/ dr / / (&) (- er) - (I - €1 + Aefols) — Al (DWE(roxexp).  (5.170)

2Dans le langage des graphes prototypes, (5.168) correspond & la contribution des deux diagrammes

OC)OetQ

du développement de p1(La, Ls) = p > (La, L) +p(La)d(La, Ls) lorsque les deux boucles £, et £, ne contiennent
chacune qu’une particule et forment une paire (aq,as) = (p,e), (e,p).
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Since the integrand in the above expression becomes non integrable at zero density (it decays
as 1/r? when ¢ is replaced by V), it is necessary to further truncate qu by introducing the
decomposition

WA (Lar £0) = WE (Lar £0) + 5 (~Bust(Lar £0))' + 35 (~fasl Lo, £2))°, (5.171)

which defines W;*(Ly, £p). From (5.138), W™ is simply the bond (5.137) truncated up to
order ¢°. Now Wt (L, £,) decays as |R, — Rp| %, so that second moments are finite. The
terms ¢* and ¢° give a negligible contribution in the atomic limit, as compared to the free

charges contribution (see next section). After a little algebra, the difference between W(;T and
Wyt is found to be

Wyt (La, L) = Wi (Lo, Lo) + Bi + Ry + R, (5.172)

where the remaining terms R; are

Ri(La, Ly) = (e PardenLarLo) _ VWIT(L, L}) (5.173)
.11 .
Ry(Las £3) = D ——(=Purden(Las £0))"(=PurV (Las 1) (5.174)
7?-;-%:206
00 1 5
Rs(La, £3) = Y —(—Banden(Las L6))" D (—=BasV (La, L1))™. (5.175)
n=6 m=0

We define Xat (k) as (5.169) with bare activities and W replaced by Wy

~ _ 47rﬁe L 22, 22p T
Xat( = /d'f’/ / )/0 dS (271')\3)3/2 (271_)\%)3/2 WV (T7X67XP)

(eik-Aege(s) 1 otk A€ (s) _ qmiker ik ApEp(s) eik-reik-Aege(s)>_ (5.176)

The evaluation of (5.169) in the atomic limit involves two main difficulties:

(1) Replacing ¢ by V. We must show that (5.176) is indeed the leading behavior of (5.169) in
the atomic limit. We prove in appendix (section A.1) that the contribution of the remaining
terms R; in (5.172) are o(p'9), and hence negligible as 8 — .

(ii) Ezcited and ionized states. We must show that the contributions of excited and ionized
states to x(k), included in (5.176), are also negligible in the atomic limit. This is done in
section A.2 of the appendix.

Using point (i), we proceed to the evaluation of (k) at leading order. We introduce the

relative and center of mass coordinates, defined by

{Aese@ = Naba(s) + FFAE(S) (5.177)
App(s) = Aaals) — FrAE(s)
with

PO L S V (5.178)
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Notice that Aed, = XaA. It is easy to verify that the Gaussian measure D(&.)D(€,) and
D(&,)D(&) have the same covariance. With these new variables, the functional integrations over
&, and & factorise. The center of mass integration

G | DIENEO = 1 (5179

gives the factor fs(k) already encountered in (5.67). Xat(k) hence becomes
4
ot (k) = ”ﬁe Qﬂ#/ ds f,(k /dr/ (r, \E)
( ik-TENE(s) 4 o=k TENE(s) _ ik o—ik-TENE(s) _ eik-reik-%Ag(s)) (5.180)

where, according to (5.171), we defined
1
W (1, A€) = exp [562 / dsV (r + Ag(s))]
0

_Tg% <562/01 dsV (r + ,\5(3))>n > 0. (5.181)

In order to determine to low temperature limit of (5.180) in terms of atomic eigenvalues and
eigenstates, we convert this expression back into operator’s language. Notice that the factor in
brackets in (5.180) can be rewritten as

( ik- P [r—l—){( )] fik~%[r+)\£(s)}> (efik-%r - eik~%r) ) (5.182)

Defining the operator A = ek iFa _ o=k FA ag ip (5.64), we find from the Feynman-Kac

formula'? that (5.180) is equivalent to
~ 4rre? A
Ru) = =4 [ drg, () {U(B — )ATU(r)A

—e—ﬁHOT[AT Z (/ dsV( ))”}} (5.183)

n (5.183), the trace runs over the spectrum of the hydrogen Hamiltonian
H=H;+V, Hy = —, V=—, V=-V, (5.184)
U(s) = exp[—sH] is the evolution operator, and the freely time-evolved operators are defined by

A(s) = eHopesHo, V(s) = esHove st (5.185)

The subtraction of the freely evolving quantities in (5.183) ensures the finiteness of the trace.
The dominant low temperature terms will come from the ground state contribution of U(s)
when evaluating the trace. Let P = |0) (0| be the projector on the ground state, Q = 1l — P =

13Voir (A.17), page 151.
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> m>1 |m) (m|, and decompose U(s) = Up(s) + Ug(s) accordingly, i. e. Up(s) = exp[—Eps]P and
Uq(s) = U(s)Q = QU(s). We split (5.183) into

Yot (k) = X0 (k) + xot (k) (5.186)

where

2 g
R ) = =Tt [ drg, ) Tr{Un (5 — 1)ATUR(r)A
0

+Uq(B — 7)ATUp(1)A + Up (B — T)ATUQ(T)A} (5.187)

is the part of (k) which has contributions from the ground state, and Z&?(k) involves only

contributions from excited and ionized states of the hydrogen atom, as well as the truncations
1)

at

terms in (5.183). It is shown in appendix (section A.2) that the part X
(0)

at

(k) is negligible in the

atomic limit as compared to x,,’ (k). In terms of atomic eigenvalues and eigenstates, (5.187)

becomes
<(0) 4re? 26 ’ —(B=T)En —TE 2
Tar (k) = == | - a7 foy5(k) Yo e "o E | Apy ()| (5.188)
n,n’ >0
n-n’=0

where A (k) is defined in (5.64). Factoring out the atomic density (5.35), we find (Ey = E,)

~(0 i
R (k) = —4mpid g (k). (5.189)
where ag(k) ~ aif k < A;! (see (5.72)). The graph Cy; does therefore indeed describe, at leading
order in the atomic limit, the dielectric screening due to the polarisation of the hydrogen atoms,
in agreement with the anticipated result (5.68). We stress that no divergences accur in the
present derivation of (5.189), in contradistinction to the elementary calculation of section 5.3.

5.6.3 Higher order contributions

We cousider all graphs in the screened cluster expansion different from the pure atomic graph
C11, and argue that they give higher order contributions to x(k) in the atomic limit § — oo,
p€ Is, if k> A ! (see (5.78)). A precise mathematically controlled proof of this point is out
of the scope of this paper. Our goal here is to give plausible arguments indicating that the
contributions of these graphs to X(k)/pld vanish exponentially fast as 8 — oo.

We assume without loss of generality that the set of fugacities {z,2,} satisfy the pseudo-
neutrality condition

3 ea(ﬂ =0, (5.190)

2)3/2
o= 22 )3/

so that electrical neutrality pid = pipd of the ideal system (no Coulomb interactions) holds. With
this choice, the difference between the chemical potentials pe and p,, are given by (5.33), and
X(k) depends on the fugacity

p=te Tl

7 = eﬂu7
2

(5.191)
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The choice of fugacities satisfying the pseudo-neutrality condition will allow to greatly reduce the
number of graphs contributing at a given order. Moreover, we choose p > FE, in the interval Is
so that, according to (5 48), collective screening effects are due to ionized electrons and protons
with densities pld = pp (see end of section 5.2). The estimations will be performed in terms of
the exponentially small factor pgd x z = exp|fu], p € Iy, disregarding any power law dependence
in 8. For g large, the different lengths in the system are ordered according to

ap < Ao < e < (P73 < k7L (5.192)

The two first inequalities hold because the Bohr radius ag is independent of 8, while the thermal

de Broglie wavelength )\, is proportional to /3. When k is in the dielectric range (5.76), we
have moreover the inequalities kA, < 1 and

2

%piﬁ < adpld. (5.193)

The estimations of the graphs in the SC expansion of x(k) differ from those of the SC graphs

of the particles densities po = >, q [ D(X)p(L) presented in [5] only by the different weight

attached to the root points. The definitions of the weight of the black clusters and the bonds

are indeed the same, so that the factors arising from the integrations over these clusters can be

evaluated in the same way. As shown in [5], these factors vanish exponentially fast as 5 — oo.

We show below on simple examples how the order of magnitude of the graphs can be estimated.

(a) The graph consists in the single root cluster Cy,n,
We assume (N, Ne) # (1,0),(0,1),(1,1), since these cases have already been considered
previously. The contribution of the root cluster can be written as

‘ / dC Z¢ = ngpNe(m (5.194)

where g, N, (k) is easily deduced from (5.159). At leading order, the renormalized activities 3(£75)
can be replaced by the bare activities (using (5.161)), and the screened cluster function W by
the bare functions Wy;. The loop integrals in gy,n, (k) do indeed converge at zero density (for
any k), despite the long range of the Coulomb interaction, because of the truncation built in W7}.
With these replacements, all density dependences in gy, N, (k) are contained in the prefactors of
the integrals, which are obviously of order z™»+Ne, To evaluate the low temperature behavior
of the integrals, we convert them back in operator’s language using the Feynman-Kac formula.
Similarly to (5.183), gn,n. (k) is given by a trace evaluated over suitably antisymmetrized states
of the N, protons and N, electrons (because of the sum over the partitions), of a time ordered
product of the Gibbs operator exp[—BHy,n,] and operators explik - q;(s)], where q;(s) is the
time evolved position operator for the 't particle. Notice that the truncation terms ensure the
finiteness of this trace despite the long range of the Coulomb interaction. A typical term in the
truncation involves Gibbs operators for sub-clusters of (M, M,) # (Np, Ne) particles, M, < Np,
My < Ne. As B — o0, the leading behavior of the truncated trace is controlled by the ground
state contribution of exp[—BHy, .|, which is proportional to exp[—BEn, n,] (discarding powers
of 3). As we have shown in details in the case of the atomic contribution (see appendix A), the
excited states and the truncation terms are expected to give exponentially smaller contributions
at low temperatures. At leading order, gy, n. (k) hence behaves as

g, N (k) o efﬂ(ENpNefu(NﬁNe))’ B — oo, (5.195)
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where Ey,n, is the infimum of the spectrum of Hy,n,. Using (5.48), gn,n.(k) is therefore
bounded for § large by an expression exponentially smaller than the density of ionized charges:

gn, e (k) < pide U (N, Ne) # (1,0),(0,1), (1, 1), (5.196)

where [ is a positive constant. In [5], the low temperature behavior of the truncated traces of
Gibbs operators exp[—SHny, n,] are studied in details, and shown to satisfy the upper bound (5.196).
This bound, combined with (5.193), is sufficient to show that the graphs consisting of a single
cluster Cy,n, # C11 do not contribute to the response function in the dielectric regime charac-
terized by the limit (5.78).

(b) A black cluster Cjy or Cy; is connected by a bond —(3® to the root cluster CNpNe

00 -

The integration over the black cluster involves the expression

> /dR/ (—Beata;) (L, L;) (5.198)

a=e,p

where £ = (a,q = 1, R, X) is the only loop in the black cluster and £; is one of the loops in the
cluster Cn,n,. Eq. (5.198) can be evaluated by using the Fourier transform a(p,x,Xi) (5.117)
with wave-numbers |p| — 0. Using the low p behavior k2(p,n) = K26,0 + Yap? + O(p?) [see
(4.61)] and the rotational invariance of 3(£), we find that the contributions of the terms n # 0
vanish by parity in the limit p — 0:

. P AaX(s) _ ip-Aa; Xi(s') _
%1_1{(1) Z/ ds/ ds’ ( 1)(e 1)
n#0
4

P2(L+ )

In (5.199), the two subtractions —1 could be freely introduced because n # 0. Only the term
n = 0 does therefore contribute to (5.198), and we find

e 2mls=s) — 0. (5.199)

(5.198) = —2 e“lql Y aza ;UK;FJQ / D(X)e!©) = O(Be2k) (5.200)

a=e,p

The estimate O(Be’k) is obtained by using (5.75) and (5.161), and noting that the term of
order 1 vanishes because of the pseudo-neutrality condition (5.190). The two graphs (5.197) give
hence, according to (5.200), a contribution exponentially smaller than the one associated to the
graph (5.194). Notice that without the choice of pseudo-neutrality, (5.200) would be of order
one, and “dressing” points in a graph with a black cluster Cig or Cy; connected by a bond —G®
would not raise the order in density.

The leading behavior (5.200) can be obtained more directly by replacing in (5.198) the
effective loop potential ¢(L, L2) by the Debye potential

exXp|—RKR|T
(11(]2%, r =R — Ry. (5.201)
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The result (5.200) follows then from the integral [ dr exp[—rr]/r = 4w /k?. The replacement of
¢ by (5.201) is a priori valid only for distances r ~ k! (see section 5.4), but it can be used
at all distances to evaluate the leading behavior of (5.198) (see [5]). Indeed, at short distances
r <A, (L1, Ls) is given at lowest order by the bare Coulomb potential V' (L1, L2) (see (5.121)).
The contribution of the region r < X to the integral (5.198) is of order A%, as can be seen
after the change of variables r = Ax. Since A\ < k!, this contribution is small as compared
to the contribution of the region A < r < k™', which is of order x72. At very large distances,
r > k!, ¢ decays as a dipolar potential. This term vanishes however by parity after integration
over X, and the following term in the multipolar expansion is proportional to A3/r%. This term
is integrable and the contributions to the integral (5.198) of the large distances r > k! are
hence also negligible (they are of order xk)3), as the short-range contributions. It is therefore
legitimate to replace ¢ by (5.201) at all distances, since we correctly capture in this way the
leading contributions to the integral, which come from the intermediate regions r ~ k1. We
stress that the exponentially growing factor 1/k? in the estimate (5.200) has its origin in the
fact that the bond ¢ becomes non integrable as the density goes to zero in the atomic limit
(¢ — V). Because of this density dependence of the bonds in the graphs in the screened cluster
expansion, the lowest order at which a graph contributes cannot be deduced immediately from
the number of black clusters it contains.

(c) A black cluster C;; is connected by a bond —(® to the root cluster CNpNe:

o @

For an electron-proton pair forming a hydrogen atom (5.201) should be replaced by

—k|r| —k|r+al
2 [e e ] (5.203)

7l I +al

where a is of the order of the Bohr radius. The bond (5.203) remains integrable as x — 0 due
to neutrality and rotational invariance (the average dipole moment ea of the atom is zero). The
graph gives hence a contribution to x(k) that is exponentially smaller than (5.194) because of
the additional factor p'¢ arising from the weight of the black cluster.

(d) A black cluster Cy,p, is connected by a bond —3® to a root cluster Cy,y,:

(5.204)

The leading contributions associated to the integral over the center of mass of the black cluster
arise as before from inter-cluster distances of the order of x~!, where the loop potential can
be replaced by (5.201). At these distances, the bond —f® is insensitive to the precise form of
the loops within the clusters, since A\, < £~ !. The integration over the center of mass provides
as before a factor Be?/k?, while the integrations over the relative distances in the cluster yield
at low temperatures a factor pi]%p N.» Which arise from the ground state contribution in the

associated truncated trace. This provides the estimate ﬂeZpi]%p N. /K2 for the integration over the
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black cluster in (5.204). Using (5.48), we conclude that the integration over the black cluster
Cn,n, gives, if (M, M,) # (0,1),(1,0),(1,1), a factor vanishing exponentially fast as 3 — oo.
Notice that this estimate is also valid, but not optimal, in the case of a neutral cluster (see
point (c) above).

(e) The cases (b), (c) and (d) when the bond is 3(3®)? or :(—A3®)3, for instance:

@ =@ -

We can argue that these graphs give smaller contributions than those discussed in (b), (¢) and
(d). This is due to the fact that these bonds give less divergent integrals as xk — 0 than the
bond —f#®. The integration of a bond %(ﬁ@)z provides for example a factor proportional to
k1 o 2712 This can be seen by replacing as before the effective potential by the Debye
potential (5.201), and evaluating

—2KT 2
/dr ¢ - (5.206)

r2 K

In the case of the bond %(—ﬁ@)g, we have to use the correct behavior of ¢ at short distances
(r < A) to estimate the integral of the bond, because the Debye form (5.201) would lead to
logarithmic divergences. As shown in [5], the result is that the integral grows like In(k\) as
B — oo. The factor arising from the integration over a cluster connected by a bond %(ﬁ@)Q or
%(—ﬁ@)?’ are therefore smaller than the corresponding factor for a bond —3®, and the graphs
considered in (b), (¢) and (d) are negligible in the atomic limit. With the decomposition (5.171)
of W(;f , we introduced two graphs with bonds %(—ﬁgb)‘l or é(—ﬁgﬁ)‘r’ between an electron and
a proton. Since these bonds are integrable at zero density'?, such graphs are of order z?/k?
(discarding powers of (), and are hence negligible in the dielectric limit (5.78), in view of
(5.193).

The above analysis can be generalized to estimate the order of magnitude of an arbitrary
graph with one root cluster and black clusters connected by bonds —3®, 1(8®)? or %(—B(P)3
(see [5]). We stress that the neutrality of the hydrogen atom plays an important role in the
estimations (see cases (a) and (c)). In particular, when the root cluster Cy,n, is the electron-
proton cluster C;1, a rough estimation of its contribution based on (5.195) would give Be?pld /K2,
which is not small compared to pid when k is in the dielectric range (namely (5.193) no longer
applies). But in fact, as shown in details in §5.6.2, the root cluster Cy; is really of the order pida
in the dielectric regime: the dangerous factor 1/k? is cancelled by neutrality. More generally, the
estimate (5.195) is not optimal when Cy,,n, is a neutral root cluster (/V, = Ne) corresponding to a
molecular state of N, protons and N, electrons. Its contribution does not behave as Be? pi]‘\ifp N. /K2,

as estimated in (a), but rather as pi]%p No Ny N, with an, N, the polarisability of the molecule.
If Cn, N, is not neutral, we cannot improve on the estimate ﬁe2pi]‘\j,p ~./ k? and hence the use of

(5.48) cannot be avoided when pi]%p n, 1s the density of a charged ion.

'4They decrease as r~* and r~° at large distances and the Coulomb singularity at the origin is smoothed out
by the functional integration — see (5.229).
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Graphs with two root clusters We consider eventually the case of graphs containing two
root clusters C(* and C®), whose weight are given by (5.157) and (5.158). Since we have to
integrate over C(®, this cluster can be considered as a black cluster with the special weight
Z (), and we can proceed to the estimations essentially as in the previous case. It is convenient
to extract a factor e from Z,w), by writing e,, = esgn(ey,) in (5.157), so that the contribution
of any graph obviously involves a factor Be?/k?, as before. The weight Z ) differs from the
standard weight (5.144) by a Fourier transform factor exp[—ik-R;], and a charge factor g; sgn(eq, )
for the i*" loop in the cluster. These factors do not depend on £, and change the estimations
only in one case: the pseudo-neutrality condition cannot be used anymore [because of the factor

(a)

sgn(eq)], to cancel the contributions of order 2" associated to clusters C%) or Cyy’ connected by
a simple bond —(®, by adding these two contributions. As we have seen in the evaluation of
the graphs (5.163), the integration over the cluster C(*) involves however the Fourier transform
of the bond — (¢, because of the factor exp[—ik - R], and these contributions, which are of order

pe’ ol /(K + k), (5.207)

are hence nevertheless individually negligible since k is large enough for (5.193) to hold.

In conclusion, if k¥ = kg remains in the range )\I_l < k < A\, the only graph giving a non
vanishing contribution to ¥ (k)/p!d in the limit 8 — oo is the pure atomic graph Cy, calculated
in section 5.6.2. This result was announced in [13].

5.7 On the cross-over regime

When £ is not large in front of A, ! jonic screening cannot be neglected, and x (k) interpolates
between the values x(0) = —1 and —4mp!da. This cross-over regime between ionic and dielectric
screening can be described approximately by adding further diagrams to the graphs calculated
in the previous section. The set of retained graphs must of course be compatible with the perfect
screening relation (5.25).

We replace in all graphs the renomalized activities 3(£) by the bare activities z(L), using (5.161).
We denote moreover a cluster containing only one particle (electron or proton) with loop-activity
z(L) by Co. With this notation, the mean-field approximation for the ionic screening due to the
free electrons and protons is given by the graphs

K/2
e ©)

Xumr (k) satisfies the perfect screening relation Xyp(0) = —1. The other graphs in the SC expan-
sion do not give however contributions to x(k) that vanish when & — 0 if taken individually.
Contributions compatible with perfect screening can be obtained by “dressing” the root points
with a cluster C, connected by a bond —f®, similarly to the “dressing” procedure used to
prove the screening sum rules obeyed by the particle correlations using their Mayer-loop expan-
sions [14].19

We can obtain a model that describes the cross-over regime between ionic and dielectric

Byoir (5.17)
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screening, by adding to xyr (k) the contributions of the “dressed” hydrogen cluster Cy;:

@

Let us evaluate at leading order the second graph in (5.209), for k¥ < A~!. Its contribution can
be represented by the eight diagrams

(5.209)

(5.210)

which are interpreted as a sum of graphs occurring in the loop-Mayer expansion of p (L4, Lp)
(see section 5.4), and which contributes to x(k) via (5.107). In (5.210), the vertices represent
loops £ = (a,q = 1, R, €) of weight z(£) = 224/(21)2)3/2. The species of each loop (« = e or p)
is indicated on the graphs. The wiggly line represents the bonds —(3¢ (5.122), and the point Ly,
and the black point are connected by the truncated bond (5.137). In every graph of (5.210), the
integration over L, involves the evaluation of the Fourier transform of the bond —fg¢:

Y o (Pt [ D) [ e gL, ) (5.211)

Qg =¢€,p

where £; is the white loop L£; or the black loop. At leading order, (5.211) can be calculated by
retaining only the contribution of the term n = 0 in (5.117)6, with the result:

K (k) R, [ ki
_ oWk LY dt _lk'Algi(t)‘ 5.212
12 +/<;2(k)ea’e /0 e ( )

The contribution of the eight graphs (5.210) to x(k) is hence

drfBe? 2z 22p
— k2 (27(—)\2)3/2 (27(—)\2)3/2 k2 + K/2 /dT/ gp / dS/ dt W¢ r XeaXp)

(eik-Aege(s)e—ik-Aege( ) 1 ok A€y () =ik Ap€p (1) _ o—ikr gik-Ap€, (s) o —ik-Aebo ()

— TR NG NG (5.013)

6The part ¢!"*%(L,, L;) associated to the non zero frequency terms in (5.117) is integrable at zero density
(see [14]), so that its contribution to (5.211) is O(z), discarding powers of 3, for all values of k.
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This expression is similar to (5.169) and can be calculated at low temperature in the same way
(see appendix B). According to (5.295), its leading term when k& < A~! and 8 — oo is also
related to the polarisability « of the ground state of the hydrogen atom:

id —K”
—mpita( ). (5.214)

where we used k?(k) ~ x%. Using (5.165), the third graph in (5.209) is easily seen to give a
contribution identical to that of the cluster C11, with an additional factor —x?(k)/(k? + k2(k))
due to the “dressing” by the root cluster Csb). The last graph in (5.209) involves similarly two

such dressing factors. We find therefore, at leading order and for kA < 1,

~ ; 252 —K% 2 i k2 2
X11(k) ~ —47rp;da[1 iy + (k2 n /12) ] ~ —47rp‘ada(m> . (5.215)

This expression vanishes at k = 0 thanks to the screening factors k%/(k? + 52).
We obtain an approximation for (k) in the atomic limit by adding (5.215) to (5.208):

~ 2 . k2 2

Eq. (5.216) describes simultaneously the screening due to the free electrons and protons (first
term), and the screening due to the polarisability of the hydrogen atoms. A plot of (5.216) is
shown on fig. 5.3.

The approximation (5.216) can be compared with the extended RPA-dielectric function
introduced by Ropke and Der [72]. We first note that, in the Maxwell-Boltzmann approximation,
the RPA-dielectric function

a [e]
47 (ZUa + 1)63 /d e—ﬂ(E,[, ]_Na) — efﬂ(EP*kf“‘")
79 5.3 b
2 3
k (27T) Ez[fd _ Ez[)oi}k

a=e,p

h2 p2

E[O‘] —
’ P 2Mq

ERPA(k) >~ — (5.217)

is simply related to the function 2 (k). If we replace the factor (5.67) in (5.83) by (5.66) and per-
form the “time” integral, we find indeed erpa (k) = K2?(k)/k%. Using (5.24), egpa (k) is therefore
equivalent to the mean-field response function (5.208):

1
erpa (k)

Y (k) = —1. (5.218)

The extended RPA-dielectric function defined in [72] includes a contribution €,;(k) associated
to the polarisability of the hydrogen atom:

e(k) = 1+ erpa (k) + €at(k) (5.219)
with
~B(EntEp) _ o—B(Ey+Ep_s)

En+ Ep — Ey — Ep_y,

47re 4e5“ e
carll) = — 75 / Z | A (K)2 (5.220)

n,n’=0
n-n’=0

(En, Ep and |A,y (k)|? are defined in section 5.3). The above expression of €, (k) follows from
eq. (2.4) of [72] (see also eq. (4.265) in [33]) by setting w = 0, neglecting degeneracy effects, and
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Fi1G. 5.3 — Plot of the response function Xx(k), according to (5.216). The electron-proton plasma is in
an dilute atomic phase of density pid = 10'® atoms/cm? (mean inter-atomic distance ~ 10~° ¢m). The
temperature is T = 1350 K, and the Saha degree of ionization (5.46) is v = 10~2%. In this situation, the
cross-over distance (5.74) between ionic and dielectric screening takes the value A\; ~ 700 cm. On the
plot, the inverse Debye screening length £ ~ 10~7 ¢cm™! is almost at the origin, and the inverse lengths
1/(Be*) < A;! =~ 10° em™! are far to the right. This plot of X(k) shows the plateau for k in the range
)\fl < k < A7, which corresponds to a dielectric response of the gas associated to the polarisability a
of the atoms.

retaining only the terms involving at least one ground state (because e #Fo > e BEn n £ ().
Comparing (5.220) with (5.188) and (5.66), we see that e,;(k) is the same as our expression

%gg)(k) (5.189). The approximations (5.216) and (5.219) for the response function are therefore
equivalent at leading order: they differ only by a term o (pida)?. Ropke and Der derived ey (k)
in the framework of the Feynman perturbation theory of the many-body problem. They must
hence sum an infinite number of graphs to obtain the atomic contribution, since chemical binding
is a non-linear effect in the interaction. This is in marked contrast with our non-perturbative
approach, where the atomic contribution (and the contributions of further bound states) are
described by simple graphs, such as (5.209).

We stress that the approximation (5.216) does not include in a systematic way the leading
corrections to xur (k) for all values of & < A[ ! even in an atomic phase satisfying the in-
equalities (5.48). Consider for example the contribution of the graph Cio describing a H™ ion.
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According to (5.194) and (5.195), this graph will lead, when suitably dressed, to a term of order

B\ Bl
(k2+ﬁ2> e (5.221)

When k ~ k, (5.221) is hence of the order of a polynomial in 3 times pi%/pld (since k? o< 2).

Although pi%,/pid < 1 in an atomic phase satisfying (5.48), it is much larger than pida when
B — o0, as can be seen by plugging in the values of the binding energies £, ~ —13.6 eV and
Eyy ~ —14.3 eV. The second term in the approximation (5.216) is therefore not the leading
correction to (k) — xmr (k) when k ~ k. Obtaining a coherent approximation for Y (k) at low
densities for all values of k is thus a subtle problem, since all ions contribute to the constitution
of the screening cloud when £k is in the cross-over region.

In conclusion, the screened cluster expansion is a convenient technique to study at low
densities the response function (and other static equilibrium quantities of the quantum plasma)
when the charges recombine into bound entities. The various effects induced by the Coulomb
potential (chemical binding, Debye screening, unscreened multipolar interactions, polarisation
of the bound entities, etc.) are properly accounted for at all distances by the formalism. In
particular, the effective interactions between charges, ions, atoms and molecules can be described
by means of intuitively appealing generalized Mayer graphs. These effective interactions are
deduced from first principles (no intermediate model nor approximation) from the basic Coulomb
potential that acts on all particles.

5.A Upper bounds on remainders

In this appendix, we prove that the various terms that we have neglected in section 6 are
negligible in the atomic limit. In section A.1, we obtain upper bounds on the contributions of the
remaining terms Ry, Re, R3 to X(k), which arise when we replace the screened potential by the
Coulomb potential in the atomic contribution (5.169). In section A.2, the method is generalized
to obtain upper bounds on the contribution )?S) (k) of excited and ionized states of the hydrogen
atom. Finally, we prove in section A.3 a few lemmas which were used in the derivation of the
upper bounds. We use throughout this appendix the letter C' to denote a positive constant which

can have different values at different places.

5.A.1 Neglecting screening effects in the atomic contribution

We seek for upper bounds on the contributions to x(k) of the terms R; (see (5.173)-(5.175)),
which arise when the screened potential is replaced by the bare Coulomb potential in (5.169).
These contributions have the generic form

477'/662 L 2Ze QZP I(Le) J(Lp)
T T2 /dT/D(ﬁe)/D(sp)/o d3(27r>\g)3/2 (%)\%)3/2e ey
eik~)\p§p(s) (eik-[r-l—)\e&e(s)f)\pgp(s)} - 1)(efik~r N 1) R("',Xe,Xp), (5‘222)
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where R = Ry, Ry, R3. We introduce absolute values, use |e* —1| < C|z| and |exp[-BI(L)]| < C
(this follows from (5.121) and (5.125)). Expression (5.222) can be majorized by

2 2
CpBe Q(ZW;Q):»;N 27r)\z2p3/2 /dr/ (&) / )/ ds|R(7, Xe, Xp)|
7+ Xee(s) — Ap€p(s)|lr]. (5.223)

We study first the contributions of the terms Re and Rjs, and then that of R;.

Contribution of R,

Inserting (5.174) in (5.223), we have to estimate a finite sum of terms of the form

B [ ar [ D€ [ D) [ dsltn(rxe )l Virxesr )"

[+ Aebel(s) = A€y ()| (5.224)

where P(f3) is a polynomial in § and n + m > 6. It is proven in [14] that, at low density, the
potential ¢, can be majorized by a constant times the electrostatic potential (5.98)

|¢ch("'7Xa7Xb)| < CVelec("’;Xa;Xb)- (5.225)

Using this majoration, and introducing the change of variables » = Ax, we obtain the upper

bound
PR [ dzlel [Die) [Die)( [ sl e - NERXE
1 1 1 " 1 1
Joe oo it — [, b St~ [, )

(5.226)

m

Let us show that the above integrals are finite, thereby proving that the contribution of Rs is
dominated by a polynomial in \/B times z.zp.

Using twice the Cauchy-Schwartz inequality on the measure D(§,)D(§,,), one can majorize
the integrals in (5.226) by [ da.J(x), where

)= |:1:|\// ds|m+§( ) x [/D(g)(/lds ST +1§(S)|)4m><
/ (&) / €39) / dTa/ dTb a:+\/7§ \/Zbgp = ‘) ]%. (5.227)

In (5.227), we have used (5.177) to erte the functlonal 1ntegrals involving a single time in

relative coordinates (£(s) = /m / me&e(s \/ mp&,(s)). The following lemma can be used
to prove the ﬁnlteness of the integral over J (x)
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Lemma 2 (smoothing the Coulomb singularity)

1 m
! ! 1 n C
0 i [oiea( ] o d7b|w+¢mﬂasa(m>—¢mﬁbam>|) ST

(5.229)

The functional integrations over the Brownian paths smooth out the Coulomb singularity at the
origin so that (5.228) and (5.229) remain finite when || — 0. Note furthermore that

/D(g) (/01 dsle +€(3)]) < Clal® (5.230)

The function J(x) can therefore be majorized by J(z) < C|z|?/(|z|*™+™ +1)/4 and [ dzJ(z)
is hence integrable since n + m > 6. The contribution of Ry to X(k) is thus indeed dominated
by a polynomial in /3 times zezp.

Contribution of Rj

We seek for an upper bound for

Pz [[ar [DE) [D&) [ dslr+ 0kl = gy 0lir
0 5

1
Z ﬁ(ﬁea(pch(raXeaXp)Dn Z (ﬁeQV(r7Xeaxp))m' (5231)
n=6 m=0
We write |¢pen|™ = [¢en|"®|¢en|® and, using (5.121), majorize the sum over n by

o0

1 . .
> 1 (B |fen(r, xe Xp)1) b <eflal < (5.232)

n=6

After this majoration, we are left with an integral already studied (see (5.224)), so that the
contribution of R3, like that of Ry, is dominated by a polynomial in v/F times zezp.

Contribution of R;

Since |R1 (7, Xe, Xp)| can be majorized by C Be?s WE (v, Xe, Xp), using (5.173), (5.121) and
the positivity of W™ (r, xe, Xp) (see (5.181)), we expect its contribution to x(k) to be smaller
by a factor Be?k as compared to the leading contribution X (k) (5.180). Writing (5.223) in the
center of mass and relative coordinates, we find that the contribution of R; is dominated by
C e’k (2n22) /2 exp[2B8u] times

62 1
@ﬁ\w/dr/D(g)/o ds |r + AE(s)| [P W (r, AE). (5.233)

We show here that (5.233) behaves like a polynomial in v/ times exp[—SFE], just as (5.180).
The contribution of Ry is hence dominated by P(yv/B) (Be?k) pid, which is exponentially smaller
than yai (k).
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In order to prove that (5.233) behaves like exp[—(BEp] at low temperature, one must convert
the functional integral into operator’s language to extract the ground state energy Ey. The main
difficulty in the proof is then to keep track of the convergence of the r-integral, which is obvious
in the functional integral representation, but is non-trivial in the operatorial expressions. In the
language of operators, (5.233) is equivalent to

¢ /OﬂdTTr{U(B—T)IqIU( Jlal = e~ #507 gl (7) |q|Z .(/ V() ]} (.2

where we use the same notation as in (5.183). From the Dyson series, we have
t2
Uty — t1) = e 2= tEHY) = oxpl 40 H0]T exp [ . / ds V(s)} exp[t: Ho, (5.235)
t1
so that (5.234) can be rewritten as
p 8 o1 B \n
62/ dr Tr{e—ﬁHOT[|q|(T)|q| (e— sV 37— (/ dsV(s)) )] } (5.236)
0 n=0 " 0

The truncation terms in W{;" therefore subtract out of the trace the terms of order 0 to 5 in V,
ensuring thereby the finiteness of the trace (the same argument shows that the trace (5.183)
converges). To exploit these cancellations, we introduce in (5.234) a limited Dyson expansion
of U(s) to fifth order in V:

5
U(s) = Y UW(s) + TP)(s), (5.237)

k=0

where U(®) (s) = Uy(s) = e *Ho is the free propagator,

UR) (s) = Up(s )]:'T(/sds'\_/(s'))k, k=0,1,....5, (5.238)

with V = —V = ¢?/|q|, and the remainder is

D)(s) Z/:dsl /OSIdSQ.../OSSdSG Uo()V(s1) ... V(s5)Uo(s6) VU (s6). (5.239)

Notice that the U)(s) involve only free propagators Up(s) (and Coulomb operators V), while
UP)(s) contains the full evolution operator U(s). Because of the truncation, the terms in (5.234)
of order less than 6 in V' cancel out, and we are left with terms of the form

B
¢? /0 ar e {UO (B - DlalU™ (@]l (5.240)

where ,m =D or 0,1,2,3,4,5 with 6 <!+ m < 10 if [,m # D.
Consider first the case where [ and m are different from D. Since only free propagators Uy are
present, no bound state can occur in these terms. Let us show that (5.240) is then bounded by
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a polynomial in \/f, implying a bound P(y/f)zez, for the contribution of these terms to x (k).
Inserting (5.238) into (5.240), we find

¢’ ﬂd ﬂd ds [ dst . ds
l'—’[’n'/o T[_ S1... SZA S1...048),

Te{ VoA T[V(s1) .. T(slal()V(sh) - Vsiulal] o (5:241)

which can be majorized by

l!e—;! /Oﬂ dr /06 dsy...dsiim Tr{Uo(ﬁ)T[|q|(T)|q|\7(sl) e V(sHm)} }, (5.242)

by extending all the integrals to the domain [0, 8] (the integrand is positive, as can be seen from
the functional integral representation of the trace). Expression (5.242) is equivalent to

(562)l+m+1 1 1 1 1 Itm
i e | 4 [0©) [ arte e xeiinl ([ S 62m)

By the same argument (based on the lemma 2) already used in estimating the contribution
of Ry, we conclude that (5.243) is bounded by a polynomial in /(.

Consider now the terms with at least one index equal to D. We use the invariance of the
trace under cyclic permutations and the fact that |TrA| < ||Al|; (where || -||; is the trace norm),
to majorize (5.240) by

B8
& /0 ar || [gUO(B — 1) q/U™ (1)) (5.244)

One can obtain the following results on the norms of the operators

Lemma 3 (Convergence of the traces)

b) | a/UP)(s)[l < P(V/5)e™*" (5.246)
¢) [lalUo(t)|a[U™)(s)lly < P(v/5)P(VE)e *Fo. (5.247)

The operator norm in lemma 3.a holds only when I > 1, because U= (s) does not contain
a Coulomb operator to counterbalance the presence of the unbounded operator |q|. Naively
speaking, the trace norms in 3.b and 3.c are finite because UP)(s) is of order 6 in V, which is
enough to ensure convergence in 3-dimensional space even with two operators |q|. The bounds
3.b and 3.c grow furthermore like exp[—sFEy] because U(P) (s) contains the full evolution operator
U(s) which involves bounds states.

From the upper bounds of lemma 3 and the inequality ||ST|| < ||S||- [|T|l1, one easily deduces
that (5.244) is dominated by a polynomial in /3 times exp[—(Fy], as announced after (5.233).
Indeed, if one index is equal to D (say m = D), one uses (5.247) if [ = 0, and (5.245) together
with (5.246) if [ = 1,2,...,5. We use also of course the fact that §—7 and 7 do not exceed § and
majorize P(v/B — 7) and P(\/7) by polynomials P(y/3). The same argument applies to the case
[ = D, m # D by using the invariance under cyclic permutations in the trace (5.240) to bring
UP)(B — 7) to the right of the expression. Eventually, the case [ = m = D is treated similarly
by applying twice (5.246) together with ||T|| < ||T|;.
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5.A.2 Neglecting excited and ionized states contributions

From its definition (5.186), the contribution of excited and ionized states to x(k) is
~(1) 2 28u g
W k) = —amete [ ar g 0e{ U6 - r)QBLU(r)QBI-

T [B Bkz (/ dsV( ))n” (5.248)

with
1

1
k= ¢

7zk e q( ik-q 1) m

(5.249)

Expression (5.248) involves a truncated trace similar to (5.234), except for the additional ope-
rators Q that project the wavefunctions on the set of excited and ionized states. Notice that the
operator By, plays here essentially the same role as |q|, because we look for an upper bound that
is uniform in k and limy,_,o By, = ik -q. The methods used to derive upper bounds on (5.234) can
also be applied here with minor modifications (see below). The result is that )A{S)(k) is domi-
nated by P(v/B)plde=#(F1=Eo) where E) is the energy of the first excited state of the hydrogen
atom. )z(é)(k:) is hence exponentially smaller than )Zgi)(k:)

Following the same method as in section A.1, we introduce in (5.248) the limited Dyson
expansion (5.237) of U(s). We distinguish two types of terms:

e Class I: terms with at least one UP)(s).

e Class II: terms without U®)(s) (these terms are of order 0 to 10 in V)
Let us show that the terms in the class I are dominated by P(V/B)(2m\2)~3/2 exp[—B(Ey — 2p)]
and hence are o(pld). Majorizing the traces by trace norms (and using the cyclicity of the trace),
these terms are dominated by

e2Bu

B
0(270\2)3/2 '/0 dr |BLUY (8 — 7)QB_ U™ (r)Qlls, (5.250)

where at least [ or m is equal to D (the other index running from 0 to 5).

Lemma 4 The following bounds holds uniformly in k:

a) [|BxUY(s)Q < | BeUW(s)| < P(Vs), 1=1,2,...,5 (5.251)
b) | BeUP)(s)Qll1 < P(vs)e (5.252)
o) IBeUD(1)QB_,UP)(5)QllL < P(vs)P(VE)e 5. (5.253)

As opposed to the bounds of lemma 3, the above bounds involve the first excited state energy F,
of the hydrogen atom because of the operator Q. Applying on (5.250) these bounds in the
same way as we applied the bounds of lemma 3 on (5.244), we obtain the announced result
(5.250)= o(p!9).

We show now that the terms in the class II grow at most like P (/) exp[28u] and hence are
also o(p;d). Contrary to what happened in section A.1, the terms in class II of order less than 6
in V do not cancel out, because of the presence of the two operators Q. We write therefore
Q = 11 — P and look first at the terms without any P. Just as in the contribution of R;, exact
cancellations occur now at order 0 to 5 in V. The terms of order 6 to 10 in V (and still without P)
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are most easily majorized in the functional integral representation. Since | exp[—ik- 32r](exp|ik-
r]—1)/|k|| < C|r| uniformly in k, these terms are dominated, in absolute values, by C? exp[28]
times the expression (5.243) which grows polynomially with /3. It remains thus only to consider
the terms in the class II with at least one ground state projector P. Consider for example the
term with U (8 — 7)P (the other terms can be treated similarly). Using the cyclicity of the
trace, we can majorize this term by the matrix element

" 7 4 [0 PB U (r)B U0 0 5.254
W/o 7| (0| PB_ (T)Bx UM (8 —7)10) |, (5.254)
where [, m = 0,1,...,5. Thanks to the fast (exponential) decay of the ground state wavefunction,

the operator PB_ (and its adjoint BgP) are bounded uniformly in k. If [ # 0, the matrix element
involves therefore a product of bounded operators (see lemma 4.a and note that |[U™ (s)|| <
C/s as can be seen from the proof of lemma 3.a), and grows thus at most like a polynomial
in v/B. If | = 0, one commutes By, with U (3 — 7) and rewrite the matrix element as

(0| PB_x U™ (1)U (8 — 7)BLP|0) + (0| PB_ U™ (7)[B,, U (8 — 7)] |0} . (5.255)
Since [Bg, U (8 — 7)] is bounded (lemma 9.a), one can apply again the same argument. The
terms in the class IT grow thus indeed at most like P(y/f3) exp[208u].
5.A.3 Proof of the lemmas

Here, we set units such that e? = 1 and A%/m = 1, so V = —1/|q| and Uy(s) = exp[—sHy].
To prove lemmas 3 and 4, we need a few basic results on norms involving the free propagators
and the Coulomb operator.

Bounds on basic operator norms

Lemma 5 The operator Uy(s)V is bounded for s > 0:

1Uo(s)V]] < 2(% +9) (5.256)

Lemma 6 The operator Uy(s)VUy(t)V belongs to the Hilbert-Schmidt class for s,t > 0:

[Uo(s)VUp(t)Vl2 < ﬁ (5.257)

Lemma 7 The following commutators are bounded:

a) [[[Uo(s),qu]ll £ CVs (5.258)
b)  I[Uo(s),qulVII < C(1 +Vs) (5.259)
¢) [Uo(s),qul, ] VIl < CVs(1+/s) (5.260)

Lemma 8 The bounds of lemma 7 remain valid when q, (and q,) is replaced by the operator

lal = Vai + a3 + a3.
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Lemma 9 The following bounds hold uniformly in k:

a) |I[Br, Uo(s)]ll < CVs
b) [I[Bk, Uo(s)QJll < C(1+V5)
) 1Bk, Uo(s)]VII < C(1+V5)
d) | Br, Bk, Uo(s)]]VIl < CVs(1+ Vs)

We comment briefly on the above lemmas, before turning to the details of their proofs.
The fact that the operator Uy(s)V is bounded (lemma 5) can be traced back to the uncertainty
principle of quantum mechanics. Indeed, if V is very large, the wavefunction is close to the origin
and hence well localized. By the uncertainty principle, the momentum must be large, so that
Uo(s) = exp[—sp?/2] is small. This makes the product Uy(s)V bounded if s > 0. Concerning
lemma 6, recall that the Hilbert-Schmidt norm is defined as ||Alj; = VTrATA. Naively speaking,
lemma 6 holds because the trace TrATA converges for the following two reasons: the product
Ug(s)V remains finite at short distances (lemma 5) and V* is integrable at large distances. In
lemma 7.a, the presence of a commutator is crucial to ensure the finiteness of the operator norm
(when s = 0, this norm vanishes). In lemma 7.b, the commutator does not play such a crucial
role, because q,V is a bounded operator (||q,V|| < 1). As already mentioned, the bounds of

O

lemma 9 are essentially the same as the bounds of lemma 7 and 8 because limg_,o Bg ~ k- q.

Proof of lemma 3

a) We introduce (5.238) in

Hav® ) < | Ty / 7 sl falUo(s — s1)V]
[Uo(s1 —s2) VI - ... [[Uo(sk—1 — sk) VIl - [[Uo(sk)ll.  (5.265)
Notice that the operator |q|Up(s)V is bounded (this follows from lemma 8.b):
HalUs(s)V] < C(1+ V). (5.266)

Using lemma 5 and ||Ug(sg)|| < 1, (5.265) involves integrals of the form

Sk—1 1
dsp ——— = 2./55 < 2/5, 5.267
/0 k VSk—1 — Sk \/_k ( )

Hence only integrable singularities are present, and

Ha[U®) ()] < Par(v5), (5.268)

where Py (1/s) is a polynomial of order 2k in 4/s.
b) From (5.239), one has

s S5
1aU®) (s)], < / ds, ... / dse || |alUo(s — s1)V]

[Uo(s1 — s2)VUq(s2 — s3)VUq(s3 — 54)VUq(s4 — 85) V|1 - [[Uo(s5 — s6) V|| - [[U(56)]|-
(5.269)
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The bound (5.246) follows then from the use of ||[AB||; < ||Al|2-||B]|2 (the analog of the Cauchy-
Schwartz inequality for operators), lemma 5, 6,(5.266) and ||U(s¢)| < exp[—sEy]. Note that the
integrals are convergent. In particular

s 51 EDS s3 1
ds; / dsz/ d53/ dsy = 2s°. (5.270)
/o 0 0 0 V(81— $2) (5 — s2) (53 — 54) (52 — 84)

¢) The trace norm in (5.247) is majorized by

E] S5
/ s .. / dss | [alUo(B)alUs(s — 51)VUs(s1 — s5)V]|
0 0
||U0(82 — 83)VUO(83 — 84)VUO(84 — S5)VUO (85 — SG)VHI . ||U(86)|| (5.271)

Proceeding as in the proof of the point b), it remains only to show that

[ s [ dsa lalUs(®laltas = s)VUs(e1 — 52V £ PSPV, (5.272)

To prove (5.272), we commute repeatedly the operators |q| to the right, making |q|]V = 1
appear, or the bounded operator |q|Ugy(s)V (see (5.266)). We have thus, without specifying the
time arguments,

|a|Uola|UeVUoV = [|q], Uo]lq|UsVUoV + Us|q|Uo|q| VU V+
+ Uo[lal, Uo]|a|VUoV + Up[lal, [|al, Ue]]VUeV. (5.273)

The bound (5.272) follows then by applying the triangle inequality on (5.273) and using lem-
mas 5 and 8.

Proof of lemma 4

The lemma 4 can be proven exactly in the same way as lemma 3, if we use the bounds of
lemma 9 in place of the bounds of lemma 8. The factor exp[—s£;]| comes from ||U(ss)Ql <
exp[—seE1] < exp[—sE)].

Proofs of lemmas 5, 6 and 7

These proofs are given in [5].

Proof of lemma 8

a) We use the upper bound ||A|| < max(Sgz,Sy), where Sz = sup, [dy|(z|Aly)|, Sy =
sup, [ dz|(z|Aly) | and A = [Up(7),|q]]:

1 _l=—y/?
o = Sy = sup [ Gy llel =yl (5.274)
We introduce the change of variables € = u+y, majorize Sy by inserting sup, under the integral
sign and use sup,, [|[u + y| — |y|| = |u|. We obtain thus
1 2
< —+ -z < .
Sy < 2n )i /due o7 |u| < CV/T, (5.275)
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from which lemma 8.a follows.

b) Since |q|V = 1I, one has
I[Uo(s), lallVIl = [I[Uo(s), a®VIVII < [Uo(s)a®VZ[| + llg*V Uo(s) V| (5.276)

where we used the triangle inequality. The first norm is smaller or equal to one, and we majorize
the second norm by

3 3
la®VUo(s)VII < D Mgz VUo()VI <D llguVIl - lguUo(s) VIl < C(L + V). (5.277)
pn=1 pn=1

The last inequality follows from ||, V|| <1 and lemma 7.b.

¢) We use [[A,B],B] = [B2,A] + 2[A, B]B and the triangle inequality to write

1[Uo(s), lall; [al]VIl < llla®, Uo()]VI| + 2lI[Uo(s), lalllal V] (5.278)
From lemma 8.a, the second norm in (5.278) is dominated by C4/s. Since
[qza Ug]V = 2(2[%7 UO]un + [quv [qltv Uol]), (5.279)
I

we deduce from lemma 7.a, 7.c and ||q, V|| < 1 that the first norm in (5.278) is bounded by
Cy/s(1 4+ +/s), and hence lemma 8.c is proven.
Proof of lemma 9

We give the main steps in proving the points a) and b). The proof of the points ¢) and d)

are left as an exercise to the reader.

a) It is enough to show that
etka 1

II[T,Uo(T)]II <Cvs,  Vk. (5.280)
The operator exp[ik - q] performs a translation in the space of momentum. Introducing the new
notation UL (p) = exp[—7p?/2] for the free evolution operator, we have

U (p)et*a = Ry (p + k). (5.281)

The commutator in (5.280) thus evaluates to (UEO) (p—k)— 0 (p))e**9/|k|. The bound (5.261)
follows then from || exp[ik - q]|| = 1 and

U (p— k) = U (p)]] _ suppezs
|| B ||
(In (5.282), the last inequality is uniform with respect to k).

|e—%(p—k)2 PR |

< CyT. (5.282)

b) Writing Q = 1l — P, we have from the triangle inequality

1B, Uo(5)QIIl < I[Bk Uo(s)]Il + | B, Uo ()Pl (5.283)
The first norm is bounded by C4/s according to lemma 9.a. The second norm is majorized by
[Uo()[B, PIl + [I[Bk, Uo(s)]P|l. (5.284)

We obtain the bound (5.262) by using ||P|| < 1, [|[Ug(s)|| < 1, lemma 9.a and ||[Bg, P]|| < C.
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5.B The dressed atomic contribution

We calculate in this appendix the leading term in the atomic limit f — oo of the dres-
sed atomic contribution (5.213), by using the same method as in §5.6.2. Replacing ¢ by V
(using (5.172)), and omitting the factor —k?/(k? + k2), we have to evaluate

_ _ 4mBe? 2z 2 1 1
)

)(eik-)\ege(s)efik)\ege(t) 1 otk ApEp(5) g ik Apg (¢

W\F;T(rv Xea Xp
_ o ik ik A€ (s) g ik Ne€o(t) _ ez’k~'rez’k~)\e§e(s)efik-)\pgp(t))' (5.285)

We use the center of mass and relatives variables (5.177). The integrations over the center of
mass factors, and is easily calculated using the covariance (5.87):

1 ik s)— 1 L2216 ¢(1—]s—
W/D(ga)em Relta(s) =800 — (27T>\2)3/ze 2R2Als—t(1-]s 1)) = fis—1(k). (5.286)
a a

We hence obtain the expression

. 47rﬁe
Xd.at.(k) = 2ﬂu/ ds/ dt fis—y (K 2 )\2 (927 )2)3/2 /dT/
Wy (r, )ﬁ){ NN () ik TP ML) | ok T N (5) otk 3 M (1)
_ o ik T ik TENE(s) g ik TR NE() _ qiker ik TP NE(s) gikTENE( )}_ (5.287)

The integrand is a symmetrical function of s and ¢, since W(r, \§) = W(—r,—\§) and D(§) =
D(—&). The time integrations can hence be limited to the region s > ¢:

1 1 1 s
/ds/ dt—>2/ ds/ dt. (5.288)
0 0 0 0

It is convenient to factor the terms in the braces in (5.287), according to

(ez’k~%[r+)\£(s)} _ efikr%['rur)\&(s)}) (efik-%[r-i—)\ﬁ(t)] _ eik-%[r-l—)\ﬁ(t)]) ‘ (5.289)

In operatorial language, Xq.at.(k) becomes
- 4re® 2 B 5
Xd.at (k) = —74625”5/0 ds/o dt fis—¢/5(k) { A A;rnt( ) Aint (1)

_ e*ﬂHoT[AT(s)A(t) 25: %(/Oﬁ duV(u))n} } (5.290)
n=0

where Ajp(s) = U(s)AU(—s) is the time evolved operator A (compare with (5.183)). At low
temperatures, the leading terms arise from terms with ground state contributions from the
evolution operator U(7) = e™™ (7 = ¢, 5, 8). Introducing the ground state projector P = |0) (0|
and Q = 11 — P, the first term in the trace, i.e. e ﬁHAInt
cyclicity of the trace)

U(B — s +1)(P + Q)AU(s — £)(P + Q)A. (5.291)

(s)Aint(t), can be written as (using the
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Retaining only terms with at least one ground state projector (as in (5.187)), we find

~(0) de?

2 (0 F
Xd.ap.(B) == —?462ﬂ“5/0 ds/o dt fis—1,5(k) Tr{U(ﬁ — s+ t)PATU(s — t)PA

+ U — s+ t)PATU(s — £)QA + U(B — s + )QATU(s — t)PA}. (5.292)

(0)

In terms of atomic eigenvalues and eigenstates, X .. (k) becomes

d.at.
~ : 622 p § _132y2s—t(q_ s—t
0 (k) :—4@15?5/0 ds [ are BT (Jag )
+ Y e CTOERTE) Ay (R[4 ) e*W*Ht)(Em*Eo)|A0m(k)|2) (5.293)
m>1 m>1

where we factored out the atomic density (5.35) and used |A,y (K)|? = |[Awn(k)]?. Let us eva-
luate (5.293) for k& < A;'. The first exponential can be approximated by one at lowest order
and we find, after having performed the time integrations,

~(0) ~ i
Xi.ar. (k) = —4mpi ﬁmm(k)IZa kAo < 1. (5.294)

R (k) = —amplda, kA, < 1. (5.295)

*x Kk Kk ok K
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Commentaire sur le développement en clusters écrantés

11 convient de remarquer que la définition (5.144) du poids d’un cluster n’est en fait pas sur-
prenante, mais correspond a une généralisation naturelle, exprimée dans le langage des boucles,
du développement en clusters standard de la mécanique statistique quantique, lorsque nous
avons affaire & un systeme avec des forces a longue portée. La prise en compte des effets d’écran
dus a la longue portée du potentiel de Coulomb introduit un certain nombre de modifications
dans ce développement, dont I'usage du potentiel effectif ¢, des activités renomalisées 3(L), et
la troncature dans les fonctions de cluster qu .

Montrons que dans le cas d'un systeéme avec une seule espece de particules et des forces a
courte portée, la formule (5.144) se réduit bien, apres intégration sur les positions et les formes
des boucles, & Iexpression attendue pour le terme d’ordre zV dans le développement en clusters
du logarithme de la grande fonction de partition. Nous considérons donc un systéme quantique
d’Hamiltonien

N o _p2 1N
Han =Y A+ > o(lri—rj)) (5.296)

i 2m 2 i£j=1

ou v est un potentiel intégrable. D’apres (2.41), la fonction de partition de ce systeme est

o0 1 P N
CA =1+ Z m/Ad’f’l d'I’N D('I’]_,...”’N) (W) (5297)
N=1

ou z = exp[fu] est la fugacité des particules, A leur longueur d’onde de de Broglie et ou l'on a
posé

Dir1,e) = o2 S ) S ({rpn 0 }‘efﬁHA,N‘{m,Uf}) (5.208)

N
p(i)
pESN {o? fvzl

Remarquons que D(1,...,n) est une fonction sans dimension et symétrique de ses arguments (on
note les coordonnées {r;} par {i} pour abréger). Le développement en cluster, c’est-a-dire en
série de puissances de la fugacité, du logarithme de () est

o

1 N
Gy =Y (W) /Adrl...drN Z(ry, .y Tn). (5.299)

N=1

Les fonctions de clusters quantiques Z(1,...,N) pour N particules sont reliées aux fonctions
D(1,...,N) par les formules de troncations habituelles (voir par ex. [46]):

Z(1) = D(1) (5.300)
Z(1,2) = D(1,2) — D(1)D(2) (5.301)
Z(1,2,3) = D(1,2,3) — D(1,2)D(3) — D(1,3)D(2) — D(2,3)D(1)+

+2D(1)D(2)D(3)  (5.302)

Ces formules ont naturellement la méme forme que dans le cas classique (voir (5.131)), mais ici
D(1,...,n) s’exprime en terme des éléments de matrice de l'opérateur exp|—BHx n] et contient
une somme sur les permutations p € Sy a cause de la statistique quantique des particules.
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Si 'on particularise le développement diagrammatique en clusters écrantés (screened cluster
expansion) exposé dans Particle au cas du systéme décrit ci-dessus (une seule espéce de parti-
cules avec interactions & courte portée), la formule (5.144) pour lactivité d’un cluster Cy & N
particules devient

Zunscreened (CN) = Z CQZ(é’Q)Wv(éaQ), (5.303)
Q

ou () est une partition des N particules en L sous-ensembles et z(&p) = H£:1 2(LF) est le
produit des activités de boucles (5.96). Dans (5.303), W, (L1, ..., Ly) sont les fonctions de cluster
classiques (voir (5.131)-(5.133)) évaluées pour le potentiel d’interaction entre boucles v(L;, £;)
hérité de la représentation de Feynman-Kac!”. Montrons que cette formule pour Pactivité d'un
cluster & N particules n’est autre que la représentation dans le langage des boucles du terme
d’ordre zV dans le développement en clusters (5.299). Autrement dit, le développement (5.299)
peut s’écrire comme

In CA = Z /dCN Zunscreened (CN) (5.304)
N=1

Dans le cas d’un potentiel intégrable, la diagrammatique en clusters de ’article se réduirait donc
a une diagrammatique triviale dans laquelle les graphes ne sont constitués que d’un seul point
noir représentant un cluster Cny, N = 1,2, ...

Le lecteur peut vérifier aisément, en explicitant les permutations de (5.298), que les premiers
termes du développement (5.299) s’identifient bien ceux de (5.304). Pour démontrer ceci de
maniere générale, utilisons la formule magique (3.9) pour écrire () sous la forme

m=§j{)%§ji(

=1 qr=1

L
11 / dR; / D(Xi)z(ﬁi)) S PUAREICINY (5.305)

i=1

Une configuration de boucles peut étre caractérisée par la donnée d’un ensemble {n;}3°,, ou n;
est le nombre de boucles contenant 7 particules. Nous pouvons ainsi remplacer

i i' i i par > (]o_o[ i,) (5.306)

. T
L=0""q=1 q.=1 {n;=0,1,2,...} \i=1 "

dans (5.305), et trouvons la formule suivante pour le logarithme de (y:

In¢y =) (H i) /drl...er/D(Xl)...D(XL)z(El)...z(EL)WU(El,...,EL), (5.307)

11,1
{ni} \i=1

ou L = ), n; est le nombre total de boucles. Comme l'activité d’une boucle contenant g par-
ticules est d’ordre 27 (voir (5.96)), le terme d’ordre 2"V du développement en fugacité de In(y
s’obtient en additionnant tous les termes de (5.307) relatifs & des configurations de boucles {n;}
contenant exactement N particules (D, in; = N), ce qui donne le développement en clusters

Yu(L;, L) est donné par (5.94) ol V est remplacé par v



Commentaire sur le développement en clusters écrantés 127

suivant:
o0 o 1
In¢y = Z Z (H n_¢!> /Adm...er/D(Xl)...D(XL)z(El)...z(EL)
>oiini=N

Wo(Li,y. £1)  (5.308)

Remarquons qu’il est équivalent, pour définir une configuration de boucles, de se donner ’en-
semble {n;} des multiplicités de chaque boucle, ou une partition = [qi, ..., qr] des N particules
en L boucles contenant ¢ > ¢o > ... > qp particules (1 < L < N). La somme sur {n;}
dans (5.308) peut ainsi étre remplacée par une somme sur les partitions @, et le développement
en clusters de In(p s’écrit donc effectivement comme (5.304), avec la définition (5.303) de I’ac-
tivité d’un cluster.

Dans le cas d’un potentiel d’interaction & courte portée, les fonctions de cluster Wy, (L4, ..., Ly,)
décroissent rapidement lorsque deux de ses arguments sont éloignés I’'un de ’autre. Les intégrales
dans (5.308) sont alors proportionnelles a |A| lorsque |A| — 00, et la pression p = lim|y| o0 In (o /(B|A])
peut étre calculée & basse fugacité en prenant la limite thermodynamique terme a terme. Dans le
cas d’un systéme coulombien, le développement en clusters (5.304) doit étre modifié pour éviter
Papparition de divergences coulombiennes, et il en résulte le développement en clusters écrantés
(screened cluster expansion) exposé dans I’article. La forme que prend le développement écranté
peut étre rendue plausible par les arguments heuristiques suivants (voir I'article [5] pour une
démonstration compléte).

Le point de départ pour obtenir le développement en clusters écrantés est la diagrammatique
des graphes prototypes introduite au chap. 4 (et rappelée dans la section 5.4). Oublions un
instant les regles de convolution interdite issues de la procédure de resommation des divergences
coulombiennes. Les contributions de tous les graphes de Mayer avec une certaine structure (méme
ensemble de boucles {£;} et méme ensemble de liaisons {(L;, £;)}), mais différentes sortes de
liens (F ou FR) et différentes sortes de poids (z(£) ou z(L)(exp[—B1(L)]—1)), peuvent alors étre
additionnées, et s’expriment comme la contribution d’un seul graphe de méme structure, mais
dans lequel les points ont comme poids 'activité renormalisée 3(L) = z(L)exp[—B1(L)] et les
liens sont donnés par la somme Fyy = Fc+Fg = exp[—fB¢]—1. Ces graphes obéissent aux régles de
Mayer usuelles pour un systéme classique avec potentiel d’interaction ¢(L;, £;). Remarquons que
si nous additionnions tous les graphes qui contiennent exactement n boucles, nous obtiendrions
la fonction de cluster classique Wy (L1, ..., £,) évaluée pour le potentiel d’interaction effectif ¢.
Cette diagrammatique ne serait toutefois pas optimale dans 'optique d’évaluer des quantités
dans la limite atomique, car ces fonctions Wy ne sont pas intégrables a densité nulle. II est
judicieux par conséquent de décomposer le lien de Mayer Fy selon

1

S FC(Li £7) (5.309)

1
Fy(Li, Lj) = Fy(Li, L) + Fo(Li, L) + QF(QJ(Q, L£;)) +
ou le lien tronqué F qf est défini en (5.137) et Fo = —(¢. Ceci génere des graphes avec quatre
sortes de liens!'®: qu , e, %Fg et %Fg Dans ces graphes, un groupe de M boucles pour lesquelles
les intégrales sur les distances relatives convergent lorsque ¢ est remplacé par V constitue par

¥Nous bénéficions ici pleinement du choix de la diagrammatique “compacte” introduite dans le chapitre
précédent. Avec la diagrammatique “en multipoles”, les formules et le raisonnement diagrammatique devien-
draient compliqués.
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définition un cluster de M boucles. Entre clusters, les boucles interagissent via des liaisons Fg,
$FZ ou F (car la liaison F est intégrable & densité nulle: FY}(L;, £;) ~ |r; — ri| 1 A grande
distance). Nous pouvons alors définir une nouvelle diagrammatique dans laquelle les points
correspondent a ces clusters de boucles, et les liaisons a la somme des différents liens possibles
entre les boucles d’un cluster et celles d’un autre. Le poids d’un point dans cette diagrammatique
est donné par la somme des graphes de Mayer composés de M boucles reliées de maniere connexe
par des liens F (;f , Fc, F2/2 ou F/6 de telle sorte que le graphe converge lorsque ¢ est remplacé
par V. Ce poids est donc

ou qu est la fonction de cluster écrantée et tronquée définie en (5.138). Par construction,
ces fonctions de clusters tronquées W7 font intervenir, comme les fonctions de clusters W, des
facteurs de Boltzmann avec toutes les interactions mutuelles entre des sous-ensembles de boucles
choisis parmi {L1, ..., L3s}. Une boucle dans un cluster étant susceptible d’interagir via les liens
Fec, %Fg ou %Fg avec n’importe quelle autre boucle dans un autre cluster, les points dans
cette nouvelle diagrammatique peuvent étre reliés par des liens —(®, %(ﬂ@)Q ou %(,6@)3, ou
® est la somme des interactions effectives ¢(L;, £;) entre les boucles d’un cluster et celles d'un
autre (les liaisons entre clusters doivent étre non intégrables lorsque ¢ est remplacé par V). La
derniere étape pour parvenir au développement en clusters écrantés exposé dans I’article consiste
a convertir cette diagrammatique en clusters de boucles en une diagrammatique en clusters de
particules, comme cela a été fait précédemment dans le cas d’'un systéme avec forces & courte
portée (voir (5.308)). Les points de cette diagrammatique ont alors comme poids l'activité de
cluster (5.144) qui fait intervenir toutes les contributions possibles d’échange entre les particules
a l'intérieur d’un cluster (composé de N, protons et N, électrons). Rappelons que nous avons
négligé jusqu’a présent les regles de convolution interdite issues de I’élimination des divergences
coulombiennes. Ces derniéres conduisent tout naturellement & des regles de convolution interdite
analogues dans la diagrammatique en clusters de particules écrantés (voir “special rules” a la
page 97).



Chapitre 6: complément

Polarisation et constante diélectrique
d’un fluide dipolaire classique confiné

Objectif et résultats

D’apres I'électrostatique macroscopique, la polarisation moyenne P (r) d’un corps diélectrique
placé dans un champ extérieur Ey(7) est reliée au champ électrique macroscopique E(r) par
e—1

P(r)= < ~E(r) ()

pour un milieu linéaire, homogene et isotrope. La constante diélectrique e est supposée étre une
quantité intrinseque de la matiére, tandis que les champs moyens P(r) et E(r) dépendent en
général tous deux de la forme de 1’échantillon considéré. La densité de charges induites & la
surface de I’échantillon influence en effet les valeurs que prennent en volume des champs E(r)
et P(r) a cause de la longue portée du potentiel de Coulomb. La constante diélectrique peut
étre calculée sans que cet effet de bord intervienne, en considérant la polarisation induite autour
d’une charge extérieure localisée et immergée dans un diélectrique infiniment étendu (comme
cela a été fait dans le chapitre précédent). Une telle approche ne répond toutefois pas a la
question de la validité générale de (x), avec une constante diélectrique indépendante de la forme
de I’échantillon.

Notre objectif dans ce complément est de démontrer cette formule centrale de 1'électro-
statique macroscopique pour un modele tres simple de diélectrique: un fluide dipolaire classique
de N molécules identiques portant un moment dipolaire idéal p non polarisable, confiné dans
un volume V, & la température 7T'. Les champs P(r) et E(r) sont alors donnés par des valeurs
moyennes statistiques, qui doivent étre évaluées en limite thermodynamique pour une certaine
forme donnée de V. La difficulté principale du probleme provient du fait que la mécanique
statistique fournit P(r) en fonction du champ électrique extérieur E((r) et non du champ E(r),
la relation entre ces deux quantités dépendant de la forme de I’échantillon.

Notre démonstration de (x) est basée sur une hiérachie d’équations (de type BGY, mais
obtenue en considérant un changement infinitésimal d’orientation d’un dipole p — p + dp)
pour les fonctions de corrélation du systéme fini en présence d’un champ électrique extérieur.
Sans utiliser de développement diagrammatique, nous montrons que les effets de bords dans la
polarisation sont entierement inclus, en limite thermodynamique, dans le champ macroscopique
E(r). Cette approche fournit une nouvelle formule pour la constante diélectrique du systéme,
qui exprime € comme une intégrale sur une fonction de corrélation & trois corps du systéme
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infiniment étendu et non polarisé. Nous démontrons que cette formule se réduit, comme il se
doit, a I'expression bien connue de € en terme de la fonction de corrélation directe & deux corps.
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Abstract

We give a new proof that the constitutive relation of macroscopic electrostatics holds in a dipolar fluid
with a sample’s shape independent dielectric constant. Our approach is based on a BGY-like hierarchy
equation which allows us to calculate the canonical one-body density function up to linear order in the
electric field, in the thermodynamic limit. The dielectric constant comes out as an integral over a 3-point
correlation function of the infinite unperturbed (unpolarized) system, from which one can recover the
well known formula for € in terms of the 2-point direct correlation function.

6.1 Introduction

Since the last century, it is known that the phenomenology of linear, homogeneous and iso-
tropic dielectrics in static fields is well described by the constitutive relation of macroscopic
electrostatics P(r) = (e — 1)/(4m)E(r). The dielectric constant € is assumed to be an intrinsic
quantity of the infinite unperturbed (without any external field applied) system, that depends
only on its thermodynamical state, while on the contrary the average polarization P(r) and the
average electric field E(r) depend on the shape of the finite system considered. The phenome-
nology of linear dielectrics is based on the physical insight that the response of the system is a
local phenomenon, the molecules responding to the ambient electric field. The latter is given by
the macroscopic field E(r) which, contrary to the external field E¢(r), includes the contribution
of the charge density induced on the surface of the sample. These charges make the macroscopic
field (as well as the polarization) shape-dependent because of the long range of the Coulomb
potential. Two (related) basic questions then naturally arise:

(a) How do we calculate the dielectric constant of a substance?
(b) For a given material, is the macroscopic relation indeed satisfied, with the same and unique
dielectric constant, irrespective of the sample’s shape and of the applied external field?

These questions can only be answered on the basis of a particular model for the dielectric.
Question (a) was studied even before the underlying microscopic structure of dielectrics was
clearly understood. An approximate formula for € was obtained by Mossotti [69] and Clausius [20]
(the corresponding formula for the index of refraction was given by Lorenz [21] and Lorentz [56])
and other approximate results were later proposed by Debye [30] and Onsager [71]. Except for
Debye’s formula, which is an exact low density asymptotic behavior, these formulae are not
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really satisfactory because they are based on uncontrolled approximations, such as the use of
macroscopic electrostatics on a microscopic scale. Kirkwood [50] initiated the modern theory of
dielectrics by using the tools of statistical mechanics. Let us consider a particularly simple model
of a dielectric which is a fluid made of N identical molecules carrying an ideal dipole moment
P, in a volume V at temperature 7'. This model presents the necessary ingredients to behave as
a dielectric and should obey the phenomenological law. It has already been much studied in the
literature, as well as more elaborate models. We refer the reader to a few books [38, 12, 77, 43]
and review articles [81, 79] where a complete list of references can be found. In this context, the
two questions already found an answer. Several exact and equivalent formulae for the dielectric
constant were proposed by different authors, in particular [2, 73, 45, 19]. We point out in section
3 that these formulae can in fact be very easily obtained by specifying the constitutive relation
to the case of an external field created by an external charge localized inside the sample. The
question b) was studied in the pioneering work of Nienhuis and Deutch [70] and received a
complete solution by Ramshaw [75] (It was later studied again by Martina and Stell [64]).
Ramshaw’s approach is based on an integral equation, involving the direct correlation function,
for the linear variation of the one-body density due to an external electric field. If we isolate a
purely dipolar contribution in the direct correlation function, we can make the macroscopic field
appear on one hand, while no other finite size effect survives in the infinite volume limit on the
other hand. This approach provides a complete answer to question b), but unfortunately relies
on a diagrammatic argument for the control of the thermodynamic limit (see §3.4).

The purpose of this article is to give an alternative to Ramshaw’s proof which does not
use diagrammatic arguments. Our approach is based on the equilibrium hierarchy equations
for the correlation functions of the finite system in the presence of an external field Eg(r),
obtained by considering an infinitesimal dipole orientation change p — p + dp. We show, in a
diagrammatic free way, that in the thermodynamic limit the boundary effects on the one-body
density function up to linear order in the electric field are entirely contained in the macroscopic
field E(r). This function, written in terms of E(r), involves only intrinsic quantities specific to
the infinite unpolarized system. This approach yields a new formula for the dielectric constant
which involves an integral over a three-point correlation function. Using the hierarchy equations
of the infinite unperturbed system, we show that this formula is in fact equivalent to the well
known expression for € in terms of the direct correlation function.

The paper is organized as follows. Since the already vast literature on the subject may be
somewhat overwhelming, we present synthetically in the first few sections how the two ques-
tions can be most simply answered. We start by defining in section 2 the classical rigid-dipole
fluid model and consider its thermodynamic limit (whose existence is implicitly assumed in the
phenomenology). The equilibrium quantities (pressure, correlations, ...) are indeed well defined
and independent of the shape of the sample used in the limit, although the dipolar potential is
at the border of integrability. A few simple results on the asymptotic decay of the correlations
are also given in §2.2, for later use. In section 3, we consider the linear response of the system
to an external electric field. After recalling in §3.1 a subtlety in the definition of the macrosco-
pic field, we point out in §3.2 that a straightforward linear respounse calculation of the induced
polarization is not sufficient to establish the constitutive relation because of the appearance
of a rather delicate shape-dependent integral. In §3.3, we show that the well known formulae
for € can be obtained by specifying the counstitutive relation to the special case of an external
field created by an external charge localized inside the sample. The infinite volume limits of the
fields Py (r) and Ey(r) are then easily calculated from their expressions obtained by standard
linear response theory, because no boundary effect occurs. We finish the introductory part in
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§3.4 with an outline of Ramshaw’s approach to question b). The section 4 contains then the
detailed presentation of our hierarchy approach and we conclude in section 5.

6.2 The unpolarized infinite system

6.2.1 Definition of the model

We consider a simple model of a dielectric which is a classical dipolar fluid made of N
identical molecules in a volume V at temperature 7. The molecules are assumed to carry an
ideal unpolarizable dipole moment p; and we denote the position and the dipole moment of the 5th
molecule by i = (r;,p;). An average over the angle of p will be written as (...),, := 1/4x [...dQp
and the condensed notation fv d1 stands for f dQy fv d3r1. The molecules interact via the dipolar
potential and have a hard core of radius o:

—p; - Egi 2) if - > 2
Uint(luz) :{ . dlp(r1| ) 1 |r1 'r2| ’ (61)
00 otherwise,
where Egip(r1]2) = —Vi(py - V2)\rllT2\ is the electric field at r; created by a dipole p, at

r2. (The choice of this particular short-ranged regularization does not play an essential role.)
This model presents three independent parameters: the volume V', the density p = N/V and the
inverse temperature § = 1/(kgT’). The excess (non ideal) quantities depend on two independent
dimensionless parameters: po3, a measure of the density of the system, and 8p?/o?, a parameter
which compare the maximum dipolar interaction energy (two spheres in contact) to the thermal
energy. We shall also use the dimensionless quantity y = 473pp?/9, which is proportional to the
product of the two parameters.

6.2.2 The thermodynamic limit and bulk correlations

To our knowledge, there does not exist a rigorous proof of the existence of the thermodynamic
limit for the rigid-dipole fluid model in the absence of an external field. However, the existence
of this limit is strongly suggested by the observation that all the graphs in the Mayer expansions
of the correlation functions are finite thanks to a first integration over the angles of the dipoles.
This integration kills by parity all the dangerous logarithmic divergent terms which could arise
from the slow decay of the dipolar potential. We shall attach a subscript V to a quantity
calculated in the finite system and none for its value in the thermodynamic limit, since it is shape
independent. At small enough density and high enough temperature, the phase should be fluid
and unpolarized, so the one-body density becomes p*) (r, p) = p*) = p/4r in the thermodynamic
limit. All the higher order correlations become invariant under global translations and rotations
of their arguments. On the contrary, notice that when the system in submitted to an external
field, the quantities still depend in general on the sample’s shape in the thermodynamic limit
and therefore receive a subscript 0V.

We denote the two-point density function by p®(1,2) = p™MpM[1 + h(1,2)], where h(1,2)
is the Ursell function. The direct correlation function ¢(1,2) is defined by the Ornstein-Zernike
equation

h(1,2) = ¢(1,2) + pV /d3 c(1,3)h(3,2). (6.2)
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As suggested by its diagrammatic Mayer representation, the direct correlation function is ex-
pected to behave asymptotically as —( times the dipolar potential at large distances. It is useful
to isolate in this function the asymptotic dipolar part, and this can be done by decomposing
for example ¢(1,2) as ¢(1,2) = cer,0(1,2) + cagip,o(1,2) where ¢g»(1,2) is a short-ranged func-
tion (decaying faster than |r; — ro|™3) and cqip o (1,2) is equal to —B(p; - V1)(p, - Vz)m
if |71 — 72| > 20 and to 0 otherwise. However, this decomposition is not the most appropriate
one for our purpose, because it leads to unnecessarily complicated formulae. For instance, the

Fourier transform of this last function evaluates to

~ 11(2ko . .
G (b1, p2) = —4n B [30 k) (py - ) — 1 - 3] (6.3
2ko
where j) (r) = — cos(x)/z+sin(x)/z? is a modified Bessel function. In order to work with simpler
expressions, we let
c(1,2) = csr(1,2) + caip(1,2) (6.4)

where ¢4 (1,2) is again a short-ranged function and

_ (pl'Vl)(p2'V2)ﬁ if [P — 79| > 2d
caip(1,2) = =flim ¢, T1m T2 (6.5)
0 5P P2 d(ry1 —ra) otherwise.

The limit d — 0 is understood to be taken after the spatial integrations over the variables r
and 7y. The Fourier transform of this function reads cgip (k; py, p2) = —478(py - k)(p, - k) since
limg 0 j1(z)/z = 1/3. The definition (6.5) may seem artificial, but it corresponds to defining
caip(1,2) as —f3 times the dipolar potential at all distances, with a delta function singularity at
the origin. This delta singularity appears naturally in the definition of the macroscopic field (see
§3.1) and it should be noticed that —4n3(p; - k)(p, - k) is the result expected from a calculation
in the sense of distributions of the Fourier transform of the full dipolar potential. In the limit

k — 0 at fixed k, the Fourier transform of ¢(1,2) becomes

lim ¢(k; py, py) = —47B(p1 k)(Py k) +C0(py p2),  Co(pr-p2) = Cul(k = 0,py,py). (6.6)

The first singular term that still depends on k arises from the slow 1 /r35-tail in ¢(1,2) and the
second term cg(k = 0;py,py) is necessarily, by rotational invariance, a function of the relative

angle between p; and p,. Substituting the decomposition (6.4) in the Ornstein-Zernike equation
(6.2) gives [2]

h(172) = hsr(172) + hlr(172) (67)
with
her(1,2) = c5:(1,2) + pV) /d3csr(1,2)hsr(3,2) (6.8)

hie(1,2) = / d3d4[6(1,3) + pM hsr(1,3)]caip (3,4)[6(4, 2) + pVhg(4,2) + pMhip(4,2)).
(6.9)
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Inserting the result (6.6) in these equations shows that the Fourier transform of the Ursell
function takes the following form in the limit k& — 0:

]ligéﬁ(k;pl,pg) = a(p; - k) (Dy- k) + ho(P1-D2),  ho(p1-Ds) = hse(k = 0,1, D), (6.10)

where « is a coefficient that depends on the thermodynamic parameters. The form (6.10) shows
that h(1,2) also decays as 1/r3, at large distances, like c(1,2). This simple consequence of the
Ornstein-Zernike equation (and of the 1/r3,-decay of ¢(1,2)) is compatible with an analysis order
by order in density of the Mayer graphs that represent A(1,2). This diagrammatic analysis also
suggests that the next terms in the large-r asymptotic expansions of h(1,2) and ¢(1,2) decay as
1/r%,. Notice that the Ornstein-Zernike equation, combined with (6.6) and (6.10), implies that

ho(py - po) = Go(py - po) + pV /dQ3 o (py - p3)ho(ps - Py)- (6.11)
In particular, we have

b=atpba  with o=@y P)B By, b= (P p)BB2) . (612)
12

Similar considerations can also be made for higher order correlations. For example, the Fou-
rier transform over r3 of the truncated three-point density is also the sum of a singular term
(depending on the non-analytic function k) and of a regular (at k = 0) term:

lim 590(1,2:py, k) = 75, (12, k) + 557 (L, 25 py). (6.13)

6.3 The system in the presence of an external field

6.3.1 The macroscopic field

When a finite sample of the dipolar fluid is submitted to an external field Ey(r), an induced
polarization

Py(r) = / a9 py oY (1) (6.14)

appears and the macroscopic field Ey (r) is given by

1
Ev(’r‘l) = Eo(’l’l) - V1/ Pv(’l"g) . V27d37’2 (6.15)
v [P — 72|
1 1
= Eo(’l’l) - / (V17> Pv(’l"Q) . dSQ +/ V2 . Pv(’I’Q) (V17> d37’2.
oAY [P — 7o v [T — 72
(6.16)

These integrals are well defined because the volume element d®ry makes the singularity of the
integrand integrable at r; = ry. Let us recall a subtlety in the definition of the macroscopic
field, related to the singularity of the dipolar potential at the origin. If we call B(ry,d) a ball of



136 COMPLEMENT Polarisation et constante diélectrique d’un fluide dipolaire confiné

radius d centered on r1, we have

1 1
lim / (Pv(’r'g) . Vz) (—V17> d37'2 = / (—V17> Pv(’l’z) . dSz—
d—0 |’I’1 — 7’2| oV |’I’1 — 7’2|

V\B(r1,d)

. 1

— lim (—Vli
d—0 |’I"1 — 7’2|

3B(’I‘1,d)

)Pv(rz) -dSz—l—/VVZ-Pv(rg) (V1#> d’ry

|71 — 72
(6.17)

The integral on the surface 0B(ry, d) of the ball gives —47 /3P (r1) in the limit d — 0. Combining
the last two equations, we find

. 1 4
Ev(’l’l) = Eo(’l’l) + lim / (Pv(’l’g) . VQ) (—V17> d37’2 — —ﬂ—Pv(’I’l). (6.18)
d—0 |r1 — 7‘2| 3
V\B(rl)d)

If we agree to define limg fB(Tl,d)(PV(TQ) - V3) (—Vl |r1i'r2|) d3ry = —%’TPV(rl), which is
the result suggested by a calculation in the sense of distributions, we can then write the following
formula for the macroscopic field

Ev(’r‘l) = Eo(’l’l) — / (Pv(’l’g) . Vg)vl 1 d37’2. (6.19)

% Py — 72
If we had inverted carelessly the integral and the gradient in eq. (6.15), we would have obtained
this formula directly, but would then not know how to treat the singularity of the dipolar

potential at 71 = r9. The previous calculation shows that it should be handled as the delta
function 47/36(ry — r2) [74].

6.3.2 Linear response and thermodynamic limit

An elementary linear response calculation of the induced polarization results in the Kirkwood
expression

Py(r) = / aq, /V a2 [P (1)8(1,2) + p (1o kv (1,2)] py 9y - Bo(rs)).  (6.20)

This formula shows in particular that the infinite volume limit of Py (r) depends in the general
case on the shape of the sample, as expected. Such a dependence is produced by two different
mechanisms: the integral [, d3ry ... depends on the shape because h(1,2) ~ |r; — ro| 3 and
also the finite volume dependent part of the Ursell function, Ahy(1,2) = hy(1,2) — h(1,2),
gives a non-vanishing shape-dependent contribution in the limit V' — oo, as first pointed out by
Jepsen [48]. These intricate boundary effects make Kirkwood’s formula not useful in answering
question b) but it is valuable for question a). Namely, if we consider the special case of an
external field created by an external charge localized inside the sample, all these complicated
boundary effects disappear, because of the decay of the external field E((r2) at increasing
distances. However, in this situation, the electric field varies over microscopic distances and it
is appropriate to generalize the constitutive relation to

P(r) = /R3 X(r — ) E@)dPr' = / lr=r) =0 =) peryaty (6.21)

R3 47
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or, in Fourier transform,

P(k) = 6(’27: L B(k). (6.22)

[We don’t write a tilde on €(k) and rely on the argument to recognize e(r) from its Fourier
transform €(k).] The (longitudinal) static dielectric function €(k) depends only on the modulus
of k because of the isotropy of the unpolarized system. If we approximate in (6.21) the kernel
e(r — r') by the local kernel ¢(k = 0)d(r — r'), we recover the usual form of the constitutive
relation P(r) = (e — 1)/(4m) E(r), with a dielectric constant € equal to e¢(k = 0).

6.3.3 Expressions for ¢ in terms of two-body bulk correlations

We consider the special case of an external charge density localized inside the sample, where,
as already stated, all boundary effects become out of play in the thermodynamic limit. In this
limit, the macroscopic field does not depend on the shape of the sample and is given by

Br) = V1 | [ 4 )] L[ @' (6.23)

where p'"d(r) = —V - P(r) is the charge density induced by the external charge p®(r). From
(6.22) and (6.23), the dielectric constant is related to these charge densities by

L PR
R =1+l S (6.24)

[The limit p®™* — 0 is necessary to capture only the linear response.] At k& = 0, the fraction
pnd(0)/p*(0) measures the (incomplete) dielectric screening of the external charge. The ther-
modynamic limit of Kirkwood’s expression (6.20) becomes trivially

P(ry) =ﬁ/d91 /R3 d2[p"8(1,2) + p™ pMh(1,2)] py (P2 - Eo(ra)). (6.25)

The integral over 5 is a convolution. Therefore, we obtain by using p™4(k) = —ik - P(k) and
Ey(k) = —ikp®* (k)4n [k,

5 (k)
po (k)

— —an g 2 (Wksp,pa) 0 B R) (6.26

Substituting this result in (6.24), we see that the dielectric constant of the dipolar fluid is given
in terms of the Ursell function h(1,2) by [43]

() = 1= 3y~ 9yp (kP p) b1 RN By ) (6:27)

Recall from (6.10) that limg_o h(k; py, po) still depends on the direction of k&, so that we cannot
merely infer a formula for €(0) in terms of limy_,o <%(k;p1,p2)p1 : p2> . Nevertheless, we

1'P2
can express € in terms of quantities that decay faster than hA(1,2), so that the final result does
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not involve k explicitly. By using (6.7) and by applying the convolution theorem to the infinite
series generated by (6.9), we find

(P*h(k; Dy, p2) By - B) Do B)) = p? (ki pr,po) By R) (B K)) 4
P1,P2 P1,P2
0 - . N n+1
# S cami) (o (51 + dalbipipn)] 01 RG2 B) ) (629
n=1 1,P2
After little algebra, it follows from (6.27) and (6.28) that
(k) = 1+ 3y + 9yp (hor (ks P, ) (B B)(By - ) (6.29)
P1,P2

Since the function hg(1,2) decays faster than |r; — r3| 3, we obtain in the limit & — 0

3y
=1 1+ pb) =1 :
€ + 3y(1 + pb) +1_pa, (6.30)

where the second equality follows from (6.12). We stress that according to the decomposi-
tion (6.4) and the corresponding ¢ (1, 2), a reduces to the regular (analytical) part of ¢(k; p;, ps)

at k = 0, namely a = <limkﬁo[5(k;p1,p2) + 47 B(p, - k)(Dy - k)] (D, -152)> . If another de-
1F2

composition of ¢(1,2) is used, we obtain of course the same expression for € in terms of the pre-

vious intrinsic a, but the relation between ¢ and the new short-ranged part of ¢(1,2) is modified.

For instance, for C(lu 2) = csr,a(lv 2)+cdip,a(17 2)7 we have a = <Esr,0(k = 0;p17p2)(ﬁ1 ) ﬁ2)>p1,p2+

47 Bp? /9 and the formula (6.30) can therefore also be written in the quite different looking form

e—1 L
€+ 2 1-— P(Esr,a(k = 0;p17p2)(i)1 'i)2)>171’p2‘

(6.31)

The present formula for the dielectric constant (in its various forms) is well known [2, 73, 45],
but is derived here in a very simple way. In particular, we did not resort to intricate diagrammatic
analysis nor expansions for the orientational dependence of the correlations. A similar approach
for obtaining the dielectric constant can also be used in more general classical models of polar
fluids, where the molecules do not carry only a purely dipolar electric moment. Instead of
calculating the induced charge density p™d(r) = —V - P(r) from Kirkwood’s expression, one
can use the standard linear response result p2d(k) = —8S(k)pe (k)4n /k? that leads to

S(k)

671(1{3) =1- 471',6?,

(6.32)

where S (k) is the Fourier transform of the charge-charge correlation function of the infinite
unperturbed system. The latter formula for €(k) has been used by Chandler to give an exact
expression for the dielectric constant of a classical fluid composed of polarizable and deformable
molecules [19]. It is interesting to note that the result (6.27) for the dielectric constant of the rigid-
dipole fluid model can also be obtained from (6.32) by considering the dipoles to be constituted
of two opposite charges *|p|/d, a distance d — 0 apart.
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6.3.4 General validity of the constitutive relation

The formula for (k) obtained in the previous section is derived under the assumption that
the external charge density p®*(r) is localized inside the sample. Now, we want to outline
Ramshaw’s approach [75, 18] which establishes the validity of the constitutive relation (6.22) in
the general case, with the same expression for e.

Ramshaw’s approach is based on the following integral equation for the linear variation
5,0&)15.0(1) of the one-body density due to an external potential ¢(1) = —p; - Eo(r1):

3ol (1) = o ((=50(1) + (1) [ d2ev (1,250, (2). (653

This equation is a direct, though not immediately obvious, consequence of the definition of the
direct correlation function, see [75]. Let us consider the thermodynamic limit of this equation
and introduce for this purpose the decomposition ¢y (1,2) = ¢(1,2) + Acy(1,2). The Mayer
density expansion of the function Acy (1, 2) involves connected diagrams which have no nodal nor
articulation points and in which at least one black point is integrated over the region R\ V' (i.e.
outside V') [43]. Because of the asymptotic dipolar character of the bonds and of the topological
structure of the graphs, the function Acy (1,2) is expected to behave as

1 1 1

Acy(1,2) = O( JO(7) +O(55). (6.34)

[Py —rof?
with 7'1 a pomt inside the sample far from the boundaries. From (6.34), we conclude that the
term p (1) [, d2 Acy (1, 2)5,0VE (2) in (6.33) is dominated by a constant times [,, d2Acy (1,2)
and vanishes therefore in the thermodynamic limit. This provides

(1)
op Pov,E,

_bp P . (1)
(1) = E(Ih - Eo(r1)) + I Vlg{l)o Vd2 c(1,2)0py g, (2), (6.35)
where now only the direct correlation function associated to the infinite system enters. If we

introduce the decomposition (6.4), we make the macroscopic field (6.19) appear

Bo
3050, (1) = rpr Jim | Bo(ra) = | Vi(P(ra) Vo) o mdrs | +
P . 1

+ o Jim VdZCsr(l,Q)(Spf?‘)/,EO(Q). (6.36)

Because of the integrable decay (faster than |r; — ry| =) of the function cg(1,2), the integral in
the last term can be extended to the whole space:

ﬁp
595913/,15'0 (1)

p
Lo B0+ [ a6 0260 5,0 (6:37)
This integral equation implies that 5pav E, (1) depends on the shape of the sample only through
the macroscopic field E. Multiplying the previous equation by p;, integrating over the angles of
p;, and using eq. (6.8), we obtain

2
P(r) = {2B() + 6 [ 4% [ @2he(l2pu(py - B(r2) (6:39)

which relates P(r) to the macroscopic field E(r). Taking a Fourier transform and using the
longitudinality E(k) = E(k)k of the electrostatic field, eventually lead us to conclude that
(6.22) indeed holds in general, with the same dielectric function (6.29) as that found in §3.3.
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6.4 Microscopic foundation of the local dielectric law

6.4.1 The hierarchy equations for the one-body density

We turn now to our main point, i.e. giving a new proof that the constitutive relation
P(r) =(e—1)/(4m)E(r) is satisfied in the rigid-dipole fluid model with the dielectric constant
(6.30), in the general case where induced charges appear on the surface of the dielectric (thereby
making the macroscopic field and the polarization shape-dependent). The central quantity of
interest is the canonical one-body density up to linear order in the external field Ey(r), in the
thermodynamic limit. We consider the case where the external charge density (the source of
the external field) is localized outside the considered finite dielectric sample. Then, E((r), as
well as all the other macroscopic fields, varies on macroscopic scales controlled by the size of the
sample. The contributions of eventual external charges localized inside the sample can be treated
separately (like in §3.3) by virtue of the superposition principle. Therefore, they can be omitted
in the present analysis. The thermodynamic limit will be taken by scaling all the distances by
a common multiplicative factor A and setting A — oo. A point s; inside the sample (not on the
boundaries) will be transformed into 7y = As; which stays far away from the boundaries in the
thermodynamic limit. The one-body density pg‘)/, Eo (1) is then expected to become homogeneous
in a microscopic neighbourhood of ;. This can be checked from a BGY-like equation, that also
ultimately provides the required polarization P(r1) in terms of the macroscopic field E(ry).

Let us consider an infinitesimal change dp, of the orientation of the dipole p,. Similarly to
the first BGY hierarchy equation, the corresponding variation of the one-body density in the
previous thermodynamic limit can be expressed as

Asp, Py, (1) = = Pyt g, (P1. 21 + 0p1) — Pl g, (71, 1) (6.39)
= B0, (1) 0py - Bofr) + 0 lim /V a2 2, (1,2)(0p - Baip(r112)).
(6.40)

The choice of the hard sphere regularization simplified somewhat this equation, but short-
ranged regularizations which depend on the orientations of the dipoles can also be considered,
at the expense of an additional term which does not involve any sample’s shape subtlety. Notice
that the integral in (6.39) depends on the contrary non trivially on the sample’s shape in the
infinite volume limit, because not only the function ,0592‘)/7 Eo(l, 2) is shape-dependent, but, more

importantly, because the integrand decays only as |rq —ry| 2 since pg,)EO(l, 2) is asymptotically

equal to p%}y)Eo(l)p%)EO@). Now the obvious but main step is to free ourselves from this last
delicate shape dependence by expressing the two-body density in terms of the corresponding
truncated quantity (i.e. the correlation). Employing the notation convention introduced after
eq. (6.18), we can write

. 1
A(;plpg‘),,EO(l) = ,60591\)/,190(1) opy - Vlgréo [Eo(rl) - /V(P(T'2) ) V2)V1md37’2 +

46 Jim [ 2025 (L.2)(0p, - Baplm[2). (641
V—oo Vv ’

We recognize in the square brackets the macroscopic field (6.19) while the integral in the last
term can now without harm be extended to the whole space because of the fast decay of the
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integrand (at least as |r; — ro| 9):

AéplpaVEO( ) = /8:06VE0( )(0py - E(r1)) +5/ d2p BVE (1,2)(dpy - Eaip(r1/2)). (6.42)

Let us linearize this expression with respect to the electric field. Since the truncated two-body

density pg‘ﬂ;o(l, 2) may be viewed as a functional of the one-body density pg‘),, E,(1); we have

i (12 = o0 (12) + [ 36129600, (3) + OLED (6.43)
where 5/’av B, (1) is the linear variation of the one-body density due to the external field (as in
§3.3) and

3p*1)(1,2)
apt(3)

G(1,2,3) = P m

= OR(L,2)[5(1,3) +6(2,3)] + pV (6.44)
Both p*1)(1,2) and G(1,2,3) refer to the infinite unperturbed system, and consequently no
longer depend on the shape of the genuine finite sample. The integral over r3 can be extended
to the whole space because of the fast decay of G(1,2,3) with respect to r3 (cf. appendix A).

The linearization of eq. (6.42) therefore results in the following integro-variational equation for
1
5959\)/,&) (1)

Dip, i 5,(1) = B (p1-B(r)) 46 [ A203G(1,2. 310003, (r1.p5) (91 Buip (11[2)) +O ().
(6.45)

In the integral in the right hand side of (6.45), 5,0591‘)/ £, (T3, P3) has been replaced by 5pf91‘), E,(T1:P3)

because the integrand decays on a finite microscopic scale while 5,0591‘)/7 Eo(rg,p3) varies on the
same macroscopic scale as E(r;). The first term of (6.43) did not give any contribution to this
equation because [ d2p*")(1,2)Eqg(r1]2) is collinear to p; and dp, - p; = 0 (this contribution
had to vanish since it is of order zero in the electric field and p()(r, p) = p*) does not depend on
the orientation of p). The structure of the right hand side of (6.45) has a very simple physical
interpretation that justifies the implicit assumptions of the phenomenological construction of
the constitutive relation. Indeed, the first term, which is of the mean-field type, clearly shows
that the dipoles at r; feel the macroscopic field E(ry) rather than the external field Ey(r).
Moreover, the second term involves the contributions of intrinsic correlations of the unperturbed
system, that decay on a finite microscopic scale. Thus, the response 5pg‘),, Eo(l) to the external
field is proportional to the macroscopic field, i.e. 5,08‘)/7%(1) ~ agEy(r1) +ayBy(r1) +a E,(r1),
where the coefficients «;, only depend on p; and on the intrinsic quantities of the homoge-
neous unperturbed infinite system, in perfect agreement with the phenomenological statement.
In other words, the equation (6.45) explicits the microscopic foundation of the macroscopic
approach. From the previous considerations, we conclude that 593\/ Eo (r,p) depends on the
sample’s shape and on = only through the macroscopic field E(r). Because of the rotational
invariance of the fluid phase considered, this function is necessarily of the form

P g, (1 0) = ) + oV Ap - E(r) + O(E?). (6.46)

A constant times p- E(r) is namely the only rotational invariant scalar expression linear in E(r)
which can be built with the two vectors p and E(r). Here A is a dimensionless quantity which,
from (6.14), is related to the dielectric constant by e = 1 4 3yA.
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The result (6.46), together with (6.14), answers to question b) and shows that the polarization
P(r) is indeed proportional to the macroscopic field E(r), the constant of proportionality being
an intrinsic quantity of the infinite unperturbed system. It is interesting to note the similarity
between our eq. (6.45) and Ramshaw’s eq. (6.37). They have the same structure and lead to the
same conclusion. Ramshaw’s equation looks somewhat simpler than ours, but relies on not so
trivial properties of the direct correlation function while our equation is based merely on the
large-distance decay of the two-body correlations which is a rather weak assumption.

6.4.2 A new intrinsic expression for the dielectric constant

Our hierarchy approach leads to a new explicit formula for the dielectric constant. If we
substitute (6.46) into (6.45), we obtain an equation for A:

AB(Sp, - E) = (op, - B) + A / 4243 G(1,2,3)(Bps - B)B(6p, - Bap(r1]2)). (6.47)

The r dependence of the electric field E(r) can be omitted since it does not intervene in the
calculation of A. The dielectric constant is therefore given by the following formula, letting

b, = 5p17
3y
=1+— 6.48
€ + 1-7 ( )
where
1
(pL - E)
Because of its structure and of the rotational invariance of the infinite system, [ d2d3 G(1,2,3)(ps-
A)(B - Eg4ip(r1]2)) is necessarily of the form «(A - p,)(B - p;) + v(A - B). Since in our case
p, -p; = 0, the factors (p, - E) cancel out and I is independent of E and p,, as expected.

The quantity I is also necessarily independent of p; and 7y, so that we obtained a well defined
intrinsic expression for the dielectric constant.

1= 5 [ 243G 23)ps B)p. - Baplri[2). (6.49)

6.4.3 Uniqueness of the dielectric constant

The question b) is now fully answered but we would like to show explicitly that the for-
mula (6.48) for the dielectric constant is indeed equivalent to the result (6.30) (it has to be
S0).

The first step in this proof is to rewrite (6.49) in terms of the two- and three-point density
functions. We start by studying the function G(1,2,3). From the chain rule, we have

e 5p(L2)
G(1,2,3) = /d4 TR (6.50)
Since
Spa) 1 1
Sy = 5009 = ) (6.51)
and
PDW2) (1, 2,4) — Bp (1, 2)5(1,4) + 6(2, 4], (6.52)

d¢(4)
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we find

G(1,2,3) = pWh(1,2)[6(1,3) +6(2,3)] + %K(l, 2,3) (6.53)
where
K(1,2,3) = p®1(1,2,3)—pW /d4 (PB(1,2,4) + p* T (1,2)[0(4,1) + 6(4,2)]) c(4,3). (6.54)

The reader can find a simple diagrammatic interpretation of K (1,2,3) in appendix A. Both K
and G decay faster than r; 3 when 73 is sent to infinity with 1,2 and p3 fixed. Thus the Fourier
transform é(l, 2; ps, k) of G with respect to 73 is regular at k = 0, and reduces to éo(l, 2;p3).
Then, according to (6.49), I can be rewritten as

L= ﬁﬁ/d%/(ﬂ (E - p3)(p. - Baip(r1]2))Go(1,2;ps) (6.55)

In order to express (6.55) in terms of the Fourier transforms of correlation functions, we first
calculate K(1,2;py, k):

K(1,2;p3,k) = p* (1,23 p3, k) — o (51 (1, 25 py, k)e(ks s, p3)),, —
— pWpE D (L, 2)[E(k; py, p3) + Elk; pa, p3)] (6.56)

Substituting (6.6) and (6.13) in (6.56) gives, since the singular terms necessarily cancel out,

Ko(1,2;p3) = 37" (1,2:p3) = pV (77 (1,2 p1) s (s -p3)>p -
4
— P11, 2) G (py - p3) + Gse(py - p3)]. (6.57)

Let us now insert (6.53) and (6.57) into (6.55). Using [ dQ3(E - p3)ce(py -p3) = o(E - p;) where
a is defined in (6.12), we obtain

_ B —ap)
pV(E-p,)

+ / A2 (E - py)(p. - Baip(r1|2))p™1(1,2)+

+ [a0u(m vy [ a2 (m-Edip(mm))%”)(l,2;p3>}. (6.59)

{ [ 2@ -p)m. - Baglri2)p 0,2+

Since [ is independent of E, we can evaluate the previous equation in the special case where E
is collinear to p . The first term then disappears and we are left with

Bl —ap)

I =
p

{ @20, o1 Bay(r2)000,2)+
+ [0 a2, po. Edip(mu))%”)(l,2;p3>}. (6.59)

We completed the first step: the integral I is now expressed in terms of two- and three-point
density correlations.
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The next step is to relate the integral over the three-point density in (6.59) to a similar
integral over a two-point correlation. This relation is obtained by considering the hierarchy
equations of the infinite system in the absence of an external field. The variation Agp, p21(1,2)
produced by an infinitesimal dipole orientation change p; — p; + dp; is given by the second
BGY-like equation

Nsp, p*1(1,2) = B6p, - Eqip(r1|2)p?(1,2) +/d3p(3)(1,2,3),65p1-Edip(r1|3). (6.60)

In order to relate the integral in the last term to the one which appears in (6.59), we start
by expressing the two- and three-point density functions in terms of the corresponding fully
truncated quantities [p®*1)(1,2,3) = p®(1,2,3) — pM (p>1)(2,3) + p>1)(1,3) + p*>T)(1,2)) —
P p0) p(1]:

A5P1 p(2’T)(1, 2) = ﬂ(Spl . Edip(’l"1|2)p(2’T)(1, 2)-1—

+ [ d3[pM{p(2,3) + p*1(2,3)} + p*(1,2,3)]60p, - Eaip(r1]3). (6.61)
The terms involving p(*) p>1)(1,2) and p™p) pY) vanish indeed by parity, while

p / d3 p*1(1,3)B0p, - Egip(r1]3) =0 (6.62)

because it is proportional by rotational invariance to 0p; - p; = 0. We take thq Fourier transform
[ d3rgexp[—ik-(ry —72)]... of (6.61), evaluated in the limit & — 0 at fixed k. On the left hand
side, we find from (6.10)

lim Agp, 520 (ks p1, o) = (0)? |0y - k) (Do ) + (621 - p2) (P - 2) | (6.63)

with E{)(:E) = dho(x)/dz. Let us consider successively the Fourier transform of the three terms
in the right hand side of (6.61). The first term is integrable (~ r,’) and gives the regular
contribution 3 [ d3radp; - Eaip(r1]2)p*")(1,2) at k = 0. The second term can be evaluated
with the convolution theorem and the result (6.10) on the Fourier transform o) (k;py, py). Its
contribution is entirely singular because Eg;p(k;p3) = —4rk(k-ps). From (6.13), the third term
is equal in the limit & — 0 to the sum of the regular term (3 [ d3dp, - Edip(r1|3)f){03’T)(1, 3;p2)
and of a singular term. The identification of the regular terms of the Fourier transform of eq.
(6.61), followed by a multiplication by (p, - p,) and an integration over the angles of p, yields

(o2 / A%(p, - py)?Toy(py - py) = B / A2(p - o) (B - Baip(r1]2))p " (1,2)+

' / a9, / 03 (B, - po) (D1 - Bap(r[3)78 ™ (1,3:py). (6.64)

We completed the second step and, wonderfully enough, the right hand side of this equation
is precisely what appears in the braces of eq. (6.59)! We obtain therefore the simple result
I=(1—ap)p™ [dQs (P, - Py)?h{ (P, - Py). An integration by parts shows furthermore that I =
(1—ap)p™) [ dQ2(p;-D2)ho(p1-Py). Using the relation (6.12) between a and b, the formula (6.48)
for the dielectric constant reduces eventually to
3y
1—ap’
which is indeed identical to (6.30).

e=1+

(6.65)
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6.5 Conclusion

We have established, in a diagrammatic free way, that the constitutive relation of macroscopic
electrostatics holds in the rigid-dipole fluid model. Our approach, based on hierarchy equations,
leads to the new formula (6.48) for the dielectric constant and we showed that it is equivalent
to the well known formula in terms of the direct correlation function. We stress that the present
study, like Ramshaw’s approach, does not give a complete answer to the microscopic validation
of macroscopic electrostatics. Indeed, it remains to show that E(r) can be computed from the
macroscopic equations. This requires the analysis at a microscopic level of the surface charge
density induced by E(r) on the boundaries.

The rigid-dipole fluid model displays very rich physics and the present analysis focuses only
on a narrow part of it. A complete theory of this model would have to discuss the crystalline
phase, non-linear effects, time-dependent phenomena, etc... More complicated models of dielec-
trics can also (and has also been) studied, such as fluids with polarizable molecules and higher
multipole moments. In our opinion, a very interesting development would be to carry the classi-
cal theory of linear dielectrics to the quantum case. The molecules would then be described by
quantum mechanically bound charges, so that no arbitrary model for the molecules would be
necessary anymore. A major conceptual difficulty appears however from the fact that the quan-
tum system cannot be appropriately described as a collection of interacting neutral molecules
because of the inevitable presence of a tiny amount of free charges. Although the total dipole
moment of the system is still well defined, the concept of the local polarization P(r), defined as
the average dipole moment of a small cell, is challenged because formally always equal to zero!
It appears to us that the question (b) should be rephrased in the quantum mechanical case to
become: Do the microscopic surface charge densities induced in a (quantum) dielectric indeed
display, in the appropriate regime, the macroscopic behavior predicted by classical electrosta-
tics? The dielectric properties of quantum matter is under current study by the authors and Ph.
A. Martin.
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6.A Appendix

We show in this appendix how eq. (6.54) can be obtained from diagrammatic considerations.
In complete similarity with the Ursell function, the truncated three-body density is given by the
sum of all topologically different irreducible graphs with 3 white points numbered 1, 2,3 and any
number of black points, linked together by at most one Mayer link f(3, j) = exp[—Btint (3, 5)] — 1.
An irreducible graph has no articulation point, i.e. no point such that when removed, the graphs
splits in several parts, one of them consisting of only black points.



146 COMPLEMENT Polarisation et constante diélectrique d’un fluide dipolaire confiné

The truncated three-body density therefore satisfies the equation
3

O e

p - + / + +
1(% 02 1 2 102 2 1 2 2 1 (6.66)

where K (1,2,3) is the sum of all graphs without any nodal point (black or white) between
the point 3 and the points 1, 2 (3 can be a nodal point) and ¢(1,2) is the direct correlation
function (whose graphs do not contain nodal points). The last two terms are necessary to take
into account the case where 1 (resp. 2) is a nodal point and 3 is connected to it with a graph
without any nodal point. For example, o3 09 is included in the one but last term
03 oz belongs to K(1,2,3). The decomposition (6.66) is indeed the graphical
equivalent of eq. (6.54). Notice that K(1,2,3) is also given by (p(l))3;ph((1—1)’(2;)
this functional derivative corresponds to whitening successively the black points of the Ursell
function. Moreover, the previous topological analysis implies that K(1,2,3) should decay with
r3 at least as |ry — r3| 73 |ry — r3| 73,

o1

while o;
because taking



Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Les articles présentés dans cette thése contiennent déja pour la plupart une conclusion
indépendante et sont également précédés par un paragraphe introductif qui en résume les prin-
cipaux résultats. Nous concluons en conséquence cette theése en évoquant quelques questions qui
pourraient étre abordées par la suite, dans la continuation de cette étude.

* Le développement en clusters écrantés, introduit au chapitre 5, permet de calculer la
susceptibilité électrique du plasma d’électrons et de protons dans une phase atomique ou
moléculaire, en tenant compte de maniere systématique des différents effets induits par les
interactions coulombiennes dans le systéme (liaison chimique, phénomenes d’écran collectif,
de ionisation, de polarisation, etc.). En évaluant les graphes dans la limite atomique, nous
avons montré que l'on obtient la valeur ¢ = 1 + 4mpide pour la constante diélectrique.
Il serait intéressant de calculer et de classifier les premieéres corrections a cette valeur
asymptotique de e. Quelle est I'importance relative des contributions associées aux états
liés autre que 'atome (Hy, H™, ...), aux interactions entre atomes, ions et molécules, aux
états excités? Notre développement diagrammatique fournit des formules explicites pour
ces contributions, qui pourraient par exemple étre calculées numériquement.

% Le potentiel effectif ¢ introduit au chapitre 4 incorpore des effets dus a la statistique
quantique des particules, via les “coefficients d’écran” k%(k,n) (voir (4.4)). Nous avons
montré que ces coefficients sont toujours positifs a basse deunsité, ou les effets d’échanges
sont peu importants. Que se passe-t-il si, & plus haute densité, x?(k,n) s’annule pour
certaines valeurs de ses arguments?

% Nous avons proposé au §4.6.2 une approximation simple pour la fonction de corrélation
a deux particules d’un plasma quantique peu dense. Cette approximation est compatible
avec les regles d’écran et rend compte des phénomenes coulombiens aux diverses échelles de
longueurs: liaison chimique a courte distance, écran de Debye aux distances intermédiaires
et queues algébriques aux grandes distances. Il serait intéressant de comparer cette ap-
proximation avec les résultats numériques de simulations Monte Carlo quantiques.

* Nous avons montré dans le complément que la loi locale P(r) = (e — 1)/(4n)E(r) de
I’électrostatique macroscopique est satisfaite en volume pour un modele classique de fluide
dipolaire. Cette étude pourrait étre poursuivie en calculant les champs prés des bords
du systeme, ou une densité superficielle de charge apparait. Ceci permettrait de fournir
une validation microscopique complete des équations macroscopiques (dans le cadre de ce
modele), et d’expliciter les aspects microscopiques de la phénoménologie des diélectriques.
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% Un programme intéressant serait d’aborder la question précédente dans le cas quantique,
en considérant un plasma d’électrons et de protons dans la limite atomique, placé dans
un champ électrique uniforme et confiné par une paroi. Peut-on montrer que la constante
diélectrique déduite & partir de la charge induite au voisinage de la paroi s’identifie avec
celle obtenue au chapitre 5 en considérant un systéme infiniment étendu? Comme les
atomes pres de la paroi sont perturbés par celle-ci (orbitales électroniques déformées),
I’équivalence entre ces deux définitions de la constante diélectrique ne semble pas évidente
a priori.

Cette liste n’est naturellement pas exhaustive. La méthode des graphes de Mayer quantiques
permet de calculer a basse densité les quantités d’équilibre de tout probléme de mécanique sta-
tistique quantique avec forces & deux corps (pas nécessairement coulombiennes), et de nombreux
autres problémes pourraient également étre étudié a l'aide de ce formalisme (condensation de
Bose-Einstein, forces de Casimir, ...).



Annexe A

Intégrales fonctionnelles gaussiennes

A.1 Définition d’un champ gaussien

Cas discret: variable aléatoire gaussienne

Soit z € R" une variable aléatoire gaussienne de densité de probabilité (normalisée)

det A _1, s
Pla) = Gore H@Ae), /de(:):)zl. (A1)

Dans (A.1), le produit scalaire (z,y) est défini par
n
(2,y) = Y ziyi (A.2)
i=1

et A = (aj;) est une matrice n x n réelle, symétrique et définie positive [(z,Az) > 0, Vz]. La
valeur moyenne (F') d’une fonction F(z) vaut

(F)= /d:):P(x)F(:):) (A.3)
La transformée de Fourier de la distribution (A.1) se calcule aisément (intégrale gaussienne):

<ei(k’””)> — e 2(kARK), (A.4)

Dans le cas k = 0, on retrouve la normalisation [ dzP(z) = 1. Les moments de la distribution
P(xz) s’obtiennent par différenciation de (A.4). En particulier, le second moment vaut

o 0
L) — Z(k;,l‘) — -1 ..
wiei) = = 5 ok <e > ‘k:o (A i (4.5)

Pour une variable aléatoire gaussienne, la donnée de la covariance C(i,j) = (z;z;) = (A1), =
(i|A~1|j) détermine ainsi entiérement la densité de probabilité P(z). Comme A est défini positif,

la covariance (A.5) est également définie positive.
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Cas continu: champ gaussien

En prenant la limite n — oo, on peut faire correspondre a la variable aléatoire z € R"
un champ ¢(r) : R — R en identifiant les composantes {z;};=1,. , de z aux composantes
{¢(r)},ecrae du champ. On définit une distribution gaussienne pour le champ ¢ en généralisant (A.4)
a

(U0 = =D | (A.6)

Dans (A.6), f est une fonction de R? dans R, le produit scalaire est défini par

mwszmwm (A7)

et A est un opérateur linéaire réel, symétrique [(r1|A|re) = (r2|Alr1)] et défini positif [(f,Af) >0
quelque soit f]. La valeur moyenne d’une fonctionnelle F'[¢] peut étre notée de maniére analogue
a (A.3):

wv=/dmeﬁwwvw1 (A.8)

ou d[¢] signifie 'intégration sur toutes les composantes {d¢(r)}, cgra avec la normalisation appro-

priée. Nous adoptons ici une notation plus condensée, en écrivant simplement (F') = [ D(¢)F[¢].

La normalisation de la mesure D(¢) s’exprime par [ D(¢) = 1 (ce qui correspond & prendre

f =0 dans (A.6)). De maniere analogue & (A.5), la covariance s’obtient par dérivée fonction-
nelle de (A.6):

Clrn,m) = (B4 = 0

r.,r = T T - —
b B 6f(r1) 0f(rz)

ot (r1]A~1|ry) est le noyau de l'opérateur de covariance A~ 1:

<e(f’d’)> ‘f:o = (r1|A"rs) (A.9)

(A”¢XHJ=:/dwUﬂA‘Ww%Mm) (A.10)

La donnée de la covariance C(r1,132), qui doit étre une fonction réelle, symétrique et définie posi-
tive, détermine donc entierement la mesure gaussienne D(¢). La notion d’intégrale fonctionnelle
gaussienne a des applications utiles en physique quantique et statistique, comme le rappellent
les deux sections suivantes.

A.2 Représentation de Feynman-Kac

La représentation de Feynman-Kac permet d’exprimer en terme d’une intégrale fonctionnelle
gaussienne les éléments de matrice du facteur de Gibbs exp[—(H] d’un systéme quantique.

Particule dans un potentiel V'

L’Hamiltonien d’une particle de masse m dans un champ extérieur V(r) est H = —%A +
V(q). La formule de Feynman-Kac (voir par ex. [78] ou [59]) affirme que
1 lry—ry |? 1
—BH - a5 =B [y dsV(r1,2(s))
(rofe Mra) = e 7 [ DlgetBarvmat (A1)
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ou

r12(s) = (1 — s)r1 + sra + X &(s), £(0) =¢€&(1) =0, A= h\/g. (A.12)

L’intégrale dans (A.11) correspond & sommer sur tous les chemins browniens possibles r; (s)
partant du point r; et aboutissant au point r, aprés un temps unité (intégrale de chemin).
Les écarts £(s), 0 < s < 1, du chemin par rapport & la ligne droite sont distribués selon la
mesure D(&) dite du pont brownien. Cette mesure gaussienne, qui est normalisée, est définie par
sa covariance

/ D(€)E(51)6 (52) = 6,0 [min(sy, s2) — s15]. (A13)

La formule de Feynman-Kac (A.11) est un cas particulier d'une formule plus générale qui permet
de représenter des éléments de matrice de la forme

(ra] e_’gHT[Fl(q, 1) ... Fp(q,m)]|7r1) (A.14)
F(q,7) = ¢"F(q)e " (A.15)

est Popérateur F(q) [c’est-a-dire une fonction arbitraire de 'opérateur de position q] évolué au
temps imaginaire 7 € [0, 1], et T est I'opérateur d’ordre chronologique. Cet opérateur ordonne
les Fi(q, ;) dans (A.14) selon les valeurs de 7; croissantes de droite & gauche, c’est-a-dire

Fi(q,m1)F2(q,72) sim >
T [F1(q, )Fa(q, )] = A.16
e mraa. )] {Fz(q, n)Fi(an) sin<m. 10

Pour un élément de matrice diagonal, la représentation en intégrale fonctionnelle de (A.14) est
(voir par exemple [59]):

(r| e—ﬂHT[Fl(q7 m1)...Fp(q,m)]|r) = m /D(g)

) (A.17)
Fi(r 4 A&(m)) ... Fa(r + A&(ra)) exp [—ﬁ [ asvir e

Cette formule, qui fait le lien entre le langage de 'intégration fonctionnelle et le langage opératoriel
sera utile au chapitre 5 pour convertir certaines expressions issues des graphes de Mayer quan-
tiques en termes d’opérateurs.

N particules en interaction

La formule de Feynman-Kac (A.11) se généralise & un systéme de N particules interagissant

via un potentiel & deux corps V (r; — r2):
o€ [pew)

1< L
exp —B§Zeaieaj/0 dsV (ri + A &i(s) — 75 — Ao, €5(5)) | (A.18)
i#]

(o1t = | 1 e o0 |-
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D’apres (A.18), les chemins browniens r; + Ay, &;(s) des particules n’interagissent qu’au méme
temps imaginaire 0 < s < 1, et non a tous les temps selon

1 1
/ dsi/ ds; V(ri + Aa;&i(5) — 75 — Ao, €5(5))- (A.19)
0 0

Cette particularité de la formule de Feynman-Kac joue un réle crucial dans I'étude des fonctions
de corrélation d’un plasma quantique. Avec Uinteraction (A.19), la décroissance des corrélations
serait exponentielle, alors que Pinteraction (A.18) conduit & une décroissance algébrique [24].

A.3 Transformation de Sine-Gordon

La transformation de Sine-Gordon' permet de représenter la fonction de partition 25 d’'un
systeme de particules interagissant via un potentiel & deux corps, comme une moyenne de fonc-
tions de partition 2 jq[¢] pour un systéme sans interaction dans un champ extérieur aléatoire ¢.
Nous présentons cette transformation dans le cas d’un potentiel d’interaction V(r; — r2) défini
positif, d’abord dans le cas d’un systéme classique, puis dans le cas quantique.

Cas classique

L’idée de la transformation de Sine-Gordon est d’introduire un champ aléatoire gaussien
dont la covariance (A.9) est donnée par le potentiel d’interaction:

(p(r1)d(r2)) =V (r1 —r2). (A.20)

Ce choix est possible pour tout potentiel d’interaction symétrique et défini positif. Avec la mesure
D(¢) ainsi définie, et le choix f(r) = BN | €a;0(r — 1), la formule (A.6) devient

B VB S
-2 3 eqjeq; V(ri—ry) VB a; (i
e g1 J "= /1)(€75)(3z igle (ri) (A.21)

en supposant que V(0) soit fini. Le facteur de Gibbs d’interaction & deux corps, self-énergies
comprises, s’écrit donc comme une moyenne d’un facteur de Gibbs pour des particules sans
interaction dans un champ extérieur aléatoire complexe. En utilisant cette formule, la fonction
de partition grand canonique d’un systeme classique peut s’écrire comme

1

N
Blia; -85 > ea;ea;V(ri—rj)
—_ & T Zi il [ J J
Sl = Z N (H Z (272, 3/2/d’”i> e (A.22)

[e%e] N N Py
1 oo / )/ sz‘ea ori) — 3PS V(0)
TN HZ* dri | [ D(¢)e e =t (A.23)
o V! (i_l (2mAZ,)%% Ja
_ i
= /D(¢) Eerial —ﬂ¢] (A.24)
ou

B, 2

=/ — e’ —Bead(r) I _ _ %
Eeial¢] = exp [%:/Adr (271_)\3)3/26 ] , Ha = Ha = 5 V(0). (A.25)

est la fonction de partition grand canonique d’un systeme de particules sans interaction, de
potentiels chimiques {u,,}, dans un champ extérieur ¢(r).

laussi connue sous le nom de transformation de Hubbard-Stratonovitch en matiére condensée
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Cas quantique

Dans le cas quantique, la transformation de Sine-Gordon s’applique encore, mais nécessite
I'introduction d’un champ extérieur complexe “dépendant du temps”. La fonction de partition
grand canonique quantique (2.41) est

EA = Z TrPexp | — A N ZMQN + - Z €a;€a; V(ri —15) (A.26)
{Na} z#] 1
ou nous avons introduit I’Hamiltonien libre HE\)N = — 2

i=1

la non commutativité des opérateurs HE\O,)N et V en utilisant la formule de Trotter:

N
_ 81y —>" pta Ng, ,%1 Y eagea;V(ri—rj)
Ep = Zﬁpnlggoﬂe {AVN = L Pidio Y ! (A.27)
{Na}

D’apres (A.21), chaque facteur d’interaction & deux corps dans (A.27) peut étre écrit comme

e

NERS RS
SLSN L eagea; Virior) _ / Dy * &S e s (A.28)
En introduisant & nouveau les potentiels chimiques {u),} (A.25), la fonction de partition devient

Ex= Y TP lim [ D(¢y) (A.29)

{Na}

RS S ENED S ES
TL) H e @ e i=1
k=1

Afin d’employer maintenant la formule de Trotter en sens inverse, nous unissons les champs
{¢;(r)} en un seul champ ¢(r,s) dépendant d’un temps 0 < s < 1 selon

$(r,s) = ¢;(r)/v/n  pour  s€ [j — 1,1[. (A.30)

n n

En introduisant la mesure gaussienne D%/(¢) définie par

/D[O’I](qb)gb(r, s)p(r',s") =d(s =sHV(r—r'), s €(0,1], (A.31)
la fonction de partition (A.29) devient

B Jo ds (H&%—Zu;Na—ﬁ ) eai¢(n,5))
¢ = (A.32)

EA=/D[°’H(¢) > TrPTe

{Na}

ou T est 'opérateur d’ordre chronologique (exponentielle ordonnée dans le temps). En résumé

2, = / DI (g) 2, 4 [—if ] (A.33)
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N
=Y TPT R (H(AO’)NZ“;N“-ZI e““’“”’”)
“A 1d € “ = .
{Na)

(A.34)

La fonction de partition =, s’écrit donc comme une moyenne de fonctions de partition pour un
systéme de particules sans interaction dans un champ extérieur “dépendant du temps” ¢(r,s).

La représentation de Sine-Gordon (A.33) est particulierement utile, car la fonction de par-
tition idéale =x jq[¢] peut étre calculée formellement [17]. Dans l'approximation de Maxwell-
Boltzmann, qui correspond & ne garder dans le projecteur P (2.42) que la permutation identité,
on trouve, en utilisant (3.2),

N
_ 1 B[ (H&%Z pa Nat 3 eai¢(m,s))
Enalel = Y]] Nl Te « = (A.35)
{Na} & 7
= exp Z Te T e 8 o 48 [ha(s)—pal (A.36)
ou
h2

ha(s) = —%A + eqp(r, s) (A.37)

est 'Hamiltonien pour une particule d’espéce a. Sans 'approximation de Maxwell-Boltzmann,
le résultat est

Eaidld] = exp ZZ” T e Bl s pal | (A.38)

a g=1

ou ¢(r, s) est étendu périodiquement en s, avec période unité.

Démonstration de (A.38) Les particules se subissant pas d’interaction mutuelles, la fonction de partition
En,ialo] =TI, Eaid,a[#] se factorise, avec

N

oo 1 2
aald]= 3 TepTeRahae) H“_/o dsZ( 2:;_ i i(b(ri,s)), (A.39)

Nq=1 i=1

la fonction de partition relative aux particules d’espece a. Pour alléger la notation, nous omettons temporairement
l'indice a, et posons Zigéal = ZA,id,a[¢]. Le systéme décrit par Zigear est constitué de N particules (caractérisées
par leur masse m, leur charge e et leur spin o), de potentiel chimique p, dans un champ ¢(7r, s), et obéissant a
la statistique de Bose-Einstein (n = +1) si o est entier ou de Fermi-Dirac (n = —1) si o est demi-entier. Nous
commencons par calculer le nombre moyen (N) de particules en fonction du potentiel chimique p, pour en déduire
ensuite la fonction de partition Zijqs¢al par intégration de la formule

_ 0lnEjgeal
W= o)

En seconde quantification, la fonction de partition Ziqe. est donnée par

(A.40)

Siqeat = Te e (H= 1) (A.41)
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ol la trace est prise sur 'espace de Fock et

H= Z/dr /01 dsal (Mh(s)as(r), W= Z/dr ol (P)ao (7). (A.42)

Dans (A.42), h(s) est "'Hamiltonien 3 une particule (A.37) et al () et a,(r) sont les opérateurs de création et
d’annihilation. Ces derniers obéissent aux relations de (anti)commutation

as(r)ay (r') = naa 1(r)ae(r) (A.43)
ac(r)al, (') —nal, (ras (r) = 8, 58(r — ). (A.44)

Le nombre moyen de particules (V) est

)= Ty = g 2 [ ar e {abmacore o) (449

Les relations de commutation impliquent que

o (T)Te—ﬁ(a—;m) = Te AlE—pN) /dr' Te P Js [h(S)*u](T, ras (1) (A.46)

ot T exp(—f fol [h(s) — p](r,7")) est le noyau de l'opérateur T exp(—p3 f01 [h(s) — p]). En utilisant la cyclicité de
la trace et (A.46), la valeur moyenne (V) devient Le calcul de (V) s’effectue maintenant sans difficulté:

Z/drTr {aa(r)Te_B(Ha_”N)aj,(r)} (A.47)

Z/dr/dr Te P o dslh(e)= Hp, v 'I‘r{']'e_ﬂ(H g (r')a:r,(r)} (A.48)

(N) =

Zidéal

~—'1dea1

En utilisant (A.44) et (A.41), nous obtenons

(N)y = TI‘Teiﬁ Jo ds [h(s)—n]

Z/dr/dr Te #Jo dslh()= “p '

Tral (r)a, (r)Te PEH) (A .49)

~—'1dea1

ot Tr... = > _ [dr (r,o|...|r,o) est la trace sur I'espace & une particule. Les opérations précédentes sur la
trace peuvent étre reitérées un nombre arbitraire de fois, si bien que

(Ny = g e T e P U5 ds ()= (A.50)

q=1

ot ¢(r, s) est étendu périodiquement en s (période unité)?. Apreés rétablissement de I'indice d’espece «, la fonction
de partition idéale (A.39) vaut

B > g1 q
Ensa.ald] = exp [ / (Na)d(ﬂu)] ~ exp [Z gy e it v (A.52)

q=1

Cette formule s’identifie bien avec (A.38) apres avoir pris le produit sur a = 1, ..., S.

?Remarquons que dans le cas ot ¢ ne dépend pas de s, (A.50) devient une série géométrique. Cette derniere
peut étre sommée explicitement, et on obtient, en évaluant la trace sur la base des états propres |n) de I’énergie,

1 —B(Ba—)\4 1
:2;5;(176 B(E u)) z;m.

On reconnait dans cette formule la distribution de Fermi-Dirac ou de Bose-Einstein pour le nombre d’occupation
des états d’énergies E
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Annexe B

Resommation des divergences
coulombiennes

Nous effectuons dans cette annexe la resommation des divergences coulombiennes dans les
graphes G,, des développements de Mayer des fonctions de corrélation & n boucles p(™") (L1, ..., L,,).
Nous considérons les séries en activité, données par (3.39) dans le cas n = 1 et (3.43) dans le
cas n = 2.

Le principe de la resommation consiste a isoler, dans les liens f de Mayer, les termes asympto-
tiques a décroissance lente, et a effectuer, dans tous les graphes générés par cette décomposition,
les intégrales sur la position des boucles qui conduisent & des contributions divergentes en limite
thermodynamique.

Décomposition du lien de Mayer

Décomposons le lien de Mayer f (3.40) dans les graphes G,, selon

f(’l,j)ZfC(Z,j)+§f02(Z,j)+fT(’l,j), (Bl)
ou nous avons abrégé L; par ¢ et défini

Fali§) = 09 1= f(i.) — 5 £2(0.). (B.3)

Notons que le lien “4 courte portée” f(i,7) n’est pas intégrable, car proportionnel & grande
distance & |r; — r;| 3. Nous verrons toutefois qu’aprés sommation de toutes les contributions
divergentes en limite thermodynamique (provenant des intégrations sur la position des boucles
reliées par un lien f. ou % f? au reste du graphe), nous obtiendrons des graphes de Mayer
resommés qui sont tous finis en limite thermodynamique. Nous représentons graphiquement la
décomposition (B.1) par!

32
om0 = 020 + o0 + 00
a b (B.4)

!Le dessin représentant le facteur % f2 peut étre interprété comme un lien 3 part entiére, ou comme deux liens

fc en parallele avec un facteur de symétrie %

157
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Avec cette décomposition, le développement en activité des fonctions pr(1,...,n) fait intervenir
des graphes C~}n dans lesquels deux points donnés peuvent étre reliés a choix par le lien coulombien
fe, le lien tronqué fr ou par deux liens coulombiens f. en parallele (ou de maniere équivalente
par un lien 3 f2).

Intégration sur les points coulombiens

Définissons la terminologie suivante:

— Un point coulombien est un point avec la propriété de n’étre connecté au reste du graphe
que par exactement deux liens coulombien f.. Un tel point peut donc étre le point interne
d’une convolution f. * f., ou étre un point relié & un point d’articulation? par deux liens
fc en parallele.

— Une chaine coulombienne est une chaine de convolution dans laquelle tous les points
intermédiaires sont coulombiens.

— Une boucle coulombienne est
e une chaine coulombienne (de > 2 points coulombiens intermédiaires) partant et abou-

tissant au méme point, appelé point racine de la boucle.

Exemples: @<I , @. y

e le graphe “en boucle” formé d’un point noir relié au point racine de la boucle par deux
liens f. en parallele: 0 @ .

En effectuant toutes les intégrations associées aux points noirs coulombiens, la somme sur les
graphes I' est convertie en une somme de graphes “resommés”, dit graphes prototypes, libres
de divergences coulombiennes. Pour effectuer cette sommation, regroupons les graphes G, en
classes telles que tous les graphes d’une classe donnent lieu, apres intégration sur tous les points
noirs coulombiens, & un méme graphe prototype G, . Les points d’un graphe G, qui survivent
comme points dans un diagramme G;, sont les points racines, les points reliés a un seul point
de Gy, par un lien fy ou f., les points de convolution non coulombiens, et les points qui sont
reliés a plus de deux autres points de G,,. Les chaines coulombiennes, de méme que les boucles
coulombiennes (liées & P'existence de points d’articulation) “disparaissent” dans le processus de
sommation.

Le potentiel effectif ¢(L,, L)

Soit Fyp(a,b) la somme des chaines coulombiennes de toutes les longueurs possibles entre
deux points a et b:

Fch
OO0 = O——0 + O—0—e—0 + - (B.6)

Dans cette définition, les points blancs ont un poids unité et les points noirs le poids z(£) (3.15)
(graphes en activité). L’objet central de la diagrammatique resommée est le lien F¢(Lq, Lp)
défini par

Fo(Las Lv) = fe(Las Lv) + Fen(La, Ly)- (B.7)

2Un point d’articulation est un point tel que si on Pefface (ainsi que les liens qui y meénent), le graphe se sépare
en au moins deux pieces, dont au minimum une est déconnectée des points racines.
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Nous représenterons graphiquement ce lien par une ligne ondulée:

OO =0—0+0——0+0 0 e —0 + - (B.8)

Définissons le potentiel effectif ¢(L,, L;) par
Fo(La, Lb) = —BabP(Las Lb)- (B.9)

Bien que ce potentiel soit un “monstre” mathématique (une somme infinie d’intégrales multiples
et d’intégrales fonctionnelles non triviales!), nous verrons au chapitre 4 qu’il peut étre calculé
formellement et posséde de bonne propriétés d’écran. En particulier, il est conditionnellement
intégrable (décroissance asymptotique de type dipolaire).

Remarque: A basse densité, nous pouvons négliger les effets de diffraction (dus aux longueurs
de de Broglie non nulles) et remplacer dans (B.8) le potentiel entre boucles V (L,, L) par le
potentiel de Coulomb Vy,(r) = eq,eq,/|r|. En négligeant de plus les effets de la statistique
(longueur de boucles fixées a 1), le potentiel effectif ¢qp(r) défini en (B.8) vaut dans cette
approximation

—Bavpan(1) = ﬁ“b +Z/d p 200+ 2oy “fu —Pw (B.10)

(27X2))3/2 |r — 1| |r]

ou nous avons utilisé la formule (3.15) avec ¢ = 1. En transformée de Fourier, les intégrales
de convolution sur les positions r,rs,... des points intermédiaires deviennent des produits
algébriques:

47 al\40q
bas (k) { +Z( >} et —4ﬂgz 2222/\2 3/21)‘ (B.11)

Apres transformée de Fourier inverse, nous voyons donc que le potentiel effectif ¢gp(7) s’'iden-
tifie avec le potentiel de Debye (2.13) & basse densité. Effectuer la somme des chaines coulom-
biennes (4.1) fournit ainsi un potentiel effectif de type champ moyen, qui incorpore les effets
d’écran dans le systeme dus aux charges libres.

Poids statistiques des points

La “disparition” des boucles coulombiennes dans la procédure de resommation rend nécessaire
(pour éviter des problemes de double comptage) de distinguer dans les graphes prototypes deux
types de points: les points “nus” et les points “habillés”. Un point nu est un point auquel n’est
attaché aucune boucle coulombienne dans les graphes G, de la classe associée au graphe pro-
totype Gy, tandis qu'un point habillé a un moins une boucle coulombienne qui lui est attachée
dans les graphes G,. Le poids statistique d’un point nu est donc z(£), tandis que le poids
d’un point habillé L' est W (L") ot W (L') est la somme des contributions de toutes les boucles
coulombiennes qui peuvent étre attachdes directement au point £':

S S
@ Tl -
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En tenant compte des facteurs de symétrie, cette somme peut s’écrire en terme d’une exponen-
tielle

W (L) = 2(L) (er(’C) - 1) (B.13)

ou I(L) est la somme de toutes les boucles coulombiennes de 1,2, 3, ... points intermédiaires
attachées au point L:

(L) = o e C<I <<:> (B.14)

Tous les graphes dans (B.14) ont un facteur de symétrie 1/2. La somme des boucles I,(£) s’écrit
donc en terme de la somme des chaines coulombiennes comme

1
Ib([’) = 5 Ch(r = 07X7X) (B15)
On peut montrer que cette quantité est finie, grace a la présence du terme % f? dans (B.14).

Liens resommeés

Calculons maintenant la valeur des liens resommés entre deux points ¢, d’un graphe proto-
type Gy, . Pour chaque graphe CN}n de la classe associée au graphe prototype G, , on peut classer
les différentes liaisons entre le point ¢ et le point j, qu’elles soient directes ou qu’elles passent
par 'intermédiaires d’un certain nombre de points coulombiens, en deux catégories:

Catégorie A: Liaison constituée d’un unique lien f.(7,j) ou d’une chaine coulombienne
Catégorie B: Liaison constituée

(1) d'un lien fr(i,5) ou f2(i, )
(2) d’'un lien f1(4,7), fe(i,7) ou %fg(i,j), avec en parallele une ou plusieurs chaine(s)
coulombienne(s)

(3) de plusieurs chaines coulombiennes en paralléle.

Les liens resommés susceptibles de relier les points ¢ et j d’un graphe prototype G, doivent
correspondre & la somme de toutes ces contributions (tout en tenant compte des facteurs de
symétrie des graphes). La somme des liaisons de la catégorie A conduit au lien resommé F(4, j)
(cf. fig. B.1). Par construction, il est évident qu’une convolution Fc * F¢, avec un point in-
termédiaire nu, ne peut pas exister dans un graphe prototype. La somme de toutes les liaisons
de la catégorie B donne quant a elle naissance au lien

Fu) = £206.9) + 31206.9) + 70.0) (7909 1) 4009 1= Fa(ig) . (B19

" - -
~~ 2 ~~

(1) (2) ®3)

Cette formule avec ’exponentielle du lien Fyy, vient du fait que la somme sur toutes les longueurs
possibles de n chaines coulombiennes en parallele entre deux points a et b donne le résultat
FZ% (a,b)/n! [ref.]. En utilisant la définition (B.1) de f., le lien Fr peut étre réécrit comime

By = [ef =1 fo| + (f + 1) (™ — 1) - Fuy (B.17)
=efetla 1 f, — Fy (B.18)
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car f + 1 = efe par (3.40). L’expression finale du lien Fy est donc

Fr(i, j) = ") —1 - Fo(i, ), (B.19)
Fo
OO = O——0 + OeseeeneO

Ir

a0 = 0---O + +

Q;-z0 + QIZZp +

o+ b+

+ GO+

Fi1G. B.1 — Définitions des liens resommés. Les graphes en gris ont ceci de particulier que lorsque
Pon noircit I'un des deux points blancs, il se transforme en un point noir coulombien faisant
partie d’une boucle coulombienne attachée au point blanc restant.

Afin d’éviter de compter & double certaines boucles coulombiennes, nous sommes obligés d’in-
troduire une regle supplémentaire pour les graphes prototypes. Considérons en effet la situation
suivante: un graphe prototype G, possédant un point d’articulation i relié par un lien Fg(4,7)
& un point (noir) j qui est nu, et qui n’est relié & aucun autre point (cf. fig. B.2). L’intégration
[ dL;jFRr(3,7) sur les variables de la boucles £; contient alors des contributions, provenant des
graphes gris dans la figure B.1, qui sont identiques & celles de boucles coulombiennes attachées
au point ¢. Or ces contributions doivent étre écartées, car elles ont déja été prises en compte par
la possibilité d’associer un poids statistique W (L;) au point 7. Nous parvenons ainsi & la conclu-
sion que, dans une telle situation, les points 4 et 5 ne doivent pas étre reliés par un lien Fg, mais
par un lien tronqué Fj; défini comme le lien Fi moins les termes (en gris) a écarter, ¢’est-a-dire

Fi9) = Fuli,d) — £ 1200.) = olis3)Fn (i, ) — 3 E3. (5.20)

Au vu de la définition (B.7) du lien F, le lien tronqué F}; est donné finalement par la formule
tres simple

Fi. ) = Fiuli, ) — 3F20.9). (B.21)

Forme finale des séries resommeées

Apres resommations des divergences coulombiennes, nous trouvons donc que les séries de
Mayer en activité des corrélations & n boucles p™") (L1, ..., £,) prennent la forme:

N
Smm) () ) :Z%/Hdﬁiw(ﬁi) I F (B.22)
G, "6 iy

F07FR7F§ G,

ol la somme porte sur tous les graphes prototypes G, avec facteur de symétrie Sg,, présentant
les caractéristiques suivantes:
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G2 GZ

FiGc. B.2 — Exemple de graphe C‘rg et graphe prototype Go auquel il contribue dans le processus
de sommation. Noter le lien tronqué F; qui relie le point j au point d’articulation i.

e n points racines LM, ..., L™ et N = 0,1, ... points internes £;. Les points peuvent étre
nus, c’est-a-dire de poids statistique z(L£), ou étre habillés d’un poids statistique W (L).

e En regle générale, deux points, qu’ils soient nus ou habillés, peuvent étre reliés par le lien
coulombien F¢ ou par le lien Fr. Le graphe résultant doit étre simple, connexe et peut
présenter des points d’articulation.

e Regle spéciale 1: Une convolution F¢ % F¢ n’est permise que si le point intermédiaire est
habillé.

e Regle spéciale 2: Un lien FR qui constituerait la seule liaison entre un point d’articulation %
et un point noir j qui est nu est interdit et doit étre remplacé par le lien tronqué Fy.

Notons que la regle spéciale 1 est inhérente au processus de sommation et exprime le fait

qu'un graphe prototype ne peut présenter de point coulombien. La regle spéciale 2, dont la
formulation nécessite d’introduire la distinction entre points nus et habillés, a son origine dans
la propriété topologique des graphes de Mayer en activité d’avoir des points d’articulation.
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