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Résumé

Dans cette thése nous traiterons du probléeme de Dirichlet pour les sys-
témes d’équations de type implicite, i.e.

Fi(z,u(z),Du({z)) =0, pp.z€Q, i=1,...,I (1)
u(z) = p(z), ze€09,
ou 2 C R™ est un ensemble ouvert, u : @ — R™ les F; : QxR™ xR™*" — R,
m,n > 1, sont des fonctions continues et ¢ est une fonction donnée.

Nous nous intéresserons, dans un premier temps, a 1’étude de problémes
de type (1) sous contraintes. Nous démontrerons des théorémes d’existence
de solutions lipschitziennes par une approche basée sur le théoréme des caté-
gories de Baire. Comme corollaires de nos résultats abstraits, nous donnerons
deux théorémes relatifs aux contraintes det Du > 0 et det Du = 1, les con-
traintes les plus étroitement liées aux applications.

En effet, les contraintes det Du > 0 et det Du = 1 proviennent de 1’élas-
ticité non linéaire et représentent respectivement les conditions de non inter-
pénétration de la matiére et d’incompressibilité.

Dans la deuxiéme partie de ce travail, nous porterons notre attention
aux applications. Nous traiterons de nombreux exemples tels que le cas des
valeurs singuliéres, les puits de potentiel sous la contrainte de I'incompress-
ibilité (i.e. det Du = 1), le probléme des ellipses confocales, le probléme
des élastomeéres nématiques, particuliérement liés aux domaines de 1’élastic-
ité non linéaire, de la microstructure des cristaux et de la structure optimale,
ainsi que 1'équation eikonale complexe (application concernant plutdt 1’op-
tique géométrique).

Du point de vue mathématique, nous allons donner des conditions suff-

isantes de solvabilité du systéme (1). Ces conditions consistent & caractériser
les différentes enveloppes convexes d’ensemble.
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En effet, la possibilité de représenter, en termes algébriques, ces ensembles
donne une des conditions que la donnée au bord doit satisfaire pour qu'un
probléme de type (1) admette des solutions.

Finalement nous étendrons aux ensembles polyconvexes des propriétés
telles que la jauge, la caractérisation des points extrémes, la fonction de
Choquet, des instruments bien connus dans le cadre de Panalyse convexe
classique.
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Abstract

In this thesis we will treat the Dirichlet problem for systems of implicit
equations, i.e.

{ Fi(z,u(z), Du(z)) =0, pp.z€f, i=1,...,1 (1)
u(z) = p(z), x €09,

where 2 C R™ is an open set, u : 2 — R™, F; : & x R™ x R™*" — R,
m,n > 1, are continuous functions and ¢, the boundary datum, is given.

At first we will be interested in the study of problems of the type (1)
under constraints. We will show theorems of existence of Lipschitz solutions
using an approach based on Baire category theorem.

As corollaries of our abstract results, we will give two theorems related
to the constraints det Du > 0 and det Du = 1, the constraints most closely
related to the applications.

Indeed, the constraints det Du > 0 and det Du = 1 come from nonlinear
elasticity and represent respectively the conditions of non interpenetration
of matter and incompressibility.

In the second part of this study, we will focus on the applications. We
will treat many examples such as the case of singular values, potential wells
under the incompressibility constraint (i.e. det Du = 1), the problem of
confocal ellipses, the problem of nematic elastomers, particularly related to
the fields of nonlinear elasticity, the microstructure of the crystals and the
optimal design, as well as the complex eikonal equation (application related
to geometric optics).

From the mathematical point of view, we will give sufficient conditions of

solvability of the system (1). These conditions consist in characterizing the
different convex hulls.
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Indeed, the possibility of representing these sets, in algebraic terms, gives
one of the conditions which the boundary datum must satisfy so that a
problem of the type (1) admits a solution.

Finally we will extend to polyconvex sets properties such as the gauge,
the characterization of the extreme points and the Choquet function, all of
which are well-known tools within the framework of classical convex analysis.
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Chapitre 1

Introduction

Le sujet principal de cette thése est I'étude des systémes d’équations im-
plicites (le terme implicite sera précisé plus loin) du type

Fi(z,u(z),Du(z)) =0, pp.z€f, i=1,...,I
i .

ou 2 C R” est un ensemble ouvert, u : 2 — R™, les F; : @ x R™ xR™*" — R,
m,n > 1, sont des fonctions continues et ¢ est une fonction donnée.

On aimerait mettre Paccent sur le fait que, puisque m > 1, le cadre
d’étude est vectoriel, mais aussi sur le fait que les solutions u cherchées, de
maniére compatible avec le type de probléme étudié, sont des fonctions de
lespace Wh(£2; R™).

Les problémes de Dirichlet considérés ci-dessus ont été largement traités
par différents mathématiciens tels que Cellina [10], De Blasi-Pianigiani [26],
Bressan-Flores [7], Miiller-Sverak [40], Dacorogna-Marcellini [16], [18]. Ces
deux derniers auteurs ont récemment démontré des théorémes trés généraux
d’existence de solutions dans W1*(Q; R™) (c.f. Dacorogna-Marcellini [21]).
Une partie importante de cette thése sera consacrée & un développement de
ces résultats dans deux directions principales. Tout d’abord d’un point de
vue théorique en considérant des problémes de type (1.1) avec contraintes,
notamment celles de 1’élasticité non linéaire det Du > 0 et det Du = 1. La
deuxiéme partie importante de notre travail consiste & étudier de nombreux
exemples intéréssants pour les applications. Nous traiterons, entre autres, du
probléme des valeurs singuliéres ainsi que de 1’équation eikonale complexe,
particuliérement liés aux domaines de 1'élasticité non linéaire, de la structure
optimale et de Poptique, mais aussi des problémes que 'on a jugé mathé-
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

matiquement intéressants et que nous présenterons sous forme d’exemples
académiques.

Nous transformerons souvent le probléme (1.1) en P'inclusion algébrique
(équivalente) suivante:

(z,u(z),Du(z)) €e E ,pp. z€Q,i=1,..,]
u{z) = ¢(z), z € 092,
ol nous avons posé
E={(z,5,¢) € AxR™ x R™": Fi(z,5,£)=0,i= 1,...,I}.

Supposons, pour des raisons de simplicité, que les fonctions F; ne dépendent
que du gradient Du, de fagcon que

E={{ecR™": F(§)=0,i=1,..,I}.

Une condition suffisante optimale, compatible avec la condition nécessaire,
pour Pexistence des solutions semble étre

Dy € E UintQcoF, (1.2)

ou intQcoFE dénote 'intérieur de la fermeture de ’enveloppe quasiconvexe de
E, notion qui sera développée ultérieurement (voir Section 2.2). Cependant,
a I’heure actuelle, il n’existe pas encore de résultats aussi généraux. Le terme
“implicite” utilisé pour caractériser les problémes de Dirichlet considérés dans
cette thése a été introduit par Dacorogna et Marcellini [21] et concerne la
condition

intQcoFE # 0,

qui exclut automatiquement de I’étude le cas linéaire, quasilinéaire et ellip-
tique.

La condition (1.2) constituerait la généralisation naturelle des résultats
d’existence du cas scalaire, ou cette derniére est assurée lorsque

Dy € E UintcoF,

coF étant l'enveloppe convexe de E, i.e. le plus petit ensemble convexe
contenant E.



Cependant la difficulté majeure dans le cas vectoriel réside dans la car-
actérisation de QcoF, car il n’existe pas de bonne représentation, en termes
algébriques, de cette enveloppe. Par conséquent une étape intermédiaire nous
oblige & nous restreindre & ’enveloppe rang un convexe, RcoE, ou méme a
un sous-ensemble de celle-ci (en général RcoF C QcoFE).

Dacorogna et Marcellini (c.f. Chapitre 6 de [21]) ont montré qu’une con-
dition suffisante pour I'existence de solutions est donnée (entre autres) par

Dy € E UintRcoE.

Dans la plupart des applications traitées dans cette thése, comme dans
le cas des valeurs singuliéres (non symétriques) et de I’équation eikonale
complexe, nous avons pu detérminer QcoFE et parvenir donc & des résultats
optimaux.

Nous allons maintenant discuter les exemples principaux qui sont étudiés
dans cette thése. Nous commencons par un résultat que nous avons obtenu
dans {25]: le probléme des valeurs singuliéres, une application clef que I'on
retrouvera dans le Chapitre 3.

Exemple 1: Valeurs singuliéres. Il s’agit de trouver une fonction u €
Whoo(Q; R™) vérifiant

Xi (Du(z)) = ai(z,u(z)), pp. € i=1,..,n
{ u(z) = p(z), z € 9Q, (1.3)

ot 2 C R™ est un ensemble ouvert, a; : Q xR* — R, i = 1,...,n sont des
fonctions continues satisfaisant

0<c<a(z,s) <as(z,s)<...<an(z,s)

pour un certain ¢ € Ry, pour tout (z,5) € A x R et ot p € C} (ﬁ; R”) est
une fonction donnée.

Les fonctions & — X; (€) sont appelées valeurs singuliéres de £ et sont définies
comme les valeurs propres de la matrice (£7€)/? (c.f. Section 3.2).

Dans ce cas nous avons posé (on peut supposer ici que les a; sont des con-
stantes)

E={teR¥™: N()=a;, i=1,.,n}

et nous avons trouvé que

QcoE = RcoF = {E e R™" :H Ai(é) < H a;, v=1, ,n} )

i=v i=v
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Par conséquent si ¢ est telle que

H Ai (Dp(z)) < H a(z,p(z)), z€9Q, v=1,..,n,

=y
(en particulier on peut choisir ¢ = 0), il existe (un ensemble dense de) u
vérifiant (1.3).
Nous faisons remarquer que, lorsque n = 2, le systéme (1.3) s’écrit de
maniére équivalente

|Du (z)* = a? + a2, p.p- z € Q

|det Du (z)| = a1az, p-p- z € Q

u(z) =¢(z), x € 00.
c’est-a-dire que le probléme donné peut étre vu comme une combinaison de
T’équation eikonale et de I’équation qui assigne la valeur absolue du Jacobien.

Par conséquent le résultat de caractérisation trouvé, comme déja observé dans
[21], permet également d’obtenir le théoréme d’existence suivant.

Corollaire 1. Soit Q2 C R™ un ensemble ouvert, a : Qx R* — R, une
fonction continue satisfaisant, ¥(z, s) € §2 x R”,
0<ao<alz,s),
pour une certaine constante ag. Soit ¢ € C* (Q—; R”) telle que
|det Dg| < a(z, p(z), @€

alors il existe (un ensemble dense de) u € W (Q;R") telle que

|det Du(z)| = a(z,u(z)), pp. 2€Q,i=1,..,n

u(z) =p(z), z € 00N.

L’équation ci-dessus, sans la valeur absolue du déterminant, a été large-
ment étudiée dans la littérature; nous nous référons en particulier aux résul-
tats de Dacorogna et Moser [23).

Nous avons également étudié le cas des valeurs singuliéres symétriques,
qui correspond au systéme d’équations du deuxiéme ordre suivant.

Exemple 2: Soient Q@ C R" un ensemble ouvert, a; : 2 x R x R® — R,
i =1,...,n des fonctions continues bornées satisfaisant

0<c<a(z,s,p) <az(z,s,p) < ... <an(z,s,p)
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pour un certain ¢ € Ry et V (z,8,p) € & x RxR™. Soit ¢ € C" @;R”)
telle que ‘

Xi (D*¢(2)) < ai(z,¢(z), Dp(z)), z€Q, i=1,..n,

(en particulier ¢ = 0), alors il existe (un ensemble dense de) u € W2 (Q; R™)
telle que

{ i (D*u(z)) = a; (z,u(z) ,Du(z)), pp- € Q,i=1,...,n
u(z) =¢(z), Du(z) = Dy (z)z, € ON.

Cet exemple est particuliérement significatif, car il permet de résoudre le
systéme
|det D?u (z)| = f (z,u(z),Du(z)), p-p. € N
{ u(z) = ¢ (x), Du(z) =Dy (z), z € 00N.

On remarque que ce probléme, & cause des conditions simultanées de Dirichlet
et Neumann, ne peut étre traité a 1’aide de ’équation de Monge-Ampére.

Le cas des valeurs singuliéres représente un exemple trés intéressant dans
le cadre des problémes de minimisation du calcul des variations mais aussi une
source importante d’applications physiques liées notamment & des problémes
d’élasticité non linéaire ou de structure optimale. Par exemple lorsque un
matériau hyperélastique, homogéne (voir Ciarlet [12] pour plus de détails),
occupant une configuration de référence {2 C R3, subit une déformation wu, la
réponse du matériau a cette sollicitation extérieure se mesure en termes du
scalaire det Du, de la matrice adj, Du et de la matrice Du” Du, quantités qui
donnent respectivement le changement de volume, de surface et de longueur
et que l'on retrouve dans ’expression de la densité d’énergie

W(z,€) =W (2,€,adjs€, det ).

Or il s’avére que la fonction W(z,-) ne peut pas étre convexe (une des
raisons est que cette condition serait ”physiquement” incompatible avec la
propriété que det{ — 0T = W(z,£) — +00). Une hypothése raisonnable

est que I/ik/ (z,-,-,-) est convexe; on dit alors que W est polyconvexe (c.f.
Section 2.2.1). Si le matériau est isotrope on peut montrer (c.f. Ball [3],
Ciarlet [12]) qu'il existe @ : @ x Ry x R, x Ry — R telle que

W(IL',S) :v{/ (xygaad]égv det 5) = (I)(CIJ, Al(&)’)‘2(§)7)‘3(§))7
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ou les A; représentent les valeurs singuliéres de la matrice Du et sont définies
comme les valeurs propres de la matrice symétrique définie positive (DuT Du)/2.
On retrouve donc dans expression de I’énergie les valeurs singuliéres connues
également en élasticité comme ”déformations principales”.

Les valeurs singuliéres ont aussi une signification géométrique; elles représen-
tent, dans le cas de matrices symétriques, les valeurs absolues des courbures
principales associées & une surface.

Les résultats de caractérisation des différentes enveloppes convexes obtenus
pour le cas des valeurs singuliéres, nous ont été trés utiles lors du développe-
ment d’autres exemples, notamment dans le cas de I’équation eikonale com-
plexe (c.f. Chapitre 4) et de ’exemple qui suit, les élastomeéres nématiques
(c.f. Chapitre 3 ). Ce dernier est un probléme considéré récemment par DeS-
imone et Dolzmann [27] et concerne I'étude d’une classe de matériaux, les
élastomeéres nématiques, qui ont une certaine importance notamment dans
les nouvelles technologies de 'optique (un exemple est fourni par les cristaux
liquides). Nous le présenterons comme une application de nos théorémes
d’existence obtenus dans le cas de la contrainte det Du(z) = 1. Les resultats
relatifs & ce cas sont parus dans [24].

Exemple 3: Elastoméres nématiques. Soit ! C R™ un ensemble ouvert
et

E = {§ c R»xn . )\z(é) =aqa; t=1,...,n, det§ :H a; = 1}’
i=1

ot X; (€) sont les valeurs singuliéres de la matrice &. Soit ¢ une fonction
‘affine (Dyp = &) telle que

ﬁ Ai (50) < ﬁ a;, V=2,..,mn,

i=v

alors il existe (un ensemble dense de) u € ¢ + Wy'™ (Q; R™) vérifiant

Ai(Du(z)) =a;, i =1,2,...,n, p.p. €N
det Du(z) =1, p.p. z € 2.

Une application importante que nous avons pu développer, dont les résul-
tats ont donné lieu a la publication [24], est donnée par I’équation eikonale
complexe. Ce probléme a été formulé récemment par Magnanini et Talenti
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(c.f. [34]) motivés tout d’abord par I'étude des fonctions harmoniques en
trois dimensions. Par exemple on peut montrer que toute solution lisse de
Iéquation

w? +wl =0, (1.4)

dénotant par u = Rew, v = Im w, satisfait soit Cauchy-Riemann (u, = vy et
u, = —v;) soit anti Cauchy-Riemann (u, = —v, et u, = v,). Par conséquent
toute solution lisse de (1.4) est harmonique. On s’est posé (c.f. par exemple
[34]) la méme question en dimension trois. On veut savoir si I’équation

w? + wg +w?=0 (1.5)

donne des informations sur les fonctions harmoniques de z, y et z. Les études
qui se sont faites & ce sujet n’ont donné que des réponses sous des conditions
particulieres. Cependant il a été possible de mieux comprendre les liaisons
entre une équation du type (1.5) et des phénomeénes d’optique géométrique
avec diffraction, caractérisés par des équations du type

w; +wp +wi + fA(z,y,2) =0.

Exemple 4: Equation eikonale complexe. Soit @ C R™ un ensemble
ouvert. Le probléme consiste a trouver une fonction & valeurs complexes

w € W (Q;C),
w(z) =u(z)+iv(z),
satisfaisant
> w? + f2=0, p.p. dans 9,
i=1

w=, surd,

(1.6)

0l Wy, = Ow/0z; et ¢ est une fonction donnée. Le probléme est équivalent
a

|Dv|* = |Duf* + f?, p.p. dans Q,

(Dv;Du) =0, p.p. dans ,

w =, sur .

En termes algébriques (6 ce moment on peut considérer f constante) nous
posons, pour v > 0 et s = /12 + f2 donnés,

E={§=(Z)€R2x" s lal=71, |b|=set (a;b)zO}.
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En définissant

_ 1/7" 0 2x2
A_<0 l/s)E]R ’

nous avons pu montrer que
QcoE = Reo E = {£ e R¥™ : A (A€), A (A€) <1},

ot A (AE), A2 (AE) sont les valeurs singuliéres de la matrice Af € R?*™.
Par conséquent si ¢ est telle que

Dy (z) € E UintQcoF,

il existe un ensemble dense de solutions de (4.1).

Inspirés de {21], nous avons développé, dans [24], un autre exemple, celui
des ellipses confocales de Murat et Tartar (c.f. [46]). Le probléme est le
suivant (c.f. Section 4.5). ’

Exemple 5: Structure optimale. Soit Q& C R? un ensemble ouvert et
borné. On considére le probléme de Dirichlet-Neumann suivant:

Aw(z) € {0,1}, p.p. z€Q,
det D*w(z) >0, p.p. z € Q, (1.7)
w(z) =¢(z), Dw(z) = Dp(xz), z€ .

Le probléme algébrique associé est (on note par R2*? ’ensemble des matrices
2 x 2 symétriques): étant donné

E ={¢ eR¥? : tracef € {0,1}, det¢ > 0},
prouver que
RcoE =coFE = {§ eR?*? : 0 <traceé <1, det{ > 0}.
Donc, si ¢ € C*(Q) satisfait

0<Ap(z)<1, pp z€N
det D*p(z) >0, p.p. €,

il existe (un ensemble dense de) w € @ + WZ™ (Q) solution de (1.7).

La méthode de résolution utilisée ici motive notre choix de présenter
a nouveau ce probléme. En effet dans [21] on arrive au résultat par une
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méthode explicite, constructive, mais qui a le désavantage de ne pas étre
flexible. Dans la méthode utilisée ici on peut s’imaginer I'appliquer a une
fonction a (z,u, Du), au lieu de @ = 1, ce qui n’est pas possible dans la
méthode originale.

Parmi les problémes de Dirichlet sous contraintes, nous avons traité celui
des puits de potentiel, sous la contrainte de 'incompressibilité, i.e. det£ = 1.
Le cas des puits de potentiel est un probléme bien connu et largement
étudié dans la littérature (voir par exemple Ball et James [4], [5], Chipot-
Kinderleherer [11], Fonseca-Tartar [28], Kohn [32] etc...), qui trouve ses mo-
tivations dans la physique, en particulier dans la microstructure (en général,
on appelle microstructure toute structure comprise entre une échelle macro-
scopique et une échelle atomique, c.f. [39]). Dans la nature il existe des formes
différentes de microstructures (la complexité de structure d’une feuille, ou
celle d’un rocher en sont des exemples), mais les microstructures auxquelles
nous pensons concernent des transformations de phase (de type solide-solide)
de certains métaux, soumis a des conditions particuliéres de température. En
effet, dans certains métaux cristallins, on observe deux phases différentes,
i.e. deux types de symétrie cristalline différente; une premiére phase i haute
température, caractérisée par une grande symétrie (par exemple cubique),
appelée austenite, et une autre & plus basse température, caractérisée par
une moindre symeétrie (par exemple tétragonale) appelée martensite. Con-
sidérons, a titre d’exemple, une déformation qui transforme le cristal & haute
température, en le cristal a basse température. Pendant cette transforma-
tion, le processus de refroidissement passe & travers une température cri-
tique, correspondant a la transition de phase et, en observant le cristal &
cette température critique, on remarque la ”cohabitation” de I'austenite et
de la martensite (c.f. [4]). Par contre si on considére le cristal en-dessous de
cette température critique, on ne remarquera plus que de la martensite. Le
probléme mathématique que 'on se pose est le suivant. On veut trouver une
fonction © qui minimise la fonctionnelle

I(w) = / W (Du(z))de : u € o + WE=(GRY), (1.8)
Q

ot Q@ C R” un ensemble ouvert et borné, ¢ € W1*°(Q2;R") une fonction
donnée et W : R™*™ — R, est une fonction telle que

N
W) =0« ¢cE=|]S0Mn)A,

i=1



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

ou nous avons dénoté par SO(n) ensemble des matrices orthogonales R
4 déterminant positif, i.e. les matrices R telles que RTR = RRT = I et
det R = 1. La fonction W représente I’énergie élastique du métal. Si on
trouve une fonction u € ¢ + W, *°(Q; R") telle que

N
Due F = US’O(n)Ai,

i=1

alors cette fonction est un minimum de (1.8). Les éléments SO(n)A; sont
généralement appelés ”puits de potentiel”’. Le probléme de ’existence des
solutions a été traité seulement dans le cas n = N = 2 et ceci par Miiller et
Sverak [41], Dacorogna et Marcellini [21] dans le cas ou det A # det B. Dans
cette these (c.f. Section 4.4) nous nous intéresserons au cas incompressible
det A = det B, qui se trouve dans [24]. Nous citons de nouveau, en ce qui
concerne I'étude de ce dernier cas, Miiller et Sverak [41] qui, en utilisant
une autre méthode, sont parvenus aux mémes résultats. L’exemple que nous
avons étudié est le suivant.

Exemple 6: Puits de potentiel. Soit 2 C R™ un ensemble ouvert et
E=S80(2)AuSO(2)B
avec det A = det B > 0. Soit
£ €intRco E

ot int Reo E représente Uintérieur (relatif a la variété det £ = det A = det B)
de lenveloppe rang un conveze de E (c.f. Section 4.4 pour la caractérisation
de Rco E). Alors il existe u € Wh (Q;R?) telle que
Du(z) € E, p.p. dans 2
u (z) = &z, sur OS2

En ce qui concerne les aspects plus théoriques que nous avons développés
dans cette thése, nous aimerions citer deux résultats, particuliérement sim-
ples, relatifs aux contraintes det Du > 0 et & det Du = 1, les contraintes les
plus proches des applications physiques. En effet si on considére un matériau

qui se déforme, imposer que le déterminant du gradient de déformation Du
est positif équivaut & éviter des phénomenes d’interpénétration et a préserver
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Porientation, tandis qu’imposer det Du = 1 signifie traiter le cas de 'incom-
pressibilité. :

Avant d’énoncer ces deux résultats d’existence, nous allons introduire la
définition de fonction coercitive.

Définition: On dit qu’une fonction F : R™*™ — R est coercitive si

F(§) — 400, quand |§| — +o0.

Dans le cas de la contrainte det Du > 0, un corollaire de nos résultats
abstraits est le suivant.

- Théoréme 1: Soit Q@ C R" un ensemble ouvert. Soit F : RV — R

continue, quasiconvexe et coercitive. Si ¢ € Czln'ec(ﬁ; R™) est telle que

F(Dyp(z)) <0, pp. €0,
det Dp(z) > 0, p.p. z € £,

alors il existe (un ensemble dense de) u € p + Wy ™(Q;R") satisfaisant

F (Du(z))=0,pp. z€Q
det Du(z) > 0, p.p. z € Q.

En ce qui concerne la contrainte de I'incompressibilité, nous avons pu
obtenir, entre autres, le résultat suivant.

Théoréme 2: Soit & C R™ un ensemble ouvert. Soit F : R™™*» — R
continue, quasiconvexe et coercitive. Si @ est affine et telle que

F(Dyp(z)) <0, pp. z€Q,
det Dp(z) =1, p.p. =z € {2,

alors il existe (un ensemble dense de) u € @ + Wy ™(Q; R™) vérifiant

F(Du(z))=0,pp. z€Q
det Du(z) =1, p.p. z € Q.

On aimerait souligner le fait que la question de 'existence des solutions
pour des problémes sous contrainte avait été posée par Dacorogna et Mar-
cellini dans leur monographie Implicit partial differential equations [21]. Dans
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cette theése nous avons pu répondre a cette question et adapter leurs résultats
4 ce cas.

Pour conclure nous aimerions mentionner des résultats supplémentaires
obtenus, concernant quelques propriétés des enveloppes polyconvexes. Nous
avons pu étendre au cas polyconvexe des concepts tels que la jauge, la carac-
térisation des points extrémes, la fonction de Choquet, des instruments bien
connus dans le cadre de I'analyse convexe classique.

Il est peut-étre intéressant de citer quelques problémes encore ouverts
dans le cadre de 1’étude des équations implicites du cas vectoriel. Nous aime-
rions en rappeler quelques uns parmi ceux qui nous semblent particuliére-
ment proches du sujet traité. Un des défis le plus intéressant ce serait de
pouvoir caractériser, en termes algébriques, I’enveloppe quasiconvexe dans le
but d’obtenir des résultats optimaux d’existence de solutions. Par exemple,
en ce qui concerne ce travail, nous pourrions mentionner le cas des valeurs
singuliéres symétriques (c.f. Exemple 2), pour lesquelles nos résultats de
caractérisation s’arrétent au cas de la dimension deux. Une perspective in-
téressante de travail pourrait déja étre la recherche d’une formule de représen-
tation de I’enveloppe rang un convexe dans ce cas, utile pour améliorer les
résultats d’existence du probléme de deuxiéme ordre associé

{ Xi (D%u(z)) = a; (z,u(z),Du(z)),pp- 2€Qi=1,..,n
u(z) =p(z), Du(z) = Dy (z), z € ON.

Nous faisons encore remarquer que tous nos résultats d’existence ont été
obtenus sous ’hypothese que la fonction ¢ soit (suivant les cas) dans l'espace
des fonctions CV(Q;R™) par morceauz ou qu’elle soit affine. Un résultat
plus général ce serait de supposer ¢ € WN>*(Q;R™), ou encore ¢ définie
seulement sur 0{). Cependant il n’existe pas, de nos jours, de théorémes
convenables d’approximation, par conséquent ceci pourrait constituer une
nouvelle direction de recherche.

Nous aimerions, pour conclure, citer un autre probléme ouvert intéres-
sant; celui concernant un critére de sélection des solutions cherchées, car,
d’aprés notre approche, nous arrivons & montrer I'existence d’un ensemble
dense de solutions, alors que la question de savoir choisir, parmi toutes ces
solutions, celle la plus réguliére, ou de donner des conditions pour I'unicité,
reste encore ouverte. Dans le cas scalaire, par contre, on peut sélectionner
parmi les solutions du probléme, sous des hypothéses convenables (c.f. par
exemple [9]), celle de viscosité, c’est-a-dire celle qui, en général, satisfait de
“bonnes” propriétés comme par exemple I'unicité ou, dans certains cas, la
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maximalité. Dans le cadre vectoriel cette notion de viscosité n’a pas encore
été bien comprise et les études a ce propos n’en sont qu’a leur début.

Nous terminons cette introduction par quelques rappels sur les développe-
ments récents du calcul des variations dans le cas vectoriel; en quelque sorte
un ezcursus sur I'histoire récente de cette discipline (c.f. pour plus de détails
Marecellini [35]).

L’intérét principal de traiter des systémes d’équations implicites (prob-
lémes de Dirichlet ou de Dirichlet-Neumann) réside dans le fait que I’étude
de tels systémes constitue une étape importante dans le développement des
problémes variationnels non quasiconvexes associés.

En effet une intégrale du calcul des variations représente souvent une
énergie, ou parfois a des significations géométriques (longueur, aire, ...) et
s’écrit sous la forme

I(u) = / f(z,u(z), Du(z))dz,
Q

ou 2 C R” est un ensemble ouvert, u :  C R* — R™ (n,m > 1) et
donc Du € R™*" et f = f(z,s,£) est une fonction donnée. Le probléme
variationnel associé, par exemple celui de Dirichlet, est de la forme

min { I(u) = /f(:c,u(m),Du(:z))dx tu=¢sur O p,
Q

ou ¢ est une fonction donnée.
Supposons, pour des raisons de simplicité, que f ne dépende que du gra-
dient de u et que la donnée au bord soit linéaire, i.e. que

(p(.’L‘) = 6073, Vz € R"

(et donc en particulier Dy = £, = constante). Le probléme devient alors
min ¢ I(u) = /f(Du(x))dx cu = sur 00 . (1.9)
Q

Si f est quasiconvexe (selon la définition de Morrey -1952), c’est-a-dire si

16) < s [ 16+ Dota))as,
Q
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vQ C R”, domaine borné, V& € R™*" et Y € W' °(Q;R™), alors il est
facile de voir que ¢ est une solution de (1.9) dans la classe des fonctions
o+ Wy ™ (% R™).

Cependant, dans beaucoup d’applications, f peut ne pas étre quasicon-
vexe et donc on peut se poser la question de savoir si un probléme du type
(1.9) admet une solution.

Méme dans le cas scalaire le probléme n’est pas évident, car, par exemple,
Marcellini (c.f. [36]) a montré que si on considére

F(&) = gl

oi £ € R", g:[0,+00) — [0,400) est de classe C?, non convexe par rapport
a une valeur to > 0, dans le sens que g(tp) > ¢**(¢o) (ou g** est la plus grande
fonction convexe minorant g sur [0, +00) ), et avec dérivée (g**) (to) positive
en to, le probléme de Dirichlet suivant n’a pas de minimum dans W1>(£2)

inf ¢ I(u) = /g(|Du(x)|)dz cu=@=_E§y sur 0N » . (1.10)
Q

Dacorogna et Marcellini (c.f. [16]) ont posé la question de savoir si pour le
méme probléme il y a solution dans le cas ou m > 1. Ils ont montré que
(1.10) admet solution, & condition que

rang(§o) > 2.

C’est-a-dire que dans le cas vectoriel on a plus de liberté que dans celui
scalaire, ou, si £, # 0, forcément rang({,) = 1 et donc, en accord avec leur
résultat, il n’y a pas de solution.

Comume cité auparavant, une étape fondamentale dans 1’étude des prob-
léemes variationnels non quasiconvexes est I’étude des systémes d’équations
aux dérivées partielles associés

F,(Du(z))=0,pp.z€Q,i=1,..,1
(1.11)
u(z) = p(z), = € 99,

oi F; : R™™ — R sont des fonctions continues et ¢ est une fonction donnée.

Dans le cas scalaire le probléme de I’existence des solutions de tels sys-
témes a été abondamment traité dans la littérature (entre autres par Kruzkov,
Fleming, Soner, Crandall, Lions, Capuzzo-Dolcetta, Ishii etc...).
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Dans le cas vectoriel 'étude de cette problématique est récente et s’est
faite essentiellement a l'aide de deux approches; la méthode de I'intégration
conveze de Gromov (explicitée dans notre contexte par Miiller et Sverak [41])
et celle qui utilise les catégories de Baire et qui est d’ailleurs le procédé qui
nous a conduit aux résultats d’existence du Chapitre 2.

Cette méthode a été introduite au début des années ’80 par Cellina [10]
et développée ensuite par De Blasi et Pianigiani [26], Bressan et Flores [7]
et par Dacorogna et Marcellini dans le cas vectoriel (c.f. [16], [21]), et fait
appel au théoréme de Baire suivant (c.f. [44]).

Théoréme 1.1 (des catégories) de Baire SiV est un espace métrique

complet, alors l'intersection (| V* de toute famille dénombrable d’ouverts
keN

V¥ denses dans V, est elle-méme dense dans V.

H. Lewy a été le premier (1957) qui a fait la connexion entre ce théoréme

et les équations aux dérivées partielles (pour plus de détails, c.f. [30], [31]).

Il a construit un exemple célébre d’équation aux dérivées partielles linéaire,
plus précisément

—Ug — tuy + 2i(z + ty)u, = f, (1.12)

ou u = u(z,y,2) € C*(Q), avec Q un ensemble ouvert de R3, en montrant, a
’aide du Théoréme de Baire, que, pour un choix convenable de f € C*(R?),
I’équation (1.12) n’admet pas de solution. Il est peut-étre important de rap-
peler que le résultat classique de Cauchy-Kowalewsky (c.f. par exemple [30],
page 119) assure, localement, I’existence des solutions pour cette équation
aux dérivées partielles si f est analytique.

Nous aimerions citer également la contribution de A. Cellina, qui a in-
spiré, comme déja mentionné auparavant, de nombreux mathématiciens. Il
a considéré 'inclusion suivante:

z'(t) € {—1,1}
(1.13)
z(0) = 0.

Il a montré que I’ensemble des solutions de (1.13) est un sous-ensemble dense
(au sens de Baire) de I’ensemble des solutions de

z'(t) € [-1,1]
(1.14)
z(0) = 0.
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11 nous semble intéressant de présenter notre méthode de résolution sur un
exemple particuliérement simple, la démarche pouvant étre utile a la com-
préhension des résultats d’existence qui seront développés dans les prochains
chapitres.

Il s’agit du cas scalairem = 1 et ou F': 2 C R® — R est une fonction con-
vexe et coercitive (i.e. F(£) — +oo si [£] — +00). Ce cas inclue 'équation
eikonale (on a alors F'(§) = |£| — 1). On consideére le probléme

F(Du(z)) =0p.p. €
(1.15)
u(z) = p(z) ¢ € ON.

Si on pose
E={{cR": F() =0},

on trouve alors que
QeoE = coE = {¢ € R": F(£) < 0}.
La condition de compatibilité est donc donnée par
F(Dy(z)) <0pp. z €.

On définit V' comme I’ensemble des sous-solutions de (1.15) muni de la
métrique L*°, plus précisément

V={uep+Wy®(Q): F(Du(z)) <0p.p. z€Q}.

On observe que V est non vide car ¢ € V. De plus V est un espace métrique
complet car la coercitivité donne une borne uniforme sur le gradient et,
puisque F est convexe, on a la semi-continuité faible * dans W1*. On
définit
1
vk = uEV:/F(Du(m))da:> %
Q

Pour les mémes raisons que précédemment V\V* est fermé, donc VF est
ouvert. La partie la plus difficile consiste & montrer que V* est dense dans
V et ceci se fait a I’aide des théorémes de relaxation du calcul des variations.
On a donc construit la suite {V*} de sous-ensembles ouverts et denses de V.
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Puisque V est un espace métrique complet, d’aprés le théoréme de Baire, on
a que
ﬂ V*  est dense dans V,

keN
ou

v: = ueV:/F(Du(x))dazZO
keN o

= {ue<p+W01’°°(Q): F(Du(z)) =0 p.p. xEQ},

ce qui implique que ’ensemble des solutions est dense dans V', d’oti le résultat.

On va résumer, briévement, le plan de la thése. Dans le Chapitre 2,
qui va suivre, nous montrerons des théorémes d’existence pour les systémes
aux dérivées partielles sous contrainte. Dans le Chapitre 3 nous porterons
notre attention au probléme des valeurs singuliéres (c.f. Exemple 1) et &
celui des élastomeres nématiques (c.f. Exemple 3), qui représentera aussi
une premiére application du cas de I'incompressibilité (probléme sous la con-
trainte det Du = 1). Une caractérisation des différentes enveloppes convexes
sera donnée. Ensuite, dans le Chapitre 4, nous donnerons toute une série
d’exemples, parmi lesquels nous rappelons ’équation eikonale complexe (c.f.
Exemple 4), les puits de potentiel (c.f. Exemple 6), un probléme de struc-
ture optimale (c.f. Exemple 5) et des exemples académiques. Nous fournirons
des formules de représentation pour les enveloppes convexes d’ensembles et
nous montrerons comment appliquer a tous ces cas les résultats d’existence
obtenus dans le Chapitre 2.






Chapitre 2

Théorémes d’existence

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous traiterons la question de I’existence des solutions pour
des systémes d’équations implicites. En particulier nous nous intéresserons
aux systémes "mixtes”, équations-inégalités, correspondant aux problémes
sous contraintes.

Les ingrédients principaux qui nous permettront d’arriver aux résultats
d’existence sont constitués essentiellement du Théoréme de Baire, de la no-
tion de quasiconvexité et d’une importante propriété: la relaxation.

Les sytémes dont on prouvera ’existence des solutions sont du type

Fi(z,u(z),Du(z)) =0, pp.z€Q, i=1,...,1
Gj(z,u(z),Du(z)) <0, pp.z€Q, j=1,...,J (2.1)
u(z) = p(z), =z €,

ou F;,G; : @ x R™ x R™" — R sont des fonctions continues et ¢ €
C*(€; R™), une fonction donnée.

Les résultats que nous avons pu obtenir pour les problémes du type (2.1),
dont le développement a par ailleurs abouti aux publications [22] et [24],
offrent ’avantage d’étre assez flexibles comme ceux de [21] et donc adaptables
a de nombreuses situations différentes.

Pour conclure, nous donnerons quelques propriétés des enveloppes poly-
convexes (Section 2.7), notamment la caractérisation des points extrémes, la
jauge polyconvexe et la fonction de Choquet.

Nous utiliserons, pour des raisons de simplicité, la notation suivante: nous

23
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écrirons CN

iec Pour désigner I'ensemble des fonctions CV par morceaus.

2.2 Préliminaires I

Dans cette Section nous rappellerons les définitions et les propriétés princi-
pales des différentes notions de convexité.

Nous commencerons par donner les notions de convexité pour fonctions
dans le cas vectoriel, introduites par Morrey [38], puis plus tard par Ball [3].
De nombreuses démonstrations figurent dans [14].

2.2.1 Notions de convexité pour fonctions

Soit
al al a!
A= : =1 : = (a1, ...,qn) .
at’ ap’ a™

Définition 2.1 i) Une fonction f : R™"™ — R = R U {+oo} est conveze si
FAA+ (1-XB) < Af(A)+ (1 - N)f(B),
pour tout A € [0,1], A,B € R™".
#) Une fonction f : R™* — R = RU{+oo} est polyconveze s’il existe
g:R™™n) R convere, telle que
f(4) = g(T(4)),
ou T : R™™ — R70mn) et telle que

T(A) = (A, adjzA, ..., adjrm A).

On note par adjsA la matrice de tous les mineurs s x s de A, avec 2 < s <
n Am = min{n,m} ou

et

o(s) = (7:) (Z) = ()2 (m iﬂtlg'(rz —s)t
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#11) Une fonction f : R™*™ — R, Borel-mesurable et localement intégrable,
est quasiconveze St

f(4) < me.i(Q) /f(A+ V(z))dz,

V Q C R, domain borné, VA € R™™ et Vo € Wy (Q; R™).
i) Une fonction f: R™™ — R =R U {400} est rang un conveze si

FAA+ (1=X)B) < Af(A)+ (1 - N)f(B),
pour tout A € [0,1], A, B € R™*™ telles que rang(A — B) < 1.

Remarque 1 (i) Lorsque m = n = 2 la polyconvezité s’exprime de la
maniére suivante: 7(2,2) =5 et

T(A) = (A,det A),  f(A) = g(A,det A).

(it) La notion de quasiconverité reste, de nos jours, relativement incomprise;
en revanche, on connait son role central dans le cadre vectoriel (elle généralise
celle scalaire de convexité). Il suffit de penser & son importance dans les
théorémes de semi-continuité inférieure ainsi que dans l'existence des solu-
tions pour des problémes implicites, dont on traite la question abondamment
dans cette thése.

(1i3) Si on adopte les notations tensorielles, la notion de rang un convezxité
peut étre formulée comme suit. Soitt € R et

(t) = f(A+ta®b),

ol on a indiqué par

a®b = (a"ba)1<i<m
1<aln

avec A € R™" a € R™, b € R*. Alors on a que
f rang un convere < ¢ conveze.

(iv) Il est important de souligner que dans la définition de polyconverité la
fonction associée g n'est pas unique. Par exemple sim =n =2 et f(A) =
|AJ?, alors on peut facilement vérifier que g1(A,y) = |A]* et g2(A,y) = (Al —
A2 + (AL + A2)? + 2y sont telles que f(A) = g1(T(4)) = g2(T(A)).
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Si dans le cas scalaire ces différentes définitions coincident, ceci n’est pas
le cas dans le cadre vectoriel, ou les résultats sont les suivants:

Théoréme 2.2 (3) Soit f : R™" — R, alors
f convexe = f polyconveze = f quasiconvere = f rang un conveze
(ii) Soit f : R™™ — R = RU {+co}, alors
f convezxe = f polyconvere = f rang un conveze.

(111) St f : R™*™ — R est conveze, polyconveze, quasiconvezre, rang un con-
veze, alors f est localement une fonction lipschitzienne.

Dém. c.f. [14].

Remarque 2 On aimerait souligner le fait suivant: toutes les implications
réciproques sont fausses et pour la derniére (f quasiconvere = f rang un
conveze) c’est le cas lorsque n > 2 et m > 3 (c.f. Sverak [{5]) et ceci en
accord avec une conjecture de Morrey (1952).

Donnons quelques exemples des différentes notions de convexité, que ’on
retrouvera tout au long de cette thése.

Exemple 2.3 Le détérminant d’une matrice: un exemple classique de fonc-
tion polyconveze, mais non conveze.

Exemple 2.4 Cet exemple est dii @ Dacorogna et Marcellini [15] et & Alibert-
Dacorogna [1]. Soientn=m =2 et

F(A) = |AP(JAI* - 2vdet 4),
ot |A| représente la norme euclidienne de la matrice A et v > 0. Alors
2
v < g\/ﬁ

v<1
Yy<1l+4+¢epourune>0

f est convezxe

f est polyconvezxe
f est quasiconveze

¢t ¢ ¢

2
est rang un conveze < —.
f g v < 73
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Exemple 2.5 Soit A € R™*" et
0 < M(A) € M(A) € ... < An(4)

ses valeurs singuliéres (voir Section 3.2), alors la fonction A — A, (A)
(i.e. la plus grande des valeurs singuliéres de A) est conveze, par contre la
fonction A — X\(A) (i.e. la plus petite des valeurs singuliéres de A) n’est
pas conveze. En effet elle n’est méme pas rang un conveze (on s’intéressera
plus largement & ces affirmations dans le Chapitre 3).

2.2.2 Notions de convexité pour les ensembles: les dif-
férentes enveloppes convexes

On donne maintenant les définitions principales et propriétés des différentes
enveloppes convexes.

Définition 2.6 a) On dit que K C R™" est conveze si, pour tout t € [0, 1]
et VA,B € K, alors
tA+(1—-t)Be K.

b) On dit que K C R™*" est polyconveze si, pour toutt; > 0 avec Z:ﬁf") t; =
1 et VA; € K, avec

T(m,n) 7(m,n)
S UTA) =T > tiAi|,
i=] i=1
alors
7(m,n)
Z t;A; € K.
=1

¢) On dit que K C R™*™ est rang un conveze si, pour tout t € [0,1] et
VA,B € K, telles que rang(A — B) < 1, alors

tA+(1-t)B € K.

Remarque 3 i) Il neziste pas une bonne définition analogue pour l’en-
veloppe quasiconveze.
it) On peut noter que

K convezxe = K polyconveze = K rang un conveze
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Définition 2.7 Soit E C R™*" et
Fp={f:R™" — R=RU{+o0}, flp=0}.
On définit ’enveloppe convexe de E par
coE ={A€eR™" :f(A) <0, Vfe Fg,f convere};
Uenveloppe polyconvexe de E par
PcoE ={A e R™" : f(A) <0, Vf € Fg, f polyconveze};

(la fermeture de) l'enveloppe quasiconveze de E par

QeoE = fle =0, f quasiconveze

{ AER™™ ; f(4) <0, Vf:R™" R, }
lenveloppe rang un conveze de E par
RcoE = {A € R™" : f(A) <0, Vfé€ Fg,f rang un conveze}.
Remarque 4 On retrouve ici la définition classique de coE (c.f. [43] ).

Des définitions données ci-dessus, on peut en déduire les propositions
suivantes

Proposition 2.8 Soit E C R™*", alors

E C RcoE C PcoE C coFE.

Proposition 2.9 Soit E C R™*" et définissons par induction
RgcoE = F

R,H_lCOE = {A ER™™ : A= tAl + (1 — t)Az, te (0, 1),
A;, A2 € RicoE, rang(A4; — Ay) < 1}.

Alors
RcoFE = U RicoFE.

ieN
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Remarque 5 La proposition ci-dessus est une version faible du résultat obtenu
dans la caractérisation des enveloppes convexes et polyconvexes. Par exem-
ple, en utilisant le théoréeme de Carathéodory, on a (c.f. [43] ):

mn+1 mn+1
coF = {AER””‘" tA= > tA, A€E, >0, avec Y ti=1}

i=1 =1

et

T7+1 T+1
PcoE = {A ER™™ :T(A)=> tT(A), A €E,t; >0, avec Y t;= 1.}
=1

2.3 Préliminaires 11

Avant d’énoncer les théorémes d’existence on donnera deux propriétés ab-
straites importantes et qui seront largement utilisées dans des théorémes
ultérieurs.

Notations: (i) Soient N,n,m > 1 des entiers. Si u : R® — R™ est une
application, on dénote par

N, i 1<i<m

N = 0w mxniV

D%y = 8—-———5—'— ERS .
Tir-OTin /1<, ....in<n

la matrice constituée de toutes les dérivées partielles d’ordre N de u. Lorsque
N =1onaR™" = R™" sim = 1et N = 2 on obtient R?” = R**"
Pensemble des matrices n X n symétriques.

(ii) On notera

2 (N-1) N

DWly = (u, Du, ..., DNu) € R™ x R™*" x RT™ x ... x RP>™" 77 5 Rmxn”
et nous écrirons

2 (N-1

RTM = R™ x R™ " x R 5 . x RP*

ou

N
M=1l4+n+.. +n®0=" -1
n—1

On aura par conséquent

DMy = (DW=ty, DNu) € RPM x R
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2.3.1 La propriété de relaxation

Définition 2.10 (Relaxation) Soient E, K C R*xR™M xR™**" O, dit
que K a la propriété de relaxation par rapport & E si pour tout ouvert borné
Q2 C R™, pour tout polynome de degré N, ug, avec DNue (z) = &, satisfaisant

(z, DWWy, (z), DVug (7)) € int K,

il eziste une suite u, € CX,, ({5 R™) satisfaisant les propriétés suivantes:

piec
u, € ue + W, (Q;R™)
u, — ug dans WN
(z, DW=y, (z), DNu, (3:)) € EUint K, p.p. dans Q
fo dist ((z, DN-Yuy, (z),, DNu, (z)) ; E) dz — 0, v — oo.

Remarque 6 Pour E et K définis précédemment, si K a la propriété de
relazation par rapport & F, alors

K C QcoE.

Dém. On va faire la démonstration quand N =1 et E et K ne dépendent
pas des termes de plus bas ordre, i.e. E, K C R™*"*. Soit £ € K (et ug telle
que Dug (z) =§). Soit {u,} comme dans la définition de la relaxation; on a
alors par semicontinuité, comme f est quasiconveze,

mes(@) - £©) = [ /(Du) <lim int [ fDw). (22
Q Q

Par continuité et par le fait que fig = 0 on trouve bien que

f(g) < Oa i.e. € € QCOE.

Cette propriété de relaxation, malgré son avantage d’étre trés flexible,
demeure assez difficile & vérifier. Un cas important ou la relaxation a lieu
c’est lorsque K = RcoF, i.e. 'enveloppe rang un convexe de F et elle satisfait
la propriété suivante.
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2.3.2 La propriété d’approximation

Définition 2.11 (Approximation) Soient £ C K (E) C R* x R™*M x
R™"" On dit que E et K (E) ont la propriété d’approzimation s’il existe
une famille d’ensembles fermés Es et K (Es), 6 > 0, tels que

(i) Es C K (Es) C int K (E) pour tout 6 > 0;

(#1) pour tout € > 0 il existe by = 6y (¢) > O tel que dist(n; E) < € pour
tout n € E5 et 6 € [0, 6o};

(i) sin € int K (E) alorsn € K (Ejs) pour tout § > 0 suffisamment petit.

Le résultat principal, obtenu par Dacorogna et Marcellini, est le théoréme
qui suit (c.f. Théoréme 6.14 dans [21]).

Théoréme 2.12 Soit E C R* x R™*M x R;"X”N un ensemble fermé et borné
uniformément pour x € §2 et pour autant que s appartienne a un ensemble
borné de R™M_ Supposons que Reo E ait la propriété d’approzimation avec
K (Es) = Rco Es, alors Reco E a la propriété de relazation par rapport a E.

2.4 Théorémes d’existence

Nous allons énoncer maintenant les résultats principaux de ce chapitre: les
théorémes d’existence pour des problémes sous contraintes, parmi lesquels
ceux dont la contrainte est donnée par det Du > 0 (le cas det Du = 1 sera
traité séparement dans la Section suivante).

Le résultat abstrait le plus important est le suivant:

Théoréme 2.13 Soit @ C R™ un ouvert. Soient F;,G; : Q x RT*M x
R™™ R, F; = F (z,8,6), i=1,2,...1, G; = G; (z,5,8), j =1,2,..., J,
des fonctions continues par rapport & chacune des variables et quasiconveres
par rapport & la variable €. Soient E, K C R™ x R™M x R;"X"N tels que

E - { (z,5,€) € R® x R™*M 5 R*2Y . F(x,5,6) =0, 1=1,...,] }
Gj(z,8,6)<0,j=1,...J

K c {(x,s,g)eR"xR;anxR;nxn”;F;(x,s,g)go,z':L...,I }
Gj(%,8,6) <0,j=1,..,J
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Supposons que K soit borné uniformément pour x € § et pour autant que s
appartienne & un ensemble borné de RT*M . Supposons en outre que K ait la
propriété de relazation par rapport & E. Soit p € C’Z],}’ec (ﬁ; ]Rm) telle que

(z, DW=y, (), DN (z)) € EUInt K, p.p. dans €
alors il existe (un ensemble dense de) u € WV (; R™) vérifiant

F; (z,DV-Uy (z),DVu(z)) =0, i=1,..,1, p.p. €D
Gj (z, DW-Yyu(z),DVu(z)) <0, j=1,..,J, p.p. €N
u € g+ W, (R™).

L’idée de la démonstration du Théoréme 2.13 est trés semblable a celle
du Théoréme 6.3 de [21]. Nous donnerons dans un premier temps les grandes
étapes de la démonstration, basée essentiellement sur la quasiconvexité des
fonctions F; et Gj, le Théoréme des categories de Baire et la propriété de
relaxation.

1. On se donne un espace, que 'on appellera V' et on considére

ueCN, (BER™) tucp+ Wi (;R™), |DW-Uy(z)| <R
(z, DW-1ly (z),DVu(z)) € EUint K, p.p. dans '

Soit V sa fermeture dans la métrique CV~}; par semi-continuité on a que

vedue o+ W . F,-(w,D[N_I]u(x),DNu(x)) <0, i=1,..,1, |
G; (z, DW-ty(z),DNu(z)) <0,j=1,..,J, p.p. £ € Q '

2. On définit, pour k € N,

I
1
VE=LueVv: /E z, DW=Uy (z), DNu (z)) dz > —= .
{ ; B (z), D"Vu (a)) -

L’idée est de montrer que V* est dense dans V' (a ce stade on utilisera la
propriété de relaxation) et donc, grace au Théoréme des catégories de Baire,
on aura que NV* est dense dans V, ou

I
Ve = {u eV: Z / F; (:v,D[N“llu (z),DNu (z)) dz > O}
i=1 Q

_ u€ g+ W™ F (z, DN-Uy (z), DNu(z)) =0, i=1,...,1I,
" | Gj(z,DN-Uu(z),DVu(2)) <0,j=1,..,J,pp. €N ’

ce qui implique que 'ensemble des solutions est dense dans V', d’ou le résultat.
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Remarque 7 Dans le cas scalaire, il est possible de caractériser explicite-
ment V; en effet on peut, sous des conditions supplémentaires, se ramener
a

V={ u € o+ Wy (Q;R)

Fi(z,u(z),Du(z)) <0, i=1,..1, }
G;(z,u(z),Du(z)) < 1 ’

0,5=1,...,.J, p.p. z €2

Dém. Etape 1: Supposons, sans perte de généralité, que Q@ C R" soit
borné, autrement on peut penser le recouvrir avec une famille dénombrable
d’ensembles bornés et prouver le théoréme pour chacun de ces ensembles.
Soit alors V la fermeture dans la norme CV~! de I’ensemble

u € Che, (ﬁ; Rm) U € p+ Wév"” (Q;R™), |[DW-Uy(z)|< R
(z, DN=Yy (z), DNu(z)) € EUint K, p.p. dans O '

Par hypothése on a que ¢ € V. De plus V est un espace métrique complet
lorsqu’il est muni de la norme CV~1. De la quasiconvexité des fonctions F;
et G;ona

von,

ou

Vi = u€g0+W0N’°°:Fl-(m,D[N‘”u(x),DNu(x)) <0, t=1,..,1,
T G, DV Mu(e), DVu(@) <0,5=1,..J,pp. Q[

Etape 2: On définit alors, pour u € V,
I
L(u) =) / F; (z, DNy (z) , DNu (2)) dz.
=1 78

D’aprés la quasiconvexité des fonctions F; on en déduit que pour tout u € V

liminf L (us) > L(u). (2.3)

ugs€V

Par construction on a immeédiatement que si u € V (ce qui implique en
particulier que G; (z, DW=y (z), DNu (z)) < 0) alors

Lu)=0& (z, pv-1,, (z),DNu (1:)) € E, p.p. dans Q. (2.4)
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Soit enfin

V’“z{ueV:L(u)>—%}.

On montre alors que V* est ouvert et de plus, par la propriété de relax-
ation, il est dense dans V' (c.f. Etape 4). Supposons que ’on ait établi ceci,
alors du Théoréme de Baire on obtient que NV* est dense dans V, d’ou le
résultat d’apres (2.4). _

Etape 3: Cette étape est nécessaire lorsque les fonctions F; et G; dépendent
des termes de plus bas ordre. On fixe les constantes. De la continuité uni-
forme des F; et G; et de ’hypothése de compacité on a que, pour tout € > 0,
on peut trouver § = §(¢) et B = B(R) tels que pour tout z € Q, pour toute
fonction mesurable s : R® — R™*M ¢ R™ — ]R;’”‘"N, satisfaisant

F,(z,s(z),£(2))<0,p.p. dans Q, i =1,...,1

< .p-
IS(CIJ)I < R, p.p. dans (), { Gj (IL‘.,S (.'13) ,f(x)) <0,pp. dans ), j=1,...,J,

alors :
dist ((z, s (z),€ (z)); E) < B, p.p. dans £; (2.5)

de plus, comme F; = O sur E, Y F; est petite lorsque dist ((z, s (z) ,€ (z)) ; E)
est petite et donc

/dist((z,s(x),f(x));E)dx§5=>Z-/S)E(9:,s(x),§(x))dx2 —€.

Q
(2.6)

Etape 4: Il reste & montrer que pour tout © € V et pour tout £ > 0 suffisam-

ment petit, on peut trouver u. € V* telle que
e — uflv-1,00 < &

On va prouver ceci sous 'hypotheése que u € CJJ,, et
|IDW-ly (z)| < R, (z,D"-Uu(z),DVu(z)) € EUint K, p.p. dans (.

Le cas général suit de la définition de V. En travaillant sur chaque morceau
ot u € CV, sans perte de généralité, on peut supposer que u € CV(£2; R™)
et (z, DW-Yu(z),DNu(z)) € EUint K. Soient donc

Q = {z€Q: (a:,D[N"I]u(a:),DNu(:c)) €EE}
Ql = Q—Qo. ’
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D’aprés la continuité des F; et G, )y est fermé et donc {2 est ouvert. Soit k
un entier fixé. Soit 0 < ¢ < 1/k et choisissons 6 = §(¢) et § = B(R) comme
dans 'Etape 3. Par le théoréme d’approximation (c.f. Théoréme 10.16 dans
[21]) on peut trouver u; € CN(Q;R™) un entier J = J(g) et Q,; C
1 < j < J, ensembles ouverts disjoints, tels que

u, = u, présde
e = wllv-ree <
|Dul(z)] < R
(z, DN =Yy, (z),DVu, (z)) € intK, p.p. dans

IA

! 5
mes <Q] e U Qs,j %

DNu,(z) = &,; = constant, z € Q, ;.

Comme (z, DW=y, (z), DNu, (m)) € int K, on utilise la propriété de re-

laxation et on trouve u;, € CX, (0, ;;R™) satisfaisant

Uiy, € Us+ Wév’m(ﬂs’j;Rm) :

£
”us - uj,u”N—l,oo S 5, dans Qs,j
|[DW=Yy,, ()| < R, dans,;
(z, DV Uy, (2), DVu;, (z)) € EUintK
, N 6 mes(€s, ;)
/ dist ((x,D[N lluj,l, (z), DNuj,,, (m)) ;E) dr < im
Q5
On définit

u(z)siz e Qy
us (z) siz € Oy — UQs,j
=1

u,y(x siz € ;.

Remarquons que u, € CJl (%R

ue € u+ WIC(R™)
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llue — ul|N—100 < € dans Q
|[DW-1y, (z)] < R, dans
(z, DN=Uy, (z), DNy, (z)) € EUintK p.p. dans .

Si on utilise, pour simplifier la notation, 7, (z) = (z, DN, (z) , DVu, (z)),
on trouve

dist (n.(z); E)dz = dist (n.(z); E)dz + [ dist (n.(z); E)dz
[T p—

9] 193]

= / dist (n.(z); E) dx
1938
= / dist (n.(z); E) da;

Q1-U s, ;

Y / dist (n,(c); E) dz

]=1Qs,j

6 6
< -+4+=X<0o.
_2+2__6

Donc, en combinant (2.5) et (2.6) avec P'inégalité ci-dessus, on obtient le
résultat, i.e.

1
L(us) > —€> ——E
||

Remarque 8 Un cas intéressant de contrainte est celui du déterminant qui
correspond ¢ J =1 et

G1(§) = —deté

(i.e. deté > 0). On aura loccasion de présenter dans le Chapitre 4 les
applications relatives & ce cas (c.f. Section 4.3).

Définition 2.14 On dit qu'une fonction F : R™*™" _ R est coercitive, si

F(¢) — +o0, quand |¢] — +oo.
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Si I’ensemble E est donné par une seule équation, le Théoréme 2.13 prend
la forme plus simple suivante

Théoréme 2.15 Soit 3 C R™ un ensemble ouvert. Soit F : R — R
continue, quasiconveze et coercitive. Si g € Ch. (S R™) est telle que

F(Dp(z)) <0, pp. z€Q,
det Dp(z) >0, p.p. z € Q,

alors il existe (un ensemble dense de) u € p + Wy (Q; R") satisfaisant

F(Du(z)) =0, p.p. z € Q
det Du(z) >0, p.p. z € Q.

Remarque 9 Le fait que l’on puisse traiter le cas de l'inégalité stricte,
provient du fait que, par hypothése, on peut trouver § > 0 tel que det Dy > 6
car ¢ € Cp.. Le reste de la preuve découle du Théoréme suivant, qui
généralise ce résultat.

Théoréme 2.16 Soit @ C R™ un ensemble ouvert. Soient F,® : R™*" —
R continues et respectivement quasiconvexe et quasiaffine'. De plus, soit F

coercitive. Sip € CN. (4, R™) est telle que

F(DNp(z)) <0, pp. z€Q,
@ (DVp(z)) <0, p.p. z €,

alors il existe (un ensemble dense de) u € ¢ + Wy (S, R™) satisfaisant

{ F(DNu(a:)))

Remarque 10 Les résultats des Théorémes 2.15 et 2.16 peuvent s’étendre
au cas oty F, ® : QxR™*M XRTX"N — R, en utilisant une procédure analogue
a celle employée dans la démonstration du Théoréme 2.24 (c.f. plus bas).

1Par quasiaffine on définit toutes les fonctions ® t.q. ® et —® sont quasiconvexes.
®(¢) = det € est un exemple de fonction quasiaffine.
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Dém. Soit N
E={¢eRM™ : Flg) =0, 2(§) <0}.

Etape 1: Tout d’abord on va montrer que
Reo E = {g e R™ . F(£) <0, ®(€) < o} .

On note X '’ensemble défini par le membre de droite. Il est clair que £ C X
et que X est rang un convexe; on a donc que Rco F C X. Il reste & prouver
linclusion opposée. Soit £ € X fixé et supposons que F(£) < 0, autrement
€ € E et le résultat est trivial. Comme & est rang un affine, on a que pour
tout 77, matrice de rang un, pour tout t € R

P (E+1tn) =2 (§) +t{D®(£);m).
On peut choisir 7 telle que
(D2 (£);m) =0

(dans le théoréme précedent ® (§) = —det& + 6 et D® (§) = —adj,_1§) et
ceci nous conduit a I’égalité

PE+tn)=2(E), VteR.
D’apres la compacité de E on peut trouver t; < 0 < £, tels que

F(£+1tn) <0, Vt € (t1,t2)
F(E+tm)=0,i=1,2

On peut donc écrire

t2 _tl
= t t
£ t2_t1(§+ 1n)+t2_t1(£+ 21)

ce qui entraine £ € Rco £. On peut méme remarquer que

int Reo E C {g e R™ . F(€) <0, 8(¢) < o} .

Etape 2: On veut montrer que Rco E a la propriété de relaxation par rap-
port & E. Tout d’abord, du Théoréme 10.16 de [21], on peut trouver, pour
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e > 0, une fonction u, € CY(Q;R™), un entier I = I(e), &, ; € R™"" et des
ensembles disjoints €2, ; C Q, 1 <4 < I tels que

u, = wu, presded
“us - u“N—l,oo < €
S

DNu, (x) int ReoE, p.p. dans Q

IA

I
mes (Q - U QE,i) €

i=1

DVu,(z) = €. ; = constant, z € Q) ;.

On veut prouver que pour tout ensemble ouvert borné 2 C R™, pour tout u,
comme ci-dessus, satisfaisant

DNy, (z) € int Reo E,
il existe une suite u, € C}},\{ec (ﬁ; Rm) telle que

w, € ug + WP (Q;R™)

u, — u, dans W

DNy, (z) € int Reo E, p.p. dans Q

Jo F(DNu, (z))dz — 0 lorsque v — oo.

Si F(§) = 0, on choisit v, = u.. On supposera donc que F () < 0 et
® () < 0. En utilisant ’hypothése de compacité, on peut trouver, comme
dans ’Etape 1, une matrice 7 de rang un, ¢; < 0 < t, tels que (on pose

£ =&+ 1tn)

®() = ®(8) <0
F (&) F(£+1tn) <0, Vt € (t,t2)
F+tin) = F({+tam)=0.

It

Le Lemme d’approximation (c.f. Lemme 6.8 de [21]) avec A = §, . et
B = ¢, _. pour ¢ suffisamment petit et £ = B=-A + —(a*e) B donne

to—t1—2¢ to—t1—2¢
immédiatement le résultat. Il est bien d’observer qule, commezralng(A —B) =

L

&(A)=(B)=a(€) <0
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et la fonction ainsi construite satisfait
dist (D"u, (z),c0{A,B}) <e p.p. dans (.

Alors, en choisissant ¢ suffisamment petit, on a ® (Du,) < 0 et F (Du,) <0,
ce qui entraine
DVu,(z) € intReo E,

c’est-a-dire le résultat voulu. En appliquant le Théoréme 2.13 on parvient &
la thése du théoréme. B

Remarque 11 Parco{A, B} = [A, B] on note le segment qui joint A et B.

Si ’ensemble E est donné par plusieurs équations, il dévient plus difficile
d’établir quand la propriété de relaxation est satisfaite. Le Théoréme 2.12
repond a cette question.

Nous allons maintenant adapter d’autres résultats d’existence de [21] au
cas des problémes sous contraintes.

Théoréme 2.17 Soit @ C R™ un ensemble ouvert et F;,G; : R™™ — R,
i=1,..,1, 5 =1,...J, des fonctions quasiconvexes. Soit

o EERP IR =0, i=1,.,I
G;j(§)<0,5=1,...,J )

Supposons que

H1) Reco E soit compact,

H2) Reo E soit fortement étoilé par rapport & un élément €, € int Rco E
fizé (i.e. pour tout & € RcoE et pour tout t € (0,1], alors t€y + (1 — )€ €
int Rco E).

Soit o € CN_ (G R™) vérifiant

DNy (z) € EUintReoE, p.p. z € Q.
Alors il existe (un ensemble dense de) u € p + WV (Q; R™) vérifiant

F(DNu(z)) =0, pp.z€Q, i=1,.,1
G; (DVu(z)) <0, pp.z€Q, j=1,.,J
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Dém. Ce résultat découle directement du Téoréme 2.13 lorsque K(FE) =
Rco E. 11 faut seulement s’assurer que Rco E satisfait la propriété de relax-

ation; le Théoréme 2.12 et '’hypothése H2 nous le prouvent. On pose, pour
6 €(0,1]

Alors, par induction,

K(Es) =RcoEs =66, + (1 —6)RcoE C intRco E, V§ € (0,1].

Donc E et RcoE ont la propriété d’approximation et, en appliquant le
Théoréme 2.12, on termine la preuve. B

Comme corollaire nous obtenons immédiatement le résultat d’existence

suivant.

Corollaire 2.18 Soit 2 C R™ un ensemble ouvert et F;,G; : ]R;"""N — R,
i=1,...,1, 7=1,...J, des fonctions quasiconvezes. Soit

g EERP™ IR =0, i=1,.,1I
Gi(§)<0,j=1,..,J :

Supposons que Rco E soit compact et que ReoE = co E. Soit pE C’pﬁ-’ec(-ﬁ; R™)
vérifiant :
DVy(z) € EUintReo E, p.p. z € Q,

ou o € WN=°(Q; R™) et il existe un compact L C int Rco E tel que
DNp(z)e L, p.p. z €.
Alors il existe (un ensemble dense de) u € ¢ + W3 °(; R™) vérifiant

F(DNu(z))=0, ppzeQ, i=1,..,1I
G; (DNu(a:)) <0, pp.z€eQ j5=1,.,J

Dém. On ne traitera que le cas ¢ € CI..(2R™) (le cas € WN>=(Q;R™)
se démontre de maniére analogue en appliquant le Corollaire 10.21 de [21}).
On suppose, pour éviter le cas trivial, que int RcoE # 0. Le résultat suit
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directement du Théoréme précedent, car Rco E est fortement étoilé par rap-
port & un certain £, € int Rco E. En effet cette propriété est vraie pour des
ensembles convexes et I’est donc aussi pour tout £; € int Reco£. B

Nous terminons cette Section par un théoréme plus général, incluant les
termes de plus bas ordre.

Théoréme 2.19 Soit Q@ C R™ un ouvert. Soient FY,GS :  x RM*M x
RZ‘X"N — R, des fonctions quasiconvezes dans la variable £ et continues
dans toutes les variables et aussi par rapport & 6§ € [0,80], pour un certain
80 > 0. Supposons que, pour tout (z,s) € Q x R™*M,
N EeR™ . F8(z,5,6)=0,i=1,..1
t S 1 .
7) 1n. RCO{ G? (z,8,) <0, j=1,..,J

EeRM™ F(z,5,6) <0,i=1,..,1
{ Gé(z,s,8) <0, j=1,..,J V6 € [0, 6],

et qu’il soit borné dans R™™ uniformément par rapport & x € Q et pour
autant que s appartienne & un ensemble borné de R™*M;

) (z,5,6): Fl(x,5,6)=0,i=1,..1
* G:(2,5,6) <0, j=1,..,J
(z,8,6): F2(x,5,£)<0,i=1,..,1
< { G_('}) (1"’876) < 07 .7 = 17 7'] ,V(S < (O, 50]
Si o € CN.. ([ R™) satisfait

{ F? (z, DNy (z),DVp(z)) <0,i=1,..,1

G? (2, DN~ (z), DV (5)) <0 =1,...,J p.p. = dans Q,

alors il existe (un ensemble dense de) u € o + W™ (Q; R™) vérifiant

F? (z, DV-YUy (z),DNu(z)) =0, i=1,...I, pp. z€Q
G’? z, DW=y (z), DNu (z)) <0, j=1,...,J, pp. € Q.

Dém. La démonstration est une application des résultats abstraits vus
précedemment et de plus, comme (z, s) apparaissent comme des parametres,
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on peut les ignorer tout au long de la démonstration. On pose

E {fGRmX" <0(£l__(i’,i_J1""’I }
E; = { EeRmX" <0(§§i(i’, i —Jl,...,I }
K(E) { £€ Rmx" i 0(53 i(i i —Jl, " }
K(Es) = { EER;:;(Q 2;50(,%5:()1,, z=J1[ }

Des hypothéses i) et ii) on a que, pour é € (0, 6|,

_ e RM™ . FO(6) <0,i=1,..,1
K(Fs5) = RcoEsC { GO (E) <0, =1, @.7)

= intRcoF = intK(E).

On montre que Reo E a la propriété d’approximation avec K (Ejs) = Rco Es.
Par le Théoréme 2.12 on pourra conclure que Rco F a la propriété de relax-
ation et finalement le Théoréme 2.13 nous conduira au résultat. Il nous reste
donc & vérifier la propriété d’approximation. On va prouver

(a) Es C Reo Es C int Reo E, pour tout 6 > 0;

(b) pour tout £ > 0, il existe §o = 6o (€) > 0 tel que pour tout é € [0, §o]

n € Es = dist(n; E) < ¢

(c) si n € int Reo E, alors n € Reo Ej, pour tout 6 > 0 suffisamment petit.
Or la propriété (a) est vraie par (2.7). Vérifions la propriété (c); comme
7 € int Reo E, alors
{ F0(n)<0,i=1,..,1,
0 -
Gi(n)<0j=1,..,J

et donc, pour tout 6 > 0 suffisammment petit, par continuité on a

{ F? (n)
G6 (n)

=1,..1,

0,
0j=1,..J = 1 € Reo Es.

IAIN
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On va prouver la propriété (b). Soit € > 0. Tout d’abord on trouve un
p = p(e) > 0 tel que

n € Reo E; . . |
0<-F2(m)<p, Vi=1,.,1 } = dist(n; E) <¢; (2.8)
or le choix
ple) =, min _ max {~FP(n)}
n€RcoE
conduit immédiatement & (2.8). D’apres la continuité des F par rapport &
6 et comme Rco E est compact, on peut trouver 6o = do(p) = 6o(e) tel que

|Ff(n) = F)(n)] <p, Vn€RcoE Vi=1,..,I, Vé€[0,6)

Alors par 'hypothése (ii) et par les inégalités précédentes, pour tout i =
1,...,I, pour tout 7 € Es et pour tout § € [0,8¢], on a

F(n)=0=0<-F (1) <p= dist(n; E) <&,

ce qui représente la propriété (b) a prouverb et donc la fin de la démonstration
du théoréeme. H

2.5 Le cas incompreSsible

Nous allons maintenant étudier un cas intéressant qui trouve ses motivations
non seulement dans les applications (voir Chapitre 4), mais aussi au niveau
théorique car les résultats d’existence sont obtenus par une méthode sem-
blable a celle de [21], mais techniquement plus complexe. Il faut aussi dire
que des résultats voisins ont été auparavant trouvés par Miiller-Sverak [41]
en utilisant une idée de Gromov sur P'intégration convexe.

Dans cette Section et dans celles qui suivent, nous considérerons des sous-
ensembles £ ou K de la variété det § = 1; par conséquent int K dénotera
Pintérieur relatif de K par rapport a la variété.

Dans un premier temps nous adapterons les définitions de la propriété
de relaxation et de Vapproximation au contexte présent. Nous donnerons la,
propriété de relaxation sous une forme légérement plus restrictive qu’aupara-
vant pour éviter des difficultés techniques liées & Papplication des théorémes
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d’approximation (c.f. [21] chapitre 10) dans ce cas plus compliqué. Soit,
pour § > 0 et 2 C R™ un ensemble ouvert, Wy 'ensemble des fonctions
u € ClL.. (R") telles qu'il existe un ensemble ouvert €y C Q vérifiant
mes (2 — ) < 0 et u affine par morceaux dans €. On pourrait considérer
un ensemble plus général, mais alors la démonstration serait plus difficile.

Définition 2.20 (Relaxation) Soient E, K C R x R® x R*™*". On dit
que K a la propriété de relaxation par rapport a E si pour tout ensemble
ouvert borné Q2 C R", pour tout ug, une fonction affine avec Dug (z) = &,
satisfaisant

(z,ue (z) , Dug (z)) € int K|

il existe 8 > 0 et une suite u, € Wy tels que

u, € ue + Wy (4 R?)

u, = ug dans W™

(z,u,(z),Du, (z)) € EUIntK, p.p. dans

Jo dist ((z,u, (z) , Du, (2)); E) dz — 0 lorsque v — oo.

Le théoréme suivant constitue le résultat abstrait principal.

Théoréme 2.21 Soit @ C R™ un ensemble ouvert. Soient F;,G; : Q x
R® x R™" — R, F;, = F(z,s,€), i = 1,2..,1, G; = G;(z,s,8), j =
1, ..., J, continues par rapport & toutes les variables et quasiconveres par rap-
port a la variable £. Soit E C R”® x R™ x R™*" tel que

E- (z,8,8) eR* xR* x RV : F; (2,5,§) =0,i=1,...,1
- Gj(z,8,8) <0,j=1,...,J, deté =1 '

On suppose que Rco E a la propriété de relazation par rapport & E et qu’il est
uniformément borné pour x € Q) et lorsque s varie dans un ensemble borné
R™*", Soit ¢ une fonction affine telle que

(z,p(z),Dp(x)) € EUintRco E dans Q;
alors il existe (un ensemble dense de) u € ¢ + W™ (Q; R") vérifiant
F;(z,u(z),Du(z)) =0, :=1,..,I, pp. €N

Gj(z,u(z),Du(z)) <0, i=1,....J, p.p. € Q
det Du(z) =1, p.p. z € Q.
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Dém. Etape 1: On observe tout d’abord que €2 C R” peut étre considéré,
sans perte de généralité, borné, autrement on le recouvre avec une famille
dénombrable d’ensembles bornés sur chacun desquels on prouve le théoréme.
Soit alors V' la fermeture dans la norme C° de ’ensemble

u € W pour un certain 8 > 0, u = ¢ sur 0f)
et |u(z)] < R, (z,u(z),Du(z)) € EUintRco E, p.p. dans Q [~

A noter que ¢ € V et que V est un espace métrique complet lorsqu’il est
induit par la norme C°. De plus par la semi-continuité inférieure on a

u€ o+ Wy (R :
VC F;(z,u(z),Du(z)) <0,i=1,..,I,pp. z€Q
Gj(z,u(z),Du(z)) <0, j=1,..,J, detDu(z)=1,pp. z€

Etape 2: Soit pour u € V

I

L=y /Q F. (z,u(z), Du (z)) d.

D’aprés la quasiconvexité de F; on a, pour tout u € V,

liminf L (us) > L (u). (2.9)

us—u,us€V

On peut voir immédiatement que pour tout u € V' (on rappelle que dans V'
onadet Du=1et G;(z,u(z),Du(z)) <0, 5j=1,...,J)

L(u) =0« (z,u(z),Du(z)) € E, p.p. dans 2. (2.10)

On pose
sz{ueV:L(u)>——llg};

V* est ouvert (c.f. (2.9)). De plus il est dense dans V. Ceci sera prouvé dans
I'Etape 3. Une fois cette propriété établie on pourra déduire, du Théoréme
des catégories de Baire, que NV* est dense dans V. On aura donc obtenu le
résultat de (2.10).

Etape 3: De nouveau, cette étape devient nécessaire lorsque les fonctions
F; et G; dépendent des termes de plus bas ordre. On fixe les constantes.
D’apres Puniforme continuité des F; et G;, on a que pour tout € > 0, on peut
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trouver 6 = §(¢) et B = B(R) tels que pour tout z € €2, pour toutes fonctions
mesurables s : R® — R™*M ¢ : R? — R™*""  gsatisfaisant

F;(z,s(z),6(x)) <0,p.p. dans 2, i =1,...,1,
|s(z)| < R, p.p. dans , ¢ G, (z,s(z),£(z)) <0,pp. dans ), j=1,..,J
det§ =1, p.p. dans {2,

alors
dist ((z,s(z),& (z)); F) < 8, p.p. dans Q. (2.11)

De plus, comme F; = Osur E, > F; est petite lorsque dist ((z, s (z) ,€ (2)) ; E)
est petite, et donc

I
/dist((a:,s(x) (2); E)dz <6 éz _/QE (z,s(z),€ (x))dz > —&.
’ ) (2.12)

Etape 4: Il reste & montrer que pour tout u € V et pour tout € > 0 suffisam-
ment petit, on peut trouver u. € V¥ telle que

|fue — uf] <e.

On prouvera cette propriété sous ’hypothése supplémentaire que, pour un
certain 0 > 0, u € Wj et

lu(z)| < R, (z,u(z),Du(z))€ EUintRecoFE, p.p. dans Q.

Le cas général se déduit de la définition de V. En travaillant sur chaque
morceau ou u est affine et en posant u. = u sur {2 — €2y on peut supposer que
u est affine dans 2. Soient donc

Q = {£€Q:(z,u(z),Du(z)) € E}
O = Q-

De la continuité des Fj, des G; et du det&, on en déduit que Oy est fermé
et donc ) est ouvert. Soit £ un entier fixé. Soit 0 < £ < 1/k et choisissons
6 = 6(e) et B = B(R) comme dans 'Etape 3.
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Comme (z,u (z), Du(z)) € int RcoE, on utilise la propriété de relaxation et
on trouve 8 > 0, u, € Wy satisfaisant

u, € u+ Wye(Q;R™);
lu —uylloe < €, dans
luy ()| < R, dans 4
(z,u, (z),Du, (z)) € EUintRcoE p.p. dans £,
/dist ((z,uy (z), Duy (z)); E)dz < 6.

Q1
On définit alors

ue(z) =

u(z)siz e Qy
u,(z) si z € §2.

A relever que u; € Af fpiee(;R™), ie. affine par morceaux,
u, € u+ Wy R™)
[lue —ulle < €& dans
luc ()| < R, dans$2
(z,u: (z), Du (z)) € EUintRcoE p.p. dans Q.

Si on utilise, pour simplifier les notations, n.(z) = (z,u. (z), Du. (z)), on
trouve
/dist (n(z); E)dz = /dist (n.(z); E)dz + /dist (n.(z); E)dz
Q Q0 ©
= /dist (n.(z); E)dz

971
< 6.

Donc, en combinant (2.11) et (2.12) avec 'inégalité ci-dessus, on obtient le
résultat, i.e.
1
L('U,E) > —& > -‘7{;.
n

Si I’ensemble E est défini par une seule équation la propriété de relaxation
est plus facile & établir et on a comme conséquence du Théoréme 2.21 le
résultat suivant:
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Théoréme 2.22 Soit 2 C R™ un ensemble ouvert. Soit F : R — R
continue, quasiconvere et coercitive. St ¢ est affine et telle que

F(Dy(z)) <0, p.p. €9,
det Dp(z) =1, p.p. z €,

alors il existe (un ensemble dense de) u € @ + Wy™(Q; R") wvérifiant

F(Du(z)) =0, p.p. z €
det Du(z) =1, p.p. z € Q.

Remarque 12 Noter que le théoréme ci-dessus est la version "incompress-
ible” du Théoréme 2.15, relatif & la contrainte det £ > 0.

Dém. Soit

Q = {ze€Q:F(Dp(z)) =0}
0 = Q-Q={ze€Q: F(Dyp(z)) <0};

on peut observer que, par continuité, ) est fermé et donc que 2; est ouvert;
on peut alors travailler sur ce dernier; en effet dans €29 on peut choisir u = .
On applique le théoréme abstrait avec

E={€R™ :F(£) =0, deté =1}.

K=ReoE={{€R™ :F(£) <0, det&{ =1}.

La proposition ci-dessous assure que toutes les hypothéses du Théoréme 2.21
sont satisfaites, d’ou le résultat. B

Proposition 2.23 Soit F': R**™ — R continue, rang un convezxe et coerci-
tive. Soit

E={(€RY™ :F(£) =0, det& =1}.

Alors
ReoE={6 €R™: F(£) <0, deté =1}.

De plus Rco E a la propriété de relazation par rapport o E.
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Dém. Soit
E={{eR¥™:F({)=0, det{ =1}.

Etape 1 : 1l s’agit de montrer que
Reco FE = {§ ERV™: F(£) <0, deté = 1}.

Soit X l’ensemble formé du membre de droite ci-dessus. Il est clair que
E C X et que X est rang un convexe; on a donc RcoE € X. On va
maintenant prouver l’inclusion inverse. Soit £ € X fixé. Supposons que
F (&) < 0, autrement £ € E et le résultat est trivial. On peut alors trouver
n € R™*™ | matrice de rang un telle que

det (§ +tn) =det& =1

pour tout t € R. Ceci est facile et découle de 1'observation ci-dessous (on
rappelle que 7 est une matrice de rang un):

det (£ +tn) =det € + t (adjn-1&;7) .
On choisit donc 7 telle que
(adjn-1&;m) = 0. (2.13)
De la compacité de E, on en déduit qu’il existe ¢, < 0 < ¢, tels que

F(€+tn)=0,i=1,2.

En réécrivant ;
2

to— 1

_tl
ty —ty

§= (€ +t1n) + (€ +tam)

on obtient £ € Rco E.
Etape 2 : On veut montrer que pour tout ensemble ouvert borné 2 C R",
pour tout ug, fonction affine avec Dug (z) = &, satisfaisant

Dug (z) € int Reo E,
il existe une suite u, € Wy, pour 6 suffisamment petit, tel que

u, € ug + Wy (Q; R™)

Uy — ug dans Wh>®

Du, (z) € int Reo E, p.p. dans Q

Jo F(Duy, (z))dz — 0 lorsque v — oo.
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Si F (£) = 0, on choisit u, = ug; on supposera donc par la suite que F' (§) < 0
(et det¢ = 1). En utilisant 'hypothése de coercitivité, on peut trouver
comme dans I’Etape 1, une matrice 7 de rang un, ¢; < 0 < ¢, tels que (on

pose &, = £ +tn)

det (£ +1tn) = deté=1
F (&) = F(§+1tn) <0, Vi€ (t1,t2)
F(+tm) = F(§+tam)=0.

Le Lemme d’approximation 2.25 (c.f. plus bas) avec A=¢, .. et B=¢,,_,

pour ¢ suffisamment petit et £ = tzfjl‘f%A + t;{ttl:?eB conduit immédiate-

ment au résultat. A noter que dans ce Lemme comme rang(A — B) =1

det A=det B=det{ =1
et la fonction ainsi construite satisfait
dist (Du,(z),co{A,B}) <& p.p. dans Q

on en déduit qu’en choisissant ¢ suffisamment petit on a F (Du,) < 0 (et
det Du, = 1) ce qui entraine que

Du,(z) € int Reo E,

comme souhaité.

Remarque 13 Les deux résultats que l’on vient de présenter peuvent s’éten-
dre au cas o F : 2 x R™ x R™™ — R, en utilisant une procédure similaire
& celle employée dans la démonstration du Théoréme 2.2, qui va suivre.

La prochaine question est de savoir quand la propriété de relaxation a lieu
si ’ensemble F est défini par plusieurs équations. Comme vu dans la Section
2.4 il faut se rappeler la propriété d’approximation. De maniére analogue &
la section précédente, on peut montrer le théoréme suivant:

Théoréme 2.24 Soit E C R™ x R* x R™*"™ un ensemble fermé et borné
uniformément pour x € ) et pour autant que s appartienne d un ensemble
borné de R™. Supposons que Rco E ait la propriété d’approrimation avec
K (Es) = Rco Es, alors Rco E a la propriété de relazation par rapport ¢ E.
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Dém. Soient donc 2 C R™, un ensemble ouvert et borné, v une fonction
affine avec Du (z) = £. On veut montrer que si

(z,u(z), Du(z)) € int Reo E, (2.14)
- alors il existe une suite u, € Wy telle que

u, € u+ Wy (€;R?)

u, = u dans Wh>

(z,uy(z), Du, (z)) € EUint Rco E, p.p. dans

Jq dist ((z,u,(z), Du, (z)); E) dz — 0 lorsque v — oo.

(2.15)

Etape 1: On fixe les constantes. Cette étape est nécessaire lorsqu’il y a
dépendence des termes de plus bas ordre. ,
(i) Comme {2 est un ensemble borné et u € WH* (Q; R"), on peut trouver
un R > 0 tel que

lu(z)| < R, Vze.

(i) L’hypothése de borne uniforme et celle de continuité, donnent ’existence
d’un r = r(R) > 0 tel que

(x,’U(.’L‘),D’U (-'L')) € RCOE, P-P- dans 2
lv(z)] < R, Vz €0 = |[v]leo <7

pour toute fonction v € u + Wy (Q;R?). Donc en particulier |Du(z)| =

g < r.
(iii) De la continuité uniforme, on peut trouver pour tout € > 0, un entier

H = H(e,R) > 0, des ensembles ouverts, disjoints Q. CcQ h=1,.,H,
dont 'union des fermetures est égale a €2, tels que pour tout =,y € 2y
I(y,v(y), Dw (z)) — (=, w(z), Dw (z))| < ¢, (2.16)
pour tout v — w € W™ (Q; R") satisfaisant
[lo S B, |lwlloo < R, |Jllie0 <7, [[o]|1,00 < 7

On fixe zp € 4, de (2.14) on a

(zh,u(zh),€) € int Reco E.
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On utilise maintenant la propriété d’approximation pour trouver, pour tout
& > 0 suffisamment petit, des ensembles fermés Ejs et RcoEs avec

(zh,u(zn),€) € RecoEs C intReo E.

Etape 2: On gele les coefficients de plus bas ordre. Soit > 0; on verra
(c.f. Etape 3) que pour établir la propriété de relaxation, il est suffisant de
trouver uy € Wy, et des ouverts 2, C 2y, tels que

[ mes(2), — ﬁh) <7 -mes(Q)
up, = u prés de 0,
J -l <n
lun(z)| < R, Yz € §
dist((zn, w(zr), Dun(z)); Es) <7, p.p. dans Qn,
( dist((zn, u(zr), Dun(z)); Reo Es) < m, p.p. dans .

(2.17)

Le fait que Rco Es C int Rco E, que dist((xp, u(zn), Dun(z)); Reo Es) < 7,
p.p. dans €, et (2.16), donnent

(z,un(z), Dup(z)) € int Reo E,

pour 7, € suffisamment petits.
En utilisant (2.16) et le fait que Fs est proche de E, pour § petit, on obtient,
pour 7, € si nécessaire plus petits, la propriété de relaxation et donc le thése
du théoréme, en posant

u, = up dans €.

Etape 3: On prouve (2.17). Par hypothese
(zn,u(z4),€) € Reo Es

et donc (zn,u(zp),§) € Ryco Es, pour un certain J. On procéde par induc-
tion sur J. Puisque toutes les constructions sont faites sur 25 pour h fixé,
on écrira par la suite {2 pour dénoter €.

Etape 3.1: On commence avec J = 1. On écrit

Du=¢(=tA+ (1~-t)B, rang(A— B) =1,

avec
(xh,u(xh),A), (CL'h,U(.’IZh), B) € E;.
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Par le Lemme d’approximation 2.25 (c.f. plus bas) on trouve (en posant
Q=04UQp)
( up, = u prés de O
fun — ull,, < &
_J A dansQy
| Dun(z) = B dans Qp
det Duy(z) = det A =det B, dans 2
dist ((zn, u(zn), Dun(z)); Reco Es) <n, dans

\

ou on a utilisé le fait que
co {(zn, u(zn), A), (zp, u(zs), B)} C Reo Es.

Le résultat (2.15) se déduit en choisissant 7 et 6 plus petits si nécessaire.
Etape 3.2: On suppose pour J > 1 et

(Iha 'LL(IBh), E) < RJ Cco Eg.
Alors il existe A, B € R™" telles que

{ E=tA+(1-¢t)B, rang(A— B)=1
(zh, u(zn), A), (zh, u(zh), B) € Rj_1c0 Es

On peut alors appliquer le Lemme d’approximation 2.25 et trouver qu’il
existe une fonction & valeurs vectorielles v € W, /5 et 24,25 deux ensembles
ouverts disjoints tels que

[ mes (2 — (R4 UNB)) <n/2 - mes(Q)
v = u prés de 9
] v =l Sz/2 o
_ dans Q4
Du(z) = { B dans Qp
| dist ((zn, u(zr), Dv(z)); Reo Es) < 1, dans Q.

On utilise maintenant I’hypothése d’induction sur 4, Q5 et A, B. On trouve
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alors (~2A, QB, va € Wy dans Qy, vg € Wy)4 dans (Qp satisfaisant

r

\

mes(Q4 — Q4), mes(Qp — Q5) < n/4 - mes(Q)

v4 = v prés de 00,4, vg = v prés de 0f)g

lva — vl < n/2 dans Qga, |lvp — v||,, < n/2 dans Qg
dist((zn, u(zn), Dva(z)); Es) <7, p.p. dans Qa,
dist((zn, u(zn), Dvg(z)); Es) < 71, p.p. dans O3,
dist((zp, u(xy), Dva(z)); Reo Es) < n, p.p. dans Q4 ,
dist((zn, u(zn), Dvg(z)); Reo Es) <, p.p. dans Qp.

En posant Q= S~2A U ﬁB et

’U(.’E) dans ) — (QA U QB)
up(z) = { va(z) dans Qy
vp(z) dans Qp

95

on a obtenu (2.15) en choissant 7 et 8, si nécessaire, plus petits, et finalement
le résultat. B '

2.6 Le lemme d’approximation

Le résultat suivant est essentiellement di a Miiller-Sverak [41] et représente
une extension du lemme classique (c.f. par exemple Lemma 6.8 dans [21])
pour traiter la contrainte du déterminant. Nous donnerons une preuve simi-
laire a celle de Miiller-Sverak avec cependant quelques variations.

Lemme 2.25 Soit Q@ C R™ un ensemble ouvert de mesure finie.
t €10,1] et A, B € R™" avec rang (A— B) =1 et det A = det B > 0. Soit

© telle que

Dp(z) =tA+(1-t)B, VzeQ.

Soient

Alors, pour tout € > 0, il eziste u € C* ({4 R™) et deuz ensembles ouverts,
disjoints Q4,Qp C S, tels que

[ |mesy — tmesQ|, mesp — (1 —t)mes Q| < ¢
u = @ pres OS2
[ — ll o SZ s
ans Q4
ﬁ Du(z) = { B dans Qp
det Du(z) =det A =detB, dans$)
| dist (Du(z),co{A,B}) <¢, dans .
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Dém. On montrera le résultat en deux étapes.
Etape 1: Tout d’abord, on suppose que

Dp=tA+(1-t)B=1

et donc det A = det B = 1. On suppose aussi (ces hypothéses seront enlevées
dans ’Etape 2) que la matrice est de la forme

A-B=a«a ® eq

ou e; =(1,0,...,0),a = (0, s, ...,a,) € R, ie.

0 0 .. 0O
A _ B - Qo 0 O € Rnxn.
ap 0 ... 0

On peut exprimer §2 comme une union de cubes avec des faces paralléles
aux axes de coordonnées et comme un ensemble de petite mesure. Alors,
en posant u = ¢ sur ’ensemble de petite mesure, et par homothéties et
translations, on peut se restreindre a travailler avec pour §2 le cube unitaire.
Soit 2. un ensemble contenu de fagon compacte dans 2 et soit n € C§°(£2)
et L > 0 tels que '

mes(Q — ) < g/2

0<n(z)L1, V2

n(z) =1, Vz € Q, (2.18)
|Dn(z)| < Lfe, Vz €2~

|D?n(z)| < L/e?, Vz € 2 —K..

Définissons une fonction C® v : [0,1] — R de cette fagon: étant donné
6 > 0, on partage l'intervalle (0, 1) en une union finie de trois sous-intervalles
ouverts, disjoints 14, I, J tels que

(T,UuIguUJ=]0,1]
meSIAzt—‘(S7 meSIB_—_l—.t_.(s
" . (1“t) SiCIIlEIA

< U(xl)_ -1 SiIElEIB
v"(z,) € [-t,(1—1)], Vz; € (0,1)
\ |U(‘T1)| ) |U,(£B1)l < 6> le S (0, 1) .
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On pose alors
Qa={r€Q: z1€ls}, Qp={z€Q: z, € Ip}
et on observe qu’en choissant ¢ suffisamment petit on a
|mes Q4 — tmesQ)|, mesQp — (1 — ¢t)mes | < e.
On définit ensuite V : R* — R™ par

Viz) = v (z1)n(z) (0,02,....,a5)

' N o o on
+v (.’L‘l)( ; a’@:c,-’a28x1’a38x1’""anaxl)'

On remarque alors que V € C* et que cette application a les propriétés
suivantes (ol on a considéré § suffisamment petit, de 'ordre de &%)

divV 0 dans €2
V = 0 présde o)
V|, |IDV —v"na®e| < € dansQ
{ (1 —~t)a ® ey, dans 2y
—ta ® e, dans 2p.

DV

Voyons par exemple quelques unes de ces propriétés. Commencons par mon-
trer que divV = 0 dans 2. On a

divV = g—Vi,
im1 0%
ou
AL " Op - %n
oz, ~ V(@) ( ; O‘*axi> tuie) (‘ 2 5
et, pour ¢ # 1,
oV, L "n
0 av' (z1) B2, + v (z1) al@xlﬁxi'
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Le fait que V = 0 pres de 09 est facile. En estimant de plus |V| on trouve
bien
|V] < €? dans Q, (2.19)

car 0 < n(z) <1, Vz € Q, |Dn(z)| < L/e, Vx € Q- et Dn(z) =0, pour
z € §.. De plus du fait que |v(z;)|, [v'(z1)| < 6, Vz; € (0,1), on en déduit
(2.19), en choisissant par exemple § de 'ordre de 3.

En ce qui concerne la derniére propriété, comme on a défini (on procédera
seulement pour 24, le cas relatif a Qp étant analogue)

Qa={zeQ: z1€14},
on a que 7(z) = 1, par conséquent
V =9 (21) (0, s, ...,an) .

Comme
v (.’L’1)=1—t, Si.’L‘legA,

on en déduit

Oéz(l—t) 0
DV = . . ) . =(1-‘t)a®61.
on(l—¢) 0 --- 0

A ce moment, on peut définir u comme le flot associé au champ vectoriel V'
(ceci représente une procédure standard pour construire une application qui
preserve le déterminant), i.e.

—d—u S, T) = U\S,T S
{ ds ( ’ ) UX),(xg —’—-:)r)’ € [07 1] (220)

I1 s’agira de montrer maintenant que ’application u(z) = u(1, z) satisfait les
propriétés voulues.

1) En effet comme V = 0 pres de 02 on a, par unicité de la solution du
systéme différentiel, que

u(s,z) =z, Vs € [0,1]

et donc la condition au bord pour u est satisfaite (on rappelle que par hy-
pothése on consideére le cas p(z) = z).
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2) Comme |V| < €? on peut en déduire que

/: V(u(o,z))do

lu(s, z) — x| = <e’s, Vse0,1],Vz e Q. (2.21)

3)Siz e NyuUp alors
V=v(z)(0,a,..,0)
et donc par unicité de la solution on trouve
u(s,z) =z +sv' (1), Vs € [0,1].
Par conséquent

A dans Qg4

Du(z) = Dyu(l,z) =TI +v"(z1)a®e; = { B dans Qp °

4) Comme divV = 0 dans {2 on a automatiquement que (c.f. par exemple
[13] page 28)
det D,u(s,z) =1, Vs € [0,1], Vz € Q.

5) Finalement il reste & montrer que
dist (Du(z),co{A, B}) <e¢ p.p. dans Q.

On pose
L(z) =v"(z1)n(z) a @ e;.
D’apres (2.20) on a

{ %Dmu(s,x) = DV (u(s,z))Dsu(s,z), s € [0,1]
Dyu(0,z) =1

et on compare la solution de ce systéme avec celle du systéme

{ L F(s,z) = L(z) F(s,z), s €[0,1]
F0,z)=1.

En utilisant les propriétés de V' et (2.21) on trouve que

|F (s,z) — Dyu(s,z)| < ¢, Vs €[0,1], Vz € Q.
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La conclusion alors suit aprés avoir observé que
F(s,z) = eX® = [ 4+ 50" (21)n(z) a Q@ ey, s € [0, 1]

et que n € [0,1], v" € [—¢,(1 ~t)].
Etape 2: On considére maintenant le cas général. Comme A — B est une
matrice de rang un, on peut trouver a,b € R™ (en remplacant a par |b| a on
peut supposer que |b] = 1) tels que

Cl'A-C'B=a®b.

ou C = Dp =tA+ (1 —t)B. On peut alors trouver R = (r;;) € SO (n) C
R™ ™ (i.e., une rotation) de facon que b = e; R et donc e; = bRT, ot ; =
(1,0, ...,0). Il est facile de voir que si n = 2, alors on peut prendre

(b by
= (Gn)

ou b = (b1, b;). Supposons maintenant n > 2; comme on veut b = e; R, on
déduit immédiatement que, en notant

’I'l

2
, avecr = (ri, .. 1),

oy
I

rl=bp.

Ensuite, en utilisant le théoréme de Gram-Schmidt, on peut completer la
matrice R avec des vecteurs orthonormés r2,...,r" tels que 72, ..., " Lrl = b.
On pose alors 2 = RS et

A=RC'ART et B=RC'BRT.
On observe que par construction,
A-B = R(C'A-C7'B)RT = R(a®b)RT
= R(a®eR)RT =Ra®e,.

En posant a = Ra, on a

A—B = a®e
tA+(1-t)B = I
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A noter que ceci implique en particulier que o; = 0 (comme det A=detB =
1) et donc a = (0, s, ..., @) . On applique alors 'Etape 1 4 2 et & p (y) =
RC-'p (RTy) et on trouve O3, Q5 et & € C(Q; R") satisfaisant aux pro-
priétés voulues. On pose

u(x) = CRTu(Rz), z €.
On remarque, par ailleurs, que

Du (x) = CRT Du(Rx)R.

Finalement en posant

u(z) = CRTu(Rz), z €

Qa4 =RTQy, Qp=RTQjz,

on arrive au résultat voulu. ®

2.7 Quelques propriétés des enveloppes poly-
convexes

Nous terminons ce chapitre par quelques considérations sur les ensembles
polyconvexes (c.f. Section 2.2.2). Nous avons essayé de généraliser au cas
des enveloppes polyconvexes des concepts tels que la jauge, la fonction de
Choquet et le Théoréeme de Minkowski (connu en dimension infinie comme
Théoréme de Krein-Milman), qui se révelent des instruments trés importants
dans 'analyse convexe classique.

Pour commencer voici un premier théoréme qui définit la jauge d’un en-
semble polyconvexe.

Théoréme 2.26 Soit K C R™*™ un ensemble polyconveze non vide et soit

(z) = 0,size K
XxE) = +oo, siz ¢ K

sa fonction indicatrice. Soit H : R™(™™ R = RU {+oc} définie par

H (£) =sup {(T (z);£)} -

zeK
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Alors on peut montrer les résultats suivants:

(1) H est semicontinue inférieurement, conveze et positivement homogeéne
de degré un.

(2) Si K est fermé et si H* : R"™™ — R = RU {400} est la fonction
conjuguée de H (i.e. H* (") = sup {(¢*;€) — H (§)}) alors

xk(z) = H*(T(z))
K = {ze€R™":H" (T (z)) <0}.

(3) Si0 € K alors H(§) > H(0) =0. De plus si K est compact alors H
ne prend que des valeurs finies.
(4) Si 0 € int K et si K est compact alors

H()=0&{=0;
et dans ce cas
K ={z e R™": H (T (z)) < 1},
ot H® est la fonction polaire de H (appelée jauge de K ), i.e.

mE) =mp { G |

Remarque 14 (1) Lorsquem =n =2 ona H : R>?xR — R = RU{+o0}
donnée par
H (€,6) =sup {{(z;£) + & detz}
zeK

et
K = {z e R*?: H* (z,detz) < 0}.

(2) H® est positivement homogéne de degré un; cependant ce n'est pas le
cas pour la fonction x — H° (T (z)).

Exemple 2.27 Soit £ € R?*? et 0 < A (£) < X2 (€) ses valeurs singulieres
(c.f. le Chapitre 3)

K={£eR¥: X (¢ < a2, M (§) X2(¢) < mas},
qui est un ensemble polyconveze (c.f. [21]). Alors

1O (6167 = ma {2208 T}

as ’ a0z

est une jauge pour K.
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Dém. (du Théoréme 2.26) (1) Comme K est non vide alors H > —oo.
H étant le supremum de fonctions affines, elle est convexe et semicontinue
inférieurement. L’homogénéité de degré un de la fonction H ne présente
aucune difficulté.

(2) En accord avec le résultat de [14] (c.f. page 199-202) on a

H(E) = xk(©)
Xk () = Xg

3
—
&

i

H* (T (z))

et donc le résultat.
(3) Trivial.
(4) On souhaite montrer que si 0 € int K et si K est compact, alors

H(E)=0&¢=0.

L’implication (<) découle de (1); il reste donc 4 démontrer 'implication
réciproque. Soit x € R™*™ un point arbitraire. Comme 0 € int K on en
déduit que pour tout e suffisamment petit alors e z/ |z| € K et donc

0=H(©) > <T (T—;li) ;§> (2.22)

comme z € R™*" est arbitraire 'inégalité précédente implique que £ = 0,
comme voulu. On va montrer seulement le cas m = n = 2, puis on indiquera

comment procéder dans le cas général. L'inégalité (2.22) peut alors s’écrire
(avec § = (z*,6))

. det
(z;z*) + 826|—el—233, Vz € R?%2,
z

£
||

0=H(£) =

En divisant par € et en le laissant tendre vers 0, on a

(z;x*) = 0, Vz € R2*2
Sdetz < 0, Vz € R2¥2

donc (z*,6) = (0,0).

Discutons briévement le cas général. Soit £ = (z3,..., },.,). Observer que

T (s_m) - <§_x e’adjyx gmAn adjm,\n:v>
lel |£I7| ) |z]2 ’ ’ lm’m/\n
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et donc (on note par adj;z la matrice x)

mAn ¢
€ .
0=H(&) > Z — < adj.x; z; >, YV € R™™,
|z|
s=1
- En divisant par € et en le laissant tendre vers 0, on a
< adjiz;z] >< 0, Vr € R™*",

ce qui implique immédiatement que

En réitérant le processus on trouvera que
< adjsz;z; ><0, Ve e R™", Vs=2 ... mAn,
qui conduit de maniére analogue a
=0, Vs=2,...mAn (2.23)

et donc au résultat.
La derniére égalité

K={zeR™": H (T (z)) < 1}
ne présente pas de difficultés particuliéres. B

Dans un deuxiéme temps on va tenter de définir une fonction qui carac-
térise les points extrémes. Dans le cas convexe ceci est connu sous le nom de
fonction de Choquet (voir par exemple Pianigiani [42]); mais avant tout on
introduit la définition suivante.

Définition 2.28 Soit K C R™*™ un ensemble polyconvexe; on dit que X €
K est un point extréme de K au sens polyconvezxe si

§
T(X)=> t.T(A)
Ii=1 :>Ai=X,1:=1,...,I.
t:>0avec >  t;=1, A€ K

=1

L’ensemble des points extrémes de K au sens polyconveze est noté par K-,,.
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Théoréme 2.29 Soit K C R™*™ un ensemble non vide compact polyconvexe
et K&, Uensemble de ses points extrémes (au sens polyconveze). Alors il
existe ¢ : R™"™ — R = RU {400} une fonction polyconveze telle que

K = {z€K:p(x)=0}
e(r) €< 0zeK.

Dém. On définit
f(x):{ |z, size K

+00, ailleurs

- { PO S0 axek

400, ailleurs

Dans le cas convexe il s’agit de la fonction de Choquet. On observe que
¢ : R™" — R = RU {400} est polyconvexe et que

p(z)<0,size K
p(z)=0,siz€ KL,

En effet P'inégalité est claire car f est finie dans K et, par définition, Pf
n’est jamais plus grand que f. On montre maitenant que

p(z)=0sz€ KZ,.
A noter que si z € K alors

T(m,n)+1 5 741 T
. - ti xT; T (x) = ti x;
¢ (z) = |z*+ inf 2 il T @) =3 6T (z)
ziGK T+41
t;>0avec > i t;i=1

Donc si z € K?,,, on en déduit, par définition, que dans I'infimum les seuls
z; admissibles sont z; = z; on a donc ¢ (z) = 0. On prouve maintenant
l'implication réciproque, i.e. ¢(z) = 0 = z € K%,. De la formule de
représentation ci-dessus on obtient, comme ¢ (z) =0 et z € K, que

T(m,n)+1 T4+1

|ac|2 = sup Z t; |:B,~|2 : T (z) =Z t.T (z;)

Ti€K i=1 i=1
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En combinant ceci avec la convexité de le fonction z — |z|* on trouve

2
T{m,n)+1 T(m,n)+1

e’ > Y el 2| Y tm| =z

i=1 i=1

la convexité stricte de z — |z|* implique alors que z; = z. Finalement
ze Kf,. 1

Voici maintenant une version du théoréme de Minkowski dans le cas poly-
convexe.

Théoréme 2.30 Soit E C R™ "un ensemble compact non vide. Soit E¥,,

lensemble des points extrémes (au sens polyconveze) de Pco E, alors

Pco E = Pco E?

ext:

Dém. On adapte ici une idée de Zhang [49].
Etape 1 : On prouve tout d’abord que, si K est un ensemble compact et
polyconvexe, alors il a au moins un point extréme (au sens polyconvexe), i.e.
K? ., # 0. Soit co K Penveloppe convexe de K; c’est un ensemble compact et
convexe. Il est connu dans I’analyse convexe que co K a alors au moins un
point extréme (au sens convexe) (c.f par exemple Théoréme 11.4 dans [47]).
Comme, par définition, chaque point extréme (au sens convexe) est aussi un
point extréme au sens polyconvexe, on en déduit le résultat.
Etape 2 : Soit

K =PcoE; L =PcoEY,.

La seule inclusion non triviale est K C L. On définit alors

_ [ dist(X;L),si X € K
9(X) = +o00, ailleurs (2.24)
f(X)="Pg(X) 0.

On aurait pu prendre, si on voulait une fonction finie partout,

{ g(X) = [dist (X; L))™™+
f(X)=Pg(X)>0.

On remarque que
L={XeK:f(X)=0} (2.25)
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(ceci résulte de la polyconvexité de L). Soit

a=max{f(X): X € K} >0. (2.26)
On va montrer que a = 0 ce qui implique par (2.25) que K C L comme
voulu. Soit B [X € K:f(X)=a} £0
{ K =PcoE, C K. (2.27)
Comme f est polyconvexe et non négative on a
Kc{XeK:0<f(X)<a}. (2.28)
De 'Etape 1 on déduit que
0+KP, C E,. (2.29)

Supposons dans un premier temps que 'on peut montrer
0 # K&, C EE,,, (2.30)
alors en combinant (2.29), (2.30) et le fait que
El,.cL={XeK: f(X)=0}
on pourrait alors déduire que
0+KP,CE,NL.

Ceci implique que a = 0 et donc K C L comme voulu.
Il reste donc & prouver (2.30). Soit alors £ € K7, tel que

Tt

1
T () =§1 T (&)
i=
ti>0avec Y. t;=1,§ €K
i=1
et on veut montrer que

=6 Vi=1,...,1 (2.31)
ce qui entraine que £ € EZ,, et donc (2.30). En ordonnant differemment les
&, € K, si nécessaire, on a

& € Eo(ef(&)=a)ei=1,...,1
& € KNE.(=f)<a)ei=L+1,...,1
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On montre tout d’abord que I; = I. Si ce n’était pas le cas on aurait de
(2.29) et la polyconvexité de f que

I I

a=fO <Y tfE)=a) t+ Y uf(E)<a

i=I+1

i=1

ce qui est absurde, d’ou [; = I. Or comme £ € I?‘:zt (on K =Pco E,) on en
déduit (2.31) et donc £ € E?F,, terminant ainsi la preuve de (2.30). ®

xt



Chapitre 3

Le cas des valeurs singuliéres

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous appliquerons les résultats d’existence, developpés dans
les sections précédentes, au probléme des valeurs singuliéres, cas parmi les
plus intéressants dans des applications physiques liées notamment a des prob-
léemes d’élasticité non linéaire ou de structure optimale. Nous rappelons que
les valeurs singuliéres, dans le cas des matrices symétriques, représentent
également les valeurs absolues des courbures principales associées 4 une sur-
face. Nous nous intérésserons plus précisement au probléme n-dimensionnel
suivant.

Soit £ € R™™ et 0 < A1(€) < Aa(€) < ... € Ay (€) ses valeurs singulieres (c.f.
Section 3.2). Soient 0 < a; < as < ... < ay, et

E= {E eRV™: N(6) =a;, 1=1, ,n} i
Les résultats principaux que nous avons obtenus sont les suivants:

coFE = {§ e R™" :i Xi(€) < 2”: a;, v=1, ,n}

i=v i=v

PcoE = ReoE = {§ e R™" :H Ai(é) < H a;, v=1, ,n} ,

i=v
ol coF représente 1'enveloppe convexe de E et PcoE (resp. RcoE) len-

veloppe polyconvexe (resp. rang un convexe) de E (voir Chapitre 2 pour
plus de détails).

69
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Il est intéressant de remarquer que, si a; = a2 = ... = a,, alors
coE = PcoE = ReoE = {£ € R™™ 1 M\,(€) < an}

comme déja observé dans [17], [18]. Lorsque les a; sont différents il existe un
résultat de caractérisation dans [19], [20] pour n = 2.

Une conséquence directe des théorémes vus dans le chapitre précédent nous
conduit au théoréme d’existence suivant (c.f. Section 3.4).

Soit 2 C R™ un ensemble ouvert, a; : @ x R® = R, i = 1, ...,n des fonctions
continues satisfaisant

0<c<a(z,s)<az(z,s) <..<a,(z,s)

pour un certain ¢ € R, et V (z,s) € 2 x R™. Soit ¢ € C? (; R").telle que

H i (Dp(z)) < H ai(z,p(z)), z€, v=1,.,n,

i=v i=v

(en particulier ¢ = 0), alors il existe (un ensemble dense de) u € W1 ((; R?)
telle que ' ’

Xi (Du(z)) = a; (z,u(z)), pp- 2€Q,i=1,..,n _
{ u(z) = p(z), z € 0N (3.1)

Lorsque n = 2 ce systéme s’écrit de maniére équivalente

|Du (z)]? = a2 + a4, p.p. €N
|det Du (z)| = a1a9, p.p. x € Q (3.2)
u(z) =¢(x), z € 0.

c’est-a-dire que (3.1) peut étre vu comme une combinaison de I'équation
eikonale et de ’équation qui assigne la valeur absolue du Jacobien.
Lorsque a; = as =1 le systéme (3.2) implique

[(ui — uf,)2 + (u}/ + ui)Q] [(u;. + u§)2 + (“31/ — ug)2] =0,pp. €N

(ul,u?) = (', ¢?), sur 9,

BNy =
S
e =
N’

ot u = (u}(z, ), w2(3,1)) et Du = ( .
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On voit donc que la fonction cherchée u est soit conforme soit anticon-
forme. Par conséquent, sous des conditions convenables, il est possible de
trouver une telle fonction ayant sur le bord des parties réelles et imaginaires
données.

Ensuite nous étudierons un systéme d’équations du deuxiéme ordre, no-
tamment

{ Xi (D*u(z)) = a; (z,u(z),Du(z)),pp. € i=1,...,n (3.3)

u(z) = ¢ (z), Du(z) = Dp(z), x € 3,
qui nous permet de résoudre le probléme

{ |det D?u (z)| = f (z,u(z), Du(z)), p.p. €
u(z) = ¢(z), Du(z) = Dp(z), z € 0.

On remarque que ce probléme, 4 cause de la combinaison de conditions de
Dirichlet et de Neumann, ne peut étre traité a I’aide de I’équation de Monge-
Ampére.

Dans le cas du systéme d’équations d’ordre deux comme celui dans (3.3),
i.e. correspondant aux matrices symétriques D?u, il existe des résultats d’ex-
istence, (c.f. [21]), cependant nous n’avons pas réussi a caractériser complete-
ment 'enveloppe rang un convexe, sauf dans le cas n = 2.

Finalement nous traiterons le probléme des élastomeéres nématiques (c.f.
Section 3.3.4), pour lequel la caractérisation de ’enveloppe rang un convexe
est essentiellement une conséquence du cas des valeurs singuliéres.

Soit 7 < 1 (le cas r > 1 peut étre traité de maniére analogue), soient 0 <
A (€) < ... < A () les valeurs singuliéres de la matrice £ € R™™ et

E={§:,\u(§)=r%, 1<v<n—1, \(€) =r52, det§=1}.

On prouvera que

RcoE = {g:HAi(g)g =02 9 <y <n, det§=1}

i=v

= {&: A (O e [r/Pr,rm] 1<y <, deté =1}

(cette formule de représentation, sous la deuxiéme forme, a été prouvée dans
[27] lorsque n = 2, 3; nous considérerons par la suite un cas légerement plus
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général). Le résultat analytique est: étant donné &, € intRcoF et 2 C R
un ensemble ouvert, il existe u € ¢ + Wy'™ (4 R™) (p(z) = &yz) telle que

M (Du(z)) = ... = Aoy (Du(z)) = rV/?" pp. £ €0
An (Du(z)) =7/ pp 2€Q
det Du(z) =1, p.p. z € 2.

3.2 Valeurs singuliéres: définitions et propriétés

3.2.1 Valeurs singuliéres: définitions

Pour souci de simplicité, nous donnerons dans un premier temps une défini-
tion de valeurs singuliéres pour matrices carrées.

Définition 3.1 Soit A € R™*™; on définit \;(A) , i = 1,...,n, valeurs sin-
guliéres de A, les valeurs propres de la matrice symétrique, définie positive
(ATA)I/ ? i.e. les quantités positives 0 < A(A) < Aa(A) < ... < M(A).

En général il est possible de définir les valeurs singuliéres méme pour
une matrice rectangulaire (c.f. Définition 3.3). Nous donnerons a ce pro-
pos un théoréme de décomposition (c.f. Théoréme 3.4) qui nous sera utile
dans d’autres applications (c.f. Section 4.2) et dont nous préférons présenter
une démonstration car il est assez rare dans la littérature de trouver, pour
des matrices rectangulaires, un théoréme qui permette de les décomposer en
matrices des valeurs singuliéres carrée.

Pour toute A € R™*™ on écrira

1 1 1
a a, a
A=} : : =1 : = (ay, ..., Q) -
m m m
af ar a

Définition 3.2 On note par O (m,n) l’ensemble des matrices orthogonales
R e R™*", i
RTR = Inxn

ot I,xn représente la matrice identité sur R®*™. Lorsque m = n, on écrira

O (n) =0 (n,n).
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Remarque 15 Sim # n, alors en général
RTR = Inxn + RRT = Imxm
(ie. R€ O(m,n) % RT € O(n,m)). Il suffit de considérer

cosfsinp —sinf
R=| sinfsing cosf | € 0(3,2)
cos 0

pour voIr que
RTR = I,y mais que RRT # I3x3.

Par contre si m = n ces deux propriétés sont equivalentes, i.e. R €

O(n) & RT €0 (n).

On peut alors donner une définition plus générale de la notion de valeur
singuliére.
Définition 3.3 (i) Soientm < n et A € R™ ™. Les valeurs singuliéres de A,
que l'on notera par 0 < A1(A) < A2(A) < ... € Au(A4), sont définies comme
la racine carrée des valeurs propres de la matrice symétrigue et semi-définie
positive AAT € R™*™

(i1) Sotent m > n et A € R™™. Les valeurs singuliéres de A, que l’'on
notera par 0 < X\1(A) < X2(4) < ... < A\ (A), sont définies comme la racine

carrée des valeurs propres de la matrice symétrigue et semi-définie positive
AT A € R,

Théoréme 3.4 Cas 1: Soient2 <m<net A€ R™™ tg 0<A(A4) <
... £ An(A) soient ses valeurs singuliéres. Alors il existe R € O(m) telle
que

RA=A=| : , avec < ot ol >=0,Vi# j, A\ (A) = lai| ,Vi=1,...,m.

am

De plus il existe P € O(n,m) t.q.

M(A)
RAP=D= € ™™
Am(A)
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Cas 2: Si2<n<metAecR™" alorsil existe R € O(n) telle que
AR=A = (o, .., ap), avec {az;0;) =0, Vi # 5, X (A) = |as|, Vi=1,...,n.
De plus il existe P € O(n,m) t.q.

Ai(4)
PAR=D = e R™",
An(A)

0t 0 < A\ (4) < ... < A (A4) sont les valeurs singuliéres de A.

Dém.
Cas 1: On étudie d’abord le cas ot rangA = m, i.e. A\(A) #0, Vi=1,...,m.
Soit A € R™*™,

A=

am

Montrons tout d’abord qu’il est possible de trouver une matrice R € O(m),

t.q.
1

o
RA=A =] : o' e R <a',a? >=0, i # 7.
am
En effet 1la matrice
lat|? <a,a?> .-+ <a',a™>

<al,a®> |a
. e Rmxm

AAT =
.<a1,am> | ia’"]2
est une matrice symétrique et donc diagonalisable, i.e. IR € O(m), t.q.
R(AAT)RT. = D? (3.4)

ot l'on a indiqué par D? la matrice (diagonale) des valeurs propres de AA7,
qui coincide, par définition, avec la matrice (diagonale) des carrés des valeurs
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singuliéres de A, i.e.

Ai(4)
D* = € R™™,
Am(4)
Alors il suffit de poser
A =RA
et donc de (3.4) on a que
A(ANT = D? (3.5)

ol
ce qui implique que A' = | : est telle que

am

<ad,od >=0, i #j.
Donc on a prouvé qu’il existe une matrice orthogonale R € O(m), t.q.

1

Qo
RA=A=|: , & €ER™ < af,ad >=0, i #j.
am
Ensuite il suffit d’appeler
P= (DAY,
ou
1
21(A)
D=
i
X (A)
pour avoir que
A(A)
RAP =D = e R™™
Am(A)

et ainsi vérifier la thése.
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Par ce choix de P on a que

< piapj >= 6ija
car
< pi,pj >= <( o) ( ) >=0, du fait que < o', 0 >=0, i #j
nH Mi(A4) X;(4)
et - ]
o < @ _ el
oM@ N4 T
ol
Eneffet A = | : est telle que < a,0? >=0, i # j et comme m < n,
am
de (3.5) on a que
ot |2 M (4)
A/(A')T___ . — . =D2,
a2 Am(4)

d’ou
Mi(A) = |of], i=1,..,m.

De méme, en appliquant directement la définition,
P € O(n,m) < PTP = I xm.
Or, de (3.4), on trouve que
PTP = (D'AYATD™')= DY (RA)ATRTD!
D'R(AAT)RTD = D'D*D™ = Ium.

Etudions maintenant le cas ot rangA = k < m. (Dans la démonstration on
a utilisé le fait que A\;(A) # 0, Vi =1, ..., m, lorsqu’on a considéré la matrice
inversible D pour définir P). Or si rangA = k < m, on définit

AN GOl
P= ( A(A) 7 Xa(A4) 77 M(4) ’p"“"”’p'”)’
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c’est-a-dire que P est la matrice formée de k vecteurs p; = %, i=1,..,k
(qui sont orthonormés par le cas précédent) auxquels on rajoute m — k

vecteurs orthogonaux correspondant aux m — k zéros de la matrice

(=@ )

\ - b

(i.e. P = (D1A)T).
Cas 2: Le cas m > n > 2 se traite de fagon similaire au cas précédent. On a
que si A € R™" alors il existe R € O(n) et P € O(n,m) :

M(A4)
PAR= =D e R™™.
An(4)

3.2.2 Valeurs singuliéres: quelques propriétés

Proposition 3.5 Soient 0 < \; (A) < ... < A, (A) les valeurs singuliéres de
A € R™"™ alors

n

AP = D0 A=) (4

ladis AP = D (O (A) - (A, (A))°

11<...<1g

ldet A] = ﬁ/\,-(A)

ol adjsA € R()*() représente la matrice obtenue & partir des mineurs s X s,
2<s<n-—1, dela matrice A (c.f. [14] pour les notations).
En particulier st n = 3 alors

3
AP = ) AL = (M(4) + (2 (4)* + (A3 (4))?

1,7=1
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ladiAI? = (M (4) X2 (4))* + (A1 (A) s (4))% + (A2 (A) A3 (4))?
|det A] = Ay (A4) A2 (A) A3 (A4).

Dém. c.f. [21].

On a aussi la proposition suivante, dont la preuve peut étre trouvée dans
[14] ou dans le Lemme 2.8 de [8].

Proposition 3.6 Soient A,B € R™™ et 1 < s < n (par abus de notations
on écrit A = adj; A et det A = adj, A) alors

adjs (AB) = adj;A adjsB
adjs (AT) = (adj,A)” .

Ceci implique que st U € O (n), alors

adj,U € O ((Z)) .

Remarque 16 Des deux propositions précédentes on déduit que si A € R™*™
a comme valeurs singulieres 0 < A (A) < ... <A (A), et sil <s<n-—1,
alors adjsA a comme valeurs singuliéres A, (A) ..\, (A) o0l <4 < ... <
1y <M.

On introduit maintenant une inégalité importante due & Von Neumann
(cf. [48] et aussi Mirsky [37]) qu’on utilisera aussi dans le chapitre suivant
(cf. 4.2)

Théoréme 3.7 (Von Neumann) Pour tout A,B € R™" et 0 < A, (4) <
. < A(A), 0 < M (B) € ... < M\ (B) leurs valeurs singuliéres, on a
linégalité suivante:

|trace (AB)| gz Ai (A) X (B) . (3.6)

Lorsque n = 2 on obtient une expression plus simple pour les valeurs
singuliéres que celle de la Proposition 3.5.
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Proposition 3.8 Soient A € R?*? et 0 < A (A) < Xy (A) ses valeurs sin-
guliéres, alors

M () = %{\/IAI2+2]detA|—\/|A12——2|detA|}

1
/\2 (A) = —2- [\/|A|2 +2 |det A| + \/|A|2 -2 |d€‘t Al] .

Pour conclure cette partie consacrée aux propriétés des valeurs singuliéres
nous rappelons un lemme, dont la preuve peut étre trouvée dans [21]:

Lemme 3.9 Soit A € RV et 0 < )\ (4) € ... € M, (A) ses valeurs sin-
guliéres. Soient 0 < by < ... < b,. Alors la fonction

¢ (A) =Z bid; (A)

est conveze;
de plus les fonctions

¥, (A) =[] X (4)

i=v

sont polyconveres pour tout v =1, ...,n.

Remarque 17 Pour que le Lemme soit vraz il faut que les b; et les \; soient
ordonnés de la méme facon, car par exemple la fonction

Ar— Al (A) = min {)\1 (A)}

n’est pas conveze; en effet elle n’est méme pas rang un conveze. Il suffit de

choisir
5 0 50 1
A—(o 4)’ B‘(o 10) ¢ =3

1 1 1 1

pour voir que

2 2
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3.3 Caractérisation des différentes enveloppes

3.3.1 Le cas non symétrique
Nous donnons ici la démonstration des résultats principaux de ce chapitre

qui a donné lieu a la publication [25]. Il existe dans [21] une version plus

s s s

démonstration originale qui a I’avantage d’étre constructive et de fournir une
décomposition explicite de RcoFE et coE.

Théoréme 3.10 Soit £ € R™™ et 0 < M(€) < X(é) < ... <€ Ma(€) ses
valeurs singuliéres. Soit 0 < a; < az < ... < a,,

E'____ {feR’an: Ai(§)=Qi7 i:l’_..’nl}
alors

(i) coE={€eR™™:> " MNé) <>, a, v=1,...,n},
(ii) PcoE =ReoE = {£ e R™™ [T, M(é) <[l, @i, v=1,...,n},

(#3i) intRcoE = {£ e R™™: [[ Mi(€) <[, @i, v=1,...,n}.

Remarque 18 Lorsque n =2 et E = {€ € R?*2: )\ (§) = ay, A2(€) = a3}
le théoréme nous dit que

_f EeR™2: (¢ < a2,
coF = { A(E) + A2(é) < a1+ a2 }

et

_ _J EERP? (0 < ay, }
PcoE—-RcoE—-{ M(E) - Xa(d) < ar - az .
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Dém. (i) Soit K ={£ e R : 5" M <>, ai, v=1,...,n}.

On va montrer que coE = K. On divise la démonstration en deux étapes.

ETAPE 1: coF C K. L’inclusion coE C K est facile. En effet, F C K et de

la Proposition 2.3, les fonctions & — 37 A;(€) sont convexes. Donc K est

convexe et I'on a coE C K.

ETAPE 2: K C coE. Soit £ € K, on va prouver que £ peut étre exprimé

comme combinaison convexe d’éléments de E, i.e. £ € coFE.

Comme les fonctions £ — A;(€) sont invariantes par transformations or-

thogonales, on peut admettre, sans perte de généralité, que 0 < z; < x5 <
Szpetyy o oz <>o oa, v=1,...,n

On va procéder par induction. On commence par prouver le résultat en di-

mension n = 2.

(i) n = 2. On divise ce cas en deux parties:

(a) ; < a; et, comme £ € K, alors 7o < a et 21 + z2 < ay + as.

Comme —a; < 77 < ay, alors z; = ta) + (1 — t)(—a;) avec t = m On

peut écrire:

. I 0 _ ay 0 _ —ay 0
5_(0 m2>_t<0 m2)+(1 t)( 0 x2>. (3.7
On proceéde de fagon similaire pour z,, i.e. zs = sas + (1 — s)(—az), ou

2a2 °

On obtient ainsi

(%0 9)=a(Zm 2 Yeama (20 ). a9

En combinant (3.7) et (3.8) on a que

_ g 0 _ !
E - 0 Tg - z_l:t1€1

avec M(&;) = a1, A2(§;) = a2 (ie. £ € E). Donc

t=v

£ € coF.

(b) 1 > ayie,comme € K,a;, <1 <x9 < a3 €t 7, +73 < a1 +ay .
Ceci implique que
a <z <a1t+ax—z.
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Dans ce cas il suffit d’interpoler z; entre a, et a; + as — z2, i.e.
1 =ta) + (1 - t)(a1 + as — 172)

ce qui entraine que

= (5 n)=e(5a)ra-a(mreT L) e

La premiére matrice se traite comme dans le cas (a). Pour la deuxiéme on
va interpoler z, entre a; et ay i.e. T3 = sas + (1 — s)a; pour trouver

a; +as — T2 0 _ ay 0 _ CLQ'O
( 0 x2)—s(0 a2>+(1 s)(O al). (3.10)

En combinant (3.9) et (3.10) on a prouvé que

1
£=) t
t=1

avec \1(&;) = a1, Aa2(§;) =ax (ie & € E ). Donc € € coE . Finalement,
nous avons obtenu, lorsque n = 2, que

K C coFE.

(ii) n > 2. On suppose qu’on a montré le résultat jusqu’a n — 1, i.e. tout
—1 -1 .

£tel que S0 M(€) <X a, v=12,...,n—1 (e £ € K) peut

étre exprimé comme combinaison convexe d’éléments de {¢ € R(*-Dx(=1) .

Az(é‘) =a,;, 1= 1,,17.—1} 1.e.

1
&= Ztﬂgu
p=1

avec £, tel que \i(€,) = a;, i=1,2,...,(n—1). On divise la démonstration
en cinq parties.

Partie 1 : 0 < zy < 25 < 21 + 22 < az. On va observer que ces conditions
impliquent que z; + x5 < a; + a3 et 2 < as. On peut donc appliquer le
cas n = 2 & {z1,z2} et & {a;,az}. On utilise '’hypothése d’induction sur
{z3,...,z,} et sur {as,...,a,}. En combinant ces deux décompositions on
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a le résultat, i.e. £ € coE.
Partie 2 : 0 < z; < 22 < ay < z; + z2. On peut écrire

i Iy A I -
) 1] A = 1| =X z
£= . =3 y +3
Tp Tn
1 1
== §A+ + 514_

ol nous avons choisi
)\2 = (.’1)2 - ag)(xl — ag).

83

(3.11)

A noter que de ’hypothése (z; < z3 < a3) le membre de droite est positif.

le choix de A conduit &

M(As) = a2, A(Ay) =121+ 22 — ag
)‘z(A:i:) =Z;, i:3,...,n

et donc on peut trouver deux matrices Oy, Oy € O(n) telles que

)
1+ Ty — as
0:A:0, = 3
Tr
Ensuite on applique ’hypothése d’induction &
{yr=21+22—0a2,Y2=23, ..., Yn-1 = ZTn}

et &
{b1 =a,bh=a3,...,bpb1= an}-

Pour ce faire on observe que
0<y=zm+12-a <1 <T3=1%<y3< ... <Y1

et
1)siv>2,alors Y. y = ST Sy 0= S b
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2)Siv=1,alors Y yi=—ap+ 3 2 < —aa+ Y, 4= 30 b
On peut donc déduire (par hypothése d’induction) que

a2
1+ 9 — Qo
T3 € coF.

Tn

Comme coE est invariant par transformations orthogonales, on obtient que

I +A

' +A W)
AL = . € coF, (312)

xn
qui conduit, en combinant (3.11) et (3.12), &
€ € coE

qui est le résultat voulu.

Partie 3 : ,_1 > an_1. On écrit

Ty I I
.. 1 ‘. 1
_ . _= . + =
¢ ] Tp-1 2 Tp-1 A 2 Tp1 —A
Tn Az, -z,
1 1
==-A —A_ 3.13
54+ T35 (3.13)

ou l'on a choisi

N = (T — Gn1)(Tn-1 — Gp1)-
On note que par hypothése (z, > z,—1 = an—1) le membre de droite est
positif. Comme ci-dessus le choix de A conduit & l'existence de Ox, O;: €
O(n) telles que

z

0:A+0, =

Tn—2
Tn+ Tn-1 — an—1
An—1
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Ensuite on applique I'’hypothése d’induction a

{yl =21y ooy Yn—2 = Tp-2, Yn1 = Tpn T Tp-1 — an—l}

et a
{b1 =ay, .., bn_Q =an-2, bn—l = an} .

Pour ce faire on observe que
0<y1< ... SYn2=Tn2<2Zp S Tn+ Tp-1 — An—1 = Yn-1-
Par hypotheése et comme £ € K, nous avons:

1)SiV=n_1, yn—lzxn+xn—1"_an—lsan'

n—1 ) n—2 n
E Yi = Tp+ZTp-1—0pa+ E Ti= —Qp-1+ E Z;
i=v i=v i=v
n n—-2 n—1
< —Gp1+ E a; = an + E a; = E b;.
i=v i=v i=v

On peut donc déduire de I’hypothése d'induction et de 'invariance de coE
par transformations orthogonales que

A € coE,
qui combiné avec (3.13) donne
£ € coE.
Partie 4 : a9 < 29 < ... < Zp_1 < ay_1. A noter que ce cas ne se produit

que si n > 4. Observons tout d’abord que I'on peut trouver k € {2, ...,n—2}
tel que

ar < T L Tpy < Qg - (3.14)
Donc on peut écrire
I
T 1 1
= =_—A —A_
§ 51+ + 5
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T z

(3.15)

A Ty A Try

ou 'on a posé
)\2 = (CDk - b)(Z‘k_H - b) (316)

avec b = a;; (Partie 4.1) ou b = agy; (Partie 4.2). Noter que, de I'hy-
pothese (3.14), le deuxiéme membre est positif.

ar < Tk < Tl < Gkt
Partie 4.1 :

Ik+$k+l+2?=y+1ziSak+z.?=,,ai’, V=k+2,..,n
(avec la convention " ., z; = 0).

ar < T < T1 < Qe
Partie 4.2 :

k—1 k

22’:# Z; + Z?=k+2 Z; S Zi:p.{-] a; + Z?=k+2 a;, H= 1) R k—1.
Avant de procédér a I’étude des cas ci-dessus, on va montrer que Partie 4.1
et Partie 4.2 couvrent toutes les possibilités. Eneffet,si0 <z; < ... <z,
etsid n z: <>~ a;, v=1,..,n, alors au moins une des inégalités suiv-
antes est valable

n n
xk+xk+1+2x,-§ak+2a,-, v=k+2, ..,n

i=v+1 i=v
k-1 n k n
E z; + E T; < E a; + E a;, p=1..k—1.

On procéde par contradiction et on suppose qu’il existe v € {k +2, ...,n} et
pe{l,....k—1} tels que

n n
Tk + Tp1 + Z $i>ak+Za,-

i=v+1 i=v
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k-1 n k n
Z z; + Z z; > Z a; + Z a;.
i=p

i=k+2 i=p+1 i=k+2
En sommant ces inégalités et en utilisant ’hypothése on a
n n n n n n
Zai+ Z a; ZZ:J:,-—G— Z T; > ap — Qg4 + Z ai+2a,-
i=p i=v+1 t=p i=v+1 i=p+1 t=v
le.
a, + ary1 > ap + a,.

Cependant p € {1, ...,k — 1}, donc a, < ax et v € {k +2,...,n} alors
a, > agy1- On arrive a

ax + Qk41 2 Oy + k1 >k + Gy 2 G + g4

ce qui est une contradiction. Pour conclure, la Partie 4.1 et la Partie 4.2
couvrent toutes les possibilités. On va maintenant analyser séparément ces
deux cas. '

ap < T £ Tyl S Akt
Partie 4.1 :

T+ T+ i<a+d 0, v=k+2 ..n
(avec la convention 3" . z; = 0). On choisit ici b = a; dans (3.15) et
(3.16). On peut, comme avant, trouver O+, 0., € O(n) telles que

(o \

o T+ Try1 — G
OiA:}:Oi - a

Tk42

\ )

On applique ’hypotheése d’induction &

{yl =T1, -y Ykl = Th—1,Yk = Tk + Tht1 — Ak, Y4l = Tkt 2y - -« Y1 = l‘n}

et a
{br=a1, ..., bp1 =ap_1,bp = agp1, ..., bny = an}.
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Il faut noter que, comme a; < zy, alors 0 < 1 < ... < Yoy = Ty <
Tr + Tke1 — ax = Y- Au contraire, a priori, on ne peut comparer yp a
Ye+1 < ... < ynp_1. On vérifie ensuite I’hypothése d’induction.

1) Soit ¥ = n—1. On doit montrer que Yyp—; = Tp < bp_1 =ap et yp < by =
a,. La premiére inégalité est valable par induction tandis que la deuxiéme se
révéle vraie car elle est équivalente & = + 2x41 < ax + a, qui est 'hypothése '
de la Partie 4.1 avec v = n.

2) Soit n —2 > v > k+ 1. On a encore par hypothése de la Partie 4.1 et
comme £ € K

n-1 n n n—-1
iy Yi = Zi=u+l z; < Zi=u+1 ai=);., bi
n—1 n n n—1
yk + Ei:y—}-l yl = Ty + $k+1 — Qi + Zi:u+2 xi —<— Zi:u+1 a; = Zi:l/ bi :

HSik>v>1,

n-1 k-1 n—1 k-1 n n n—1
Zyi = Zyi+§:yi=zﬂ?i+zxi—akSzai—ak=zbi-
i=v i=k

i=v i=k i=v i=v i=v

Donc on peut appliquer ’hypothése d’induction et I'invariance de coE par
transformations orthogonales pour avoir

Ay € coE. (3.17)
En combinant (3.15) et (3.17) on obtient enfin que

£ € cob.

ar < T < Ty < Qg
Partie 4.2 :

k-1 n k n .
Zz’:u z; + Zz’.—:k+2 T < Zi=,¢+1 a; + Zi=k+2 a;, p=1,..,k—

Ici on choisit b = a4, dans (3.15) et (3.16). On peut, comme avant, trouver

1.
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04,0, € O(n) telles que

(. \

Tr—1

/ Tk + Tkl — k41
0+ALO0, =
FOEYE Akt

T2

\ )

On applique I’hypothése d’induction a

{y1 =1, .o Yk=-1 = Th-1,Yk = Tt Tht1—Ck+1, Yktl = Tht2y - - -y Yn-1 = wn}
et &

{bl =ay, ..., bp—1 = Gg_1,bp = ag, brp1 = agqa, coybpy = an}-
On observe que, comme Zp. < Agy1, ON & Y = Tk + Tht1 — Gl < T <
Tkyo = Yrt1 < ... < Yn—1. Au contraire, a priori, on ne peut comparer yi a

0 <y < ... <yYk-1.- On va ensuite vérifier 'hypothése d’induction. Comme
& € K et par ’hypothese de la Partie 4.2 on a

DSiv>k+1l, Yip=3r %< T ®= 2, b
2) Siv =k,
S Ui =~k Y Ti S Q1+ Yoy O = Yoy by
et F Simpy1 Ui = Taot + Do T S B+ Loy @ = iy by
3)Sik—1>v>1,
ST U = Gk Y, T < —ap + Yo, 0= Yo, b
Z:'Cz—yl—l Yi + Z::klﬂ Yi = Zf;ul—l Ti+ Y g2 Ti < Zf:u Qi+ Y k2 @i

= S b
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On applique I’hypothése d’induction pour avoir
(= )

L1
Tk + Thk+1 — Qk+1
Qk+1
Ti+2

\ )

L’invariance par transformations orthogonales conduit immédiatement a

Ay € coE. (3.18)

€ coF.

En combinant (3.15) et (3.18) on a ainsi obtenu que
£ € coE.

Dém. de (ii) Soit X = {£¢ e R : [T A(&) <Il,a:, v=1,...,n}
On va prouver que X = RcoE. On divise la démonstration en deux étapes.
ETAPE 1: RcoE C X. On observe que EC X et, de la Proposition 2.3 , les
fonctions £ — 12 \;(£), v =1, ..., n sont polyconvexes (et donc rang un

convexes). On déduit que X est polyconvexe et donc
RcoE C PcoE C X .

ETAPE 2: X C ReoE . Soit £ € X, on prouvera que £ € RcoE. Comme les
fonctions £ —— X\;(£) sont invariantes par transformations orthogonales, on
peut admettre, sans perte de généralité, que

Ty

Tn

avec 0 <z <z < ... <z, et I 2, <M Ja;, v=1,...,n.

On montrera le résultat par induction. On commence la preuve en dimension
n = 2. Noter que cette démonstration dans ce cas est plus simple que dans
[18].

(i) n = 2. On écrit

fmm O\ _1(a@ A\, 1fz -A\_1, .1
e=(% o )=3(% 2)+3(% ) -Far+3a @19
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(on observe que rang(Ay — A_) < 1) et Pon choisit

o (= ad(—ad)

2
a3

Il convient de remarquer aussi que le membre de droite est positif par induc-
tion (0 < z; < 73 < ap).
Ceci nous ameéne & A1(As) = 22, \(As) = az. Donc 3 04,0, € 0(2)

telles que
* 0 ay /°

Cependant on a

%fg 0\ 1+x1:1:2 a; 0 + 1z —a; 0
0 a/ \2 2aq0a 0 a 2 2mas 0 a

et donc

0

Comme RcoFE est invariant par transformations orthogonales , on déduit que

2122 } 0
< a2 a ) € RjcoE C ReoF .
2 .

Ty £ '
A, = ( 01 2 ) € ReoE. (3.20)

Finalement, en combinant (3.19) et (3.20), on obtient que
_ Iy 0
£€= ( 0 ) € RcoE

qui est le résultat voulu.
(ii) n > 2. On divise la démontration en quatre parties.
Partie 1: T3 < ay. On écrit

T Ty A Ty —A
To 1| 0 = 1| 0 =z
= ‘—‘5 + =
1 1
== —A+ + —A_ (3.21)
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(observer que rang(A; — A_) < 1) et 'on définit A par:

a3 — z§)(a3 — 71)

a3

o

Or le deuxiéme membre est positif par induction (0 < z; < zo < ap). Le
choix de X (comme dans le cas n = 2) nous conduit & 'existence de Oy, 0, €
O(n) telles que

a2
129
! a2
Ty

On applique ’hypothése d’induction a

T1Z2

{y].: )y2=x3a"'7yn-—1=xn}
Gz
et a
{bl = a3, bz =ag, ... bn—l = a,n} .

Noter que, comme z3 < as ,alors 0 <y; < ... < Yp1.
11 faut montrer que H;:Uly,- < H;:V]b,- , v=1,...,n—1.

1) Par hypothése, si v > 2, on a Il y; =7, g2 <TI0 = TI2)00;
2)Siv=1ona
T 1 1
H::llyi = —‘1_2‘1-[?:3‘7;1' = —I 2 < =1L 0 = ayll7 30 = H?—_—-fbi .
az asz a
Donc on peut déduire (par hypothése d’induction) que
as

T1T2
a2

T3 € RcoFE .

Tpn
Comme RcoF est invariant par transformations orthogonales, on obtient

I +A

0 D)
AL = . € RcoFE (3.22)

Tn
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et donc, en combinant (3.21) et (3.22) on a
£ € ReoE

ce qui veut dire le résultat espéré
Partie 2 x,_1 2 ap—1 . On écrit (comme dans la Partie 1, mais en changeant
le role de (z,,, Tn—1) €t (z1,72))

Ty Xy z
. 1 .. 1
= : =— : + -
¢ Tn-1 2 Tpo1 A 2 Tp1 —A
Zn ' 0 =z, 0 =z,
1 1
=-A —A_ 2
54+ + 5 (3.23)

(observer que rang(A; — A_) < 1) et on choisit A tel que:

5”3; - ai_l)(xi_l - ‘1121—1)

2 _
A= 2

-1

Noter que le membre de droite est positif par hypothése (ap—1 < zp—1 < z,).
Comme avant, le choix de ) conduit & Pexistence de Ox, 0., € O(n) telles

que
(2 \
I2

’
Tn-2
Tn—1Zn

\ e )

On applique I’hypotheése d’induction a

_ . Tn-1Tn
{yl =1y ey Yn—2 = Tp-2, Yn-1 = }
Gn—1
et &
{b1 =ai, . bno=an g, bp = an} .

Il y a lieu de noter que, comme a,_1 <z, ,alors0<y; < ... < Yn_1.
On vérifie ’'hypothése d’induction.
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1) Tout d’abord on remaque que Yn—1 < bp—1 CaT Tp-1Tn < Gp—10n.
2)Sil<v<n-—1alors
Tpn-1Tn 1

— n .
= I z;
Qpn—1 an—1

nr;—,}y,. = H’-Z,?yi-yn-l = [I"2

2 T =y 1

1
Qn-1

< —IIp

1=y

n—2 —_ 1n-1
a; S Hi:u a; - AQp = Hi:y b, .

Donc (par hypothése d’induction)

Ty
z2

€ RcoE

Tp—2
Tn—1ZTn
Gn-1

an—-1

et, comme RcoE est invariant par transformations orthogonales, on obient
que A: € RcoE qui combiné & (3.23) nous conduit au résultat espéré

€ € ReoF.

Partie 8 : as < 2 < ... < zp-1 < an,_1- Noter que ce cas se présente
seulement lorsque n > 4. Tout d’abord on remarque que 'on peut trouver
un k € {2, ...,n — 2} tel que

ary < Tk < Trqr < Gpy1 - (3.24)
Donc on peut écrire
z1
Ty 1 1
= =-A —-A_
§ 5+ + 5
In
Ty 31
_ 1 ' Tk A 1 ' T —A

T 9 0 zrq1 *t3 0 Ty (3.25)

Tn Tn
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(observer que rang(A, — A_) < 1) oil A est donné par

o (B —ad)? —at,y)
b? ’

(3.26)

avec b = ar (Partie 3.1) oub = ax4 (Partie 3.2). Noter que, des hy-
pothéses ci-dessus (3.24), le deuxiéme membre est positif dans tous les deux

cas.
ar < Tk < Tig1 < Gpp

Partie 3.1 : _
TeTipr o, 2 < aplllja;, v=k+2,..,n

(avec la convention I 2; = 1).

ar < Tk < i1 < Arg
Partie 3.2 :

k-1 n n —_
Hl—u II k+2$z S Hz_u_*_la, Hi_k+2aj, —_— 1 .- k - 1 .

Avant de procéder a I’étude des cas ci-dessus, on va montrer que la Partie 3.1
et la Partie 3.2 couvrent touts les possibilités. Eneffet,si0 <z; < ... <z,
et si 17z, <Y ,a;, v=1,...,n, au moins une des inégalités suivantes est
valable

TiThp I, 2 < arllla;, v=k+2,..,n
k—1
G2, g 0@ < I BURT TR | LI p=1,..,k—=1.
On procéde par contradiction et on suppose qu’il existe v € {k+2, ...,n} €t
pel, .. .k—1} tels que

a:kmkHH,_VHx, > apIT:

‘l"'l/
En multipliant les deux megahtes et en utilisant ’hypothése, on déduit que

n n k n
Hl"[l. HZ_V_HG,, > Hz*p Hz—u+1ml > akH,i=Vai * Hi=“+1ai * Hi=k+2ai

ie.
n n ()
@10 - T 00 > adEL 0 - TIE 50,
donc
auQpyl > AgQy.
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Cependant p € {1, ...,k — 1}, donc a, < ar et v € {k+2,...,n} par suite
a, > ags1. On obtient donc

QkQi41 = Qpliy1 > ARy 2> GOk

ce constitue une contradiction. En conclusion la Partie 3.1 et la Partie 3.2
couvrent toutes les possibilités. On étudie alors séparément ces deux cas.

0k < Tk < Tgyy < Qg
Partie 3.1 :
Ik$k+1H?=V+1I1' < akH;;,,ai, v=k+2, ..,n

(avec la convention II% .,z; = 1). On choisit & ce moment b = a; dans
(3.25) et (3.26); donc on peut trouver O, O € O(n) telles que

(= \

Tg-1
P TP+l

OiAiOi = Gk

Qg
Tk+2

ol nous le rappelons

I
_ T, EA
Ap = 0 zrp
In
On applique hypothése d’induction a
TeTr41
{y1 =21 - s Y1 = Tp—1,Y = Y41 = Tht2, -+ -y Yn-1 = In}
et a
{bl =ay, ...,bk1 = ak-1,bk = ary1, .-, 00 =an}-

On observe que, comme a; < Ty, alors 0 < 11 < ... < yeo1 < Y- Au

contraire, a priori, on ne peut comparer Yx & Ypp1 < ... < Yn—1- On va
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vérifier 'hypothése d’induction.

1) 11 faut montrer que z, = Yn—1 < b1 = a, et Y < by = a,.

La premiére inégalité est vérifiée par hypothése, la deuxiéme aussi, qui est
vraie par ’hypothése de la Partie 3.1 avec v = n.

L’hypothese £ € X et celle de la Partie 3.1 nous assurent que
2)Sin-1>v>k+1,

Hn uy‘l - H?:V—{-lxi S H?:U-}-la’i = H:L;Ulbl
kaz—u+1y’L = Ikzk Hn =v+2T4 < Hz-—u+1al H:Z-—-_ulbl .
H)Sik>v>1,

1 1
Moy = Mg MSey = e < T,

. k-1 n—1
= L2 a;- I, 10, = H bi.

=V

Donc on peut appliquer ’hypothése d’induction et déduire que

(™ \

ZTi—1
ZTeTk41 .
%k € RcoE.

ak
Th+2

\ | )

Comme précédemment on a que

A: € ReoE (3.27)
et, finalement, en combinant (3.25) et (3.27) on obtient le résultat voulu:

& € ReoE.

ar <z £ Ty < Qg
Partie 3.2 :

k-1 n k n —
H'L_[l. * H1=k+2£(37, S H1:u+1az M H1=k+2a’1, /.1/ - 1, . ey k - 1 .
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A ce moment on choisit b = a;4; dans (3.25) et (3.26); donc on peut trouver
Ox, 0. € O(n) telles que

(= \

Tg—1
, mzzkil
O:}:Aioi = kt1

Q41
Th42

\ )

On doit montrer la validité de ’hypothése d’induction pour

TrTr+1

{yl =T, ..y Yk—1 = T-1,Yc = yUk+1 = Tk42y - - -y Yn-1 = zn}
k+1
et pour .
{b1=a1, ..., bk = ak ,bgt1 = aky2, ..., bn-1 = an}.
On remarque que, comme Zry1 < g1, alors yx < Yer1 < ... < Yp1. Au
contraire, a priori, on ne peut pas comparer ¥y 3 ¥ < ... < yr_1- On va

vérifier I’hypothése d’induction. Du fait que £ € X et de ’hypothése de la
Partie 3.2 on peut écrire

1)Siv>k+1,alors Ity =02, 2 <2, a0 =0,

2) Si v = k ,alors

n—1 n n n _ n—1
H’L:k 1 —_— ak+1H k(L‘, ~ a'k H kaz —_ akH _k+2a, —_— ka k+1b H‘l_k b
n—1 _ n n _ 1n-1
Ye—1 10000y = Tl 0z < arlllgy 00 = TS0H;
3)Sik—1>v>1,alors
( = Ikl ZEZet1 | o =1 .1Mn
Hz_u Y = Hz—-u 1 a4l ) 1,-—k+2 T = Qky1 2 M
1 k n __1n-1
< ak1 Hz—-u Hz-—u : Hi=k+2ai - Hi:v b;
g
k— _ n .
11 1y1 1T k+1y1 = Hz—u 1Zi - I g o
k n _ 1yn-1
\ < Hi:uai : 1_Ii=lc:+2a’1 Hr—ub Hz k+1b Hr-u b; .
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On peut alors appliquer I’hypothese d'induction et déduire que

(= \

Tg—-1
LTkl

Gh+1 € RcoFE .
Gk+1

Tr42

\ )

Comme RcoF est invariant par transformations orthogonales, on a que

Ax € ReoE . (3.28)

Finalement en combinant (3.25) et (3.28) on peut écrire £ € RcoE. En con-
clusion, nous avons obtenu le résultat voulu, a savoir: X C RcoFE.

Dém. de (iii) Soit Y = {£ e R~ : I \(§) < % a;, v=1,---,n}. On
va prouver que intRcoF =Y. On divise la démonstration en deux parties.
ETAPE 1: Y C intRcoE. Comme par continuité Y est ouvert et, de (ii),
Y C ReoFE.

ETAPE 2: intRcoE C Y. Soit £ € intRcoF; on peut trouver e suffisamment
petit pour que B.(§) C RcoE (ou B(£) représente la boule centrée en & et
de rayon €). Soient R, R’ deux matrices orthogonales telles que

A1(6)
£=R A2(€) | R
M©
On définit

A1(€) \

An(€) + 5
Comme |n —{| = £ < ¢, alors n € RcoE. On obtient alors
ATl(f) < An(n) S ap -

On suppose que A, () # 0 pour tout v; alors pour v = 1,...,n et avec la
convention IT?_ ., X:(§) =1,

I, () = TS X(€) - An(€) <TIZXi(m) - Mn(n) S T - an

i=v =V
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ce qui implique que £ € Y.

Finalement, si 37 € {1,...,n} tel que Az(§) = 0, et A\g;11(€) > 0, alors le
méme argument utilisé précédemment est valable pour v =7 +1,... ,n et il
est trivial pour v =1,...7. On a ainsi obtenuque £ €Y. B

Remarque 19 On veut mettre en évidence les deux faits suivants:

1. On a privilégié une démonstration semblable pour coE et RcoE, en
remplacant > par I1. Ceci n’a pas pu étre le cas pour n = 2.

2. Le choiz précédent nous a forcés, dans le cas convexe, & considérer des
matrices non diagonales (mais symétriques) dans la décomposition de
la matrice £. Si on souhaite une démonstration qui n'utilise que des
matrices diagonales il faut alors se reporter au cas n = 2.

3.3.2 Le cas symétrique

Le cas symétrique correspond aux problémes aux dérivées partielles d’ordre
supérieur. Dans la caractérisation des différentes enveloppes nous avons pu

traiter le cas de la dimension deux.
Soit £ € R2%2 | On rappelle que V¢ € R2*2 3 R € SO(2) telle que

0
RT= 251 ),
B (0 Ha

ou u, et p, sont les valeurs propres de £. On a donc que les valeurs singuliéres
de £ sont données par \;(§) = |p;(8)], i =1,2.

Théoréme 3.11 Soient 0 < a; < ay et

E,={¢eR¥»?: \(¢) =a;, Vi=1,2}.
Alors
)
2 2
PcoE, = {§ c R2x2 . H/\i(é“) < Hai, Yy = 1,2} .

i=v . t=v
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Ai(§) <ai, Vi=1,2,sidet£ >0
2 2
H/\,(f) < a;, v=1,2,si det§<0

i=v 1=

RcoFE, = { £ € R¥*%: (3.29)

Avant de donner la preuve du Théoréme, on introduit le Lemme suivant
(c.f. Lemme 7.26 dans [21]):

Lemme 3.12 Soient A, B € R2*? telles que rang(A — B) =1 et det B > 0.
Soit t € [0,1]. Sidet(tA+ (1 —¢)B) >0, alors

max {A(A),\(B)} sidetA>0

A(tA+ (1 -1)B) < { A (B) sidet A <0

Remarque 20 Le Lemme est faux sidet(tA+(1—t)B) < 0 et det A,det B <
0. Il suffit de choisirt =1/2 et

A=<;§ ‘_/g) Bz(g 24)

MA) =VE-1, nB)=2, nEEE)=VE

alors

Dém. (du Théoréme 3.11) i) c.f. Théoréme 3.14.

it) Soit tout d’abord X, le deuxiéme membre de Uexpression (3.29). On
démontrera le théoréme en deux étapes.

1%7¢ étape: X, C ReoE;. Soit € € X; on va montrer que £ € RcoE,. Comme
les fonctions £ —— A;(£) sont invariantes par transformations orthogonales,

on peut supposer que
_ (i 0
¢ ( 0 p ) '

On va procéder par induction.

i) n = 1. Ce cas se résoud comme le cas convexe.

ii) n = 2. Soit £ € R?*? et telle que £ € X, ; on distingue les cas suivant:

1) £ semi-définie. On suppose, sans perte de généralité, que & est semi-définie

positive (autrement on multiplie par —I = ( _01 _?1 ))
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Soit donc
&= w0 avec 0 <y, < p
0 )’ - =
Comme £ € X,, on a que py(€) = M(€) < ax et iy(€) = No(6) <
~ On interpole alors p,(€) entre +ay, i.e.

_uth

0,1
50, € (01

m=ta+(1—t)(-a), ¢

de telle facon que

g:(‘g 32)=t<%1 32)+(1—t)("8‘1 52). (3.30)

Comme p5(€) < as, pour s = Ezz% € (0,1) on a

:!:a1 0 _ Z!:Oq 0 _ :i:al 0
( 0 #2)—3( 0 a2)+(1 s)( 0 _az) (3.31)
en combinant (3.30) et (3.31), on a

£ = a0 € ReoE, = X, C ReoFE,.
Uy

2) £ € X, non définie. On suppose sans perte de généralité, que £ est de la
forme

p 0
= t.q. <0
€ ( 0 Lo ) q |50

et avec, par exemple, p, < 0 < p, (autrement on multiplie par —I).
Comme £ € X,, on peut assumer que

{ lppo| < azaz
I.U2| < as

On veut montrer que £ € RcoE.
On va montrer le résultat en considérant deux cas (le cas trivial étant Ay(§) =

as et )\1(5))\2(5) = alag).
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Cas 1: £ € X, avec A2(€) = ay,

Cas 2: £ € X, avec A2(€) < as.

On commence par traiter le Cas 1.

Cas 1 :Comme A;(§) < a3, par simple interpolation on a

(0 25 L) von( L)
Donc

£ € ReoF, = X C ReoFE,.

Cas 2: /\2(6) < asg.
Soit, pour t € R,

£ =& +1in,
avec
n = < H1 \/EW ) .
\/ﬂ—lm |2
On a que

det §; = det§ = pyp,.

Soit Y = {¢, € R2X2: )\y(&,) < ay, t €R}. On observe que Y est compact
et que £ € int relY!, car Ao(€) < ag. Par la compacité de Y on a qu'il existe
t1 __<_ 0 S t2 :

A2(8y,), A2(&y,) = a2
Comme det &, = p, 45, on déduit que

A(é,)s M) <o

et donc &;,,&;, € ReoE;.
Par ailleurs rang(¢;, — &;,) = 1 par construction et

-t

= 50 gtl €t2

tz—t1

lintérieur relatif
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ce qui veut dire
¢ € ReoE,.

2¢megtape: RecoE, C X,;. Comme E, C X, il suffit de montrer que X, est
un ensemble rang un convex, i.e.

VA,B€ X,, rang(A—B)<1 et te]0,1],

C:=tA+(1—-t)Be X,.

On distingue différents cas.

Cas 1: C semi-définie. On peut supposer, sans perte de généralité, que C
est semi-définie positive (autrement on multiplie par —I). Dans ce cas le
résultat est immédiat & 'aide du Lemme 3.12 ci-dessus.

Cas 2: C non définie. On a que

M (C)A2(C) = |det C| < t| det A| + (1 — ¢)| det B| < ayas.

3.3.3 Le cas diagonal

Les résultats de cette section sont une généralisation du cas n = 2 que 'on
trouve dans [21]. Avant de procéder avec les résultats principaux, nous dé-

montrons un lemme préliminaire.
Soit A € R}*™ et 0 < A; (A) < A2 (A) < ... A, (A) ses valeurs singuliéres.

Lemme 3.13 Pour tout A,B € R}*"™ avec rang (A — B) < 1 et pour tout
t € [0,1] on a Vinégalité suivante

Ai (A + (1 ~t) B) <max{\ (A), ) (B)}, i=1,..,n

Dém. On commence la preuve avec I’étude du cas n = 2. Soit A € R2*? et
0 < A1 (A) < Xy (A) ses valeurs singuliéres. On veut montrer que, pour tout
A, B € R2*? avec det (A — B) = 0 et pour tout ¢t € [0,1],

Ai(tA+ (1 —t)B) <max{\ (4),\(B)}, i=1,2.
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On observe tout d’abord que le cas i = 2 se déduit immédiatement de la
convexité de la fonction £ — A; (£). Il reste alors & montrer que

A1 (tA + (1 —t) B) < max{X\ (4), M (B)}.

Comme det (A — B) = 0, soit a; = b, soit ap = by. A cause de l'in-
variance de la fonction A — )A; (A) par permutations et changements de
signe des éléments diagonaux, on peut admettre, sans perte de généralité,
que a; = by, > 0. Il faut donc montrer que

A (tA+ (1 —t) B) = min{ay, [tas + (1 — ¢) by}
n’est pas plus grand que
max {\; (4), A; (B)} = max {min{a4, |az|}, min{a,, |b2|}} .

Ceci est trivial et on obtient donc le résultat.

Cas n > 2. Soient A = diag(a,,...,a,) et B = diag (b, ...,b,). Comme
rang (A — B) < 1 on peut supposer, quitte & renuméroter les éléments de A
et B,quea; =b;,i=1,..,n—1. Tout d’abord on observe que, comme dans
le cas n = 2,

M (tA+ (1 -t)B) =min{lae;|, lta, + (1 —1)b,] , 5=1,..,n—1}
n’est pas plus grand que
max {A1 (4), A (B)} = max {min {lay], lan|} ,min {jayl, Ibal} , = 1,n — 1}
I suffit d’observer que, comme il existe j € {1,...,n — 1} tel que |az| < |a;],
analoguement au cas n = 2 on peut écrire
A (tA+ (1—~t)B) = min{|a], |tan + (1 —¢)ba|}
< max {min {las], |lan|} , min {|as], |bn] } }
= max {i (4), m(B)}.
Pour simplifier les notations on dénotera C' = tA + (1 — t) B. En appliquant
le méme argument que précédemment, il est facile de voir que, pour i =
1l,...,n—1,
Aiv1 (C) = min{{|a;|,|tan + (1 =t)bs|, j=1,....;n =1} \{ M (C) , k=1, ...,i}}

max {min {{|a;|, [an|} \Ax (A)} , min {{|ay|, [ba|} \ A (B)}}
max {Ai41(A), hi1(B)} -

IA
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Théoréme 3.14 Soit £ € R7*™ et 0 < M\(&) < ... < A (€) ses valeurs
singuliéres.
Soit
Ed = {g € szn : /\1(5) =a; , 1= 1, ,TL} .

Alors
i)

PcoFE; = {£ € R : H)\i(ﬁ) < Ha,- v =1, ,n} ,

i)
ReoEg = {£€RY": X (€) <ai, i=1, ,n} :

Dém. On pourrait preocéder comme dans le Théoréme 3.10, mais nous
allons donner une démonstration simplifiée. Soit

X={§€RZX”: ﬁ,\,(g)g ﬁai, V=1,...,7’L}.

=V

Il faut montrer que

PcoFEy; = X.

ETAPE 1: PcoE; C X. Cette inclusion provient de la polyconvexité des
fonctions & — [[, Ai(€) (c.f. Lemma 3.9) et du fait que E; C X.

ETAPE 2: PcoE; D X. Comme les fonctions £ —— );(£) sont invariantes
par transformations orthogonales, on peut supposer que

Iy
. T2
€ = diag(zy, 22, ..., Tp) = : ,

In

avec 0<zy <z, < ... <z, et [[, & <[], a v=1,.,n

On va montrer le résultat par induction.

(i) n = 1. Ce cas est trivial (c.f. le cas convexe du Théoréme 3.10).

(ii) n > 2. On distingue deux cas.

Cas 1: []i;Xi(€) = 1y ai, pour un certain 7 € {2,...,n}. On suppose

que le résultat a été établi jusqu'da n — 1, c’est-a-dire que tout £ tel que
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T n(€) <[l a, v=1,.,n—1 (ie. £ € X) est dans PcoEy, i.e.
T(€) = Y. t,T(A,) avec A, € Esett, >0, 3, t, = 1etoa T(£) =
(&, adjs€..., adjp—1€). On applique ’hypotheése d’induction &

{x]_,fL'Q, "'ax7~l} et {a1)a2a "'7a7—1}
et a
{z5,...,zn} €t {az, ..., an}-

En ce qui concerne le premier on a

7—1 n n -1 n n -1
Hxi = Hxi (H%) =H$i (Hai)
i=v =V i=U i=v i=v
n n -1 -
< Ha,- (Ha,) =Ha,-, v=1..,7-1
i=v = i=v :

En ce qui concerne le deuxiéme on en déduit, en utilisant directement les

hypotheéses, que
n n
Hmi < Ha,-, v=",.,n.
=V 1=V
Par conséquent ’hypothése d’induction donne £ € PcoEj.
Cas 2: [T, Mi(€) < [Ty i, pour tout 7 € {2, ...,n}. On définit

Y = { neRP™:[Ie, () <[, @, v=2,.,n }
et H?:l A"-("7) = H?:l a; ’
On voit que Y C X est compact et que ¢ € rel int(Y), car []—, M(&) =

[T, =i < I, ai. De plus, par le Cas 1, on a Y C PcoE,4. On écrit, pour
un § > 0,

1 T z2(1+6)
z 1+5 1+6
e
z2 z2(1+8) —z2(1+p4) 1+8
&= - =40 + to +t3 ,
- x3 z3 x3
Tn
Tn ZTn In

ie.

3
§ = Z tjgja
j=1
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de fagon que le déterminant soit preservé. D’apreés les conditions

71 = (t — t2) 155 + taz2(1 + B)

Ty = (t1 — t2)z2(1 + B) + tas

) Ftg+ts =1
on trouve
L 1@+Am ) —z] 1P+ ) - o
2 1+ p6)2—x 2 (1+0)2+z
ty = 1z12,8(1 + B)(2 + ﬂ).

2 zZ(1+ B)* - z?

3
On voit bien que ¢; = ¢;(8) > 0 et Y t; = 1. On peut observer que, par
j=1
compacité, on peut choisir 8 de fagon qu'il existe 7 € {2, ...,n} tel que

n n

HAi(ﬁj) = H_a,—.

=V =V
Quitte & renuméroter les éléments des §; (on procédera seulement pour &,
la méthode étant identique pour toutes les {;), on applique, pour ce choix de
B,leCas1a

3!
{yf = 1 +,8’ yg = IL‘2(1 +/3)7 yg = $3"'7y£ = xn}7

ce qui nous permet de déduire que
T

T2
&= . € PcoEy.

ii) On veut montrer que si

de{geszn:/\i(E) Sai , i=1,...,n},
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alors
Ys = RcoEy.

Tout d’abord on montre que Y; D RcoFE,. En effet Ey C Yy et Y, est rang un
convexe (c.f. ci-dessous), on a donc immeédiatement I'inclusion voulue. Pour
montrer que Yy est rang un convexe on a besoin de montrer que si A, B € Yy
avec rang (A — B) = 0 alors tA + (1 — t) B € Y. Du Lemme 3.13 on obtient
que

Xi(tA+ (1—1¢)B) <max{\(A),\(B)}<a;,i=1,...,n

et ceci prouve la rang un convexité de Y;. Le fait que Y; C RcoE; a déja été
établi précédemment (voir Théoréme 3.10).

3.3.4 Le cas des élastoméres nématiques

Le probléme que nous allons considérer maintenant a été introduit par DeSimone-

Dolzmann [27]. On renvoie a leur article en ce qui concerne 'interprétation
physique des résultats ci-dessous.

Nous commencons avec le calcul de ’enveloppe rang un convexe; ce ré-
sultat a été traité, pour un cas particulier et lorsque n = 2,3, dans [27].

Théoréme 3.15 Soient 0 < Ay (§) < ... < A, (€) les valeurs singuliéres de
la matrice £ € R™™ et

E = {51 Ai(€) =a;, i=1,...,n, detf =H a,}
i=1

000 < a; < ... < a,. On trouve alors que

PcoE = ReoE = {§ :ﬁ Xi(€) < ﬁ a;, v=2,..,n, detf =ﬁ a,-} )
=1

De plus si0 < ay < ... < a, et § est suffisamment petit pour que
0<al=01-86""a1<al=(1-8ay<..<al =(1-6ay,

alors E et Rco E ont la propriété d’approzimation avec K (Es5) = Rco Es, ou

Es = {5: M) =4df,i=1,.,n, det§=H az-}.
i=1
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1/6 -1/3

Remarque 21 Lorsque n = 3 et ay = a; = 7%, a3 = r~'/°, r < 1, on

retrouve le résultat de DeSimone-Dolzmann, notamment
PcoE=RcoE = {£ € R¥3: ) (&) € [P/6,r7V%] | det¢ =1} .
Dém. On définit

= {§ € R™"™: ﬁ A (§) < ﬁ a;, v=2,...,n, det& =ﬁ a,-} i
=v i=1

i=v

Etape 1 : L'inclusion Rco F C Pco E C X ne présente pas de difficultés; en
effet £ C X et les fonctions

n
sont polyconvexes et £ — det{— [] a; est quasiaffine. -

Etape 2 : Par la compacité de X izl <13st suffisant de prouver que 0X C Rco E.
On montre le résultat par induction.

(1) n=1. Ce cas est trivial.

(2) n > 2. Sans perte de généralité on peut supposer que toute £ € X est

de la forme
I

ZTn |
avec 0 <z <z < ... <2y, I s SN pa, v=2,.. ,netlllz; =
II? ;a;. Comme & € 0X on en déduit que II? ;x; = II? ja;, pour un certain
v € {2, ...,n}. On peut alors appliquer l’hypothese d’induction &
{Z’], ...,IL",;_l} et {(Il, ceey ap_l}
et &
{5, ..., zn} €t {az,...,an}.

Or pour le deuxiéme il découle des hypothéses que

—

z; < Ha,-, v=7+1,...,n

-
il
<
=
1
g

E] 3
!
=

-
Il
<
©
It
T
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tandis que (noter que si 7 = 2 alors nécéssairement x; = a; et cette partie
est triviale, donc on peut supposer que 7 > 3) pour le premier on a

e - (i) i)

i=v i=v

=0 i=y =v
n n -1 p
< Hai <Hai> =H a;, 1/=2,...,7—1
t=v =0 =v

et
v—1 -1

T = =] o

=1 i=1
On peut donc en déduire, par I’hypothése d’induction, que £ € Rco E.
Etape 3: On observe que la propriété d’approximation découle du fait que

int RecoF = {§ : f[ i (€) < fI a;, v=2,..,n, det§ =ﬁ a,} X
i=v i=v i=1 "

3.4 Existence des solutions pour problémes
du premier et du deuxiéme ordre

3.4.1 Existence des solutions: premier ordre

Comme applications de la caractérisation des différentes enveloppes du cas
des valeurs singuliéres (c.f. Section 3.3.1), nous allons donner un théoréme
d’existence des solutions pour systémes d’équations aux dérivées partielles
du premier ordre.

Théoréme 3.16 Soit  C R® un ensemble ouvert, a; : X x R* - R, i =
1,...,n des fonctions continues satisfaisant

0<c<a(z,s)<ax(z,s) <..<ay(z,s)

pour quelque c € Ry etV (z,s) € Q x R*. Soit ¢ € C! (ﬁ; ]R”) telle que

H Ai (Dep(z)) < H ai(z,p(z)), z€Q, v=1,.,n,
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(en particulier o = 0), alors il existe (un ensemble dense de) u € Wb (Q; R™)
telle que :

{ Xi (Du(z)) =a;(z,u(z)), pp. 2€Q,i=1,...,n
u(z) =p(z), z € 0.

Dém. On définit, pour tout é € [0, &),

Fi(z,s,€) =H M (6)— ]’[ [ai(z, s) — 6] .

Noter que F? est polyconvexe en . En utilisant la formule de représentation
pour ’enveloppe rang un convexe, on peut appliquer le Théoréme 2.19 avec
les G; idéntiquement nulles et obtenir le résultat.

De ce Théoréeme on peut déduire directement le Corollaire suivant (dé-
montré dans [21]):

Corollaire 3.17 Soit 2 C R™ un ensemble ouvert, f : Q xR* > R, une
fonction continue satisfaisant, ¥(z, s) € 2 x R®,

0< fo< fz,8),
pour quelque constante fo. Soit ¢ € C* (ﬁ; R”) telle que
| det Dy| < f(z,p(x)), = e
alors il existe (un ensemble dense de) u € W1 (; R™) telle que
{ |det Du(z) | = f (z,u(z)), pp. 2€Q,i=1,...,n
u(z) =¢(z), z € IN.

3.4.2 Existence des solutions: deuxiéme ordre

Pour étre complet, nous allons citer au passage deux résultats d’existence,
concernant les systémes d’équations aux dérivées partielles du deuxiéme or-
dre, obtenus par Dacorogna et Marcellini (c.f. [21]).

Théoréme 3.18 Soit Q C R™ un ensemble ouvert, a; : & x R x R® — R,
i =1,...,n des fonctions continues bornées satisfaisant

0<c<ai(z,s,p) <ay(z,s,p) <..<a,(x,s,p)
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pour quelque c € Ry etV (z,s,p) € 2 x R x R, Soit ¢ € C* (ﬁ; R”) telle
que
X (D0(@) < (3, 0le), Dele)), €9, i=1,..m,

(en particulier ¢ = 0), alors il existe (un ensemble dense de) u € W2 (Q; R")
telle que

{ i (D*u (z)) = a; (z,u(z),Du(x)), p.p. 2€Q,i=1,..,n
u(z) =¢(z), Du(z) = Dp(z)z, € 00N.

On fait remarquer que comme conséquence de ce Théoréme on peut traiter
le probléme de Dirichlet-Neumann suivant:

Corollaire 3.19 Soit {} C R™ un ensemble ouvert, f : QOxRxR* - R,
une fonction continue satisfaisant, V(z,s,p) € 2 x R x R,

0< fo< flz,s,p),
pour quelque constante fy. Soit ¢ € C? (ﬁ; R”) telle que
|det D) < f(z,p(z), Dp(), =€
alors il existe (un ensemble dense de) u € W2 (§;R™) telle que

{ |det D?u (z) | = f (z,u(z),Du(z)), p.p. t€N,i=1,..,n
u(z) =p(x), Du(z) = Do (z), z € 0.

Dém. c.f. Corollaire 7.33 dans [21].

3.4.3 Existence de solutions pour le probléme des élas-
tomeéres nématiques

La conséquence des résultats de caractérisation, obtenus dans la Section
3.3.4, se résume dans le théoréme suivant (on utilise les notations données
précédemment et on assume ici que [, a; = 1). ‘

Théoréme 3.20 Soit Q C R™ un ensemble ouvert et

E = {g ERV™: N () =a; i=1,..,n, det§ =H a; = 1}.
i=1
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Soit ¢ une fonction affine (Do = &) telle que

ﬁ Ai (60) < ﬁ a;, V=2,..,m,

i=v i=v

det(, = 1;

alors il existe (un ensemble dense de) u € ¢ + Wy'™ (Q; R™) vérifiant

Ai (D’LL (.’E)) =a; 1= 1)2) vy, PP T E Y/
det Du(z) =1, p.p. z € Q.

Remarque 22 Naturellement le résultat reste vrai si les a; ne sont pas con-
stants mais dependent de (z,u).

Dém. Tout d’abord on observe que

E= {6 € R™>™ . l_n[ )\i (5) =ﬁ a;, V= 2,...,?’7,, det§ = 1}

=y

et que £ — [, Xi(€), v = 2,..,n, sont quasiconvexes. Le résultat dé-

coule alors de la combinaison du Théoréme 3.15 avec le Théoréme 2.21 et le
Théoréme 2.24. R



Chapitre 4

Autres Applications

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous traiterons de nombreux autres exemples gravitant,
sous certains aspects, autour du probléme des valeurs singuliéres, mais qui
au demeurant offrent déja un intérét intrinséque. Parmi ces problémes, dont
’étude a abouti aux publications [22] et [24], nous voulons mentionner ’équa-
tion eikonale complexe, les problémes sous la contrainte det Du > 0 et les
puits de potentiel sous la contrainte det Du = 1.

L’équation eikonale complexe a été introduite récemment par Magnanini
et Talenti (c.f. [34]), lors de I’étude de phénomenes d’optique géométrique
avec diffraction et des fonctions harmoniques en trois dimensions.

Exemple 4.1 Soit Q@ C R™ un ensemble ouvert et borné, f : A xRxR — R,
f = f(z,u,v), une fonction continue; on veut trouver une fonction a valeurs

complezes w € W (Q; C)
w(z) =u(z)+iv(z)

solution de .
2 2
wi + f¢=0, p.p. dansQQ,
2 = p (41)
w=¢, surdfl,
ol wy, = Ow/0x; et p est une fonction donnée.

Une réponse a ce probléme, lorsque n = 2, peut étre trouvée dans [21].
Dans cette thése, nous avons pu généraliser le résultat au cas ou n > 2. Le
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probléme analytique formulé ci-dessus trouve une solution grace a 'applica-
tion des théorémes d’existence dévéloppés dans le Chapitre 2. La procédure
de résolution consiste & réduire le probléme analytique en un algébrique con-
sistant & caractériser les différentes enveloppes rang un convexes.

En effet le probléeme (4.1) est équivalent &

[Dv|* = |Dul* + f2, p.p. dans ,
(Dv; Du) =0, p.p. dans Q,
w =, sur .

En termes algébriques (on peut considérer f constante) on a: étant donné,
r>0et s=/T%2+ f2,

E={§=<Z>ER2X" tal=r, |b]==set (a;b)=0}

et en définissant /
— 1/r 0 2x2
A= ( 7Y ) cR¥

on prouvera que
PcoE =RcoE = {£ e R¥™ : A (A€), A (A€) <1}
ot \; (A€), Ao (A€) sont les valeurs singuliéres de la matrice A¢ € R2X™,

Ensuite nous présenterons un probléme sous la contrainte det Du > 0. On
sait qu’en élasticité non linéaire cette condition est fondamentale lorsqu’on
veut s’assurer qu’il n’y a pas d’interpénétration de la matiére et que, pendant
la déformation, I'orientation est préservée.

Exemple 4.2 Soit Q C R? un ensemble ouvert. Considérons

A1 (Du) + Az (Du) = 1, p.p. dans 2
det Du > 0, p.p. dans €2
u(z) =p(x), ze€df.

Etant donné
E:{€€R2X2A1(€)+A2(€)=17 dethO},
le probléme algébrique associé consiste & prouver que

PcoE=RcoE ={£eR¥?: M (£) + A2 (§) <1, det&>0}.
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Nous avons aussi étudié le cas de la contrainte det Du = 1, notamment le
probléme des puits de potentiel. On rappelle que cette condition, det Du =
1, résulte également de 1’élasticité non linéaire et représente le fait que le
matériau est incompressible.

Exemple 4.3 Soit 2 C R™ un ensemble ouvert et
E = S0O(2)AU SO(2)B
avec det A = det B > 0. Sout
E€intReco E

ow int Reo E représente lintérieur (relatif & la variété det £ = det A = det B)
de l’enveloppe rang un conveze de E (c.f. Section 4.4 pour la caractérisation
de Reco E). Alors il existe u € W (Q;R?) telle que

Du(z) € E, p.p. dans
u(z) = &z, sur 0N

Nous aimerions rappeler que tous ces résultats répondent & des problémes
ouverts dans [21] et que de plus nous avons traité de fagon différente un autre
probléme de [21]: celui des ellipses confocales de Murat et Tartar [46]. La
résolution de ce probléme, dans la version originale, faisait appel 4 de nom-
breux calculs algébriques; nous avons pu 'inscrire dans le cadre des résultats
d’existence obtenus.

Exemple 4.4 Soit  C R? un ensemble ouvert et borné. On considére le
probléme de Dirichlet-Neumann suivant:

Aw(z) € {0,1}, p.p. =€,
det D*w (z) >0, p.p. z€Q,
w(z)=p(z), Dw(z)=Dyp(z), =z df.

Le probléme algébrique associé est (on note par R¥*2 [’ensemble des matrices
2 X 2 symétriques): étant donné

E = {£eR¥? : tracef € {0,1}, det& > 0},
prouver que

RcoE =coE = {E € R¥? : 0 < trace£ <1, deté > 0}.
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On remarque de plus que, dans ce cas, I’enveloppe convexe coincide avec
celle rang un convexe, malgré le fait que la fonction & — det{ ne soit pas
convexe.

Le dernier exemple que 'on présentera (c.f. Section 4.6) est un probléme
plus académique mais qui est intéréssant mathématiquement. Le probléme,
malgré la simplicité de son énoncé et sa ressemblence avec un probléme im-
portant du premier ordre, est étonnamment difficile & résoudre et nous ne
P’avons fait que partiellement.

Exemple 4.5 Soit Q@ C R? un ensemble ouvert borné. Considérons le prob-
léeme de Dirichlet-Neumann suivant

6:861-25;]. =1, pp.z€Q, 1i,j=12

Le probléme algébrique associé est alors: si

E={¢{= () eRY? : [§] =1, 4j=1,2},

trouver que
PcoE:RcoEz{ £=(&;) eRP® ¢ || <1, i,5=1,2 }

€11 — €ao < —det§

4.2 © Equation eikonale complexe et sa général-
isation

Soit 2 C R™ un ensemble ouvert et borné, f : Q@ xRxR - R, f = f (z,u,v),
une fonction continue. On veut trouver une fonction & valeurs complexes
w € WL (Q; C)
w(z) =u(z) +iv(z)
telle que
S w? +f*=0, p.p. dans,
i=1
w=¢, sur 0N}
ol wg, = Ow/0x;. Le probléme est équivalent a
|Dv|? = |Duf* + f2, p.p. dans Q,
(Dv; Du) =0, p.p. dans (,
w=¢, sur .
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On va montrer que, en définissant

a

E={§=(b ) ER¥™ : |aj=7r, |b]=set (a;b)zO},

alors

PcoE =Reo E = {£ € R¥™ : Ay (A€), X (A) <1},

ou A (A€), Ay (A€) sont les valeurs singuliéres de la matrice A € R?*™ et

_ 1/r 0 2x2
A= (30 Yem

On a pu généraliser ce résultat au cas o m,n > 2 et inscrire I’équation
eikonale comme cas particulier de celui-ci. ”
Soit une matrice £ € R™*"
1 1 1
& 0 & £
= = (éla"'agn)y
& - & 3

0 <A1 (&) < ... < Aman (&) ses valeurs singuliéres.

€=

On a alors le théoréme suivant.
Théoréme 4.6 Cas 1 : soientm <n,r!, ..., r™ >0 et
E= {§ e R™" . <§’,§J> = 'ri'rj(sij}
ot 8V est le symbole de Kronecker. Soit

1

1
A = diag (ﬁ, T—m) € R™™

alors

E = {({eR™:\(A)=1,i=1,.,m}
ReoE = coE={£eR™": A, (AE) < 1}.
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Cas 2 : sotentm >mn, ry,....Tp, > 0 et
E={§ e R™": (£;¢;) =rimiby}
ot 6;; est le symbole de Kronecker. Soit

1
A = diag <l, oy ——) e R™"

T Tn
alors

E = {_g ER™™: X (EA)=1,i=1,..,n}

ReoE = coE={£eR™": )\, (£A) <1}.

Remarque 23 (1) Si l'on considére le deuziéme cas avec m = 3, n = 2,
ri=r1mrg et

u

§=Du(z,y)=| u

U

Uu
Uu
u

Wy Ny =
@ W N -

alors Du € E signifie, en termes géométriques, que la surface a été paramétrée
globalement par des coordonnées isothermes.

(2) Le cas m = n = 2 a été déja traité dans [21]. Recemment Bousselsal et
Le Dret [6] (toujours dans le casm = n = 2), dans le cadre de l’élasticité non
linéaire, ont trouvé que (c.f. leur théoréme 3.11 avece =0) sir* =712 =1
alors

F={e¢eRP®: ¢ +|(¢45€?)| <1, i=12} CReoP.

Ceci est naturellement compatible avec le théoréme ci-dessus. On notera
cependant que F' # Rco E, en effet

—-= 0
§=<£ 0>€RcoE,maz's§¢F.

Dém. Les deux cas sont le transposé I'un de 'autre et nous n’en traiterons
qu’'un par la suite; on choisit le Cas 2. On pose

X ={6eR™": )\, (€A) < 1}.
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Etape 1 : Tout d’abord on prouve que Rco E C co E C X. La premiére inclu-
sion Rco E C co E est toujours vraie et la deuxiéme découle des observations
suivantes:

L’ensemble X est convexe car la fonction £ — A, (£A) est convexe (c.f., par
exemple, le Lemme 3.9 dans le Chapitre 3).

L’inclusion E C X est aussi vraie. En effet si £ € E (noter que £A =

(% N )) alors

¢ € B ((6A)(4),) =8 &
EA € O(mn)e (A =11<a<n.

Etape 2 : On va maintenant considérer l'inclusion suivante: X C RcoE C
co E. Soit £ € X. En remplacant £ par £A on peut supposer, sans perte de
généralité, que A = I,«,. En appliquant le Théoréme 3.4, on peut trouver
R € O (n) telle que

ER=C= (£1,-n8n)  avec (8:) =€ &l

&6, X (6) =

Comme les ensembles E et X sont invariants par I'action (& droite) de O(n)
on peut supposer, sans perte de généralité, que

€= (&1, €n) s avec (§;€;) =0,Vi#j, L(€) =& <1,1<i<n

Il suffit donc de montrer que £ appartient & Rco E.
Supposons que [§;] > 0, Vi =1, ...,n et écrivons

E o (i) = 1+21§1|n++1—2|51| -

1+ I§ | (61 ) w31 ( >
2 |€1Iv§27 g + 2 |§1| 7527"' § :

Or rang(nt —n~) =1l et si n* = (nt,nf,...,n¥), alors
n n

nEini)=0,Vi#j [nf|=1, n¥| <L, Vvi=2,.,n
1 2

En itérant la procédure avec la deuxiéme composante, puis avec les autres,

on en déduit que € peut étre écrite comme une combinaison rang un convexe
d’éléments de E, i.e. £ € Reo E.
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Si |€,| = O pour certains indices ¢, la demarche est analogue; par exemple si
&, =0 on écrit

1 1
é = (él)"'aén):§n++'2"’7_

1

= 5 (61’627 7§n) + % (—61’52’ ---1€n)

ol e; représente tout vecteur de R™ tel que
le1] =1, (£5e1) =0,Vi=2,..,m.

En itérant encore la procédure on en déduit que £ € Rco E, comme voulu.
Ceci conclut la preuve. B

Remarque 24 Si l'on définit, pour m =2, n > 2,
F(§) = 2X2(A8) et G(§) = M(AL) + X2(A9),
on peut voir que F et G sont des fonctions convezes et que

E = {£eR¥™: )\ (AL) = X(Af) =1}
= {£ e R¥™: \(AE) + M(AE) = 2, Mo(Af) =1}
= {£eR”": F(§) =G() =2},

et donc
ReoE = coE = {{ e R¥™: F(¢) < 2}.

On peut appliquer les résultats vus dans la Section 2.4 pour obtenir le
théoréme d’existence suivant pour ’équation eikonale complexe, m =2, n >
2 (le cas n = 2 est déja dans [21]).

Corollaire 4.7 Soit Q C R™ un ensemble ouvert borné, f : @ x RxR — R,
f = f(z,u,v), une fonction continue et ¢ € Wh> (Q;C). Alors il existe
w € W (Q; C) satisfaisant

(4.3)

S wl +f2=0, p.p.dansq,
i=1
w=¢, sur of)
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ou w,, = Ow/0z;. Ou, en d’autres termes, il existe (u,v) € WH> (; R?) tel
que

(Dv; Du) =0, p.p. dans Q,

{ |Dvf* = |Duf® + f2, p.p. dans Q,
(u,v) = (p;, ), sur o€

Dém. En effet on résoud un probléme beaucoup plus restrictif que celui
considéré dans le théoréme ci-dessus, i.e.

|Duf* = r2, p.p. dans Q,
|Dv* = r2 + f2, p.p. dans €,
(Dv; Du) =0, p.p. dans 2,
(w,9) = (91, 2), sur 60

(4.4)

Pour f = f(z,u,v), on définit F,G : Q x R? x R?*® — R comme dans la
Remarque 24. Alors les solutions de (4.4) sont solutions (et inversement) du
probléme
F(z,u,v, Du, Dv) =2, p.p. dans
G(z,u,v, Du, Dv) = 2, p.p. dans Q
(u,v) = (9017302% sur 9.
En choisissant r > 0 assez grand pour que

F(m7¢17S027DS01aD902) <2- & P-p. dans 97

avec € > 0, on peut arriver au résultat en appliquant le Théoréeme 6.20 de
[21]. m

4.3 Probléme sous la contrainte detDu > 0

Le résultat principal de cette Section est le théoréme suivant:
Théoréme 4.8 Soient 0 <a <1, FER et
E={{eR¥: M) +N(¢)=1-0, det&>pg}.

Alors

i)
RooE = {£eR™ : () +X () <l-q, deté>p}
intReoE = {£€R¥?: M (€)+X() <1—a, deté>pg}.
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i) Soient de plus f (€) = M (€) + A2 (€) et g (€) = |€]° — 2det €, alors
0B ={£cR>: f()<1-0, g(6) < (1-0a)®— 48}
Remarque 25 Dans le cas 3 = 0 pour Uenveloppe conveze on trouve
coE={6eR™?: A () + X2 () £ 1-a}.
Dém. i) Soit
X={6eR¥”Z: () + A (§) <1—0, deté>p}.

Le fait que RcoE C X est élémentaire car £ C X et les fonctions £ —
A1 (€)+ Ao (&) et £ — — det & sont polyconvexes. Il nous reste donc & montrer
Pautre inclusion. La compacité de X implique que le résultat sera prouvé si
Pon est en mesure de montrer que 0.X C Rco E. Comme

OX =EU{E€R™: N () + A0 ()<1-a, deté=4g},

il faut démontrer que tout £ € R?*2 avec A\ (§) + A2 (§) < 1 —a et det £ = 3
appartient 4 Rco E. On choisit 7 € R?*? une matrice de rang un telle que

<§; 77> = £11M92 + M1€22 — §12M21 — €212 = 0.

On définit alors pour t € R
=&+

et V'on observe que par construction det§, = det £ = . En utilisant encore
largument de compacité on peut trouver t; < 0 < ¢, tels que &;,,&,;, € E,
ie.

M) +r(E)=1-0i=12

d’ou le résultat (la formule de représentation pour intRcoE se montre sans
difficulté).

ii) Etape 1: On commence par observer que si (1 — )2 ~48 <0 (= 8> 0),
alors £ = (). En effet, supposons par 'absurde que £ € E; on devrait alors

avoir
0<B<deté = h=d(l—a—N),

par conséquent
)\g—(l—a)/\2+,3<0,
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ce qui est absurde.
On supposera donc par la suite que

(1-a)?—48>0.
Etape 2: Soit

X={ecR™:f(§)<1—0a, g(§) <(1-0a)*—48}.

Montrons que X = coF.

On commence par observer que coE C X, car X est convexe puisque f et
g sont des fonctions convexes (g(£) = (£17 — £90)% + (€15 + £51)?). De plus
E C X (c.f plus bas).

Montrons donc que E C X.
Cas 1: Si B3 < 0 alors on a que, pour tout £ € R?*2,

FE=ME+2@E)<1-a=g(E)<Q-a)-48
en effet

€7 — 2det € < ¢]? + 2[ det€] = (M + Ap)®
(FEY<A-af<1-a)-45

g(é)

Par conséquent

E = {(€eR™ f(§)=1-a, det¢2f}
C {(eR*?:f()=1-a}=X.

Cas 2: Si 8> 0, alors
E={{cR™:f(()=1-0, g(§)<(1-a)’—48}.
En effet si f (¢) =1 — a, alors
g(€) =(1-0)’—2(|det{| +detf) < (1-a)’ -4 &
|det ] + det &£ > 28 s deté > .

Etape 3: Il reste & montrer que X C coE. Comme X est compact, il suffit
de démontrer que 0X C coE.
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Cas 1: B < 0. Supposons que £ € 0X; si de plus det{ > 0 > 3 alors
€ E=£e€cok.

Supposons donc deté < 8 < 0. Alors, & une rotation prés, 3z € (0,1) tel
que

(0 ) a3 )

= £ € coE.

Cas 2: 8 > 0. On a dans ce cas que

0X = {(eR™?:f(O)=1-0a, g(£)<(1-a)’-48}
U{eR¥?:f(¢)<1-0a, g(&)=(1-a)-48}
= EU{EeR™ f(§)<1l-a, g(f)=(1-a)-48).

Soit donc ¢ telle que f(§) < 1—aetg(f) =(1-a)’-48(sié € E le
résultat est trivial). On remarque que, puisque £ est de la forme

z 0

& =&+1t1

&, définie par

est telle que

g(gt) = g(&), vt

car
9(&) = I£t|2 —2det, = (z - y)? =g(£), Vi

On a donc, par le méme argument que précédemment, 3 ¢; < 0 < t9 tels que
f(gtl) = f(€t2) = ]‘ —a= €t17 §t2 € COE = § € COE'

En appliquant les théorémes d’existence du Chapitre 2, on peut obtenir
le résultat suivant:
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Théoréme 4.9 Soit  C R? un ensemble ouvert et ¢ € Cl,.. (Q) telle que
A (D) + X2 (Do) < 1, det Dy >0, p.p. dans Q,

alors il exziste u € @ + Wy'™ (Q) satisfaisant
A (Du) + Ay (Du) =1, det Du >0, p.p. dans Q.

Dém. Ce théoréme n’est qu'une conséquence du Théoréme 2.15 ou via la
propriété d’approximation donnée ci-dessous. Tout d’abord on trouve 6y > 0
tel que

det Dp > 69 >0

Soit § > g et
Es={€eR¥ : X () + X () =1-6, det¢ >S5}
(E = Es,) alors d’aprés le théoréme précédent on a
ReoEs = { €R¥Z: A (€) + A2 (§) <16, det&>6}.

En combinant le Théoréme 2.13 et le Théoréme 2.12 on arrive au résultat
voulu. &

4.4 Probléme sous la contrainte detDu = 1:
Les puits de potentiel

Soit © C R? un ensemble ouvert et borné, ¢ € W(;R?) une fonction
donnée et W : R?*2 — R telle que
W(€) =0« £ € E = SO(2)AU SO(2)B,

avec det A = det B = 1.
On considére

I(u) = /W(Du(w))dm u € o+ Wy (S R?). (4.5)
Q

Le probléme consiste & minimiser I, parmi toutes les fonctions u € ¢ +
Wy (;R?). On a vu que si on trouve une fonction u € ¢ + Wa™(£; R?)
telle que
Due E=S0(2)AU SO(2)B,
avec det A = det B = 1, alors cette fonction est un minimum de (4.5).
Nous commencons par quelques considérations algébriques.
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Proposition 4.10 Soit 0 < A < 1,

Az((); (1)/)\)

E = SO(2)I U SO(2)A.

et

Soit

F(&)=(&1 —€x)?+ (E1a+E) + \/(%511 = Ap)? + (Ao + ’;521)2

G () = (En ~ )" + (6o + 0 + (560 — M)® + (N + 16)"

Alors F et G sont convezes et invariantes par laction (& gauche) de SO(2);
de plus

2
Ez{ﬁeRz’d:F(f):%—)\,G(Q:(—/1{—/\) , det§=1},

RcoE = {geRQ“:F(g)g%—/\, det§=1},
1
A

intRcoE = {geR2x2:F(§)< -, det§=1}.
Par ailleurs, pour 6 > 0 suffisamment petit,
. ) A 1-6 .
£ =diag(1-46,1/(1-9)), & = diag -5 % € intRco E.

Dém. Le résultat découle de la représentation obtenue par Sverak et le
Corollaire 8.3 de [21].

1) Le fait que F et G sont convexes et invariantes par Paction (& gauche) de
SO(2) ne présente pas de difficultés particuliéres.

2) Montrons maintenant que si

2
X={§GR2X2:F(§)=§—A,G(§)= G—,\) ,det§=1}



4.4. PROBLEME SOUS LA CONTRAINTE DETDU =1 | 129

alors = X. Or

F(I)=F(A)=§—-)\, G(I)=G(A) = G—A>2, det]=detA =1

de plus F, G et det sont invariants par ’action (& gauche) de SO(2), on a
donc une premiére inclusion: £ C X. Soit £ € X alors soit

(€1 = €22)° + (€12 +€21)*] =0
et donc & € SO(2) ou alors

|G = 2 + O+ 30| =0

ce qui implique que £ € SO(2)A. Dans tous les cas on trouve que € € E.
3) On appelle

Y={§QW“JNQ§%—&d%&=%.

On va montrer que Rco E =Y. Pour ce faire on utilise la formule de représen-
tation établie par Sverak (c.f. [21]), i.e.,

£ = %1 —y2.)<10 +(21 —2 A0
Reo E — Y2 W 01 2z 21 0 1/A

VETR+VE+A<], deté =1

En exprimant yi1, y2, 21, 22 en termes de &;; on trouve

(En=m+ ( (%‘A) 3 =§§11 — A
§p=—(y2+ %Zz) (% - A) Yz = A9 + ‘1,\’521
< < 9
§o1 = Y2 + Az (% - )‘) 21 =—(&11 — €20)
. 522=y1+§21 . (%_)‘) zp=—(&2 + &)

Comme
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on a immédiatement le résultat.

4) On traite maintenant la formule de représentation pour int Rco E. On
appelle Z le membre de droite dans la formule. L’inclusion Z C intRco E
est facile et on va donc montrer celle réciproque. Soit £ € int Rco E; alors on
peut supposer (eventuellement par des rotations) que £, = 0 et donc comme
det £ = 1 on en déduit que si

£ =<€ll 0 )
t En+t 1/ )7

deté, =1, Vi e R

alors £ = ¢, et

Comme & € int Rco E on trouve que ¢, € Rco E pour tout t suffisamment
petit. On observe finalement que la fonction ¢ — F(&,) est strictement
convexe (noter cependant que la fonction £ — F (§) n’est pas strictement
convexe) et donc si t # 0 est suffisamment petit on a

F(§) < 3F () +5F (€) < 5 — )

et le résultat voulu € € Z.
5) Le fait que &,,&, € intRcoFE est évident. B

Théoréme 4.11 Soit Q2 C ]Rﬁ un ensemble ouvert et
E=S50(2)Au SO(2)B
avec det A = det B > 0. Soit
£ €intRco F
alors il existe u € WH (Q;R?) telle que

Du(z) € E, a.e. in2
u(x) = &z, on OS2

Remarque 26 Si det A # det B ce résultat a été déja obtenu par Miiller-
Sverak [40] et Dacorogna-Marcellini [19].
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Dém. Etape 1: On commence avec quelques considérations algébriques. On
observe que 1'on peut supposer, sans perte de généralité, que

A0
A--IetB—(O 1/)\)'

En effet tout d’abord on diagonalise BA™}, i.e. on trouve R,, R, € SO(2) de

facon que
A _ (A0
R,BA Rb—A—(O 1/

On peut donc en déduire que
R_,EA™'R, = SO(2)I U SO(2)A.

Etape 2: On définit pour § € (0, 1]

_(@=8) 0 (250
I5—(0 (1—3.5) et As = 0 1__;5 .

Par la Proposition 4.10, pour 6 suffisamment petit,
Ig, A5 € int Rco E.

Si on pose
Es = 50(2)15 U SO(Z)Ag,

1/2

Fs (6) .= [((1_511_6) - (1—5)522)2+ ((1—6)612+(1§j—16)>2}

+ I:((l ~—6)&u _ A2 >2+ ()‘512 + (1—5)§2l>2}1/2
A 1-46 1-46 A

et de maniére analogue pour Gg, de fagon que

2 —6)? 2
= {670 =15 - 60 = (5 ) 1.
deté =1

alors
Es CintRcoF
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et donc
Rco E5 C intReo E, V6 € (0,1].

Par conséquent E et Rco E ont la propriété d’ approximation avec K (Es) =
Rco Es. Finalement, en combinant la, Proposition 4.10 avec le Théoréme 2.24
et le Théoréme 2.21 on trouve le résultat. B

4.5 Un probléme de structure optimale

Soit © C R? un ensemble ouvert et borné. On considére le probléme de
Dirichlet-Neumann suivant:

Aw(z) € {0,1}, p.p. z €1,
det D?w (z) >0, p.p. z €N,
w(z) =¢(z), Dw(z) = Dp(z), =z €.

Le probléme algébrique associé est (on note par R?*2 I’ensemble des matrices
2 x 2 symeétriques) de trouver ’enveloppe rang un convexe de

E={¢eR>? : trace{ € {0,1}, det£ > 0} .
Le résultat principal de cette section est alors le théoréme suivant:
Théoréme 4.12 Soit

E={¢eR¥? : tracef € {0,1}, det£ > 0},
alors

RcoE = coE={§€R§X2 : 0 <trace£ <1, det§_>_0},
intRcoE = {£€R¥? : 0 <tracel <1, det{ > 0}.

En combinant le théoréme précédent avec le Corollaire 2.18 on obtient:

Théoréme 4.13 Soit @ C R? un ensemble ouvert et ¢ € CZ,, () satis-
faisant
0<Ap(@) <1, pp ze®,
{ det D?p (z) >0, p.p. T €K,
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ou p € Wi (Q) telle que

e<Ap(z)<1-¢, pp z€EQ,
det D%p(z) > ¢, p.p. T €1,

pour un certain € > 0; alors il existe w € p + W™ () vérifiant

(4.6)

Aw(z) € {0,1}, p.p. z€Q,
det D*w(z) >0, p.p. €.

Le probleme (4.6) provient d’un probléme de structure optimale; en effet
on peut montrer que si on définit

_ w
Wy

alors ce 7 est le minimum de 'intégrale

I{u) = /f(Du(m))dm cu € ug + WHe(Q;R?),
Q

ou

_ [ 148 sig#0,
f(f)’{o siE=0

et u = ug = Dy (ce U est alors appelé structure optimale). Voyons tout
d’abord ce résultat. Kohn-Strang (c.f. [33]) ont montré que

1+ [¢l° si [¢[* + 2| det €] > 1
Qf (€)= { (4.7)
2V/|€]? + 2| det &] — 2| det &) si [€]? + 2| det €] < 1,

ou, par définition,
- Qf =sup{g < f : g est quasiconvexe} .
En particulier, si trace§, det§ > 0, alors

Qf (&) =2+/[&|? + 2| det £] — 2| det &| = 2trace £ — 2det§,
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c’est-a-dire @ f(€) est quasiaffine et donc son intégrale ne dépend que de la
donnée au bord @(z). De plus, comme wy = @ sur 0N et det Du, det Duy,
trace Du, trace Dug > 0,

/Qf(Dﬂ’(a:))da: = /{ZtraceDﬂ—Zdet Du} dz
Q Q

= / {2trace Dug — 2det Dug} dz
Q

= /Qf(Duo(x))da:.
Q

11 est facile de voir que comme soit Aw (z) = 0, soit Aw (z) = 1 p.p. dans
Q, alors de
|Dul? + 2| det Du| = (Aw)?

et de (4.7) on a que
Qf (D*w(z)) = f(D*(w(z)), p.p. z€Q

donc

Qf(Du(z)) = f(Du(z)) p.p. z € £

Finalement

Q/ f(Du(z))ds = Q/ Qf(Du(z))ds

- [ er(Dus(o)is
Q
= min {/Qf(Du(x))dx tu € ug+ W()I’OO(Q;RQ)}
Q

< inf {/f(Du(a:))da: tu € up+ W(JI’OO(Q;RZ)} )
Q

d’ot le résultat. B
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Dém. (du Théoréme 4.12) Soient

X = {fERgxz 1 0 <tracef <1, det{ZO}
Y = {56]1{3"2 : 0 < tracef < 1, det& >0} .

Etape 1: On va prouver que
RcoE CcoFE C X.

La premiére inclusion est toujours valable et la deuxiéme provient du fait
que E C X et que X est convexe. En effet, soient {,7 € X, 0<t <1
on veut montrer que t€ + (1 —t)n € X. 1l est évident que la premiére
inégalité de la définition de X est vraie car £ — tracef est linéaire. On
traite maintenant la deuxiéme. On observe que, comme det§ = £,,£50 — 51122,
detn = 713795 — M7z > 0 et trace§, tracen > 0, alors £17,€9,7M11, 722 > 0 et
on a (on suppose alors que &,;,7,; > 0 sinon 'inégalité est triviale)

<g; 77> = E11Mae + M2 — 2619710

2 2 2
M2 12 (5117712 - 7711512)
1= +M1== —265mp = > 0.
u N nfn 12 £11Mn

On en déduit alors que
det (t6 + (1 —t)n) = t*det & +t (1 —¢) <E;17> + (1 —t)?detn > 0.
Etape 2 : on prouve maintenant que

X CRcoE.

Comme X est compact, il est suffisant de prouver que 0X C Rco E. Cepen-
dant il est facile de voir que

0X =EU{€eR>? : 0 <trace£ <1, deté =0},
donc il nous reste & montrer

{5 €R¥? : 0 <tracef <1, deté = 0} C ReoE.
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On suppose que £ est telle que 0 < t = traceé < 1 et deté = 0. On peut
alors écrire

e = (Zpams L8 ) mmra-ne

t—x

= t(aa(l—a) 1_ac(xl_a))+(1‘t)(8 g)

ol z = ta. Le résultat découle du fait que §;,§, € E et det (§; — &) = 0.
Etape 3 : Le fait que Y = int Rco E est facile. B

4.6 Un exemple académique

Nous allons maintenant considérer I’Exemple 4.5. Nous presenterons une
version plus générale du probléme.

Théoréme 4.14 Soient a;; > 0, 4,j = 1,2 avec a2 = ag;. Soit
E={¢=(&)eR>® : |¢y| =ay, 1,5=1,2}.

alors

coE={¢= (§,~j) cR?*? . |E,-j|§ aij, 1,j=1,2}.

Cas 1 : Si ayase — a2, < 0 alors
Reo B = {f = (fij) € Rgxz : €2l = ar, |§11| < an, €] £ a22} .

Cas 2 : Si aj1a00 — a%2 = 0 alors

_E=(&;) eRP? ¢ g5 <ay, 1,5=1,2 }
Reolr = { lag2€yy ~ a11€as] < — djetf = —&népn + &,

Cas 3 : Si ayax — a2, > 0 alors

=) Rl <o nimt2)

Rco E C
{ |a22§11 — a1yl < anag ~ af, — deté

Remarque 27 (1) Si on considére la matrice 0, alors il est clair que dans le
Cas 1 : 0 ¢ Reo E, tandis que dans le Cas 2 : 0 € Rco E mais 0 ¢ int Reo E.
On peut montrer, cependant, que dans le Cas 3 : 0 € int Reco E.



46. UN EXEMPLE ACADEMIQUE 137

(2) Pour appliquer c€ résultat auz équations auT dérivées partielles il faut que
int Reo B # 0; ceci nlarrive pas dans le Cas 1, contrairement aUT autres cas.
Cependant on @ pesoin également de la propriété d'app'rommation de l'en-
veloppe rang un convere queé, mdheumusement. on n'a pas réussi & monirer.
(8) Dans le Cas 3 on na pas pu caractériser Reo E; I'ensemble donné au

deugiéme membre est trop grond.

ReoF dans le cas a, - G2 < 0 ReoE dans le cas ¢’ aqs=0

0

Sn
S

&

pém. La formule de représent.a.tion de 'enveloppe convexe est triviale.
Cas 1 : On note

Xx={¢= (5«3) eRP? : |é42) = 3129 |€44) € 0110 |€aal < an}

1) I est clair que X C Reo E. Tout § € X (on suppose sans perte de
généralité, que £1p = 012) peut g'écrire sous la forme

,_(En M )= an +&n [ an @12 oy — &y [ —on 92
ST e ¢ e ¢
app §x 2a11 a2 S22 2a11 a2 S22

ot de maniére analogue,

(iﬂn ay2 ) _am £2 (iﬂ-u a12 an —§n ( +ayy 012 )
¢ = T

a2 S22 2092 a2 a2 2022 @12 — 222

pour en déeduire finalement que & € Reo E.

2) On montre maintenant I'autre inclusion. On observe que E C X. Donc
pour prouver le résultat il est suffisant de montrer que X est un ensemble
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rang un convexe. Alors soient £,7 € X avecdet({ —n) =0et 0 <t < 1. Or
comme &, € X, alors (£, — 7]12)2 est soit nul soit égal & 4a?,. Le deuxiéme
cas ne peut se produire, autrement on aurait

{ 0=det (§~n) = (11 — M) (622 — M) — (612 — 7712)2 (4.8)
< (Jqn] + [m01]) (a2l + 1m22]) — 4ady < daniags — 4a3, <0,

ce qui est absurde. Donc le seul cas possible est £;5, = 1,4 (avec |15 = a12).
Par conséquent le résultat voulu t€ + (1 — ¢t)n € X est immédiat.
Cas 2 : Comme précédemment on appelle

¥ { £= (&) €RP? : fgy| <ay, 0,5=12 }

laz2yy — an1ése] < —det§ = —&11&ny + €1

1) On peut facilement voir que E C X et que X est un ensemble rang
un convexe (méme polyconvexe) car toutes les fonctions qui apparaissent
dans les inégalités sont polyconvexes et donc rang un convexes. On a alors

Reo B C X.

2) On traite maintenant l'inclusion X C RcoFE. On observe que si 'on
prouve (c.f. ci-dessous) que X C Rco E, alors le résultat est immédiat. En
effet si £ € int X, comme X est compact, on peut trouver pour tout A € R?x?
avec rangA =1, t; < 0 < t,, tels que

E+HN, E+t A€ DX

et donc, comme 0X C Rco E, on a que £ € Reo E.
On aimerait montrer que si £ € X alors £ € RcoE. On notera que la
derniére inégalité dans la définition de X est équivalente, en tenant a ’esprit
que a) as — a3y =0, &

{ 0 < a?, — &y < (a1 — &41) (@22 + £3) (4.9)

0<aj, - f%z < (an + &) (az2 — €a9) - .

Si |€;1) = a1y ou [€55] = ag alors par (4.9) nécessairement on a |€;,] = aq2.
Cependant si |€15| = a12 alors, par le méme argument du Cas 1, on déduit

que £ € Reo E.

Maintenant on suppose que |§i]-| < a;; et (comme £ € 0X) une des deux
inégalités dans (4.9) devient une égalité; sans perte de généralité, disons la
premiére (la deuxiéme reste une inegalité stricte). Si on appelle

i = {5 = (fij) € Rgxz : a%2 - f%z = (a1 — &11) (aze +§22)}
Vo = {£€=(&;) €eR¥? : af, — &}, = (an1 + &) (a2 — €20) }
Y, = 9XnNnW;




4.6. UN EXEMPLE ACADEMIQUE 139

alors £ € relintY) (I'intérieur relatif de Y7). On peut alors choisir

Ao (A Mk
T\ A A

avec A1, Az # 0 de facon que
E+tre VW, VEeR;
ceci est toujours possible en choisissant

G+ €12
a3 — &y
ou plus généralement toute solution non nulle de

AS (a1 — &) + 2M 006, — A2 (ags + &g9) = 0.

Alors, comme ¢ € relint Y] et Y7 est compact, on peut trouver ¢t; < 0 < g,
tels que

)\1=1, A2=

£+, €+t € OYS.

Eij = a,; pour certains i, j (et ce cas a été déja
traité), soit E € V. Il reste donc & analyser le cas |£;;| < a;; et £ € Vi Ny,
i.e. lorsque dans (4.9) les deux inégalités deviennent deux égalités. A noter
que tout £ € V; NV; est de la forme

Or E € 0Y) signifie que soit

1 +, /222
£=¢n a @ o
V@ e
et alors si on note par
1 t, /22
11
A= a2 a2 ’

ay a1l

qui est une matrice de rang un, on trouve que
E+theVvinV,, VteR.

On applique alors le méme argument, notamment si |¢;;| < a;; et £ € ViNV,
on peut trouver t; < 0 < ty, tels que une des inégalités |§ij| < a;; devient
une égalité; dans ce cas on conclut que £ € Rco F par les étapes précédentes.
Cas 3 : L'inclusion espérée repose sur les mémes raisons que dans le Cas 2. R
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